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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons a 1’étude des systémes dynamiques a temps
discret. Nous présentons les résultats d’une étude théorique et numérique d’un systéme
chaotique en temps discret. Nous commencons notre étude en tracant des attracteurs
obtenus par des méthodes numériques. Nous étudions la stabilité des points fixes. Ce tra-
vail comporte trois parties principales. Dans la premiére partie nous donnons une étude
de la théorie du chaos pour les systémes dynamiques discrets en espaces topologiques,
par exemple le théoréeme de Li et Yorke dans le cas de la dimension 1, et le théoréme
de Marotto dans le cas de la dimension n et le théoréme de Devaney. La seconde par-
tie concerne la modélisation mathématique et la simulation numérique de la croissance
tumorale et nous proposons un modeéle de De Pillis et Radunskaya. La troisieme partie
présente quelques méthodes utilisées pour la discrétisation des systémes dynamiques, par
exemple la méthode d’Euler, la méthode de Taylor et la méthode Runge-Kutta et nous
étudions le modéle de De Pillis et Radunskaya en temps discret et avec la méthode de

discrétisation d’Euler.

Mots clés : Systémes dynamiques discrets, Chaos, Théoréme de Marotto, Discrétisa-

tion, Modéle de croissance tumorale, Stabilité, Bifurcation.



Abstract

In this work, we are interested in the study of discrete-time dynamical systems. We are
present the results of theoretical and numerical study of a discrete-time chaotic systems.
We begin our study by plotting attractors obtained by numerical methods. We analyze the
stability of fixed points. This work has three main parts. In the first part we five a study of
the theory of chaos for topological dynamical systems defined by discrete maps for example
the theorem of Li and Yorke in the case of dimension 1, and Marotto’s theorem in the case
of the dimension n and Devaney’s theorem. The second part concerns the mathematical
modeling and numerical simulation of tumor growth. We propose the model of De Pillis
and Radunskaya. In the third part we present some methods used for discretization of
dynamical systems, for example Euler method, Taylor method and Runge-Kutta method
and we study the model of De Pillis and Radunskaya in discrete-time and with the method

of discretization of Euler.

Keywords : Discretes dynamics systems, Chaos, Marotto theorem, Discretization, Tumor

growth model, Stability, Bifurcation.
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Introduction

La biologie et les mathématiques sont constituées par 1’ensemble des méthodes et
techniques mathématiques, numériques et informatiques qui permettent d’étudier et de

modéliser les phénomeénes et les processus biologiques.

L’impact des mathématiques sur la biologie s’est fait a plusieurs niveaux. Par exemple
la biologie cellulaire pour laquelle certains concepts mathématiques ont permis des avan-

cées spectaculaires.

Dans cette thése, nous considérons la biologie des tumeurs, pour cela, nous nous
sommes basés sur les travaux de (De Pillis et Radunskaya [5]) et (Itik Mehmet et Banks
Stephen [19]), qui dérivent les principales caractéristiques des cellules cancéreuses. Un
cancer, ou tumeur maligne, est un amas de cellules qui ont subi des mutations génétiques

modifiant leur comportement.

Les modéles mathématiques sont définis sous forme des systémes d’équations. Nous
nous intéressons particulierement dans cette thése aux systémes dynamiques discrets. Ces
systémes d’équations sont des cas particuliers des systémes d’équations définis par des

relations de récurrences.

Les systémes a temps discret sont plus raisonnables que les systémes & temps continu
lorsque les populations ont des générations qui ne se recouvrent pas. De plus, ['utilisation
de modéles & temps discret est plus efficace pour le calcul et les simulations numériques.
par une étude [20], il est prouvé que le systéme a temps discret a des propriétés et des
structures différentes par rapport au continu et ces résultats révélent des comportements

dynamiques beaucoup plus riches du systéme a temps discret par rapport au continu.

Cette thése a pour objet I’étude des systémes chaotiques discrets et nous concentrons

notre étude sur un modele de De Pillis et Radunskaya. Notre thése comporte les chapitres

suivants
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Introduction

Dans le premier chapitre, nous rappelons les notions les plus importantes dans 1’étude
des systémes dynamiques discrets, en faisant particuliérement attention a celles qui sont
supposées étre des composantes d’un comportement chaotique: Sensibilité aux conditions
initiales, stabilité et la nature du point fixe, et plusieurs notions de chaos peuvent étre étre
formulées en utilisant ces composantes. A la suite des exemples des systémes dynamiques

discrets avec des comportements chaotiques.

Le second chapitre donne un certain nombre de définitions de topologie et de calcul dif-
férentiel, qui seront nécessaires a la définition des systémes chaotiques. Nous en profiterons
pour rappeler 'approche topologique des systémes dynamiques discrets, nous présentons
quelques méthodes pour étudier le comportement chaotique d’'un systéme dans le cas dis-
cret. Nous utilisons la théoréme de Li et Yorke pour étudier les systémes de dimension un,
et le théoréme de Devaney, la multiplicité des périodes, théoréme de Marotto et une ver-
sion modifiée du théoréme de Marotto en suite nous présentons les méthodes d’exposant

de Lyapunov pour calculer le taux de divergence entre I’évolution de trajectoires.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons une modélisation mathématique et des
résultats numériques du modéle de croissance tumorale. Nous réalisons I’étude d’un modéle
a trois équations, le modeéle de De Pillis et Radunskaya, qui regroupe un grand nombre de
caractéristiques que nous souhaitions prendre en compte telle que le micro-environnement

tumoral et la modélisation des interactions cellulaires.

Dans le quatrieme chapitre, nous présentons certaines méthodes utilisées pour la dis-
crétisation les systémes dynamiques continues, qui sont des méthodes approximatives
basées sur la discrétisation du temps ¢, par exemples méthode d’Euler explicite, méthode
basée sur la série de Taylor et méthode de Runge-Kutta. Nous appliquons ces méthodes au
modéle de croissance tumorale & trois dimensions. A la fin du chapitre, nous démontrons
que le nouveau systéme que nous avons obtenu en utilisant la méthode d’Euler posséde
un comportement chaotique en utilisant la version modifiée de théoréme de Marotto, pour

simplifier I’étude, nous présentons quelques résultats théoriques et numériques.

Le cinquiéme chapitre est consacré a I’étude du comportement chaotique d’'un modéle
de croissance tumorale de dimensions trois & temps discret. Nous étudions la stabilitée des

points fixes du systéme et nous appliquons la version modifiée de théoréme de Marotto, et

a la fin de ce chapitre nous allons présenter quels que résultats numériques de ce systéme.

Enfin, on termine par une conclusion générale ainsi que quelques perspectives.

xiil
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Chapitre 1 — Rappels et préliminaires

1.1 Systéme dynamique discret

On définit un systéme dynamique a temps discret avec la relation de réccurence donnée

comme sulvante:

z(k+1) = F(z(k)), (1.1)
ot I une application de D x N dans D, (zg, k) € (D,N) et D C R™ satisfaite:
Fz) =z, F'(2) = F(x), F*(z) = F(F(z)), ..., F*(x) = F(F*(x)),

et
xo, 1 = F(x), 19 = F2(x0), vy T = Fk(aco).

Définition 1.1.1
On appelle orbite positive de x par le systeme (1.1) l’ensemble O, C D définie par:

O, = {F*(x),k € N}.

e On appelle orbite négative de x par le systéme (1.1) l'ensemble O_ C D définie
par:
O_ = {F %),k € N}.

e On appelle orbite de x par le systéeme (1.1) l’ensemble O C D définie par:
O = {F*), ke Z}.
et F' une application bijective.
Définition 1.1.2 On dit que z* € D est un point fixe de F' si:
F(z*) = x".
Définition 1.1.3 On dit que x* est un point périodique s’il existe n > 1, tel que
F™(z*) = x*. La période d’un point périodique x* est le plus petit entier n > 1 tel que:
F'(z*) = a",
Uensemble {xo, z1, ..., xp_1} forme une orbite périodique d’ordre p ou un cycle d’ordre

P, Sk
F(x;) =xi1 pour i =0,1,2,...,p—1 et F(z,_1) = .

Autrement dit, chaque point d’une orbite périodique d’ordre p est un point fize pour FP:

FP(z;) = x; pouri=0,1,2,....,p — 1 et n’est pas un point fire pour F* si k < p.



Chapitre 1 — Rappels et préliminaires

1.2 Etude de la stabilité

L’étude du comportement d'un systéme dynamique a temps discret correspond a 1’an-

nalyse de stabilité des points fixes et des points périodiques.

Théoréme 1.2.1 (Brouwer) Soit F une application continue de B™ dans lui-méme ot
B = {x € R"/||z|| < 1}, alors I’équation F(z) = = admet une solution dans B" c’est-

a-dire ' admet un point fixe.

Théoréme 1.2.2 (Contraction de Banach) Soit F une application continue de B"

dans lui-méme, on suppose que:
[1F(z1) = F(@2)|| < Allzy — 2,

pour tout vecteur x;; € B" et un certain \ € (0,1). Alors il existe un point fize unique
x* € B™. De plus on a:
lim F"(z) = 2%, V€ B2,

n—oo

1.2.1 Stabilité du point fixe

Soient E un ensemble et A C F,

On dit que A est invariant par F' si F(A) = A.

On dit que A est un attractif (ou attracteur) si A compact fermé et invariant par F'; et
s’il existe un voisinage V' de A tel que pour o € V, 'orbite de z( est une suite qui

converge vers A. Le voisinage V est appelé le bassin d’attraction de A et on a:

A= ﬁ FR(V).

On dit que A est instable (ou répulsif) s'il existe un voisinage V' de A tel que pour
tout xg € V, lorbite de xy s’éloigne de A (ou de maniére équivalente: si A est un

attracteur pour F71).

On dit que A est un attracteur étrange si 'orbite de = est dense dans A, Vx € A et

A est sensible aux conditions initiales.

L’attracteur le plus simple est le point fixe, il peut étre attractif ou répulsif.



Chapitre 1 — Rappels et préliminaires

Définition 1.2.1 Le sytéme dynamique (1.1) est dit stable au sens de Lyapunov par
rapport au point fire x* si suffisament proches du point fixe pour des conditions initiales

x(ko), et nous écrivons:
Ve > 0,30 > 0: ||x(ko) — x¥|| < 6 = ||F(k, ko, x(ko)) — z*|| < e,Vk > k.

En dimension un, F : R — R c’est la pente m = F'(x*) de la tangente au point fize x*

qui détermine le type de point fize.
Définition 1.2.2 Le point fize x* est attractif si

Vko € N;3do(ko), tel que ||lx(ko) — 27| < do(ko) = kErEwF(k,ko,x(ko)) =,
lorsque 6o(ko) = +o0 ; on dit que le point fize x* est globalement attractif.

Définition 1.2.3 Le point fixe x* est dit asymptotiquement (respectivement globalement
asymptotiquement) stable lorsqu’il est a la fois stable au sen de Lyapunov et attractif

(respectivement globalement asymptotiquement).

1.2.2 Meéthode de linéarisation

Soit le systéme dynamique non linéaire

v(k+1) = F(x(k)),

(1.2)
x(ko) = z(0), Condition initiale.

Le systéme (1.2) admet, au voisinage de * = 0, un développement limité de la forme:

x(k+1) = Az(k) + r(||z|]), (1.3)

ol A une matrice constante et:

tim “UD (1.4)
a0 |z
Le systeéme linéaire décrit par:
z(k+1) = Az(k). (1.5)
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1.2.3 Meéthode de Lyapunov
Méthode indirecte de Lyapunov

La méthode indirecte, aussi appelée premiére méthode de Lyapunov, consiste a li-

néairiser le systéme (1.5) autour d’un point fixe z* et 4 tester la stabilité du systéme.

Théoréme 1.2.3 Soient \;, i = 0,1, ...,n, les valeur propres de la matrice A définie dans

(1.3).

On dit que le point fixe x* du systéme (1.2) est:
1. Asymptotiquement stable si Vi € {0,1,...,n}, on a ||\ < 1.

2. Instable (ou répulsif) si la matrice A admet au moins une valeur propre de module

strictement supérieur a Uunité. 3i € {0,1,...,n}, tel que | N;]| > 1.

3. On ne peut pas conclure la stabilté locale du point fixe si certaines valeurs propres

de la matrice A sont sur le cercle du rayon de l'unité et les autres a lintérieur.

Méthode directe de Lyapunov

Dans la méthode directe de Lyapunov, on cherche une fonction scalaire (de type éner-
gétique), que admet une différence négative. Cette fonction est appelée fonction de Lya-

punov.

Définition 1.2.4 Une fonction de Lyapunov est une fonction scalaire V : R* — RT,

continue en xy, tel que:
1. V(0) =0,
2. V(l’k) > 0, Vo 7é 0,

3. V(xg) — +00 st xp — +00.

Théoréme 1.2.4 Le principe de la deuxiéme méthode de Lyapunov consiste a remplacer
I’étude de convergence de xy vers z* = 0, c’est-a-dire le point fixre x* = 0 est asymptoti-

quement stable s’il existe une fonction de Lyapunov V : R™ — R* | telle que:
AV(.T]C+1,.T]€) = V($k+1> — V(l‘k) < O, YV, 7£ 0. (16)

Remarque 1.2.1 §i le point five x* # 0, on s’y raméne par un changement de variable

du type ), = x — x*.
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1.2.4 Stabilité des points périodiques
Comme les points périodiques sont des points fixes de F?, alors:

Théoréme 1.2.5 Soit x le point périodique d’un cycle d’ordre p: Si les valeurs propres de
la matrice DF?(x) sont des modules strictement inférieurs a l'unité, le cycle est stable;
si la matrice DFP(x) admet au moins une valeur propre de module strictement supérieur

a l'unité, le cycle est instable.

En dimension un, F': R — R, est m, = F?(z*) alors:

Théoréme 1.2.6 Pour F: R — R le cycle {xg, x1, ..., Tp_1}:
1. Stable (ou attractif) si: |m,| < 1.
2. Instable (ou répulsif) si: |m,| > 1.
3. Indiférent si: |m,| = 1.
4. Super stable (ou super attractif) si: |m,| = 0.
my s’appceil}l?e le multiplicateur de F' du cycle {zo,x1,...,p—1} et m, = Hig_l F'(x;),

ol F' = —

de’

1.3 Nature des points fixes et cycles

Pour caractériser la nature des points fixes et les cycles nous supposons que:

a) Sila dimension de systéme (1.1) est égal & un, le multiplicateur d’un point fixe z* est
m = F'(z*) ou F' = . et le multiplicateur d’un cycle d’ordre p, {zo, z1, ..., 2p—1}
est m, = [[=0 " F'().
Un point fixe ou un cycle est dit stable (ou attractif) si |m| <1 (Jm,| < 1 respecti-

vement), et instable (ou répulsif) si |m| > 1 (|m,| > 1 respectivement).

b) Si la dimension de systéme (1.1) supérieur un, les multiplicateurs d’un point fixe z*
ou d’un cycle d’ordre p sont les valeurs propres de la matrice Jacobienne de F'(x*)
ou de FP(z;).

Lorsque la dimension de systéme (1.2) est égal & deux, il existe deux valeurs propres

A1 et A\ alors la nature de point fixe ou cycle donnée comme suivante:

1) Col: Si A\; et Ay sont réels: |A1] < 1 et [\ > 1.

Un col est un point instable:
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a- de type 1si Ay >0 et Ay >0,
b- de type 2 si A\ Ay <0,
c- de type 3si Ay < 0et Ay <O.
2) Noeud: Si A\; et Ay sont réels
a- stablesi |\;| <1,i=1,2,
b- instable si |\;| > 1,i=1,2.
3) Foyer: Si \; et Ay sont complexes conjuguées et r = |\;|, i = 1,2,
a- stable si r <1,

b- instable si r > 1.

A—0 det A A=0: det A=1(Tr A)?

l l

foyer stable foyer instable

®

centre

Noeud dégénéré stable Noeud dégénéré instable

Origine

Noeud stable Noeud instableTrA

A A

ligne de points fixes stables Col Ligne de points fixes instables

FIGURE 1.1 - Classification des portraits de phases dans le plan (det A, Tr A). Voir [31].

Lorsque la dimension de systéme (1.2) est égal a trois, alors existe trois multiplicateurs

m; (i =1,2,3) sont les valeurs propres d'un point fixe ou d’un cycle.
1) Col: Sim;, 1 = 1,2,3 sont réels

a- de type 1si |m;| <1,i=1,2et |mg| > 1,

b- de type 2 si |m;| > 1,1 =1,2 et |mg| < 1.
2) Col-foyer: Si m; et ms sont complexes conjuguées, et ms est réel

a- de type 1si |m;| <1,71=1,2et |mg| > 1,
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b- de type 2 si |m;| > 1,i=1,2 et |mg| < 1.
3) Noeud: Si m;, i = 1,2, 3 sont réels
a- stable si |m;| <1,i=1,2,3,
b- instable si |m;| > 1,1=1,2,3.
4) Noeud-foyer : Si m; et ms sont complexes conjuguées, et ms est réel
a- stable si |m;| <1,i=1,2,3,

b- instable si |m;| > 1,1 =1,2,3.

1.4 Courbes invariantes

Définition 1.4.1 Une courbe Q(x) = C, C étant une constante réelle, est invariante par

F définie par ( 1.1 ), si Q satisfait I’équation suivante:

Q(F(z)) = Q(x), (1.7)

dans le cas d’un point fize (ou d’un cycle d’ordre k) de type col, on note Wy les branches
de la courbe associées au multiplicateur de module inférieur a 1 et W, les branches de la
courbe associées au multiplicateur de module supérieur a 1 Voir la Figure 1.2.

Plus généralement, un ensemble A de R™ est invariant par la transformation T si

seulement si T(A) = A.

FI1GURE 1.2 — Courbes invariantes associée & un point fixe de type col x* dans le cas n = 2.
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1.4.1 Ensemble attractant et attracteur

Définition 1.4.2 un ensemble fermé invariant A est attractant s’il existe un voisinage

U de A tel que T(U) C U et TP(z) — A, quand p — oo, pour tout x € U.

Définition 1.4.3 Un attracteur est un ensemble attractant topologiquement transitif, si

seulement si quels que soient les ouverts U,V C A, il existe un entier positif k tel que
THU)NV #£0.

1.4.2 Chaos

Actuellement il n’y a pas de définition générale du terme "chaos". On rappelle une

définition intéressante, proposée par Devaney [6] pour les systémes & temps discret.

Définition 1.4.4 Soient (X,0) un espace métrique compact et F': X — X, une applica-

tion. Le systéme a temps discret donné comme suit:

est dit chaotique s’il vérifier les trois conditions suivantes:

1. Le systéme (1.8) est sensible aux conditions initiales ? ¢’est-a-dire il existe un nombre
réel € > 0 tel que, pour tout xo € X et pour tout 5 > 0, il existe un point yo € X et

un entier k > 0, vérifiant:
d(zo,yo) < B = d(zk, yx) > €. (1.9)

2. L’applicaion F dans (1.8) est topologiquement transitive s’il existe x; € X tel que
Vorbite {FP(zg) : p € N} est dense dans X . FP représente la p-iéme composition de

Uapplication F.

3. L’ensemble des orbites périodiques {xo € X;3k > 0,2, = 2} est dense dans X.

On dit que le chaos est stable lorsqu’il y a existence d’'un attracteur étrange, di a la
présence d’une infinité de solutions périodiques stables et on dit que le chaos est instable
lorsqu’il y a existence d'un transitoire étrange du a la présence d’une infinité de solutions
périodiques instables, on parle alors de répulseur chaotique, un tel ensemble peut étre
assoié a l'existence d’un attracteur a linfini ou a l'existence d’une frontiére floue les
bassins de deux attracteurs.

Nous proposons la définition suivante:
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Définition 1.4.5 Un attracteur, dont les points générent des suites itérées qui vérifient

la propriété de sensibilité aux conditions initiales, est dit chaotique.
1.5 Exemples des systémes chaotiques & temps discret

1.5.1 Récurrence logistique

Une récurrence logistique est un exemple simple de suite dont la récurrence n’est pas
linéaire, utilisée par le biologiste Robert May en 1976 [30], décrit 1’évolution de population
d’une espéce. Souvent citée comme exemple de la complexité qui peut résulter d’une simple
relation non-linéaire.

La récurrence logistique donnée comme suivante:

T = fulwn) = pan(l - ), (1.10)

ou z €]0, 1] représente la population a 'année k et p est une constante de l'intervalle [0, 4]
représente un facteur de croissance de la population.

Des exemples d’évolution de ce systéme sont données aux Figures 1.3.

1.5.2 Récurrence de Hénon

La récurrence de Hénon [17] est un systéme dynamique discret de dimension 2 dont

la représentation d’état est la suivante:

Tpyp1 = 1 —axs +
{ b T (1.11)

Y41 = bxy,

pour les valeurs a = 1.4 et b = 0.3 et son bassin d’attraction. Voir [17].

1.5.3 Reécurrence de Lozi

Dans le but de simplifier attracteur de Hénon, René Lozi [27], propose le systéme

suivant:

(1.12)

T = 1 — alzg| + yk
Yr+1 = DTy

L’attracteur de Lozi présentée pour a = 0.7,b = 0.5 et g = yo = 0.

10



Chapitre 1 — Rappels et préliminaires
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(a) Itérations pour p = 2.82 et xg = 0.2.
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(c) Ttérations pour p = 3.55 et x¢p = 0.2.

FIGURE 1.3 — Itérations de la fonction logistique.

1.5.4 Récurrence d’lkeda
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(b) Ttérations pour u = 3.05 et 2o = 0.2.
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(d) Ttérations pour p = 3.8282 et xo = 0.2.

L’attracteur d’Ikeda est un systéme dynamique a temps discret, caractérisé par la

relation de récurrence:

Zhp1 = A+ BexpiP/(|zk|2+1)+C

(1.13)

Il a été proposé en 1979 par le physicien japonais Kensuke Tkeda. Voir [18] pour décrire

la propagation de la lumiére a travers une cavité optique non linéaire.

La relation de récurrence est souvent utilisée sous la forme suivante:

ou i € R est un paramétre et 6, = 0.4 —

T 1+ /L(L’Ek COS(@k) — Yk sm(é’k))
Y1 = p(xpsin(0k) + yi. cos())

[

1+xz +yz :

Lorsque p > 0.6, le systéme a un comportement chaotique.

11

(1.14)
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Henon Map Lozi Map
04 0.8 T T T T T
03 06F
0.2 04F
0.1 0.2f
0 or
-0.1 -0.2
-0.2 =04
03 06
-04 -08 : ! . v -
-15 15 -15 -1 -05 0 05 1 15
(a) (b)

FIGURE 1.4 — (a) Attracteur de Hénon, (b) Attracteur de Lozi.

Ikeda Map

FI1GURE 1.5 — Attracteur d’Tkeda pour p = 0.9 et o = yo = 0.1.
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2.1 Espaces topologiques et espaces métriques

2.1.1 Notions

Définition 2.1.1 Soient X un ensemble et T une famille de parties de X, On dit que le
couple (X, T), est un espace topologique si vérifiant:
(1) Der, X e,
(2) Une intersection finie d’éléments ty,ts,...,t, € T appartient a T, c¢’est-a-dire
ti1NtaMN...Nt, €T.
(3) Une reunion quelconque d’éléments
ty,to, ..., 1, € T appartient a T, c’est-a-dire t; Uta U ... Ut, € T.
On appelle T la topologie sur X.

Définition 2.1.2 on définit la distance sur X est une application (x,y) — d(z,y) de
X x X dans RT ou X # 0. telle que:

(1) d(z,y) =0 si seulement si x =1y,

(2) d(z,y) = d(y,z), Vaz,yeX,

(3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), YV xzyzeX.

Exemple 2.1.1 Si X = R" alors, on définit la distance Euclidienne comme suite:

ouz,y € R™

Définition 2.1.3 Le couple (X, d), ot d est une distance définit sur X, on appelle espace

métrique.

Définition 2.1.4 Soit l’espace métrique (X,d). Pour x € X et r > 0, on définit:
a) B(xz,r) ={y € X ; d(y,z) <r}, est une boule ouverte ou x une centre et r le rayon.

b) B(z,r) ={y € X ; d(y,x) <r}, est une boule fermée ot x une centre et r le rayon.

Définition 2.1.5 Soit l’espace métrique (X, d), on appelle U une partie non-vide de X
est un ouvert si Vo € U, Ir > 0 tel que B(x,r) C U.

Proposition 2.1.1 Soit (X,d) un espace métrique.

15
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1. Une intersection finie des parties d’ouverts (NU; € X,i =1,2,...,n), est une partie

ouverte.

2. Une reunion quelconque des parties d’ouverts (UU; € X,i =1,2,...), est une partie

ouverte.

Définition 2.1.6 Soit l’espace métrique (X,d), on définit la topologie métrique de

Uespace (X,d) comme suite:
T={UC X ; U est un ouvert} .

Alors, en remarque que I'espace métrique est un cas particulier d'un espace topologique.

Définition 2.1.7 Soit l’espace topologique (X, 7). On dit que X est un espace de Haus-
dorff, ou séparé, si trouver deux parties ouverts U,V € 7, tels que x e U, y € V, v #£ gy
etUNV =10.

2.1.2 Espaces normés

Définition 2.1.8 Soit E un espace vectoriel réel. Une norme sur E est une application
x> ||z|| de E dans RT = [0, 00] telle que:

(1) ||z|| =0 si seulement si = =0,

(2) || Azl = M||z]|, YVAERVzeE,

(3) lz+yll < llzll + llyll, Ya,yek.

Exemple 2.1.2 On dit que la norme euclidienne la formule suivante:

n 1/2
lalls = (fo) ,

i=1

ot x = (T1,...,2,) € R™.

Définition 2.1.9 Un espace normé est un couple (E,|| ||), ou || || est une norme sur
E.

Proposition 2.1.2 Un espace normé (E, || ||) est un espace métrique pour la métrique

d(ZL‘7y) = ||l'—y||, V%?JGX-
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2.2 Fonctions dérivables
2.2.1 Fonctions réelles dérivables

Notation

d
On note f’(zg) ou d—f(xo) la dérivée de f en x.
T

Définition 2.2.1 (continument dérivable) Une fonction réelle f définit sur un ouvert
U de R est dite de classe C' ou continument dérivable si elle est dérivable sur U et

si sa dérivée [’ est continue de U dans R.

2.2.2 Le théoréme des accroissements finis

Théoréme 2.2.1 (Théoréme des accroissemnts finis) Soit f une fonction réelle conti-
nue sur l'intervalle réel [a,b], dérivable en tout point de |a,b|. Alors il existe un point ¢

de lintervalle ouvert |a, b| tel que:

f(0) — f(a)

e}

2.2.3 Formule de Taylor

Théoréme 2.2.2 (Taylor) Soient U un ouvert de R et f une fonction de classe C™ sur

U. Sia et b sont deux points de U, on a l’égalité:

Lh—a)y b— al™
176 - 3 L= oy < L gy 0.

=0 ]' z€a,b]
Théoréme 2.2.3 (Formule de Taylor-Young) SiU est un ouvert de R et f une fonc-

tion de classe C™ sur U dans un espace de Banach E, on a pour a € U :

1) =S E = 1) 1 (- ayen(a),

e

ot £, est une fonction qui tend vers 0 quand x tend vers a.
2.3 Fonctions différentiables

2.3.1 Différentiabilité

Définition 2.3.1 Soient E et F' deux espaces de Banach. U un ouvert de E et f une

fonction de U dans F'. On dit que f est différentiable en un point a de U s’il existe une

17



Chapitre 2 — Les systémes dynamiques discrets en espaces topologiques

application linéaire continue T' € L(E, F) telle que:
f(x) = fla) = T(x — a) = o(z — a),
quand x tend vers a.
Proposition 2.3.1 Si f est différentiable en a, alors y = f(x) est continue.

Définition 2.3.2 Si la fonction f est différentiable en a, on appelle différentielle de f

au point a l'unique application linéaire T € L(E, F) telle que:
f(x) = fla) = T(x — a) = o(x — a).
2.3.2 Matrice Jacobienne

Théoréme 2.3.1 Si U est un ouvert de R™ et f une application de U dans RP, diffé-
rentiable en xo € U, et si (f1, fa2, ..., fp) sont les fonctions coordonnées de f, la matrice

Jacobienne de f en xy s’écrit:

o 0f o
Oxy Oxs Oz,
Je(xo) = Oor; 0xy o,
Ay Oy 9t
Oxry Oxe ~~~ Ox,

Théoréme 2.3.2 Soient U un ouvert de R™, V' un ouvert de RP, f une application de U
dans RP et g une application de V dans RY. Si f(U) C V, si [ est différentiable en xq et

g enyo = f(zo), on
Jgor = Jo(y0)-J5 (o).

2.4 Les systémes dynamiques discrets

Soit f : X — X une application d'un espace topologique ou métrique X dans lui-

méme. On considére la suite des itérées définies par la relation de récurrence:

Vn € Nwrn—i-l = f(xn)
xo € X.

18
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Le comportement de ces itérées dépend de la fonction f, et de ’espace sur lequel on itére.

Définition 2.4.1 Un systéme dynamique discret est un couple (X, f) formé par:
— un espace topologique non vide (X, T), appelé espace des phases,

— une fonction continue f : X — X, appelée fonction successeur.

2.4.1 Conjugaison topologique

Définition 2.4.2 (Conjugaison topologique) Soit r > 0. Deux applications dans C"
et f: X1 — Xy etg: Xy — Xy sont topologiquement conjuguées lorsqu’il existe un

homéomorphisme h : X, — Xy tel que f = h™togoh.

Lorsque h est un C™ difféomorphisme (m < ), on parle de conjugaison lisse. Parfois,
on peut seulement trouver h : X; — Xy continue surjective telle que ho f = go h. On

parle alors de semi-conjugaison.

Théoréme 2.4.1 Si f une application chaotique et que g est topologiquement conjuguée

a f, alors g est chaotique. Voir [6].

Exemple 2.4.1 Soient X et Xy deux ensemble compacts, définis respectivement par
X; = [0,1] et Xo = [—1,1], et soient les applications [ : X7 — X1, g : Xo — Xg et
h: X1 — X, définie par:
flzg) = 4o (1 — xy)
g(zg) =227 — 1 (2.1)
h(zyr) = 0.5(1 — xy).
Les applications f et g sont topologiquement conjuguées a travers h car foh(xy) = hog(xy) =
1—a2. Nous avons prouwvé f est chaotique dans 'exemple 1.5.1, donc, en utilisant le Théo-

reme 2.4.1, nous concluons que g est chaotique.

2.4.2 Voisinage d’un point

Définition 2.4.3 On dit que voisinage de © € X ou (X, 7) un espace topologique, toute
ensemble V. C X qui contient un ouvert U qui contient x c’est-a-dire x € U C V.
Un wvoisinage ouvert de x € X est un ouvert qui contient x. On note V. la famille des

voisinages de x.
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2.5 Continuité sur ’espaces topologiques et métriques
2.5.1 Le cas des espaces topologiques

Définition 2.5.1 Soient (X1, 71), (X2, 72) deux espaces topologiques et f : X1 — Xo une
application. Soit a € X1 et b € Xo. On dit que f tends vers b si x tend vers a, écrit

lim, ,, f(x) = b, si pour tout voisinage V de b il existe un voisinage U de a tel que

fU) cVv.

Proposition 2.5.1 Soient (Xi,d;), (X, ds) deuz espaces métriques et f: X7 — X une
application. Soit a € Xy et b € Xy. Alors f tends vers b si x tend vers a si et seulement

si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que Vr € Xy : di(x,a) < § implique do(f(z),b) < €.

On note que 'enoncé « Vo € X : di(x,a) < § implique dy(f(x),b) < € est équivalent a
f(Ba,(a,0)) C Bay (b, €).

Définition 2.5.2 Soient (X1,7), (X2, 2) deuz espaces topologiques et f: X1 — X une
application. On dit que f est continue en a € Xy si f tends vers f(a) si x tend vers a.
On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A. On dit que f est

continue si f est continue sur X.

La composition de deux fonctions continues est continue.

2.5.2 Le cas des espaces métriques

Définition 2.5.3 Soient (Xi,d;), (X2,ds) deux espaces métriques, a € X et

f X1 — Xso. On dit que l'application f est continue en a st
Ve > 0,da > 0,Vz € X1,di(x,a) < a=dy(f(z), f(a)) <e.

Proposition 2.5.2 Soit f : (X1,dy) — (Xa,d2) une application entre deuz espaces mé-
triques.
Alors [ est continue en a € Xy si et seulement si pour toute suite x,, convergent vers

a, la suite f(x,) converge vers f(a).
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2.6 Chaos au sens de Li et Yorke

La premiére définition mathématique du chaos est donnée en 1975 par les mathéma-
ticiens Li et Yorke. Voir [24] est donnée avec une application définie a temps discret de

dimension un comme suit:
Ty = fxg), z€R, £k=0,1,2,..., (2.2)

ou f une application de R dans R

2.6.1 Théoréme de Li et Yorke

Soit I C Ret f: I — I, une application continue. On suppose qu’il existe un point

a € I tel que:
b= f(a),c= f*(a),d= f*(a),
d<a<b<e,
ou
d>a>b>c.
Alors

1) Pour chaque k = 1,2, ..., il y & un point périodique de période k,
2) L’ensemble S C I ne contient pas de points périodiques qui satisfassent les conditions

suivantes:

i) Pour chaque p,q € S avec p # ¢,

lim sup |f*(p) — f*(q)] > 0,

et
liminf | f*(p) — f*(q)| = 0.

k—o0

ii) Pour chaque p € S et un point périodique ¢ € I avec p # q,

limsup | f*(p) — f*(q)| > 0.

k—o0

Le cas de la dimension égale a un, le systéme dynamique (2.2) qui satisfait les conditions

ci-dessus est dit chaotique au sens de Li et Yorke.
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Le théoréme peut étre généralisé par supposition que f: R — R, et que f(I) C I. De
plus, la fonction f doit satisfaire:

fynI#40, (2.3)

afin qu’il contienne les points a, b, c et d.

2.7 Chaos au sens de Devaney

Soit f™ une fonction définie dans S vers S ot S C X, (X espace topologique) satisfaite:

m=fmHm=12,.., (2.4)

et
£ = Identiteé.

On appelé un point z* € S périodique d’une période m s’il satisfait:

¥ = f™(2*), mais 2* # fF(z*), pour 1<k <m, (2.5)

si m = 1, alors le point z* est appelé un point fixe de f.

2.7.1 Théoréme de Devaney

On dit que 'application f : S — S est de comportement chaotique si

i) L’application f est sensible aux conditions initiales, c’est-a-dire Vx € S et au voisinage

de z dans 9, il existe un 6 > 0 tel que:

1" (x) = [ (y)] > 4, (2.6)

pour y € S et pour m > 0.

ii) L’application f est topologiquement transitive, c¢’est-a-dire pour toute paire de sous-

ensembles ouverts U,V C S, il existe un nombre entier m > 0 tel que:
)NV £40. (2.7)

iii) Les points périodiques de I'application f sont denses dans S.
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2.7.2 Exemples de systémes chaotiques au sens de Devaney

Notation 1 L’opération mod (modulo) est une relation binaire qui associe 4 deur va-
leurs naturels le reste de la division euclidienne du premier par le second, le reste de la

division de a par n (n # 0) est noté a mod n.

Exemple 2.7.1 .(Le doublement de l’angle). L’itérations de doublement de l’angle

est donnée avec l'opération modulo. Voir [6], comme suivante:

f:]0,1[— [0,1]

x +— 2x(mod 1).

Le comportement de l'application de doublement de l'angle est chaotique au sens de
Devaney.
Les Figures de 'application doublement de I'angle, et des exemples d’itérations d’ap-

plication, sont données dans la Figure 2.1.

0.8 0.8]

0.6 0.6]

0.4 0.4]

0‘5.0 0“2 0‘,4 0“6 015 1.0 0'5.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Itérations pour xy, =0 (b) Itérations pour z, = 0.1.

1.0

08

0.8

N

0.6

0.6

0.4

0.4

02 ‘Aﬁ7 02 2

85 02 04 06 08 1.0 *85 02 04 0.6 08 10

(c) Itérations pour zy = 0.12344. (d) Itérations pour zy = 0.12345.

FIGURE 2.1 — La fonction de doublement de 'angle.
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Exemple 2.7.2 .(Application tente). L’application tente. Voir [6] est définie sur [0, 1]
par:
T(x) = { 2z, si x€[0,1]
21 —x), si xe[3,1].
Le systéeme dynamique de I'application tente est un systéme chaotique au sens de Devaney.
La courbe de l'application tente, et des exemples d’itérations du systéme dynamique

associé, sont données dans la Figure 2.2.

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
- -
0.4 0.4
0.2 0.2
o 0 o
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
X X
(a) Itérations pour g = 0. (b) Itérations pour xp = 0.2.
1
0.8 /
06 il i B
- 5
0.4
0.2
0

0 02 04 06 08 1
X

(¢) Itérations pour zg = 0.2001.

FIGURE 2.2 — La fonction tente.

Exemple 2.7.3 .(Le chat d’Arnold (1968)). L’application de chat d’Arnold (arnold
utilisait le mot cat comme abréviation de automorphismes continus du tore). Voir [1] est
définie sur [0, 1)* par:
{ Trp1 = (Th +yx) mod 1 (2.8)
Y1 = (z + 2yx) mod 1.
Il est possible de montre que (2.8) est de comportement chaotique au sens de Devaney.

Voir la Figure 2.3.
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0.8|

06 . . . ]

0.4]

0.2

85 02 04 06 038 1.0

(a) 100 itérations pour (zg,yo) = (0.1,0.2). (b) 10000 itérations pour (xo,yo) = (0.1,0.2).

FIGURE 2.3 — Itérations du chat d’Arnold.

2.8 Exposant de Lyapunov
Nous allons traiter tout d’abord le calcul des exposants de Lyapunov pour un systéme

de dimension un, puis pour un systéme de dimension supérieure strictement a un.

2.8.1 Exposant de Lyapunov pour un systéme de dimension égale

a un

Soit un systéme dynamique de dimension égal un. Voir [22, 28| donné par une appli-

cation discréte f: R — R telle que
Thy1 = f(:vk), k= 0, 1, 2, (29)

Soit xy une condition initiale, un accroissement dxy, (avec dzg — 0) afin d’obtenir une

seconde initiale proche x; telle que:
Ty = T + 0xg.
On utilise les deux premiers termes d’un développement en séries de Taylor on a;
f(x0) = f (w0 + ) = f(w0) + f'(20)-00. (2.10)
En remplacant dans (2.10) on obtient
dxy = f'(x9).0xg tel que dxy = 2 — 1y, (2.11)

ou z1 = f(xg) et 2y = f(xf). Nous prenons a nouveau 'image par f des deux membres

de (2.11) on obtient

f@h) = flf (o + 0xo)] = fLf (wo)] + f[f (0)]-00, (2.12)
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donc
f(@h) = f2(zo) + f'[f (0)]-0, (2.13)
donc le premier itéré de f sur z, il vient

f(@h) = fz1) + f(@1).0m1. (2.14)

En introduisant (2.10) dans (2.14), nous obtenons 1’équation suivante:

f(@1) = fa1) + ['(21).f(20)-00. (2.15)
On suppose ainsi
5.1'2 = f’(.’ﬂl).f/(l’o).(sxg, (216)

alors I’équation (2.15) est équivalent I’équation suivante

f(@)) = f(@1) + dwa. (2.17)

Nous généralisons I’équation (2.16) a une étape d’itération quelconque k en écrivant

dxyp = < ﬁ f’(xm)) 0z0. (2.18)

m=0

En supposant |dzy| ~ (7)|0x0|, I'évolution est obtenue par un taux effectif v par pas

d’itération, qui est donné par I’équation (2.18) avec I’équation ( 2.19 ).

. 5$k % ‘ m=k—1 / %
e T

m=0

Apreés logarithme de 1'équation ( 2.19 ), nous obtenons 'exposant de de Lyapunov,

m=k—1
A=log(y) = lim - > o)) (2:20)

Pour )\ < 0 la trajectoire de I’évolution du systéme peut tendre vers un point fixe,
avoir un comportement périodique (ou quasi-périodique).
Pour X\ > 0 le systéme est chaotique.

Pour \ — oo le systéme devient aléatoire.
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2.8.2 Exposants de Lyapunov pour un systéme de dimension su-

périeure strictement a un

Soit le systéme dynamique de dimension n défini par:

— F k=0,1.2.....
{l’k+1 (Ik>7 ) Ly 4 (221)

xo est la condition initiale,

ou F une application de R™ dans R™. Pour le calcul des exposants de Lyapunov. Voir [22],
la méthode est la suivante. On remarque la trajectoire du point initial zy et celui de un
point trés proche, xg + ¢ (zo et xg + ¢ sont des vecteurs d’espace d’état). L’évolution
du systéme est décrite par 'application F. D’abord, la distance entre les deux points
est déterminée par la norme de €y. Aprés itération, la distance entre les deux points de

trajectoires est donnée comme suivante:
1] = 1 F(zo + €0) — F(zo)|| = ||/ (zo)eoll, (2.22)

ou J(xo) est la matrice jacobienne de F' évaluée en .

Aprés généraliser 1’équation (2.22) une étape d’itération quelconque k, nous écrivons

lerll = |/ (wh—1)J (2—2)...] (x0)e0l|
i=k—1 (2.23)
~ || J(zi)|-lleoll,

=0

ou [T=" J(x) = J(wr1)J (wr_2)-..d (o).

On définit alors les n exposants de Lyapunov avec la limite suivante:

=k
1 lexl - L il
A= lim lim —log | +—— ) = lim lim —lo : 2.24
koo o0 O (||50\| k%mﬁo; AN (224)
Puisque I'application F' n’est pas connue, la procédure de calculer les exposants de Lya-
punov sera composé a estimer les matrices jacobiennes a partir des données. Ce n’est pas
possible pour des problémes d’instabilité numérique et une autre procédure doit étre appli-

quée. Wolf et al. [1985] ainsi que Eckmann et Ruelle [1985] ont présentés des algorithmes

performants pour les séries temporelles.

2.8.3 Méthode de Wolf

Soit un systéme dynamique discret de dimension n. Voir [38] défini par (2.21).
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On définit la suite de vecteurs:
vi(k+1) = J(k)v(k), k=0,1,2,... n. (2.25)

ou J(k) est la Jacobienne de F' au point xy.

Alors aprés n itération le systéme (2.25) devient:
vi(k+1)=Jk)J(k—1)...J(0)v;(0), £=0,1,2,....,n (2.26)

dans le systéme (2.25), la longueur du premier axe principal augmente comme exp(A;k),
la zone définie par les deux premiers axes principaux augmente comme exp((A; + A2)k), le
volume défini par les trois premiers axes principaux augmente comme exp((A1+Xa+A3)k)...

ect, et immédiatement:

o1 [oall floall llow] )
A~ lim —log< : . (2.27)
N=+oo N A leol| floall ™ [low -l

Pour k£ = 0, les vecteurs v;, i = 1,2, ...,n sont définis par:

v = (1,0,0,0, ...,0)
vs = (0,1,0,0, ..., 0)

v, = (0,0,1,0, ...,0).

Pour éviter la divergence, a chaque itération les vecteurs v;(k), va(k), ..., v, (k) seront or-
thonormés par le procédé de Gram-Schmidt. Voir [38|.
Alors, le i-éme approximation de ’exposant de Lyapunov est défini en application du

taux de croissance du i-éme axe principal v; par la formule:

.1 |lon]]
)\i ~ 1 —1 y
Nteo N8 fug]

on i=1,2,..,n. (2.28)

En conséquence, ils peuvent, en temps fini, étre supérieurs en valeur absolue a leur valeur
en temps infini qui est utilisée habituellement et qui est obtenu avec la méthode de Alan
Wolf. Voir [38].

Remarque 2.8.1 Pour un systeme non chaotique, les exposants de Lyapunov sont tous
inférieurs ou égauzr a zéro et leur somme est négative. Un attracteur étrange possédera

toujours au moins trois exposants de Lyapunov, existe au moins un exposant positif.
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Etat Attracteur Dimension | Exposants de Lyapunov

Point fixe Point 0 A < <A <0
courbe
Périodique fermée 1 AM=0,A<...< <0
. /\1 = )\2 = O
Période d’ordre 2 tore 2
A <. < A3<0

Période d’ordre K K-Tore K
A < < )‘K—i-l <0

Chaotique Non entier | A, > 0,327 \; < 0

Hyper chaotique Non entier | Ay > 0, Ay > 0, sz A <0

TABLEAU 2.1 — Propriétés des attracteurs par le signe des exposants de Lyapunov.

2.8.4 Dimension de Kaplan-Yorke (ou de Lyapunov)

La dimension de Lyapunov est au maximum égale au dimension de systéme, alors que
pour les systémes de dimension infinie la dimension de Lyapunov tend vers de grandes
valeurs. Plus la dimension sera grande, plus la complexité du chaos sera élevée. Voir [21].

Supposons S; = 25:1 i, et on classant les exposants de Lyapunov A\; > Ay > ... > \,.

Soit S, la somme des exposants de Lyapunov ot p < n, alors il est évident que pour
un attracteur “étrange”, et il existe un entier p = j pour S; est positive et un entier j + 1
pour S;i; est négative. L’entier j est défini par les conditions:

j+1

J
Si=Y AN>0et Sju=> \<0. (2.29)
=1

i=1

La dimension de Kaplan-Yorke (ou dimension de Lyapunov) Dy est définie par:

S T\
Dgp =j+ —1— =j+&==1710 2.30
|Aj1] [Aja] (2.30)

Remarque 2.8.2 Si la somme S; ne devient pas négatif a partir du N;, la dynamique est

divergente dans ’espace d’état choisi et Dgp, est égal a la dimension d’espace donné, Voir

[14]
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2.9 Chaos au sens de Marotto
Considérons le systeme dynamique discret de dimension égale & n défini par:

Tpp = Flay), k=0,1,2, ..., (2.31)

ou xy € R" et F': R” — R™ une application continue. Soit B(z,7) la boule ouverte de R”
de centre x et de rayon 7 et B(x,7) est la boule fermée. Ensuite, si F est différentiable en
B(z*,r).

Notation: Nous présentons d’abord la notion de snap-back répulsif. Un snap-back
répulsif est un point fixe autour duquel se trouve une région telle que toute trajectoire
commengant a 'intérieur (méme arbitrairement proche du point fixe), s’éloigne d’abord

du point fixe (c’est-a-dire qu’elle est repoussée par lui), mais aprés avoir quitté la région
saute sur le point fixe.

«~—

X ;
ee-@--tT

FIGURE 2.4 — Diagramme d’un point snap-back (de retour) répulsif. Le point z* est un
snap-back répulsif.

Marotto a affirmé que dans ce qui les suivantes:
Définition 2.9.1

(A) Soit F' une application différentiable sur B(x*,r). Le point x* € R™ est un expansion

du point fize de F sur B(x*,r), si F(z*) = x* et toutes les valeurs propres de DF (y)
sont supérieures a 1 en norme Yy € B(z*,r).
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(B) Supposons que x* est un expansion du point fize de F' sur B(xz*,r) pour un certain
r > 0. Alors, on dit que x* est snap-back répulsif de F s’il existe un point xo €
B(z*,r) avec xy # x*, tel que F™(xy) = x* et le déterminant |DF™(xo)| # 0 pour

un entier m > 0.

2.9.1 Théoréme de Marotto 1978

Théoréme 2.9.1 Si F' posséde un point snap-back répulsif, alors, le systéme (2.81) est
chaotique. Voir [29]. Autrement dit, il existe

(1) Un entier positif N, tel que pour chaque entier p > N, F' admet un point périodique
de période p.
(i) Il existe un ensemble brouillé de F, a savoir un ensemble indénombrable S ne conte-

nant aucun point périodique de F, tel que
(a) F(S)cSs.
(b) Pour chaque z,y € S avec x # vy,

lim |[F*(x) = F*(y)]| > 0.

k—4o00

(c) Pour chaque x € S et n’importe quel point périodique y de F,

lim sup ||[F*(z) — F*(y)| > 0.

k—+00

(iii) 1l existe un sous-ensemble indénombrable Sy, de S tel que pour chaque x,y € Sy,

limsup [[F*(a) — F*(y)] = 0.

k—+4o00

Dans le cas unidimensionnel, I'existence d’un snap-back répulsif dans F' est équivalente
a l'existence d’un point périodique de période 3 de F™ pour un certain entier positif n,
comme indiqué dans la Remarque 3.1 de la référence de Marotto [29].

Le théoréme de Marotto est le meilleur pour prédire et analyse de chaos discret dans les
systémes dynaniques multidimensionnels & ce jour, il existe une erreur dans un condition
du théoréme de Marotto original (Marotto 1978) donné dans la référence [26].

Le théoréme de Marotto (1978) est a été corrigée récemment et une version modifiée

de ce théoréme important est donné par Shi et Chen (2004b). Voir [34], comme suivante:
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2.9.2 Une version modifiée du théoréme de Marotto

Théoréme 2.9.2 Voir [3/].

Soit l'application F' : R® — R™ et x* € R™ un point fixe, on suppose que:

(i) F(.) est continiment différentiable au voisinage de x* sur la boule B(x*,r), avec le
rayon v > 0, telle que toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne DF(z*)
sont strictement supérieures a 1 en valeurs absolues, ce qui implique qu’il existe une
constante positive r, telle que F est un expansion sur B(x*,r)) avec la norme .|,
et

(ii) o* est un snap-back répulsif dans F avec F™(xo) = x* pour un certain xo € B(x*,7r)
ou xog # x*, et un certain entier positif m. De plus, F est contindment différen-
tiable dans certains voisinages de xg, x1, ..., T,_1, TESPEctivement, et le déterminant

|DF(z;)] #0 pour 0 <j<m—1, ot z; = F(z;_1),0<j<m—1.
Si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites alors 'application F est chaotique.

A partir les Théorémes 2.9.1 et 2.9.2 ci-dessus, nous pouvons facilement conclure que le
résultat du Théoréme de Marotto (Théoréme 2.9.1) est valable si toutes les hypothéses
du Théoréme 2.9.2 sont satisfaites. Il peut étre considéré comme une nouvelle version

modifiée du théoréeme de Marotto, qui se résume comme suivante:

Théoréme 2.9.3 (Une version modifiée du théoréeme de Marotto. Voir [34])

Soit Uapplication F : R — R™ avec un point fize x* € R"™. Si les hypotheses (i) et
(ii) dans le théoréme 2.9.2 sont satisfaites, alors le résultat dans le Théoréeme 2.9.1 est
valable, c¢’est-a-dire que le systéme (2.31) est chaotique dans le sens suivant:

(1) Un entier positif N, tel que pour chaque entier p > N, F' admet un point périodique
de période p.

(ii) 1l existe un ensemble brouillé de F, a savoir un ensemble indénombrable S ne conte-
nant aucun point périodique de F', tel que
(a) F(S)cSs.
(b) Pour chaque z,y € S avec x # vy,

lim |[F*(x) = F*(y)]| > 0.

k—+o00
(c) Pour chaque x € S et n’importe quel point périodique y de F,
m_sup [|[F*(x) — F*(y)|| > 0.

li
k—+
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(iii) 1l existe un sous-ensemble indénombrable Sy, de S tel que pour chaque
z,y S SO;
lim sup [|[F*(z) — F*(y)|| = 0.

k— 400
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Modélisation mathématique de la
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3.1 Introduction

Le cancer est un groupe de maladies causées par une prolifération cellulaire anormale
que nous appelons tumeurs.. Avec plus d’une centaine de différentes formes connues des
cancers pouvant affecter tous les organes humains, le cancer est provoqué par la transfor-
mation de cellules normales qui deviennent anormales et proliférent de maniére excessive.
Ces cellules anormales finissent parfois par former une masse qu’on appelle tumeur ma-
ligne. Les cellules cancéreuses ont tendance & envahir les tissus voisins et a s’éloigner de
la tumeur d’origine. Ensuite, ils migrent & travers les vaisseaux sanguins et les vaisseaux
lymphatiques pour aller former une autre tumeur que nous appelons métastase.

Aprés & de nombreuses expériences menées, nous sommes compris aujourd’hui la car-
cinogenése comme un processus multi-étapes. Existe quatre étapes de la cancérogenése

sont initiation, promotion, conversion et progression. Voir la Figure. 3.1.

cellules normales

LLEEEEEEL
[#]e]|e][e]|=]|=]s] .l/membrane

cancer
in situ

cancer invasif

membrane rompue

I sanguin

FIGURE 3.1 — Etapes de la carcinogenése cellulaires.

Un cancer, est un groupe de cellules qui subissent des mutations génétiques modifiant
leur comportement. Ainsi, selon les auteurs, il y a 7 caractéristiques déterminantes qui
différencient les cellules cancéreuses des cellules normales (saines). Voir la Figure 3.2, les

caractéristiques sont ’évasion aux mécanismes d’apoptose, ’autostimulation de signaux
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de croissance, I'invasion des tissus et la formation de métastases, le potentiel de réplication
infini, ’échappement a la surveillance et a 'action du systéme immunitaire, 1’insensibi-
lité aux signaux d’anti-croissance et enfin I'induction du processus d’angiogénése ou la
formation de nouveaux vaisseaux sanguins dans la tumeur.

Echapper au
S ® | brogramme e mor

5ignaulx extérieurs oy _'_-.i-
d’ anti-croissance

-4

Farmer des " 7~ Promauvoir sa
vaisseaux sanguins | ¥ ' ol propre proliferation
- 18 : i
Angiogengse °
A

Echapper au 93-" .
systéme el .
immunitaire

5 o Envanhir les tissus,
former des métastases

9
o

Proliférer de facon I
incontrdlée |

FIGURE 3.2 — Les 7 caractéristiques d’une cellule cancéreuse, en comparaison a une cellule

normale.

3.2 Modélisation de la croissance tumorale

3.2.1 Modéle de croissance de De Pillis et Radunskaya

Au début des années 2000, De Pillis et Radunskaya. Voir [5]. ont développé un modéle
encore plus évolué que celui de Stepanova et al [20], qui prend en compte les interactions
entre les cellules normales, tumorales et immunitaires. Ce modéle est générique dans le sens
ou il n’est pas spécifique & un type de cancer est compose de trois équations différentielles

ordinaires et prend la forme:

N = pyN (1 — byN) — 4 NT,

T=pT((1—-bT)—cTI—c3TN, (3.1)
. IT
= <ap+ T) —eIT —dyI +s,
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avec N la population des cellules normales (ou hotes); T la population de cellules tu-
morales, I la population de cellules immunitaires. La croissance des cellules saines et
tumorales est modélisée par une application logistique donnée de la forme p; X (1 — b;X)
ou p; désignent les taux de croissance (7 = 1 associé & la tumeur, et i = 2 aux cellules nor-
males)), X a la population cellulaire considérée; b; (i = 1,2) sont les capacités biotiques
des populations?® et ¢;, (i = 1,2,3,4) les taux de destruction des différentes cellules. La

présence de cellules tumorales stimule la réponse immunitaire, représentée par l'expres-

a+T
positives. A cette prolifération est retranchée une part provenant de la mortalité naturelle

sion de croissance pour les cellules immunitaires ( ), ol p et a sont des constantes

des cellules immunitaires, comme indiqué par la forme d;I. Les cellules sainesnor males et
tumorales sont en compétition pour trois ressources sont nutriments, oxygene et ’espace:
Ces interactions sont modélisées par les expressions ¢4 NT et c¢3T'N. Les interactions entre
les cellules immunitaires et tumorales sont modélisées par les termes cyT'[ et ¢ IT. Ces
deux expressions reflétent 'augmentation de la mortalité des cellules tumorales due a la
réponse immunitaire et & I'inactivation des cellules immunitaires effectrices due a I'im-
munosuppression. L’expression s est donnée comme la source des cellules immunitaires
externes au systéme et est modélisée par un influx constant en cellules immunitaires.
Pour simplifier I’étude de ce systéme (3.1). Nous réduisons le nombre de paramétres

en introduisant ce changement de variables:

1
r=bT,y=bN,z=— et 7= pt (changement le temps).
a

C2 P1 Cy
a2 = 77—, T2 = —, 021 = 77—/, T3 = —,
bap1 P2 b1p1 1
c ac d
ks = abi,az = —1,a13 = — et ds = -1
bip1 P1 p1
ce qui conduit au systéme d’équations suivant:
i =x(l —2) — apry — a3zz,
y=ray(l—y) — anzy, (3.2)
: xz g
z=r — ag1xz — d3z.
S\ 7+ ks 31 3

ol x représente la population normalisée de cellules tumorales, et y la population norma-

lisée de cellules normales (hotes), et z la population normalisée de cellules immunitaires.

1. La capacité biotique désigne la valeur maximale qu'une population peut atteindre dans un environ-

nement donné.
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Notation 2

ro le taux de croissance des cellules normales (hotes),

— r3 le taux de croissance des cellules immunitaires effectrices,

— ayg le taux de mortalité des cellules tumorales par les cellules hotes,

— a9 le taux de mortalité des cellules hotes par les cellules tumorales,

— a3 le taux de mortalité des cellules tumorales di aux cellules immunitaires effec-
trices,

— a3y le taux dinhibition des cellules immunitaires effectrices par les cellules tumorales,

— ds le taux de mortalité naturelle des cellules immunitaires effectrices.

3.3 Simulations numériques

Dans cette partie, nous sommes intéressés a étudier le modéle (4.13) en utilisant les

conditions initiales xg = 0.1,y9 = 0.1, 29 = 0.1, et les valeurs des parameétres suivantes:

o = 0.6,7”3 = 45, 19 = 1, 91 = 15, aiz = 25, asy — 02, k3 =1 et d3 = 0.5. (33)

FIGURE 3.3 — Attracteur de systéme de De Pillis et al avec g = 0.1,y9 = 0.1, zp = 0.1 et

les valeus des paramétres donnée dans (3.3).

Les exposants de Lyapunov du systéme (3.2) sont Ay = 0.021909, A, = —0.00085097
et A3 = —0.54025.
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FIGURE 3.4 — Séries temporelles du systéme de De Pillis et al avec zyp = 0.1,y = 0.1,

2o = 0.1 et les valeus des parameétres donnée dans (3.3).

oL = . 0 — — = )
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X

(a) Cellules hotes : X = . (b) Cellules immunitaires effectrices : X = y.

oS = — o
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
¥y

(c) Cellules tumorales : X = z.

FIGURE 3.5 — Projections dans le plane X — Y de 'attracteur par chacune des variables

T, Yy, 2.
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FIGURE 3.6 — Exponents de Lyapunov du systéme (3.2) avec zg = 0.1,y = 0.1, zo = 0.1

et les valuers des parameétres donnée dans (3.3).
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Discrétisation et simulation numérique
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4.1 Introduction

Les méthodes employées pour la discrétisation les systémes dynamiques continues sont
des méthodes approximatives basées sur la discrétisation du temps ¢.

Considérons le systéme dynamique suivant:

{ X(t)=F(t, X(t)) VtE€ [to, T] (4.1)

X(tg) = Xo, condition initiale,

ou F' est une fonction définie sur une partie de R et X (¢) une vecteur de R".

4.2 Meéthode d’Euler explicite

La méthode d'Euler [16, 39| est une méthode numérique qui permet de résoudre de
facon approximative des systémes dynamiques avec condition initiale. Les conditions ini-
tiales. Il est facile & comprendre et & programmer [2].

Fixons h > 0 et on approxime la solution X du systéme (4.1) par une fonction affine sur
chacun des intervalles [ty, tx+1] en N sous intervalles de méme longueur h o ty = to + kh

et 0 < k < N. De facon, si on écrit:

X(tes1) — X (tg) = /X(t)dt: /F(t,X(t)))dmhF(tk,X(tk)).

En remplagant X (f;) par une approximation Xj.
La méthode d’Euler explicite [25, 15] consiste donc a définir la suite X}, par la relation

de récurrence:

{ Xir1 = Xp + hF(ty, Xg) pour tout 0 <k <N —1, (4.2)

Xy, condition initiale,

4.3 Meéthode basée sur la série de Taylor

Cette méthode numérique est basée sur la série de Taylor [2|. Fixons A > 0, m > 1
et on approxime la solution X du systéme (4.1) par une fonction affine sur chacun des

intervalles [t, tx11] en N sous intervalles de méme longueur h ottty = to+khet 0 < k < N.
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Le développement de la série de Taylor de X (#)) jusqu’a 'ordre m autour du point t
s’écrit

X(tre1) = X(tn) + Z B X (1) + O™, (4.3)
On a vu que les dérivées X9 (t;) satisfont
XO(ty) = FO (1), X (t1)).

Le développement de Taylor (4.3). peut donc s’écrire

X(ter) = X(te) + ) Z,l!.hi.F“—l)(tk, X(t)) + O(h™), (4.4)

i1
ou O(h™™) - 0sih —0

En remplagant X (#;) par une approximation X et en supprimant le reste en O(h™*1),

la méthode de Taylor consiste donc & définir la suite X par la relation de récurrence
Xipr = X+ D 0 X0 + O, (4.5)
=1

1. Pour m = 1, on retrouve la méthode d'Euler Xy = Xy + hF (t, X).

2. Pour m = 2, on a obtient une nouvelle méthode

h? | 6F - 5F
X1 = Xi + hF (tg, Xy) + > ( (tr, Xi) +

4.4 Meéthode de Runge-Kutta

La méthode de Runge-Kutta est une méthode numérique [40] qui permet de résoudre
de facon approximative des systémes dynamiques avec les conditions initiales.

On cherche a résoudre de systéme (4.1). Introduisons ¢ points intermédiaires dans
chaque intervalle [ty,tj41] notés ty1, k2, ..., tkq. On se donne ¢y, co, ..., ¢, réels dans 'in-

tervalle [0, 1] et on pose t;,; =ty +c;h pouri = 1,2, ...,qg et h > 0. Sur U'intervalle [t;, tj11]

tet1
ona Xy =X+ / F(s, X(s))ds, soit encore
ty
1
Xk+1 :Xk—i—/hF(tk—l—T‘h,X(tk—i—Th))dT’ (47)

0
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En utilisant la formule de quadrature pour discrétiser 'intégrale apparaissant dans (4.7),

on obtient: '
i=q
Xpp1 = X+ 0> biF(ty + ch, X (1, + ¢;h)), (4.8)
i=1
ou b;, i = 1,2,...,q. L'intégration numérique sur Uintervalle [0, 1] est appeller une

formule de quadrature o
1=q
> bhi=1
i=1

En intégrant le systéme (4.1) sur l'intervalle [tx, ], on obtient,

Cq

Xkﬂ' :Xk+/hF(tk+Th,X(tk+Th))dT (49)

0

En utilisant la formule de quadrature pour discrétiser 'intégrale apparaissant dans (4.9),

on obtient:
Jj=q
Xpi = Xp+h Y ayFte + cjh, X (t + ¢;h)), (4.10)
j=1
Jj=q

ou Z a;; = ¢;. En remplagant X (¢;) par une approximation Xy, donc la forme générale
j=1
des méthodes de Runge-Kutta a ¢-étages est donnée par:

( i=q

Q; = F(tk + Cih, Xk + hZaijaj),i = 1,2, . q
=1 (4.11)

1=q
Xk+1 = Xk + hZO&Z
=1

\

Exemple 4.4.1 (Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2) La méthodes de Runge-Kutta d’ordre

2 peut étre obtenue par l'utilisation des étapes suivante:

Q= F<tk‘7Xk>7 C1 = Oyall — 07a12 == O,

g = Ftpy1, X + hay), co=1,a9 =1,a9 =0, (4.12)
1

h
Xip1 = X + 5(611 +ay), by =0by= 5
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4.5 Discrétisation de modéle de la croissance tumorale

avec la méthode d’Euler explicite

Nous appliquant la méthode d’Euler explicite (4.2) pour approximé le modéle de la

croissance tumorale donné dans (3.2). D’abord, nous supposons que,

(. x(t+h)—x(t)
(t) = h
o — y((t )yl ))
: t+h)—z(t
|2 = TR

alors le systéme de cancer (3.2) devient comme suivant:

Tpp1 = (xp(1 — %) — a1pTryx — a13228) b+ Ty,

Yer1 = Toyeh(l — yr) — anzryeh + Y, (4.13)
TRz
Zk+1 = (73 s — a31 T2, — dazg | b+ 2.
Ty + k3

4.6 Discrétisation de modéle de la croissance tumorale

avec la méthode basée sur la série de Taylor

Nous appliquant la méthode basée sur la série de Taylor (4.6) pour approximé le

modele de la croissance tumorale donné dans (3.2). D’abord, nous supposons que

(
z(t+h) = z(t +Z—hm (m)

m+1

y(t+h) = y(t +Z—hm (m) (4.14)

m+1

2(t+h) = z(t +Z—hm (m),

\ m—+1 ’

La méthode basée sur la série Taylor est exécutée pour m = 2. Dans cette situation, les
équations discrétes du cancer (3.2) avec la méthode basée sur la série Taylor sont obtenues

comme suit:
. 1 .
Tp+1 = T + hxk -+ §.h2.l‘k

Ykt = Yi + hi + 5070 (4.15)

. 1 .
Zk+1 = Rk -+ h.Zk + §.h2.2k,
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ou .
T = 2p(1 — Tp) — Q122RYK — Q13T 2%
Y = r2ye(L — yu) — a21kyx (4.16)
. T2k p
2L =T — A31 2 — ya
CE N oy 31Tz, — d32,
et

Ty = (Ik (1 - xk) — Q12T Yk — a131‘kzk) (1 - xk) — T (xk (1 - xk) — Q12T Yk — a13$k2k)
—ag (2 (1 — ) — @12TkYr — Q13%52kK) Ye — G122k (Toyk (1 — yi) — a212kYk)

r3T 2k

T + k)g

—ay3 () (1 — Tf) — @12TkYk — Q13TK2%) 26 — Q13T ( — A31 T2 — dgzk) :

Uk = (xk)z yka212 + zg (yk>2 a12a21 + 3 X (%)2 2172 + TrYr2KA13021

+2 (?Jk)3 ro® + (%)2 Yro1 — 2 TpYpaoiT2 — 3 (%)2 ro? — a1 Tryr + Yrra?,

2k =

r3 (xr (1 — @) — a12TkYr — A13T%) 2k) 2k r3xk [ T3TkZk
+ — a31 Tz — d3zg

Ty + ks xp + ks \xp + ks
T2k (Tg (1 — ) — Q1oTrlp — Q1375 2k)
- 5 —az1 (v (1 — o) — @102pYx — Q13Tk21) 2k
(l’k -+ ]fg)
3T d d T3 2k d
—Aa31Tg — A31 TR — Q3R | — A3 — A31TkRE — Q3R | -
T + ks x + ks

4.7 Discrétisation de modéle de la croissance tumorale
avec la méthode de Runge-Kutta
Nous appliquant la méthode de Runge-Kutta (4.12) pour approximé le modele de la
croissance tumorale donné dans (3.2).

D’abord, nous supposons que

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 est exécutée pour h. Dans cette situation, les équa-

tions discrétes du cancer (3.2) avec la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 sont obtenues
comme suit:

iy = hxg. [(1 — ) — anpye — a132]

A1y g
Qop = h.(1p + 71) (1— (zp + 71)) — A12YK — A132%
A1y + Qo
Tpuy = Tx + %
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et a1y = hoyg. [ra(1 — yi) — ax ]
aly (50
azy = ho(ye+ G- [r21 = (e + ) — @z
a1y + @
Ykt+1 = Yk + %,
et .
a1, = th |:T3 ( k ) — a31 T — d3:|
T + Q3
a1y T
. = h. ) — —d
Qo (21 + 5 ) |73 ont o a31 Tk 3}
(alz + a2z)

241 = 2kt 5

4.8 Simulations numériques

Dans cette partie, nous sommes intéressés a étudier le modeéle (4.13) en utilisant les

conditions initiales g = 0.1,y = 0.1, zg = 0.1, et les valeurs des parameétres suivantes:

re =06, r3 =45, ap=1, ay =15,a13=25, as; =02, ks=1 et dy=0.5. (417)

1 1
08 08
06 06
N N

04 04
02 02

0
1

1
y X
(a) h=0.1. (b) h = 0.05.

FIGURE 4.1 — Attracteur du systéme 4.13.

h=0.05 h=0.05 h=0.05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

(a) Cellules hotes: X = . (b) Cellules immunitaires effectrices: X = y. (c) Cellules tumorales: X = z.

FIGURE 4.2 — Projections de I'attracteur.
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(o] 500 1000 1500 2000

FIGURE 4.3 — Séries temporelles avec les valeurs des paramétres donnée dans (4.17) et
h =0.1.

o 500 1000 1500 2000

FIGURE 4.4 — Séries temporelles avec les valeurs des paramétres donnée dans (4.17) et

h = 0.05.

4.9 Stabilitée des points fixes

Dans cette partie nous étudions la stabilitée des points fixes du systéme (4.13). On dit

que u = (z*,y*, z*) est le point fixe du systéme (4.13), s’il satisfait I’équations suivantes:

r = (z(l — ) — appzry — aizxz) .h + z,

y = (ry(1 —y) —anzy).h+y, (4.18)
Tz

z= (7’3 (x n k3) — a3 Tz — dgz) h+ oz
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En utilisant cette derniére expression dans le systéme (4.13), on obtient:

{ z=0, (4.19)

r=1—apy — a3z.

y=0,
1 Qo1 (420)
= — — —1.
T2 T
z =0,
da — kad 4.21
I2+(/{:3—|—3 T3)$+33:O ( )
a3 a31

Les solutions d’équations (4.19), (4.20) et (4.21) est données six points fixes comme

suivants:

up = (0,0,0),us = (0,1,0),us = (1,0,0),uq = (x*,0, 2*),

4.22
Us = (’"2(1112*1) 41272 O) UG = (x*’y*’z*» ( )

ai2a21—r2’ aiza1—r2’

Dans ce chapitre, nous étudions h dans U'intervalle [0.01, 0.1].

(1) Le premier point fixe est trivial et donné comme u; = (0,0,0). Nous obtenons

alors I’équation caractéristique

T (u1) — M| = 0 (4.23)

ou J(uy) la matrice Jacobienne (5.7) associée & uy, est définie comme suit

h+1 0 0
J(uy) = 0 hr+1 0 (4.24)
0 0  —hds+1

Nous pouvons maintenant résoudre I’équation (4.23) qui permet d’obtenir les valeurs

propres suivantes, le polynéme caractéristique du systéme (4.13) associé a uy,
)\1:h+1,)\2:h7’2+1 et )\dz—hds—i‘l (425)
ou h, o et ds trois paramétres positives et les valeurs propres |\;| > 1 (i = 1,2).

Proposition 4.9.1
— Si hds > 2, alors la valeur propre |A3| > 1, donc le point fixe u; est un noeud
instable.

— Si hds < 2, alors la valeur propre |As| < 1, donc le point fixe uy est un col.
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(2) Le deuxiéme point fixe est obtenu comme uy = (0,1,0), Nous obtenons alors

I’équation caractéristique suivante

T (us) — M| =0, (4.26)

ou J(uz) la matrice Jacobienne associée a uq, est définie comme suivante:

(—a2+1)h+1 0 0
I(uz) = —asth —roh + 1 0 . (4.27)
0 0 —dzh + 1

D’aprés I'équation (4.26), les valeurs propres du systéme (4.13) associée & uy sont de la

forme

)\1:1—T2h, )\2:1+(—a12+1)h et /\3:1—d3h

En fait, en biologie 7y, d3 sont plus petits que 2!, alors |A\;| < 1 et |A3] < 1. La stabilité
de ce point fixe dépend de la valeur du paramétre a;,.
Proposition 4.9.2
- Si a;s < 1 alors Ay > 1, donc ce point fire a deuzr valeurs propres stables et une
valeur propre instable. Par conséquent, nous avons un col a ce point fixe.
- St aja > 1 alors Ay < 1, donc ce point fize a trois valeurs propres stables. Par
conséquent, nous avons un noeud & ce point fize.
- Siayp =1 alors Ay = 1, I’étude théorique ne donne aucune information sur la sta-
bilité de us. Dans nos simulations numériques, nous avons obtenu des résultats tres
différents en modifiant la valeur du parameétre a1 parce qu’elle affecte aussi certains

autres points fizes. En particulier, nous avons observé que la dynamique chaotique

commence prés de ajo = 1. La sélection de a15 < 1 donne un comportement dyna-
mique différent tel que la convergence vers une spirale stable. Cependant, dans cette

étude, nous nous concentrerons sur le parameétre a;o ot nous observons [’attracteur

chaotique.

(3) Le troisiéme point fixe est ug = (1,0,0), la matrice jacobienne évaluée a uy est

donnée par,

—h +1 —(llgh —CL13]'L
= | O (e—am 0 )
T3
- —ds ) h+1
0 0 (1 I ]{33 asy 3) +
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Les valeurs propres de la matrice jacobienne (4.28) & ce point fixe sont obtenues comme

suivants,

)\1:—h+1, )\2:<7’2—a21)h+1 et )\3:(

T3
14 ks

—a31—d3>h—|—1.

Nous obtenons A; est stable puisque |A;| < 1, et Ay, A3 sont stables avec les paramétres

sélectionnés.

(4) Le quatriéme point fixe est ug = (2*,0, 2*). La matrice Jacobienne évaluée a uy

est donnée par:

Ly Lip Lis
Ls; 0 Las,

ou
L = (1 —a132" — 237*) h+1, L= —alziﬂ*h, Lz = —a1333*h,
rgz* rextz*

— — a3z | h,
ks (vt ky)? )

Ly = (ro —agx*)h+1, L3 = <

*

3™
L33 = — *—d3 ) h+1.
33 (x* T ks a31x 3> +

Les valeurs propres de la matrice Jacobienne (4.29) a ce point fixe sont

)\1 = L22 = (7'2 — agll'*) h +1 (430)

1
Aoz = 3 {(Ln + Lg3) F \/(Lu — La3)® + 4L31L13} (4.31)

(i) Si (L1 — L33)2 + 4L31Ly3 > 0 nous avons trois valeurs propres réelles.

(ii) Si (L1y — Lss)® + 4Ls1Lys < 0 & ce point fixe, nous avons une valeur propre réelle
et deux valeurs propres complexes sont stables avec les ensembles de paramétres

sélectionnés.

Pour les parameétres données précédemment, nous obtenons I’équation caractéristique

comme suivante
P\) =X+ E)X+E)N+E (4.32)

ou
Ey = —L33LooLyy + L3iLi3Loo

Ey = Ly1 Loy + Ly Lz — Li3Lgy + L3z Lo

E2 = _L33 - L22 - Lll
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Chapitre 4 — Discrétisation et simulation numérique

Maintenant, nous allons établir le teste de stabilitée de Jury (8.1), alors, le point fixe uy

est asymptotique stable si satisfait les conditions suivantes:
Teste de stabilité avec les conditions de Jury assosié au uy
Pour I’équation (4.32) uy est asymptotiquement stable si satisfait les conditions suivantes:
P(1)>0,P(—1) <0, |Ey| < En,, |Bo|l>|Bn-1l,

EO En—k
En Ek

ou By, = , avec

P(1)=1+E,+ E + Ey, P(-1)=—-1+FE,— E +E,.

Proposition 4.9.3 Le point fize uy est asymptotiquement stable si satisfait les conditions

sutvantes:

|Eg| < 1, |E0 + 1| > ’E1| et ’EO — 1||E0—|—E1 + 1| > |EOE1 — E2|

7”2(a12 - 1) a2 — T2 0)

b )
a12G21 — T2 Q12A21 — T2

(5) Le cinquiéme point fixe est us = (
ol ajaa91 — 9 # 0. Nous obtenons alors I’équation caractéristique
|J(us) — A1| =0 (4.33)

ot J(us) la matrice Jacobienne associée a uj, est définie comme suit

1 Mll M12 M13
J(us) = | M Mz 0 (4.34)
0 0 Ms

ol ¢ = aj2a9; — T2 €t
My = —hays?® — rohagy + 219k + 2q, My = —ajrs (a2 — 1) h,
M13 = —Qa137T2 (a12 — 1) h, M21 = —Aa91 <a12 - T2> h7

r372q (a2 — 1) )
Mss = —as1re(ap —1) —d h+q.
33 (rg(a12—1)+qk3 31 2( 12 ) 34 q
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Par conséquent d’aprés 'expression (4.33), on obtient alors, la polynéme caractéristique

suivante
P*(\) =X+ BoA + BIA+ By = 0.
ou
B — M3z (Myy Myy — Moy M)
0o— = q3 I
B — Moo My + Mz My — Moy Mis + Mz Moo
1 — )
e
B — M3z + May + My
y = — .
q
Les valeurs propres de la matrice jacobienne (4.34) a ce point fixe sont
A — M3
=
q
et

1
Aog = 2_q (M22 + My F \/J\/fn2 — 2 MMy + 4 My My + M222)

(6) Le sixiéme point fixe est non trivial ug = (2*,y*, z*). La matrice Jacobienne du

systéme (4.13) & ug est donnée par

Ni1 Nig Ny
J(UG) = No; Ny 0O (4'35)
N3 0 Nss

ou

Ny = (—any” —azz" =22+ 1)h+1, Nig= —apz’h,
Niz = —a132"h, Not = —any"h, N = —2y"hry — " has + hry + 1

N31 = Z* (CL31 (Jf*)Q —+ 2@31$*l€3 -+ CL31/{732 — T3k’3) h(.ﬁ(f* -+ ]{?3)2,

r3x
Ns3 = - *—d3 | h+1
33 (a:* s az1r 3) + 1

et ’équation caractéristique de la matrice Jacobienne (4.35) est donné comme suivant,
P*(\) =N+ BN+ E A+ Ey=0. (4.36)

ol les coefficients Ey, E; et Ey sont associées aux les paramétres utilisée dans le systéme
(4.13). Maintenant, nous allons établir le teste de stabilitée de Jury (8.1), alors, le point

fixe us est asymptotique stable si satisfait les conditions suivantes:
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Teste de stabilité avec les conditions de Jury assosié au u,

Pour I'équation (4.36) us est asymptotiquement si stable satisfait les conditions suivantes:
P*(1) >0, P*(—-1) <0, |Eo| < E,, |Fo|>|Fn-l,

EO Enfk

ou Iy = , avec

E, Eg

P*(1)21+E2+E1+E0, P*(—l):—1+E2—E1+E0.

Proposition 4.9.4 Le point fixe us est asymptotiquement stable si satisfait les conditions

sutvantes:

‘EU’ < 17 |E0 + 1‘ > ’El‘ et ’EO — 1HEO+E1 + 1‘ > ’E()El — E2|

4.10 Une preuve du chaos dans le systéme

Nous allons montrer que le systéme (4.13) est chaotique au sens de Marotto est possible

avec deux étapes suivantes:

Etape 1: La premiére étape consiste a montrer que la condition (i) du Théoréme 2.9.2
est satisfaite, soit uy = (0,1, 0) le point fixe du systéme (4.13).
Le point fixe uy du systéme (4.13), s’écrit comme uy = F'(ug) ou F est une application

associée au systéme (4.13), et définie sur R3 dans R3.

L’application F' précédente est continiiment diférentiable au voisinage de us sur la
boule B(usg,r), avec le rayon r > 0. D’ou la définition 2.3.1.
La matrice Jacobienne évaluée au point fixe uy est donnée par (4.27), et (4.27) admet

les valeurs propres A\; = 0.94, Ay = 1 et A3 = 0.95.

Etape 2. La deuxiéme étape consiste a montrer que la condition (ii) du Théoréme
2.9.2 est satisfaite.
D’aprés, la Définition 2.9.2, nous devons trouver un point w € B, (uz), tel que w # us,

FN(w) = uy, et det (DFN(w)) # 0, pour un certain entier positif IV,
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(x(l - (E) — 12TY — (llgl’z) h+x =1
(roy(1 —y) — azzy) h+y = (4.37)
(gﬁz a3 Tz — d32> D4z =z,

((L’l(l — .I'l) — A1271Y1 — (1131'121) .h +z=0

(7“291(1 — y1) — aglxlyl) h+y=1 (4.38)
(% — G311z — d321) h+2=0.

Enfin, le systéme (4.13) est satisfaire aux conditions du Théoréme 2.9.2 avec les paramétres
sont donnés et h = 0, 1. Le point fixe us admet deux valeurs propres stables et une instable.
Donc, nous avons un col a ce point fixe et il existe un point w = (—1.1903,0.7563, 2.2828)
solution de (4.37) et (4.38), satisfait que F?(w) = wuy et det(F(u)) = —6,6158 # 0,
det(F?(w)) = 27,9025 # 0. Ainsi, uy est un point snap-back répulsif.

4.11 Reésultats numériques

L’analyse de stabilité du systéme (4.13) et I'application le Théoréme 2.9.2 conduit a
ces courbes (bifurcations, attracteus), et d’exposants de Lyapunov [20] ot les paramétres
sont fixés comme suit:

4.11.1 Exposant de Lyapunov du systéme

Les exposants Lyapunov du systéme (4.13) avec les paramétres donnés et h = 0.05

sont donnés comme suivant:
A1 =0.97478, Xy = —1.0238 et A3 = —5.5697.

Donc apartir le Tableau 2.1 le systéme (4.13) est chaotique.
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FIGURE 4.5 — Exposants de Lyapunov du systéme (4.13) avec les valeurs des paramétres
données dans (3.3) et h = 0.1
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FIGURE 4.6 — Exposants de Lyapunov du systéme (4.13) avec les valeurs des paramétres
données dans (3.3) et h = 0.05
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metres données dans (3.3) et h = 0.1, sur les plans.

57



Chapitre 5

Dynamique chaotique a temps discret

Sommaire
5.1 Systéme de cancer a temps discret . . . . . ... ... ... .. 59
5.2 Stabilitée des points fixes . . ... ... ... 00, 59
5.3 Dynamique chaotique pour un systéme dynamique de cancer
discret . . . . . . . . e e e e e e e e 65
5.4 Quelques résultats numériques . . ... ... ... ....... 68

o8



Chapitre 5 — Dynamique chaotique a temps discret

5.1 Systéme de cancer a temps discret

Considérons le systéme suivant:

Tn+1 = xn(l - xn) — A12TnYn — A13Tnp2n,

Ynt1 = T2Yn(l — Yn) — 21TnYn, (5.1)
T n d
Zpel =T — a31Tn2n — d3zn,
+1 3 T, +k3 31 3

oux,y,z € Retry, r3, ajs, asy, a3, az, k3 et dz sont des constantes positives.

5.2 Stabilitée des points fixes
Dans cette partie nous étudions la stabilitée des points fixes du systéme (5.1). On dit

que v = (z*,y*, z*) est le point fixe du systéme (5.1), s’il satisfait I’équations suivantes:

r=2xz(1—1z) — ajpry — a13xz,

y =ray(l—y) — anay, (5.2)
Tz

Z=r3 ( ) —as1xz — d3z.

En utilisant cette derniére expression, on obtient

{ z=0, (5.3)

T = —a12y — a13%.

y=0,
7“2—1_% (54)
B T T
z =0,
ds — 1 k 5.5
x2+(k3+¢>x+—3=0. (5:5)
a31 a31

Les solutions d’équations (5.3), (5.4) et (5.5) sont données cing points fixes de (5.1) comme

suivants:

-1
U1 = (Oa 070)7/02 = (07 2 ,0) 3

T2

vy — (a12(r2 -1 1-mr 0) ’ (5.6)

) b
Q12021 — T2 Q12021 — T2

V4 = (—(7,132*,0,2*),?}5 = (37*,3/*, Z*>'
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Chapitre 5 — Dynamique chaotique a temps discret

Nous étudions la stabilité globale du points fixes du systéme (5.1), c’est a dire de v =
(x*, y*, z*).
Pour étudé la stabilité des points fixes, nous calculons la matrice Jacobienne du sys-

teme (5.1)

S11 Sz Sis
J(U) = So1 Sz 0 (5‘7)
Sz 0 Sss

ou

511 = —a12y — a132 — 2z + 1,

Sig = —a12x, S91 = —a21y,
Sis = —a137, S22 =T (1 - Q?J) — a1,
S 3™ r3xrz
= — — a3,
T 4k (z + k3)° o
r3&x

Saq = — a31T — ds.
33 o+ ks 31 3

(1) Le point fixe v; = (0,0, 0) est trivial. Nous obtenons alors I’équation caractéristique

suivante

T(v1) — M| =0 (5.8)

ou J(vp) la matrice Jacobienne (5.7) associée a vy, est définie comme suit

10 0
J) =10 0 (5.9)
0 0 —ds

Nous pouvons maintenant résoudre 1’équation (5.8) qui permet d’obtenir le polynome

caractéristique du systéme (5.1) associé a vy
AN — (1 47y —d3) A2 + rods = 0. (5.10)

Les racines de ’équation (5.10) sont de la forme A\ = 1, Ay = 15 et A\3 = —d3 ot ry et

dz deux parameétres positives.

Proposition 5.2.1

o Siry <1 etds <1, alors les valeurs propres |\;| < 1 ot i = 2,3 donc le point fize v,

est noeud.
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o Siry > 1 et ds < 1 ou linverse, alors les valeurs propres (|Aa] > 1 et |A3| < 1) ou

l'tnverse donc le point fixe vy ¢’est-a-dire col.

7"2—1

(2) Le point fixe vy = (O, ,O) ou 1y # 0 et ry # 1. Nous obtenons alors

T2
92 . s . . .
I’équation caractéristique suivante

T () — M| = 0, (5.11)

ot J(vy) la matrice Jacobienne (5.7) associée & vy, est définie comme suit

—1
—Qa12 2 + 1 0 0
T2
Jw)= | _, (7"2 - 1> 2 0 (5.12)
T2
0 0 —ds

oury # 0 et ry # 1. D’aprés 'équation (5.11), les valeurs propres du systéme (5.1) associée

a4 vy sont de la forme

-1
/\1:1—a12(r2 >,)\2:2—’I"2 et /\3:—d3.
T2

Lemme 5.2.1 Dans [’étude de la stabilité des points fizes du systéme (5.1), il est impor-
tant d’avoir des informations sur la stabilitlé de vy par rapport au systéme (5.1). 1l y a

deuz cas possible

1. Supposons que 1 < ry < 3,d3 <1 et < ap<

r
2 , alors, le point fixe vy est
o — 1

asymptotiquement stable.

2. Le point fize vy est stable, si l'une des conditions suivantes est remplie:
(a) 0<ry <1 etap >0,

27’2

> 1 et > .
(C) T2 el a2 7”2—]_

CL12(T2 — 1) 1— T2

(3) Le point fixe v = ( ,0) ol ajpag) — 1o # 0 et ry # 1.

)
Q12021 — T2 Q12021 — T2
Remarque 5.2.1

Siro = 1 alors, v3 = vy, et si ajpas — 19 = 0 alors, vz = vy.
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Alors, nous obtenons les valeurs propres de la matrice Jacobienne (5.7) du systéme (5.1)
associée a v comme suit:

T a
)\1 = CL12(7”2 — 1) ( 3 — 31 )

a12a21k3 + a197T0 — k37"2 — Q12 Q12Q21 — T2

A 1 (2&12(121 — Q1272 + 7"% + ajp — 37”2 — \/Z)
2 = 3
2

Q12021 — T2

Ao — 1 2a12a91 —a12r2—|—r§+a12 - 37“2+\/Z
579 12021 — T2

ou

A = (ry — 1) (r} + 2a12 + af, — 4agaly)

Proposition 5.2.2 (i) Si 73 + 2a13 + a3y > 4agia?y alors, la matrice J(vs) est admet
trois valeurs propres réelles s’il vérifie |N;| < 1,7 = 1,2 et [A3] > 1 ou si |N| > 1,
i=1,2 et |\s| <1, alors, ce point fixe est un col, donc instable.

(ii) Si r3 + 2a12 + a}y < dagal, alors, la matrice J(vs) est admet deuz valeurs propres
complexes conjuguées et une valeur propre réelle. si |m;| < 1,1 = 1,2 et |mg| > 1

ou si |m;| >1,i=1,2 et |ms| <1, ce point fize est un col-foyer.

(4) Le point fixe vy = (—ai32%,0,2%), ou z* # 0. Nous obtenons alors I’équation

caractéristique suivante:
|J(vg) = AI| =0 (5.13)

ou J(v4) la matrice Jacobienne (5.7) associée a vy, est définie comme suivante:

Liy Lip Las
J(U4) = 0 L22 0
Lz 0 Lss,

ou

* * 2 %
Liy = a132" + 1, Lig = ag1a132", Liz = ajsz

*
Loy = agia132™ + 19
rez* reaq32*>

+ —a3z”
—a132* + kf3 (—algz* + ]{33)2 s

Ls =

r3a132" .
L33 = ———— + as1a132" — d3

algz* — k’g
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D’apreés I'équation (5.13), les valeurs propres du systéme (5.1) associée a v, sont de la

forme
A1 = Lag = ana132" + 12 (5.14)
1 9 i
Ag = B (L1 + Lsg) — \/(Lll — Lg3)” +4L31 L3 (5.15)
17 5 i
Az = 3 (L11 + Ls3) + \/(Ln — L33)" +4L3 L3 (5.16)

(i) Si (Ly; — Ls3)® + 4Lg1 Lyg > 0 alors, la matrice J(vy) est admet trois valeurs propres

réelles.

(ii) Si (L1 — Lss)® +4Lg; Lys < 0 alors, la matrice .J(vy) est admet deux valeurs propres

complexes conjuguées et une valeur propre réelle.

Alors, nous obtenons I’équation caractéristique (5.13) comme suivante:
P () =X+ A\ + A\ + Ag (5.17)

ou
Ao = —LsgLoo L1y + Lg1L13Lao
Ay = LiiLog + Li1Lsg — LizLsy + LazLoo
Ay = —L3sz — Lap — Ly

Maintenant, nous allons établir le teste de stabilitée de Jury (8.1), alors, le point fixe v,

est asymptotique stable si satisfait les conditions suivantes:

Teste de stabilité avec les conditions de Jury assosié au vy

Pour I'équation (5.17), v, est asymptotiquement stable si satisfait les conditions suivantes:

P(1) >0,P(—1) <0,|Ao| < A, et |Bo| > |Bn_1],

P(1) =1+ Ay + Ay + Ay,

P(—=1) = -1+ Ay — Ay + A,.
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Proposition 5.2.3 Le point fize vy est asymptotiquement stable si satisfait les conditions

sutvantes:
|A0| < 1, |A0 + 1| > |A1’ et |A0 — 1||A0+A1 + 1| > |AOA1 —A2|

(5) Le point fixe vs = (z*,y*, 2*) est non-trivial. Nous obtenons alors 1’équation ca-

ractéristique suivante,

T (vs) — M| = 0, (5.18)

ot J(vs) la matrice Jacobienne associée a vs, est définie comme suivante:

S11 Sz Sis

J(s)=| Sy S 0 (5.19)
S31 0 Ssg

ou
St = —apy’ — a3z — 22" + 1,
Sio = —alﬂ*, So1 = —a21y*
Si3 = —ay3x”, Seg =19 (1 — 2y*) — agx”
531 _ 3™ _ r3x 2 _ agl,j(]*

4+ ks (24 k)’

— agll‘* — d3

Par conséquent d’aprés I'expression (5.18), on obtient alors, la polynoéme caractéris-

tique suivante:

PN =X+ CoN+CA+Cy=0 (5.20)
ot les coefficients Cy, C et C5 sont associées aux les paramétres utilisée dans le systéme
(5.1).

Maintenant, nous allons établir le teste de stabilitée de Jury (8.1), alors, le point fixe
vs est asymptotiquement stable si satisfait les conditions suivantes:
Teste de stabilité avec les conditions de Jury assosié au v,
Pour I’'équation (5.20) vs est asymptotiquement stable si satisfait les conditions suivantes:
P*(1) >0, P*(—1) <0, |Cy| <C,, et|Dy| > |Dp_1],

C’0 Cn—k
Cn Ck

Olek:
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avec

P*(1) =1+ Cy+ C; + Cy,

Pr(=1)

—1+4+C5 — Cy + C.

Proposition 5.2.4 Le point fize vs est asymptotiquement stable si satisfait les conditions

sutvantes:

|C()’ <1, ’Co—i— 1’ > |Cl| et |Cg — 1||C()+C1 + 1’ > |C()Cl — Cg’

5.3 Dynamique chaotique pour un systéme dynamique

de cancer discret

Théoréme 5.3.1 Considérons les conditions suivantes

1) dz >1, 0<ry<l, 7’2#&12 et (112%7”;31, (521>

2
2) d3>1, ro > 3, a12>m%21 et T27éa,12.

Si l'une des conditions (5.21) est satisfaite alors le systéme (5.1) est chaotique au sens

de Marotto. Voir la Définition 2.9.2.

Preuve. Nous allons montrer que le systéme (5.1) est chaotique au sens de Marotto avec

deux étapes suivantes:

Etape 1: La premiére étape consiste & montrer que la condition (i) du Théoréme 2.9.2
est satisfaite. Soit vy = (O, 1— ri’ O), la deuxiéme point fixe du systéme (5.1) donnée
dans (5.6). :

Par conséquent, vy = y*.ep ot y* =1 — 1 et e; = (0, 1,0).

Le point fixe vy du systéme (5.1), s’écritrzzomme vg = F(vq) ot F est une application
associée le systéme (5.1), et définie de R dans R?.

L’application F' est continiiment différentiable au voisinage de vy sur la boule B(vs, 1),
avec le rayon r > (. Voir la définition 2.3.1.

La matrice Jacobienne associée v, est la suivante

—ay + 1 0 0
D(F(vg)) = —any*  r(1—2y*) 0
0 0 —d3
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Afin de déterminer la matrice Jacobienne, les valeurs propres, A; (i = 1,2, 3) sont données

par
alz(Tg — 1)

T2

/\1 =1- ,)\2 =2— T2 et )\3 = —d3. (522)

Lemme 5.3.1 Soient les conditions suivantes:

C]_/ d3>1,0<7"2<16t(112>0,

2
C2/ d3>1,7r9>3 etap> "2

To — 1 ’
Si C1 ou C2 est satisfaite alors |N;| > 1, (i = 1,2,3) ot \; sont données dans (5.22). voir
la Théoreme 2.9.2. (i).

Remarque 5.3.1 1. Sia;ns =19 et 0 <1y <1 alors, \y = —rg et |\] <1,

2. Si 192 = 7”31;21 leT’S, )\1 =0.

Nous allons montrer maintenant qu’il existe s > 1 telle que
[1F(u) = F()|| > s|lu—wvl,

ot u,v € B(vy,r) et ||.|| la norme euclidienne. Voir 2.1.2.
Soient u et v deux points distincts de la boule B(vy,r). Voir la Définition 2.1.4, et u
et v sont suffisamment proches du point fize vy.

Par conséquent d’aprés ’expression de la Définition 2.3.1, on a
F(u) — F(v) = DF(v)(u —v) + «,

ot ||||/|lu — v||, tend vers zéro quand ||u — v||, tend vers zéro.

Par conséquent a partir d’un simple calcul. Voir la Définition 2.1.2, on a l’égalité,
[1F(v) = F(va)l| = [DF (v2)(va) + ], (5.23)

ol

2 2 2

a19T9 — G — T asjy (rg — 1

HDF@gW:y:¢<H2 ﬂ“ 2)+ H(; )44—@+m?+ﬁ>1.(5ﬂ)
2 2

Ainst, la condition (i) du Théoréme 2.9.2 est satisfaite.

Etape 2: La deuziéme étape consiste & montrer que la condition (i) du Théoreme

2.9.2 est satisfaite.
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Nous allons montrer que le point fize vy est snap-back répulsif de Uapplication F', nous
devons trouver un point u € B,(vy), tel que u # vy,
FM(u) = vy, et det [DFM(u)] # 0, pour un certain entier positif M.

D’autre part, on a d’apres la Définition 2.9.1. (B)

(1 —x) — ajpry — ay3xz = 11

roy(l —y) — anzy =y (5.25)

r3TZ

e T 4Tz — d3z = 21,

et
_ *
z1(1 —x1) — a2y — 137121 =

roy1(1 —y1) — aqiw1y1 = y* (5.26)

r3xi121

o
71 +k3 a31T121 d321 =z .

On établit aisément si x = 0 que la solution trivial de deux systémes d’équations (5.25)
— 1
et (5.26) est (x,y,z) = (0,;;,0).
Maintenant, nous allons calculons les autres solutions non trivial. Aprés deuz itéra-
tions du systéeme (5.1) s’il existe des solutions différentes de vy, en utilisant I’équations
(5.25) et (5.26) donc:

—ag1ks — vasiksrs

e Siz=ua0" = o , nous avons trois solutions donnée par:
(x 7,y ,27), (2 ,yt,2") et (x, %, %) (5.27)
ol
__Tz—\/A_l +_7°2+\/A_1 =2 —apy . 1—2" —apy’
o 2ry o= 2ry = a3 CF T a3 ’
et

Al = T% + 4(1 - Cblgx_)Tg — 4.

—agiks + v asiksrs

, nous avons trois solutions donnée par:

e Six=za"=

a3
1 2—2¢+ —
(aty ™ 27), @ty ) et (ot 5, T2 (5.28)
2 2(113
o
Y 2ry 2ry a3 7 a3 ’
et

AQ = T% + 4(1 - CL12.I'+)T2 —4.
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Chapitre 5 — Dynamique chaotique a temps discret

1
Pour effectuer la Théoreme 2.9.2, nous utilisons la solution u = (0,—,0), o u # v,

T2
et F?(u) = vy,
La matrice Jacobienne associée DF?(u) est la suivante:
a%zrg — a12r§ — af2 + 7‘% 0 0
2(u) = as (@1ary — a2 — 1
DF*(u) 21 (@127 i 12 = T9) —(r2—2)2 0
2
0 0 d3
Considérons le déterminant de DF?(u)
2
det[DFZ(u)] _ (a%2T2 — al?r% — a% + T%) (TQ — 2) d% 7é 0.

T'a

Apres simplification nous remarquons que DF?*(u) est différent de zéro, alors vy est
snap-back répulsif de F.

Ainsi, la condition (ii) du Théoréme 2.9.2 est satisfaite.

On conclut donc que le systéme (5.1) est chaotique au sens de Marotto. m

Les valeurs de ces paramétres sont utiles et seront utilisées pour les simulations nu-

mériques.
5.4 Quelques résultats numériques

L’analyse de stabilité du systéme (5.1) et I'application le Théoréme 2.9.2 conduit a
ces courbes (bifurcations, attracteus), et d’exposants de Lyapunov [20] ol les paramétres

sont fixés comme suit:

12 = 35, a3z = 25, 91 = 115, asy — 02, d3 = 1001, /{33 = 39, o = 3.79 et s = 0.5.
(5.29)

En utilisant les parameétres fixés (5.29), le systéme (5.1) s’écrit de la fagon suivante:

Tpr1 = Tp(1 — ) — 3.52,y, — 2.52,,2,,

Yn+1 = 379yn(1 - yn) - 1'15xnyn7 (530)
T2

i1 =05 —=— ) —0.22,,2, — 1.001z,.

Zna1 05<l‘n+3.9> 0.2z,2 001z

L’application F' associée au systéme (5.30) est continiiment différentiable au voisinage
de vy = (0,0.74,0) sur la boule B(vg, s) ou s = 2.444345862 est donné avec légalité (5.24).
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Chapitre 5 — Dynamique chaotique a temps discret

FIGURE 5.1 — L’attracteur étrange du systéme (5.30) avec les conditions initialles zq = 0,
Yo = O]., 20 = 0.1.

FIGURE 5.2 — Projection de l'attracteur du systéme (5.30) dans le plan y — z

J(vy) la matrice Jacobienne (5.7) associée a vy = (0,0.74,0), est définie comme suit:

~158 0 0
J((0,0.74,0)) = | —0.85 —1.79 0
0 0 —1.001

Afin de déterminer la matrice Jacobienne, les valeurs propres, \; (i = 1,2, 3) sont données
par:

A1 = —1.5765, Ay = —1.79 et A3 = —1.001,

Alors, toutes les valeurs propres \;, (i = 1,2,3) de la matrice Jacobienne J((0,0.74,0))
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Chapitre 5 — Dynamique chaotique a temps discret

sont strictement supérieures a 1 en valeurs absolues, c’est-a-dire le point est instable, donc
de type noeud. Voir la définition 3, de la section 1.3. Ce qui implique que la condition
(i) du Théoreme 2.9.2. est satisfiate, alors F' est un expansion sur la boule B(vy,s) ou
s = 2.45. Nous allons montrer que le point vy est un snap-back répulsif, alors on peut
chercher un point u tel que F'(u) = vy, F?(u) = vy ot det(F(u)) # 0 et det(EF?(u)) # 0.
le point vy est un snap-back répulsif.

Avec une simulations numériques, il existe un point u = (0,0.2638,0) qui vérifiez
les conditions précédentes trouvées dans la Théoréme 2.9.2 et det(F(u)) = —0.14 # 0,
det(F?(u)) = 0.3879 # 0.

Nous concluons que le systéme (5.30) est chaotique au sens de Marotto.

Exposant de Lyapunov du systéme

L’exposant de Lyapunov est synonyme d’instabilité et de chaos. Cette quantité sert a
mesurer le degré de sensibilité du systéme (5.30), comme donnée de la Section 2.8 pour
le cas de dimension supérieure a 1.

Les exposants de Lyapunov du systéme (5.30) sont donnés comme suivant
A1 =0.1618, Xy = —0.0032 et A3 = 0.3187,

donc aprés le Tableau 2.1 le systéme (5.30) est chaotique.
Pour calcule la dimension de Kaplan-Yorke (ou de Lyapunov. Voir la sous-section 2.8.4

et d’aprés la condition (2.29), on obtient
AL+ A2+ A3 =0.4773 > 0.

Alors, la dimension de Kaplan-Yorke comme donnée de la Définition 2.30 est égale

AL+ A
DKY :24—& ~ 2.5.
| As]

Alors pour au moins un exposant de Lyapunov est positif pour certains les valeurs des
paramétres, alors le systéme (5.30) est chaotique & ces paramétres.

Soient les valeurs des parameétres suivantes,:
12 = 35, aiz = 25, agy = 115, as) = 02, k’g = 39, 9 = 3.79 et Trs = 0.5. (531)

12 = 062, a3 = 139, 91 = 113, rs = 02, kg = 38, as) = 0.56 et d3 =1. (532)
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1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
t

FIGURE 5.3 — Réponses temporelles du systéme (5.30) avec les valeurs des paramétres

donnée dans (5.31) et d3 = 1.01 ot 2o = 0.001, yo = 0.6, zo = 0.08.

100 T T
datal
= = =data2
80 cooon data3 B

_20 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Q 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

FIGURE 5.4 — Les exposants de Lyapunov du systéme (5.30) avec les valeurs des paramétres
donnée dans (5.31) et d3 = 1.001 ou zy = 0, yo = —0.1, 2y = 0.1,
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4 T

datal
= = =data2
31\ A= 26429 L[ da@3]
2r 4
< 1F b
o i
A= -0.99513
A= -1.0987

-2

1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t

FIGURE 5.5 — Les exposants de Lyapunov du systéme (5.30) avec les valeurs des paramétres
donnée dans (5.31) et ds = 1.001 ot zp = 0.1, yo = 0; 29 = 0.1.
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FIGURE 5.6 — Diagrammes de bifurcations du systéme (5.30) avec les valeurs des para-
meétres donnée dans (5.32) et xy = 0.15, yo = 0.2, zy = 0.08.
0.8
0.6

>
04

FIGURE 5.7 — Diagramme de bifurcation du systéme (5.30) de l'espace (72, z,y) avec les

valeurs des paramétres donnée dans 5.31 et d3 = 1.001 ot 9 = 0,y9 = 0.1, 29 = 0.1.
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Conclusion

Le travail développé dans cette thése a porté sur I'étude d’un systéme dynamique
non linéaire & temps discret basé sur le chaos. Nous avons présenté une contribution a la
modélisation mathématique et a la simulation numérique de la genése d’une croissance
tumorale. Nous avons proposé un modéle de De Pillis et Radunskaya a temps continu
construit a partir d’hypothéses biologiques reconnues. Et nous avons étudié ce modéle en

temps discret. Et ce travail est divisé en cing chapitres présentés ci-dessous.

Le premier chapitre est consacré au rappel de quelques définitions préliminaires indis-

pensables concernant les des systémes dynamiques a temps discrets.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons a certaines propriétés topologiques
des systémes dynamiques. Aprés ces propriétés, nous sommes passés a étude du chaos
selon Li et Yorke, selon Devaney, selon Marotto etc. Au niveau quantitatif nous avons

fourni une méthode pour mesurer ’exposant de Lyapunov.

Le troisiéeme chapitre est consacré a la modélisation mathématique et les résultats

numériques de la genése d'une croissance tumorale.

Le quatriéme chapitre est consacré a la discrétisation des systémes dynamiques, par
exemples les méthodes de (Euler, Taylor et Runge-Kutta). Nous présentons les résultats

numériques d’une étude qualitative d’'un modeéle de De Pillis et Radunskaya.

Le cinquiéme chapitre est consacré a l’étude du comportement chaotique d’'un mo-

dele de De Pillis et Radunskaya a temps discret, nous avons présenté quelque résultats
numériques de ce modéle.
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Annexes

1 Test de stabilité de jury

Soit un systéme discret dont la fonction de transfert est la suivante :
N(z)
P(z)’

H(z) = (A1)

ou z est réelle ou complexe.
Test de stabilité de jury voir [27] est utilisé directement sur Le polynome caractéristique
du systéeme suivant

P(2) = ap2" + an_12" ' + ...+ a1z + ag, (A.2)

ol agp, ai,a,—_1 et a, sont des coefficients réels et avec a,, > 0.

Soient

n— b n—1— n—2—
by, = Qg Ap—k o = 0 Mn-1-k ,dk;z Co Cpn—2—k . (A.3)
an g br—1 by Ch—2  Ck

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le polyndéme P(z) n’ait pas de racines a

I’extérieur ou sur le cercle unitaire, sont les conditions suivantes:

P(1) > 0,
(—1)"P(-1) >0,
| ag |< an,
| bo |>] b1 |, (A.4)
| co [>] ez |,
| do [>] dn—s | -

Remarque 8.1.1 Vérifiez les trois conditions faciles a calculer P(1) > 0,(—=1)"P(—1) >

0 et | ap|< a,. Arrétez si l'une de ces conditions n’est pas remplie.

Remarque 8.1.2 Sia, <0
— d’abord, on construit un autre polynome Q(z) = —P(z)

— puis, on traite le nowveau polynéome Q(z).

2 Tableaux annexes
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Type de cancer

Nombre de nouveaux cas
(% types)

Nombre de déces (%

types)

Poumon 2,093,876 (11.6%) 1,761,007 (18.4%)

Poitrine | 2,088,849 (11.6%) | 626,679 (6.6%)

Prostate 1,276,106 (7.1% 358,989 (3.8%)
Colon 1,096,601 (6.1% 551,269 (5.8%)

Non mélanome de la peau

)
)
1,042,056 (5.8%)
)

(
(
(
0
782,685 (8.2%
(
(
(
(

Estomac 1,033,701 (5.7% )
Foie 841,080 (4.7%) 781,631 (8.2%)
Rectum 704,376 (3.9%) 310,394 (3.2%)
Oesophage 572,034 (3.2%) 508,585 (5.3%)
Col de I'utérus 569,847 (3.2%) 311,365 (3.3%)
Thyroide 567,233 (3.1%) 41,071 (0.4%)
Vessie 549,393 (3.0%) 199,922 (2.1%)
Lymphome non hodgkinien 509,590 (2.8%) 248,724 (2.6%)
Pancréas 458,918 (2.5%) 432,242 (4.5%)
Leucémie 437,033 (2.4%) 309,006 (3.2%)
Rein 403,262 (2.2%) 175,098 (1.8%)

Corpus uteri 382,069 (2.1%) 89,929 (0.9%)
Levre, cavité buccale 354,864 (2.0%) 177,384 (1.9%)
Cerveau, systéme nerveux 296,851 (1.6%) 241,037 (2.5%)
Ovaire 205,414 (1.6%) 184,799 (1.9%)

Mélanome de la peau 287,723 (1.6%) 60,712 (0.6%)
Veésicule biliaire 219,420 (1.2%) 165,087 (1.7%)
Larynx 177,422 (1.0%) 94,771 (1.0%)
Myélome multiple 150,985 (0.9%) 106,105 (1.1%)
Nasopharynx 129,079 (0.7%) 72,987 (0.8%)
Oropharynx 92,837 (0.5%) 51,005 (0.5%)
Hypopharynx 80,608 (0.4%) 34,984 (0.4%)
Lymphome hodgkinien 79,990 (0.4%) 26,167 (0.3%)
Testic 71,105 (0.4%) 9,507 (0.1%)

Glandes salivaires 52,799 (0.3%) 22,176 (0.2%)
Anus 48,541 (0.3%) 19,129 (0.2%)

Vulve 14,235 (0.2%) 15,222 (0.2%)

Sarcome de Kaposi 41,799 (0.2%) 19,902 (0.2%)
Pénis 34475 (0.2%) 15,138 (0.2%)

Mésothéliome 30,443 (0.2%) 25,576 (0.3%)

Vagin 17,600 (0.1%) 8,062 (0.1%)

Tous les types hors skin 17,036,901 9,489,872
Tous les types 18,078,957 9,555,027

TABLEAU A.1 — Nouveaux cas et décés en le monde pour 36 cancers et tous les
cancers combinés en 2018. Voir [3].
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Type de cancer

Nombre de nouveaux cas
(% types )

Nombre de déces (%
types)

Poumon 3 835 (7.2%) 3 826 (13.0%)
Poitrine 11 847 (22.3%) 3367 (11.4%)
Prostate 2 578 (4.9%) 1 033 (3.5%)
Colon 3201 (6.0%) 1752 (5.9%)
Estomac 2 241 (4.2%) 2 001 (6.8%)
Foie 563 (1.1%) 544 (17%)
Rectum 2 229 (4.2%) 1232 (4.2%)
Oesophage 321 (0.60%) 303 (1.0%)
Col de I'utérus 1 594 (3.0%) 1 066 (3.6%)
Thyroide 2 103 (4.0%) 261 (0.89%)
Vessie 2 938 (5.5%) 1379 (4.7%)
Lymphome non hodgkinien 1716 (3.2%) 932 (3.2%)
Pancréas 940 (1.8%) 918 (3.1%)
Leucémie 1578 (3.0%) 1125 (3.8%)
Rein 606 (1.1%) 376 (1.3%)
Corpus uteri 436 (0.82%) 73 (0.25%)
Lévre, cavité buccale 291 (0.55%) 83 (0.28%)
Cerveau, systéme nerveux 1 686 (3.2%) 1326 (4.5%)
Ovaire 992 (1.9%) 588 (2.0%)
Mélanome de la peau 272 (0.51%) 163 (0.55%)
Vésicule biliaire 1263 (2.4%) 735 (2.5%)
Larynx 866 (1.6%) 778 (2.6%)
Myélome multiple 665 (1.3%) 588 (2.0%)
Nasopharynx 1340 (2.5%) 504 (1.7%)
Oropharynx 321 (0.60%) 303 (1.0%)
Hypopharynx 57 (0.11%) 23 (0.08%)
Lymphome hodgkinien 832 (1.6%) 257 (0.87%)
Testic 128 (0.24%) 26 (0.09%)
Glandes salivaires 129 (0.24%) 38 (0.13%)
Anus 107 (0.20%) 43 (0.15%)
Valve 76 (0.14%) 27 (0.09%)
Sarcome de Kaposi 63 (0.12%) 29 (0.10%)
Pénis 4 (0.01%) 1(0.00%)
Mésothéliome 65 (0.12%) 53 (0.18%)
Vagin 36 (0.07%) 16 (0.05%)
Tous les types 53 076 29 453

TABLEAU A.2 — Incidence, mortalité et prévalence par site de cancer en Algérie. Voir
(The Global Cancer Observatory - All Rights Reserved - May, 2019).
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