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« Wavelets and their applications to time series » 

Summary: This theme is the study of wavelets and their applications to the statistical analysis 
of stationary time series and non-stationary. Wavelets provide an interesting mathematical 
tool to address some deficiencies encountered in the conventional Fourier analysis. After a 
brief review on Fourier transforms, wavelets are introduced and their evolution over the last 
03 decades. It addresses the essential theme of this work involves the application of wavelet 
time series and especially to the class of long memory process. 
This work includes the following: 

1-The Fourier transform and its applications in time series. 
2-Introduction to Wavelets: history and correct application of Fourier transformation. 

3-Applications of wavelet stationary ARMA processes and long memory process with a 
fractional Brownian motion model. 

4-Simulation of the three samples of an AR (1) and the comparison of the classical 
periodogram wavelet periodogram after the Gaussian wavelet. 
Key words: long-memory process, wavelets. 
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Introduction

Le thème de ce mémoire porte sur la transformation en ondelettes continues

avec pour principal objectif son application à l’analyse statistique des séries chrono-

logiques stationnaires au second ordre et aux séries chronologiques non stationnaires

à accroissements stationnaires. Ce dernier cas est illustré par l’étude du mouvement

brownien frationnaire.

L’analyse par ondelettes a été introduite il y a plusieurs décades, d’abord dans

un contexte d’exploration pétrolière par D. Gabor [1945] et plus récemment dans un

contexte d’analyse du signal par J. Morlet dans les années [1980], et ce pour faire

apparâıtre simultanément des informations temporelles et fréquentielles, facilitant

par là l’identification des caractéristiques physiques de la source du signal. D’autres

pioniers versés dans des domaines de recherches fort différents, utilisaient eux aussi

et à la même époque, des outils fort semblables aux petites ondes de Morlet.

Les ondelettes n’ont depuis lors cessé de se développer et de trouver de nou-

veaux champs d’application dont tout récemment en statistique. Elles devinrent très

rapidement un puissant outil d’analyse mathématique et de traitement du signal.

C’est dans ce domaine, privilégié jusque là à l’analyse de Fourier, que les ondelettes

ont connu un essor fulgurant et aussi d’innombrables applications.

Dans ce registre, les ondelettes constituent une bonne alternative a la trans-

formée de Fourier dont les limites avérées rendent caduc son application dans cer-

taines situations. Tel est le cas si la série n’est pas stationnaire au second ordre ou au

mieux son spectre possède certaines singularités. Dans de telles situations, la trans-

formée de Fourier seule ne peut rendre parfaitement compte des caractéristiques du

signal. Une autre limitation importante de la transformée de Fourier est son inca-

pacité de localiser les portions du signal à variations rapides (ce qui correspond à

des hautes fréquences), ni celles où elles sont lentes (ce qui corres pond à des basses

fréquences).

Une première application des ondelettes et qui peut apparâıtre aujourd’hui
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rudimentaire est la transformée de Fourier à fenêtre glissante, appelée transformée

de Gabor continue. Initiée par ce dernier, elle consiste à multiplier le signal par une

fonction de localisation du temps appelée fenêtre et qu’il fait coulisser ensuite le long

de la droite réelle, de sorte que la transformée de Fourier d’un signal f par rapport

à cette fenêtre soit elle aussi bien localisée. La transformée de Fourier à fenêtre

est une fonction de deux variables (temps, fréquence) et fournit une représentation

relativement bien localisé du signal dans le plan temps - fréquence. La précision de

cette localisation en temps et fréquence est cependant loin d’être aussi parfaite que

l’on souhaite. Il s’avère que cette précision en temps et en fréquence simultanément

est minorée par la fameuse inégalité dûe au principe d’incertitude de Heisenberg.

Cette limitation exprime qu’une bonne localisation en temps correspond à une moins

bonne localisation en fréquence et inversement.

En revanche, l’analyse par ondelettes basée sur le concept d’échelle au lieu du

concept de fréquence, est caractérisée par l’utilisation d’ondelettes élémentaires :

copies conformes d’une ondelette mère et ne diffèrent que par leur taille, s’adaptent

parfaitement bien et automatiquement à la forme et à la taille des caractéristiques

qu’elle recherche. Cette procédure qualifiée de microscope mathématique porte le

nom d’analyse multirésolution, véritable clé de voûte de l’analyse par ondelettes.

Celle-ci consiste à construire une ondelette de base ou ondelette mère de sorte que

les ondelettes élémentaires déduites par des translations et des dilatations forment

une base de l’espace L2(R) et permet donc de décomposer toute fonction ou signal

de carré intégrable dans cette base.

Comme préambule à l’introduction des ondelettes et afin de saisir et apprécier

toutes leurs portées, une synthèse sur la transformée de Fourier des fonctions intégra-

bles nous a semblé nécessaire. Celle ci fait l’objet du premier chapitre qui consacre

en outre un paragraphe à quelques notions rudimentaires de l’analyse spectrale des

processus stationnaires au seconde ordre. Les insuffisances de la transformée de Fou-

rier et suivant l’ordre chronologique ayant aboutit aux ondelettes, nous a conduit à
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envisager dans un second chapitre l’étude de la transformée de Fourier à fenêtre glis-

sante (ou transformêe de Gabor continue) et ce pour corriger le caractère globale et

les insuffisances de la transformée de Fourier. Une application de la transformée de

Fourier à fenêtre aux séries chronologiques stationnaires en utilisant la transformée

de Cramer clôs ce chapitre. Là également, mettant le doigt sur les insuffisances de

la transformée de Gabor continue : largeur constante de la fenêtre et limitation de

la précision dûe à la fameuse inégalité de Eisenberg, fait que nous entreprenons

dans le troisième chapitre, une étude approfondue de la transformée en ondelettes

continue, suivi dans un second paragraphe de l’analyse multirésolution en suivant

l’approche de Y. Meyer ([MEY 89]) et S. Mallat ([MAL89]). Enfin, un cinquième

chapitre dévoué aux applications des ondelettes à l’analyse satistique des séries chro-

nologiques stationnaires et non stationnaires à ccroissements stationnaires avec pour

illustration le mouvement brownien fractionnaire. Composé de deux paragraphes, le

premier à trait à une adaptation du périodogramme usuel au périodogramme en

ondelettes. Outre, la construction de l’estimateur empirique du périodogramme en

ondelettes et suivant l’approche de [CCM97], une étude de ses propriétés asympto-

tiques notamment de consistence et de distribution asymptotique est accomplie. Le

second paragraphe porte sur une application des ondelettes aux séries chronologiques

non stationnaires mais à accroissements stationnaires. Nous basant sur un article de

Masry [MAS93], on déage les propriétés du second ordre et l’analyse spectrale de

la transformé en ondelettes continues d’un processus à accroissements staionnaires

et que nous appliquons ensuite au mouvement brownien fractionnaire et au bruit

blanc fractionnaire. Enfin quelques applications sur des données simulées étoffent

cette étude. Dans cette application, on a simulé trois échantillons d’un processus

AR(1) causale et on a comparé le périodogramme classique (celui du processus

AR(1)) au périodogramme d’ondelettes issue de l’ondelette gaussienne.
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Chapitre 0

L’analyse de FOURIER

Introduite par J. Fourier dès le début du 19-ème siecle et raffermie un peu

plus tard par les contributions de Dirichlet, la transformation de Fourier est devenu

sans conteste un des outils mathématiques les plus puissants. L’analyse de Fou-

rier véhicule l’idée majeur selon laquell toute fonction peut être décrite comme une

superpositions de fonctions périodiques. Il convient cependant de distinguer deux

points de vue : celui qui consiste à concevoir les phénomènes comme s’évanouissant

à l’infini et celui qui consiste à les imaginer se reproduisant à l’infini de manière

périodique : le phénomène est reprodruit périodiquement de sorte à générer un si-

gnal sur R ou sur Z. Ces deux points de vue doivent être dissociés, car un phénomène

périodique ne saurait s’évanouir à l’infini ! La première implique l’utilisation de la

tranformation de Fourier, le second les concepts de séries de Fourier et d’harmo-

niques fondamentales. Cependant, l’analyse de Fourier s’est avérée et très souvent

inadptée à la description de certaines fonctions (ou signaux) que l’on peut rencon-

trer couramment. La raison essentielle en est que l’analyse de Fourier atteint ses

performances optimales dans un contexte stationnaire. Or, on atteint rapidement

les limites de ces hypothèses. Dans ce chapitre, nous reprenons succinctement dans

le paragraphe 1, deux versions de la transformation de Fourier, celle des fonctions ou

signaux périodiques et celle des fonctions où signaux de puissance pieme intégrables

avec (p = 1, 2). Le deuxième paragraphe, expose de façon concise l’analyse spectrale
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des processus stochastiques (ou signaux aléatoires) stationnaires.

0.1 Transformée de Fourier

Le cadre idéal de la transformée de Fourier est l’espace fonctionnel des suites

réelles ou complexes absolument sommables ou des fonctions réelles ou complexes

de carré absolument intégrables. On note l1 (resp. L2) l’espace des suites complexes

absolument sommables (resp. des fonctions réelles ou complexes de carré absolument

intégrables 1). En théorie des communications, le support de l’information est appelé

signal. En général, un signal est représenté par une suite ou une fonction et le signal

est dit numérique ou analogique selon que f est une suite ou une fonction réelle

ou complexe. Dans ce bref rappel, nous ferons l’économie du développement de

la transformée de Fourier des suites absolument sommables (appelée transformée

discrète). Pour un développement de la transformation de Fourier discrète, nous

suggérons le cours de Torrésani 1997 [T0R97] ou l’ouvrage de Gasquet et Witomski

1998 [GAS98]. Nous rappelons dans ce premier paragraphe et de façon succincte la

transformée de Fourier des fonctions périodiques et de fonctions non périodiques de

l’espace L1(R) des fonctions absolument intégrale et son extension ensuite à l’espace

L2(R) des fonctions de module de carré intégrables.

0.1.1 La transformée de Fourier de fonctions périodiques

Le support d’une fonction (resp. signal) f est la fermeture de l’ensemble des

réels sur lesquels la fonction (resp. le signal) est non nul. On le note supp(f) =

{t ∈ R : f(t) 6= 0}. Une fonction f (resp. un signal) est périodique s’il existe un

nombre réel strictement positif τ tel que pour tout x ∈ R on a f(x + τ) = f(x).

Le résultat essentiel de l’analyse de Fourier est que toute fonction périodique f se

décompose en une combinaison linéaire infinie de sinusoides.

1En fait, L2 est l’espace des classes d’équivalence de fonctions de carré absolument intégrables :
g ∈ f̂ ⇔ ∫ +∞

−∞ | f − g |2 (x)dx = 0.
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Polynômes trigonométriques

Définition 1 On appelle polynôme trigonométrique de degrè n et de période τ un
polynôme de la forme

S(x) =
n∑

k=−n

ck exp(ikωx)

ou les coefficients ck sont des nombres complexes et ω = 2π
τ .

En décomposant l’exponentielle complexe en sinus et cosinus, cette somme s’écrit

encore

Sn(x) = c0 +
n∑

k=1

(ak cos(kωx) + bk sin(kωx))

ou ak = ck + c−k et bk = i(ck − c−k).

L’espace Γn des polynômes trigonométriques de degré inférieur ou égal à n, muni

du produit scalaire de l’espace L2([0, τ ]) est un sous espace de Hilbert. On rappelle

que le produit scalaire de deux fonctions f et g de L2([0, τ ]) est défini par

< f, g >=
∫ τ

0
f(x)g(x)dx

et auquel on associe la norme ‖f‖2
2 = 〈f, f〉 dans L2([0, τ ]). En outre, la suite des

fonctions (δk : −n ≤ k ≤ n) définie par δn,k(x) = eikωx forme une base orthonormale

de Γn. Il apparâıt alors que les coefficients ck d’un polynôme trigonométrique Sn se

déduisent facilement par la relation classique

ck =
1
τ

< Sn, δn,k >=
1
τ

∫ τ

0
Sn(x)e−ikωxdx.

L’expression des coefficients ak et bk s’en déduisent.

Remarques :

L’intégrale définissant cn peut en fait étre prise sur tout intervalle de longueur τ .

Par exemple, sur l’intervalle [− τ
2 , τ

2 ], on a

1. si Sn est paire c−k = ck pour tout k et ceci fait que bk = 0

2. si Sn est impaire c−k = −ck pour tout k et donc ak = 0
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3. Egalité de parseval :

1
τ

∫ τ

0
| Sn(x) |2 dx =

n∑

k=−n

|ck|2

et ceci résulte de l’identité

‖Sn‖2
2 =

n∑

k=−n

n∑

l=−n

ckcl〈δn,k, δn,l〉

et de ce que 〈δn,k, δn,l〉 = δl
k où δl

k est le symbole de Kronecker.

Séries de Fourier

On note L2
τ ([0, τ ]) l’espace des fonctions complexes périodiques, de période τ et

de carré absolument intégrables. Cet espace contient l’espace des polynômes trigo-

nométriques Γn de degré inférieur ou égale à n. On montre que la suite {Γn : n ≥ 1}
des espaces des polynomes de degré inférieur où égale à n est dense dans l’espace

L2
τ ([0, τ ]). Ceci permet d’approcher pour n grand, toute fonction f ∈ L2

τ ([0, τ ]) par

un polynôme Sn ∈ Γn. De façon précise on a

Proposition 1 Pour toute fonction f ∈ L2
τ ([0, τ ]), il existe un unique polynôme

trigonométrique Σn dans Γn tel que :

‖f − Σn‖2 = min{‖ f − Sn ‖2, Sn ∈ Γn}

Ce polynôme est de la forme

Σn =
n∑

k=−n

ck(f)δn,k(x)

avec

ck(f) =
1
τ

∫ τ
2

− τ
2

f(x)δn,k(x)dx.

De plus, on a (inégalité de Bessel)

n∑
−n

| ck(f) |2≤ 1
τ
‖ f ‖2
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Démonstration

On cherche un polynôme trigonométrique Σn de sorte que la distance ‖ f−Sn ‖ soit

minimum. Il s’agit en fait de minimiser cette expression par rapport aux coefficients

ck. Un calcul simple montre que

‖ f − Sn ‖2= (‖ f ‖2 −1
τ

n∑

k=−n

| dk |2) +
n∑

k=−n

| √τck − dk√
τ
|2

où dk = 〈f, δk,n〉. Les termes entre parenthèse sont indépendants des coefficients ck

recherchés, et donc minimiser ‖ f − Sn ‖ revient à minimiser la deuxième somme

par rapport aux coefficients ck. Et cette somme est minimale si et seulement si

ck(f) =
1
τ

∫ τ
2

− τ
2

f(x)e−
i2kπx

τ dx.

Et donc le polynôme trigonométrique Σn est de la forme

Σn(x) =
n∑

k=−n

ck(f)e
i2kπx

τ .

Quant à l’inégalité de Bessel, celle-ci découle directement de la relation

‖ f − Σn ‖2=‖ f ‖2 −τ
n∑

k=−n

| ck(f) |2

Théorème 1 La famille de fonctions (δn : n ∈ Z) de terme général δn(x) = ei 2nπx
τ

est une base orthonormée de L2
p([0, τ ]) et pour tout f ∈ L2

p([0, t]) on a :

‖ f − Σn ‖2= τ
∑

|k|>−n

| ck(f) |2→ 0

quand n → +∞. De plus, la formule de Parseval s’écrit pour tout fet g ∈ L2
p([0, t])

+∞∑
n=∞

cn(f).cn(g) =
1
τ
〈f, g〉.

Démonstration

Il est facile de vérifier que la suite (δn : n ∈ Z) est un système orthonormal de

L2
p([0, τ ]). L’orthogonalité assure que l’équation

∑
n≥1

αnδn = 0 n’est possible que si
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tous les coefficients αn sont tous nuls. De plus, on montre (cf. [TOR97]) que la suite

(δn : n ∈ Z) est dense dans L2
p([0, t]) ce qui fait de cette suite est une base orthonor-

male de cet espace.

Définition 2 Etant donné f ∈ L2
p([0, τ ]), la limite dans L2

p([0, τ ]) de la suite de
fonctions trigonométriques Σn définie dans le théorème ci-dessus, est appelée série
de Fourier de f. Cette limite cöıncide presque partout avec la fonction f et on écrit

f =
+∞∑

n=−∞
cn(f)δn.

Enfin nous terminons ce sous paragraphe par le résultat suivant :

Théorème 2 (théorème de Dirichlet)
Si f est une fonction périodique de période τ et si f est de classe C1 par morceaux
sur R alors la série de Fourier associée à f est convergente sur R et on a

1
2
(f(x−) + f(x+)) = a0 +

∞∑

n=1

(an cos(nωx) + bn sin(nωx))

et si de plus f est continue, alors on a :

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

(an cos(nωx) + bn sin(nωx).

Pour la démonstration nous renvoyons aux références citées ci-dessus.

0.1.2 La transformation de Fourier

La transformation en série de Fourier d’une fonction périodique permet de pas-

ser d’une représentation temporelle à une représentation fréquentielle. Les applica-

tions de cette transformation s’étendent à divers domaines et notamment dans le

traitement du signal. Mais de par la catégorie restreinte de fonctions auxquelles elle

s’applique, cette décomposition en séries de Fourier est trés limitée. En effet, peu

de signaux naturels remplissent la condition d’étre périodique. Aussi, nous étudions
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maintenant la version de la transformation de Fourier des fonctions réelles ou com-

plexes définies sur R.

Définition 3 Soit f une fonction de la variable réelle. On appelle transformée de
Fourier de la fonction f , la fonction f̂ de la variable réelle ω définie par :

f̂(ω) =
∫ +∞

−∞
f(t) exp(−iωt)dt

pour toute valeur de ω pour laquelle cette intégrale est convergente.

La convergence de cette intégrale est loin d’étre un fait acquis dans nombre de

situations. Aussi, est il nécessaire de considérer l’espace des fonctions de puissance

absolument intégrables. Toutefois, il est possible de construire une théorie pour la

transformation de Fourier même dans la situation où f̂(ω) n’est pas définie pour

tout ω.

La transformation de Fourier des fonctions intégrables

On commence par définir la tranformation de Fourier sur l’espace L1(R) des

fonctions absolument intégrables et ensuite, on prolongera cette définition aux fonc-

tions de module de carré intégrables.

On rappelle que l’espace des fonctions absolument intégrables noté L1(R) 2 est défini

par

f ∈ L1(R) si et seulement si

∫ +∞

−∞
| f(x) | dx < +∞.

Aussi, si f est absolument intégrable, alors la transformée de Fourier f̂ de f est bien

définie en tout point ω de R et de plus elle est bornée.

On note ‖ f ‖= ∫ +∞
−∞ | f(x) | dx pour toute fonction f ∈ L1(R).

2L1(R) est l’espace des classes d’équivalence de fonctions absolument intégrables : g ∈ f̂ ⇔∫ +∞
−∞ | f − g | (x)dx = 0.
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Propriétés

Il est aisé de vérifier que la transformée de Fourier des fonctions absolument

intégrables est linéaire et hermitienne (i.e. f̂(−x) = f̂(x)). Par ailleurs, pour toute

fonction f ∈ L1(R), le modulé g de f défini par g(x) = f(x− b) où b est un nombre

réel, a pour transformée de Fourier

ĝ(ω) = eiωbf̂(ω)

et la dilatée fa de f définie par fa(x) = f(x
a ) où a est un nombre réel non nul, a

pour transformée de Fourier

f̂a(ω) = af̂(aω).

Le théorème de Riemann-Lebesgue

Théorème 3 Si f ∈ L1(R) alors sa transformée de Fourier f̂ est uniformement
continue et nulle à l’infini (i.e. f̂(ω) tend vers 0 quand ω tend vers ∞).

Démonstration

La continuité uniforme vient de ce que pour tout δ > 0, on a

|f̂(ω + δ)− f̂(ω)| ≤
∫ +∞

−∞
|e−iδω − 1| | f(x) | dω ≤ 2 ‖ f(ω) ‖

et aussi de ce que

|e−iδω − 1| → 0 quand δ → 0,

d’où il résulte ensuite du théorème de la convergence dominée que

sup
ω
|f̂(ω + δ)− f̂(ω)| → 0 lorsque δ → 0.

Concernant la nullité de la transformé de Fourier f̂ à l’infini, ce résultat est satisfait

pour les fonctions simples, car la transformée de Fourier d’une indicatrice 1[a,b]

satisfait l’inégalité

| f̂(ω) |≤ b− a

| ω | pour ω 6= 0

la linéarité de la transformée de Fourier confirme le résultat pour la classe des

fonctions simples et la densité ensuite de cette classe dans L1(R) permet de déduire

le théorème pour toute fonction f ∈ L1(R).

16



Dérivabilité

Ci-dessous on donne quelques résultats sur la dérivabilité de la transformation

de Fourier.

Soit f une fonction absolument intégrable.

1. Si f est presque partout dérivable et de fonction dérivée absolument intégrable,

alors sa fonction dérivée f ′ a pour transformée de Fourier f̂ ′(ω) = iωf̂(ω).

2. Si la fonction x → xf(x) est absolument intégrable, alors la transformée de

Fourier f̂ de f est continûment dérivable et a pour fonction dérivée la limite

lorsque δ tend vers 0 de la fonction

ω ↪→ f̂ ′(ω) =
1
2π

∫ +∞

−∞
−ixf(x)

sin( δx
2 )

δ
2

e−i δx
2 e−iωxdx

Inversion

Le théorème d’inversion est la version du théorème de Dirichlet pour les fonc-

tions absolument intégrables.

Théorème 4 Soit f une fonction absolument intégrable. Si sa transformée de Fou-
rier f̂ est intégrable et si f est continue en x0 alors on a

f(x0) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωx0dω

Pour la démonstration, on a besoin du résultat suivant (dit lemme d’échange).

Lemme 1 Si f et g sont deux fonctions absolument intégrables, alors on a
∫ +∞

−∞
f(x)ĝ(ω)dx =

∫ +∞

−∞
f̂(ω)g(x)dx (1)

Démonstration

Puique f et g sont intégrables, leur transformée de fourier f̂ et ĝ sont bornées, ce qui

fait que les produits fĝ et f̂g sont intégrables. Une application ensuite du théorème

de Fubini à l’une de ces intégrales, par exemple à l’intégrale
∫ +∞

−∞
f(x).ĝ(ω)dx =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x)g(y)e−iyωdydx
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permet de déduire le résultat en intégrant par rapport à la variable x.

Retournons à la démonstration du théorème.

Démonstration

Pour tout entier n > 0, la fonction gn(x) = e−
|x|
n et sa transformée de Fourier

ĝn(ω) = 2n
1+n2ω2 sont absolument intégrables et l’on déduit alors en utilisant la

relation (1.1) que
∫ +∞

−∞
f̂(ω)gn(ω)eiωxdω =

∫ +∞

−∞
f(u)ĝn(u− x)du (2)

L’intégrant de la première intégrale est le terme d’une suite de fonctions convergente

et majorée en module par | f̂(ω) | intégrable, il s’ensuit alors en appliquant le

théorème de la convergence dominée que

lim
n−→+∞

∫ +∞

−∞
f̂(ω)gn(ω)eiωxdω = f(x).

Il s’agit alors de montrer que l’intégrale du second membre de l’équation (0.2)

converge elle aussi vers f(x) en tout point de continuité x de f . En remarquant

que ĝn(ω) est intégrable et d’intégrale 2π, fait que l’on peut écrire
∫ +∞

−∞
f(u)ĝn(u− x)du− 2πf(x) =

∫ +∞

−∞
(f(ω + x)− f(x))ĝn(ω)dω

D’autre part, la continuité de f en un point x, fait que pour tout ε > 0, il existe

η > 0 tel que | f(y)− f(x) |≤ ε, dès que y ∈]x− η, x+η[. Aussi, la seconde intégrale

peut être réécrite sous la forme
∫ +∞

−∞
(f(ω + x)− f(x))ĝn(ω)dω =

∫

{|ω|≤η}
(f(ω + x)− f(x))ĝn(ω)dω

+
∫

{|ω|>η}
(f(ω + x)− f(x))ĝn(ω)dω

Il est facile de voir en appliquant le théorème de la convergence monotone que

la pemière intégrale du second membre tend vers 0 quand n → +∞. Et quant à la

seconde intégrale, on a en majorant d’abord | f(ω+x)−f(x) |≤| f(ω+x) | + | f(x) |,
on a pour le premier terme qui en découle, que

| f(x) |
∫

{|ω|>η}
ĝn(ω)dω =| f(x) | (2π − 4 arctan(nη))
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et quant au second terme, vue que ĝn est paire et décroissante sur R+, on a

∫

{|ω|>η}
| f(ω + x) | ĝn(ω)dω ≤ ĝn(η) ‖ f ‖1

Et passant à la limite quand n tend vers +∞, on déduit que

lim
n−→+∞

∫

{|ω|>η}
(f(ω + x)− f(x))ĝn(ω)dω = 0

d’où le résultat.

Définition 4 Soient f et g deux fonctions absolument intégrables. On appelle pro-
duit de convolution de f et g, la fonction notée f ∗ g définie par

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y)dy

Théorème 5 Si f et g ∈ L1(R), alors le produit de convolution f ∗g est absolument
intégrable et a pour transformée de Fourier

f̂ ∗ g = f̂ ĝ

Démonstration

Le produit de convolution est bornée et l’intégalité

∫ +∞

−∞
| (f ∗ g)(x) | dx ≤

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
| f(y) | . | g(x− y) | dxdy ≤‖ f ‖ . ‖ g ‖

montre que le produit de convolution est absolument intégrable. Aussi, la trans-

formée de Fourier de f ∗ g s’écrit

f̂ ∗ g(ω) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−iωxf(t)g(x− t)dxdt

d’où en appliquant ensuite le théoréme de Fubini, le résultat énoncé en découle.

Proposition 2 Si f et ĝ ∈ L1(R) où ĝ est la transformé de Fourier de g alors on
a ∫ +∞

−∞
e−itωf(t)g(t)dt =

1
2π

f̂ ∗ ĝ
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Démonstration

La transformée de Fourier f̂ de f et la transformée de Fourier inverse g de ĝ sont

bornées, ce qui fait que les produits f.g et f̂ ĝ sont intégrables. Et par suite

∫ +∞

−∞
e−itωf(t)g(t)dt =

1
2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t)ĝ(ω)dωdt

=
1
2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−it(ω−ζ)f(t)ĝ(ζ)dζdt

et moyennnant le changement de variable ξ = ω − ζ, cette intégrale revêt la forme

∫ +∞

−∞
e−itωf(t)g(t)dt =

1
2π

∫ +∞

−∞
ĝ(ξ)f̂(ω − ξ)dξ

et montre que la transformée de Fourier du produit est à une constante près le

produit de convolution de leur transformée de Fourier.

Les fonctions de carré intégrables

On dit qu’une fonction f est de carré intégrable si

∫ +∞

−∞
| f(x) |2 dx < +∞.

On note L2(R)3 l’espace des fonctions de carré intégrables. Une fonction de carré

intégrable n’est pas nécessairement absolument intégrable. En effet, rien n’autorise

à croire que l’intégrale
∫ +∞
−∞ | f(x) | dx est convergente. Cependant, si une fonc-

tion de carré intégrable est aussi absolument intégrable, alors la transformée de

Fourier d’une telle fonction est bien définie et contrairement aux fonctions absolu-

ment intégrables, la transformée de Fourier d’une fonction de carré intégrable est

bien définie en tout point ω de R. Il s’agit d’identifier le sous espace des fonctions

de L2(R) qui soit contenu dans L1(R) afin de pouvoir prolonger la transformée de

Fourier de L1(R) à ce sous espace de L2(R). A cette fin, nous suivons l’approche

consignée dans [TOR97].

3L2(R) est l’espace des classes d’équivalence de fonctions de carré intégrables : g ∈ f̂ ⇔ ∫ +∞
−∞ |

f − g |2 (x)dx = 0.
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La transformation de Fourier dans l’espace de Schwartz

Définition 5 (fonctions à décroissance rapide
Une fonction continue f est dite à décroissance rapide si pour tout entier positif k,
il existe une constante positive αk telle que l’on ait

| f(t) |≤ αk

| tk |
Définition 6 On appelle espace de Schwartz, le sous espace des fonctions de classe
C∞ tel que pour tout entier non négatif n, la fonction f (n) est à décroissance rapide.
On note S(R) l’espace de Schwartz.

Proposition 3 L’espace de Schwartz S(R) est un sous espace dense de L2(R).

Démonstration

Si f ∈ S(R) alors il existe une constante positive α telle que

| f(t) |≤ α

1 + t2
.

Par suite,

‖ f(t) ‖2≤ α2

∫ +∞

−∞

1
(1 + t2)2

dt < +∞,

ce qui montre que f est dans L2(R). Concernant la densité de S(R) dans L2(R),

celle ci vient de la densité dans L2(R) du sous espace des fonctions de classe C∞ à

support bornée et du fait que cet espace est contenu dans S(R).

Propriétés de l’espace de Schwartz S(R)

1. Si f ∈ S(R) alors pour tout polynôme p, la fonction p.f est elle aussi une

fonction de S(R).

2. Si f ∈ S(R) alors f ′ ∈ S(R).

3. S(R) ⊂ L1(R)

4. La transformé de Fourier f̂ d’une fonction f de S(R) est elle aussi une fonction

de l’espace de Schwartz S(R).

Théorème 6 La transformation de Fourier est une isométrie bijective de S(R) dans
lui même.
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Démonstration On déduit en utilisant la formule de reconstruction que la transfor-

mation Φ de S(R) dans lui même associant à chaque fonction f ∈ S(R) sa transfomée

de Fourier, est un automorphisme de cet espace. En outre, la formule de Parsweval

montre que Φ conseve le produit scalaire. La définition de la transformée de Fou-

rier dans L2(R) se déduit maintenant en utilisant la densité de S(R) dans L2(R).

Et bien sûre si f ∈ L1(R) ∩ L2(R) les deux définitions de la transformée de Fourier

cöıncident. On a le résultat suivant (cf. [TOR97]) :

Théorème 7 La transformée de Fourier sur S(R) se prolonge en une isométrie
bijective de L2(R) sur S(R). De plus, on a la formule de Parseval - Plancherel

∫ +∞

−∞
f(t)g(t)dt =

∫ +∞

−∞
f̂(ω)ĝ(ω)dω

pour tous f et g ∈ L2(R)

En particulier, si f = g on retrouve à la formule de Parseval
∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt =

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2dω.

La transformée de Fourier d’une fonction de carré intégrable est elle aussi de carré

intégrable.
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0.2 Analyse spectrale des processus stationnaires

0.2.1 Définitions et propriétés

Définition 7 Soit T une partie de R.
On appelle processus stochastique réel (resp. complexe) une famille de variables
aléatoires (Xt : t ∈ T) définies sur un espace de probabilité (Ω,A, P ).

Une réalisation d’un processus aléatoire est dite une trajectoire. En théorie du signal,

une trajectoire est dite un signal.

Définition 8 Un processus aléatoire (Xt : t ∈ T) à valeurs réelles ou complexes, est
dit d’ordre k (k ≥ 1) si pour tout t ∈ T,E

(| Xt |k
)

< +∞, où | x | désigne la valeur
absolue (resp. le module de x).

Définition 9 1. Soit (Xt : t ∈ T) un processus réel d’ordre 1.
On appelle fonction moyenne du processus (Xt), la fonction m de T dans R
définie par

∀t ↪→ m (t) = E (Xt) .

2. Soit (Xt : t ∈ T) un processus d’ordre 2.
On appelle fonction de covariance (ou d’auto-covariance) du processus (Xt,
l’application Γ de T2 dans R et qui associe à chaque couple (s, t) de T2, la
covariance des variables Xs et Xt :

Γ(s, t) = E(Xt.Xs)−m(t).m(s)

Si le processus est complexe, la fonction de covariance Γ s’écrit

Γ (s, t) = E
{

(Xs −m(s))(Xt −m(t))
}

.

Processus stationnaires au second ordre

Définition 10 Soit X = (Xt : t ∈ T) un processus du 2nd ordre.
On dit que le processus X est stationnaire au second ordre, si sa fonction moyenne
m est constante et sa fonction de covariance Γ est invariante par translation dans
le temps :

Γ (s, t) = Γ (s + h, t + h)

quels que soient h ∈ T et t, s ∈ T.
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La fonction d’autocovariance Γ d’un processus stationnaire à l’ordre 2 ne dépend

que de l’écart temporel t−s, c’est-à- dire fonction de t−s, aussi on note γ la fonction

γ(t− s) = Γ(s, t)

qu’on identifiera avec la fonction de covariance Γ du processsus.

On vérifie qu’une fonction de covariance γ d’un processus stationnaire au second

ordre est une fonction paire (resp. hermitienne) selon que le processus est réel ou

complexe, bornée et est du type défini non négatif au sens que

p∑

j=1

p∑

l=1

αjγ(tj − tl)αl ≥ 0

pour tout p ≥ 1 et pour tous t1, ..., tp ∈ T et α1, ..., αp ∈ C.

0.2.2 Représentation spectrale de la fonction de covariance

Théorème 8 Soit (Xt : t ∈ T) un processus stationnaire au second ordre et de
fonction de covariance γ. Il existe une fonction de distribution F continue à droite,
non décroissante, bornée sur [−π, +π] et nulle en −π et telle que

γ (h) =
∫ +π

−π
eihλdF (λ) pour tout h ∈ Z (3)

La fonction F est appelée la mesure spectrale du processus (Xt).

Pour une démonstration, on renvoie le lecteur au livre de Dachuna Castell et Marie

Duflo [DD82.1]. Si le processus (Xt) est à temps continu (T = R), alors l’analogue de

ce théorème est fourni par le théorème de Bochner (cf. Métivier [MET68]), auquel

cas on a

γ (h) =
∫ +∞

−∞
eihλdF (λ)

pour tout h ∈ R.

Si F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur B (B étant

la tribu des boréliens de [−π, +π] ou R selon que le processus est à temps discrét ou

continu), alors la dérivée de Radon - Nicodym f = dF
dν de F par rapport à la mesure
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de Lebesgue dν est appelée la densité spectrale du processus Xt et auquel cas on a

γ (h) =
∫ +π

−π
eihλf (λ) dλ

si le processus est à temps discret, sinon l’intégrale est prise sur R tout entier. On

montre par ailleurs (Brockwell et Davis [BRD87]), que si la fonction d’autocovariance

γX est absolument sommable ou absolument intégrable selon que l’espace temps est

discrét ou continu, alors la mesure spectrale F est absolument continue par rapport

à la mesure de Lebesgue sur B et la densité spectrale f est dans ce cas donnée par

f (λ) =
1
2π

∑

n∈Z
e−inλ.γX (n) (4)

si le processus est à temps discret, et

f (λ) =
1
2π

∫ +∞

−∞
e−iτλ.γX(τ)dτ (5)

si le processus est à temps continu.

La densité spectrale est une fonction non négative paire si car le processus est réel.

Dans la suite pour éviter cette répétition, on suppose que le processus Xt est observé

aux instants t ∈ Z.

Un processus (εt) du second ordre est dit un bruit blanc, s’il est centré et si les

variables aléatoires εt sont orthogonales.

Un bruit blanc est stationnaire au second ordre si ses moments d’ordre 2 sont

constants et par conséquent admet une densité spectrale laquelle est uniformément

répartie sur l’intervalle [−π, +π] : f(λ) = σ2

2π .

Le transformé linéaire d’un bruit blanc stationnaire par un filtre de fonctions réponse

h(λ) =
∑

j∈Z αje
−ijλ où (αn : n ∈ Z) est une suite de carré sommable :

Xt =
+∞∑

j=−∞
αjet−j

est un processus stationnaire au second ordre de fonction de covariance

γX(h) = σ2
+∞∑

j=−∞
| αj |2
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et de densité spectrale

fX (λ) =
σ2

2π
|h (λ)|2

0.2.3 Processus à spectre rationnel ( les processus ARMA)

Définition 11 Un processus (Xt)t∈Z centré et stationnaire au second ordre est dit
à spectre rationnel si (Xt)t∈Z admet une densité spectrale de la forme

f (λ) = R
(
e−iλ

)

où R est une fraction rationnelle à coefficients complexes.

Le résultat suivant fournit une caractérisation des processus à spectre rationnel

(Azencot - Castell [DDA82].)

Théorème 9 Un processus (Xt)t∈Z centré et stationnaire au second ordre est à
spectre rationnelle si et seulement si, il est de la forme

Xt +
p∑

j=1

αj .Xt−j = εt +
q∑

k=1

βk.εt−k. (6)

où (εt) est un bruit blanc et αj , βk sont des coefficients complexes.

Les processus Xt définis par l’équation (0.6) sont appelés processus autorégressifs

et moyennes mobiles d’ordre (p, q) , où p est l’ordre du polynôme d’autorégression

(P (z) =
∑p

j=0 αjz
j où α0 = 1) et q l’ordre du polynôme de la moyenne mobile

(P (z) =
∑q

k=0 βkz
k où β0 = 1). On note ARMA (p, q) , la classe de ces processus.

Les processus ARMA (p, 0) notés AR (p) sont appelés processus autorégressifs

d’ordre p et les processus ARMA (0, q) notés MA (q) sont appelés processus

moyennes mobiles d’ordre q.

Il apparâıt bien sûr, que sous cette forme la densité d’un processus ARMA (p, q)

est une fonction rationnelle de la forme

f (λ) =| q
(
e−iλ

)

p (e−iλ)
|2 σ2

2π
(7)
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On montre que si le polynôme d’autorégression d’un processus ARMA (p, q) n’a

pas de zéros à l’intérieur du disque unité, alors ce processus s’écrit sous la forme

d’une moyenne mobile infinie :

Xt =
∑

j≥0

ψj .εt−j

où (εt) est le processus de bruit blanc, et (ψj) est une suite complexe de carré

absolument sommable. On dit dans ce cas, que le processus ARMA (Xt) est causal.

0.2.4 Représentation spectrale de processus stationnaire au second
ordre.

Le résultat suivant montre qu’un processus (Xt : t ∈ Z) stationnaire au second

ordre admet une représentation spectrale de la forme

Xt =
∫ +π

−π
eitλdZ (λ) p.s (8)

où l’intégrale (1.8) est une intégrale stochastique de la fonction λ ↪→ ϕ (λ) = eitλ

par rapport au processus (Zt). Ce dernier est un processus stationnaire au second

ordre centré, à accroissements orthogonaux (i.e. Z(λ2)−Z(λ1) etZ(λ4)−Z(λ3) sont

orthogonales) et continue à droite (i.e. ‖ Z (λ + δ)− Z (λ) ‖2
L2→ 0 quand δ ↓ 0. )

L’intégrale stochastique (1.8) est par analogie avec l’intégrale de Riemann-Stieltjes,

définie comme la limite commune en moyenne quadratique si elle existe, des variables

qn−1∑

k=0

eitλk

∣∣∣Z
(
λ

(n)
k

)
− Z

(
λ

(n)
k−1

)∣∣∣ lorsque sup
0≤k≤qn−1

∣∣∣λ(n)
k − λ

(n)
k−1

∣∣∣ →
n↗+∞

0

où Sn = {λ(n)
0 , λ

(n)
1 , ..., λ

(n)
qn } est une subdivision de [−π, +π] et où λk est choisi

arbitrairement dans [λn
k , λn

k ].

Pour la construction de cette intégrale stochastique nous renvoyons à [DM82.2].

Remarque :

Si le processus est à temps continu, la représentation spectrale (0.8) devient

Xt =
∫ +∞

−∞
eitλdZ (λ) p.s (9)
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Notons H = lin (Xt, t ∈ Z) le sous espace linéaire de L2 (Ω,A, P ) généré par les

variables Xt et H sa fermeture, et K = lin (χt, t ∈ Z) le sous espace linéaire de

L2
(
[−π, +π],B[−π,+π], F

)
généré par les fonctions t ↪→ χt définies par χt(λ) = eitλ

et on note K sa fermeture. Le résultat suivant met en évidence l’existence du pro-

cessus à accroissement orthogonaux Z(λ) : λ ∈ [−π, +π].

Théorème 10 Si (Xt : t ∈ Z) est un processus stationnaire au second ordre, centré
et de mesure spectrale F, alors il existe un isomorphisme unique Γ de H dans L2 (F )
tel que pour tout t ∈ Z :

Γ (Xt) = χt

où χt(λ) = eitλ. En outre, le processus (Z (λ) : −π ≤ λ ≤ +π) défini par

Z (λ) = Γ−1
(
1]−π,λ] (.)

)
(10)

pour tout λ : −π ≤ λ ≤ +π, est un processus à accroissements orthogonaux, continu
à droite et tel que

E |Z (λ)− Z (−π)|2 = F (λ)

pour tout λ : −π ≤ λ ≤ +π

Démonstration

L’application Γ1 définie sur le sous espace linéaire H par

Γ1




n∑

j=1

αjXtj


 =

n∑

j=1

αje
itj .

est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens deH dans K et que l’on peut prolonger

en une isométrie d’espace de Hilbert de H dans L2 (F ) en posant

ΓY = lim
n→+∞Γ1Yn m.q

où Y ∈ H et (Yn : n ≥ 1) une suite de variables aléatoires de H telle que Y =

lim
n→+∞Yn m.q.

D’autre part, commeK est dense dans l’espace des fonctions continues ϕ sur [−π, +π]

avec ϕ (−π) = ϕ (+π) , muni de la norme de la convergence uniforme, lequel est

dense dans L2 (F ) , fait alors que K est dense dans L2 (F ) . Et donc Γ réalise un

isomorphisme d’espaces de Hilbert de H sur L2 (F ) .
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A l’aide de cet isomorphisme, les variables (Z (λ) : −π ≤ λ ≤ π) définie par (0.8)

définissent un processus aléatoires du second ordre basé sur H, à accroissements or-

thogonaux et de fonction de distribution associée la mesure spectrale F du processus

(Xt).

Théorème 11 (Représentation spectrale)
Si (Xt : t ∈ Z) est un processus stationnaire au second ordre, centré et de mesure
spectrale F , alors il existe un processus à accroissements orthogonaux
(Z (λ) : λ ∈ [−π, +π]), continue à droite et tel que

Xt =
∫ +π

−π
eitλdZ (λ) p.s

Démonstration

Le processus (Z (λ)) défini dans le théorème précédent est à accroissements ortho-

gonaux, ce qui fait que l’intégrale stochastique I

I (f) =
∫ +π

−π
f (λ) dZ (λ)

est un isomorphisme de D = L2 (F ) dans I
(D) ⊆ L2 (Ω,A, P ) où D est l’espace des

fonctions simples dans L2(dF ). Cet isomorphisme cöıncide avec l’isomorphisme Γ−1

sur D et cette égalité demeure encore sur D puisque I et Γ−1 sont des isomorphismes.

D’où nous déduisons que

Xt =
∫ +π

−π
eitλdZ (λ)

ce qui fournit la représentation spectrale de Xt appelée aussi la représentation de

Cramer du processus.

Si le processus (Xt) admet une densité spectrale f , alors la représentation de Cramer

(0.8) du processus peut être mise sous la forme

Xt =
1
2π

∫ +π

−π
eitλ

√
f(λ)dW ((λ) (11)

où dW est une mesure aléatoire telle que

E{dW (λ)dW (λ′)} = 2πδ(λ− λ′)dλ (12)
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et où δ(λ− µ) =





1 si λ = µ

0 si λ 6= µ

La relation (1.12) vient du fait que

E{Z(dλ)Z(dλ′)} =
1
2π

f(λ)δ(λ− λ′)dλ

où Z(λ) est le processus orthogonal introduit dans le théorème 11 ci-dessus.

La mesure aléatoire dW (λ) set parfois appelé mesure de bruit blanc et ce résultat

traduit que tout processus stationnaire au second ordre peut être regardé comme

le transformé par un filtre dont la fonction réponse est la transformée de Fourier

inverse de la densité spectrale.

Remarque :

Ce résultat reste valable pour les processus stationnaires à temps continu auquel cas

l’intégrale est prise sur R tout entier.
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Chapitre 1

La transformée de Fourier à
fenêtre glissante

L’analyse spectrale d’un signal réel aléatoire ou non à partir de sa transformée

de Fourier, requiert la connaissance du signal en tout instant t de la droite réelle.

La transformée de Fourier seule ne peut fournir une information satisfaisante à par-

tir d’une observation locale du signal. Si de plus le signal est altéré au voisinage

d’un point t0, alors le spectre tout entier s’en trouve affecté. Ainsi, étant fonction

de la fréquence seulement, la transformée de Fourier ne peut appréhender les as-

pects temporels du signal. Par exemple, si nous écoutons un ”glissando” joué par

un violoncelle, la fréquence dépend continûment du temps, ce que la transformée de

Fourier ne peut décrire. Dans beaucoup d’applications telles l’analyse des signaux

non stationnaires ou de signaux trop irréguliers, la transformée de Fourier seule est

parfaitement inadaptée pour décrire le signal. D’autre part, une conséquence dûe

au principe d’incertitude d’Heisenberg (th. 1 ci-dessous), est que la transformée de

Fourier peut être numériquement instable puisque les informations utiles pour re-

construire f à partir de ϕ̂ par la formule d’inversion peuvent se trouver à très haute

fréquence. Ce que l’on exprime en disant que la transformèe de Fourier est une

transformation à caractère globale. Ces carences de la transformée de Fourier dans

l’analyse temps - fréquence du signal, a conduit Gabor [GAB46] dans son papier de

1946, a introduire une fonction de localisation du temps appelée fenêtre qu’il fait
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coulisser le long de la droite réelle, de sorte que la transformée de Fourier d’un signal

f par rapport à cette fenêtre soit elle aussi bien localisée. Mais il n’en demeure pas

moins que la précision de cette localisation en temps et fréquence est loin d’être par-

faite, et entre autres elle est limité par la fameuse inégalité de Heisenberg. Rappelons

que la transformée de Gabor a connu de nombreuses applications et notammement

dans le domaine des signaux audiophoniques. D’ailleurs Gabor a reçu un peu plus

tard le prix pour ses travaux sur l’holographie.

1.1 La transformée de Fourier à fenêtre glissante

Définition 12 On appelle énergie d’une fonction ou d’un signal f la quantité

Ef =
∫ +∞

−∞
| f(t) |2 dt

Proposition 4 Un signal est d’énergie finie, s’il est de carré absolument intégrable,
auquel cas on a

Ef =
1
2π

E
f̂

(1.1)

où E
f̂

est l’énergie de la transformée de Fourier f̂ de f .

Démonstration

Si f est de carré intégrable, alors il en est de même de sa transformée de Fourier f̂

et d’ici la relation (1.1) résulte de l’égalité de Parseval.

On associe à toute fonction ϕ de carré intégrable, sa moyenne

t∗ϕ =
1

Eϕ

∫ +∞

−∞
t | ϕ(t) |2 dt

et par analogie avec la dispersion d’une loi, sa dispersion d’énergie en temps

σ2
ϕ =

1√
Eϕ

{
∫ +∞

−∞
(t− t∗)2 | ϕ(t) |2 dt} 1

2

pourvu que ces intégrales soient bien définies. D’ailleurs, il suffit pour que ces int-

grales aient un sens que la fonction

t → tϕ(t) ∈ L2(R) (1.2)
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Cette condition assure que la fonction t → √
tϕ(t) est dans L2(R) et permet de

montrer aussi que ϕ ∈ L1(R). Cependant la transformée de Fourier ϕ̂ qui est de

carré intégrable, n’est pas nécessairement dans L1(R).

De la même manière, si la transformée de Fourier ϕ̂ de ϕ satsfait la condition (1.2),

alors on définit la moyenne et la dispersion d’énergie de ϕ̂ :

ω∗ϕ̂ =
1

Eϕ̂

∫ +∞

−∞
ω | ϕ̂(ω) |2 dω et σ2

ϕ̂ =
1√
Eϕ̂

{
∫ +∞

−∞
(ω − ω∗ϕ̂)2 | ϕ̂(ω) |2 dω} 1

2

Le rectangle

[t∗ϕ + b− σϕ, t∗ϕ + b + σϕ]× [ω∗ϕ̂ + ω − σϕ̂, ω∗ϕ̂ + ω + σϕ̂]

est situé dans l’espace temps - fréquence, et sa surface quel que soit le choix

de la fonction ϕ ne peut être aussi petite qu’on le souhaite, car limitée par une

certaine quantité dûe au principe d’incertitude d’Heisenberg. Ce principe dit en

substance que l’énergie d’un signal et celle de sa transformée de Fourier ne peuvent

étre localisées avec une précision arbitraire. De façon plus simple, on peut dire qu’il

y a toujours une incertitude sur les mesures en temps et en fréquence d’un signal.

Théorème 12 (Le principe d’incertitude d’Heisenberg)
Soit ϕ ∈ L2(R) et telle que ϕ et ϕ̂ satisfont (1.2). Alors

σϕσϕ̂ ≥
1
2
.

Pour la démonstration, on renvoi à l’ouvrage de Chui [CHU92]. On a égalité lorsque

la fonction ϕ est gaussienne et d’énergie 1.

Cette relation exprime que les supports de ϕ et de sa transformée de Fourier ϕ̂ sont

de grandeur inverse, dans le sens que si le support de ϕ est grand, celui de ϕ̂ doit

être nécessairement petit et réciproquement. Ceci peut conduire à une reconstruction

érronée de la fonction f à partir de sa transformée de Fourier.

1.1.1 Transformée de Fourier à fenêtre glissante

Afin éviter les inconvénients de la transformée de Fourier d’une fonction réelle

f de carré intégrable, on commence par localiser la fonction f autour d’une position
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temporelle t0. Ce qui revient à regarder la fonction sur le segment [t0 − a, t0 + a],

autrement dit, on multplie la fonction f par la fonction créneau 1[t0−a,t0+a] au cas

ou l’on veut ouvrir une fenêtre autour de t0, et faire coulisser ensuite cette fenêtre

le long de la droite réelle si on veut ouvrir une fenêtre autour d’une autre position

temporelle. La transformée de Fourier de f.1[t0−a,t0+a] est (cf. prop. 2 chap.0), la

convoluée de la tranformée de Fourier de f par celle du segment 1[t0−a,t0+a] : st0 ∗
f̂(λ), où st0 = sin(λ.t0)

λt0
est le sinus cardinal. Ce dernier décrôıt très lentement et

présente un lobe important près de t0. Aussi, la variante que l’on introduit consiste

à remplacer la fonction créneau par une fenêtre (fonction) g destinée à concentrer

l’analyse au voisinage de points spécifiques de la droite réelle. Cette fenêtre est

choisie suffisamment régulière pour que sa transformée de Fourier soit elle aussi

bien localisée.

Définition 13 On appelle fenêtre toute fonction g de carré intégrable et satisfaisant
la condition (1.2).

Bien sûre, la transformée de Fourier d’une fenêtre g est elle aussi de carrée intégrable,

mais n’est pas une fenêtre en générale.

Le choix de la fenêtre optimise la représentation temps - fréquence et le type d’in-

formation que l’on peut en retirer. La plupart des applications utilisent la fenêtre

gaussienne ou la fenêtre de Hanning.

1. Fenêtre de Hamming et Hannning

Elle est définie par

g(t) = [a + (1− a) cos(2π
t

a
)]r(t)

2. Fenêtre gaussienne

C’est la fenêtre utilisée par Gabor (Gab.xxx), elle est définie par

g(t) = e−
t2

2σ2 .

Cette fenêtre est caractérisée par une décroisance exponentielle tout comme
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sa transformée de Fourier ĝ(λ) = e−
σ2λ2

2 . De plus, elle a l’avantage de saturer

l’inégalité de Heisenberg : σϕσϕ̂ = 1
2 .

Définition 14 Soit g une fenêtre et b un nombre réel fixé. On appelle gaborette
associée à la fonction g, toute fonction complexe gb,ω où ω ∈ R, définie par

gb,ω(t) = eiω(t−b).g(t− b)

Définition 15 Soit g une fenêtre. On appelle transformée de Fourier à fenêtre
glissante (ou transformée de Gabor continue) d’une fonction f ∈ L2(R), l’ap-
plication notée Gf définie sur R2 et à valeurs dans l’espace C des fonctions continues,
par

Gf (ω, b) =
∫ +∞

−∞
f(t)gb,ω(t)dt (1.3)

Si la fenêtre g est d’énergie égale à 1 (c’est le cas de fenêtres gaussiennes par

exemple), alors en intégrant la transformée de Gabor Gf (ω, b) et en utilisant le

théorème de Fubini, on voit que
∫ +∞

−∞
Gf (ω, b)db = f̂(ω).

Interprétation de la transformée de Gabor :

La transformée de Gabor Gf (ω, b) localise la transformée de Fourier autour de l’ins-

tant t = b. En fait, elle fournit une information locale de f dans la fenêtre temporelle

[t∗g + b− σg, t
∗
g + b + σg] de largeur 2σg.

D’autre part, en réécrivant la relation (1.3) sous la forme

Gf (ω, b) = 〈f, gb,ω〉

où 〈., .〉 est le produit scalaire dans L2(R), ceci permet d’interprèter la transformée

de Gabor comme une représentation d’une fonction (resp. signal) de L2(R) dans le

plan (ω, b) ∈ R2, appelé plan temps - fréquence avec pour base les gabo-

rettes.

Le résultat suivant permet d’avoir une interprétation similaire dans le domaine

fréquentiel.
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Proposition 5 Soit g une fenêtre de sorte que sa transformée de Fourier ĝ soit
elle aussi une fenêtre. La transformée de Gabor Gf de toute fonction f ∈ L2(R)
cöıncide à un facteur de phase près avec la transformée de Gabor de la transformée
de Fourier f̂ de f :

Gf (ω, b) =
1
2π
〈f̂ , ĝb,ω〉 (1.4)

=
1
2π

∫ +∞

−∞
f̂(λ)ĝ(λ− ω)eiλ.bdλ

Démonstration

En utilisant la formule d’inversion de la transformée de Fourier d’une part, et le

théorème de Fubini d’autre part, on ramène la relation (1.2) sous la forme

Gf (b, ω) =
∫ +∞

−∞

1
2π

(
∫ +∞

−∞
f̂(λ)eiλtdλ)g(t− b)e−iω(t−b)dt

=
1
2π

∫ +∞

−∞
f̂(λ)[

∫ +∞

−∞
[g(t− b)eiλt.e−iω(t−b)dt]dλ

D’autre part, il est aisé de voir que la deuxième intégrale peut être mise sous la

forme
∫ +∞

−∞
g(t− b)eiλt]eiω(t−b)dt = eiλbĝ(λ− ω)

d’où il est aisé ensuite de déduire le résultat énoncé.

La relation (1.4) exprime que la transformée de Gabor fournit une information

spectrale locale de f dans la fenêtre fréquentielle [ω∗ + ω − σĝ, ω
∗ + ω + σĝ], de

largeur 2σĝ. On obtient ainsi une fenêtre temps - fréquence

[t∗g + b− σg, t
∗
g + b + σg]× [ω∗ĝ + ω − σĝ, ω

∗
ĝ + ω + σĝ]

de surface 4σgσĝ, et sur laquelle les fonctions f et f̂ sont concentrées. Cependant,

la précision de cette localisation se trouve limitée en vertu du principe d’incertitude

d’Heisenberg (th1. ci-dessus).

Remarque :

Selon la relation (1.4), pour que la transformée Gf (ω, b) porte des informations sur

le contenu de la transformée de Fourier de f au voisinage de la fréquence ω, il est
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nécessaire que la transformée de Fourier ĝb,ω de g soit bien localisée au voisinage de

la fréquence ω = 0. Autrement dit, il faut que g soit une fonction assez régulière

et c’est ce qui explique d’ailleurs, pourquoi il n’est pas judicieux de prendre comme

fenêtre une indicatrice d’un segment.

Formule d’inversion

Comme pour la transformée de Fourier, la connaissance de Gf (ω, b) pour toutes

les valeurs de ω et b permet de reconstruire la fonction f.

Théorème 13 Soit g une fenêtre qui satisfait ainsi que sa transformée de Fourier
ĝ la condition (1.2). On a pour toutes fonctions f et h ∈ L2(R),

〈f, h〉 =
1
2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
〈f, gb,ω〉.〈h, gb,ω〉dbdω (1.5)

Démonstration On peut supposer sans nuire à la généralité que la fenêtre g

est d’énergie égale à 1. En utlisant l’égalité de Parseval, on obtient
∫ +∞

−∞
Gf (b, ω).Gh(b, ω)dω = 2π

∫ +∞

−∞
f(t)g(t− b)h(t)g(t− b)dt

= 2π

∫ +∞

−∞
f(t)h(t) | g(t− b) |2 dt

Et il s’ensuit de ce que g est d’énergie 1 que

1
2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
〈f, gb,ω〉.〈h, gb,ω〉dbdω =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Gf (b, ω).Gh(b, ω)dbdω

=
∫ +∞

−∞
2π

∫ +∞

−∞
f(t)h(t) | g(t− b) |2 dbdt

d’où le résultat.

Corollaire 1 (Formule d’inversion)
Sous les hypothèses du théorème 2, et pour toute fonction f ∈ L2(R), on a en tout
point de continuité t de f :

f(t) =
1

2π.‖g‖2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Gf (ω, b)gω,b(t)dωdb (1.6)

Démonstration Il suffit de prendre h égale à une fonction gaussienne : gα(. −
x) = 1√

2πα
e−

1
2α2 x2

et en faisant tendre ensuite α vers 0+ dans l’expression (1.5) du

théorème ci-dessus, nous déduisons la formule d’inversion (1.6).
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Théorème 14 Soit g une fenêtre dans L2(R) ∩ L2(R). On a pour toute fonction
f ∈ L2(R) : ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
| Gf (b, ω) |2 dωdb = 2π ‖ g ‖2

2 . ‖ f ‖2
2 (1.7)

où ‖ . ‖2 désigne la norme dans l’espace L2

Démonstration

On a à partir de la relation (1.4) après avoir multiplier ses deux membres par f(t) :
∫ +∞

−∞
| f(t) |2 dt =

1
2π.‖g‖2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
[Gf (ω, b)gω,b(t)f(t)dt]dωdb

Le résultat en découle alors en appliquant le théorème de Fubini.

Une conséquence de ce résultat est en quelque sorte l’analogue de l’égalité de Par-

ceval - Plancherelle pour la transformée de Gabor continue.

Corollaire 2 (Conservation d’énergie)
Si en plus des hypothèses du théorème 1 ci-dessus, la fenêtre g est d’énergie égale à
1, alors on a

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
| Gf (b, ω) |2 dωdb = 2π

∫ +∞

−∞
| f(t) |2 dt (1.8)

Remarque :

Le sous espace image de l’espace des fonctions de carré intégrables, par la trans-

formée de Gabor, est un sous espace stricte de L2(R2). Ce sous espace est à noyaux

reproduisants (cf. [TOR97]). Ce fait vient de ce que la transformée de Gabor est

hautement redondante. Une autre conséquence de la redondance, concerne la for-

mule d’inversion (1.6) de f , que l’on l’on retrouve moyennant une autre fenêtre h

de carré intégrable et distincte de la fenêtre d’analyse g :

f(t) =
1

2π〈h, g〉
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Gf (ω, b)hω,b(t)dωdb
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1.2 Transformée de Gabor des processus stationnaires

Soit (Xt : t ∈ Z) un processus stationnaire au second ordre, centré et de fonction

de covariance γX absolument sommable. On rappelle que la représantation spectrale

du processus (Xt) est fournie par la relation (0.8) ou par la représentation de Cramer

(0.11) (§2 chap.0) :

Xt =
1
2π

∫ +π

−π
eitλ

√
f(λ)dW ((λ)

où rappelons que dW est la mesure aléatoire définie par la relation (0.10) (§2 chap.0).

Cette représentation s’avère utile pour calculer la transformée de Gabor de ce pro-

cessus.

Proposition 6 Soit g une fenêtre de carré intégrable. La transformée de Gabor du
processus (Xt : t ∈ Z) sécrit

GX(ω, b) =
∫ +∞

−∞
eiλbĝ(λ− ω)

√
f(λ)dW (λ) (1.9)

Démonstration

On a par définition de la transformée de Gabor

GX(ω, b) =
∫ +∞

−∞
{
∫ +π

−π
eitλ

√
f(λ)dW (λ)}g(t− b)e−iω(t−b)dt

Et moyennant le changement de variable x = t− b, cette intégrale devient

GX(ω, b) ==
∫ +π

−π
eiλb

√
f(λ){

∫ +∞

−∞
ei(λ−ω)tg(t)dt}dW (λ)

et comme la deuxième intégrale n’est autre que la transformée de Fourier de g en

λ− ω, le résultat énoncé dans la proposition en découle.

A l’instar de la représentation spectrale du processus (Xt), sa transformation de

Gabor GX donnée par la relation (1.9), interprète (GX(., ω)) pour toute fréquence

ω, comme étant un processus stationnaire au second ordre dont (1.9) en est la

représentation spectrale. De cette représentation spectrale nous en déduisons aussi

le
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Corollaire 3 Pour toute fréquence ω, le processus (GX(b, ω) : b ∈ R) a pour densité
spectrale

Hω(λ) = fX(λ) | ĝ(λ− ω) |2 (1.10)

Ainsi, tant que la transformée de Fourier fX est bien localisée près de l’origine des

fréquences, la transformée de Gabor fournit pour toute fréquence ω des informations

sur le contenu du signal correspondant à cette fréquence. De là on obtient les statis-

tiques dans le domaine temporel du processus GX(., ω). En particulier, sa fonction

d’autocovariance Γω est donnée par

Γω(b) =
1
2π

∫ +π

−π
e−ibλ | ĝ(λ− ω) |2 fX(λ)dλ (1.11)

et sa variance :

E | GX(b, ω) |2= Γω(0) =
1
2π

∫ +π

−π
| ĝ(λ− ω) |2 fX(λ)dλ (1.12)

Cette dernière quantité est parfois appelée le spectre physique du processus. De plus,

on montre que

Γω(0) = lim
B→+∞

1
2B

∫ +B

−B
| GX(b− ω) |2 db (1.13)

Un tel lissage réduit la variabilité de l’estimation, tout en introduisant un biais.
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Chapitre 2

Transformation en ondelettes
continue

Un des inconvénients de la transformée continue de Gabor, est que la fenêtre

temps - fréquence est rigide, au sens que la longueur de la fenêtre reste constante.

Ceci est un sérieux handicap lorsque la fonction ou le signal étudié présente de

fortes fluctuations. En d’autres termes, la transformée de Gabor est imparfaitement

adaptée pour analyser simultanément des signaux à de très hautes et à de très basses

fréquences.

La transformée en ondelettes permet de corriger ce problème. Proposée initialement

par J. Morlet [MOR75], l’analyse par ondelettes basée sur un concept quelque peu

différent du concept de fréquence : le concept d’échelle (ou encore de résolution),

est caractérisée par l’utilisation de fonctions (ondelettes) bien localisées, à la fois

dans l’espace temps et dans l’espace spectral engendrées les unes à partir des autres

par translation et dilatation. Les ondelettes sont des copies conformes les unes des

autres et ne diffèrent que par leur taille. Elles s’adaptent parfaitement et automa-

tiquement à la forme et à la taille des caractéristiques qu’elles recherchent. Elles

sont très étendues pour étudier les basses fréquences (les grandes échelles), et très

fines pour étudier des composantes plus transitoires (les hautes fréquences, ou pe-

tites échelles). Cette procédure, développée par S. Mallat [MAL85] et systématisée

par I. Daubechies [DAU88], porte le nom de multirésolution. Cette procédure est
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qualifiée de microscope mathématique, car en comprimant les ondelettes, on accrôıt

le grossissement du microscope et ce pour appréhender des détails de plus en plus

fin.

2.1 Analyse temps - échelle

Définition 16 On appelle ondelette analysante (ou ondelette mére) une fonc-
tion ψ ∈ L1(R) ∩ L2(R), d’énergie Eψ = 1 et vérifiant

Kψ =
∫ +∞

−∞

| ψ̂ |2(ω)
| ω | dω < ∞ (2.1)

où ψ̂ est la transformée de Fourier de ψ.

La condition (2.1) est appelée condition d’admissibilité.

Cette condition assure que

ψ̂(0) = 0

En effet, l’hypothèse ψ̂(0) 6= 0 assure, compte tenu de ce que la fonction ω ↪→ |ψ̂|(ω)2

|ω|
est bornée et de ce que ψ̂ est continue, que pour tout ε > 0, il existe une constante

réelle m telle que
∫ +∞

−∞

| ψ̂(ω) |2
| ω | dω ≥ m

∫ +ε

−ε

1
| ω |dω = +∞

ce qui contredit la condition d’admissibilité (2.1).

D’autre part, la relation ψ̂(0) = 0, exprime quant à elle que ψ̂ est une fonction

oscillante amortie à l’infini. C’est cette propriété qui est à l’origine de l’appellation

d’ondelette.

Les caractéristiques d’une ondelette analysante sont différentes de celle d’une fenêtre.

Exemples d’ondelettes

1. Ondelette de MORLET

Cette ondelette est définie par

ψ(t) = e
t2

2 cos(5t) ou ψ(t) = e−πt2e10iπx

42



Cette ondelette n’est pas normalisée et ne satisfait pas la condition d’admissibi-

lité. Cependant la valeurs de ψ̂(0) est de l’ordre de 10−5 et peut être considérer

comme nulle.

2. L’ondelette de Haar

Cette ondelette est définie par

ψ(t) =





1 si 0 ≤ t < 1
2

−1 si 1
2 ≤ t < 1

0 sinon

La tranformée de Fourier de cette ondelette est ψ̂(ξ) = ie−iπξ 1−cos(πξ)
πξ et le

spectre d’amplitude de l’ondelette de Haar est | ψ̂(ξ) | .

Définition 17 Soit ψ une ondelette analysante et a, b deux nombres réels tels que
a > 0. On appelle ondelette associée à l’ondelette mère ψ, toute fonction réelle ψa,b

définie par

ψa,b(t) =
1√
a
ψ(

t− b

a
)

Les ondelettes ψa,b sont obtenues moyennant une translation b et un changement

d’échelle a de l’ondelette mère ψ.

Définition 18 On appelle transformée en ondelette continue d’une fonction f ∈
L2(R) associée a une ondelette analysante ψ la fonction

Cf (a, b) = 〈f, ψa,b〉

=
∫ +∞

−∞
f(t)ψa,b(t)dt (2.2)

Interprétation de la transformée en ondelette continue

La transformée en ondelette continue Cf (a, b) mesure les variations à l’échelle a au

voisinage de t = b.

De plus, si l’ondelette analysante ψ satisfait la relation (2.1) ainsi que sa transformée

de Fourier alors l’ondelette ψa,b est une fenêtre de moyenne b + at∗ et d’écart-type

aσψ. Aussi, la transformée en ondelette continue Cf (a, b) fournit une information

locale sur f localisée dans la fenêtre temporelle [b + at∗− aσψ, b + at∗ + aσψ]. Cette
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fenêtre se retrécit pour les petites valeurs de a et s’élargit pour les grandes valeurs

de a. Le résultat suivant est l’analogue de la proposition du chap.1 §1.

Proposition 7 Soit ψ une ondelette analysante et f ∈ L2(R). La transformée en
ondelette continue Cf (a, b) de f cöıncide à un facteur de phase près avec la trans-
formé en ondelette continue de la transformée de Fourier f̂ de f :

Cf (a, b) =
√

a

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)ψ̂(aω)eiλbdω (2.3)

où ψ̂ est la transformée de Fourier de ψ.

Démonstration

En utilisant la formule d’inversion de la transformée de Fourier d’une part, et le

théorème de Fubini d’autre part, la relation (2.2) s’écrit

Cf (a, b) =
1

2π
√

a

∫ +∞

−∞
(
∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωtdω)ψ(

t− b

a
)dt

=
1

2π
√

a

∫ +∞

−∞
f̂(ω)[

∫ +∞

−∞
[ψ(

t− b

a
)eiλtdt]dω

La deuxième intégrale est la transformée de Fourier de ψa,b, laquelle à l’issue d’un

calcul simple est donnée par

ψ̂a,b(ω) =
√

aψ̂(aω)e−iωb.

Et par suite, en reportant cette expression dans celle de Cf (a, b), nous obtenons le

résultat demandé.

Si ω∗ et σ
ψ̂

désignent respectivement la moyenne et l’écart-type de ψ̂, alors la fonc-

tion η définie par η(ω) = ψ̂(ω + ω∗) est une fenêtre centrée et d’écart-type σ
ψ̂

et de

plus l’ondelette Cf (a, b) s’écrit encore sous la forme

Cf (a, b) =
√

a

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eibωη(a(ω − ω∗

a
))dω

Et cette expression dit qu’à une constante multiplicative près et à un facteur de

phase près, la transformation en ondelette continue Cf (a, b) fournit une information

locale de f̂ dans la fenêtre fréquentielle [ω
∗

a − 1
aσ

ψ̂
, ω∗

a + 1
aσ

ψ̂
], où 1

aσ
ψ̂
, est regardé

44



comme l’écart-type de la fenêtre η(a(ω − ω∗
a )) = η(aω − ω∗)).

D’autre part, le rectangle [b+at∗−aσψ, b+at∗+aσψ]×[ω
∗

a − 1
aσ

ψ̂
, ω∗

a + 1
aσ

ψ̂
] peut être

considéré comme une surface dans le plan temps - fréquence (t, ω) de largeur 2aσψ de

la fenêtre temporelle. Ainsi, cette fenêtre se retrécit automatiquement pour détecter

les phénomènes à haute fréquence (i.e. petit a > 0,) et s’élargit pour détecter les

comportements à basse fréquence (i.e. grand a > 0).

Formule d’inversion

Comme pour la transformé de Fourier et la transformée de Gabor, on a également

pour la transformée en ondelette continue, la formule de reconstruction et de conser-

vation de l’énergie.

Théorème 15 ψ étant une ondelette analysante et Cψ la transformée en ondelette
continue. On a pour toutes fonctions f et h ∈ L2(R),

Kψ〈f, g〉 =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
〈Cψ(f)(b, a), Cψg(b, a)〉da

a2
db (2.4)

Démonstration

Un calcul simple permet d’écrire
∫ +∞

−∞
〈Cψ(f)(b, a), Cψg(b, a)〉db =

1
a

∫ +∞

−∞
{
∫ +∞

−∞
f(t)ψ(

t− b

a
)dt

∫ +∞

−∞
g(s)ψ(

s− b

a
)ds}db

=
1

2πa
· 1
2π

∫ +∞

−∞
Ĝ(b)F̂ (b)db

où F (ω) = f̂(ω)ψ̂(aω) et G(ω) = ĝ(ω)ψ̂(aω).

En appliquant l’égalité de Plancherelle - Parseval, on trouve que
∫ +∞

−∞
〈Cψ(f)(b, a), Cψg(b, a)db =

1
2πa

∫ +∞

−∞
G(ω)F (ω)dω

D’où l’on déduit en rempmaçant F et G par leurs expressions
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
〈Cψ(f)(b, a), Cψg(b, a)〉da

a2
db =

1
2π

∫ +∞

−∞
{f̂(ω)ĝ(ω)

∫ +∞

−∞

| ψ̂ |2(aω)
| ω | dω}dω

=
1
2π

∫ +∞

−∞
{f̂(ω)ĝ(ω)

∫ +∞

−∞

| ψ̂ |2(y)
| y | dy}dω

=
1
2π

Kψ · 〈f̂ , ĝ〉 = Kψ〈f, g〉
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Corollaire 4 (Formule d’inversion)
Soit ψ une ondelette analysante réelle, et f ∈ L2(R). On a

f(t) =
1
kψ

∫ +∞

0

∫

R
Cf (a, b)ψa,b(t)

dbda

a2
(2.5)

Démonstration

IL suffit de remplacer dans formule (2.4), la fonction g par une fonction Gaussienne

gα(.− t) (exemple 2. page 34) et de faire tendre α −→ 0+.

Théorème 16 (Conservation d’énergie)
Soit ψ une ondelette analysante réelle, et f ∈ L2(R). On a

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
| Cf (b, a) |2 dbda

a2
= kψEf

Démonstration

Il suffit d’adapter la démonstration du théorème 14 (chap.1).
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2.2 Analyse multirésolution et base d’ondelettes

Comme pour la transformée de Gabor, la transformée en ondelettes continues

est infiniment redondante. Il s’agit de trouver une suite {ψj,k : (j, k) ∈ I} d’ondelettes

qui soit une base orthonrmale de L2(R) ce qui permet d’exprimer toute fonction

f ∈ L2(R) avec un minimum de coefficients d’ondelettes. Le noeud du problème

réside dans la construction de l’ondelette mère ψ à partir de laquelle on déduit une

base orthonormale d’ondelettes de L2(R) de la forme

ψj,k = 2−
j
2 ψ(2−jt− k); j, k ∈ Z.

On montre ci-dessous comment à partir de l’analyse multirésolution on peut

construire l’ondelette mère ψ. Mais d’abord précisons la définition de la transformée

en ondelettes discrètes.

Définition 19 Soit ψ une ondelette analysante. La transformée en ondelettes discrètes
d’une fonction f ∈ L2(R) est définie par

Cf (j, k) =
∫

R
f(t)ψj,kdt = 〈f, ψp,n〉

où les ondelettes ψj,k sont données pour tout j, k ∈ Z par

ψj,k = 2−
j
2 ψ(2−jt− k) (2.6)

et où 〈., .〉 est le produit scalaire dans L2(R).

Définition 20 Analyse multirésolution
On appelle analyse multirésolution de L2(R) une suite M = {Vj}j∈Z de sous espaces
fermés de L2(R) assujetties aux propriétés suivantes :

1. {Vj ; j ∈ Z} est une suite de sous espaces d’approximation successives :

(a) les sous espaces Vj sont emboités : Vj ⊂ Vj−1 pour tout j ∈ Z,

(b)
⋃

j∈Z Vj = L2(R)

(c)
⋂

j∈Z = {0}
2. V0 est invariant par les translation entières de la variable :

f ∈ V0 ⇒ f(. + k) ∈ V0

pour tout k ∈ Z.
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3. pour tout j ∈ Z, f ∈ Vj ⇔ f(2.) ∈ Vj−1 (dilatation)
4. il existe une fonction g ∈ V0 telle que {g(t − k) : k ∈ Z} forme une base de

Riesz de V0 (définition 21 ci-dessous).

L’espace Vj est l’espace de toutes les approximations possibles à l’échelle 2j . La

propriété 3 1 caractérise les aspects de la multirésolution de la suiteM. Elle exprime

que tous les espaces Vj sont des copies dilatées ou contractés de l’espace V0, car cette

propriété est équivalente à

f ∈ Vj ⇔ f(2j .) ∈ V0

Si PVj est le projecteur orthogonal de L2(R) dans Vj , alors la propriété 1.b dit que

la suite {PVj (f) : j ∈ Z} des approximations d’une fonction f ∈ L2(R) converge en

moyenne quadratique vers f.

D’autre part, on montre facilement compte tenu des propriétés génériques 2, 3 et 4 de

l’analyse muultirésolution, que la suite {gj,k; k ≥ 1} définie par gj,k(t) = 2−
j
2 g(2−jt−

k) est une base du sous espace Vj pour tout j ∈ Z.

Définition 21 (Base de Riesz)
Une famille (φk : k ∈ Z) ⊂ L2(R) est une base de Riesz de L2(R) si

1. ∀h ∈ L2(R), ∃α ∈ l2(Z), α unique tel que2

h =
∑

k∈Z
αkφk (2.7)

2. Il existe 0 < A ≤ B < +∞ tels que pour tout h =
∑

k∈Z αkφk ∈ L2(R)

A‖α‖2 ≤
∑

k∈Z
|αk|2 ≤ B‖α‖2 (2.8)

où ‖ α ‖ est la norme usuelle dans l2(Z)

Cette relation exprime que la norme ‖h‖2 = (
∑

k∈Z |αk|2)
1
2 et la norme usuelle dans

l2(Z) sont équivalentes.3

1Elle joue un rôle crucial dans la construction des bases d’ondelettes
2La définition d’une base de Riesz de L2(R), montre que ce dernier est isomorphe à l’espace

l2(Z).
3La propriété (3.2) généralise la notion d’orthogonalité et en particulier lorsque A = B = 1, on

retrouve la définition d’une base hilbertienne et la relation (3.2) devient dans ce cas l’égalité de
Parseval.
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Bases de L2(R)

Soit M = {Vj}j∈Z une analyse multirésolution de L2(R). Pour tout j ∈ Z soit

Wj le supplémentaire orthogonal de Vj dans Vj−1 :

Vj−1 = Vj

⊕
Wj (2.9)

Ceci définit une deuxième suite de sous espaces {Wj}j∈Z orthogonaux entre eux (i.e.

Wj⊥Wj′ , pour tout j 6= j′, car si j < j′ alors Wj′ ⊂ Vj et Vj⊥Wj).

L’espace Wj est dit espace des détails à l’échelle 2j−1. Par induction sur n, on

peut écrire pour tout j ≤ n que

Vj = Vn

⊕ n−j+1⊕

k=0

Wn−k

=
+∞⊕

k=j+1

Wk

la deuxième égalité est dûe au fait que lim
n→+∞ ↓ Vn = {0}. Et de la propriété 1.b, on

déduit une décomposition de L2(R) en sous espace orthogonaux :

L2(R) = Vj

⊕ j⊕

k=−∞
Wj

=
⊕

j∈Z
Wj .

Cette relation exprime que toute fonction f de L2(R) est la somme orthogonale

d’une approximation grossière et d’une infinité de détails plus fins4 ou encore toute

fonction f de L2 s’écrit comme une somme infinie de détails orthogonaux.5

En outre, on vérifie que les sous espaces Wj héritent de la propriété 3 d’une analyse

multirésolution :

ψ(t) ∈ Wj ⇔ ψ(2t) ∈ Wj−1 (2.10)
4pour un niveau d’approximation j fixé, les PWj sont les corrections à rajouter à l’approximation

PVj pour retrouver f .
5PVj f converge vers f dans L2 lorsque j tend vers −∞ et PWj f converge vers 0 lorsque j tend

vers −∞, ce qui reflête le sens d’espaces d’approximation et d’espaces de détail attribué aux espaces
Vj et aux espaces Wj respectivement.
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ce qui est d’ailleurs équivalent à

ψ(t) ∈ W0 ⇔ ψ(2−jt) ∈ Wj (2.11)

Base orthonormé d’ondelette

A partir de la fonction g donnée par la propriété (4) d’une analyse multirésolution

M, on peut construire une ondelette ψ telles que (ψj,k; j, k ∈ Z) est une base or-

thonormée d’ondelettes de L2. Mais commencons par préciser la notion de fonction

d’échelle laquelle induit une base orthonormale de L2 et de laquelle on déduit ensuite

une ondelette analysante ψ.

Définition 22 (Fonction d’echelle)
On appelle fonction d’échelle, une fonction ϕ ∈ V0 telle que la suite de fonctions
{ϕj;k}k∈Z définies pour tout j ∈ Z, par

ϕj;k(t) =
1

2
j
2

ϕ(
t− 2jk

2j
) = 2

−j
2 ϕ(2−jt− k)

est une base orthonormée du sous espace Vj.

Or, on sait en vertu des propriétés 3 et 4 d’une analyse multirésolution que si la

suite {ϕ(. − n), n ≥ 1} est une base de V0 alors pour j fixé, la suite {ϕj;k(t) =

2
−j
2 ϕ(2−jt − k)} est une base de Vj . Ceci suggère de construire d’abord une base

orthonormale de V0 et d’en déduire ensuite une pour Vj .

On commence par construire à partir de la fonction g d’une analyse multirésolution,

une fonction d’échelle ϕ. On rappelle que la fonction g est telle que la suite des

translatées gk(.) = g(. − k) est une base de Riesz de V0. Il s’agit alors d’orthonor-

maliser cette base. A cette fin, on adopte l’approche développer par Y. Meyer (cf.

[MEY95]). On a le résultat suivant :

Proposition 8 Pour qu’une suite de fonctions {ϕk(t) = ϕ(t − k) : k ∈ Z forment
une base orthonormale dans V0, il faut et il suffit que pour tout λ ∈ R :

∑

k∈Z
| ϕ̂(λ + k) |2= 1.
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Démonstration

Pour que les ϕ(t− k) forment une famille orthonormale, il faut et il suffit que pour

tous p, q ∈ Z :

∫ +∞

−∞
ϕ(t− p)ϕ(t− q)dt =





0 si p 6= q

1 si p = q

ou encore (formule de Parseval) :

∫ +∞

−∞
| ϕ̂(ω) |2 e−inωdω =





0 si n 6= 0

1 si n = 0

pour tout n ∈ Z.

La formule de Poisson (
∑+∞

n=−∞ f(t − na) = 1
a

∑+∞
n=−∞ f̂(n

a )ein t
a ) appliquée à la

fonction | ϕ̂ |2 fournit alors le résultat (pour les détails de la démonstration, on

suggère la référence [GAW90]).

Théorème 17 Soit M une analyse multirésolution de L2(R). Il existe une fonction
d’échelle ϕ définie par sa transformée de Fourier ϕ̂ donnée par

ϕ̂(ω) =
ĝ(ω)

[
∑

k∈Z |ĝ(ω + k)|2] 1
2

(2.12)

où ĝ est la transformée de Fourier de la fonction g définie par la propriété 4 de
l’analyse multirésolution M.

Démonstration

ϕ etant dans V0, il existe alors une suite (mk) dans l2(Z) telle que pour tout t ∈ R,

on ait

ϕ(t) =
+∞∑

k=−∞
mk · g(t− k).

En appliquant la transformée de Fourier aux deux membres de cette dernière égalité,

celle ci devient

ϕ̂(ω) = M(ω) · ĝ(ω).
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où

M(ω) =
+∞∑

k=−∞
mk · e−ikω.

La fonction M étant périodique et de carré intégrable, fait compte tenu de la pro-

position 8 ci-dessus, que
+∞∑

k=−∞
| ϕ̂(ω + k) |2=| M(ω) |2

+∞∑

k=−∞
| ĝ(ω + h + k) |2= 1

et d’ou l’on déduit le résultat énoncé.

La fonction d’échelle ϕ définie dans le théorème ci-dessus induit une base de V0

et induit donc une base pour chaque espace Vj . Il nous reste maintenant à construire

une base de L2(R) lequel rappelons le est une somme directe des sous espaces ortho-

gonaux Wj . Il suffit compte tenu de la relation (2.6) de construire une base de W0. Il

s’agit alors de trouver une fonction ψ ∈ W0 telle que les translatées ψk(t) = ψ(t−k)

forment une base de W0.

Proposition 9 Soit ϕ la fonction d’échelle définie dans le théorème 17 ci-dessus.
Il existe une fonction A ∈ L2

p]0, 1[ telle que pour tout ω ∈ R on a :

ϕ̂(2ω) = A(ω).ϕ̂(ω) et | A(ω) |2 + | A(ω +
1
2
) |2= 1

Démonstration

La fonction 1√
2
ϕ( t

2) est dans V1 ⊂ V0, il existe alors une suite (ak) ∈ l2(Z) telle que

1√
2
ϕ(

t

2
) =

+∞∑

k=−∞
akϕ(t− k)

et en appliquant la transformée de Fourier aux deux membres de cette égalité, celle

ci devient

ϕ̂(2ω) = A(ω)ϕ̂(ω)

où A(ω) =
∑+∞

k=−∞ ake
−ikω. En utilisant ensuite la proposition 8 ci-dessus , on

déduit que
+∞∑

k=−∞
| ϕ̂(2ω + 2k) |2=| A(ω) |2
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et
+∞∑

k=−∞
| ϕ̂(2ω + 2k + 1) |2=| A(ω +

1
2
) |2

ce qui montre toujours d’après la proposition 8, la seconde assertion de la proposi-

tion.

Proposition 10 Si ψ existe alors il existe une fonction B ∈ L2
p]0, 1[ telle que pour

tout ω ∈ R on ait :
1. ψ̂(2ω) = B(ω).ψ̂(ω)
2. | B(ω) |2 + | A(ω + 1

2) |2= 1
3. A(ω)B(ω) + A(ω + 1

2)B(ω + 1
2) = 0

Démonstration

On remarquera d’abord que les fonctions {ψ(t − k) : k ∈ Z} forment une base

orthonormale de W0 et satisfont

∑

k∈Z
| ψ̂(λ + k) |2= 1

pour tout λ ∈ R. L’orthogonalité des fonctions ϕ(t − k) avec ψ d’une part et la

formule de Pancherelle- Parseval d’autre part font que
∫ +∞

−∞
ϕ̂(ω)ψ̂(ω)e−ikωdω = 0 (2.13)

Par ailleurs, en vertu de la formule de Poisson, on trouve aussi que

+∞∑

k=−∞
ϕ̂(ω + k)ψ̂(ω + k) = 0.

L’existence de B pour ψ se démontre comme celle de A pour ϕ (propo. 9 ci-dessus),

soit

B(ω) =
+∞∑

k=−∞
bke

−ikω

où
1√
2
ψ(

t

2
) =

+∞∑

k=−∞
bkϕ(t− k)
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et bien sûre en suivant la démonstration de la proposition 9 ci-dessus, les assertions

1) et 2) de cette proposition en résultent. Quant à l’assertion 3), il suffit d’é crire le

premier membre de cette relation et de tenir compte aussi du résultat de la propo-

sition 9 et de la définition de B.

Détermination des fonctions ψ et B

Pour trouver ψ, on cherche B lequel doit vérifier les propriétés de 2) et 3) de la

proposition 10 ci-dessus.

Posons B(ω) = eiωU(ω) où U est dans L2
p]0, 1[. L’équation 3) de la proposition 10

devient

A(ω)U(ω) = A(ω +
1
2
)U(ω +

1
2
).

ce qui montre que la fonction AU est périodique et de période 1
2 et de plus B vérifie :

A(ω)B(ω) = eiωθ(ω)

où θ(ω) est une fonction de période 1
2 . La propiété 2 de la proposition 10 assure

alors

| θ(ω) |= A(ω).A(ω +
1
2
).

Réciproquement, toute fonction Åθ vérifiant cette relation convient. Une famille

simple de fonctions θ est

θα(ω) = A(ω).A(ω +
1
2
)e−iα

pour α, d’où

B(ω) = e−i()α+ωA(ω +
1
2
)

et ψ est définie par la propriété 1 de la proposition 2 par sa transformée de Fourier.

Théorème 18 La fonction ψ déduite est telle que la suite {ψk : k ∈ Z} définie dans
le proposition 2, forme une base orthonormée de W0 et les ψj,k une base orthonormée
de L2.
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Chapitre 3

Applications des ondelettes aux
séries chronologiques

On présente dans ce chapitre deux applications des ondelettes à l’analyse sta-

tistique des séries chronologiques. Dans le premier paragraphe, il s’agit d’une appli-

cations aux séries chronologiques stationnaires en suivant l’approche développé par

Chang Chiann et Pedro A.Morettin[CCM97] ainsi que celui de [TSK96]. Le second

paragraphe est une application des ondelletes aux séries chronologiques à accroisse-

ments stationnaires. En nous appuyons sur un article de Masry [MAS93], on déage

les propriétés du second ordre et l’analyse spectrale de la transformée en ondelettes

continues de tels séries et que nous appliquons ensuite au mouvement brownien frac-

tionnaire et au bruit blanc fractionnaire. Nous déduisons ainsi quelques résultats de

Flandrin [FLA92] sur une applications des ondelettes au mouvement brownien frac-

tionnaires. Il suffit par la suite d’appliquer les résultats du paragraphe 1 au processus

des accroissements.
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3.1 Application des ondelettes aux séries chronologiques
stationnaires

3.1.1 Le spectre d’ondelettes

Définition 23 Soit ψ une ondelette analysante. On appelle fonction d’autocorrélation
de l’ondellete ψ, la fonction Ψ définie pour tout (j, k) ∈ Z2 par

Ψj,k(u) =
+∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |)

où ψj,k(t) = 2
−j
2 ψ(2−jt− k).

Soit (X(t), t ∈ Z) une série chronologique startionnaire centrée et de fonction de

covariance γ satisfaisant la condition suivante

+∞∑
u=−∞

(1+ | u |) | γ(u) |< +∞ (3.1)

et soit X(0), X(1), .....X(T − 1) un échantillon de taille T = 2M , et où M est un

entier strictement positif.

Définition 24 On appelle spectre d’ondelettes de la série {X(t)} relativement à
l’ondelette ψ, la fonction ηψ

j,k définie pour tout couple (j, k) ∈ Z2 par

ηψ
j,k =

+∞∑
u=−∞

γ(u)Ψj,k(u) (3.2)

où Ψj,k est la fonction d’autocorrélation d’ondelettes.

La condition (3.1) assure l’existence du spectre d’ondelette (3.2) et assure que la

fonction d’autocovariance γ est absolument sommable.

Théorème 19 Le spectre d’ondelettes ηψ
j,k est borné et non négatif.

Démonstration

L’ondelette ψ étant bornée et à support compact, fait que le support supp(ψ) est fini

et| ψ |≤ α où α est un réel strictement positif. Cette dernière fait que | ψj,k |< 2
−j
2 α
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et | suppψj,k |= 2j | suppψ | . Considérons la suite {Sψ
T (j, k) : T ≥ 2} définie pour

tous j, k ∈ Z, par

Sψ
T (j, k) =

T∑

u=−T

T∑

t=0

γ(u)ψj,k(t+ | u |)ψj,k(t)

Le terme Sψ
T (j, k) peut être mis sous la forme

Sψ
T (j, k) =

T∑

u=−T

γ(u)
T∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t) + εT (3.3)

où

εT =
T∑

u=−T

γ(u)
T∑

t=0

ψj,k(t)[ψj,k(t+ | u |)− ψj,k(t)] (3.4)

Pour u > 0, on a

|
T∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t) |≤ 2−jα2 | suppψj,k |≤ α2 | suppψ |,

et

|
T∑

t=0

ψj,k(t + u)ψj,k(t)−
T∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t) | ≤
∑

t

| ψj,k(t) | . | ψj,k(t + u)− ψj,k(t) |

≤ 2
−j
2 α

T∑

t=0

u∑

v=1

| ψj,k(t + v)− ψj,k(t + v − 1) |

≤ 2−jα.V | u |,

où V est la variation de ψ.

La somme relative aux u ≤ 0 est majorée de la même manière. Et par suite

| Sψ
T (j, k) |≤ α2 | suppψ |

T∑

u=−T

| γ(u) | + | εT | .

Et quant au second terme du membre de droite, on a

| εT | ≤
T∑

u=−T

| γ(u) | 2−jα.V | u |

≤ 2−jα.V
T∑

u=−T

| u || γ(u) |
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Et compte tenu ensuite de la condition (3.1), on déduit de ce que

ηψ
j,k = lim

T→+∞
Sψ

T (j, k)

que ηψ
j,k est borné.

Posons maintenant

Iψ
j,k =

T−1∑

t=0

(X(t)ψj,k(t))2 ≥ 0,

alors

E(Ij,k) =
T−1∑

t=0

T−1∑

s=0

E(X(t)X(s))ψj,k(t)ψj,k(s)

=
T−1∑

t=0

T−1∑

s=0

γ(t− s)ψj,k(t)ψj,k(s)

=
T−1∑

u=−(T−1)

γ(u)
T−|u|∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |)

De plus, d’après la condition (3.1), on a quand T → +∞ : E(Iψ
j,k) → ηψ

j,k d’où la

positivité du spectre d’ondelettes ηψ
j,k.

Exemples

1. Processus de bruit blanc

La série chronologique (X(t), t ∈ Z) est un bruit blanc de variance σ2. Son

spectre d’ondelettes ηψ
j,k relatif à une ondelette analysante ψ s’écrit

ηψ
j,k =

+∞∑
u=−∞

γ(u)Ψj,k(u)

= σ2
+∞∑

t=0

(ψj,k(t))2

En particulier, si ψ est l’ondellette de Haar (cf. exemple 1 chap. 3), alors les

ondelettes ψj,k(t) sont donné par

ψj,k(t) =





2
−j
2 si 2jk ≤ t < 2j(k + 1

2)

−2
−j
2 si 2j(k + 1

2) ≤ t < 2j(k + 1)

0 sinon
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et le spectre d’ondelettes du bruit blanc relativement à l’ondelette de Haar est

de la forme

ηψ
j,k(t) = σ22−j{1[2jk,2j(k+ 1

2
)] + 1[2j(k+ 1

2
,2j(k+1))]}

= σ2{2−j1j<0,k≡0[2−j ] + 1j≥0}1k≥0

donc pour j ≥ 0 et k ≥ 0 : ηψ
j,k(t) = σ2, le spectre d’ondelettes est constant.

2. Processus moyenne mobile d’ordre 1

La série chronologique (X(t), t ∈ Z) est une moyenne mobile d’ordre 1 (MA(1)) :

X(t) = εt + αεt−1

où εt est un bruit blanc gaussien de variance σ2 et α une constante réelle.

On rappelle que ce processus est 1− dépendant (i.e. γ(h) = 0 si | h |≥ 2,)

stationnaire au second ordre et que sa fonction de covariance γ est paire et a

pour support {−1, 0, +1}. On a γ(0) = (1+α2)σ2 et γ(1) = ασ2. Par suite, le

spectre d’ondelettes de cette série s’écrit

ηψ
j,k =

+∞∑
u=−∞

γ(u)Ψj,k(u)

=
∞∑

u=−∞
γ(u)

∞∑

t=0

ψj,k(t+ | u |)ψj,k(t)

= γ(0)
∞∑

t=0

(ψj,k(t))2 + 2γ(1)
∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t + 1)

Si l’ondelette ψ est l’ondelette de Haar, alors la première somme du second

membre de cette dernière égalité s’écrit

γ(0)
∞∑

t=0

(ψj,k(t))2 = σ2(1 + α2)(2−j1{j<0,k≡0[2−j ]} + 1{j≥0})1{k≥0}

Et quant à la deuxième somme, elle est égale à

γ(1)
∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t + 1) = ασ2(1− 3
2j

)1{j≥1}1{k≥0}
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d’où

ηψ
j,k = {γ(0)[2−j1{j<0,k≡0[2−j ]} + 1{j≥0}] + 2γ(1)(1− 3

2j
)1{j≥1}}1{k≥0}

3. Processus autorégressif d’ordre 1

La série chronologique (X(t), t ∈ Z) est processus autorégressif 1 AR(1) :

X(t) = ρXt−1 + εt

où εt est un bruit blanc gaussien de variance σ2 et ρ une constante réelle

qu’on suppose comprise dans l’intervalle (−1, +1). Cette série est causale sta-

tionnaire au second ordre. La fonction d’autocovariance γ est de la forme

γ(u) = ρu σ2

1−ρ2 si | u |≥ 0.

La série Xt étant causale, aussi elle s’écrit sous la forme d’une moyenne mobile

d’ordre infini :

Xt =
+∞∑

j=0

αjεt−j

Et un calcul simple montre que le spectre d’ondelettes de la série Xt relative-

ment à l’ondelette ψ est de la forme

ηψ
j,k =

+∞∑
u=−∞

γ(u)
+∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |)

=
σ2

1− ρ2

+∞∑

t=0

(ψj,k(t))2 +
2σ2

1− ρ2

+∞∑

u=1

ρu
+∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t + u)

Et en particulier, si l’ondelette ψ est l’ondelette de Haar, alors le spectre

d’ondelettes ci-dessus devient

ηψ
j,k = γ(0){[2−j1{j<0,k≡0[2−j ]} + 1{j≥0}] + 2ρ(1− 3

2j
)1{j≥1}

+[2
2j−1∑

u=0

ρu(1− 3u

2j
)− 2

2j−1∑

u=2j−1+1

ρu(1− u

2j
)]1{j>1}}1{k≥0}
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4. Processus autorégressif et moyenne mobile d’ordre (1, 1)

La série chronologique (X(t), t ∈ Z) est un processus autorégressif et moyenne

mobile d’ordre (1,1)(ARMA(1, 1)) :

Xt − φXt−1 = εt + αεt−1

où εt est un bruit blanc de variance σ2 et φ et α deux constantes réelles. Si

φ ∈ (−1, +1). alors cette série est causale et s’crit comme une moyenne mobile

infinie du bruit blanc εt :

Xt =
∞∑

j=0

φj(1 +
α

φ
)εt−j

et cette écriture permet de voir que cette série est stationnaire au second ordre

et un calcul simple de la fonction d’autocovariance γ fournit

γ(u) =
(α + ϕ)(α + 1

ϕ)

1− ϕ2
σ2ϕ|u|

Et par suite le spectre d’ondelettes de cette série relativement à l’ondelette ψ

s’écrit

ηψ
j,k =

+∞∑

h=−∞
γ(h)

+∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t+ | h |)

et en particulier, si ψ est l’ondelette de Haar, alors

ηψ
j,k = γ(0){2−j1{j<0,k≡0[2−j ]} + 1{j≥0}}+ 2γ(1)(1− 3

2j
)1{j≥1,k≥0}

+
2j−1∑

h=0

γ(| h |)(1− 3 | h |
2j

) +
2j−1∑

h=2j−1+1

γ(| h |)(1− 3 | h |
2j

)

3.1.2 Transformée en ondelettes discrètes et propriétés asympto-
tiques

On développe quelque propriétés probabilistes de la transformation en onde-

lettes discrètes d’une trajectoire finie de taille T = 2m d’une série chronologique

{X(t), t ∈ Z} centrée et stationnaire au second ordre et où m est un entier rationnel

strictement positif.

61



Définition 25 On appelle transformée en ondelettes discrète de la série {X(t)} re-
lativement à une ondelette ψ la fonction dψ

j,k définie pour tous j ∈ {1, 2, ..., m} et k ∈
{0, 1, ..., 2m−j} par

dψ
j,k =

T∑

t=1

X(t)ψj,k(t)

Proposition 11 La transformée en ondelettes discrète dψ
j,k est centrée et si l’hy-

pothèse (3.1) est satisfaite alors dψ
j,k converge en moyenne quadratique vers le spectre

d’ondelettes ηψ
j,k de la série {X(t)} relativement à l’ondelette ψ.

Démonstration

Le fait que dψ
j,k est de moyenne nulle vient de ce que la série {{X(t)} est centrée et

un calcul simple de la variance nous donne

var(dψ
j,k) =

T∑

t=1

T∑

s=1

γ(t− s)ψj,k(t)ψj,k(s)

=
T−1∑

u=−(T−1)

T−|u|∑

t=1

γ(u)ψj,k(t+ | u | .1{u≥1})ψj,k(t+ | u | 1u≤0)

Alors compte tenu de l’hypothèse (3.1) et en suivant la démonstration du théorème

1, on obtient en passant à la limite quand T → +∞ : var(dψ
j,k) −→ ηψ

j,k.

Exemple

La transformée en ondelettes discrète de l’ondelette de Haar est donnée par

dψ
j,k =

T∑

t=1

X(t)2
−j
2 [1[2jk,2j(k+ 1

2
)[ + 1[2j(k+ 1

2
),2j(k+1)[]

= 2
−j
2 [

2j(k+ 1
2
)−1∑

t=k2j

X(t)−
2j(k+1)−1∑

t=2j(k+ 1
2
)

X(t)]

Définition 26 On appelle covariance asymptotique de la transformée en ondelettes
par rapport à l’ondelette ψ la fonction

ηψ
(j,j′),(k,k′) =

∞∑
u=−∞

+∞∑

t=0

γ(u)ψj,k(t+ | u | 1{u>0})ψj′,k′(t+ | u | 1{u≤0})

où γ est la fonction de covariance de la série {X(t)} et j, k, j′, k′ ∈ Z.
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On remarquera que si j = j′ et k = k′ alors ηψ
(j,j′),(k,k′) = ηψ

(j,j′). De plus, comme on

devait s’y attendre, on a le résultat suivant

Proposition 12 Sous l’hypothèse (3.1), on a lorsque T → +∞

cov(dψ
j,k, d

ψ
j′,k′) −→ ηψ

(j,j′),(k,k′)

Démonstration

On a

E(dψ
j,kd

ψ
j′,k′) =

T∑

t=1

T∑

s=1

γ(t− s)ψj,k(t)ψj′,k′(s) (3.5)

que l’on peut mettre sous la forme

E(dψ
j,kd

ψ
j′,k′) =

T−1∑

u=−(T−1)

min(T,T+u)∑

t=max(1,1+u)

γ(u)ψj,k(t)ψj′,k′(t− u)

=
0∑

u=−(T−1)

T+u∑

t=1

γ(u)ψj,k(t + u.1u≥1)ψj′,k′(t− u.1u≤0)

+
T−1∑

u=1

T∑

t=(1+u)

γ(u)ψj,k(t)ψj′,k′(t− u)

En procédant à un changement de variable, cette dernière relation devient

E(dψ
j,kd

ψ
j′,k′) =

T−1∑

u=−(T−1)

T−|u|∑

t=1

γ(u)ψj,k(t+ | u | .1{u≥1})ψj′,k′(t+ | u | 1u≤0) (3.6)

Comme le second membre de (3.5) converge sous l’hypohèse (3.1) (reprendre la

démonstration du théorème 1), on en déduit en faisant tendre T vers +∞, que

E(dψ
j,kd

ψ
j′,k′) →

+∞∑
u=−∞

+∞∑

t=1

γ(u)ψj,k(t+ | u | .1{u≥1})ψj′,k′(t+ | u | 1u≤0)

d’où le résultat.

Proposition 13 Si la condition (3.1) est satisfaite, alors on a lorsque T → +∞

E{dψ
j,k.d

ψ
j′,k′} = O(1)
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Démonstration

Réécrivons d’abord la somme (3.6) sous une forme analogue à (3.3) :

E(dψ
j,kd

ψ
j′,k′) =

T−1∑

u=−(T−1)

γ(u)
T−|u|∑

t=1

ψj,k(t)ψj′,k′(t) + εT

où

εT =
T−1∑

u=−(T−1)

γ(u)
T−|u|∑

t=1

ψj,k(t)(ψj′,k′(t− | u |)− ψj′,k′(t))

En suivant la démonstration du théorème 1, on trouve que

|
T−1∑

u=−(T−1)

γ(u)
T−|u|∑

t=1

ψj,k(t)ψj′,k′(t) | ≤
T−1∑

u=−(T−1)

| γ(u) |
T−|u|∑

t=1

| ψj,k(t) || ψj′,k′(t) |

≤
T−1∑

u=−(T−1)

| γ(u)2
j+j′

2 α2 | [suppψj,k] ∩ [suppψj,k] |

< +∞

et

εT ≤
T−1∑

u=−(T−1)

| γ(u) | 2−(j′+j)
2 αv | u |

≤ 2
−(j′+j)

2 αv

T−1∑

u=−(T−1)

| u || γ(u) |

< +∞,

D’où il résulte en faisant tendre T vers +∞ et compte tenu de la condition (3.1)

que E(dψ
j,kd

ψ
j′,k′) = O(1).

On remarque que contrairement au cas de la transformée de Fourier où la covariance

est asymptotiquement nulle sous certaines conditions, la transformée en ondelettes

discrète entre deux paires (j, k) et (j′, k′) distinctes n’est pas nécessairement asymp-

totiquement nulle. Cependant, si l’ondelette ψ est à support compact de la forme

[K1,K2] où K1,K2 ≥ 0 et si γ(u) 6= 0 pour | u |¿ U ¿ T, alors dψ
j,k et dψ

j,k′ sont

64



non corrélées si | k′ − k |> K2 −K1 + U
2j , j = 1, ...,m et k = 0, 1, ..., 2m−j − 1. Les

mémes hypothèses dans la même situation on a l’indépendance.

Le résultat suivant fournit la distribution asymptotique de la transformée en onde-

lette discrète dψ
j,k.

Théorème 20 Supposons que le processus (X(t)) est strictement stationnaire et
notons Mt la sous σ− algèbre engendrée par la suite {Xs, s ≤ t} avec M−∞ la σ−
algèbre triviale. Posons ∀j ≥ 0

αj = E[{E(X(t)/Mt−j)− E(X(t)/Mt−j−1)}2]
1
2 (3.7)

Si
∑∞

j=0 αj < ∞ et si

E(dψ
jm,km

djn,kn) → ηψ
(jm,jn),(km,kn)

quand T →∞, et ce pour (j1, k1), ......., (jp, kp) et m,n = 1, .....p, alors on a

(dψ
j1,k1

, .........dψ
jp,kp

)′ → N (0, ηψ
(jm,jn),(km,kn)) (3.8)

quand T →∞

On renvoie à (Hannan [HAN73]) pour une démonstration qui s’appuie sur un critère

de mélangeance forte.

On déduit pour tous j et k que dψ
j,k a pour distribution asymptotique la loi normale

centrée et de variance ηψ
j,k.

Ce résultat suggère d’estimer ηψ
j,k par l’analogue du périodograme classique.

Définition 27 On appelle périodogramme en ondelettes de la série {X(t)} relati-
vement à l’ondelette ψ, la statistique Iψj,k définie pour tout couple (j, k) ∈ Z2 par

Iψj,k = (dψ
j,k)

2 (3.9)

Comme pour le périodogramme classique, le résultat suivant permet d’établire que

le périodogramme en ondelettes est un estimateur asymptotiquement sans biais.

Théorème 21 Si la condition (3.1) est satisfaite, alors on a

E(Iψj,k) = ηψ
j,k + O(T−1) (3.10)
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Démonstration

La moyenne du membre de droite de l’équation (3.9), peut se mettre sous la forme

E(Iψj,k) =
T∑

t=1

T∑

s=1

γ(t− s)ψj,k(t)ψj,k(s)

=
T−1∑

u=−(T−1)

γ(u)
T−|u|∑

t=1

ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |)

et que l’on peut encore écrire sous la forme

E(Iψj,k) =
∞∑

u=−∞
γ(u)

∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |) + ηT (3.11)

où

ηT =
∞∑

u=T

γ(u)
∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |) +
−T∑

u=−∞
γ(u)

∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |)

+
T−1∑

u=−(T−1)

γ(u)
∞∑

t=T

ψj,k(t− | u |)ψj,k(t).

Par ailleurs, ce dernier terme peut être majoré en valeurs absolue par

| ηT |≤| S1 | + | S2 | + | S3 |

où

S1 =
∞∑

u=T

γ(u)
∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |)

S2 =
−T∑

u=−∞
γ(u)

∞∑

t=0

ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |)

et

S3 =
T−1∑

u=−(T−1)

γ(u)
∞∑

t=T

ψj,k(t− | u |)ψj,k(t).
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Par suite

| S1 | ≤ 1
T

+∞∑

u=T

| u || γ(u) |
+∞∑

t=0

| ψj,k(t)ψj,k(t+ | u |) |

≤ 1
T

+∞∑
u=−∞

| u || γ(u) |
+∞∑

t=0

| ψj,k(t)ψj,k−2−j |u|(t) |

≤ 1
T

∞∑
u=−∞

| u || γ(u) | 2−jα | [suppψj,k] ∩ [suppψj,k−2−j |u|] |

et compte tenu de la condition (3.1), il vient que

S1 = O(T−1)

La méme démonstration pour S2 donne

S2 = O(T−1)

Concernant S3, on a

| S3 | ≤ 1
T

∞∑
u=−∞

| γ(u) |
∞∑

t=T

t | ψj,k+2−j |u|ψj,k(t) |

≤ 1
T

∞∑
u=−∞

| γ(u) | 2−jα | [suppψj,k+2−j |u|] ∩ [suppψj,k] | Mψ

Où −∞ < Mψ = supj,k{[suppψj,k+2−j |u|] ∩ [suppψj,k]} < ∞ d’où

S3 = O(T−1)

Le résultat en découle en reportant ces résultats dans l’équation (3.11).

On déduit ainsi, le résultat suivant :

Corollaire 5 Sous la condition (3.1), Iψj,k est un estimateur asymptotiquement sans

biais de ηψ
j,k

Théorème 22 Sous l’hypothèse du théoréme 2, Iψj,k est asymptotiquement une va-

riable du ηψ
j,kχ

2
1 où χ2

1 désigne une variable aléatoire du Khi-deux à 1 degré de liberté.
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Démonstration

On a déjà vue que dψ
j,k a une distribution asymptotique la loi normale centrée et de

variance ηψ
j,k, ce qui fait que

Iψj,k

ηψ
j,k

est pour T grand dfistribuée suivant une loi du χ2
1

d’où nous déduisons que Iψj,k a une distribution asymptotique celle d’une variable

ηψ
j,kχ

2
1.

La variance asymptotique de Iψj,k = 2(ηψ
j,k)

2 est non nulle et en conséquent le

périodogramme en ondelette Iψj,k est un estimateur non consistant de ηψ
j,k. L’ap-

proche classique, consiste à lisser le périodogramme moyennant sa convolution par

une fenêtre assez régulière. Dans ce contexte, l’approche n’est guère différente.

Lissage du périodogramme

Une manière de lisser le périodogramme d’ondelettes est l’utilisation d’un opérateur

de lissage dit shrinkage ou élimination . Cette méthode consiste comme pour le

lissage du pérodogramme standard, à éliminer les coefficients d’ondelettes inférieur

à un certain seuil (Donoho [DON06]). La procédure de shrinkage comporte trois

étapes :

1. On calcule les coefficients dψ
j,k(t),

2. On élimine les coefficients d’ondelettes par seuillage (il y a au préalable un

choix d’un seuil)

3. Inverser les cofficients d’ondelettes seuillé. pour reconstruire le signal.

Le lissage par seuillage nécessite un choix convenable d’une fonction seuil. Parmi les

choix, il y en a deux largement utilisés en pratique (C C et P Morettin [SAO97]) :

1. Seuil hard

δh(dψ
j,k, λ) = dψ

j,k1|dψ
j,k|>λ

2. Seuil soft

δs(d
ψ
j,k, λ) = sign(dψ

j,k)[| dψ
j,k | −λ]+
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Il s’agit alors de bien choisir la fonction seuil δ et le seuil λ. C’est l’étape la plus

cruciale. On propose ensuite un estimateur non-linéaire de shrinkage pour j fixé

défini comme suit

I(ψ,λj)
j,k =

∑

l

∑
s

δh(Cj
l,s, λ

j)ψ̂l,s(k) (3.12)

par rapport à une base orthonormée d’ondelettes ψ̂l,s(k) pour un J < M , j =

1, J et k = 0, .., 2j − 1 et où

Cj
l,s =

1
2j

2j−1∑

k=0

Iψj,kψ̂l,s(k)

pout tous l = 1, .., jet s = 0, .., 2l − 1.

Le seuil λj = λjσ
(j)
l et σ

(j)
l estimé pour tout niveau l et le paramètre λj =

√
2log(2j)

(paramètre universelle ou procédure minimax.
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3.2 Application des ondelettes aux séries chronologiques
non stationnaires

On consacre ce second paragraphe à l’application des ondelettes aux séries chro-

nologiques non stationnaires. En fait, nous étudierons un aspect de ce problème, en

considérant des séries non stationnaires mais à accroissements stationnaires. Un se-

cond aspect de ce problème non abordé dans ce travail, porte sur les processus locale-

ment stationnaires. Ce concept introduit récemment par Priestley [PRI95], s’appuie

sur le développement de Loeve Karuhène, l’analogue du théorème de Cramer pour

les séries chronologique stationnaires. Pour plus de détails sur l’application des on-

delettes a la classe des séries localement stationnaires nous renvoyons aux références

[TOR97] et [Y.NI98].

3.2.1 La transformation en ondelettes de séries chronologiques à
accroissements stationnaires

Soit X = {X(t), t ∈ R} une s à valeurs réelles, centrée, continue en moyenne

quadratique et à accroissements stationnaires. On note

R(t, τ1, τ2) = E[X(s + t + τ1)−X(s + t)][X(s + τ2)−X(s)]

la fonction d’autocovariance des accroissements du processus (X(t)). Notons que la

fonction de covariance R ne deépend pas de s car Le processus des accroissements est

stationnaires au second ordre. En outre, R est continue car le processus est continue

en moyenne quadratique. On remarquera aussi que

R(0, τ1, τ2) = E{(Xτ1 −X0)(Xτ2 −X0)}

et on suppose que X0 = 0 p.s. On rappelle le résultat suivant.

Théorème 23 (Doob pp.453)
La fonction de covariance R du processus des accroissements du processus X =
{X(t), t ∈ R} à accroissements stationnaires, admet une représentation spectrale
donnée par

R(t, τ1, τ2) =
∫ +∞

−∞
eitλdF (λ) (3.13)
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où F est la mesure spectrale associée au processus des accroissements, définie par

dF (λ) =
1− eiτ1λ

iλ

1− e−iτ2λ

−iλ
(1 + λ2)dµ(λ) (3.14)

où µ est une mesure finie sur la tribu des boréliens B de R.

Soit ψ une ondelette analysante et soit {Wa(t) : (t, a) ∈ (R × R∗+)} la transformée

en ondelettes continue d’un processus {X(t)} définie par

Wa(t) = a−
1
2

∫ +∞

−∞
X(s)ψ(

s− t

a
)ds = a

1
2

∫ +∞

−∞
X(au + t)ψ(u)du

Le résultat suivant précise quelques propriétés du second ordre du processus {Wa(t)}
lorsque le processus est à accroissements stationnaires.

Théorème 24 Soit X = {X(t), t ∈ R} un processus aléatoire à valeurs réelles,
centrée, continue en moyenne quadratique et à accroissements stationnaires et soit
{Wa(t), t ∈ R , a > 0} le processus des transformées en ondelettes du processus
X. Le processus {Wa(t)} est stationnaire au second ordre, centré et de fonction de
covariance RWa définie par sa représentation spectrale

RWa(τ) =
∫ +∞

−∞
eiτλFWa(dλ)

où FWa est la mesure spectrale associée au processus {Wa(t), t ∈ R , a > 0} donnée
par

dFWa(λ) = a
| ψ̂(aλ) |2

λ2
(1 + λ2)dµ(λ) (3.15)

où µ est mesure finie sur la tribu des boréliens de R.

Démonstration

En utilisant le thééorème de Fubini, on déduit que le processus {Wa(t), t ∈ R, a > 0}
est centré. Définissons maintenant la fonction de covariance croisée du pocessus

d’ondelettes en posant pour tous a1, a2 > 0 :

RWa1 ,Wa2
(τ) = E(Wa1(t + τ)Wa2(t))

En remplaçant maintenant Wa1(t+τ) et Wa2(t) par leur expression et en appliquant

le théorème de Fubini, la fonction de covariance croisée devient

RWa1Wa2
(τ) = (a1a2)

1
2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
R(0, a1u + τ, a2τ)ψ(u)ψ(τ)dudτ
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En utilisant la représentation spectrale (3.13) de la fonction d’auto-covariance R(0, a1u+

τ, a2τ) et en utilisant encore une fois le théoréme de Fubini, la fonction d’autocova-

riance croisée se met alors sous la forme

RWa1Wa2
(t) = (a1a2)

1
2

∫ +∞

−∞
(
1 + λ2

λ2
)dµ(λ)

.{
∫ +∞

−∞
ψ(u)(1− ei(a1u+t)λ)du

∫ +∞

−∞
ψ(τ)(1− e−i(a2τ)λ)dτ}

qui s’écrit encore

RWa1 ,Wa2
(t) = (a1a2)

1
2

∫ +∞

−∞
eitλ ψ̂(a2λ)ψ̂(a1λ)

λ2
(1 + λ2)dµ(λ) (3.16)

Cette intégrale est bien définie car ψ est admissible (lemme 1 ci-dessous) et elle

fournit une représentation spectrale de la fonction de covariance croisée et d’où il

est aisé ensuite de tirer l’expression de sa mesure spectrale GWa1 ,Wa2
(t).

En prenant maintenant a1 = a2 = a, la fonction de covariance croisée RWa,Wa(t)

cöıncide avec la fonction d’autocovariance RWa du processus {Wa(t)}, et par conséquent,

on déduit de la relation (3.16) la représentation spectrale de RWa :

RWa(τ) = a

∫ +∞

−∞
(1 + λ2)eiτλ | ψ̂(aλ) |2

λ2
dµ(λ) (3.17)

Cette représentation spectrale de la fonction d’autocovariance RWa confirme la sta-

tionnarité à l’ordre 2 du processus {Wa(t), t ∈ R, a > 0} et fournit aussi l’expression

(3.14) de sa mesure spectrale.

Lemme 2 Si l’ondelette ψ est admissible et à support compact, alors
∫ +∞

−∞
eitλ ψ̂(a2λ)ψ̂(a1λ)

λ2
(1 + λ2)dµ(λ)

est bien définie.

Démonstration

On a compte tenu de la condition d’admissibilité de l’ondelette ψ,

| ψ̂(λ)
λ

|≤ M (3.18)
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pout tout ε > 0 : | λ |< ε. Par suite,

∫ +∞

−∞

| ψ̂(aλ) |2
λ2

(1 + λ2)dµ(λ) =
∫

{|λ|≤ ε
a
}

| ψ̂(aλ) |2
λ2

(1 + λ2)dµ(λ)

+
∫

{|λ|> ε
a
}

| ψ̂(aλ) |2
λ2

(1 + λ2)dµ(λ)

laquelle est finie, car

∫

{|λ|≤ ε
a
}

| ψ̂(aλ) |2
λ2

(1 + λ2)dµ(λ) ≤ a2M2(1 +
ε2

a2
)
∫ +∞

−∞
dµ(λ) < +∞

et

∫

{|λ|> ε
a
}

| ψ̂(aλ) |2
λ2

(1 + λ2)dµ(λ) ≤‖ ψ ‖2 (1 +
a2

ε2
)
∫ +∞

−∞
dµ(λ) < +∞

Corollaire 6 Si µ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue dλ
sur (R,B) et si h désigne sa dérivée de Radon Nicodym par rapport à dλ, alors la
transformée en ondelettes {Wa(t), t ∈ R, a > 0} admet pour densité spectrale

fWa(λ) = a
| ψ̂(aλ) |2

λ2
(1 + λ2)h(λ) (3.19)

La mesure spectrale croisée asmet elle aussi une densité spectrale croisée donnée par

fWa1Wa2
(λ) = (a1a2)

1
2
ψ̂(a2λ)ψ̂(a1λ)

λ2
(1 + λ2)h(λ)

3.2.2 Application au mouvement brownien fractionnaire

Définition 28 Le mouvement brownien fractionnaire d’indice H ∈]0, 1[ noté {BH(t) :
t ∈ R}, est un processus Gaussien, centré et tel que

1. BH(0) = 0 p.s

2. BH(t) est à accroissements stationnaires et BH(t+δ)−BH(t) ∼ N (0, σ | δ |H)

L’indice H est appelé l’exposant de Hurst et on remarquera que si H = 1
2 le proces-

sus (B 1
2
(t)) est le mouvement brownien standard.
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Proposition 14 La fonction d’autocovariance du mouvement brownien fraction-
naire est donnée par

γH(t, s) =
σ2

2
(| t |2H + | s |2H − | t− s |2H) (3.20)

où
σ2 = var(BH(1)) = Γ(1−H)

cos(πH)
πH

.

Démonstration

Elle résulte directement de l’identité

E(BH(t)BH(s)) =
1
2
{E(BH(t))2 + E(BH(s))2 − E(BH(t)−BH(s))2}

et de ce que BH(t)−BH(s) , BH(t− s) (au sens que ces deux variables ont même

distribution de probabilité) N (0, σ | t− s |H).

Ce résultat montre que le mouvement brownien fractionnaire n’est pas stationnaire

et de plus sa fonction de covariance n’est pas intégrable (
∫
R2 γH(t, s)dsdt = ∞,)

contrairement aux processus faiblement dépendants ou vérifiant une propriété de

mélange et dont la fonction de covariance est absolument sommable. Les processus

dont la fonction de covariance n’est pas absolument sommable, sont dits à mémoire

longue ou encore fortement dépendant. Concernant le mouvement brownien frac-

tionnaire, on a

Corollaire 7 Les accroissements d’un mouvement brownien fractionnaire d’indice
H sont à dépendance à long terme si et seulement si H > 1

2 .

Une des propriété intrinsèque du mouvement brownien fractionnaire d’indice H ∈
(0, 1) est la self similarité d’indice H :

Cette propriété stipule que les trajectoires de ces deux processus restent inchangés

si les axes de coordonnées sont respectivement dilatés d’une quantité α et αH.

Autrement dit une partie de la trajectoire du mouvement brownien fractionnaire

est une version contractée d’une version plus grande de cette trajectoire. Une telle

trajectoire est dite une fractale, et elle se prête bien à l’analyse par ondelette qui

sont toutes des copies conformes d’une ondelette mère. Les ondelettes font ressortir
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le caractère self similaire du mouvement brownien fractionnaire et décompose ce

dernier en sous processus stationnaires associés à une discrétisation des niveaux

d’échelle. Pour une étude exhaustive du mouvement brownien fractionnaire, nous

renvoyons à l’article de Mandelbrott et Van Nees [MAN66].

Définition 29 On appelle bruit blanc Gaussien fractionnaire d’indice H le proces-
sus {ε(t) : t ∈ R} definit par

ε(t) =
1
δ
(BH(t + δ)−BH(t)) (3.21)

pour δ réel strictement positif suffisament petit Dans le cas discrét, le bruit blanc
Gaussien fractionnaire d’indice H sera défini par

ε(t) = BH(t + 1)−BH(t), ∀t ∈ R (3.22)

Proposition 15 Le bruit blanc Gaussien fractionnaire {ε(t) : t ∈ R} d’indice H
dans l’intervalle ]12 , 1[ est stationnaire et de fonction d’autocovariance de la forme

E(εH(t, δ)εH(t + τ, δ)) =
σ2

2
δ2H−2[(

| τ |
δ

+ 1)2H − 2 | τ

δ
|2H + | | τ |

δ
− 1 |2H ](3.23)

et si τ À δ alors cette fonction d’autocovariance est pour τ grand de la forme

E(εH(t, δ)εH(t + τ, δ)) ∼ σ2H(2H − 1) | τ |2H−2 (3.24)

et sa densité spectrale est de de la forme

fBH,δ(λ) ∼| λ |−1−2H (3.25)

pour λ : 0 <| λ |¿ δ−1

Application des ondelettes au mouvement brownien fractionnaire

On peut déduire de ce qui précède, le spectre du mouvement brownien frac-

tionnaire tel que donné par Flandrin [FLA92]. Ce qui nous permettrait ensuite de

déduire une estimation de l’indice H en remplaant le spectre de la transformée en

ondelettes par son estimateur à savoir le périodogramme en ondelettes.

Rappelons que le mouvement brownien fractionnaire est un processus centré à ac-

croissements stationnaire et continue en moyenne quadratique. Si on suppose que la
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densité spectrale du mouvement brownien fractionnaire d’indice H 0 < H < 1, est

donnée par :

h(λ) =
1

| λ |2H−1 (1 + λ2)
.

La fonction h admet un pôle en 0 et elle est bien définie sur un disque pointé en 0.

Alors pour une ondelette admissible ψ, on déduit du corollaire 6 ci-dessus, la densité

spectrale de la transformée en ondelettes {Wa(t) : (t, a) ∈ (R×R∗+)} du mouvement

brownien fractionnaire :

fWa(λ) = a | ψ̂(aλ) |2 1
| λ |2H+1

De cette équation on peut exprimer H en fonction de fWa(λ) et une estimatrion de

cet indice résulte en remplaçant fWa(λ) par son estimation à savoir le périodogramme

en ondelettes tel que décrit au paragraphe 1 ci-dessus. De ce résultat, on obtient

une estimation du spectre du mouvement fractionnaire d’indice H.

De la même manière, compte tenu de la forme (3.25) de la densité spectrale du bruit

blanc fractionnaire, on parvient aussi à construire une estimation de cette densité

spectrale.

Les propriétés asymptotiques de l’estimateur du spectre du mouvement brownien

fractionnaire, feront l’objet d’un travail de recherche à venir. On obtient les mêmes

résultats en considérant la représentation en série d’ondelette d’in processus à acco-

rissements indépendants (cf. [MAS93])
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3.3 Application

En utilisant le logicielle MATLAB, on a simulé des trajectoires finies d’un

processus AR(1) causale. Moyennant ces observations on a calculé une estimation

du périodogramme classique et celui du périodogramme d’ondelettes shrincké. Le

périodogramme d’ondelettes lissé est construit en considérant comme ondelette de

base, une ondelette gaussienne définie par ψ(x) = e−
x2

2σ2 .

On a simullé deux séries de taille 1024 et une de taille 10000 d’un processus AR(1)

avec pour coefficient d’autorégression α = 0.7 pour la série de taille 10.000 et α = .5

pour les séries de taille 1024, avec une variance de la variable résiduelle égale à

σ2 = 7. Concernant la troisième série de taille 1024, on a refait les simulations avec

un coefficient d’autorégression α = 0.2 et pour variance de la variable résiduelle

σ2 = 1.2.

Le graphe du périodogramme classique et celui du périodogramme d’ondelettes

shrinké sont reproduit simultanément sur la même figure.
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« Les ondelettes et leurs applications aux séries chronologiques » 

 Résumé :Ce thème a pour objet l'étude des ondelettes et leurs applications à l'analyse 
statistiques des séries chronologiques stationnaires et non stationnaires. Les ondelettes 
fournissent un outil mathématique intéressant pour pallier à certaines carences rencontrées 
dans l'analyse de Fourier classique .Après un bref rappel sur les transformations de Fourier, 
on introduit les ondelettes et leur évolution au cours de ces 03 dernières décades. On aborde le 
thème essentiel de ce travail qui porte sur l'application des ondelettes aux séries 
chronologiques et plus particulièrement à la classe des processus à mémoire longue.  

Ce travail comporte les points suivants: 

1-La transformation de Fourier et ses applications dans les séries chronologiques. 

2-Introduction des ondelettes : Historique et correction des applications de la transformation 
de Fourier. 

3-Applications des ondelettes aux processus ARMA stationnaires et des processus à mémoire 
longue dont le modèle mouvement brownien  fractionnaire.   

4-Simulation des trois échantillons d'un processus AR (1) et la comparaison du 
périodogramme classique au périodogramme d'ondelettes issue de l’ondelette gaussienne.  

Mots clés : processus à longue mémoire, Ondelettes.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

  » المویجات وتطبیقاتھا في السلسلة الزمنیة                                        «  

  :الخلاصة

المویجات . مستقرة وغیرمستقرة دراسة المویجات وتطبیقاتھا على التحلیل الإحصائي لسلسلة زمنیة في ھذه المذكرة قمنا ب
وبعد . أداة ریاضیة مثیرة للاھتمام لمعالجة بعض أوجھ القصور التي تصادف في تحلیل فورییھ التقلیدیة ھي عبارة عن

 في ھذه المذكرة. العقود الماضیة ثلاث عرض المویجات وتطورھا على مدىقمنا باستعراض موجز عن تحول فورییھ، 
سلاسل وخصوصا فئة  زمنیةالسل سلاعلى ال المویجات اتعلى تطبیق الذي یحويھذا العمل لساسي الأموضوع ال ناناولت

  .الذاكرة طویلة اتذالمتغیرات العشوائیة 
  :ویشمل ھذا العمل ما یلي 

  .زمنیةال سلاسلال علىفورییھ وتطبیقاتھا  تتحویلا- 1
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 Figure.3.1-Lissage temporel du périodogramme pour α=0.7 ,σ2=7 et n=10000 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 Figure.3.2-Le périodogramme et le périodogramme d'ondelettes pour α=0.5 ,σ2=7 
et n=1024 

 

Figure.3.3-Le périodogramme et le périodogramme d'ondelettes pour α=0.2 ,σ2=7 et 
n=1024 



 

Figure.3.4-Le périodogramme et le périodogramme d'ondelettes pour α=0.5 ,σ2=1.2 et 
n=1024 

 

 

Figure.3.5-Le périodogramme et le périodogramme d'ondelettes pour α=0.2 ,σ2=1.2 et 
n=1024 

 



 

Figure.3.6-Le périodogramme et le périodogramme d'ondelettes pour α=0.5 ,σ2=7 et 
n=1024 

 

Figure.3.7-Le périodogramme et le périodogramme d'ondelettes pour α=0.2 ,σ2=7 et 
n=1024 

 



 

Figure.3.8-Le périodogramme et le périodogramme d'ondelettes pour                 
α=0.5 ,σ2=1.2 et n=1024 

 

Figure.3.9-Le périodogramme et le périodogramme d'ondelettes pour                 
α=0.2 ,σ2=1.2 et n=1024 


