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INTRODUCTION

Cette étude a pour objet de mettre en lumiere les méthodes des moindres
carrés sur les bases des ondelettes. Il peut étre utile de rappeler que I'analyse
en ondelettes est née au début des années 80 a été introduite, il y a plu-
sieurs décennies. D’abord par Gabor (1946) [16] dans le domaine pétrolier et
dernierement dans le domaine de ’analyse du signal par J. Morlet en faisant
apparaitre simultanément des informations temporelles et fréquentielles.
D’autres auteurs, dans différents contextes, ont utilisés des outils similaires
aux ondes de Morlet. Récemment, cette discipline se développe rapidement
du fait qu’elle trouve un large champs d’application et méme en statis-
tique. Il est connu que le traitement du signal est régie par 'analyse de
Fourier mais les ondelettes ont connu un essor fulgurant. Une premiere ap-
plication des ondelettes est qui semble simple est la transformée de Fourier
a fenétre glissante; appelée transformée de Gabor continue. En revanche,
I’analyse par ondelettes basée sur la notion d’échelle au lieu du concept de
fréquence est définie par I'utilisation d’ondelettes élémentaires. Ce procédé
porte le nom d’analyse multi résolution. Cette derniere se présente comme
la construction d’une ondelette de base nommeée ondelette mere de sorte que
les ondelettes élémentaires déduites par des translations et des dilatations
constituent une base de I'espace Lyo(R). Elle permet I’écriture sous forme de
combinaison linéaire lorsque on considere une fonction ou un signal de carré
intégrable dans cette base. Des références incontournables et approfondies
sur 'analyse multi- résolution est donnée dans Meyer (1989) [31] et Mallat
29].

Nous avons choisi cette méthode parce qu’elle nous permet d’analy-
ser efficacement des signaux ou se combinent des phénomenes d’échelles
tres différents. De nombreux scientifiques utilisaient déja les ondelettes
comme une alternative a l’analyse de Fourier traditionnelle qui a été in-
troduite par le mathématicien Joseph Fourier (1822)[15], c’est donc une
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INTRODUCTION

méthode relativement récente. Dans la suite de ce travail, nous verrons
comment les estimations de séries orthogonales utilisent les estimations d'un
développement de séries pour reconstruire la fonction de régression. Nous
nous intéresserons aux estimations orthogonales non linéaires ou une trans-
formation non linéaire dite seuillage est appliquée aux coefficients estimés.

Il est utile de souligner que la clé de notre étude est la notion de
“régression”. Ce terme a été introduit par Francis Galton (1885)[17] a la
suite d'une étude sur la taille des descendants de personnes de grande
taille, qui décroit de génération en génération, vers une taille moyenne
(donc leur taille régresse). La regression se définit comme étant ’ensemble
des méthodes statistiques communément utilisées pour analyser la relation
d’une variable par rapport a une ou plusieurs autres. Pendant, la régression
d’une variable aléatoire Y sur le vecteur de variables aléatoires X était
considérée comme étant la moyenne conditionnelle de Y sachant X. De nos
jours, le terme de régression désigne tout élément de la distribution condi-
tionnelle de Y sachant X, considérée comme une fonction de X. Donc, on
considere le modele Y = m(X)+¢ ol € est une variable aléatoire d’espérance
nulle tout en étant indépendante de X. Ici, elle représente l'erreur com-
mise pendant la sélection du modele m(z) = E(Y|X = z). La fonction
de régression la plus utilisée au début juste a la naissance de cette disci-
pline est le modele linéaire. Mais, dans le cas non linéaire. Il fallait utiliser
une approche algorithmique itérative. D’autre fonctions peuvent étre I'axe
d’intérét. Ainsi comme le quantile conditionnel de la distribution d’une
variable aléatoire Y sachant le vecteur de variables aléatoires X, ou l'on
utilise un modele de régression quantile. Aussi, si la forme fonctionnelle de
la régression est inconnue, on peut utiliser un modele de régression non
paramétrique. Cette derniere est une forme d’analyse de régression dans
laquelle la variable prédicatrice ou la fonction d’estimation, ne prend pas
de forme prédéterminée, mais est construit selon les informations qui pro-
viennent des données. Elle exige des tailles d’échantillons plus importantes
que celles de la régression basée sur des modeles paramétriques parce que
les données doivent fournir la structure du modele ainsi que les estimations
du modele.

La méthode classique dans l’estimation est la méthode des moindres
carrés qui a fait 'objet de plusieurs publications. Parmi les premieres ap-
plications de cette méthode en 1805, fut celles au nom d’Adrien-Marie
Legendre. Qui présentent une estimation par des polynomes et une esti-
mation sur des bases de splines. Pour des publications sur les estimateurs
par projection sur des bases orthonormées est plus récemment les bases
des ondelettes et on peut se référer a Antoniadis et al. (1994) [1], An-
toniadis (1996) [2], Donoho et Johnstone (1994, 1998) [9, 11] et Donoho

v



(1995) [10]. Parmi les travaux sur la consistance de ce type d’estimateur,
nous citons, Vapnik et Chervonenkis (1971) [39], Vapnik (1982, 1998)[40]
et Kohler (1997,1999)[25, 26]. Pour commencer, nous expliquons comment
sont construits ces estimateurs dans le cas des données completes; autre-
ment dit la variable expliquée est totalement observée. Puis, nous passons
au cas ou la variable réponse est censurée, ce qui veut dire que la valeur
de cette variable peut étre perdue au cours de I’étude. D’ou 'utilisation
de I'estimateur de Kaplan-Meier, inutile connu sous le nom de I’estimateur
produit-limite et qui doit son nom a Edward L. Kaplan et Paul Meier. Il a
été congu pour estimer la fonction de survie a I’aide de données de durée
de vie et est souvent utilisé pour mesurer le pourcentage de patients en
vie pour une certaine durée apres leur traitement en recherche médicale.
Egalement utilisé en économie et en écologie. La fonction de survie admet
une courbe de 'estimateur de Kaplan-Meier sous forme de série de marches
horizontales de mesure décroissante qui est utilisé pour un échantillon suf-
fisamment grand. Cette courbe approche tres bien la fonction de survie
réelle pour cette population. Un intérét particulier de la courbe de Kaplan-
Meier est que cette méthode peut prendre en compte certains types de
données censurées, en particulier censurées a droite. Ce qui intervient lors-
qu’'un patient disparait d'une étude, c’est-a-dire qu’on ne dispose plus de
ses données avant que I’événement attendu (par exemple le déces), soit ob-
servé. La méthode "plug in” qui consiste a insérer le précédent estimateur
pour estimer la fonction de régression fut 'objet du travail de Carbonez et
al. (1995)[5] ol un estimateur a partitions de la fonction de régression est
donné. En 2002, Kohler et al. [28] réutilisent 'idée de ce dernier travail, qui
se traduit par I’étude d’un estimateur sans biais de la moyenne de Y tout
en appliquant différentes méthodes d’estimation (& noyau, plus proches voi-
sins, moindres carrés et spline de lissage). Ils montrent la consistance des
estimateurs introduits en supposant 1'indépendance du couple (X,Y") et de
la variable de censure a droite noté R. Cette hypothese n’est pas tres diffi-
cile a retrouver dans la pratique, puisqu’elle est faisable lorsque la censure
ne dépend pas des caractéristiques de l'individu sous étude. La deuxieme
supposition imposée est la continuité de la loi de R et que son support
contient celui de Y. Il est possible de rencontrer, un autre cas de figure qui
consiste dans la censure a gauche ou 1'observation de la variable d’intéret
et incomplete et pour laquelle on sait seulement qu’elle est inférieure a la
valeur observée. En combinant ces deux types de censure sur un méme
échantillon, ils constituent ’apport principal de cette these. Nous étendons
I'estimation de la fonction de régression au cas ou la variable réponse est
soumise a une censure mixte. Cela veut dire que Y est censurée a droite
par une variable R (qui elle-méme représente un temps de survie) et que le



INTRODUCTION

minimum entre Y et R est censuré par une variable de censure a gauche.
Aussi, toutes les variables latentes sont supposées indépendantes. C’est le
modele étudié dans l'article de Patilea et Rolin (2006)[36] dans lequel est
proposé un estimateur produit limite de la fonction de survie fortement
consistant. En 2010, Messaci [30] propose des estimateurs a poids (a noyau,
a partitions et des plus proches voisins) fortement consistants de la fonc-
tion de régression pour Y censuré par ce dernier type de censure. L’étude de
I’estimateur de la fonction de régression sur différentes classes de fonctions
vérifiant des conditions de recouvrements s’est poursuivie dans ’article de
Kebabi et al (2011)[24] dans lequel 1'étude de convergence presque stre a
été établie.

Cette these contient cing chapitres, le premier chapitre résume 1’espace
des ondelettes ainsi que leurs propriétés d’approximations exceptionnelle
avec la présence de seuillage dur. Le deuxieme chapitre est consacré a 1’es-
timation de la fonction de régression dans le cas d’observation complete,
ainsi que l'utilisation de la méthode de moindre carrées sur l'espace des
ondelettes. En ce qui concerne le troisieme chapitre, Il résume ’analyse de
survie, la censure ainsi que I’étude de la consistance presque stire des estima-
teurs de Kaplan-Meier, celui de Patilea et de Rolin. Le quatrieme chapitre
représente notre humble contribution dans la recherche, en présentant 1’es-
timateur de la fonction de régression par la méthode des moindres carrées
sur 'espace des ondelettes en présence de censure mixte. Il contient aussi
I’étude de convergence p.s de cet estimateur. Finalement, un chapitre de
simulation est rajouté pour appuyer 'efficacité de notre estimateur dans le
domaine de I’application.

vi



1.1

1.11

CHAPITRE 1

LES ONDELETTES

Ce chapitre présente I'analyse des ondelettes et leurs notions de base.
Nous allons d’abord rappeler la transformée de Fourier puis introduire la
transformation en ondelettes et les propriétés de ces fonctions analytiques
(ondelettes). Enfin, nous discuterons de l’analyse multi-résolution est la
méthode pour construire une base orthonormée pour 'espace Lo par 1’or-
thonormalisation des polynomes par morceaux.

Analyse de Fourier
Le traitement du signal a été longtemps dominé par la transformée

de Fourier. Dans la suite. Nous représenterons et on donnerons les in-
convénients d’une telle transformation.

Définitions des signaux

Définition 1 Toute représentation graphique d’informations notée f est

un signal, ce dernier est transféré de la source vers le destinataire.



1. LES ONDELETTES

Signal - -
i & Destinataire
i

Par exemple un piano (source) produit des notes musicales (signaux) qui

parviennent aux oreilles des personnes présentes (destinataires).

Définition 2 e Un signal est dit analogique, s’il représente des informa-
tions en quantité “continue”, il est défini sur R ou R2?. C’est-a-dire,
qu’on considere un signal [ qui varie dans le temps (t continue) et on
éerit f = f(t).

e Un signal est numérique, s’il représente 'information par des suites de

nombres. Il est défini sur les entiers Z. C’est-a-dire qu’un signal f

varie d’une maniere discontinue et on écrit, pour (T, )nez Suite entiére,

f - f(xn)nez-

Définition 3 Le support d’un signal f défini sur R consiste a fermer [’en-

semble des points auzquels la fonction ne s’annule pas

supp(f) = {t € R/f(t) # 0}.

o Sifeli(R) <~ fj;o | f(t) | dt < oo, on obtient un signal stable.

o Si f € [1(R) < fj;o | f(t) |? dt < oo, on obtient un signal d’énergie

finie .



1.1.2

1.1. Analyse de Fourier

On note Ly([0,T]) l'espace des fonctions périodiques et complexes de
période T' de carrés intégrables. Rappelons que le produit scalaire de deux
fonctions f et g de Ly([0,T])! est donné par

<f,q >:/O f(a:)mdm (1.1)

Auquel on associe la norme || f||3 =< f, f > dans Ly ([0, T]) et g(x) représente
le conjugué d’un complexe.

Représentation d'un signal par la série de Fourier

On considere le signal f : R — C périodique de période T'. L’idée est
de le lier a la décomposition de la forme

f(t) _ Z cr eXpikWt,
k=0

qui représente une série de Fourier ou ¢, sont des nombres complexes la

J ’ _ 2
période est donnée par w = .
Ainsi le probleme est de donné, pour un entier n, une suite finie () _,<g<n

telle que || f —pn||2 soit minimale. La définition suivante répond a cette idée.

Définition 4 (Voir R. Douas [12]) On appelle polynéme trigonométrique

de degré n et de période t, un polynome de la forme

n
pa(t) = ) cxenlt).
k=—n
Ot ej, = exp*? .

L’espace Lo ([0, T]) contient I’espace des polynomes trigonométriques I',,
de degré inférieur ou égale a n. Ceci permet a n’importe quelle fonction
f € Ly([0,T]) d’étre approchée par le polynéme p, € I, pour n assez
grand, d’ou l'intérét du théoreme suivant.

L. feLo([0,T) = [ | f(t)|*dt < .
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Théoréeme 1 B. Torrésani [38]

1l existe un unique polynome trigonométrique f, dans '), tel que

1 = falla = min{{lf = pall2; pn € T}

Avec

o) =7 [ S0

Preuve 1 Pour la démonstration se référer a Torrésani [38] et a l'ouvrage

de C. Gasquet et P. Witomski [18].

Remarque 1 La famille de fonctions exponentielles ey est une base ortho-

normée de Lo(]0,T7).

Pour le théoreme ci dessous, on a besoin de la décomposition tiré de B.
Torrésani [38] suivante

If = pall3 = IFI3+T > lelF)I*

|k|>—n
Théoréme 2 B. Torrésani [38]
Pour tout signal f € Lo([0,T1]), on a
1f = fall3=T > lex(f)P — 0, quand n — +oc.
k|>—n
Preuve 2 Pour la démonstration ce référer a Torrésani [38] et l'ouvrage

de C. Gasquet et P. Witomski [18].

Théoréme 3 (Théoréme de Dirichlet) C. Gasquet et P. Witcomski [18]

Si f est une fonction périodique de période t et si f est de classe C* par

4



1.1.3

1.1. Analyse de Fourier

morceaux sur R alors la série de Fourier associée a f est convergente sur
R et on a

—+00

%(f(t_) + f(ty)) =ao + Z(ancos(nwt) + b, sin(nwt)).

n=1
Ou f(t-) = hgf(ac) et f(ty)= hg%f(x) Et si de plus f est continue, alors

on a
—+00

fit)=ao+ Z(ancos(nwt) + b, sin(nwt)).

n=1

Preuve 3 Ce théoréme est trés connu pour la démonstration, on peut se

référer a C. Gasquet et P. Witomski [18]

Transformée de Fourier

La Transformation de Fourier a été publiée pour la premiere fois en
1822 par Joseph Fourier [15]. Elle convertit une fonction mathématique
du domaine temporel au domaine fréquentiel, Cela nous permet d’obtenir
d’autres propriétés de la fonction qui seraient autrement invisibles. Il existe
plusieurs variantes de I’équation de la transformée de Fourier pour convertir
f(t) au domaine de fréquence.

Définition 5 Soit f € Ly(R), sa transformée de Fourier est une fonction

notée J? définie par

—+00

flw) = f(t) exp(—iwt)d,

pour toute valeur de w.

Le théoreme suivant permet d’avoir une version Le théoreme inversée d’une
fonction. Il représente une autre forme du théoreme de Dirichlet pour les
fonctions absolument intégrables.
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Théoréme 4 (Voir B. Torrésani [38])
Soit f une fonction de absolument intégrable. Sa transformée de Fourier f

est intégrable et si [ est continue en t. Alors on obtient

f(t) = \/%_7?/ h Flw) exp(iwt)dw.

Preuve 4 Pour la démonstration ce référer a B. Torrésani [38] et l'ouvrage

de C. Gasquet et P. Witomski [18].

Exemple 1 Soit f(t) = 1j_54(t), la fonction indicatrice de l'intervalle
[—s, s], donc elle est discontinue en —s et +s. Sa transformée de Fourier

est donnée par

Les inconvénients de la transformée de Fourier et leur limitations

La transformée de Fourier ne nous permet pas une analyse du com-
portement local d'une fonction, cela représente un inconvénient majeur.
Cequi est du au fait qu’elles admettent ( les fonctions analysantes) des sup-
ports infinis. Et il est connu qu’il est nécessaire de connaitre 1’ensemble
des valeurs d’une fonction pour pouvoir calculer sa transformée de Fourier.
Aussi, cette derniere ne permet pas d’avoir une localisation temporelle du
contenu fréquentiel d'un signal. L’exemple de la Figure (1.1) représente un
signal a deux signaux de fonctions consécutives. La transformée de Fourier
de ce signal permet de retrouver ces deux fréquences, mais elle ne localise
pas temporellement le changement de régime dans le signal. Le second in-
convénient consiste dans la présence d’une coupure dans le signal qui affecte
le comportement de la transformée de Fourier pour toutes les fréquences.
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1.2

1.2. La transformée de Fourier a fenétre glissante

(b) “

FIGURE 1.1 — Limitations de la transformée de Fourier

Comment dépasser ces limitations

Pour résoudre ce probleme, on a ces deux points

e Idée de fenétre
La transformée de Fourier n’est pas idéale pour traiter un signal non
stationnaire. D’ou l'idée de couper le signal non stationnaire pour
restituer des signaux stationnaires dans un intervalle de temps. C’est
ce qu’on appelle une fenétre.

e Buts
— Déterminer les variations du signal.
— Traiter un signal au fur et a mesure.

D’ou l'introduction de représentations temps-fréquences. Par exemple la
transformée de Fourier a fenétre glissante dite de Gabor et qui représente
une réponse aux questions suivantes. Comment localiser un signal en temps
et en fréquence? A quelle variation peut-on s’attendre pour (t,w)?

La transformée de Fourier a fenétre glissante

Cette partie présente un type de transformée de Fourier bien connue
qui n’est autre que la transformée en ondelettes ainsi que ses applications.
L’avantage de cette transformée est qu’elle permet d’extraire a la fois les
informations temporelles (spatiales) et fréquentielles d'un signal donné. La
taille de la fenétre accordable lui permet d’effectuer une analyse multi-
résolution. Parmi les types de transformées en ondelettes, la transformée en

7



1. LES ONDELETTES

ondelettes de Gabor qui possede a la fois des propriétés mathématiques et
biologiques. Toutes deux importantes et ont été fréquemment utilisées dans
les recherches sur le traitement d’images.

Définition 6 On définie l’énergie d’une fonction ou d’un signal f par la

quantité

+oo
R CR

[e.9]

Proposition 1 B. Torrésani [38]
Si le signal est de absolument intégrable, alors il est d’énergie finie. Dans
ce cas on a

E =B (1.2)

ou Ez est l’énergie de la transformée de Fourier f de f.

Théoréme 5 (Le principe d’incertitude d’Heisenberg) (Voir C. K. Chui

[6])
Soit f € Ly(R) et telle que f et fsatisfont (1.2). Alors

J 1
O'fO']?_ 5
O1
s [ Saeriora)
Or—= — —
f Ef o
et
po +Oot|f(t)\2dt
-5/ ,

Preuve 5 Pour la démonstration, consultez l'ouvrage de Chui [6] .

8



1.2. La transformée de Fourier a fenétre glissante

Ce théoreme montre la grandeur inversée des supports de [ et de sa trans-
formée de Fourier f. C’est-a-dire que si le support de f est assez grand, celui
de f doit étre nécessairement assez petit et réciproquement. Ceci conduit
a des erreurs dans la reconstruction de la fonction f a partir de sa trans-
formée de Fourier. En 1946, Gabor a proposé d’utiliser une transformée de
Fourier a fenétre glissante pour résoudre le probleme de location de temps
de la transformée de Fourier. Cela consiste a calculer la transformée de Fou-
rier sur une partie du signal choisi en utilisant une fenétre temporelle bien
positionnée. Puis des translations consécutives de cette fenétre permettent
d’étudier localement le courbure temps-fréquence du signal. La transformée
de Gabor projette un signal sur les fonctions analysante du modele comme
suit
Gho(t) = et —b) weR

ou ¢ est une fenétre et b un nombre réel fixé.

Définition 7 Soit g € Ly(R) une fenétre. On appelle transformée de Fou-
rier o fenétre glissante (ou transformée de Gabor continue) d’un signal
[ € Ly(R), Uapplication G définies sur R? par

“+o00

Gyw,b) = f)G.(t)dl.

ot Gy, €St une fenétre gaborettes.

Si la fenétre g est d’énergie égale a 1 (cas de fenétres gaussiennes par
exemple), alors en intégrant la transformée de Gabor Gf(w,b) et en uti-
lisant le théoreme de Fubini, on obtient

+oo ~
/_ Gf(w,b)db = f(w).

[e.e]

Le Théoreme suivant donne la formule d’inversion qui permet comme il a
été présenter pour la transformée de Fourier, la connaissance de Gf(w,b)
pour toutes les valeurs de w et b permet de reconstruire la fonction f.

Théoréme 6 (Formule d’inversion) (Voir B. Torrésani [38])

Soit g € La(R). Alors tout signal f € Ly(R), on a en tout point de continuité

9
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tdef:

1 “+oo +oo
t) = —— Gr(w,b)gyp(t)dwdbd.
10 =g [ ) Gt vasty

Ou ||g||3 est la norme de la fonction g.

Preuve 6 Pour la démonstration se référer a B. Torrésani 1997 [38].

La transformée en ondelettes

Comme pour le cas des transformées de Fourier, celles de Gabor admet
des inconvénients comme la rigidité de la fenétre de fréquence de temps.
C’est-a-dire que la longueur de la fenétre reste invariable. Lorsque le signal
considéré est soumis a de fortes alternances, il y a un probleme de fluc-
tuation. En d’autres termes, la transformée de Gabor est imparfaite elle
s’applique ou juste convient, surtout a I’analyse simultanée des signaux de
tres haute fréquence et de tres basse fréquence. Le passage aux ondelettes
contourne le probleme de fluctuation. A I'origine elles ont été proposée
par J. Morlet [32], en se fondant sur le concept de d’échelle ou encore de
résolution. Cela se précisé par 'utilisation d’ondelettes pour bien locali-
ser, a la fois dans l'espace et dans le temps quelque soit l'intensité de la
fluctuation. Les espaces spectraux sont créés de facon interchangeable par
translation et dilatation. Les ondelettes sont identiques et ne varient que
dans leur taille. Ils s’adaptent parfaitement et automatiquement a la forme
et a la taille des éléments qu’ils recherchent. Elles sont tres larges pour
étudier les basses fréquences et tres fines pour étudier des composantes plus
provisoires. Cette procédure, développée par S. Mallat [29] et organisée par
I. Daubechies [7], est appelée multi-résolution.

Définition 8 (Voir R. Douas [12]) On appelle transformée en ondelette
réelle d’une fonction f € Lo(R) associée a une ondelette analysante v la

fonction
+00

Cf(a7 b) =< f7 7#a,b >= f(t)'@ba,b(t)dta

—00

10



1.3. La transformée en ondelettes

ou Y une ondelette et a,b deur nombres réels tels que a > 0 sont données

par
1 t—>
op(t) = — .
¢ ,b( ) \/E¢ ( a )
Rappelons que < .,. > est le produit scalaire dans Ly(R) donné par la

relation (1.1) sur l’espace R.

e . est londelette meére v translatée de b et dilatée de a (échelle) ou
contractée st a < 1. Quand l’échelle a augmenté. Le support de la

partie non nul augmente.

1
Ja

° est le coefficient multiplicateur que permet d’avoir une formule de

conservation de l’énergie du signal.

Comme la figure (1.2) le montre bien, la forme d’ondelette ne change

pas, elle est simplement étalée ou comprimée.

translation
-

g

-———

FIGURE 1.2 — Translation et dilatation des ondelettes
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Analyse temps - échelle

L’énergie de la fonction d’ondelette est généralement de un. Des fonc-
tions telles que le sinus et le cosinus ne peuvent pas étre utilisées comme
fonctions d’analyse, car elles ne vérifient pas cette condition en ayant une
énergie infinie. Il existe une exigence implicite selon laquelle, méme si elle a
une énergie finie, elle doit avoir une certaine énergie, de sorte que 'intégration
de la fonction doit étre plus grande que zéro. La deuxieme exigence est
connue sous le nom de condition d’admissibilité, elle stipule que la trans-
formée de Fourier de la fonction d’ondelettes ne peut pas avoir une compo-
sante de fréquence nulle.

Définition 9 (Voir R.Douas [12])
On appelle ondelette analysante ou ondelette mére, une fonction ) € Li(R)N

Ly(R), d’énergie Ey, =1 vérifiant
+o0 || 2
Kw = / de < 00,
o w

ou QZ est la transformée de Fourier de 1.

Si la fonction ¢ vérifie la condition suivante
¥(0) = 0.

On dit qu’elle vérifie la condition d’admissibilité. Cette derniere est imposée
aux fonctions de I'espace Lo(R).

Définition 10 Une fonction ¢ admet K moments nuls si pour tout p =

0,..,K—1,

+oo +oo
/ tPip(t)dt = 0 et / | 59 (t) | dt < +oo.
—0oQ —0o0

Dans un signal cette définition permet la détection la plus efficace des sin-
gularités. Ce qui signifie que si v a K moments nuls. Il est orthogonal a
tout polynome de degré K — 1. R

De plus, cette relation exprime le fait que v est une fonction oscillante infini-
ment amortie. C’est I'origine du nom de I'ondelette. On remarque aussi qu’il
y a une différence entre les propriétés de 'onde analytique et les propriétés
de la feneétre.

12



1.3. La transformée en ondelettes

1.3.2 Analyse multirésolution et base d’'ondelettes

On peut adapter la transformée en ondelettes dans le cas ou le si-
gnal est a support discret. Cette approximation est notamment utilisée
dans la compression de données numériques avec ou sans perte. Parmi les
différentes méthodes possibles. On présente les ondelettes a travers I'idée
de 'analyse multirésolution. Celle-ci consiste a définir une suite d’espaces
emboités {(V}), j € Z} de sorte qu’ a chaque emboitement, I’approximation
résultante d’une fonction f de Lo(R) sur cette espace est plus fiable. Pour
étre rigoureux, une analyse multirésolution, se définit comme suit

Définition 11 Analyse multi-résolution (Voir R. Douas [12])
On appelle analyse multi-résolution de Lo(R) une suite croissante M =

{Vi}jez de sous espaces fermés de Ly(R) telle que

1. les sous espaces V; sont emboités : V; C Vi pour tout j € Z.

2. UjeZ Vi = Ly(R) et ﬂjeZ Vi ={0}.
3. Vf € Ly(R),Vj €Z, f €V siet seulement si x — f(277x) appartient
a Vi1, c’est-a-dire, tous les espaces V; sont obtenus par la dilatation

des fonctions d’un espace unique ( par exemple V;).

4. 1l existe ¢, (appelée fonction d’échelle), telle que la famille {x
O(x — k) trez} soit une base orthonormée de V.
Cette propriété suppose l’existence d’une fonction qui permet de construire

la base de Vi par translation entiére.

Définition 12 (Base de Riesz)(Voir R. Douas [12])

Une famille (¢y : k € Z) C Ly(R) est une base de Riesz de Lo(R) si

1. Vf € Ly(R),3a € P(Z)? o étant unique tel que, f =", ; oy

2. I2(Z) est 'espace des suites complexes absolument sommables

13
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2. 0 < A< B < +o0, tels que pour tout f =73, , apdr € Ly(R),

2
AllalZ < Y lwl* < Bllall3,

keZ
ot ||allz est la norme usuelle dans Lo(7Z). Aussi, on obtient que la

norme de Lo(R) appliquée a f donne le méme résultat suivant

1£1l2 = (Zaf)é-

keZ

Par conséquent, cette définition dit qu’a chaque degré de résolution j, la
famille de fonctions {¢; s : ¥ — 29/2¢(2/x — k)} ez forme une base ortho-
normée de I'espace V; pour la norme Ly. Comme j appartient a Vj, qui est
inclus dans V. Il peut étre exprimé comme un groupe linéaire de {(¢y k) rez-
Autrement dit, il existe une suite de réels (cx)rez telle que

Vo e R, ¢(x) = ch¢(2x — k).

keZ

Cette relation, dite relation a deux échelles permet de développer des algo-
rithmes de décomposition ou de reconstruction rapide, dans un cadre d’ana-
lyse multi-boucles. La possibilité d’améliorer la connaissance d’une fonction
en augmentant le niveau de résolution sans recalculer tous les coefficients
associés est certainement tres utile.

On introduit les espaces de détails retenus pour passer d'une résolution
J a une résolution j + 1. Donc on ajoute des détails, compris dans I’espace
W; complémentaire de V; dans Vj;, pour tout j € Z. On a

Vi =V, Epw;.

Par cette définition, ainsi que par la définition (11) et pour tout n appar-
tenant a Z, l'espace Lo(R) vérifie

L(R) =V; P é; Wi

Il existe une fonction ¥ de sorte que {z +— ¥ (x — k)gez} soit une base
orthonormée de Wy. La fonction 1 est alors appelée ondelette mere.

14
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1.3. La transformée en ondelettes

Comme nous 'avons vu précédemment, a tous les niveaux de la résolution
j € Z,1afamille {1}, : ¥+ 29/%)(272 — k) } 4ez forme une base orthonormée
de I'espace W,. De méme, une relation a deux échelles peut étre établie
comme Wy est inclus dans V7, il existe une suite de réels (¢x)rez telle que

Ve e R ¢(x) = ch¢(2x — k).
keZ

L’ondelette de Haar est 'ondelette dite la plus simple et qui représente un
exemple d’analyse, créé par la fonction d’échelle ¢ = 1 et I'ondelette

Y =121 — Lo1/2

Approximations de fonctions

D’apres ce qui a été dit plus haut, on conclut que pour tout j' € Z et en
utilisant la décomposition de 'espace Ls(R), toute fonction f appartenant
a Lo(R) s’écrit comme suit

+00
F=Yapsbin+ D> Bistik,

kez j=j' kez

ot ajiy = [ fojret Biw= [ fjr

Définition 13 Une analyse multirésolution orthogonale est dite d’ordre K
st pour tout j € Z, le polynome P de degré inférieur a K — 1 appartient a

V;, peut s’écrire sous la forme suivante

P = Z Cng(bj’k.

k€EZ

L’ordre d’'une Analyse Multirésolution orthogonale est équivalent au nombre
de moments nuls de l'ondelette associée. L’intérét d'une décomposition
multi-échelle est que, contrairement a une décomposition dans une base
de Fourier, elle est localisée dans le temps et la fréquence. Les valeurs des
coefficients de détails sont faibles lorsque la fonction est réguliere, mais elles
deviennent élevées dans le voisinage des points de discontinuité.

On sait que l'ondelette de Haar, a un inconvénient majeur en n’ayant
qu’'un seul moment nul. Il est donc généralement préférable de prendre des
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ondelettes ayant un nombre élevé de moments nuls. Ainsi Daubechies (1992)
a fourni des ondelettes au nombres des moments nuls supérieurs a un autre
qui sera utilisé dans les applications. Une base des ondelettes peut étre
construite sur Lq([0,1]) par les fonctions périodiques ¢ et 1.

Définition 14 Soient ¢y, et 1y des ondelettes périodiques définies par

IEZ

et
e =Y Uz +1).
leZ

Alors, le couple (QE,T/N)) engendre une analyse multirésolution orthonormée
sur [0, 1].

Cette périodicité est un moyen évident de restreindre I’analyse multirésolution
a un intervalle, mais son principal inconvénient est que les problemes de dis-
continuités aux bords de I'intervalle en résultent.

Toute fonction f € Ly([0, 1]) peut alors se décomposer sous la forme

2i’ 1 +o0 291
F= amubir+ > Bisthin
k=0 j=jo k=0

avec oy, = [ fo et B = Ik f1, la restriction des indices k aux ensembles
{0,1,....,29 — 1} en raison de la périodicité des fonctions étudiées.

Exemples d'ondelettes

Il existe plusieurs types d’ondelettes dans la littérature. Le critere de
sélection de la meilleure ondelette reste a déterminer. Puisque dire qu’une
ondelette est meilleure que 'autre n’est pas possible car tout dépend de la
fonction ou de I'application a déterminer. Dans certains cas, I'ondelette la
plus simple dite de Haar sera optimale. Pour d’autres applications et apres
la présentation des différents types d’ondelettes. On abouti a dire que ce
sera le pire des choix possibles.

16



1.4.1

1.4.2

1.4. Exemples d’ondelettes

L'ondelette de Haar

Cette ondelette est définie par

-1 siz e 0,3
P(x) = 1 size ;1]
0 sinon
Et

1 size[0,1]
0 sinon '

o) = {
Leurs dilatées et translatées sont déterminées par
Bin(z) = V22$(2x — k) et V() = V2ip(2x — k).

Pour J > 0. La famille de Haar {¢; 1 }o<k<as U{¥jk}j>s0<k<2i €st une base
orthonormée de Lo([0, 1]).

D’apres la figure (1.3), on voit bien que cette ondelette est une fonction

B----4

||\|\|||||| lll!\llll\l
||\|\|||||| r||[\||||\|

(o] 1

FIGURE 1.3 — Ondelettes Haar

étagée discontinue. D’ou I'inconvénient de son utilisation.

Ondelette de Morlet
Cette ondelette est définie par
z2
(x) = cos(bt) exp 7 .

La représentation graphique de cette fonction est donnée par la figure (1.4).
Malheureusement, elle n’est pas normalisée et ne répond pas aux criteres
d’admissibilité. Cependant la valeur de 1(0) est de I'ordre de 105, donc on
peut la considérer comme presque nulle.
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Mo et VWawelet

1
o8 |
[
- ) 1
0.6 | |
o~ | | —
o.a P | | FAY
\ | 1
0.z \ | [
| \ | | \
— ! \ | 1 | W —
o — ‘x\ \ | | | Y // T
1 | 3
. | | ,
o=z}t - \ | | |
| | | |
\ | \ |
-O.4 \ f 1
1 ) 1
—0.8 [ Vo \
I|
—o.8 [
-1
—1 -3 -3 -1 o 1 = 3 El

FIGURE 1.4 — Ondelettes Morlet

Ondelette de Meyer

Comme l'ondelette de Haar, I'ondelette de Meyer est définie a I’aide de

b(x) = #Sm(%qﬁ@—il—l))em% si 2 <z < i
A-cos(50(58 — 1) exp? si 4 <z <5
avec
0 si z<0
p(r)={ = si 0<z<1
1 st z>1

La représentation graphique de cette fonction est donnée par la figure (1.5).

Keyer wavelksl

FIGURE 1.5 — Ondelettes Meyer
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1.4.4 Ondelette de Daubechies

L’ondelette de Daubechies est la plus célebre famille d’ondelettes or-
thonormales. Ses ondelettes sont généralement définies par le nombre de
coefficients non nuls ¢, = v/2h;, et des formules

$(27 ") = V2 hpp(27Pw — 1),

lEZ

pour la fonction échelle et

\/_Z )" h9(27 = 1),

leZ

pour 'ondelette mere.

db7 db8 dbg db10

FIGURE 1.6 — Ondelettes Daubechies

1.45 Ondelette de Symmlet

Les symmlets sont des ondelettes presque symétriques proposées par
Daubechies comme modifications de la famille db. Les propriétés des deux
familles d’ondelettes sont similaires. Voici les fonctions d’ondelettes meres.

Dans la suite, nous nous s’intéresserons aux variables aléatoires ainsi
que leurs mesures empirique (u,,). Donc tout ce qui a été dit plus haut sera
adapté aux espaces mesurables.
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sy‘m 5

sym6 sym7 sym8

FI1GURE 1.7 — Ondelettes Symmlet

Orthogonalisation empirique des polynomes par

morceaux
Soient X, ...., X, des variables aléatoires. Notons leurs différentes va-

leurs par xi, ..., x, et définissons un systeme orthonormé dans Ls(u,), en
orthonormant des polynomes par morceaux, c’est-a-dire

n'<n, {z,..,z,}={x1,..., 2.},

avec r1 < ... < &, et u, est la mesure empirique associer a Xq, ..., X,,.

)
I X
)
)

0 Ns e XK A . 4 e 1
A8
I S I } S S |
0o N N N, = X, b N 1
AL Aq
I > 1 i i 1
LI . o e Ny — Xa D A ey 1
Az AT ek AZ
I — } »c— } »c—1 } >c—1 /
0 W o My = N, . Wy 1
A3 A AR Al Aaf A AZ A

FIGURE 1.8 — Exemple pour la construction de P, (I € {0,1,2,3}).
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D’apres la figure (1.8), nous commencons par définir les partitions P!
de [0,1] (I € N) chaque P' se compose de 2" intervalles A, ..., A, _ . Selon
T1,..., Ty les partitions sont définie récursivement en fixant A) = [0, 1] et

PO = {Ap}.
Etant donné P! = {AL ..., AL Fet P = {AFH L ALY} qui est obtenue
par la subdivision de chaque intervalle Aé- en deux intervalles Algl, Aéﬁl,
de sorte que chacun de ces deux intervalles contiennent presque le méme
nombre de xq, ..., x,/, ¢’est-a-dire
Ay = AU A A 0 A, =

et

lcard{i : z; € Algl} —card{i : z; € AZ}AH <1
Cela est toujours possible parce que les zy, ..., z,s sont distincts.
En utilisant ces partitions imbriquées PY, PL, .... Nous définissons les espaces
imbriqués de polynémes par morceaux, notés par VM, VM .. ot M € N
représente le degré des polynomes.
Soit VM I’ensemble de tous les polynomes par morceaux de degré inférieur
ou égale & M par rapport a P!, c’est-a-dire

201 M

VM =S f(z) = Z ch,kxk.lAé_(x) tcir €ER

=0 k=0

La somme par rapport a j dépend de la partition et celle de k dépend du
dégré du polynome. 11 est évident que, VM C VM C VM C ... Nous allons
construire une base orthonormée pour (Vﬁ‘g s ()] 3) dans Ly (pin)-

Pour faire cela, nous décomposons d’abord Vl% en une somme ortho-
gonale d’espaces U}, ..., UM, ,_,, c’est-a-dire que nous construisons les
espaces orthogonales Ul]\fm, e Ul]\fl ol 1

l_ . , \
toutes les fonctions de la forme ij.zol fj avec f; € Ul]\—&/-ll,j soient égales a

VM. Donc tout f € VY peut étre écrite comme suit

avec la propriété que ’ensemble de

2l—1

f=Y [ ot fy=fly et feVih
j=0

Du fait que, les supports des fo, ..., for_; sont tous disjoints ceci implique
que ces fonctions sont orthogonales par rapport au produit scalaire. D’ou,

2l—1
M _ M M _ . M
Viii = @UHLj avec Ul+1,j = {flAg L fe Vi
j=0

log(n)
log 2

3. [logy(n)]partie entiére supérieure du nombre réel log,(n) =
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est la décomposition orthogonale de Vl%
Maintenant, soit B}, ; la base orthonormée

VZM N Ulj\fl,j = {flAg. 1 f € VIM}

M k .
= {Zk:o NN URNUISRNCI VS R}

Uz]‘fl,j = {flAg : Vl+1

c’est-a-dire que, B%u est la base d’ensemble de toutes les fonctions de
Ul]\fl,j qui sont orthogonales sur VM N UlAij une telle base orthonormée
peut étre calculée facilement. Supposer que g est un élément du complément
orthogonal de V;* N Ul]‘fu sur Ul]‘fw- donc g € Ul]‘fw- ce qui implique

sur

M
= Z Ck.fl:k].A12+1 + Z CrT 1Az+1 (z) (z €]0,1]) (1.3)
k=0

avec ¢y, ..., ¢, b, ..., by € R. En outre g est orthogonal & VM NUM, | ce qui
est équivalent a supposons que g est orthogonal a

g, @y, $M1A;,

par rapport a <,>, . Cela conduit a un systeme d’équation linéaire ho-
mogene pour les coefficients cy, ..., car, by, -..... ,byr de g. Par conséquent,
toutes les fonctions du complément orthogonal de VM N UM, sur Uf‘fl’j
peuvent étre calculées par la résolution d’un systeme d’équations linéaires
et la base orthonormé de ce complément orthogonal est obtenue par 1’ortho-
normalisation de la solution de ce systeme par rapport au produit scalaire
<, >,. Posons maintenant

M M
By, =B oU... U Bz+1 9l_1-

Donc il est facile de voir que Blj‘fl est une base orthonormé du complément
orthogonal de V™ sur V}}|. On choisit arbitrairement une base orthonormé
B} pour VM. Alors
M
B=ByuU..U Bnog ()] (1.4)

est une base orthonorméE de Vﬂog2 ()] SUr Lo (ptn).

Soit P une partition arbitraire de [0, 1] constituée d’intervalles. La principale
propriété du systeme orthonormé {f;},;—1, . x défini ci-dessus est que tout
polynome par morceaux de degré inférieur ou égale a M par rapport a P
peut étre représenté dans Lo(f,) par une combinaison linéaire de pas plus
que card(P) des f;. Pour mieux comprendre, le lemme suivant est donné.
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Lemme 1 (Voir L. Gyorfi [20])

Soit fi, ..., fx la famille de fonctions construite au dessus.

(a) Chaque f; est un polynome par morceaus de degré inférieur ou égale
a M par rapport a une partition constituée de quatre intervalles ou

moins.
(b) Soit P une partition finie de [0,1] constituée d’intervalles, et soit f un

polynome par morceaux de degré inférieur ou égale a M par rapport a

cette partition P. Alors il existe des coefficients cy, ...,cx € R tel que

K

f(X;) = chfj(Xi)avec i=1,...,n

J=1

et

card{j : ¢c; # 0} < (M + 1)([logy(n)] + 1).card(P)

< 2(M + 1)(log(n) + 1)card(P).
Tel que card représente le nombre d’élément d’un ensemble.

Preuve 7 Pour la démonstration, Nous renvoyons a l'ouvrage de L. Gyorfi

et al [20].
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2.1

CHAPITRE 2

REGRESSION NON PARAMETRIQUE

PAR M.C SUR LES ONDELETTES

Dans le présent chapitre, et en premier lieu, nous exposerons l'idée uti-
lisée pour estimer la fonction de régression, en générale. Ce qui revient a mi-
nimiser 'erreur d’approximation. Aussi, nous présenterons les criteres uti-
lisés pour choisir le meilleurs estimateurs pour des données completes. nous
présenterons ensuite le passage de 'estimation de la fonction de régression
par la méthode des moindres carrées sur un espace quelconque. Et enfin,
nous présenterons cette méthode pour la classe des fonctions ondelettes.

Analyse de régression et |'erreur Lo

Dans I’analyse de régression, un vecteur aléatoire (X, Y) & valeur R x R
avec E(Y?) < oo est pris en compte et la dépendance de Y sur la valeur
de X apporte des informations qui nous intéressent. Cette analyse se fait a
I’aide de 'optimisation d’une distance entre les observations et une fonction
objective ou théorique de cette étude. Plus précisément, le but est de trouver
une fonction f : R? — R telle que f(X) est une < bonne approximation
> de Y. Dans la suite, notre principal objectif est de minimiser I'erreur
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moyenne quadratique ou le risque Ly donné par
BIf(X) - Y] 2.1

Il est connu que la fonction optimale est d'une fonction de régression m :
R? — R, définies par I'espérance conditionnelle donnée par m(z) = E(Y|X =
x). En effet, pour f une fonction arbitraire (mesurable) sachant que X est
de distribution notée p, on a

E|f(X) - Y[" = E[f(X) - m(X) + m(X) = Y]
= E[f(X) —m(X)]* + E[m(X) - Y|*.

Nous obtenons,

BIACY) =Y = [ 17(0) = mi@)Pudo) + Blm(X) = VP (22)
Ici, la deuxieme équation découle de
E[(f(X)=m(X))(m(X) =Y)] = E[(f(X) = m(X)E ((m(X) - Y)|X)] =

Puisque l'intégrale a gauche de (2.2) est toujours non négative, (2.2) im-
plique que la fonction de régression est le prédicteur optimal en vue de
minimiser le risque Lo, donc on écrit
E[m*(X) =Y = min B[f(X) -V
fiR
En outre, toute fonction f est un bon prédicteur dans le sens ou son risque
L est proche de la valeur optimale, si et seulement si ’erreur Lo

[ 1) = m(a)Pu(aa)

est assez petite. Ceci motive a mesurer I'erreur causée par 'utilisation d’une
fonction f au lieu de la fonction de régression par 'erreur L.

La fonction de régression est utilisée pour la prédiction, de sorte que
son usage est commun dans de nombreux domaines de la vie et voila un
exemple dans le domaine de la finance.

Exemple 2.1 : Gestion des préts (Voir L. Gyorfi et al [20])

Une banque est intéressée par la prédiction du rendement ¥ d’'un pret ac-
cordé a un client. La banque dispose du profil X du client, ses antécédents
de crédit, ses actifs, sa profession, son revenu, son age, etc. Le rendement
prévu influe sur la décision d’admettre ou de refuser un prét ainsi que les
conditions du prét.
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2.1. Analyse de régression et l'erreur Lo

Concepts de I'estimation non paramétrique par MC et I'erreur Lo

Dans les applications, habituellement la distribution de (X,Y") (et donc
aussi la fonction de régression) est inconnue. Mais il est souvent possible
d’observer un échantillon de la distribution sous-jacente. Ceci mene au
probleme d’estimation de la régression. Ici (X1, Y)),(Xs, Ys),. .., (X, Yy)
sont des vecteurs aléatoires indépendants et distribués de facon identique
avec F(Y?) < co. Soit D,, 'ensemble des données défini par

Dn = {(Xh}/l)a (X27 }6)7 ceey (Xna Yn)}
L’objectif est de construire une estimation
mn(.) =my(.,, D) : R - R

de la fonction de régression telle que l'erreur Lo

[ ma@) = m(x) ()

est assez petite. Pour une introduction détaillée a la régression non pa-
ramétrique, nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage de L. Gyorfi et al. (2002)[20].
En général, les estimations ne sont pas égales a la fonction de régression.
Pour comparer différentes estimations, nous avons besoin d’un critere d’er-
reur qui mesure la différence entre la fonction de régression et I’estimateur
my,. Dans la littérature, plusieurs criteres d’erreur distincts sont utilisés.
Nous citons les plus utilises dans la littérature.
— Le premier critere est donné par

[ () = m(z)].

Il représente 1'erreur ponctuelle pour tout z € R
— Le second critere est donné par

[ mata) = m(a)Putao).
C

1l représente 'erreur L, oit C' est un compact de R En général, la
valeur utilisée dans la littérature est p = 2.

Un des points clés qu’on voudrait souligner est que la raison d’introduc-
tion de la fonction de régression conduit naturellement au critere d’erreur
Ly pour mesurer l'efficacité de I'estimateur de la fonction de régression.
Rappelons que m minimise le risque Lo dite approximation optimale. On
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2. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C SUR LES ONDELETTES

sait que pour montrer que l'estimateur m, vérifie la relation (2.2), il doit
s’écrire a ’aide des observations D,, comme suit

E{|m,(X) =Y |*|D,} = /Imn m(@)* p(dz) + Elm(X) - Y]*. (2.3)

Si fga |mn(z) —m(x)|*p(dz) tend vers zéro, alors le risque Ly de estimateur
m,, est proche de la valeur optimal.

Nous allons maintenant définir les modes de convergence des estimateurs
de régression que nous étudierons. La premiere est la plus faible propriété
qu’une estimation devrait avoir et que, & mesure que la taille de I’echan-
tillon augmente, elle devrait converger vers la quantité estimée, c’est-a-
dire que l'erreur de 'estimation devrait converger vers zéro pour une taille
de T’échantillon tendant vers l'infini. Les estimateurs qui admettent cette
propriété sont dits cohérents. Pour mesurer 'erreur d’une estimation de
régression, nous utiliserons 'erreur Ly donnée par

() — m(@)|* u(dz).

L’estimation m,, dépend de la donnée D,,, donc I'erreur Ly est une variable
aléatoire.

Rd

Définition 15

Soit {mp }nen une suite de v. a. estimateurs de la fonction de régression. On
dit que {my,}nen est faiblement consistante pour une certaine distribution
de (X,Y), si

lim E / i (2) — m(2) [2u(dz) = 0.

n—oo
Ce qui veut dire que la moyenne de ’erreur Lo tend vers zéro.
Définition 16

Soit {mp }nen une suite de v. a. estimateurs de la fonction de régression. On

dit que {my }nen est fortement consistante pour une certaine distribution de

(X,Y) si
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2.2. Estimation de la fonction de régression par la M.C

Définition 17
Une suite de v. a. d’estimateurs de la fonction de régression {my} est ap-
pelée faiblement (resp. fortement) consistante universellement si elle est fai-

blement (resp. fortement) consistante pour toutes les distributions de (X,Y")

avec BE(Y?) < oc.

Dans le domaine non paramétrique, I'utilisation de cette derniere définition
est importante du fait que la loi du couple (X, Y )est inconnue.

2.2 Estimation de la fonction de régression par la M.C

Dans cette partie, on utilise la méthode des moindres carrées pour
construire une fonction de régression non paramétrique, également appelée
modélisation globale. On étudie également la consistance de cet estimateur.

2.2.1 Construction de I'estimateur

L’idée de base pour construire une estimation de la fonction de régression
lorsque nous devons réduire l'erreur Ly de toutes les fonctions mesurables
de R a R, et que la fonction de régression m dépend de la loi du couple
(X,Y) est inconnue pour résoudre ce probleme est due a 'idée d’estimer le
risque de Lo par le risque empirique qui s’écrit

S - v

qui sera réduit au minimum. L’idée fondamentale de minimiser les risques
empiriques en contribuant a toutes les fonctions mesurables est déraisonnable.
Pour résoudre ce probleme, nous choisissons la catégorie de fonction F,,
qui dépend des données par la taille de ’échantillon. Donc, ces fonctions
réduisent le risque empirique sur F,,, et cela signifie que nous déterminons
un estimateur des moindres carrés m,, par

1 n
my(x) = arg min— f(X;) =Y 2.4
(x) g m n;l( ) — Y] (2.4)

29



2.2.2

2. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C SUR LES ONDELETTES

Dans la plus part des applications, F,, est définie comme l’ensemble des
combinaisons linéaires de fonctions de base. Donc le fait qu’elle soit uni-
formément bornée veut dire ici, que les coefficients de la combinaison linéaire
vérifiant des conditions plus faciles a utiliser. Dans le cas ou, on n’a pas be-
soin de la condition < uniformément bornée >, alors le calcul de la fonction
qui minimise le risque Lo est plus facile et on obtient comme estimateur la
fonction suivante

bd)ERd

d
Z|Y}—ajfj,n(Xi)|2: mf Z|Y b fin(X)P,  (2.5)
j=1

ol (fjn) sont des fonctions de baseet i = 1,...,n,j = 1,...,d. Dans ce cas la
solution de cette équation existe. Il reste a résoudre le systeme d’équations
pour avoir la fonction qui minimise le risque empirique Lo. Un exemple qui
assure l'existence de ce minimum se trouve dans L. Gyorfi et al [20].

Dans un théoréme de Kohler et autres [28]. Il a été démontré qu’une classe
de fonctions d’une forme série linéaire, donne un estimateur moindres carrés
consistant d’une maniere universellement forte sous certaines conditions et
d’une maniere universellement faible sous d’autres conditions.

Performances des estimateurs

Nous allons maintenant étudier la convergence de l'estimateur de la
fonction de régression. Nous avons besoin d'un estimateur qui converge
vers la quantité estimée lorsque la taille de ’échantillon devient suffisam-
ment grande. D’une autre maniere, 'erreur Lo devrait tendre vers zéro
lorsque I'estimateur de cette exigence est vérifié. On dit que I’estimation est
< consistante ». Puisque m,, dépend de la fonction de régression, nous uti-
liserons 'erreur Lo, qui est une variable aléatoire, pour mesurer la différence
de mesure dans ’estimation de la fonction de régression. Nous nous intéresse-
rons aussi a la convergence en moyenne et presque sure de cette variable
vers zéro.

La classe de fonctions F,, affecte I'erreur d’estimation de deux manieres.
Premierement, s’il n’est pas trop riche, le risque empirique se rapproche du
risque Ly de maniere uniforme sur F,,. Ainsi, 'erreur produite en minimisant
le risque empirique devient faible. En revanche, comme m,, est dans F,, il
ne peut pas dépasser en performance le meilleur choix dans F,,. Ceci est
formulé dans le lemme suivant.
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2.2. Estimation de la fonction de régression par la M.C

Lemme 2 (Voir L. Gyérfi et al [20])

Soit my,, un estimateur vérifiant la relation (2.4), alors

[ (@) = m(a)P ()

< 2sup [ 350, [F(X0) = YiP = B{(F(X) Y%
+inf [ 1f(2) — m(o)2p(de).
Preuve 8 D’aprés la formule (2.3) on a

J (@) — m(z) Pp(de) = E{i,(X) = Y *|D,} — Elm(X) - Y]?
- (E{|mn<x> ~YFID) - jf EIFCO) - V)
€Fn
+ ( inf E|f(X)-Y[]? —E|/m(X) — Y|2) .
fe€Fn
Selon ’équation (2.2), le deuxiéme terme du membre de droite de [’égalité

précédente est

it [ 1f(x) = m(a) (o).

feFn
1l reste le premier terme. On a
E{[m.(X) = Y[*|Dn} — inf BIf(X) - Y|?
€S n

= sup {E{|mn(X) - Y|2’Dn} - %Z?:1 |mn(Xz) - }/z|2
JEFR
o iy Ma(Xa) = Yil? = 5 300 [(XG) — Vil
+ 5 2 [f(X5) =Y —E[f(X) - Y*}.

De la définition de m,, il advient donc
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2. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C SUR LES ONDELETTES

Donc
E{Jin(X) = YPID.} — inf BF(X) - VP
eFn

< sup {E{|mn(X) - Y|2|Dn} - %Z?:l |mn(Xz) - Yz|2

fe€Fn

+ 5 X0 1F () = YiP — Elf(X) - Y}

1l en résulte que

B{lin(X) — YPID,} — inf BIF(X) — VP

< 2sup [ 10, £(0X) — ¥~ BIS(X) - V.

n

Cette derniere quantité est I’erreur d’estimation qui représente la différence
entre le risque Lo de l'estimateur et le meilleur risque Lo qui peut étre
obtenu dans la famille F,,. La quantité

in / (@) — m(e)Pu(de). (2.6)

feFn

Elle se traduit comme étant I'erreur d’approximation.
Il suffit donc de montrer que les deux erreurs tendent vers zéro, pour obtenir
un estimateur consistant.

Le choix d’une famille F,, pour avoir I'erreur d’approximation qui tend
vers zéro est assez simple. Il se traduit par le fait que [ JF,, est dense dans Ls.

n
Mais pour 'erreur d’estimation. Il est plus difficile de prouver la consistance
de cette estimation. Donc, il est plus facile d’avoir une fonction bornée d’ou
le choix de tronquer notre estimateur. C’est-a-dire que pour m,, défini par

1 n
Ny, € F, et — i (X;) = Y| = — Y
i € Fo et =D i (X) = Yif* = min- Z|f |

— JEFam
On tronque 71, pour obtenir m,, pour |Y| < B, p.s., comme suit
my(x) = Tp,m,(x).
Ou B, est une constante qui dépend de la taille de 1’échantillon.
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2.3

2.3.1

2.3. L’espace des ondelettes et I'estimateur M.C de la fonction de
régression

| 'espace des ondelettes et |'estimateur M.C de la

fonction de régression

Dans cette partie, nous nous s’intéressons a l’estimation des séries ortho-
gonales en utilisant les estimations des coefficients d’un développement en
série et cela pour la reconstitution de la fonction de régression. Plus parti-
culierement a ’estimation par des séries orthogonales non linéaires, ou 'on
applique une transformation non linéaire (seuil : terme déja rencontré au
chapitre précédent) aux coefficients estimés. Nous commengons notre étude
d’estimateurs par séries orthogonales en donnant la motivation d’utilisation
de ces estimations par ondelettes.

Par la suite, nous résumerons les notions vues au chapitre “Ondellettes”
mais en adaptant nos écritures pour faciliter la lecture.

Estimations en séries orthogonales

On introduit les estimateurs de séries orthogonales dans le contexte de
I’estimation de la fonction de régression avec un plan fixe équidistant. C’est
le domaine ou elles ont été appliquées avec le plus de succes. La on obtient
des données (z1, Y1), ..., (z,, Yy) selon le modele

Y = m(z;) + e, (2.7)

ou les z; sont des points fixes (non aléatoires) et équidistants sur [0, 1], les
variables €; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d), centrées et E(e?) < oc.

Supposons que m € Lg(A) ot A désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et
soit {f;}jen une base orthonormée dans La()), i.e.,

< fi fr >a= /fj(m)fk(m)dk(ﬂf) = 0jk, (J,k €N),
ou 0, représente le symbole delta de Kronecker.
Chaque fonction de Ly(\) peut étre bien approchée arbitrairement par des

combinaisons linéaires des {f;};en. Ensuite m peut étre représenté par sa
série de Fourier par apport a la base {f;};en

00 1
m = chfj ou c; =<m, fj >\= / m(x)f;(z)dx. (2.8)
j=1 0
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2. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C SUR LES ONDELETTES

Dans l'estimation en série orthogonale, nous utilisons les estimations des
coefficients du développement en série (2.8) pour reconstruire la fonction
de régression.

Nous avons aussi, 1, ..., z,, qui sont équidistants dans [0, 1]. Les coeffi-
cients c¢; peuvent étre estimés par

R .
&= ZYifj(:ci) (j eN). (2.9)
=1
D’aprés la formule (2.7)
R 1 &
G = > mlw) fi(w:) + - > (@),
=1 =1

ol, on voudrais bien que,

LYo maa) ~ [ m@pad =

et

1 < 1 <

- Z cifj(zi) = E {ﬁ Z Gifj(xi)} = 0.

i=1 i=1

La méthode traditionnelle est d’utiliser ces coefficients estimés pour construire
une estimation 1, de m. De tronquer le développement en série a un in-
dice K, puis a injecter (to plug in) les coefficients estimés ¢; pour obtenir
I’écriture de I'estimateur suivante

I
my =Y _éf;. (2.10)
j=1

Ici, nous essayons essaie de choisir K tel que I'ensemble des fonctions
{f1, s [z} est le “meilleur” parmi tous les sous-ensembles { f1}, { f1, f2},
{f1, fa, f5, ...} de {f;}jen en considerant I'erreur de 'estimation (2.10). Ceci
suppose implicitement que les informations les plus importantes sur m sont
contenues dans les premiers coefficients K. Donoho et Johnstone (1994)[9)]
ont proposé un moyen de surmonter cette hypothese. Il consiste a délimiter
les coefficients estimés, par exemple pour utiliser tous les coefficients dont
la valeur absolue est supérieure a un certain seuil 6,, (appelé seuillage dur).
Cela conduit a des estimations de la forme

K
m: = n.(c;) 5, (2.11)
j=1
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ol K est généralement beaucoup plus grand que K dans (2.10), 6, > 0 est

un seuil et
¢ silel >0,
c) = . 2.12
Mo, (€) {0 i |l <6, (2.12)

Comme nous le verrons dans la sous section (2.3.3), nous essayerons de
trouver le meilleur de tous les sous-ensembles de {fi, ..., fx} au vu de l'es-
timation (2.10).

Le choix le plus populaire pour le systeme orthogonal {f;};en sont les
soi-disant systemes d’ondelettes, ou les f; sont construites par la translation
d’une ondelette pere et par la translation et la dilatation d’une ondelette
mere. Pour ces systemes, le développement en série de la forme (2.8), donne
quelques coefficients non nuls pour de nombreuses fonctions. Ceci avec le
choix d'un sous-ensemble du systeme orthonormal par seuil dur.

Il conduit a des estimations qui atteignent un taux de convergence mini-
max presque optimal pour une variété d’espaces fonctionnels (par exemple,
Holder, Besov, etc.). En particulier, ces estimations peuvent s’adapter aux
irrégularités locales (par exemple, les sauts de discontinuités) de la fonction
de régression.

Motivées par le succes de ces estimations pour la régression par plan fixe,
des estimations similaires ont également été appliquées pour la régression
par plan aléatoire, ou l'on a des données i.i.d. (X1,Y)), ..., (X,,Y,). La dif-
ficulté a surmonter ici est de trouver une fagon raisonnable d’estimer les
coefficients ¢;. Si X est uniformément réparti sur [0, 1], alors on peut utili-

ser la méme estimation que pour les points équidistants et fixes 1, ....,x,
tel que
1 n
6= Zl Yifi(ws),
1=

puisque, dans ce cas,
E{¢;} = E{E{Y 1 f;(X1)[X1}} = E{m(X1)f;(X1)} = ¢;.

De toute évidence, il ne s’agit pas d’une estimation raisonnable si X
n’est pas réparti uniformément sur [0,1]. Dans ce cas, il a été suggéré
dans la littérature d’utiliser les données (X1, Y7), ..., (X,,, ¥,,) pour construire
de nouvelles données équidistantes (x1, Y1), ..., (z,, Yy), ou xq,...,x, sont
équidistants dans [0, 1] et Y; est une estimation de m(z;), puis on applique
(2.9) a ces nouvelles données. Les résultats concernant les taux de conver-
gence de ces estimations n’ont été calculés que dans I'hypothese ou X a
une densité par rapport a la mesure de Lebesgue-Borel, qui est délimitée
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a Uinfini par [0, 1]. Si cette hypothese est vraie, alors I'erreur Lo peut étre
limitée par des temps constants

/ [, (2) — m(2)|?d.
[0,1]

Le dernier terme peut étre exprimé comme la somme des carrés des coeffi-
cients de 'extension en série de m,,—m par rapport au systeme orthonormal
dans Ly(A). Par conséquent, si 'on estime correctement les coefficients du
développement en série de m, cela conduira automatiquement a des estima-
tions avec une petite erreur Ls. Ce n’est plus vrai si g n’est pas “proche”
de la distribution uniforme. On ignore ensuite si une estimation presque
correcte des coefficients conduit a une petite erreur Lo, parce que dans le
terme [ |, (x) — m)*p(dz), on intégre par rapport & p et non par rap-
port a A.

Nous allons maintenant traiter le cas ou la distribution d’échantillon est
quelconque, Nous appliquerons l'estimation de séries orthogonales empi-
riques donnée ci-dessous.

Estimations en Séries Orthogonales Empiriques

Si v n’est pas "proche” de la distribution uniforme, une approche na-
turelle consiste a estimer une expansion orthonormale de m en Lo(u). De
toute évidence, cela n’est pas possible car u (c’est-a-dire que la distribution
de X)) est inconnue dans une application. Ce que nous ferons par la suite est
d’utiliser un développement en série orthonormée de m dans Lo (p,) plutot
que dans Ls(\), ou p, est la mesure empirique de Xj, ..., X,,, c’est-a-dire

nl4) = -3 14(X) (A CR)

«

On appelle les estimations résultantes  estimations empiriques de séries

orthogonales 7.
Pour f,g:[0,1] — R définissons

< Fgmam S FXD(X) et |73 =< 1. f >0
=1

Nous décrirons une facon de construire un systéme orthonormé {f;};=1, .«
dans La(p,), c-a-d des fonctions fi, ..., fx qui satisfont

< fj,fk >n= 04k (],k’ = 1, ,K)
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Etant donné un systéme orthonormé, la meilleure approximation de m par
rapport a ||.||, par des fonctions du span{ fi, ..., fx} est donnée par

K n

Zijj ol c; =< 1m, fj >n= %Zm(Xz)f](Xz) (213)

j=1 i=1
Nous estimons les coefficients de (2.13) par

b= 1S v, @2.14)
=1

n -

Nous utiliserons ” le seuillage dur” pour construire I’estimateur de m suivant
K

my = n,(¢5) 15 (2.15)
j=1

ot §, > 0 est un seuillage et 7, est défini par (2.12). Finalement nous
tronquons 'estimateur a une hauteur [, indépendante des données, c¢’est-
a-dire que nous définissons ainsi

Bn st my,(x) > B,
mn(x) = (T, m,)(x) = < mu(z) st =B, <m,(z) < B, (2.16)
—Bn sl () < =P

ou B, >0et 3, = oo (n — 00).
Finalement, nous injectons par la suite, cet espace dans 'écriture de
I’estimateur de la fonction de régression par la méthode de moindres carrées.

Lien avec les estimations des moindres carrées

Donc en utilisant {f;},=1._x la famille de fonctions f; : R — R. Pour
J C {1,..., K} définissons F,, ; I'ensemble des combinaisons linéaires des
fonctions f;(j € J), c-a-d

J’-—n,J:{chfj:chR (jGJ)}. (2.17)

jeJ
Rappelons que l'estimateur des moindres carrés m,, ; de m sur F, ; est
défini par

1 — ] —
T, Fny et — Mg (X;) = Yil2 = min = X;) = Y% (2.18
M,y € Fuy € n;|m,J( ) =Yi|" = min Zlf( ) %, (2.18)

fe}—n,J n <
=1
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En utilisant (2.17), m,, ; peut étre réécrit comme suit

mn,J = Zc;fjv

jed

pour des ¢* = {c}}jcs € RV satisfaisant
S Be — Y3 = min = [Be - Y3 (2.19)
—[|Bc" — = min—|Bc — : .
n 27 RN 2

ou
B = (f;j(Xi))i<icnjes et Y = (Y1,..,Yn)".

On peut montrer que la formule (2.19) est équivalente a

1 1
—B'B¢ = —B'Y, (2.20)
n n

Elle est dite équation normale du probleme des moindres carrées.
Nous Considérons le cas ou {f;};=1.. x est une base orthonormé de
Ly(pn) qui vérifie

1
EBTB = (< fis e >n)jkes = (Ojker)-

Par conséquent la solution de (2.20) est donnée par

L1 .
G = ij(Xi)Y; (Vj € J). (2.21)
i=1
Soit 1’ensemble
J={je{l,.K}:|c| > 0.} (2.22)

qui représente les coefficients touchés par le seuillage dure 6,,. Ensuite, 1'es-
timation de série orthogonale m?, définie par (2.15) satisfaisant mj, = m? ;
et de mémes propriétés que l'estimateur de m sur F,_ ;. Alors le Seuillaé;e
dur peut étre considéré comme un moyen de choisir I'un des 2% estimateurs
des moindres carrés m?, ; (J C {1,..., K}).

Rappelons que nous avons montré dans le chapitre précédent que le systéme
(1.3) forme une base orthonormé de 'espace L. Ainsi, dans la suite, nous

étudions la consistance de notre estimateur induit par séries orthogonales.
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2.3.4 Efficacité

Pour simplifier on considere le cas ou X € [0,1] p.s. Il est facile de
modifier la définition de notre estimateur de facon a obtenir un estimateur
faiblement et fortement consistant universellement pour le cas uni-varié.
Soient a € (0, %), les fonctions f; et les coefficients ¢; définies précédemment.
Notons par (¢, f(1))s ---» (¢(k), fx)) la permutation de (¢, f1), ..., (Ck, fx)
avec

el = 1e] = - = el (2:23)
Définissons lestimateur m> par

min{K,|n'=*]}

mi = Z Ne,, (é(j))f(j). (2.24)

i=1

Cela garantit que m? soit une combinaison linéaire d’au plus n'~® des fonc-
tions f;. Et comme il a été déja donné, on peut montrer que (2.24) implique
que

mi =md ;. avec J*C{l,..,K}, (2.25)

n —

ott, J* satisfaisant |J*| < n'=. Et

1 < \
= Imi . (X0) = Yif? + pen, ()
=1

JCAL,...K}
|J|<nlfo<

. 1, 3 2
= - X)-Y; . , 2.2
min {n§1 im;, ;(Xi) = Yi|* + pen (J)} (2.26)

avec, pen,(J) = cn% (JCA{1,..K}) et ¢, >0.
Toutes ces modifications sur I'estimateur vont nous permettre de mon-
trer le théoréme suivant.
Théoréme 7 (cf théoréme 18.1 dans L. Gyorfi et al. [20])
Soient M € N fixé et m,, Uestimateur de m défini par (2.14),(2.16), (2.23),

(2.24), avec B,, =log(n) et 6, < W . Alors

/ jm2(x) — m(x)|2u(dx) . 0p.s.
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2. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C SUR LES ONDELETTES

Preuve 9 Soit L > 0, posons Yy, = T1Y, Y1 = TiYy, ...V, = TLY,.
Soit F,, l'ensemble de tous les polynomes par morceaux de degré inférieur
ou égale a M par rapport a une partition de [0, 1] constituée d’au plus 4n*=
intervalles, Soit Gy l'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égale a
M, soit P, une partition équidistante de [0, 1] dans [log(n)] (partie entiére
supérieure du nombre réel log(n)) intervalles, et notons Gy oP,, l'ensemble
de tous les polynomes par morceauxr de degré inférieur ou égale a M par

rapport a P,.

Nous avons également besoin des notations suivantes
kk
L7 = Tiogn(Fn)-

Fo =V € GuoPy|lflle <log(n)}.

Dans la premiere étape de la preuve, nous montrons que l’affirmation découle

de

fé%*/|f 2)2u(dz) = 0 (n — o0). (2.27)

Et pour tout L > 0,

sup

fels | n Z |F(X) = Yi,L|2 - E{|f(X) - YL|2} — 0 (n — o) p.s. (2.28)

Dans la deuziéme et troisiéme étape, nous allons prouver (2.27) et (2.28),
respectivement.

Supposons donc temporairement que (2.27) et (2.28) sont vrais. Comme

/Im (2)]*u(dz) = E{|my (X) = YD} — E{m(z) = Y],



2.3. L’espace des ondelettes et I'estimateur M.C de la fonction de
régression

il suffit de montrer
{E{m2(X) — YPID}}* — (B{m(x) - Y}* =0 p.s. (2.29)
Nous utilisons la décomposition
0 < {B{Im3(X) = YPIDu}} —{B{m(x) = Y[}

- ({Eﬂmi(X) CYPIDIYE - inf {BIF(X) —Y|2}%>

feryr

+ ( inf {E[f(X) - Y[2}? — {E|m(z) — Y|2}5) . (2.30)

fers:
Il résulte de (2.27) et de l'inégalité du triangle que le second terme de (2.30)

converge vers zéro. Donc pour (2.29) il suffit de montre que

1 1
lim sup ({E{\mi<x> —YPIDAH - int {BIF(X) - YL|2}2) <0ps.
Nn—00 SV

(2.31)
Dans la suite on considére d’une maniéere arbitraire L > 0 et sans perte de

généralité que log(n) > L. Alors
{E{m3(X) = YPID.}} — inf {EIf(X) - Y|}
eFyr

= sup (B{m,(X) — YPID.}} — (Bl - VP
< sup {{B{m2(X) = YFIDu}}* — {E{m2(X) - Vi D.}}}

1
2

HE{mA(X) - YiPIDa}H - {%Z 2 (X,) - m?}

N[
[NIES

1« 1«
S ESSEIRT W ED SR
i=1 =1
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2. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C SUR LES ONDELETTES

N

1 n 2 1 n
*{aZwm?L(Xi)—w} —{gZImﬂxi)—mQ}
i=1 i=1

1
2

N

+ {%Z m(X) - nﬁ} - {% > Ifex) - n|2}

1
2

+ {%Z (X)) — n|2} {%Z f(X) — Ym?}

+ {%Z | f(Xi) — Y;,L’Q} —{E[f(X) - YL|2}%

+ {EIf(X) - i} — {EIf(X) - V)3,

Nous donnons maintenant des limites supérieures aur termes de chaque
ligne du coté droit de la derniere inégalité.
Le deuxieme et septieme terme sont délimités ci-dessus par

n 3
sup {% Z | f(Xi) — Yi,L|2} —{BIf(X) - Y1233 |.
i=1

feLlyr

3

3 et md e Fo, g+ © Fn. Pour le troisieme

Remarquons que mfl = Tiog(m)m
terme, on voit que si x,y € R avec |y| < log(n) et z = Tjogmyx, alors
|z —y| < |x —y|. Par conséquent, le troisiéme terme n’est pas supérieur a
2€70.

Ensuite, nous allons borner le cinquieme terme. Posons f € Gy o P,.

Par définition de P, et le lemme (1), il existe J C {1,....,n} et f € F,, tels

que

f(Xy) =f(X;) (i=1,...n) et card] <2(M + 1)(log(n) + 1)
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Ceci, en plus (2.26), implique ce qui suit

1~ 3 1 <
— X)) Y- = X)) - Vi
w2 X =Y = D3 1) i

1 & 1 < -
= =D (X)) = Vil = =3 () - vip
=1 =1

< penn(j)

2(M + 1)(log(n) + 1)2.

< n6?

n

En utilisant ces limites supérieures et l'inégalité triangulaire pour les termes

restants, on obtient

{B{m}(X) = YPID,}} — inf {BIf(X) - Vi)

1 n 2
< 2AE|Y -V, }2 +2 {5 > Y- w} +2(M +1)6; (log(n) +1)°
1=1

1 n 2 B

+2 sup {—Z | f(Xi) — Y;,L|2} —{E[f(X) - YL|*}2|.
fecy |\ Mo

D’aprés (2.28), 0, < m et la loi forte des grands nombres, il en

résulte que

lim sup ({Eﬂmi(X) CYPIDY)

n—00

inf {B|f(X) YLP}%)

 eF
<ME|Y —Y.|*}7 ps.
Avec L — oo on obtient [’assertion.
Dans la seconde étape, nous montrons (2.27). Puisque la fonction m

peut étre approchée arbitrairement dans Lo(p) par des fonctions continuel-

lement différentiables. Nous pouvons supposer que m est continuellement
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2. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C SUR LES ONDELETTES

différentiable. Pour chaque A € P,. Nous choisissons quelques x4 € A et
posons f* =3 ,cp m(xa)la. Alors f € Gy o P, et pour n suffisamment
grand (c’est-a-dire pour n tel que ||m||s < log(n)), nous obtenons

inf / F(X) = m(a)Pu(dz) < sup |f* — m(x)[?

fers z€l0,1]

< — 0 (n— )
_10g2(n) (n = o0)

ot ¢ est une constante qui dépend de la premiére dérivée de m.

Dans la troisieme étape, nous allons montrer (2.28). Posons
Hy = {h :RxR = R : h(z,y) = |f(2)-Try|* ((z,y) € R*xR) pour f € L:*}.

Pour h € H,,, on a 0 < h(z,y) < 4log(n)? ((z,y) € R x R). En utilisant

la notion de nombre couvrant et le théoréme 9.1 de Gyorfi and al[20], on

conclut
1 n
P{SUP = IAXG) = Yirl = BIA(X) = Vi >t}
fecy |
1 n
—P{sup |- S h(X,Y) —ER(X,Y)| >t
{13000 - e >
<sed N (L xvyn) Vesp (-t (2.32)
= L\ T W) P o048 Tog (n)t ) '

Nous allons ensuite borner le nombre couvrant défini par (2.32). Observons

d’abord que st

hi(x,y) = 1£i(x) = Togmyl” ((z,y) € R xR),
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régression
pour certaines fonctions f; liées en valeur absolue par log(n) (j = 1,2),
alors
1 n
=D I (X0 YD) = ha(X0, V)|
i=1
1 n
= D A = TogmYi + fo(Xi) = Thogimpyi | 1/1(Xi) = fo(X0))
i=1
< 4log(n); 30, [ f1(X) = fa(X0)]
Ainsi
t t
— X, V)7 ) < — L X7 ). 2.
Nl (SaHm( ) )1> —M<3210g(n)a£n7 1> ( 33)

En utilisant la notion de dimension VC, les nombres de partitionnement,

le théoreme 9.4 et le lemme 13.1 dans Gydrfi et al [20], on obtient

t *k n
4 (g &)

Apl—a
1
SAnP e N (—’TO Y 721)
( ){Zl zlegf,lgn ! 3210g<n) log(n)¥YM> <1

.....

2V, +
1 Tlog(n)gM
< AL(P) {366+g(”)} a1

32log(n)

= A (P) { (2.34)

ot P est l'ensemble de toutes les partitions de [0,1] composées d’au plus

4Ant=2 intervalles. Ce qui implique
AL (P) < (n+ 4ntme)yn"

< (5n)* . (2.35)
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De plus, nous pouvons facilement conclure, de la définition de la dimension
VC, que

< Vg]—&,

VTlog(n)gz—f -

qui, avec le théoréme 9.5( Gyorfi et al [20] ), implique

Vioogt, < M+2. (2.36)
Il découle de (2.32) et (2.33) que,

sup >1
f€£**

B log? 8(M+2)nt—« 9
< 8(5n)™" 576e log™(n) exp [ — nt i |
t 20481og™(n)

anf ) = Yir —E[f(X) = Vi [

a partir de laquelle on obtient l'affirmation par une application du lemme

Borel-Cantelli, le résultat s’ensuit.
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3.1

CHAPITRE 3

ANALYSE DE SURVIE ET DONNEES

CENSUREES

Ce chapitre représente une synthese sur 'analyse de survie, en vue de
I'utilisation des données censurées. Nous,nous intéresserons spécialement
au passage entre l'estimation de la fonction de régression par les méthodes
des moindres carrés pour des données completes aux données censurées.
C’est l'introduction sur les données de survie et la censure avec ces types
distincts ainsi que I'estimation de la fonction de répartition et de son inverse
dans un modele de censure mixte ce qui est essentielle a la construction de
I’estimateur de notre travail.

La survie et le phénomene de censure

L’analyse de survie est une analyse de temps-a-événement. C’est-a-dire
lorsque le résultat d’intérét est le temps jusqu’a ce qu’un événement se pro-
duise. Les exemples de délais sont le temps qui s’écoule avant l'infection,
la réapparition d’'une maladie ou le rétablissement la santé en médecine, la
durée du chomage en économie, le temps qui s’écoule jusqu’a la défaillance
d’une partie de la machine ou bien la durée de vie des ampoules en génie.
Ainsi, I'analyse de survie fait partie des études de fiabilité dans ce cas. Elle
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3. ANALYSE DE SURVIE ET DONNEES CENSUREES

est habituellement utilisée pour étudier la durée de vie des composants in-
dustriels. Pour la fiabilité, les temps de survie sont habituellement appelés
temps de défaillance car la variable d’intérét est le temps pendant lequel un
composant fonctionne correctement avant qu’il ne tombe en panne.
L’analyse de survie consiste en des méthodes paramétriques, semi-param-
étriques et non paramétriques. Nous pouvons les utiliser pour estimer les
mesures les plus couramment utilisées dans les études de survie, les fonctions
de survie et de danger, les comparer a de différents groupes et évaluer la re-
lation entre les variables prédictives et le temps de survie dans la littérature.
Certaines distributions de probabilités statistiques décrivent assez bien les
temps de survie et les distributions les plus utilisées sont les distributions
exponentielles, Weibull, lognormal.

Un concept important dans ’analyse de survie est la censure. Les temps
de survie de certains individus peuvent ne pas étre completement observés
pour différentes raisons. Dans les sciences de la vie, cela peut se produire
lorsque I’étude de survie (p. ex., lessai clinique) prend fin avant que les
périodes de survie de tous les individus ne puissent étre observées. Ou
lorsqu’une personne abandonne I'étude, ou pour des études a long terme,
lorsque le patient est perdu pour un suivi. Dans le contexte industriel, tous
les composants ne sont pas tombés en panne avant la fin de I’étude de fia-
bilité. Dans de tels cas, I'individu survit au-dela du temps de ’étude et le
temps de survie exact est inconnu. Ceci est appelé censure a droite.

Au cours d’une étude de survie, on observe un échec de l'individu au

temps Y, ot 'observation sur cet individu cesse au temps R. Ensuite, 1'ob-
servation est min(Y, R) aussi une variable indicatrice ¢ indique si I'individu
est censuré ou non. Le calcul des fonctions de répartition ou de survie ou
tout autre doivent étre ajustées pour tenir compte de la censure.
Parmi les types de censure : La censure de type I, le chercheur détermine
le moment de la censure comme la fin de I’'étude. Quant au second type,
I’étude s’arréte une fois qu’un certain nombre d’événements préalablement
identifiés par I'expérimentateur se produisent. Une autre forme de censure
aléatoire est que la censure est hors du controle des chercheurs.

Estimation de la fonction de survie

L’objet d’intéret principal est la fonction de survie, appelée convention-
nellement S, qui est définie comme

Sit)=P(Y >1t),
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3.2. Estimation de la fonction de survie

ou t est le temps, Y est une variable aléatoire indiquant I'heure du déces par
exemple. Autrement dit, la fonction de survie est la probabilité que I'heure
du déces soit postérieure a une certaine période spécifiée t.
Généralement, on suppose S(0) = 1, bien qu’il pourrait étre inférieur a 1
s’il y a une possibilité de mort ou d’échec a 'instant ¢ = 0.

La fonction de survie est non croissante : S(u) < S(t) si u > t. Cette
propriété suit directement parce que Y > wu implique Y > t pour u > t.
Cela traduit I'idée selon laquelle la survie a un age avancé n’est possible
que si tous les jeunes sont atteints.

On suppose habituellement que la fonction de survie s’approche de zéro
S(t) — 0 lorsque t — 00 ).

Dans la sous section qui va suivre on s’intéresse a la construction de
'estimateur de Kaplan et Meier (1958), pour faciliter la compréhension, on
donne a la fin un petit exemple.

La méthode d'estimation de Kaplan-Meier

En se basant sur le fait que I'observation est censurée n’est pas liée a
la cause de 1’échec, Kaplan-Meier ont supposé que le temps de censure est
indépendant du temps de survie. Ils ont déduit un estimateur de la fonc-
tion de survie tres efficaces pour le cas de données censuré a droite et ’'ont
nommé estimateur produit limité vue son écriture.

Soit (Y1,...,Y,), n variables aléatoires indépendantes qui représentent les
durées d’intéréet, de fonction de répartition Fy et les temps de censure
Rq,..., R, qui sont indépendantes des fonction de répartition Fgr. Si le
modele est censuré a droite, on observe pas Y; mais la plus petite des deux
valeurs Z; = min(Y;, R;), ainsi que l'indicateur de censure §; équivaut a 1
si la durée d’intérét est observée et 0 si elle est censurée, i.e. §; = 1yy,<gr,}.
Pour cela la fonction de répartition Fy est estimée par I'estimateur fourni
par Kaplan- Meier [23], donné pour z < Z,) ou Zy,) = max{Zi,...,Z,}

par 5
Fo(z)=1-— H (M) 7

. No(Z;)

1:7;<z
avec Nyp(x) = Y " | 1{z,>, qui représente le nombre des données qui sont
supérieure a x. Si z > Z,), il existe plusieurs accords pour sélectionner
F,(z). Il est défini comme F),(Z,), ce qui implique un résultat indésirable
que F,, peut ne pas étre une fonction de répartition a linstant ot Z,)
est une donnée censurée. Cet estimateur présente des caractéristiques assez
semblables a celles de la fonction de répartition empirique, comme la conver-
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gence uniforme presque str de Stute, Winter et al [37, 43] et la normalité
asymptotique de Breslow et al [4, 19].

Exemple 2 (F.Bouhajera [3])

Un ensemble de données contenant les dossiers médicaur de 290 patients
souffrants d’insuffisance rénale, soit 100 femmes et 190 hommes agés de 40
a 95 ans. On s’intéresse a l'analyse du temps de survie de ces patients par
rapport a l’age. L’estimateur de Kaplan-Meyer (voir les figures (3.1) (b) et
(c)) a été utilisée pour étudier un modéle général de survie qui montrait des

taux de mortalité élevés au début, puis une décente graduelle jusqu’a la fin

9z
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FIGURE 3.1 — (b) Fonctions de survie pour les patients insuffisants rénaux.
(c) Fonctions de survie pour les hommes et les femmes souffrant d’insuffi-
sance rénale.

Dans ce qui suit, nous, nous sommes intéressés a injecter l'estimation de
Kaplan-Meyer dans le cas de données censurées mixtes parce que cette
nouvelle estimation va interférer avec I’expression de nos estimateurs.
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3.3.1

3.3.2

3.3. Estimation de la fonction de survie dans un modele de censure mixte

Estimation de la fonction de survie dans un modele de

censure mixte

Quand la censure a droite et la censure a gauche sont présentes sur un
méme échantillon conjointement, on se retrouve avec un modele de censure
mixte.

Définition de la censure mixte

Notons par R la variable de censure a droite et L la variable de censure
a gauche. Ce modele est noté modele I dans Patilea and Rolin (2006) [36],
ou on étudie un échantillon du couple (Z, A) avec la variable observée Z =
max(min(Y, R), L) et I'indicateur de censure est donné par

0 si L<Y <R
A= 1 si L<R<Y
2 si min(Y,R)<L

Pour ce type de données Kebabi laroussi et Messaci (2011) [24] donnent un
estimateur de la fonction de régression par la méme méthode en se basant
sur des données censurées mixtes. Elles obtiennent sa convergence presque
stire.

Fonction de survie et son estimateur en présence de censure

mixte

Soient Y, L et R des variables aléatoires positives indépendantes, de
fonctions de répartition Fy, Fj, et Fg, et des fonctions de survie respecti-
vement Sy, Sp et Sg, ou Y c’est la durée d’intérét L la durée de censure a
gauche et R la durée de censure a droite. Dans le modele I de Patiléa et Ro-
lin [36], rappelons qu’au lieu d’étudier un échantillon de Y nous disposons
seulement d'un échantillon du couple (Z, A) ou Z = max(min(Y, R), L) et

0 siL<Y <R
A=<{1 siL<R<Y
2 si min(Y,R) <L
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Nous pouvons définir la fonction de répartition F; de Z, comme suit :
oo 17 (1) o

FPO)=P(Z<t,A=k), pourk=0,12.

Lorsque R~ (t) la limite de R a gauche de t existe, pour toute application
R de R dans R, ces fonctions s’écrivent

FO(t) = / Fi (u) iy () dFy (u),
FO(t) = / Fy (u)Sx (1) dFp (1),

FO() = /0 {1 = S (u)Sn(u)} dFy(u).

Nous considérons que Y = min(X, R) et L dans un modele de censure a
gauche sont d’estimer la fonction de répartition de Y. Ensuite, nous utili-
serons pour estimer la fonction de répartition de la variable d’intérét X en
utilisant un modele de censure a droite.

Pour obtenir I'estimateur de la fonction de survie Sx. En remplacant les
fonctions de Féo), Fg) et Fg) par leurs estimateurs empiriques, comme suit

~ / ! D
Su(Z) =1-F.(2Z) =[] {1 - ﬁ%VH}

1<I<j

ou les valeurs (Z})1<j<n sont distinctes des Z; dans l'ordre croissant, et

Dij= Y lgz—za-iy, Ni= ) Lliz<z),

1<i<n 1<i<n

D
Uj,lzn‘H {1—%}
J<ISM
pour 0 <[l <2et1<j5< M.

Si L = 0, ¢’est-a-dire pas de censure a gauche, S, devient estimateur de
Kaplan-Meier qui lui devient le complément a 1 de la fonction de répartition
empirique si R = oo (pas de censure).

Patiléa et Rolin [36] qui ont présenté cet estimateur et démontré la
convergence uniforme presque sur et la convergence comme un processus
vers un gaussien dans les conditions d’identifiabilité du modele.

Notons que S, plus interfere avec la place dans les expressions d’estimées
de la fonction de régression, avec un devoir de faire une exigence nécessaire
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et suffisante pour s’annulé.

S.(Zp) = 11 {1-%}. (3.1)

1<i<j

Cet estimateur est proposé par Patilea et Rolin [36]. En inversant le temps
dans I'estimateur de Kaplan-Meir. Nous pouvons actualiser I'estimateur de
F,, de F, (cas de la censure a gauche) qui fournissait par

Ezhy= 1] {1-@} (3.2)

j<i<M

En utilisant les deux hypotheses H; et Hs, on a

sup |S,(t) — Sg(t)] — 0 p.s. (3.3)
teR+ n—roo

Voir Patilea et Rolin [36]. On a aussi
sup |F(t) — F(t)] — 0 p.s. (3.4)
teR+ n—00

D’apres 'hypothese Hs. Nous trouvons que
Sr(T) > 0et Fr(I) > 0. (3.5)

Et a l'aide des équations (3.3)—(3.5) et pour n assez grand. Nous déduisons
que

S.(T) > 0et E,(I) >0 p.s. (3.6)
Lemme 3 i) Une exigence nécessaire et adéquate Sn(leco) = 0 pour la

premiere fois et reste nul est que Doy, # 0, Digy = 0 et Vj >

ko,DoJ = Dl,j =0 s ]{IO 7& M.

ii) S, s’annule pour la premiére fois en Zy, si et seulement si Do # 0 et

Dl,M — 0
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Preuve 10 i) La premiére étape est de montrer que pour tout k : 0 < k <
M —1, on a

U, > Ny (3.7)

On sait que

(Nk+1 - DQ,(k+1)> <Nk+2 — DZ,(k+2)) (NM - D2,M)
Uk =n . e e — i

Nit1 Nigyo N
_ (Nk + Do, (k+1) + Dl,(k+1)) o (NMQ + Do,(p—1) + Dl,(M—l))
Ni11 N

X (Np—1 4+ Dot + Dim)

Ni Ny—o
X e X
Nit1 Ny

>

X NMfl = Nk

S’il existe j tel que j > k avec Dy ; # 0 ou Dy ; # 0 alors Uy > Nj,.

ii) Soit ko le premier k pour lequel Sn(Z,’C) =0 tel que Doy = Ug—1 — Nj_1.
On a

Dok, #0 et Doy = Ukg—1 — Niy—1. (3.8)

Par ailleurs

ng D2M D2k
U, = 1—==")...(1- : =(1-— )V U (3.9
fod n( N, ) ( NM) ( Nko) - (3:9)

0

D’apreés (3.8) et (3.9), il vient

N, — D
Do,k‘o + Nk‘o—l - ( ko 27k0) Uko

Nk,
Nk‘o—l + D07k‘0 + Dl,k()
= Uke-
N,
Et selon (3.7), nous devons avoir Dy, = 0, donc Ug,—n, alors

DO,ko # 0, Dl,ko =0 et Vj > kO;-Dl,j = D(),j =0, (au—deld de ko,
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3.3. Estimation de la fonction de survie dans un modele de censure mixte

ce qui montre que l’exigence énoncée est nécessaire. Supposons que
Dy =0, Dog, # 0 et V5 > ko,D1; = Dy; = 0, et montrons que

A

Su(Zy,) =0. On a

Ue i =n (Nko — D2,k0) (Nko+1 — Dz,(k0+1)> (NM — DQ,M>
o1 =

Nk‘o Nk0+1 NM
. (Nk:o—l +Do,k0) < N, ) <NM—1>
N, Nig+1 Nu
= Niy—1 + Do iy

avec Doy, # 0, ot Sn(Z,’go) = 0.

Autrement dit, si la premiere donnée est censurée a gauche le dénominateur
sera indéfini et de méme si la derniere donnée est censurée a droite.
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CHAPITRE 4

REGRESSION NON PARAMETRIQUE

PAR M.C DANS UN MODELE DE
CENSURE MIXTE SUR LES

ONDELETTES

Ce chapitre représente une combinaison et une synthese de tout ce qui a
été dit dans les chapitres précédents. A, cause de la lourdeur des notations
et de leur masse importante, nous avons trouvé intéressant de réécrire les
notations utilisées précédemment pour mieux facilité la lecture. C’est-a-
dire que nous avons introduit un estimateur de la fonction de régression
des moindres carrés pour Y censuré a droite par R et min(Y, R) censurée
a gauche par L comme il a été défini dans le chapitre 3. Il est basé sur
des idées dérivées du contexte d’estimations par ondelettes et est construit
par un seuillage dur des estimateurs des coefficients d’un développement
en série de la fonction de régression. Nous avons établi la convergence en
norme Lo et cela, en donnant suffisamment de criteres pour la cohérence
de cet estimateur. Le résultat montre que notre estimateur est capable
de s’adapter a la régularité locale de la fonction de régression et de la
distribution associées.
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4. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C DANS UN MODELE DE
CENSURE MIXTE SUR LES ONDELETTES

4.1 Principe de I'estimation et hypotheses

Soit Y un vecteur aléatoire prenant des valeurs dans R et soit X une
variable aléatoire de RY. Posons R et L des variables aléatoires positives de
censure. Plus précisément, 'objectif est de trouver une fonction f : R* — R
telle que f(X) soit une “bonne approximation” de Y.

4.1.1 Modele

Nous introduisons des estimations orthogonales en série de m(z) =
E(Y|X = z) en fonction de I'échantillon formé d’observations iid D, =
{Xi, Z; = max(min(Y;, R;), L;), A;} de méme loi que (X,Z,A) ou Z =
max(min(Y, R), L) et

0 si L<Y<R
A= 1 si L<R<Y
2 si min(Y,R)<L

En effet, soit f : R? — R une fonction mesurable. Nous dénoterons la
distribution de X par p aurons alors

E|f(X) - Y[ = E[f(X) = m(X) + m(X) = Y]
= E[f(X) = m(X)]* + E[m(X) - Y|*.

Finalement, nous obtient

E[f(X) - Y["=E[m(X) - Y|* + / |f(x) — m(z)*u(dz).

Par la suite, nous noterons la fonction de répartition de la variable aléatoire
V par Fy et sa fonction de survie par Sy = 1 — Fy et

Ty =sup{t: Fy(t) <1} et Iy = inf{t : Fy(t) # 0},

ou Ty et I, sont les points terminaux du support de la variable V.
Supposons que les variables X,Y, R et L vérifient les hypotheses suivantes

Hy: Y, R et L sont indépendantes.

H, : (L, R) est indépendant de (X,Y).

Hs;: 3T <Tret I >1Iptel que, Vn e N,Vi(1<i<n):A;=0=1<Z7<Tps.
Hy: Fy, est continue sur |0, oof,

Hs : T <Ty <Tp <owest Iy <Ij <Ip.
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4.1.2

4.1. Principe de I'estimation et hypotheses

H; est une hypothese implicite au modele de Patilea et Rolin [36]. L’hy-
pothese Hiz nous semble acceptable car I < Z; < T lorsque A; = 0. L’hy-
pothese Hy garantit notamment que le modele est identifiable.

Soit h une application de R? x R — R, nous proposons comme estimateur
sans biais de E(h(X,Y")) la quantité

Zl{A AT A X“Z(> 7 (4.1)

Le probleme est que les fonctions Sk et Fp, sont généralement inconnues,
nous les remplacerons respectivement par leurs estimateurs.

Nous poserons (Z})i1<j<n, (M < n) les valeurs distinctes de Z; classées par
ordre croissant.

Estimation et propriétés

Posons

Dij = > Vz=z,a=k}, €t Nj =3 Lz<zy,
i=1 i=1
Patilea et Rolin [36] proposent d’estimer Sk par

S0 =TI {1-%} et Uy =n [ {1—@}. (4.2)

j/Zi<t = F<IKM

Nous pouvons en déduire ’estimateur E, a partir de F, si en inversant le
temps dans I'estimateur de Kaplan-Meir (cas de la censure a gauche) donné

- B =11 {1‘%} "

s 7l
ilzi>t

Sous les hypotheses Hy et Hs. Il a été prouvé par Patilea et Rolin [36] que

sup S, (t) — Sg(t)] — 0 p.s, (4.4)
teR+ n——00

et X
sup |Fn(t) — Fr(t)] — 0 p.s. (4.5)
teR+ n—>0

Remarquons que I'’hypothese Hs implique que
Sr(T) > 0et Fr(I) > 0. (4.6)
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4.1.3

4. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C DANS UN MODELE DE
CENSURE MIXTE SUR LES ONDELETTES

Sous les équations (4.4),(4.5) et (4.6) ; en déduit que, pour n est assez grand
Snp(T) > 0 et F,(I) >0 p.s.

SiY est entierement observé, 'estimateur de la fonction de régression par
les moindres carrés est obtenu en réduisant le risque empirique de Ly et est
donné par
1 n
arg min—> [ f(X;) — il
gm n; i)=Y
ou JF, est une classe de fonctions dépendantes de la taille de 1’échantillon

n. Ainsi, selon la relation h et apres avoir estimé Sy et F, 'estimateur des
moindres carrés de m(z) est donné par

~ RS f(Xi) = Zi* (0 )
m, =argmin— » lgy_ao=——"7"——|(=:=0]. 4.7
eI N PATAEARC 4D

Fn est la classe des fonctions ondelettes données par la suite. Nous savons
que Sn(ZZ) ne s’annule pas dans Uexpression de m, si 4; = 0, Il est facile
de vérifier que Fn(ZZ) ne s’annule pas non plus si A; = 0. Mais comme
Y est bornée, Nous allons I'imposer a notre estimateur et pour cela nous
réintroduisons la notation d’application de troncature. Pour 0 < ¢t < oo et
x € R, définissons

t six>t
Tog(z) =qx si0<z<t.
0 sixz<O

Ainsi pour f: R* — R, définissons (Tjo4f)(x) = Tjo4(f(z)). Nous pouvons
aussi réutiliser le fait que cette application vérifie la relation suivante.

Vb > a, |Tioy(x) —Tioq(x)| < (b—a). (4.8)

Y étant bornée pour M, = max(Zy,...,7Z,) avec M, —>+ T, p.s. Nous
n—-+0oo

proposons enfin comme estimateur de m(x)

My () = Tio, a1, (M (). (4.9)

Bases d'ondelettes

Nous introduisons I'estimation orthogonale en série dans le contexte de
I’estimation de la fonction de régression avec un plan fixe et équidistant, qui
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4.1. Principe de I'estimation et hypotheses

est le domaine dans lequel elles ont été appliquées avec le plus de succes.
Soit les données (x1,Y1),...., (zn,Y,) selon le modele Y; = m(x;) + &; ou
x; sont des points fixes (non aléatoires) et équidistants [0, 1]. Les variables
€; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(iid), centrées et E(e?) < co. m une fonction de régression m : [0,1] — R.
Supposons que m € Lo(p) ot p est la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et que
(fj)jen soit une base orthonormale dans Lo(p), ¢’est-a-dire

ot = [ Hponan = )% 9=

Chaque fonction de Ls(p) peut étre approximée arbitrairement par des com-
binaisons linéaires de (f;),en. Alors m représentée par son développement
en série par rapport a (f;) en

m = chfj ol ¢; = (M, [5) Lo(u) = /m(:c)fj(x)ﬂ(dx). (4.10)

Dans l'estimation en série orthogonale. Nous utilisons des estimations de
coefficients de croissance en série (4.1) pour reconstruire la fonction de
régression.

Dans le modele Y; = m(x;) +¢; , ot x4, ..., z, sont équidistants dans [0, 1].
Les coefficients ¢; peuvent étre estimés par

I .
¢ ==Y Yifij(x:),j €N, (4.11)
i=1

n -

La méthode traditionnelle d'utilisation de ces coefficients estimés pour const-
ruire une estimation m,, de m est de tronquer le développement en série a
un indice K et d’injecter les coefficients estimés.

K
j=1
Ici, nous essayons de choisir K tel que Pensemble des fonctions {fis s [}

est le "meilleur” parmi tous les sous-ensembles {f1}, {f1, fo}, {f1, fa-rrerre }
de {f;};en en considérons l'erreur de l'estimation (4.7). Cela suppose im-
plicitement que les informations les plus importantes sur m sont contenues
dans les premiers coefficients K du développement en série (4.1).

Donoho et John-stone [9] ont proposé un moyen de surmonter cette hy-
pothese. Cela consiste a seuiller les coefficients estimés. Par exemple, on
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4. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C DANS UN MODELE DE
CENSURE MIXTE SUR LES ONDELETTES

utilise tous les coefficients dont la valeur absolue est supérieure a un seuil
0,, (revoir l'indice appelé seuillage dur). Cela conduit a des estimations de
la forme

K
me = 10,(¢) 15,
j=1
ol K est généralement beaucoup plus grand que K dans (4.12), 6, > 0 est

un seuil et
no. (65) = ¢ s |é;| > 6, '
ni o si ¢l <4,
Nous tronquons l'estimation a une hauteur indépendante des données B,
c’est-a -dire que nous définissons

B,  sifn(x)> B,
() = Tp,Mn(2) =  Mn(x) si — By < mn(z) < By,  (4.13)
—-B, sim,(r) < -8B,

ou B, >0et B, = oo (n — 00).

Dans cette partie nous étudions la consistance de notre estimateur de séries
orthogonales. Pour simplifier nous allons considérer le cas ou X € [0; 1] p.s.
Il est facile de modifier la définition de notre estimateur de facon a obtenir
un estimateur faiblement et fortement consistant universellement pour 1'uni-
varié X. Pour montrer la consistance forte de notre estimateur nous avons
besoin d’appliquer des modifications sur sa définition. Soit « € (0, %) Soient,
les fonctions f; et les coeflicients ¢; définies dans les sections (1.5) et (4.1).
Notons par (¢(1y; f1))s - (€x); fxy) la permutation de (¢1, f1), ..., (ck, fk)
avec

] > (6ol > o > [, (4.14)
Définissons I'estimateur m? par

min{k,nll—2l}

mi= > ()] (4.15)

J=1

Cela garantit que m> et une combinaison linéaire de non plus que n'~® des
fonctions f;. Et comme dans E|f(X) - Y]? = Ejm(X) = Y|* + [|f(z) —
m(x)|*u(dr) on peut montrer que

m) =m j.avec J* C {1, ... , K} ot J* satisfaisant cardJ* < n'~?.

n —
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4.2

4.2. Résultats

Enfin, Nous combinons la notation des deux estimations pour obtenir comme
estimation de m,, les formules suivantes m? et m, avec T, < B,, = log(n).
Nous aurons également besoin des notations suivantes

L5, =T, (Fn),

et
Fo={9:3f €GuoPng="Tor,f}

Ou F,, 'ensemble de tous les polynomes par morceaux de degré inférieur
ou égal & M par rapport & une partition de [0, 1] constituée d’au plus 4n'~
intervalles et Gy; I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égale a M,
nous aurons P,, une partition équidistante de [0, 1] dans [log(n)] intervalles
et notée Gy; o P,, I'ensemble de tous les polynomes par morceaux de degré
inférieur ou égale a M par rapport a P,.

L’ensemble des graphes de fonctions dans G, et dont V7 désigne la dimen-
sion V.C. Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant
relatif a la convergence de l'estimateur m, proposé. Référence peut étre
faite au supplément pour quelques définitions et résultats, sur la théorie de
Vapnik-Chervonenkis utilisée dans ce travail.

Résultats

Théoréme 8 (R. Douas et al [15])

Sous les hypotheses Hy - Hy, soit M € N fizé, et soit m, [’estimateur

de m défini par (4.11), (4.13) ,(4.14),(4.15), avec T, < B, = log(n) et

1
On < Thogumray - Then

[ male) = i) o) 5 0 ps.

Lemme 4 Nous définissons la quantité my(x) = Ty, (mn(z)) et d’aprés
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4.2.1

4. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C DANS UN MODELE DE
CENSURE MIXTE SUR LES ONDELETTES

les relations (4.2), (4.3), on a

/ 1 (2) — m()? ) (4.16)
(X)) — Z|)? 2
< 2fs€u£p* ZI{AZ_O} (Z)F (Z) - E|f(X)-Y]|

+ no22(M + 1)—(509( T)L )

+int [ 1) — (@) ().

ferF:

Le lemme précédent sera utilisé pour établir notre résultat principal.

Preuve

En premier lieu, le théoreme est prouvé si et seulement si
/|mn — m(z)|* p(d) T Ops. :*/!mn ) —m(z)|]’ u(dz) — 0ps.
n—oo

En effet, selon la relation (4.8), on a |m,(z) — m,(z)]* < [Ty, — M,| ce qui
implique que [yq [ma(2) — mu(2)” < (T, — M,,)? — 0 p.s. puisque par Hs
nous avons lim M, = Ty p.s, (voir K. Kebabi et al [24]). D’abord, nous

n—-+oo
démontrons le lemme 4, et enfin, nous démonterons le théoreme.

Preuve lemme 4
D’abord nous savons que

[ ) = el utde) = { Bma(X) = YD) ~ ing ELFC6) - VT
+{ g B176) - VP - Bl - v

feF;

De plus, la fonction de régression vérifie

nf BIFC) =Y = Ejm(o) - Y = int [ 17(0) = m(o)]* ().
(4.17)
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4.2. Résultats

D’un autre coté
_ 2 . 2
E (Ima(X) = Y[ [D,) — inf E|f(X) - Y

= sup { B (Ima(X) = Y[*[Dn) = E(If(X) =Y |D)}

feFs
- s { B0 ¥R - e
A s

ou les (9, ; sont expliqués ci-dessous pour tous les ¢,1 < ¢ < 4.

— Comme m € F,, ,m,, € F; et Fr C L}, il est clair que

Qn,l = sup { E (|T?Ln(X) — Y|2 |'D ) — —Zl{A =0} ‘;:LL’“L(ZX)I)%( |)}

fers;
S Sup 1 A= ‘f(X) — F f
sp [1551 0o £ - E11) -
et
Qui= sup {31000 YSZE — |73 - v
feFx i=1
< sup Lia— YX)-zP _ @ f V|2
fecx ;{ 0} 3.2 Fu(2:) /(X)) =Y

— Comme m,,(X;) < Ty et Z; < T, p.s. nous obtenons 1{4,—gy |7, (X;)—
Zi| > a0y |mn(X5) — Zi], ce qui implique

[ (X5) Zl_l M (X;) — Zif°
@na = Z“ ARV e ‘” Z>F<Z> =

— Comme F! C F** du fait que T}, < log(n) et fixer un f dans G, 0P,,.
Selon la définition de P,, et le lemme 18.1 dans L. Gyorfi et al
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4. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C DANS UN MODELE DE
CENSURE MIXTE SUR LES ONDELETTES

[20] existe J C {1,....... ,n} et f € F,j tel que f(X;) = f(X;) et
cardJ < 2(M + 1)(log(n) + 1)?, ce qui implique

1 Imn(Xi)=Zil" 1 Xi)—Zi[*
21{‘4 =0} 3, (Z0) Fn( Z) Z {Az—o}sn(z VEn(Z:)

o \mnX _1 |f(X
__Zl{A =0} Z)FnZ) Zl Ai=0}7g Z)Fn( 3)

< nb22(M + 1)%.

D’apres la définition de m, il est évident que

. () X) -
™ p{ Zl{A s (Z)Fn< Z {A 0}A( Z)F,

fery
(1og(n) +1)°

< nf22(M+1)

L’inégalité (4.16) est donc démontrée.

Preuve 11 Il reste a prouver que les trois termes du deuzxieme membre de
Pequation (4.16) tendent vers zéro de fagon presque sure lorsque n — oo.
Pour cela, nous allons procéder en trois étapes. Dans la premiere étape,

nous montrons que
2
i

. Xi) — 5
lim su E - - — F Yl =0 p.s.
novbopeds |t 0} (Z)F (Z:) ) =¥l Y

A cette fin, utilisons les inégalités suivantes

1 f(Xi) = Zi* 2

sup |— ) lp—oy5———-— F|f(X)-Y

feLs, n; {A O}Sn(Zi)Fn(ZZ) ) |
1n Xz —ZiQ 1n Xz _Zi2
<sup | S 1 ay) |A( )A | —Zl{Aho}'f( )A |
fec; | ni= Si(Z)F(Z;) 1z Sr(Z:) FW(Zs)

L |f(Xi) - Z;
+sup |— ) ljpgcop——— — —
feLcs TLZ { 0} i) L'n

1 f(Xi) — Zi
+sup |— > lia—0y o om o
fecy, ”Z{ o RrR(Z;
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4.2. Résultats

Comme f € L} implique que 0 < f(x) < B,, nous obtenons avec les

relations (4.4)-(4.5)

= Sup 1 - _
AT E:“°} > E:“°} TN
T? .
=3 ——sup |S,(t) — Sk(t)] — 0, ps.
SH(T)SR(T)Fn<I) teR+ n—00
et
) Zi|?
= su 1
2 fezp* Z {A 0} Z Z {A 0} FL(Z)
T? .
2 sup | Fy,(t) — Fr(t)] — 0 p.s.
Fr(I)Sp(T)Fo (1) ter+ n—oo

Introduisons les notations suivantes
V = (X,Z,14), Vi = (X0, Z1,14,),..., Vi, = (Xpn, Zn,14,) n vecteurs
aléatoires i.1.d de méme répartition que V.

Posons

H,={h:R*x[0,B,] x {0,1} = R" : 3f € L], tel que,

Lalf(z) =2
Sr(2)Fr(z)

V(x,2,14) € R x [0,Tr] x {0,1}}.

h(l’, Z, ]-A) =

2

7
Sr(T)Fr(I)

Lalf(X) - 21
E( Se(Z)Fu(Z) |X’Y>

Les fonctions de H,, sont positives et limitées par et

=E (If(X) - 2[").

(L) - 2P
EMW_E<Sﬂ@&@))_E
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4. REGRESSION NON PARAMETRIQUE PAR M.C DANS UN MODELE DE
CENSURE MIXTE SUR LES ONDELETTES

Sous Hi,Hy et Hy. De plus on a

Zl{A g LX) L ) ZE i) - P

= Su
n3 p FL(Z)

n

%Zh(V) —Eh(V)]|.

Pour tous hy and hy € H,,, soient fi et fy leurs fonctions correspondantes

dans L} alors
1 n

> (V) = he (V)]
i=1

1

n

LA —zP A - Zf
= e (Z (2 YT SR(Z)FL(Z)

i=1

;L;Z |(f1(X3) + fo(Xs) — 2Z;) (f1(X5) — fa(X5))|

277, 1
< WE; |f1(X3) — fo(X0)],

ce qui implique que N (e, H,, V") < N( A LE X")

IA
I

ou N (g, Fn, Z7) dénote le nombre recouvrant. Par l'application du théoréme

9.1 dans L. Gyorfi et al [20]. Nous obtenons pour tout § > 0

{fééi T >5}
< se{w (5_SR< D) £ ) e (~1ESHDFADY.

1677, 12874

Selon le théoréme 9.4 et 9.5 et le lemme 13.1 dans L. Gydfi et al [20], on

’

288¢ B2 )Z(M”)”l‘“ . (_ndQSIQ%(T)Ff(I))
Sa(T)FL(1))’ g 1877 )

obtient

n

LS (V) — ER(Y)

p{ sup | —
feHn |V

< 8(5n) " (—5(
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4.2. Résultats

La relation combinée avec le Vo, nGh < VG+ du théoreme permet d’appli-

quer le lemme de Borel cantelli pour arriver a

) ZiI? 2
su E 1 —E|f(X)-Y — 0 p.s.
fE»Cp* {A; 0} )FL(Z) ’f( ) ‘ SR p

Dans la deuxieme étape, on obtient

2 (log(n) + 1)2
- - Z @z < -
nb:2(M + 1) - n—> 0 p.s parce que 6, (log(n) £ 1)2°

Dans la troisieme étape, nous prouvons que
inf/|f(:c) —m(z)]* p(dz) — 0 p.s.
n—oo

Etant donné que m peut étre approximativement fermé arbitrairement dans
Lo(p) par des fonctions continiment différentiables que nous assumons sans

perte de généralité.

inf 2 — )2 ulde
WGP flloe Slog(n)/|f( ) — m(x)|” p(d)
Rd

ot ¢ est constant en fonction de la premiére dérivé de m.

n—oo

/|mn(3:) — m(x)]? p(dx) . 0ps & / () — m(x)|]* p(dz) — 0 p.s.

Ce qui acheve cette démonstration.
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5.1

5.1.1

CHAPITRE 5

SIMULATION

Ce chapitre présente des exemples de simulations d’estimation de modeles
linéaires et non linéaires de fonctions de régression pour différentes bases
induites par différents types d’ondelettes pour le cas de données completes.
Nous comparerons ensuite ces résultats et effectuons un seuillage dur pour
sélectionner le meilleur estimateur. Une deuxieme partie est consacrée aux
données censurées. L’étude se fera dans le cas non linéaire avec bruit et sans
bruit.

Les données compleétes

Dans le cas de données completes, nous simulons le cas linéaire et non
linéaire pour différentes tailles d’échantillons ainsi qu’'une partie de seuillage
dur en utilisant la base de Haar et Daubechies. Pour les tableaux des erreurs.
Nous rajoutons la base de Symmlet.

Estimation de la fonction de régression dans un modele linéaire

Considérons le modele linéaire suivant Y = m(X) + ¢, ou m(X) =
3X +4. X suit la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1] et € ~ N(0, (0.2)?), pour
un échantillon de taille n=2%, 2% et 210,

71



5. SIMULATION

Les exemples suivants illustrent les principes de ’analyse multi-résolution
et les décompositions basées sur Haar et Daubechies de cette fonction pour

n = 28.

Différentes bases

Les figures (5.1, 5.2) représentent l’estimateur de la fonction de régression
en s’appuyant sur la base de Haar pour des niveaux L =1 : 8.
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FIGURE 5.1 — Décomposition de fonction sur la base de Haar a L niveaux

(L=1 :4).

Décomposition L=5

Décomposition L=6
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FIGURE 5.2 — Décomposition de fonction sur la base de Haar a L niveaux

(L=5 :8).

72




5.1. Les données completes

On remarque visuellement pour les différents niveaux, qu’il y a une
bonne approximation a partir du niveau L = 5.

Les figures (5.3, 5.4) représentent l’estimateur de la fonction de régression
en s’appuyant sur la base de Daubechies pour des niveaux L = 1: 8. Nous

Décomposition L=1

2} 0.1 02 0.3

04 05 06

Décomposition L=3

08

0.9

fanction théorique
estimateur ondelette

s} 0.1 0z 0.3

04 05 06

08

Décomposition L=2

F1GURE 5.3 — Décomposition de fonction sur la base de Daubechies a L

niveaux (L=1 :4).
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FIGURE 5.4 — Décomposition de fonction sur la base de Daubechies a L

niveaux (L=5 :8).

remarquons la aussi une bonne approximation a partir du niveau L = 5.
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5. SIMULATION

n | Haar | Daubechies | Symmlet
28 | 0.0424 0.1015 0.1077
29 1 0.0411 0.0985 0.1076
2101°0.0404 0.0944 0.0889

TABLE 5.1 — Tableau des erreurs a niveau L=4.

Pour pouvoir choisir le meilleur niveaux parmi ces 8 niveaux, nous cal-
culerons l'erreur quadratique moyenne pour les bases déja rencontrés ainsi
que la base de Symmlet. Apres avoir conclu que le niveau 4 donne les plus
petites erreurs pour toutes les bases et pour différentes tailles d’échantillons.
Nous résumons les résultats dans le tableau (5.1) pour choisir la meilleure
base.

Dans ce qui a été dit plus haut, nous concluons que notre estimateur des
moindres carrés s’approche tres bien des données simulées et la meilleure
base est celle de Haar pour le modele linéaire ce qui confirme les résultats
obtenus dans la littérature.

Le seuillage dur est une partie intégrante de 1’estimateur proposé dans
ce travail, d’ou la partie qui suit ou L = 4 pour obtenir le nombre de
coefficients avec une erreur minimale.

Seuillage dur

Comme dans la sous section précédente, nous commencerons par le cas
ou la base utilisée est celle de Haar. Pour la sélection, nous utiliserons 4 va-
leurs de seuillages entre 0.01 et 2 noté sur les figures (5.5 et 5.6) En pratique,
différents seuils sont mis en ceuvre. Puis le meilleur est sélectionné en com-
parant les erreurs résultantes. Le meilleur seuillage est celui qui correspond
a la valeur d’erreur la plus basse.
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5.1. Les données completes

S=0.01,E=0.0409 nbc=247T S=0.67T33 , E=0.0039, nbc=16
8 8
ol rd —
; e _ —~
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5 _"//1’
= " —_;’-‘-""
o 0.5 1 o 0.5 1
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estimateur avec seuillage

FIGURE 5.5 — Résultats d’application du seuillage dur sur la base de Haar
d’un modele linéaire.

Nous remarquons d’apres la figure (5.5) que l'erreur notée E sur la figure
diminue jusqu’a ce que la valeur minimale soit atteinte. Ce qui correspond a
une valeur de £ = 0.0039 et immédiatement apres l'erreur augmente. Cela
indique que la valeur optimale du seuil est de S = 0,6733 et que le nombre
de coefficients notés nbc correspondant est de 16.

En nous basant sur la méme idée, nous faisons un seuillage dur sur les
coefficients d’ondelettes “Daubechies 8”, on obtient

S=0.01,E=0.0351 nbc=245 S=0.67332 ,E=0.0066, nbc=24
a8
G ’/’__,_,—f"’i
k= ok J a o —
. e
‘H;i”l""w |
A 'FL} “ L=
2 =2
o 0.5 1 o 0.5 1
S5=1.3367 . E=0.01 84, nbc=20 S=2.E=0.04. nbc=17
8 a8
ff"a' 7 A
(=3 e ’//" |
| _— =] _—
e =
B /‘j
5 /
O 0.5 fomction t"l’éD_FiEuE 0.5 1

estimateur avec sauillage

FIGURE 5.6 — Résultats d’application du seuillage dur sur la base de Dau-
bechies d’'un modele linéaire.
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5.1.2

5. SIMULATION

Nous constatons d’apres la figure (5.6) que le seuil optimal est S =
0,6733. Le nombre de coefficients est 24 et 'erreur est de E=0,0066.
En comparant les résultats obtenus par la base de Haar et Daubechies les
figures (5.5) et (5.6), nous obtenons la méme conclusions donc la meilleure
base utilisée dans cet exemple est celle de Haar. C’est parce que 'estima-
teur admet le plus petit nombre de coefficients d’ondelettes avec de petites
valeurs d’erreur correspondantes.

Par la suite, nous reprenons les mémes étapes que dans la section précédente

pour les modeles non linéaires.

Estimation de la fonction de régression dans un modele non

linéaire

Considérons le modele non linéaire suivant Y = m(X) + ¢, ou m(X) =
(—3X+4)sin(47X)+5sin(87X)+e**, X suit la loi uniforme sur I'intervalle
[0,1] et € ~ N(0,(0.2)?), sur un échantillon de taille n=2%. Cet exemple

illustre les principes d’analyse multirésolution et de décomposition de ces
fonctions non linéaires basées sur Haar et Daubechies.

Différentes bases

Les figures (5.7,5.8) représentent I'estimateur de la fonction de régression
basée sur Haar pour les niveaux L =1 : 8.

Décomposition L=1 Décomposition L=2

N N

FIGURE 5.7 — Décomposition de fonction sur la base de Haar a L niveaux
(L=1 :4).
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5.1. Les données completes

o Décomposition L=5 o Décomposition L=6
N ' ™
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FIGURE 5.8 — Décomposition de fonction sur la base de Haar a L niveaux
(L=5 :8).

Nous remarquons que pour les différents niveaux, un bon niveau est d’en-
viron L = 4.

Les figures (5.9, 5.10) représentent 'estimateur de la fonction de régression
sur la base de Daubechies pour des niveaux L =1 : 8.

D’apres les figures (5.9,5.10), nous remarquons que le meilleur niveau d’ap-

Décomposition L=1 Décomposition L=2

o 0.1 02 0.3 04 05 06 07 08 09 1 o 0.1 02 03 0.4 05 08 07 08 09 1

fonction théarique
estimateur ondelette
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o
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F1GURE 5.9 — Décomposition de fonction sur la base de Daubechies a L
niveaux (L=1 :4).

proximation est L = 4.
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5. SIMULATION

Décomposition L=5
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FI1GURE 5.10 — Décomposition de fonction sur la base de Daubechies a L

niveaux (L=5 :8).

n | Haar | Daubechies | Symmlet
2% | 2.5989 0.4599 0.3646
29 | 2.5960 0.4454 0.3331
21012.5910 0.4370 0.2498

TABLE 5.2 — Tableau des erreurs a niveau L=4.

Le tableau (5.2) présente différentes bases d’ondelettes et tailles d’échantillon
qui résument les moyennes des écarts carrés entre la courbe théorique et
la courbe de l'estimateur. nous constatons une erreur minimale pour la
décomposition a niveau L=4 et surtout pour la base “Symmlet”. Notons
que le choix de la base influence 'efficacité de notre estimateur.

Seuillage dur

Comme dans I'exemple précédent. Commencons par utiliser la base de
Haar. Lors des sélections, nous choisirons 4 valeurs du seuillages et nous

obtenons ce qui suit.
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5.1.

Les données completes

S=0.01,E=0.0375 , nbc=256

S=0.67¥33.E=0.0707, nbc=93
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FIGURE 5.11 — Résultats d’application du seuillage dur sur la base de Haar
d’un modele non linéaire.

Nous concluons que le seuil optimal est S = 0,01 parce qu’il a la valeur
d’erreur la plus basse de I/ = 0, 0375, apres quoi la valeur d’erreur augmente.
Sur la base de I'idée précédente, nous effectuons un seuillage dur sur les
coefficients d’ondelettes ”Daubechies 8” obtenues.
Nous constatons que le seuil optimal est S = 0,6733, le nombre de coef-

O
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FIGURE 5.12 —

S=0.01,E=0.0407  nbc=247
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bechies d’un modeéle non linéaire.
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S=Z . E=0.1441 ,nbc=21
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o 0.5 1

Résultats d’application du seuillage dur sur la base de Dau-

ficients est 39 et 'erreur est £ = 0,0105. D’apres les figures 5.11 et 5.12.
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5.2

5. SIMULATION

Nous concluons que la meilleure base utilisée dans cet exemple est celle de
Daubechies. Cela permet de prendre en charge le nombre minimum de co-
efficients d’ondelettes avec de petites valeurs d’erreur.

Grace aux deux exemples précédents de modeles linéaires et non linéaires, il
est facile de constater que les deux regles sont efficaces. La différence réside
dans l'application d'un seuillage dur, qui réduit le nombre de coefficients
d’ondelettes.

Cela signifie que lorsque vous choisissez une base d’ondelettes, il est optimisé
que sa forme corresponde étroitement a celle du signal.

Maintenant, nous étudions un exemple de simulation d’estimation de la
fonction de régression du modele de censure mixte, dans le cas non linéaire
de fluctuations bien surveillées. Nous fondons notre discussion sur 'erreur
€.

Les données censurées

En présence de la censure mixte, I’estimateur des moindres carrés, s’écrit

comme suit pour M, = max Z;
1<i<n

my,(7) = To0,01,] (M (7)),

ou
~ - Lia,=0y 9 (0
m, = argmin— y —————— |f(X;) — Z; —:=0]). 5.1
i) s R T A 6.1
On pose
(2 = { A}
Su(Z:)Fo(Z;)
On obtient
L min{,[n1~ ]} ?
My, = arg min— T (Z; cifi(X5) — Z;
o n2) |3l
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521

5.2. Les données censurées

Apres, nous calculerons les dérivées partielles de m,, par rapport a (¢, V k =
1,...,min{K, [n'~*|}), nous trouvons

aQ 2 n min{KanliaJ}
9 " n > il Zi) (X3 Y GfiX) -7
=1

j=1
min{K,|[n'~]}

= %ZE(ZZ-) X)) (X)) = XD Z

j=1
Et comme (f;) est une base orthonormale, on obtient

=1

dcy, n 4
i=1

En annulant les dérivées partielles. Les estimateurs des coefficients s’écrivent
sous la forme suivante

b — Ly i Z) fe(Xi) Z
. sy Ti(Z)

Pour étudier notre simulation, nous choisissons comme famille de fonc-
tions F,, la classe des ondelettes (par exemple Daubechies, Symmly et Haar).

Estimation de la fonction de régression dans un modele non

linéaire sans bruit avec seuillage dur

Considérons le modele non linéaire suivant
m(X) = (=3X + 4)sin(4rX) + 5sin(87X) + *~.

Ou X suit la loi uniforme sur 'intervalle [0,1]. Les variables de censure
sont D ~ N(10,(3)%) et G ~ N(—0.8,(3)?)) sur un échantillon de taille
n=2%. Cet exemple démontre les principes d’analyse multi-résolution et de
décomposition de ces fonctions non linéaires basées sur Daubechies, Haar
et Symmlet.
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5. SIMULATION

S$=0.01.E=6.7 789 .nbc=505 S=0.6733.E=6.7915.nbc=230
20 20 -
Ee
A0 [ ~ R
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o 0.5 1
S=2 E=6.T600, nbc=82
zZ0 20 -
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10 . i 1o [ =7
(u] : N n] /X;
O 0.5 fomotion théarluli’lﬂa 0.5 1

=10 |

- estimateur avec seuillage

FIGURE 5.13 - m(X) = (=3X + 4)sin(47X) + 5sin(87X) + €%, avec un
taux de 21% censure a gauche et 9% a droite sur la base Haar.

S=0.01,E=6.5200 . .nbc=450 S=0.67T33.E=6.487&8.nbc=197
15

A0

S5=1.3367.E=6.4565.nbc=118

15 15
1
r A
10 = E 10
5 [f T
o
fi ion theoric
o 0.5 orcion origy e

-5 |

- estimateur avec seuillage |

FIGURE 5.14 — m(X) = (—=3X + 4)sin(47X) + 5sin(87X) + ¢**, un taux
de censure & gauche et a droite de 20% et 10% respectivement sur la base
de Daubechies .
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5.2. Les données censurées

S=0.01,E=4. 7793 nbc=492 S=0.6733,E=4.7T381,nbc=180
20

10 .t&i

-10 |

0 0.5 fongtion ‘thééi‘ﬁgue | 0.5 A1

estimateur awvec scuillage

FIGURE 5.15 — m(X) = (=3X + 4)sin(47X) + 5sin(87X) + ¢**, avec un
taux de 19% censure a gauche et 12%a droite sur la base Symmlet.

Dans les figures 5.5,5.6 et 5.15 précédentes d’'un modele non linéaire,
nous remarquons que la meilleure base utilisée est celle de Symmlet avec
une erreur £ = 4.4091 et un seuillage S = 2.000 ou le nombre de coefficients
est 8. En outre, nous constatons que plus le seuillage est élevé, plus la
valeur d’erreur est diminuée.

A travers les trois exemples précédents d’'un modele non linéaire, nous
pouvons constater facilement que les deux bases sont efficaces. La différence
se voit tres bien lors de ’application du seuillage dur qui consiste a diminuer
le nombre de coefficients d’ondelettes.

5.2.2 Estimation de la fonction de régression dans un modele non

linéaire bruité avec seuillage dur

Reprenons 'exemple m(X) = (—3X +4)sin(47X) + 5sin(87X ) + X +
e ot X suit la loi uniforme sur Uintervalle [0,1] et ¢ ~ N(0, (0,2)?).Les
variables de censure sont D ~ N(10,(3)?) et G ~ N(—0.8,(3)?) sur un
échantillon de taille n=29.
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5. SIMULATION

20
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=10

S=0.01,E=4.9326.nbc=501

S=0.6733.E=4.9161.nbc=196
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estimateur avec seuillage

FIGURE 5.16 — m(X) = (—3X +4) sin(47X) + 5sin(87X) + exp®* +¢, avec
un taux de 19% censure a gauche et 9% a droite sur la base de Daubechies

10

20

S=1.3367.E=5.9659,nbc=112

S=0.01,E=6.1321,nbc=502
[
O 0.5 1

S=0.67¥33.E=6.0987 .nbc=196
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estimateur avec sauillage

0.5 1

FIGURE 5.17 — m(X) = (=3X + 4)sin(47X) + 5sin(87X) + e** + ¢, avec
un taux de 18% censure a gauche et 9%a droite sur la base Symmlet.
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5.2.3

5.2. Les données censurées

S=0.01,E=7.8008 nbc=501 S=0_6733,E=7.8001 nbc=208
30 30
2o |
10 o=
o - i
10
o 0.5 1
S=2 E=7.6354, nbc=84
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estimateur avec seuillage

FIGURE 5.18 — m(X) = (=3X + 4)sin(47X) + 5sin(87X) + ¥ + ¢, avec
un taux de 20% censure a gauche et 11% a droite sur la base Haar.

Nous constatons que le seuil optimal est S = 2. Le nombre de coeffi-
cients est 59 et 'erreur est £ = 4.6293. D’apres les figures 5.17 et 5.18,5.18
nous concluons que la meilleure base utilisée dans cet exemple est celle de
Daubechies.

Comparaison de |'estimateur avec bruit et sans bruit

Aovec bruit sur la base de Haar
10 T T T T .

(n iy | o2 0.3 Ot o5 oG o7 o8 (n Je= ] “

Sans bruit sur la base Haar
v v v v v

-1

FIGURE 5.19 — m(X) = (=3X + 4)sin(47X) + 5sin(87X) + ¥ + ¢, avec
un taux 20% de censure a gauche et 10% a droite sur la base Haar.
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5. SIMULATION

Aovec bruit sur la base Daubechies

o Ly | 0.2 0.3 O 0.5 oG o.F 0.8 o9 a

Sans bruit sur la base Daubechies

FIGURE 5.20 - m(X) = (=3X +4)sin(47X) +5sin(87X ) +e* +¢, avec un
taux de 20% censure a gauche et 10% a droite de sur la base Daubechies.

Acvec bruit sur la base Symmlet

(n ] o1 o2 o3 O a4 o5 o6 o7 o8 o9 1

Sans bruit sur la base Symmlet

FIGURE 5.21 — m(X) = (=3X + 4)sin(47X) + 5sin(87X) + e** + ¢, avec
un taux de 20% censure a gauche et 10% a droite sur la base Symmlet.

Notez que la meilleure base d’ondelettes utilisée dans les figures 5.19,5.20
et 5.21 est celle de Daubechies. Le meilleur seuillage est S = 2 oli le nombre
de coefficient est 81 avec une erreur £ = 2.7191. Nous concluons également
dans le cas du bruit le pourcentage de données completes est inférieur par
rapport au données completes dans le cas sans bruit.
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Perspectives

Pour compléter cette thése, nous fournissons une liste de quelques points qui pourraient faire
l'objet de travaux futurs.

e FEtude de l'estimateur de la fonction de régression par la méthode des S-splines dans un
modéle de censure mixte ainsi que les taux de convergence.

e FEtude d'autres modéles de censure généralisée sur I’espace des ondelettes complexe.

e FEtude de l'estimateur de la fonction de régression par la méthode des moindres carrées
dans un modele de censure mixte avec différents modes de convergences.
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Quelques aspects d'inférence statistique fréquentielle Méthode des
ondelettes

Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons a la méthode non paramétrique de la
fonction de régression sur la classe des ondelettes. Notre apport se situe dans le
fait que nous avons étendu cette méthode au cas ou la variable réponse est
soumise a une censure mixte. Nous avons montré que 1’estimateur introduit
convergent presque sirement vers la valeur optimale.

Mots clés: Fonction de régression, Moindres carrés, Ondelettes, Censure mixte.



Some aspects of statistical frequency inference Wavelets method
Summary

In this work, we are interested in the nonparametric method of the regression
function on the wavelets class. Our contribution lies in the fact that we have
extended this method in case the response variable is subject to mixed
censorship. We have shown that the introduced estimator almost certainly
converges towards the optimal value.

Keywords: Function of regression, Least squares, Wavelets, Twice censure
data.



