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INTRODUCTION.

L'analyse fait appel aussi bien aux structures algé¬
briques qu'à des structures d'une autre sorte qui
permettent de donner un sens mathématique aux notions
intuitives de limite, de continuité et de voisinage. Ce
sont les espaces topologiques définis par la stabilité pour
l'intersection finie et la réunion quelconque.

Toutefois ce genre de stabilité impose une certaine
rigidité dans les applications.

En 1983 dans [3] I.ZUZCÀK introduit axiomatiquement
une nouvelle classe d'espaces r-espaces
généralisation des espaces topologiques où cette contrainte

V
Dans [3] I.ZUZCÀK donne aussi de

comme une

de stabilité est écartée.
diverses formulations équivalentes de la définition d'un r-
espace. Il montre en particulier que dans le cas où:

" X est une algèbre et /3 la classe formée de toutes
les sous-algèbres de X et de l'ensemble vide, alors /3
détermine un r-espace." Cet espace est noté *.

En 1984 dans [4] il traite les bases d'un r-espace et
plus particulièrement la base de *, qui est un exemple d'un
système de fermeture algébrique. Nous nous intéressons dans
la première partie de ce travail à l'étude de quelques
propriétés de la structure des systèmes de fermetures
algébriques à partir de quelques propriétés des r-espaces.
Nous commençons par montrer que chaque système de fermeture
algébrique 0 détermine sur X un r-espace. Par une propriété
des r-espaces nous introduisons la notion d'une base pour
les systèmes de fermetures algébriques meilleure que celle

v __
donnée par I.ZUZCÀK dans le sens où elle s'en passe de la
propriété II de la définition5 de [4] qui est difficile à
réaliser.
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La nouvelle base des systèmes de fermetures algébri¬
ques nous donne un résultats puissant: une condition
nécessaire et suffisante qui caractérise les systèmes de
fermetures algébriques. De plus à l'aide d'une condition
suffisante elle nous permet de connaître l'intérieur d'un
ensemble relativement à un système de fermeture algébrique.

Cette base permet d'alléger la caractérisation des
systèmes de fermetures algébriques et donne une condition
nécessaire et suffisante facile et intéressante pour qu'un
système de fermeture algébrique soit topologique.

Nous allons consacrer la deuxième partie de ce
travail à l'étude de la compacité dans un r-espace. Et ce à
cause du grand intérêt qu'elle revêt dans les applications.

L'espace topologique compact traite une importante
question qui est le problème de limite dont la notion est
étroitement liée à celle de filtre. Pareillement nous somme
amenés à introduire la notion de filtre dans r-espace d'une
manière plus simple et ceci en remplaçant la contrainte de
stabilité pour l'intersection qui est une propriété de la
définition classique, par une hypothèse moins forte, qui
fait d'elle une généralisation et qui la rend plus
adaptable à la convergence.

Nous allons le faire de deux manières différentes. On
définira le r-filtre et le ri-filtre. Le r-filtre nous
permet d'introduire la notion de r-quasi-compact donc de
r-compact et de généraliser quelques résultats obtenus dans
la topologie générale. Avec le n-filtre nous introduisons
la notion de n-quasi-compact et celle de n-compact.
Ensuite nous comparons le r-quasi-compact au n-quasi-
compact et le r-compact au n-compact, tout en mettant en
évidence que le r-filtre mène à une extension de compacité
meilleure que celle offerte par le n-filtre. Nous donnons
aussi une caractérisation d'un r-espace séparé à l'aide du
r-filtre et de n-filtre. Cette partie se termine par des
exemples d'un n-quasi-compact.
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Dans la troisième partie de ce travail, à l'aide d'un
contre-exemple nous montrons que contrairement à la
topologie la trace d'un r-espace n'en est pas un. Malgré ce
défaut nous pouvons quand même introduire la notion de
sous-ensemble compact qui va garder les mêmes propriétés
d'un r-espace compact. Nous définissons les ensembles
r-compacts et n-compacts, tout en établissant plusieurs
propriétés de ces derniers. Contrairement à notre attente,
un compact dans un r-espace séparé n'est pas un fermé.
Cependant l'introduction de la forte séparation nous permet
d'obtenir une condition suffisante pour qu'un compact soit
fermé.
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CHAPITRE I

SYSTEME DE FERMETURE
ALGEBRIQUE
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Parmi les diverses formulations équivalentes d'un
r-espace données dans [3], nous allons utiliser dans ce
chapitre, la formulation suivante:

Soit X un ensemble et SÔ
possédant les deux propriétés suivantes:

famille de parties de Xune

Oa.: 0, X G 5$.
fl2: pour tout A C X et tout B G £} telque B C A il
existe un élément maximal Cde{MG sJ: M C A }
telque B C C C A.

Alors la paire (X,£$) est appelée un r-espace.

Si (X,$J) est un r-espace et A G <<$ alors A est appelé un
ensemble ouvert et la classe des sous-ensembles ouverts
de X.
Un voisinage d'un point x G X est un ensemble ouvert
contenant x.

Rappelons:

Définition d'un système de fermeture.
On appelle système de fermeture sur un ensemble X,

toute famille S& de parties de X stable pour l'intersection
quelconque.

Définition d'une chaîne
On appelle chaîne toute famille de parties de X

totalement ordonnée.

Définition d'un ensemble inductif.
On dit qu'un ensemble ordonné X est inductif si toute

chaîne de X est majorée.

Théorème de ZORN
Tout ensemble ordonné inductif possède un élément

maximal.
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Théorème 11 de f31 .
Soient X un r-espace, A Ç B £ X avec A ouvert, alors

A est intérieur de B ssi pour tout x G X\A et tout
voisinage V de x contenant Vÿ= v {x} U A, nous avons
v n (x\B) 0.

Théorème 12 de f31 .
Soient X un r-espace et A Ç X, alors A est un ouvert

ssi pour tout x G A et tout ouvert V telque V Ç A, il
existe un voisinage de x vérifiant: {x} U V C V]_ C A.

Maintenant soit X un ensemble non vide et j8 un
système de fermeture sur X. Par la suite nous allons
utiliser les propriétés suivantes d'un tel système.

Pÿ) La classe j3 est déterminée par une application
de 2X dans /3 définie par:

J„(A)= n {B G |8: A C B} (1)

est appelée un opérateur de fermeture algé¬
brique sur X.
J/3

P2) Jfl vérifie conditions:

si A C B alors J0(A) C (B).Ji:

A C Jfl(A).J2:

P3) A G /3 ssi Jj3(A)= A.

P4) Si vérifie la condition suivante:

" x G (A) ssi il existe une partie finie B de A
telque x G JÿB)"

alors |8 est appelée un système de fermeture algé¬
brique sur X.
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P5) Un système de fermeture /3 sur X est algébrique
ssi (3 est inductive.

Dans la suite de ce chapitre définie par (l), où (3
est un système de fermeture sur X, signifie l'opérateur de
fermeture algébrique sur l'ensemble X.

Exemple 1.
Soit /3 un système de fermeture algébrique sur

l'ensemble X. Si = P U {0} alors $6 vérifie les
conditions 0ÿ et 02 et (X,£j) est un r-espace.

définition de
La preuve

Pourde «i vient directement de la
prouver «2, soit A un sous-ensemble de X et A£$ la classe
définie par: A£j = {B G £j: B C A}. La classe A£j
vide car 0 G A£j. Elle est partiellement ordonnée par C.
Il est évident que l'union des éléments d'une chaîne
arbitraire de A<$ est
d'après le théorème de ZORN chaque élément B de A£j est
contenue dans l'élément maximal C de A2&, c'est à dire que
«2 est vérifiée.

est non

élément de A2&- Ainsiencore un

Remarque 1.
Si /3 est un système de fermeture (algébrique) sur

l'ensemble X alors = Æ U {0} est aussi un système de
fermeture (algébrique).

Dans ce chapitre, on supposera que chaque système de
fermeture (algébrique) contient l'ensemble vide.

A partir de l'exemple ci-dessus et du théorème 12 de
[3], nous avons immédiatement:

Corollaire 1:
Soit un système de fermeture algébrique sur

l'ensemble X et soit A C X, alors A G 26 ssi pour tout
x G A et tout V G 26 telque V C A il existe G 26
vérifiant ({x} U V) C C A.
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Ce corollaire conduit naturellement à l'introduction
de la notion suivante:

Définition 1.
Soit £$ un système de fermeture sur l'ensemble X et

$61 C 5$, alors S&± est appelée une pré-base de s6 si tout
élément A de s6 possède les propriétés suivantes:

1) pour tout x G A il existe V G S<5i telque
x G V C A.
2) pour tout x G A et tout V G tel que V C A
il existe G vérifiant ({x} U V) C C A.

Remarque 2.
Quoique la notion d'une pré-base a été considérée en

rapport avec le corollaire 1, qui est valable pour les
systèmes de fermeture algébrique, nous l'introduisons aussi
pour les systèmes de fermeture. Par la suite nous devons
suivre le sens d'une telle procédure.

Remarque 3.
Si est un système de fermeture algébrique alors du

corollairel et de la définition antérieure, il est clair
que Si.J est une pré-base, en effet la condition 1 de la
définitionl est déduite du corollaire 1 en prenant V = 0.

Théorème 1.
Soit un
£Jo = { A C X: il existe une partie finie C de X

telque J*j(C)= A } alors <&o est une pré-base de •

système de fermeture sur l'ensemble X
et

Preuve.
Montrons que possède les deux propriétés 1) et 2)

de la définitionl. Démontrons d'abord 1): soit A G et
x G A. Comme {x} est une partie finie de X alors
Jÿ({x}) G «2Îo - D'après P3 J*a(A)= A car AG En
utilisant Ji nous obtenons Jjjj({x}) C Jÿ(A)= A car {x} C A.
Il suffit donc de prendre V = J.sJ({x}); V G $$0 et x G
V C A.
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Pour démontrer 2), supposons que A G s6, x G A et
Nous voulons montrer qu'il existe

V £ £Îo vérifiant ({x} U B) C V C A. Comme B G .gjg alors
d'après la définition de $Q, il existe une partie finie C
de B telque J«a(C)= B. D'après J2, C C Jsj(C) et ainsi nous
avons C C B C A. Considérons maintenant la partie finie
{x} U C de A. D'après Ji nous avons Jÿ(C U{x}) C A. Or
C C C U{x} donc B = Jsj(C) C J<a(C U{x}) d'après Ji. En
appliquant J2 nous obtenons {x} C J*j(C U{x}). Ainsi
(B U{x}) C Jsj(C U{x}) C A. Puisque Jjjj(C U{x}) G il
suffit donc de prendre V = Jÿ(C U{x}).

B C A, où B G S$0.

Théorème 2.
Soit 5$ un système de fermeture sur l'ensemble X,

alors la classe S<$0 définie dans le théorème 1 est la plus
petite pré-base de jgj.

Preuve.
Montrons que 2$Q c S$i pour toute pré-base Scîi de $$.

Soit A G S$0’ d'après la définition de S<$0t il existe une
partie finie B de A telle que J<a(B)= A. B contient n
éléments {xi,x2,...,xn}; construisons une suite finie (Vj),
l<j<n, d'éléments de S$i de la manière suivante:

Si j=l alors d'après le 1) de la définitionl, il existe
V G £îi telque xi G V C A, dans ce cas on pose = V.
Si j<n alors d'après le 2) de la définitionl pour Vj et
xj+i il existe V G &Jl qui vérifie ({xj+i} U Vj)C V C A.
En posant Vj+l=V nous avons alors {xi,x2,...,xj+i}C Vj+1 et
Vf C V2 C...C Vj+1 C A. Ainsi nous avons construit une
suite finie V]_, V2,..
conditions suivantes:

Vn d'éléments de S$l vérifiant les• r

a) V± C V2 C...C Vn C A.

b) {xi,x2,...,xi} C Vi pour tout if où l<i<n.

Il est clair que B C Vn C A d'après b). Comme on sait que
Vn et A sont des éléments de contenant B alors A C Vn.
D'après a) A = Vn, ce qui veut dire que A G 5$±.
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Jusqu'à la fin de ce chapitre nous utiliserons les
notations suivantes: si est un système de fermeture sur

l'ensemble X et 1 est une pré-base de $6 alors veut
dire la classe de toutes les parties A de X vérifiant les
conditions 1) et 2) de la définitionl:

£j,={ B C A; vérifiant 1) 2) de la défi}

Remarque 4.
de voir que si $$ est un système de

fermeture sur l'ensemble X et S$i est une pré-base de
Il est facile

A
alors Sô C $ î •

Théorème 3.
Soit un système de fermeture sur l'ensemble X. Si

S6i et S&2 sont deux pré-bases de s6 telles que s6\ C SÔ2
A A

alors $2 c S6 î •

Preuve.
A

Soit A G SÔ2 >

A
D'après la définition de il suffit de montrer que A
satisfait les conditions 1) et 2) de la définitionl.
Premièrement A vérifie 1): En effet, soit x G A. Comme

A
A G 5J2 alors d'après 1) il existe V G Sÿ2 telque x G V C
A et V G S& car S<$2 c «SÎ* Comme s6\ est une pré-base de $$
alors d'après le 1) de la définitionl, il existe V]_ G <$1
telque x G C V C A. Il reste à prouver que A vérifie
2). Supposons que x G A et soit V G S&i telque V C A.

A
Puisque V G s6i et Sû\ C S&2 alors V G 2• Comme A G
d'après 2) il existe V2 G 2 telque ({x} U V) C V2 C A.
Nous avons donc V2 G s6 car 2 C x G V2, V G gfj. et
S<$i une pré-base de <<$ÿ Encore une fois d'après 2) de la
définitionl il existe V]_ G telque ({x} U V) C C
V2 C A. Ce qui achève notre démonstration.

A
devons montrer que A Gnous 1 •
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Théorème 4.
1. Soit s6 un système de fermeture algébrique sur

l'ensemble X. Si Si$0 est la pré-base de SÔ définie dans le
A

théorèmel alors sJo = Sô-

Preuve.
A

Comme nous savons que Sô C S&Q d'après la remarque4,
A A

alors il suffit de prouver que £j0 C Sa- Soit A G SÔ
d'après P3 et J2 il suffit de montrer que Jsj(A)C A. En
utilisant P4, Jsi(A)C A ssi pour toute partie finie B de A
Jsj(B)C A. Donc soit B une partie finie de A contenant n>l

A
éléments: B={xi,X2,...,xn}. Comme A G s60 alors d'après la

A
définition de £j0 et d'après les propriétés 1) et 2) de la
définitionl, il est clair que de la même manière que dans
la démonstration du théorème2 peut être définie une suite
finie Vi,V2,...,Vn d'éléments de Siîo satisfaisant les
propriétés suivantes:

0'

a) {x]_,X2#..•,xj_} C V-[ pour tout i où l<i<n.

b) Vx C V2 C...C Vn C A.

D'après a) et b) B C Vn C A où Vn G S<$ car SiJo c S$-
Comme J«a(B)C J$|(Vn) d'après Ji et J$j(Vn)= Vn d'après P3
alors (B)C A.

Définition2.
Soit Siî un système de fermeture sur l'ensemble X.
a) La classe SiJo définie dans la théorèmel est

appelée la pré-base fondamentale de Sii-
b) Une pré-base S$i de s6 est appelée une base de s6

A
ssi S6\=S$-

Le théorème suivant n'est autre qu'un résumé sommaire
des résultats des théorèmes 2, 3 et 4.
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Théorème5.
Soit un système de fermeture algébrique

A
l'ensemble X et Sôi une pré-base de £j, alors SÔ\ÿS<$-

sur

Il est clair que ce théorème donne une construction
de tous les éléments d'un système de fermeture algébrique à
partir des éléments d'une pré-base.

Remarque5.
A partir du dernier théorème il est aussi clair que

si 5$ est un système de fermeture algébrique alors chaque
pré-base de S& est une base de .

Si un système de fermeture S& n'est pas algébrique
alors la pré-base fondamentale S&Q de $6 n'est pas
nécessairement une base de 5$, comme il est montré dans
l'exemple suivant:

Exemple2.
Soit X un ensemble infini et la classe des sous-

ensembles de X composée de l'ensemble vide, l'ensemble X
et de tous les sous-ensembles finis de X.
C'est facile de voir que SIJ est un système de fermeture sur
X et la classe £}Q composée de tous les sous-ensembles

A
finis de X est la base fondamentale de S6o
posée de tous les sous-ensembles de X, ce qui veut dire

est com-

A
que Sô * £Jo-

Nous aboutissons à un résultat très puissant qui est:
Tout système de fermeture dont la pré-base fondamentale est
une base, est algébrique.

Théorème 6.
Soit S& un système de fermeture sur l'ensemble X et

soit S&o pré-base fondamentale de alors ScJ est un
A

système de fermeture algébrique ssi SÿQ-Sô-
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Preuve.
Si 2cî est un système de fermeture algébrique alors

A
d'après le théorème5, £}0=S2J-
supposons que n'est pas algébrique c'est à dire d'après
P4, il existe un élément x G J*j(A) telque x £ J$j(Bs) pour
toute partie Bs finie de A. Si {Bs}s est l'ensemble de

A
Ujj8j(Bs) G £j0 car

B vérifie les conditions 1) et 2) de la définitionl.
Pour prouver 1), soit x G B alors il existe s0 G S telque
x G JJJJ(BS0). Comme Jsj(Bs0) (E il suffit donc de prendre
V= JJ3(BB0), ainsi x G V C B. Pour prouver 2), supposons
que x G B et V G £JQ telque V C B, comme £Jo est la base
fondamentale de alors il existe une partie finie C de B
telle que Jÿj(C)= V. Comme x G B alors il existe sx G S
telque x G J5j(Bsx). D'après Ji, {x} C Jÿ(Bsx U C) et
Jd(C)= V C JJZKBS! U C). Mais JsKBs! U C) G 2&0 car Bsx U C
est une partie finie de B. Ainsi il suffit de prendre
V1= (Bsx U C), c'est à dire {x}UV C Vx C B. L'ensemble
B ainsi construit n'appartient pas à 5$ car A C B C Jÿ(A)
ce qui achève la preuve de ce théorème.

Pour prouver la réciproque,

toutes les parties finies de A alors B =

Remarque 6.
Soit 2$ un système de fermeture algébrique sur

l'ensemble X et soit 2cîl une base de $£> alors d'après le
corollairel, si A C X vérifie la condition 2) de la
définitionl alors A G £}.

En effet: supposons que x G A C X, C A telque
Vi G 2$ et pour tout B G 2$i telque B C A il existe
V G vérifiant ({x}UB) C V C A . Nous voulons montrer
qu'il existe V2 G 26 telque ({xJUVÿ) C V2 C A. Consi¬
dérons J(VÿU{x}): montrons que J(ViU{x}) C A. D'après P4,
il suffit de montrer que
partie finie C de V. Soit C une partie finie de V. D'après

JsJ(C) C V C A. Or J*j(C)G 2$i ainsi d'après notre
hypothèse il existe VÿG 261 telque Jjd(CU{x}) C C A.
Comme (C U{x}) C Jjtf(CU{x}) alors d'après Ji, JsJ(C U{x})
C JsJ(JsJ(C U{x})) C C A. Il suffit donc de prendre
V2=JsJ(A U{x})G $6!•

Jÿ(C U{x}) C A pour toute

Ji,
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Comme une conséquence immédiate du théorème5 et de
cette dernière remarque nous avons la caractérisation
suivante des éléments d'un système de fermeture algébrique.

Corollaire2.
Soient £$ un système de fermeture algébrique sur

l'ensemble X, une base de et A C X, alors A G
ssi pour tout x G A et tout B G Sÿi telque B C A il
existe V G vérifiant ({x}UB) C V C A.

Maintenant supposons que £} est un système de ferme¬
ture sur l'ensemble X. C'est clair que la phrase " pour
tout A C B C X il existe V G £j telque A C V C B " est
équivalente à la phrase suivante: " pour tout A C B C X,
Js!(A) C B ". Alors d'après le dernier corollaire nous
avons la conséquence suivante:

Corollaire3.
Soient £j un système de fermeture algébrique sur

l'ensemble X, une base de £j et A C X, alors A est un
élément de $6 ssi pour tout x G A et tout B G telque
B C A nous avons J.gj({x}UB) C A.

Si £j est un système de fermeture algébrique sur
l'ensemble X et B C X alors d'après le théorèmell de [3],
nous obtenons une caractérisation d'un élément maximal de D
contenu dans B.

Corollaire4.
Soient £j un système de fermeture algébrique sur

l'ensemble X, ACBCXetAG £J alors A est un élément
maximal de la classe {C G C C B} ssi V fl X\B
pour tout x G B\A et tout V G £j telque ({x}UA) C V.

Le théorème suivant caractérise l'élément maximal
décrit dans le dernier corollaire avec les éléments d'une
base.
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Théorème 7.
Soient un système de fermeture algébrique sur

l'ensemble X, sii une base de 2$ et A C B C X avec A G si
alors A est un élément maximal de la classe BsS si pour
tout x G B\A il existe C G s!i telque C C A et pour tout
D G sil satisfaisant (CU{x})C D nous avons D H (X\B)=0.

Preuve.
Supposons que A n'est pas un élément maximal de la

classe $6 ce qui veut dire qu'il existe un élément E G
telque A £ E C B. Comme A E alors il existe x G (E-A)
C B\A. Puisque E G si alors d'après le corollaire2 pour
tout C G S$i telque C C A il existe D G sil vérifiant
(CU{x})C D C E C B alors D H X\B = 0, ce qui contredit
notre hypothèse.

Finalement nous allons voir que la propriété que doit
posséder un système de fermeture algébrique pour être
topologique peut être caractérisé par une base.

Théorème 8.
Soient Sî un système de fermeture algébrique sur

l'ensemble X et sil une base de $6 alors est un système
de fermeture topologique ssi U U V G pour tout U, V E
1-

Preuve.
Si Si est un système de fermeture algébrique topolo¬

gique alors U U V G sJ pour tout U,V G sil car S61 C £j.
Pour prouver la réciproque, supposons que U U V G sJ pour
tout U,V G sii- Nous voulons montrer que si (Ai)j est une

famille quelconque d'éléments de si alors ÜAÿ G

D'après le corollaire3, il suffit de prouver que si x E

UAî et V E sii telque V C UAÿ alors JD({x}UV) C ÜAÿ.
I i

Comme x E ÜAÿ alors il existe ix E I telque x E Ai1.
Puisque Aix E alors d'après la conditionl de la
définitionl, il existe U E sil telque x E U C A. Mais
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U,V G S$i et d'après notre hypothèse (U U V)G • Comme

({x}U V)C U U V C UAi alors d'après Ji, JD({x} U V) C

(U UV) C UAi ce qui complète la preuve de notre théorème.
i
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CHAPITRE II

r-ESPACES COMPACTS
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II-lr-ESPACES r-QUASI-COMPACTS.r-COMPACTS.

La compactification est l'un des problème importants
qui a fait l'objet d'études dans la topologie générale. Le
but de notre travail est de traiter l'extension de ce
problème à un r-espace par un procédé analogue à celui de
la topologie générale.

Commençons par définir la notion de r-espace compact.
Cependant, il importe de noter qu'il existe quatre
propositions équivalentes dont l'une d'elles définit la
topologie compacte.
Ces quatre propositions sont:

P]_. Tout filtre sur X possède au moins un point
adhérent.

V2. Toute famille d'ensembles fermés dans X dont
l'intersection est vide contient une sous-famille
finie dont l'intersection est vide.

i>3. Tout ultrafiltre sur X est convergent.

Tout recouvrement ouvert de X contient un
recouvrement ouvert fini de X.

Nous constatons que dans la proposition PI figure la notion
de filtre qui n'est guère connue dans un r-espace. Ce qui
nous incite à introduire cette notion de façon analogue à
la notion suivante:

Définition 1.
On appelle filtre sur un ensemble X une famille f de

parties de X satisfaisant les conditions suivantes:

Toute partie de X contenant un ensemble de &ai:
appartient à T.

a2: Toute intersection finie d'ensembles
tient à f.

de W appar-
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(*3: La partie vide de X n'appartient pas à F

Toutefois, la condition or2 ne peut être vérifiée dans
r-espace parce que nous savons que dans r-espace
l’intersection de deux ouverts (resp. fermés) n'est pas un
ouvert (resp. un fermé), on est alors amené à introduire la
notion suivante où ce défaut disparaît.

Définition 2.
On appelle r-filtre sur un ensemble X, une famille F

de parties de X qui possède les deux propriétés suivantes:

ai: Toute partie de X contenant un ensemble de F
appartient à F.

0f2': L'intersection de deux ensembles quelconques de
F est non vide.

Remarque 1.
que si F est unIl est facile de déduire de «2

r-filtre sur l'ensemble X, la partie vide de X n'appar¬
tient pas à F.

Remarque 2.
Dans la définition précédente nous avons choisi la

condition 012' qui pouvait être remplacée par :

a2": L'intersection d'une sous-famille finie quelcon¬
que de F est non vide.

que nous étudierons par la suite. Parce que si une partie A
de X rencontre tous les ensembles de F alors: à la condi¬
tion 012' correspond l'affirmation: il existe un r-filtre
F'plus fin que F contenant A. Mais à la condition 02", il
n'existe aucun r-filtre qui contient F U {A}.

La définition antérieure conduit naturellement à
l'introduction de la notion suivante:
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Définition 3.
Un ensemble 0 de parties d'un r-espace X est une

r-base d'un r-filtre F ssi l'intersection de deux
ensembles quelconque de 0 est non vide.

Maintenant, nous allons étudier l'extension des
quatre propositions v\, v2, V3 et en se basant sur la
définition2.

Ki: Tout r-filtre F sur X possède au moins un point
adhérent.

K2: De toute famille de fermés dont l'intersection
est vide on peut extraire deux fermés dont
l'intersection est vide.

K3: Tout ultra r-filtre F sur X est convergent.

K4: De toute famille d'ouverts qui recouvre X, on
peut extraire deux ouverts dont la réunion est X.

Ces quatre propositions sont équivalentes:

% entraîne K3: en effet, soit F un ultra r-filtre ,
d'après Ki il admet au moins un point adhérent x, c'est à
dire: V D F 0 pour tout voisinage V de x et tout
ensemble F de F. Les ensembles V fl F engendrent un
r-filtre F qui contient en vertu de ai l'ensemble des
voisinages .gj(x) de x ainsi que F. Comme F est un ultra
r-filtre alors F
qui veut dire que F converge vers x.

I est identique à F, d'où «sJ(x) C F ce

K3 entraîne Ki: car, si F est un r-filtre sur X, il
existe un ultra r-filtre F' plus fin que F, comme cet
ultra r-filtre F
K3, x est alors adhérent à F.

f est convergent vers un point x d'après

Ki entraîne K2: car, si A est une famille d'ensembles
fermés dans X dont l'intersection est vide, alors si
l'intersection de deux ensembles quelconques de A n'était
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pas vide, A engendrerait un r-filtre qui aurait un point
adhérent d'après Ki. Mais ce point appartiendrait à tous
les ensembles de A, ces derniers étant fermés, ce qui est
contraire à l'hypothèse, donc il existe deux éléments de A
qui sont disjoints.

Inversement, la négation de Ki entraîne celle de K2,
car si T est un r-filtre sans point adhérent, les
adhérences des ensembles de F forment une famille

d'ensembles fermés {Fs, Fs €: F }s ç g tels que flF3=0S
et pour tout S]_, S2 de S FsinFS2ÿ0 car, FSl flFsj contient

l'intersection FSl DFg2 de deux éléments de F qui est non
vide en vertu de a2', ce qui contredit K2.

K4 de déduit de K2 par passage aux complémentaires et
lui est donc équivalente.

Ainsi, nous introduisons la notion suivante:

Définition 4.
On dit qu'un r-espace X est r-quasi-compact s'il

vérifie la proposition Ki: tout r-filtre sur X possède au
moins un point adhérent.

Une importante question qui traite un r-espace
topologique compact est le problème de limite. Comme dans
la topologie générale il existe trois propositions équiva¬
lentes qui définissent cette notion, alors nous allons
généraliser ces trois propositions à un r-espace et nous
étudierons les relations qui existent entre elles.

mi: Quelques soient les points distincts x,y de X, il
existe un voisinage Vi de x et un voisinage V2 de y
sans point commun.

m2: Un r-filtre sur X ne peut avoir plus d'un point
limite.
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m3: Si un r-filtre F sur X admet un point limite x, x
est le seul point adhérent à F.

Ces trois propositions sont équivalentes, en effet:

m3 entraîne m2: car si on suppose qu'il existe un
r-filtre F qui admet deux points limites x et y, puisque
tout point limite d'un r-filtre est adhérent à cet r-filtre
alors x et y sont deux points adhérents à F, or x est le
seul point adhérent à F, d'où x=y.

m2 entraîne mi: car s'il existe deux points distincts
x et y, tels que tout voisinage Vi de x et tout voisinage
V2 de y se rencontrent alors les ensembles V]_ H V2 forment
une r-base d'un r-filtre F qui admet à la fois x et y
comme points limites dans X, ce qui contredit m2.

mi entraîne m3: car la négation de m3 entraine celle
de mi, en effet: supposons qu'il existe un r-filtre F qui
converge vers x et admet un point y distinct de x comme
point adhérent, c'est à dire: V H F ?£ 0 pour tout
voisinage V de y et tout ensemble F de F, comme F converge
vers x cela veut dire que F contient l'ensemble des
voisinages de x: alors tout voisinage Vi de x
rencontre tout voisinage V2 de y, ce qui contredit mi.

Définition 5.
Un r-espace X qui vérifie mi est appelé un r-espace

séparé.
Un r-espace X est r-compact s'il est r-quasi-compact

et séparé.

Certains résultats obtenus en topologie générale
s'étendent aux r-espaces.

Théorème 1.
Soit F un r-filtre sur un r-espace quasi-compact X et

soit A l'ensemble des points adhérents à F, tout voisinage
de A appartient alors à F.
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Preuve.
Raisonnons par l'absurde, supposons qu'il existe un

voisinage V de A qui n'appartient pas à F alors CVHF 5* 0
pour tout ensemble F de F, ainsi les ensembles CV fl F
engendrent un r-filtre F' qui est en vertu de plus fin
que F, comme X est r-quasi-compact, F' a au moins un point
adhérent y, qui est aussi adhérent à F, or y A, car le
voisinage V de A a une intersection vide avec certains
ensembles de F', ce qui contraire à l'hypothèse.

Théorème 2.
Pour qu'un r-filtre sur un r-espace compact soit

convergent il faut et il suffit qu'il ait un seul point
adhérent.

Preuve.
La condition est nécessaire car si un r-filtre F

converge alors d'après m2, il admet un seul point limite
qui est le seul point adhérent à F en vertu de m3.

La condition est suffisante car si x est le seul
point adhérent à F alors d'après le théorèmel F contient
l'ensemble des voisinages de x, SiJ(x), c'est à dire que F
est plus fin que l'ensemble des voisinages de x,ÿJ(x).
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II-2 r-ESPACES ri_-QUASI-COMPACTS,

ri -COMPACTS.

Remplaçons maintenant la condition a2' de la défini¬
tion par (*2": "l'intersection d'une sous-famille finie
quelconque de f est non vide" citée dans la remarque2.
Ainsi nous introduisons la notion suivante:

Définition 6.
On appelle ri-filtre sur un r-espace X, un ensemble F

de parties de X qui possède les deux propriétés suivantes:

Toute partie de X contenant un ensemble de Fai:
appartient à F.

02": L'intersection d'une sous-famille finie quelcon¬
que de F est non vide.

Cette définition nous conduit à la définition
suivante:

Définition 7.
Un ensemble |S de parties d'un r-espace X est une

n-base d'un n-filtre si et seulement si l'intersection
finie d'ensembles de j8 est non vide.

Remarque 3.
c'est facile de voir que la condition 02" ent¬

raîne 02' alors tout n-filtre est un r-filtre et toute
ri-base est une r-base.

Montrons qu'avec la notion de n-filtre nous pouvons
trouver quelques résultats importants.

Commençons d'abord par formuler les quatre propo¬
sitions iÿi, i>2 / et i>4, avec la définition 6 nous avons :
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Tout n-filtre sur X possède au moins un pointPi:
adhérent.

P2: Toute famille d'ensembles fermés dans X, dont
l'intersection est vide, contient une sous-famille
finie, dont l'intersection est vide.

P3: Pour tout n-filtre F' dans X, il existe un
r-filtre F qui contient F' et qui converge dans X.

P4: Tout recouvrement ouvert de X contient un recou¬
vrement ouvert fini de X.

Les quatre propositions pi, p2, P3 et p4 sont
équivalentes , en effet:

pl entraîne p2: car si A est une famille d'ensembles
fermés dans X dont l'intersection est vide. Si l'intersec¬
tion de toute sous-famille finie de A n'était pas vide
alors A engendrerait un n-filtre qui aurait un point
adhérent d'après pi. Comme tous les ensembles de A sont
des fermés alors ce point appartiendrait à tous les
ensembles de A ce qui est contraire à l'hypothèse.

Inversement, la négation de pi entraîne celle de p2,
car si F' est un n-filtre, les adhérences des ensembles de
F' forment une famille d'ensembles fermés {Fs, Fg G F'}
contredisant p2; en effet: la famille {Fs, Fa G F} est

telle que HFs=0 et pour toute partie finie Mfinie de {Fa}g

OFs car elle contient l'intersection finie d'éléments
F.94,

de F' qui est, en vertu de 012' , non vide.

P4 se déduit de p2 par passage au complémentaire et
lui est donc équivalente.

pi entraîne p3: car si F* est un n-filtre, d'après
pi il admet au moins un point adhérent x, c'est à dire:
V H F 0 pour tout voisinage V de x et tout ensemble F
de F'. Ainsi les ensembles A O V engendrent un r-filtre F
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qui , en vertu de ai, est plus fin que W
semble des voisinages ,gJ(x) de x.

et que 1'en-

P3 entraîne pi: car si f' est un ri-filtre, d'après
P3 il existe un r-filtre T plus fin que et qui converge
dans X, et comme tout point limite d'un filtre est adhérent
à ce filtre alors f' admet au moins un point adhérent.

Nous introduisons la définition suivante:

Définition 8.
On dit qu'un r-espace X est n-quasi-compact s'il

vérifie l'une des propositions équivalentes pi, p2, p3 et
P4 •

Si un n-quasi-compact est séparé alors c'est un
n-compact.

Remarque 4.
La proposition K2 entraîne p2: car, dans toute

famille de fermés dont l'intersection est vide il existe
d'après K2 une sous-famille finie contenant deux fermés
dont l'intersection est vide d'où p2.

La proposition Ki entraîne pi: car, tout ri-filtre
est un r-filtre alors, un r-quasi-compact est un n-quasi-
compact et par conséquent un r-compact est un n-compact.

Maintenant formulons les propositions mi,
avec la définition 6.

m2 et m3

mi: Quelques soient les points distincts x, y de X,
il existe un voisinage Vi de x et un voisinage V2
de y sans point commun.

m2': Un n-filtre sur X ne peut avoir plus d'un point
limite.

m3': Si un n-filtre sur X admet un point limite
x, x est le seul point adhérent à f'.
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Comme nous allons le montrer, ces trois propositions
perdent leur équivalence. Etudions alors les relations qui
existent entre elles.

Sachant que tout n-filtre est un r-filtre d'après la
remarque précédente et que les propositions mi, m2 et m3
sont équivalentes, on déduit alors que la proposition mi
entraîne m2' et m3', de plus m3' entraîne mi car, s'il
existe deux points distincts x et y tels que Vx H Vy 0
pour tout voisinage Vx de x et tout voisinage Vy de y alors
l'ensemble Jgj(x) des voisinages de x engendre un n-filtre
qui admet y comme point adhérent. Enfin m3' entraîne m2'
car l'implication est transitive. Mais la proposition m2'
n'entraîne pas mi et m3'. Comme nous allons le voir à
l'aide de l'exemple suivant:

Exemple.
Soit X = { xi, X2, X3, X4, X5 }, on définit la classe

de la manière suivante:
S$={0;{x3};{x4};{x5};{xx,x2};{x2,x3,x4};{xx,x4,x5},X}

Comme X est un ensemble fini et {0,X} C alors (x,£j)
est un r-espace et S& la classe des ensembles ouverts de X.

Vc
X V-

.x5.X1
V4

V-
>XZJ •x4
Vl
.x3

D'après la figure:
- X n'est pas un séparé parce que: xÿ X2 et tout

voisi-nage de xi rencontre tout voisinage de X2, en effet:

v4 n v5 * 0, v4 n v6 * 0 et v5 n v6 * 0.
- X ne vérifie pas la propo-sition m3'.
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J={v4,v6} U {A C X/A D V4 ou A D V6} est un n-filtre
qui converge vers xi, admet x2 comme un point adhérent:
tout voisinage de x2 rencontre tout ensemble de F,
effet: V5 D V4 0 et V5 fl Vg 0. Enfin F ne converge
pas vers X2 parce que V4 (1 V5 D Vg 0, Mais X vérifie
la proposition m2'.

en

Si un n-filtre F converge vers xi alors F ne converge pas
vers x2, X3, X4 et X5 car V4 fl V5 H Vg Vi fi V4 ,

v2 n v4 ÿé 0 et v3 n v4 0.

Comme V4 est un voisinage de x2 alors d'après ce qui
précède: tout n-filtre qui converge vers x2 ne converge
pas vers xi, X3, x4 et X5.

Tout n-filtre qui converge vers X3 ne converge pas vers
xi, X2, x4 et X5 car D V4 0, H. V2 0 et

Vx n V3 0.

Tout n-filtre qui converge vers X4 ne converge pas vers
xi, x2, X3 et X5 car V2 D V4 0, V2 H 0 et

V± fl V3 * 0.

Et enfin tout n-filtre qui converge vers X5 ne converge
pas vers xi, x2, X3 et X4 car V3 fl V4 0, V3 fl Vj 0
et V3 D V2 * 0.

Théorème 3.
Un r-espace X est séparé si et seulement si pour tout

n-filtre convergent vers x, x est le seul point adhérent
de chaque r-filtre F' plus fin que F.

Preuve.
La condition est nécessaire, en effet: si X est un

r-espace séparé alors si un n-filtre F converge vers x, x
est le seul point adhérent de F, car la proposition mi
entraîne m3'. Il est donc le seul point adhérent à tout
ri-filtre F' plus fin que F puisque tout point adhérent à
F' est adhérent à F.
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La condition est suffisante, en effet: s'il existe
deux points distincts x et y de X tels que Vx H Vy 0
pour tout voisinage Vx de x et tout voisinage Vy de y, alors
l'ensemble J2j(x) des voisinages de x engendre un ri-filtre
ÎF pour lequel tout r-filtre plus fin que T admet y comme
point adhérent ce qui achève notre démonstration.
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II-3 EXEMPLES.

Finalement nous donnons des exemples d'un r-espace
n-quasi-compact.

1. Il est facile de voir que tout r-espace fini est
ri-quasi-compact et plus généralement tout r-espace dans
lequel il n'y a qu'un nombre fini d'ensembles ouverts est
ri-quasi-compact.

2. Soit X un ensemble infini et O1 la classe des sous-
ensembles de X composée de:

- L'ensemble X et 0.
Toute partie de X contenant exactement 10.k

éléments où k=l,2,3,...

Il est facile de voir que la classe £J={ A C X; X\A E 3 }
satisfait les conditions fii et n2.

- La fermeture de 0 est 0.
- La fermeture de toute partie de X contenant 10.k
éléments k=l,2,3,... est elle même.
- La fermeture de toute partie A de X contenant lOk+r
éléments k=l,2,3,... et 1 ≤ r < 9 est une partie de
X contenant A et dont le nombre d'éléments est
10(k+1).
- La fermeture de toute partie infinie de X est X.

Maintenant nous voulons démontrer que X est un
n-quasi-compact, pour cela:
Soit {As}s une famille de fermés de X dont l'intersection

est vide; nAq=0.
S 3

La question qui se pose est: existe t-il une sous-famille
finie de {As}s dont l'intersection est vide?

S'il existe s'E S tels que As • = 0 alors le problème est

résolu: car, de toute sous-famille finie {ASi;l<i<n} C

{As}S/ la sous-famille finie {Agi;ASi;l<i<n} est telle

n
n ( nASi) = 0.que As

i=l
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Si pour tout s E S: Ag 0, comme HAg =0 alors V s E S:
S

As X c'est à dire pour tout s E S, il existe ks E IN*
tel que Ag contient exactement 10.ks éléments alors il
existe s'E S tel que Asi est fini. A8i= {mi,m2,...,mn}

smiÿ (As}sfïAg =0 alors pour tout m-[ E Asi,S
il existe A

n

Asmi n (nAsmi) 0.d'oùtelque m-ÿ As
i=l

{As i , ASmi, A
{Ag}s qui répond à notre question.

.., Ag } estamn 1 une sous-famille finie desn>2' *
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CHAPITRE III

ENSEMBLES r-COMPACTS
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III.l ENSEMBLES r-QUASI-COMPACTS,ri-QUASI-
COMPACTS ET ENSEMBLES r-COMPACTS.
ri-COMPACTS,

Soient (x,.gj) un r-espace et A une partie de X.
Malgré qu'on ne peut pas définir le r-espace induit sur A
par S$- Comme c'est montré dans l'exemple suivant:

Exemple 1.
Soient X=Z et $6 = {{-n,1,...,n};{-n,1,...,n}c/n£ IN*}

U{0,Z}.si n n' alors {-n,l,...,n} <£ {-n',1,...,n'} ;
{-n',1,...,n'}<Z {-n,1,...,n}. ZJ vérifie les conditions «i
et IÎ2 (ChapI, p.5), en effet: la preuve de Oi vient
directement de la définition de zJ- Pour prouver 02, soit A
un sous-ensemble de Z et AzJ la classe définie par:
AZJ = {B G ZJ: B C A}. La classe AzJ est non vide car 0 G
AZ$- Pour tout B G AzJ d'après la construction de zft la
réunion d'une chaîne arbitraire d'éléments de AzJ qui
contient B se réduit à B c'est à dire que tout élément de
AZf est un élément maximal de AzJ • Ainsi 02 est
vérifiée. Or la trace *6' de Z& sur IN: £j'=IN n zJ
={{l,...,n};{l, . . .,n}c/n£IN*}U{0,IN} ne vérifie pas «2 > en
effet: pour A=IN* C IN; IN\gJ' contient la chaîne (An)n>i

avec An= {l,...,n} dont U An= IN* n'est pas un élément de

car IN*=IN n Cÿf0} avec Cÿto} Ainsi (IN,ÿ')

n'est pas un r-espace.

n ≥ 1

Mais nous allons introduire la notion de sous-
ensemble compact qui va garder les memes propriétés d'un
r-espace compact.

Définition 1.
a) On dit qu'une partie A d'un r-espace X est un

ensemble r-quasi-compact (resp. n-quasi-compact) si et
seulement si de tout recouvrement de A par des ensembles
ouverts dans X, on peut extraire un recouvrement formé de
deux ouverts dans X (resp. un recouvrement fini) de A.
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b) On dit qu'une partie A d'un r-espace X est séparée
si et seulement si quelques soient les points distincts x,y
de X, il existe un voisinage Vx de x et un voisinage Vy de
y sans point commun.

c) On dit qu'une partie A de X est r-compacte (resp.
n-compacte) si elle est r-quasi-compacte (resp.n-quasi-
compacte) et séparée.

Sachant que le complémentaire d'un ouvert dans un
r-espace X est un fermé et si (0a)a& est un recouvrement de

A par des ensembles ouverts dans X, (C#a)aGi
de fermés dont l'intersection avec A est vide. On déduit
alors la conséquence suivante:

est une famille

Conséquence 1.
Une partie A d'un r-espace X est un r-quasi-compact

(resp. ri-quasi-compact) si et seulement si de toute
famille de fermés dans X dont l'intersection avec A est
vide, on peut extraire une sous-famille contenant deux
fermés (resp. une sous-famille finie) dont l'intersection
avec A reste vide.

Remarque 1.
Soit A une partie propre de X, tout r-filtre (resp.

n-filtre) sur X n'est pas un r-filtre (resp.n-filtre) sur
A. Mais tout r-filtre (resp. n-filtre) sur A est une
r-base (resp. n-base) d'un r-filtre (resp. n-filtre) sur
X.

a) On dit qu'un r-filtre (resp. n-filtre) dans A
converge vers un point x si et seulement si le r-filtre
(resp. n-filtre) sur X qui admet cet r-filtre (resp.
n-filtre) sur A comme r-base (resp. n-base) converge vers
x.

b) On dit qu'un point x de X est adhérent à une
r-base (resp. n-base) d'un r-filtre (resp. n-filtre) sur
A si et seulement s'il est adhérent à cet r-base (resp.
n-base).
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Théorème 1.

Une partie A d'un r-espace X est r-quasi-compacte
(resp. ri-quasi-compacte) si et seulement si tout r-filtre
(resp.n-filtre) sur A possède au moins un point adhérent
dans A.

Preuve

La condition est nécessaire, en effet: supposons
qu'il existe un r-filtre F (resp. n-filtre F1) sur A sans
point adhérent dans A, les adhérences des ensembles de F
(resp. de F') forment une famille d'ensembles fermés

{Fg,FgG F}s (resp.{Fg,FgG y * }s) est tel que DFa H A = 0
S

(resp.HFÂ O A =0) et pour tout 81,82 € S; FSinFg2n A?*0
b

(resp. et pour toute partie finie Mf de {Fg}g; flFgHA
Mf

car elle contient l'intersection FSl flFS2nA (resp. l'inter¬

section OFsO A) qui est en vertu de 0f2 (resp. de ci2")

non vide. Ce qui contredit le fait que A est r-quasi-
compact (resp. n-quasi-compact).

»,

La condition est suffisante, en effet: raisonnons par
l'absurde, en supposant qu'il existe une famille F ={Fs,
s €= S } de fermés dans X dont leur intersection avec A est

vide: c'est à dire DFS fl A = 0. Si pour tout s1,S2 £ S:
b

F8I OFg2nA & 0 (resp. pour toute partie Mf finie de S:

flFgH A?£0) alors la trace F sur A est une r-base
M,
d'un r-filtre (resp. n-base d'un n-filtre) sur A qui
aurait un point adhérent dans A. Mais ce point
appartiendrait à tous les ensembles de F, ce qui est
contraire à l'hypothèse.
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Théorème 2.
Dans un r-espace r-quasi-compact (resp. ri-quasi-com-

pact), tout ensemble fermé est r-quasi-compact (resp.
n-quasi-compact).

Preuve
Soit A un ensemble fermé dans un r-espace r-quasi

compact (resp. ri-quasi-compact). Montrons que A est
r-quasi-compact (resp. ri-quasi-compact). D'après le théo¬
rème précédent il suffit de montrer que tout r-filtre
(resp. ri-filtre) sur A possède au moins un point adhérent
dans A. Soit f un r-filtre (resp. n-filtre) sur A, d'après
la remarque 1,
r-filtre (resp. n-filtre) sur X, comme X est r-quasi-
compact (resp. n-quasi-compact) alors cet r-filtre (resp.
n-filtre) possède au moins un point adhérent qui est
adhérent à tous les ensembles de T et donc à A qui est un
ensemble de W. Ainsi ce point n'est autre qu'un élément de
A car A est fermé.

W est la r-base (resp. n-base) d'un

Conséquence 2.
Dans un r-espace X, la réunion d'une famille finie

d'ensembles n-quasi-compacts est un ensemble ri-quasi-
compact.

En effet: il suffit de montrer que la réunion de deux
ensembles n-quasi-compacts A,B est n-quasi-compact. Soit
9Î un recouvrement de A U B, c'est un recouvrement de A et
recouvrement de B, donc il contient un recouvrement fini

SKj de A et un recouvrement fini 9?2 de B; 9ÿ U 9?j est donc
un recouvrement fini de A U B contenu dans 9?, d'où la
conséquence.

Remarque 2
La réunion finie d'ensembles r-quasi-compacts n'est

pas r-quasi-compact, comme nous allons l'illustrer à l'aide
de l'exemple suivant:

Soit X={xi,X2,X3,X4}. On définit 5$ de la manière
suivante:

Sà={ 0/ {xi}/ {x2}/ {x3}, {x4}, X }.
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Vv.K3>X

B

"©
JB
Figure.1

On pose A={XI,X2} et B={x3,x4}, c'est clair que d'après la
figure.1, A et B sont r-quasi-compacts mais
n'est pas r-quasi-compact.

A U B = X

Conséquence 3.
La réunion finie d'ensembles fermés dans un r-espace

X, n-quasi-compact est ri-quasi-compact.

En effet: Soit {Fi}i<i<n une famille finie de fermés
d'un r-espace n-quasi-compact, d'après le théorème précé¬
dent, c'est une famille finie d'ensembles ri-quasi-compacts
alors d'après la conséquence précédente, la réunion de ces
ensembles est n-quasi-compact.

37



III.2 ENSEMBLE FORTEMENT SEPARE .

Définition 3.
Une partie A de X est fortement séparée si et seule¬

ment si pour tout x,y tel que xGAetyGx\Aet pour
tout B G tel que B C X\A, il- existe un voisinage Vx de
x et un voisinage Vy de y qui contient B U {x} tel que
Vx fl Vy = 0.

Théorème 3.
Dans un r-espace, chaque partie A de X telle que A et

(X\A) sont des ouverts dans X est fortement séparée.

Preuve.
Soit A une partie d'un r-espace X telle que A et X\A

sont des ouverts dans X. Pour chaque point x,y tel que
x G A et y G X\A et pour chaque B]_, B2 de 2$ tel que

Bx C X\A et B2 C A, il existe V*=A et Vy=X\ADB!Ü{y} tel

que Vx H Vy = 0 et Vÿ= A D B2 U {x} et Vÿ=X\A tel que
Vx D Vy = 0 alors A et X\A sont fortement séparées.

Théorème 4.
Une partie A de X est fortement séparée si et seule¬

ment s'il n'existe pas sur X un filtre qui ne converge pas
vers un point x G A et aussi vers un point y G X\A
d'après un ouvert B telque B C X\A.

Preuve
La condition est nécessaire, en effet: soient x G A,

y G X\A et B G 26 telque B C X\A. Suppposons qu'il existe
un filtre f sur X qui converge vers x ou vers y suivant B
alors, d'après la définition de la convergence d'un filtre,
f est plus fin que l'ensemble des voisinages £j(x) de x ou
de l'ensemble des voisinages de y contenant B U {y}. Ainsi
T est plus fin que la réunion de l'ensemble des voisinages
de x, i2j(x) et de l'ensemble des voisinages de y contenant
B U {y}, $$(B U {y}) soit £j(x) U £j(B U {y}). Comme W
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est un r-filtre (resp. n-filtre) alors en vertu de a2'
(resp. de 012") pour tout voisinage Vx de x et tout
voisinage Vy de y contenant B U {y} on a: Vx H Vy 0,
d'où A n'est pas fortement séparée.

La condition est suffisante: supposons que A n'est
pas fortement séparée cela veut dire d'après la définition
qu'il existe x G A, y € X\A et B G telque B C X\A.
Vérifions, pour tout voisinage Vx de x et pour tout
voisinage Vy de y contenant (B U {y}) on a: Vx H Vy 0,
alors:
- L'ensemble des voisinages de x et des voisinages de y
contenant (B U {y}) converge vers x € A et vers y G X\A
suivant B alors converge vers x G A QU vers y G X\A
suivant B G tel que B C X\A.
- L'ensemble des voisinages de x est une ri-base d'un
n-filtre qui converge vers x G A au l'ensemble des
voisinages de y contenant B soit SIï(B U {y}) est une
n-base d'un n-filtre qui converge vers y G X\A suivant
B G tel que B C X\A.

Nous savons que: dans un espace topologique séparé,
tout ensemble compact est fermé. Mais dans un r-espace
séparé, un ensemble compact n'est pas forcément fermé comme
nous allons le montrer à l'aide de l'exemple suivant:

Exemple 2.
Soit X={xi, *4}/ définissonsnousX2>

ensemble des ouverts dans X de la manière suivante:
*3/

={0,{xi},{x3},{x4},{x1,x2},{x2,x 3},X}.

X .X1
|v2

.*2
|V5V

.x3

©V*

Figure.2
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D'après la figure.2, X est un séparé car,

X1 *X2
X1 * X3 St Vl ° VB
X1 x4
x2 * x3
x2 * x4
x3 x4

= 0
et vx n V4 = 0
et v2 n v3 = 0
et v2 n v4 = 0
et v3 n v4 = 0

Soit A = {xi,x2} est r-quasi-compact donc n-quasi-compact
or V3 C X\A et x4 G X\A mais d'après la figure il
n'existe aucun ouvert qui contient {x4} U V3 qui soit
contenu dans X\A. Ainsi X\A n'est pas ouvert et par consé¬
quent A n'est pas un fermé.

Définition 4.
Si A est une partie de X, B un ouvert de X

point de X, alors x est un point adhérent à A suivant B si
pour tout voisinage Vx de x contenant B U{x}:VX H A 0.

et x un

Théorème 5.
Soit une partie A de X fortement séparée et compacte

dans un r-espace X.
Si A possède la propriété suivante:

" Si un point x de X est adhérent à
B £ S&> où, B C X\A, ensuite

A suivant
chaque système fini

de voisinage du point x qui contient B{*i}ISiSn

vérifie ( n$±) fl A 0."
i=l

alors A est fermé.

Preuve.
Raisonnons par l'absurde, en supposant que X\A n'est pas un
ouvert, c'est à dire qu'il existe un point x G X\A et. un
ouvert B contenu dans X\A telque: pour tout voisinage V de
x contenant le prévoisinage B U {x}: V n A 0; ce qui
veut dire que x est un point adhérent à A suivant B. Comme
A est fortement séparée alors, pour tout y G A, il existe
un voisinage T(x,y) contenant le prévoisinage B U {x} et
un voisinage U(x,y) de y qui ne se rencontrent pas:
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T(x,y) H U(x,y)= 0 puisque A est r-quasi-compact (resp.
ri-quasi-compact) alors, il existe deux ouverts U(x,yi),
U(x,y2) qui recouvrent A (resp. un nombre fini n de points
yi de A telque les U(x,yi)l<i<n forment un recouvrement

n
de A), soit A C U(x,yi)UU(x,y2) (resp. A C U U(x,yi)).

i=l

Ensuite {T(x,yi), T(x,y2)} (resp. {T(x,yi);1< i <n}) est un
système fini de voisinages de x qui contiennent B et x est
un point adhérent à A d'après B; alors:
(U(x,yi) U U(x,y2)) H (T(x,yi) H T(x,y2)) D A H
(T(x,yi) D T(x,y2))* 0

U U(x,y2) ) H ( T(x,yi) fl T(x,y2) ) = 0( U(x,yi)

( UU(x,yi)) fl ( f)T(x,yi) )D A H( OT(x,yi) )* 0)

or

(resp.
i-l i=li-l

or ( UU(x,yi)) PI ( OT(x,yi)) = (U(x,yi) H ( HT(x,yi))] U
i-l

[U(x,y2)H( HT(x,yi))] U...U
i-l

(U(x,yn)H ( f)T(X,yi))].

i=li=l

i=l

et Vi,l<i<n

U(x#yi)H( nT(x,yi))=[U(x,yi)H T(x,yi)] H (ÿflÿTtxÿj)
j * i

nn ( n T(x,y-î )
j - 1 J= 0
j

=0.

d'où ( U U(x,yi)) fl (f) T(x#yi))= 0
i-l

ce qui est absurde, d'où X\A est un ouvert alors A est un fermé.
i=i
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