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NOTATIONS

C’ : degré de contraction.

ds, dv/: élément de surface, élément de volume.

/- potentiel complexe de la vitesse.

H, L : diamétre, longueur.

K : courbure de la surface.

I’ : pression.

I’y - pression au dessus de la surface libre.
¢ : module de la vitesse.

R : rayon de courbure de la surface.

T : tension de surface.

i, . vecteur normal.

i, : vecteur tangentiel.
p : densité.

& vitesse complexe.

{/ : vitesse a l'infini.

V : vecteur vitesse.

u, v : composantes du vecteur vitesse.
¢ : fonction potentiel.

. fonction de courant.
V : gradient.

div . divergence.

A : Laplacien.

D ., ., L.
— : dérivée matérielle.
Dt

. .o
2 : dérivée par rapport au temps.

a : nombre de Weber.

y: angle de séparation.

z : variable complexe.



INTRODUCTION GENERALE

Dans ce travail, on propose d'étudier un probléme d'écoulement potenticl
bidimensionnel a surface libre issu d'un orifice d'un réservoir. Comme nous allons le
voire, le probléme revient a la résolution de I’équation de Laplace dans le domaine
de I’écoulement avec des conditions aux limites non linéaires sur la surface libre de
forme inconnue. Le probléme a été déja étudié par Ackerberg et Liu [1] en adoptant
unc méthode numérique de discrétisation de tout le plan de I’écoulement. Nous
adoptons une méthode des transformations conformes qui réduit le probléme de

discrétisation uniquement sur la surface libre.

Ce travail est composé de trois chapitres. Le premier chapitre est consacré aux
définitions et notions préliminaires concernant la théorie des écoulements potentiels

et les équations générales du mouvement de fluides.

Dans le second chapitre, on traite le probléme dans le cas ou la tension de
surface est négligée. Dans ce cas, la solution exacte peut étre calculée en utilisant la

méthode des lignes de courant libre Batchelor [2].

Dans le troisiéme chapitre, on étudie le probleme en tenant compte de effet
de la tension de surface. La solution exacte ne peut pas étre calculée, une méthode
numérique est alors adoptée. La solution est caractérisée par le nombre de Weber a. .
Le probléme a été traité par Ackerberg et Liu [1], ils ont ét¢ amenés a résoudre
I’équation de Laplace par la méthode des différences finies, en discrétisant tout le
domaine de 1I’écoulement. Notons que les auteurs n’ont pas déterminés par cette
méthode le type de singularité au point de contact de la surface libre avec la paroi
rigide verticale du réservoir. Cependant, ils ont trouvés la solution pour tout

o > 6.801483.

Dans notre étude, nous adoptons la méthode de troncation de la série introduite par
Vanden-Broeck et Keller [9], qui consiste & discrétiser uniquement la surface libre.
Par cette méthode on a pu déterminer avec précision la nature de singularité du

vecteur vitesse au point de contact. On détermine la solution pour chaque valeur du

nombre de Weber a = 0.25.

ii



INTRODUCTION GENERALE

Lorsque ao— « , la forme de la surface libre est confondue a celle trouvcée
paramétriquement dans le chapitre II. Dans ce cas, l'angle de contact y égal
a  3.1415 avee une crreur de 9.1 10, ce qui indique que le fluide quitte la paroi

tangenticllement. Pour a tel que 0.25< a < w0, on obtient 3.1415< y <4.634.

A la fin de ce travail, on donne une annexe dont laquelle on présente la
mcthode et Malgorithme de Newron pour la résolution d’un systéme d’équations non
lincaires  suivi  du programme de notre solution écrit en langage fortran77

M. Boumahrat et A. Gourdin [4].

iii



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Résumé. Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et notions préliminaires
concernant les écoulements potentiels, bidimensionnels et les équations générales du

maouvement des fluides.

Contenu :
1.1- Introduction.
1.2- Description Lagrangienne et Eulerienne du mouvement d’un fluide.
1.3- Préliminaires.
|.4- Equations de base.
1.5- Transformation de Schwartz Christofjel.

1.6-Analyse dimensionnelle.



CHAPITRE: 1 PRELIMINAIRES

1.1- Introduction

Les ¢quations qui régissent le mouvement d’un fluide sont complexes. Des
différentes hypothéses sont faites pour simplificr ces ¢quations. L'hypothése la plus
importante est de considérer que le fluide est newtonnien, c’est a dire la relation
entre le tenseur des contraintes et le tenseur de déformation est linéaire. De plus, si
on considere que le fluide est parfait ( négliger les effets de viscosité ), le champ de
veeteur vitesse dérive d’un potenticl, d’ou il découle la théorie des ¢coulements
potentiels.

Une  difficulté majeur dans la description des ¢coulements des fluides provient
de P'impossibilit¢ d’identifier toutes les particules du fluide en étude. Cette
difficulté est résolue en considérant la description /sulerienne qui est bien adopt¢ a

la description des mouvements des fluides.

1. 2- Description Lagrangienne et Eulerienne du mouvement d’un fluide.

Avant d’exposer les équations régissant le mouvement d’un fluide, on doit
décider de la méthode avec laquelle sera décrit I’écoulement de celui-ci. Chaque
particule dc fluide dans I’écoulement a une valeur instantanée de la vitesse ct de
toute autre proprié¢té du fluide ( température, densité, viscosité, etc...). Lors du
mouvement, les propriétés de la particule vont changer. Au lieu de poursuivre lcs
détails de I’histoire de chaque particule individuellement lors de son mouvement, on
trouve qu’il est plus convenable de décrire I’écoulement en donnant lcs
composantes de la vitesse, pression, masse volumique et toute autre propricte cn
chaque point de I’espace occupé par le fluide en fonction du temps: c’est la
description Lulerienne. La méthode de  Lagrange qui s’intéresse a I'histoire des
différentes quantités pour chaque particule individuellement est rejetée, en raison de
la diffusion moléculaire, qui fait que les particules ne conservent pas longtemps
leurs individualité. Il est d’autant plus difficile de définir leurs trajectoires. On
décrira alors I’écoulement en utilisant la méthode d’£uler qui consiste a se fixer un
point dans I’espace et observer les variations des quantités liées aux particules du

fluide passant par ce point.



CHAPITRE: 1 PRELIMINAIRES

Soit /) un domaine occupé par le fluide en étude rapporté a un repeére

cartésien. Soit (x, y, %) un point quelconque de /) et ¢la variable du temps. L¢

champs du vecteur vitesse V', et autre caractéristique du fluide, est alors décrit ¢n

fonction de (x, y, #) et de «. On écrit alors: V=V, y, 2:0).
En description [fulerienne, on doit distinguer deux notions de dérivées par

rapport au temps. La dérivée partielle 3 qui est la dérivée par rapport au temps cn

considérant les variables (x, y, ) de I’espace fixes. La dérivée matérielle notée par

D o . , e .
e consiste a calculer la variation par rapport au temps d’une caractéristique d’unc
!

particule en la suivant dans son mouvement. La relation entre les deux dérivées cst

donnée par :

D. 0. -
—=—+ (V- erad).
o~ g TV erad)

1.3- Ecoulement potentiel:
Un écoulement est dit irrotationnel si le rotationnel du champ de vecteur

vitessc est nul, ¢’est a dire :

-
(1.1) RotV =0
Un champ de vecteur dont le rotationnel est nul peut étre représentée par le gradient

d'une fonction scalaire ¢(x, y, %) car on a toujours:

- -
Rot grad ¢ =0

Dans le cas de I’écoulement irrotationnel on peut déduire
- d
V =grad ¢

6



CHAPITRE: | PRELIMINAIRES

La fonction ¢ est dite le potentiel de vitesse.

Du a l'existence d'une fonction potentielle, les écoulement irrotationnels sont dit

écoulements potentiels.

1.4- Equations dc base.
1.4.1- Equation de conservation de la masse.

Le principe de conservation de la masse affirme que la masse a I’intéricur d’un
volume 7/ n’est ni crée ni perdue instantanément. Soit 7un volume délimité par unc
surface S de masse M. Par le principe de conservation de la masse on peut affirmer
que l'augmentation de la masse M a P’intérieur de 7est égal a la masse entrante
moins la masse sortante a travers la surface 5. La masse contenue dans le volume '’

a instant 1 est ¢gale av

M = [[[ p(M,0)dv

q )

p ¢tant la masse volumique du fluide. A travers I’é1ément ds de la surface délimitant
le volume considéré, il s’écoule, par unité de temps, une quantité de fluide égalc a
(1 i dds ou i, est le veeteur unitaire extericur ( dirigé vers 1'éxtericur du volume
) normal a I'¢lément de surface ds. Cette quantité est positive si le flurde sort du
volume ¢/ et négative si le fluide pénétre. La quantité totale du fluide sortant du

volume 7/par unité de temps est égale a:
[[ V)i, ds

D’autre part, la variation de la quantit¢ du fluide contenue dans ce volume cst

donnée par :

“alfe
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Puisque  la masse sortante ct entente est ¢gale a la variation de la masse a intéricur

du volume ““(la masse n’est ni crée ni perdue a I'intérieur de 1), on a 'identit¢ :

0 Sy -
E“J pdv = —‘[J. (pV)-1i, ds
d apres le théoreme d’intégrale de Gauss :
[ j (pV)- 7, ds=| {/j (div(pV))dw
on obtient ainsi

17 N
{g(—§-+dn(p.l/))d(/ 0.

Le domaine étant arbitraire, on a donc

op -
—+div(pV)=0
P v(pV)

cette équation est connue sous le nom de « équation de continuité ». Elle exprime
que la masse d’une particule de fluide est conservée au cours de I’écoulement. On

peut écrire cette équation sous une autre forme. Nous avons en effet :
div(pV) = pdivV +V - grad(p)
Donc
—ZE +div(pV ) = % +V - gradp + pdivV =0
¢t par suite il vient:

Dp -
1.2 —+ podivl =0
(1.2) O pd.
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Dans le cas des fluides incompressibles on a p = cte¢ (sa masse volumique cst

invariable). \L'équation de continuité se réduit alors a:
div(V)=0
En substituant cette équation dans la définition du potentiel de vitesse, on a:
V(Vg)=0
Soit:
A¢=0
A désigne le Laplacien et V. ’opérateur gradient.

Dans le cas d’un écoulement bidimensionnel, ¢ étant une fonction potenticlle

continue a deux variables alors il existe une fonction y dite fonction potenticl

conjuguée qui vérifie les relations :

(13) ap Oy P oy
R —_—=— — = ——
& AN A X
1.4.2- Equation des Lignes de courant:
La ligne de courant est une courbe tangente en chacun de ces points au vecteur
vitesse en ce point. La définition d’une ligne de courant est donnée par I’équation

différentielle

dx_@_f'z

u v ow
Ou u, v et w sont les composantes du vecteur vitesse V.
1.4.3 Ecoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide incompressible
On dit qu’un écoulement est bidimensionnel si le vecteur vitesse est paralléle a

un plan fixe. Dans ce cas on peut toujours choisir le repére cartésien de telle sorte
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que la troisieme composante w est nulle. Les autres composantes # ¢t v sont
fonctions que des variables x et y.

Dans le cas d’un ¢coulement bidimensionnel et irrotationnel d’un fluide
incompressible, il est parfois commode d’exprimer la vitesse de I’écoulement par la

fonction dite de courant. L’¢équation de continuité

2 B
(1.4) divl =—+—=0
& g
montre que les composantes de la vitesse peuvent étre représentées sous forme des
dérivées :
o %
(1.5) uz—z,v=——v
& 1.4

Les composantes de la vitesse u et v déterminées par ces équations satisfont la
continuité. La différentielle exacte de y donne:
2/ 17,
dy = %c/x + Py

&y

= —vdx + udy
Dans le cas w = cts on retrouve I’équation de la ligne de courant. On déduit alors
que les courbes pour lesquelles y =cts sont des lignes de courant.
Si dans un plan, on méne une courbe entre les point a et b le flux () du fluide a
travers cette courbe joignant a et b sera déterminé par la différence des valcurs que
prend la fonction de courant en ces points ,quelle que soit la forme de la courbe. En

effet . si V, est la projection de la vitesse sur la normale ala courbe au point

considére on a:
b b [
Q= p_[ V,di = pj(—vdx + udy) = pjc/l//
On déduit alors que:

10
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(1.6) Q =p (Wa—¥s)

En écoulement bidimensionnel, I'équation du potentiel de vitesse se réduit a:

2 2
7 515+ o ¢ ~0
& 3
ct on a pour le potentiel de vitesse:
(1.7) u=@,v=@
2 y

En identifiant les  systémes d'équations (1.5) et (1.7) on aboutit aux relations

entre ¢ et y sutvantes :

uB_N

(1.8) x F
\):@:—ﬁ/—/—

& X

On reconnait les ¢quations de Cauchy-Riemann, qui nous permettent de
déduire que ¢ ct y sont uniformément différentiables dans le domaine de

I’écoulement.

1.4.4- Ecoulements a la base de la théorie de la variable complexe.

La théorie des variables complexes offre une méthode trés puissante pour
obtenir des solutions de quelques écoulements. Si le plan (x, y) est considiré comme
plan de la variable complexe z x iy, la fonction f(z)  Hx,p) iy (x,y) scra

analytique dans le domaine de I’écoulement. De plus

@) _%, .o
(1.9) dz & o

=u—iv=2{§(z)
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scra ausst analytique dans le plan de I’écoulement. Cette trés importante propricté
va nous permettre d’utiliser, par la suite, la théorie des fonctions analytiques

complexes pour résoudre notre probléme considiré.

1.4.5- Equation du mouvement:
Les forces qui agissent sur unc particule d’un fluide sont de deux types:

elorces intéricures d'origine moléculaires, elle sont opposées deux a deux ct donc

leurs résultante est nulle.
eForces extérieures sont des forces de volume ou des forces de surface.

La forme de I'équation qui gouverne le mouvement d'une particule de fluide

dépend des forces que 'on doit considérer. Comme équation générale on a :

oLy,

Dt dv

2% = 1 -
—+ V. VW |=—) I,
p( () ( ) ) (,I’VZ ext

a- Equation d'Euler :
Soit ¥ un domaine délimité par une surface S. La résultante des forces

surfaciques s’exergant sur ce volume et donnée par I’intégrale :
- H P, ds
S

ou P c¢st la pression.

I‘n transformant I'intégrale de surface en une intégrale de volume, nous obtenons:

[ P, ds ==[f] grad v
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Cette égalité montre que I’élément de volume du fluide est soumis a la force

—dvV grad P exercée par le fluide environnant. Dans le cas ou on ne considére que

les forces surfaciques, I’équation de la balance des forces s’écrit alors :

] p(%—+ (V.V)f]d%—jg grad Pdv

Le domaine étant arbitraire, on aura donc

(1.10) p(%+(l7.V)I7)=—gr_zzdP

Lorsque le fluide est placé dans un champ (champ de pesanteur, champ

magnétique,...), chacun de ses élément de volume est encore soumis a la force /-

g
cette force doit étre ajoutée au second membre de I’équation (1.10) de sorte que

["¢quation (1.10) doit s’écrire sous la forme

(-‘ZV— + (V.V)V) L+
a p

champ

Cette ¢quation a été établir par L. Isuler 1755. [5]

b- Equation de Bernoulli

A partir de 1'équation d'Euler pour un fluide incompressible et parfait et

—

_._>
lorsque les forces de volume dérivent d'un potentiel /7, = grad? on a:

champ

w - -
—l_—V— =——I—graa' P+ grad %
Dt Yo

On rappelle l'identité vectorielle:

D JE - p? - ~ -
(V.grad)V=grad(——2——)+(V xV)yxV

13
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Ce qui permet d'écrire:

A 2 -~ L. | -
> +gmcl(V——) +(VxV)xV==—grad I’ — grad %
A 2 D
On a alors:
5 = o
(L11) —d—/+grad(z~+~}—+%)+(VxV)xV=O
a 2 p

On rappelle la forme du vecteur tourbillon:
—> - -
RotV =(V x V)

Dans le cas d'un écoulement permanent (un écoulement du fluide est dit stationnaire

( ou permanent ) lorsque la ¥ de son écoulement reste constante dans le temps cn

importe quel point de I’espace occupé par le fluide c’est a dire:

v
Y _,

A
I"¢quation (1.11) s”éerit

- Yy p - . .
grad(——2-+—+%)+l€()(l/xl/:0.
yo,

Sur unc ligne de courant de vecteur unitaires , on a :

== §. grad ce qui donne:
&

2

AP A = sl o
.s‘.grud(—2—+—+%)+.s'.(VxV)><V:O.
Yo,

Comme 5 et ¥ sont colinéaires E.(€7 xV)xV =0.

Ainsi, on a
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2 )
é(K—+l—+7():()
A& 2 p ‘

Le long d’un ligne de courant on a alors:

2 )

5 +—+%=Cle le long d'unc ligne de courant.
Jo,

En général, la constante change avec la ligne de courant.
Les forces de volume se réduisent le plus souvent a la seule force de pesanteur.

Dans ce cas, on a :

2 )

(1.12) —+—+g5=Cle
2 p

1.5- Transformation de Schwarz Christoffel.

Considérons un polygone (fig - 1 -) dans le plan des w, ayant pour sommets
Wy, Wi,..., w, et pour angles intérieurs respectivement @;, Q;,..., a, . Soit
Wy, wa,.., oy, les points correspondants respectivement a x;,x5 ..., X,
de "axe réel du plan des z (fig - 2 -)
[La transformation qui représente I'intérieur du polygone considéré sur le demi-plan

supcricur du plan des z et la frontiere du polygone sur I’axe réel, est donnée par :

A, “2 ——;"—4
(1.13) W @) )T (2R,
ou
(1.14) wo= O‘I(Z'Xl)” I(<Z-X2)”- I...(Z-xn)" ‘do Vi

ou a et /Fsont des constantes complexes arbitraires.
On note quce :

[- Parmi les » points x;,x;,..., X,, on peut en choisir trois arbitrairement.
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v

FIG-1

plan de la variable w

X X X3 X4 X5

FIG-2

plan de la variable z

16
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2-  Les constantes a et f déterminent la taille, I'orientation et la position du
polygone.

3- 1l est commode de choisir un point, par exemple x,, a I’infini, cas dans lequel l¢
dernier facteur de (1.13) et (1.14) n’existe pas.

4- Des polygones infinis non fermés peuvent étre considérés comme des cas limités

de polygones fermés.

I.6. Analyse dimensionnelle

Avant de résoudre un probléeme, nous devons écrire I'équation qui régit le
phénomene en variables non dimensionnelles. Pour cela, nous introduisons quelques
notions et théorémes pour passer d'une équation physique en variables

dimensionnelles a une équation dont les variables sont sans dimensions physiques.

Les manipulations formelles requises sont faciles. Nous utilisons le théoreme 7
de Vachy-Buckingham, qui montre comment on non dimensionnalise unc ¢quation
physique. L'emploi des variables non dimensionnelles réduit le nombre dc
parametres qui détermine la solution d'un probléme. Siun phénomene physique
dépend de N variables dimensionnelles, on peut rendre ces variables sans dimension
en les rédutsant a N-k, avec (kK 1,..4). Les quatre variables universellement connuces
sont la longucur /., la masse M, la température @ et le temps 1. Nous démontrons
que les  variables non dimensionnelles peuvent étre sélectionnées de plusicurs
manicres. Elles paraissent relativement avec peu de parameétres non dimensionnelles

dans chaque cas.

I-5.1 Théoréme n de Vachy-Buckingham

Soit un phénomene physique comprenant s variables, dans les dimensions
desquelles interviennent p grandeurs fondamentales, I'équation A(x,,x,,..., x,) — 0 qui
régit le phénomene peut se mettre sous forme
h(m, 7y ..., my)=000m, m,..,m, sontdes produits sans dimensions

indépendants (nombre de Reynold, Froud, Weber, etc...).



CHAPITRE I1 :

PROBLEME DU JET
SANS TENSION DE SURFACE

Résumé. 1.'objet de la présente étude est d'établir la solution exacte d'un probleme
d'écoulement  potentiel bidimensionnel d'un fluide incompressible et non visqueux issu
d'un orifice d'un réservoir, utilisant la théorie des lignes de courant libres. Les effets
de tension de surface et de gravité sont négligés. La solution obtenue nous permet de

vérifier le résultat numérique.

Contenu :
2.1- Position du probleme.
2.2- Ecoulement sous un barrage sans effet de tension de surface

2.2.1- Formulation et résolution du probleme.



Chapitre: 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACE

2.1- Position du probléme.

Dans tout ce qui suit, les variables notées avec ~ sont avec leurs dimensions
physiques ct les variables sans ~ désignent les variables sans dimensions.

On considere un écoulement potentiel bidimensionnel d'un fluide
incompressible et non visqueux, a surface libre issu d'un orifice de largeur 2 /. d'un
réservoir (f1g.3), ou Peffet de gravité est négligé.

Du a la symmetrie de I’écoulement par rapport a la ligne de courant EOC, on
prend comme axes de coordonnées la ligne de courant EOC sur l'axe ¥ 0% et la paroi
AB sur I'axe 767 . Notons que lorsque ¥ < Oet 'Yz +j/'2[—> o la vitesse s'approche
de zéro et pour X positif I'écoulement est limité supérieurement par la surface libre

BC et inferieurement par la surface libre B’C’. Nous supposons que I'écoulement a

l'infini (¥ —-+o0 ) est uniforme et de vitesse {J et d’élevation A .

e probléme mathématique consiste a déterminer la fonction potentiel de

vitesse ¢ (X, ¥) qui satisfait 1’équation de Laplace donnée par :
(2.1 A(Nb =0 dans le domaine de 1’écoulement
avee les conditions:

59 @—> Ux lorsque X — + o0 (condition de radiation )
22 $—>cte lorsque ‘5(2 +)72‘—)00 etx <0

¢t les conditions aux bords:

@ =0 sur EOC
(2.3) 4 Oﬁy:

@ =0 sur AB

| &
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Chapitre: 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACE

1
(2.4) 5(

~N 2 ~\ 2 ~
o I P . ,
—(éj + —(@) + — = c1s sur la surface libre de forme inconnuc.
& 2\F D

En raison de la symétrie de I'écoulement par rapport a I’'axe X 0X , on peut
restreindre I'étude du probléme au demi-plan supérieur, l'axe de symétrie ¢tant
considéré comme ligne de courant, alors la configuration de la (fig. 3) peut scrvir a
I'é¢tude d'un écoulement sous un barrage (fig. 3 bis).

Comme la fonction ¢ est harmonique a ’intérieur du domaine de I’écoulement qui
est connexe, alors, d’aprés le théoreme de Cauchy, pour déterminer la solution cn
n'importe quel point du domaine de I’écoulement, il suffit de trouver la fonction ¢
qui verifie I’équation (2.4), avec les conditions (2.2) et (2.3).

Dans ce qui suit, on va utiliser la théorie des fonctions complexes pour
résoudre le probléme. Pour cela, on identifie le plan d’écoulement ¥ 0y au plan
complexe Z on ¢écrivant: Z=X+y. Les fonctions (&)= ¢, 9)+ip(¥,7)et

& =u—iv sont des fonctions analytiques de la variablez .
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Chapitre: 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACI:

FIG -3-

Le domaine occupé par le fluide dans

le plan Z

FIG -3(bis)-
Le domaine occupé par le fluide
dans le demi plan superieur Z
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Chapitre: 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACH:

2.2- Ecoulement sous un barrage sans effet de tension de surface.

On sc¢ propose d’¢tudier un écoulement a surface libre sous un barrage
fig. 1bis. Les effets de gravité et de tension de surface sont négligés. Une solution
exacte de Iécoulement peut étre trouvée en utilisant la méthode des lignes de
courant libres introduite par Kirchoff (1869). La méthode consiste a considérer les
¢coulements  limités  partiellement par des parois rigides rectilignes et ct d’autre
part par des surfaces libres de formes inconnues. La clé de cette méthode est basce

sur I'mtroduction d'une nouvelle variable complexe, définie par :

2=log (ﬁ) =log (i1 —iv)™!
(2.5) df

=logg~' +i0

ol T=X+iy, [ =¢+iy et §, Osontle module de la vitesse et I"angle entre le
vecteur vitesse et I’horizontale ( I’axe X¥0X ). La variable £2 a la propriété suivante:
sa partic réelle est constante sur chaque surface libre, et sa partic imaginaire cst
constante sur chaque paroi rigide rectiligne. Ainsi, le domaine de I'écoulement dans
le plan physique est transformé en un polygone dans le plan £2. Dans ces conditions
la solution du probléme peut étre obtenue exactement. De méme la fonction
/ =¢+i transforme le domaine de I'écoulement dans le plan physique cn une
bande infinie (polygone). On sait, d'aprés le théoréme de Schwarz-Christoffel, qu’il
est toujours possible de trouver une transformation conforme qui applique l'intérieur
ou l'extérieur d'un polygone plan en un demi-plan d'un autre plan. Une telle

transformation met en correspondance la région indiquée du plan £2, ainsi que celle

du plan f sur la moitié supérieure du plan d'une certaine variable complexe A. Dans
ce cas, on trouve une relation entre et f, qui, a partir de laquelle, une expression

dc / en fonction de Z est obtenue par intégration. Ce procédé sera illustré au

paragraphe suivant.
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Chapitre: 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACE

2.2.1- Formulation et résolution du probléme.

Notons par E =1 —iv,ou (,V)sont les composantes du vecteur vitesse dans
la direction de X ct ¥ respectivement et par f = g+iiy la fonction potenticl
complexe ou ¢ et désignent respectivement la fonction potentielle et la fonction
de courant. On suppose que la densité p du fluide est constante ainsi que la

pression /° sur la surface libre ( pression atmosphérique ). Les conditions sur la

surface libre sont données par I’équation de Bernoulli.

: P
+—=cle sur BC

l ~
(2.6) 55 >

L.’équation (2.6) implique que la vitesse est constante sur la surface libre car

P cteet po cte alors (2.6) devient:
(2.7) g= |z“ =cts sur BC

De la transformation (2.5), il convient de poser:

Jdz {
: —)=log (

Q=log ( 7

)

w—1iv

:log%JriH
q

ou fest I’angle que fait le vecteur vitesse V' (if,V) avec ’axe X 0% .
Par cette transformation, le domaine occupé par le fluide dans le plan de la variable

Z se transforme en une bande semi-infinie (fig. 4).Sans perte de généralités, on
choisie ¢ 0 au point (¥, ¥)=(0, 0) et ¥ =0 sur la ligne EOC.
Par conséquent i = A/ sur la ligne de courant ABC (fig. 5).
La transformation conforme d’une bande semi-infinie dans le plan £2 au demi plan

supérieur d’un autre plan complexe A est donnée par le théoreme de Schwarz-

Christoffel. En respectant le sens et I’orientation de 1I’écoulement, On choisit
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Chapitre: 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACI:

B=1,C=0ct A alinfini surle plan 4 (fig. 6). On peut alors écrire:

d_'Q = ,4(,1_ |) > /1:'
dA
par intégration en trouve:
(2.9) Q=A[ (A-1)? 2® dA+8

En faisant le changement de variable ¢ = 24 — 1 dans (2.9) on obtient

d
Q= A Y _ i g
y? -1
d’ou
(2.10) 2= Aargch(2A-1) +&

ou ~ et & sont des constantes a déterminer. Pour la détermination de A ¢t &, on

utilise les conditions:
T
1) (1) = —i% on trouve & = —1'—2—

En substituant & dans 1’équation (2.10), on aura :

Q+i”
(2.11) A= — ]+Cl’l——;¥—2“

2) £2(0) =0 on obtent # = -21-

En substituant les valeurs de 4 et & dans I’équation (2.11), on obtient
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Chapitre: 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACT:

FIG -4-

Le domaine occupé par le fluide dans le
plan Q2

FIG -5-

plan de la variable /‘N
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Chapitre: 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACE:

FIG -6-

plan de la variable A
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CHAPITRE 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFAC:

A= %( 1 - ch(202))

(2.12)

=—sh’Q)

[.” ¢quation (2.12) nous donne une rclation entre A ct £2.
[La seconde partie du travail consiste a trouver par la méthode des transformations
conformes unc relation entre Aet /.

I:n utilisant encore une fois le théoréme de schwarz-christoffel et en respectant la
correspondance des points A — -co, B=i/, C a I’infini du plan f au points B=1.
C=0et A al'infini sur le plan A4 (fig. 6).

Ty
dA

ce qui donne, apres intégration
(2.13) [ Alogh &
Pour déterminer les constantes A et &, on utilise le fait qu’au point Bona:

~

(2.14.2) f=iHU et A=1

et au point O on a:

(2.14.b) f=0¢et A=~

En remplagant f et A par les valeurs de la relation (2.14.a) dans (2.13), on trouve

g=i fA0.
De I’équation (2.13), on déduit:
_f-ifHU
logd
. \ . - - HU
On sait d'aprés la relation (2.14.b) que f(=1) =0, donc # = X
7
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CHAPITRE 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACI:

En substituant 4 et & dans (2.13) on obtient finalement

=T ~
(2.15) l——exp(—ﬁ—ﬁ./).

D'ou l'on tire, en utilisant (2.12), la rclation entre £2ct j~

- ~ B
A=—exp(==/)=-sh" Q.
p(HU.f)

Comme

(2.16) A :_S,,zgz_;(l_ C’XP(2-Q)2exp(—2.(2))

en substituant (2.6) dans (2.16), on trouve apres simplification
| AT AN
o) ()
4 df) 0 \dz

2
onpose V= (72(%;—) , I’équation (2.17) devient

Y -2 (1-2)) Y*+1 = 0.

dont la solution s'écrit :

Y 2(72(21?) =(1-24)F iyf1-(1-22)’

comme (7{%} =—i lorsque Z,zl
df 2

on prend done le signe négatif de la racine, 1.c.
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CHAPITRE 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACL:

u(gf:) (1—22)-ni=(=22)

En résolvant cette €quation on trouve .

(/« Ji-id1-2 (7d£;’~ Ji-a-iJa
(/—z—\/‘+1\/1—1 7% - =2+
df df
¢t comme
~dZ ] ]
(] —— = — lorsque A =—
NN 1
<
{7 gif: i lorsque A =1
|
on choisit
(2.18) F?: -4 —ivA

on a d'autre part

& dEd
T 0%
dA~ df dA

Hﬁ(\m—a .1}
= - +
Vs A Ja

(2.19)

par une intégration simple en trouve
220) sz =20 o271
7 Vi

ou Z, estla constante d’intégration .

les équations (2.20) et (2.15) donne la solution du probleme sous forme
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CHAPITRIE 11 , . PROBLEME DUJET SANS TENSION DE SURFACI:
z=1'(4)
w ~
A=—exp(—-—== /)
P(-77.
Le systeme (2.21) nous permet de trouver la forme de la surface libre BC. On a

~ ~

w-HUT, §- Tset2 - io

De (2.12) et (2.15) on peut écrire

A=sin’ 0
(2.22) (7:?)
=CXp| =
7

Puisque au point B ona Z (1)~ iL, en substituant dans (2.20), on trouvez, =/ /..

on obtient la forme de la surface libre par I’équation paramétrique suivante :

. 2H cosf -1
X= —(— log(—,———) - cos&)
/4 sind

(2.23) — <650
~ 2H, .
y=L -—=——(1+sin6)
V2

L'amplitude de I’écoulement a I'infini est donnée par

~ ~ 2f
(2.24) H=1lmy®)=/1-—
S tun 7Z'
ce qui donne
(2.25) A% o6l
L T+2
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CHAPITRE 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACI:

11 . .
La valeur T 0.611 représente le degré de contraction de I’écoulement.

On posc

-
Il
=~ =

==

ct comme —7;est donné par (2.19), I'équation paramétrique de la surface lbre

devient alors

2 ( (cos(ﬂ—l) )
x=——1/|—log g —cosé
(2.26) ) 27 sin 125 <0< 0
2
=1 1+sin0
{y 2+n( )

Pour déterminer la forme de la surface libre du jet il suffit de prendre la

symétrie de la courbe dans (2.26) par rapport a l'axe x'ox

2 cosfd -1
BT AN TY I et -
(2.27) d <0<
2
=1+ 1+sind
‘ 2+7z'( )

et par suite, les figures 7 et 8 représentent réspectivement le graphe de I’équation
(2.26) et la forme du jet.

31



o CHAPITRE 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACI:

1.00 -

0.95 :\
‘\\
0.90 |
|
= 4

()83
(.80
0.75
(. 71)
.63

0.60 +--+- T T T T T T v T T T T T T T T T T T T X
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

figure 7

—--——=[e graphe de l'équation (2.26)
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CHAPITRE 11 PROBLEME DU JET SANS TENSION DE SURFACH

2.0
1.6
1.2 -
0.8 -

0.4

vvvvvv |11|:w||rva|||()‘()v'vvvv||nvvvv|rv||v|lv-v||r'v
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0l0 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.+4
0.8 {
-1.2 4

|

-1.6 A

-2.0

L

FIG.8

Forme de la surface libre du jet
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CHAPITRE il ECOULEMENT SQUS UN BARRAGEAVEC TENSION DE SURFACE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on s'intéresse au probleme de I’écoulement d’un fluide sous un
barage dans le cas particulierement ou I’on tient compte de I’effet de la tension de
surface. Les notations étant celles du chapitre II. La solution exacte du probléme
envisagé est impossible a obtenir explicitement a cause de la présence du terme non
linéaire intervenant dans 1’équation de Bernoulli. Pour cette raison, on résoud le probléme
par une approche numérique. La thécnique de résolution utilisée est celle de Vandn -
Broeck et Keller. La solution est obtenue pour différentes valeurs du nombre de Weber a.
Le probléme a été traité par Ackerberg et Liu [1], ils ont été amenés a résoudre 1’équation
de Laplace par la méthode des différences finies, en discrétisant toutle domaine de

I’écoulement. Nos résultats confirment et améliorent les résultat de Ackerberg et Liu.

3.2 Formulation du probléme.

Nous considérons un écoulement potentiel, bidimensionnel d'un fluide
incompressible et non visqueux sous un barrage d’ouvertire , (fig. 3bis). On prend
comme repére de coordonnées le fond du barrage sur I'axe ¥'0% etla paroi AB sur
l'axe 7’6y . Notons que lorsque X — —oo, la vitesse tend vers zéro, pour X positif,
I'écoulement est limité supérieurement par la ligne de courant libre BC. Lorsque X —>+o,
nous supposons que I'écoulement est uniforme de vitesse U et d’élévation a,

Notons par Zz w—iV,ou ¥ etV sont respectivement les composantes du vecteur

vitesse dans la direction de ¥ 0% etde 0y etpar f = §+ i lafonction potentielle
complexe, ol ¢ et 7 désignent respectivement la fonction potentielle et la fonction de
courant.

Sans perte de généralité, nous choisissons ¢ = 0 au point (¥, V) =(0,) et =0
sur la ligne de courant ABC (fig.9). 1l s’ensuit que {7 = —L{J sur la ligne de courant
EOC. En utilisant le fait que ’écoulement est potentiel, les composantes du vecteur

vitesse sont alors données en fonction de ¢ et y par les relations:
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CHAPITRE 111 ECOULEMENT SOUS UN BARRAGEAVEC TENSION DE SURFACL

g B _V

(3.1 $ ﬁ’v 4
lg-2__H

. ¥ &

ou ('= désigne le degré de contraction de I'écoulement. Les relations ci-dessus -

=~

(conditions de Cauchy-Riemann ) - montrent que la vitesse complexe Z’ et la fonction
potentielle /* sont des fonctions analytiques en Z = ¥ +iy .

On note par I, la pression atmosphérique qui constante au dessus de la surface
libre et P la pression du fluide sur la surface libre. Lorsque ¥ — +oo la surface libre est

une droite paralléle ¥ 3% donc P= P, Dans ces conditions, I’équation de Bernoulli sur la

surface libre est donnée par :
(3.2) LI L
P

g désigne le module de la vitesse. Le membre de droite de I’équation (3.2) est évalué
selon les conditions de I’écoulement a I’infini (X — +c0).

La relation entre /et P, est donnée par la loi de Laplace [1]:

(3.3) P-PB =

= =

Ou Tet R désignent respectivement la tension de surface et le rayon de courbure de la

surface libre. On a par définition X = —}2— Puisque le centre de courbure est en dehors du

domaine de I’écoulement, alors R est de signe négatif.

En substituant (3.3) dans (3.2), on trouve:

(3.4) ‘”—£~=lﬁ’ sur BC
P 2

N | —

Pour des raisons de simplification de 1’équation ci-dessus, on est conduit a choisir
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CHAPITRE 111 ECOULEMENT SOUS UN BARRAGEAVEC TENSION DE SURFACT

certaines grandeurs, qui, a partir desquelles, on peut exprimer (3.4) en variables non

dimensionnelles. Pour cela, nous choisissons 7. et {7 comme étant respectivement des

références de la longueur et de la vitesse. On pose:
x=%/L,y=y/L,u=u/0,v=v/U,K=1LK
g=g/0,w=w/CLU, ¢=¢/CLU,

Ou les nouvelles variables x, y, K, q, w et ¢ sont non dimensionnelles, dans ce cas

I’équation (3.4) devient :

(3.5) —q?=—K=

pHU? ,
ou a= P = désigne le nombre de Weber.

On note par & =u - iv et puisque - iv est analytique on définit la fonction

7-i@ par la relation
(3.6) E=u-iv=cxp(r-ib)

Ou Gest I'angle entre le vecteur vitesse et I’horizontale.

Evaluons maintenant la courbure K, on a :

. V = exp(r)(cos@i —sind ))

ct dans les coordonnées intrinseéques

—

7 =|7

u,

ici ii, =cos@i +sin@j est le vecteur unitaire tangentiel.

di, _ . dii, di

w, =R = _
! ds dirds
’ 2 o6 &) dii,
= Rexp(._z-)iiz(/_).@_(_%_*_ég_(bQ)L
b ka g aldo

]

R exp(7) Z—Z (—sin97+c050]’)
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CHAPITRE 111 ECOULEMENT SOUS UN BARRAGEAVEC TENSION DE SURFACE

u, est le vecteur unitaire normal et ds désigne I’élément de longueur sur la surface libre.

Finalement, on obtient :

K= — = exp(r)

a0
op
on remplace K par sa valeur dans 1’équation (3.5) on trouve

LA N L .
2q aq0”¢ 2

d’autre part, on sait que € (¢#) est une fonction croissante lorsque 0 < ¢ < +0 sur la

surface libre BC, alors I’équation de Bernoulli dans le plan f s écrit :

1 | o8 ]
3.7 — exp(27)- —exp(r) — = — sur BC
(3.7) . p(27) " p()éw 5
avec les conditions

0=0, y=-1, —o0<¢<+o,

(3.8)
0:%, =0, $<0

Le probléme mathématique est de déterminer la fonction 7-i@ qui est analytique dans la

bande —1<y <0, voir (fig 9) et qui vérifie les conditions (3.7) et (3.8)

3.3 Procédure numérique.

Pour résoudre ce probléme numériquement, on applique la technique de troncation
de la série utilisée par Vanden-Broeck et Keller [9]. On transforme le domaine occupé
par le fluide dans le plan /' (fig. 8), en un quart de disque unité dans le plan de la variablce

o figure 10 par la transformation
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CHAPITRE 111 ~_ ECOULEMENT SOUS UN BARRAGEAVEC TENSION DE SURFACI:

les points A, B, C et E dans le plan z sont transformés respectivement aux points
w =0, w=i, w=1et w=0. La surface libre BC est transformée en une circonférence de

cercle (figure 10). Les points de la surface libre dans le plan w sont donnés par la relation

(3.10) w =|w|exp(ic) = exp(ic) telque 0<o <

NN

et dans le plan fpar la relation:
(3.11) f=¢, tel que $=>0 sur la surface libre

Pour résoudre le probléme, on doit ecrire 1’équation (3.7) dans le plan t. Pour cela, on

doit évaluer ;ﬁ dans le plan w.

En substituant (3.10) dans I’équation (3.9) on trouve :

- p= Do 2L 2 f

/4 1-exp(2ic)) =«

sin(cr))

ce qui implique que

df =d¢ = —%cot(a)do

d’ou
(3.12) ég:——z-tan(a)
op /4
D autre part, on a sur la surface libre
® _a o
op o P

Vs o0
=——lan(o) —
2 do

39



CHAPITRE 111 ECOULEMENT SOUS UN BARRAGEAVEC TENSION DE SURFACt:

74

FIG. 9
plan de la variable f

v

FIG. 10
plan de la variable w
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CHAPITRE 111 ECOULEMENT SOUS UN BARRAGEAVEC TENSION DE SURFAC':

Finalement 1’équation de Bernoulli devient
2]
(3.13) exp(2r)+£cxp(r).lan((r)—[— =1 sur BC'
a oo

3.3.1Comportement de la vitesse au voisinage de —co.
Loin et a l'origine de I'écoulement, I’ouverture du barrage BO apparait comme un

puit. Donc I’écoulement est caractérisé par la fonction potentielle suivante :
.2
Jf~—=log(z) lorsque |z} - et x <0
7
ce qui donne
T,
(3.14) z~exp(—5j) lorsque g > et 0 < <

E2n substituant (3.9) dans I’équation ci-dessus, on trouve

Z:I(l-—w“)
2w
ar
Comme ¢ = (.‘l on trouve
dz
L2001 207 2
=-(C— —=i— a)2
Tz T l-w
Donc
(3.15) éE=0(w) lorsque @ — 0

3.3.2 Comportement de la vitesse au voisinage de point de séparation.

Localement au point de séparation nous avons un écoulement dans un angle qui ¢gal

a y, donc l'écoulement est caractérisé par la fonction potentiel suivante:
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CHAPITRE III ECOULEMENT SOUS UN BARRAGEAVEC TENSION DE SURFFACI:

(3.16) f~2 oin==
n 4
Alors
d -
(3.17) E=C df aCz’ lorsque z — i
on a:
: —2iw
(3.18) f=¢= log( ) sur BC
V4 l-w”

de I'équation (3.16) et (3.18) on trouve

|
N
e
N—
N—
NN

(3.19) zZ~ (—2 log( . , lorsquez — i
ay l-w-

[:n substituant (3.19) dans (3.17) on trouve

T
7

&~ aC (;}: log,( 1—2;)60 D ' , lorsque w — i

d'ou

| 4
_2 n
E~ a(,'(a—zy Iog,(l Iai)j , lorsque w — i

Le développement de la fonction potentiel complexe f'au voisinage du point @ i cst

donné par:

f=L(@-i) +0(@-i)")
T
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ctcomme (w-i)=O0(«’11)lorsque @ — i

on peut écrire alors

2y

(3.20) &= O(a)2 + 1)2“"' lorsque w — i

3.4 Formulation de la sérice.

Nous définissons la fonction £2( @) comme suit:
E(w) = g(w)S2(w)

ou ¢ (w) contient les singularités et les zéros. La fonction 2( w ) est analytique a

Lintéricur du disque unité || <1, alors clle se développe en série. Cest a dire

@) = 4(@) exp( S a,0" |

w0

,-\
——
[
~—

n utihisant les conditions aux limites (3.8) et les relations (3.15) et (3.20), alors

I"¢quation (3.21) devient:

2_2'_7_ b
u—iv=w(w’+1) - cxp(Za,po”)
k=0
(3.22) N

=o(@ +1) * exp(z a,‘_,a)z(""’)
k=1

ou les ay; et ysont des constantes réelles a déterminer. L’équation (3.22) vérifie toute les
conditions au limites sauf la condition de Bernoulli (3.13). On détermine g, ¢t y de sorte
que I’équation de Bernoulli soit vérifié.
Ln substituant I’équation (3.10) dans (3.22) on obticnt

. N | 2
exp(r—i0) = (2cos(o)) ”* exp(g1 a, cos(2(k - 1)o) +1(3a——,—;—+§ak sin(2(k - l)n))j

D’ou
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(3.23-a) 0(o)= —(30—— «ZZJ + iak sin(2(k - l)a))
V4 kol
(3.23-b) exp(r(o)) = (c().s'(a))2 . exp(i a, cos(2(k = 1)o))

LEn substituant (3.23-a) et (3.23-b) dans I’équation (3.13), on trouve :

4y 2y

(cos(a))d-’: exp(Zia,k cos(2(k—I)cf))—%tfm(a)(cos(a))2 "X

(3.24)
exp(i a, cos(2(k — 1)0'))(3—2—7+i a,2(k—1)sin(2(k - 1)0')) =1

/4
pour déterminer les coefficients aj et I'angle y , faisons une trancation de la s¢ric apres N

termes. Ainsi on introduit la discrétisation de ’intervalle [ 0, 5 ] en N+1 points

3.25 -7 (;_1 o I=1.2,...N+1
(3.25) a(l) 2(N+l)(1 2)

utilisons (3.24) et (3.25) on obtient le systeme de N+1 équations a N+1 inconnues

»

N

(cos(a(1)) * exp(Ziak cos(2(k — 1)0(/))) —g(;tan(a(l))(cos(a(l)))l .
(3.26) !

N 2y X .

exp(Zak cos(2(k — Do(/ )))(3——}/ +> a,2(k—-1)sin(2(k - Ho(/ ))) =1/=1N+I
k=1 T k=1

Pour résoudre ce systéme on utilise la méthode de Newton.

3.5 Forme de la surface libre et la valeur du degré de contraction @
3.5.1 Calcul du degré de contraction
: : df
De la relation (3.1), on tire & = (C —
dz
d’ou

(3.27) dz=dx+idy=Cexp(-t+i0)(dp+idy).
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comme dy = 0 sur la surface libre, il vient :

dx=("exp(-7)cos(@)d¢
dy=Cexp(-7)sin(@)d¢

par suite
o
ﬁ: Cexp(-1) cos(H)—(/Z
(3.28) ‘;‘ ‘;‘b
2 ¢ —7)sin(@) ==
P exp (—7) sin( )ﬁa

En substituant (3.23-a), (3.23-b) et (3.12) dans (3.28) on obtient le systeéme

d’équation suivant :

.’2}/

E (o)== 2 cot(a() cos(a(1) * exp(Ya, cos2(k = Do(1) »
(@) /4 kol

cos3 =2+ S, sin(2(k - Yo (1)) G
(3.29) Y [=1, N+
V(1) =2 cot(o (1)) (cos(a(D) * exp(3a, cos(2(k ~ Do(1)) x
o ™ &
sin(3 — -’;- + i.a“ sin(2(k — D)o(1))) (2)

Pour déterminer le degré de contraction C on procede comme suit :

on remplace approximativement la dérivé contenue dans I'équation (2) de (3.29) par

P oy~

[=2 N+I
o

yo(l))-a(l-1))
h

ou h=— T
AN+I)
alors :
)’(0'(/—1))=y(o'(1))—h%(oﬂ_I)), o o
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9

pour /= N/, ona )(0(1\/))=)/(0(N+1))—h5(0(N))

par récurrence on trouve

9
ar

4

(oN- D)+ 42

y(o(l»=xo</v+l»—*(%(om»+ (o(l)))

~ Wo(N+1) —hlil%(dl))

: H
comme y(NtI) =1 (aupoint B) et y(l):—l— =(’, on aura :

(3.30) =2 = yorp=1-n3 2 (o)
L i 1T

en substituant I’équation (2) du systéme (3.29) dans (3.30) on trouve :

S ot (L) ep(Sa, cs(2k=Vor1))sin3=2+3a, sing2(k-1or 1))
il kol T k1

d ou
]

(331) (= — _ )
| +h.21»§[ o) (ot e (3, cosalh ~DotD)sin3 = +5a, sk~ o)
1= k=1 k=1

Cette valeur exprime le degré de contraction de I'écoulement.

3.5.2-Forme de la surface libre BC
On remplace (7 donné par la relation (3.31 ) dans (3.29), en utilisant la

méthode d'/<uler pour résoudre le systéme obtenu, on trouve les valeurs de x ety en

chaque point o(I), pour I=1, N+1, avec les conditions initiales x(%) =0 et

Vi3
)’(5) =1
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3.6- Résultats et discussion
3.6.1-Solution sans tension de surface :
Lorsque la tension de surface est négligée, le nombre de Weber tend vers

I"infin1 I'équation (3.13) devient :

exp(2r)=u’ +v’ =1 sur la surface libre

ct le systeme (3.206) se réduit a :

5
5 =Y +a0

(3.33) (cos(a(1))) " exp(D.a, cos(2(k — 1)a(1)))-1=0 I=1,N+]|
k-1

ou o(/) est donnée par la relation (3.25)

[.a méthode décrite ci-dessus nous permet de trouver I'angle yet les coefficients ¢

de la série (3.22). Le tableau ci-dessous montre quelques valeurs des coefficients ¢

¢t I'angle y obtenue pour a tend vers Pinfini.

Y d) an a azo aq0 dsg
31415 [ -02298 107 [ 02008 107 | 0.1118 107 | 0.5554 107 | 0.2564 107 [ 0.3991 10"
tableau .1

On peut aisement voir que y ~ 7 et a, ~0 pour £ = 1.C’est a dire:

u—Iiv~a@

cette solution est la méme obtenue par la méthode de Kirchoff dans le chapitre 11.

L angle de séparation y = 7 montre qu'il n’y a pas de singularité au point de

séparation B, et que le fluide quitte la paroi AB tangentiellement. Le degré de

contraction C = 0.610999. Graphiquement, on trouve la forme de la surface libre

dans ce cas confondu a celle trouvée paramétriquement au chapitre II, avec une

erreur de 10° (figure 11.)
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FIG -11-

———= forme exacle de la surface libre

¢ la forme de la surface libre approximée
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3.6.2-Solution avee tension de surface :

On utihise la méme méthode pour résoudre le systeme non lincaire (3.26) pour

différentes valeurs de nombre de Weber a. On trouve pour chaque valeur de «

I'angle y et les coetticients a; de la série (3.19), le tableau ci-dessous présente

quelques valcurs des coefficients a; et I'angle 3. Ces résultats ont été trouvés pour

N=50.
04 Y ap ap azy Azy Aq dsy
I | 4416 | 05089 107 [ 0.1500 107 0.4498 107 0.177 10" 0.6627 10° | 0.8479 10°
ol 3842 [ 00169107 | 03669 107 0.4946 107 0.3159 107 0.1408 10" | 01881 10"
s 13773 102856107 | 09603 107 T 01837107 | 0.1786 107 | 0.1405 107 | 02141107
i 6.8 | 3.729 | 0.7668 107 | 0.320710% | -0.3028 10" | 0.3845 107 0.1299 10" | 0.2303 10°
10 | 3.629 | -0.1280 10" | 0.364610° | 0.4239 10" [ 09728 10° | 0.1031 10™ | 0.2539 10"
15 | 3.541 | -0.2730 19" | 0.593310% | 0.665210® | 0.5228 10° | 0.5480 10° | 0.2829 10°°
20 | 3.488 | -0.3386 10" | 0.7588 10 0.9140 10™ 0.2910 10" | 0.2386 10° [ 0.3052 10°
- 25 | 3.452 | -0.6371 10" | 0.8499 10° 0.1126 107 0.3078 10 0.2246 10° | 03225 10"
32 | 3.416 | -0.3933 107" | 09636 107 | 0.1327 107 0.2858 10 | 0.6501 10° | 0.3403 10°
50 | 3.362 | -0.4020 10" | 0.1072 1072 0.1568 107 0.4100 10 0.1612 10" | 03620 10"
10° | 3.297 {-0.3673 107 | 0.1211 107 | 0.1947 107 | 0.5679 10" | 0.2009 10" | 03317 10"
) 10° | 3.189 | -0.1681 107 | 0.1085 10 | 0.2435 107 0.8799 107 | 0277210" [ 0.1141 10"

Tableau 2

quelques valeurs des coefficients ay de la série (3.22), et l'angle y

Comme il apparait dans le tableau 2 les coefficients a; sont décroissants et

—_ . +w
I’angle y croit lorsque a décroit. On constate aussi que la série Y a, @
k-1

2(k I)esl

absolument convergente car on a:

fen e 1eo fon 4 k
‘;'uk(u 2 ”1 < kzlla‘l < Z(—)

k-0 5

Le tableau 3 présente la comparaison du terme générale de la série (3.22) avee

=~

!

:

k
) pour a = 50et a = 1000.

W
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a = 1000 a =50

k ay a; (4 / 5)k

| 1.6812294582676531 10 | 4.0200486596189555 107~ 0.8000000000000000
2 2.3796042043657827 10~ | 6.2128468450938312 10~ 0.6400000000000000
3 1.0468481008173310 107 [2.5805007640193311 107 0.5120000000000000
4 5.9869976902937982 107 | 1.0574684412812367 107 0,4096000000000000
5 4.0465481265333919 107 [ 7.2484248896597791 107 0.3276800000000000
6 2.8570181694816509 107 3.8966927083604036 107 0,262 1440000000000
7 2.1753140306176443 107 [ 3.1558007960257411 107 0,2097152000000000
8 1.6709530202116484 107 | 1.8953897366564631 107 0,167772 1600000000
9 1.3483807861158994 107 | 1.6887560836954634107 0,1342177280000000
10 1.0848118122899076 10 [ 1.0717553346530477 107 0,107374 1824000000
11 9.0658871655981210 107 | 1.0096128455207058 107 0,0858993459200000
12 7.5118833365602066 107 [6.5368438752427104 107 0,0687 194767360000
13 6.4279128093010517 10” [6.5110118146936635 1077 0,0549755813888000
14 5.4362522661230172 107 [4.3817271158715370 107 0,0439804651110400
15 4.7323634897879696 10 | 4.5468933230957181 107 0,0351843720888300
16 4.0632512316874352 107 [2.9941235302663676 107 0,0281474976710700
17 3.5841128949168993 107 [3.1677053328845256 10~ 0,0225179981368500
18 3.1137033639066863 10” [2.1766314262851291 107 0,0180143985094800

19 | 2.7759289810735493 10 2.4213377448125483 10 0,01441 15188075900
20 | 2.4347747627130489 107 |1.5681915843900234 10 0,0115292150460700

21 2.1902371888187019 10™ [ 1.7674629950319589 10™ 0,0092233720368550
22 1.9367644001822575 10" [ 1.2396321686338132 107 0,0073786976294840
23 1.7559544018471379 1007 [ 1.4012515722350879 107 0,0059029581035870
24 1.5638293179246012 107 [8.7995316235149323 107 0.0047223664828700
25 1.4276179415350864 10T | 1.1089622068740327 107 0.003777893 1862960
26 1.2792367965214843 107 | 7.4133740081605270 107 0,0030223 145490370
27 1 1745124183063934 107 [8.2831534305864418 107 0,0024178516392290
28 1.0574687908454745 107 [5.7175722222635128 107 0,0019342813113830
29 | 9. 7474616 100691205 107 [7.1909569509722470 107 0,0015474250491070
30 | 8.7986842282194732 107 [4.1000153727209664 107 0,0012379400392850
31 8.1198842756168609 10> [5.6986405930851669 107 0,0009903520314283
32 7.3230318)70932975107  |3.7217426618418808 10~ 0,0007922816251426
33 | 6.7380993971616354 107 [4.1831474814871510 107 0,0006338253001141
34 6.0408464884498880107° [2.9992159238850613 10~ 0,0005070602400913
33 5.5103584229360180 107 [3.7098435410821606 107 0,0004056481920730
36 | 4.8769341619898176 107 [ 1.9491050572936852 107 0,0003245185536584
37 | 4.3772909623172162 107 [3.2107912716915348 10° 0,0002596148429267
38 | 3.7893891839362259 107 [ 1.6316566387781317 107 0.0002076918743414
39 3.3141362377979388 107 [2.2261345809167767 107 0,000166153499473 1
10 | 2.7715619430827997 107 [ 1.6121589217613238 10~ 0.0001329227995785
11 2.3312326439549110 107 | 1.5852243212360095 107 0,0001063382396628
1 1.8500044951754723 107 [ 1.1415757979532847 107 0,0000850705917302
3 1 4683424380707063 107 | 1.4835976872989822 10~ 0.000068056473384 1
I 1.0744409340181010 107 [5.3857711121407692 10 0,0000544451787073
45 | 7.7975153883675529 10° | 1.2809356398004520 107 0,0000435561429658
16 | 4.9800291933397050 10° [3.565310571101179510° 0,0000348449143727
17 3.1022691600066737 10 [ 7.1854013838813446 10 0,00002787593 14981
138 1.5028282 113978191 10° | 4.5264218836387548 10° 0.0000223007451985
49 6.72010499967 18986 HY7 1.8648513095233271 10° 0,0000178405961588
i) 1. 1406518567615538 107 [3.6264399891614107 10° 0,0000142724769270

tablcau 3
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Le tableau suivant exprime la variation du degré de contraction C ¢n fonction

du nombre de Weber a

o | 2.5 4 6.8 10 15 20 25 32 50 100 1000 t o »s
0.95510.868 [0.802[0.738 [0.70310.677}0.662[0.6530.645]10.63410.62310.612[0.611
Tableau 4

Variation de coefficient de contraction (C
en fonction du nombre de Weber a

On remarque que le coefficient de contraction (. croit lorsque o décroit. La

figure 12 montre la variation de (7 en fonction du nombre de Weber a.

[.a forme de la surface libre pour différentes valeurs du nombre de Weber est

représentée dans la figure 13

On constate que les valeurs de 1’angle de séparation y décroit lorsque « croit.

[.e tableau 5 présente quelques valeurs de yen fonction de . La figure 14

représente la variation de ’angle de séparation y en fonction du nombre de Weber o

. ToxsTos

6.8

10

15

20

25

32

50

100

1000

v [ 063]4587

4.416

3.729

3.629

3.541

3.488

3.452

3416

3.302

3.297

3189

Tableau S

Variation de 'angle de séparation y
en fonction du nombre de Weber o

Lorsque « s’approche de 0 la forme de la surface libre tend vers unc demi

droite y 1, ot I est la largeur de Porifice. Dans ce cas puisque I’¢coulement dans

le plan réel est un polygone, la solution peut étre déterminé explicitement.

Iin effet : On transforme le plan réel de I’écoulement au demi plan supérieur dc la

variable A (figure 6), en utilisant la transformation de Schwariz - Cristoffel, on

trouve:
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z=af(A-1)*'2"dA+bh

Apres mtégration on trouve :

(3.34) z=201(\/l—/1—14()g——l—:7%—:—l)+h

Pour déterminer les constantes a et b on utilise les conditions suivantes:
ePour A=/, z-1i
e Pour A=—1/, z-0
d’ou:
3 -1
2log(V2 - 1) +242 - 3ix
7 +2i(log(N2 = 1) ++/2
" 2log(V2 — 1)+ 242 — 3ix

d

On remplace a et b par ces valeurs dans ’équation (3.32) on trouve

Y _ _ 1 ) 2—' - /2
2i (ﬂ—lﬂg«“ A-1 N 7r+21(log(\/ )tV

335) z =
(339) 2log(~/§—l)+2\/§—3m Ji ) 2log(x/5—l)+2\/2- i

finalement de 1’équation (2.10) et (3.33) on obtient :

-
Y \/1 - exP(i—U ¢) -1

z= (Jl —exp(i @) — Log
_ _3j U
(3.35) 2log(v/2 = 1) +2+/2 = 3in L expl
7+ 2i(log(v2 = 1) ++/2
2og(v2 = 1) +2+4/2 = 3ix

)+

V4
wu?

D’apres la figure 14, on peut conclure que pour chaque valeur du nombre de
Weber ail existe une et une seule solution du probleme considéré. En effet d’apres
les résultats trouvés on a pour chaque valeur de « un seul angle de séparation y et

par suite, la relation (3.22) s’écrit d’une seule maniére.
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La variation de coefficient de contraction
en fonction du nombre de Weber

53

1

1/cx



CHAPITRE 111 ECOULEMENT SOUS UN BARRAGE AVEC TENSION DE SURFACI:

V
1.00 w=(.28
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] ~ e ___0=15
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0 ) ) 2 2
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forme de la surface libre pour
différentes valeurs du nombre de Webero
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en fonction du nombre de Weber o
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3.7- Conclusion.

L’emplor de la méthode de troncation de la série que nous avons utilisé est tres
puissante rclativement a Pemploi de la méthode des différences finies utilisée par
Ackerberg et liv [1]. lls ont trouvé la solution que pour a = 6.801483. Par contre
nous avons pu trouvée la solution numériquement du probléme pour tout a > 0.25,
cela nous a permis de conclure que le probleme admet une solution unique pour tout
a>20. La solution pour a=0 peut étre obtenue par la méthode des
transformations conformes utilisée dans le chapitre 11.

Dc plus, on a déterminé avec précision la nature de singularité au point de

s¢paration de la surface libre avec la paroi vertical du réservoir.
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ANNEXE

Dans notre probleme, on a utilisé la méthode de Newton pour la résolution d’un
systeme non linéaire avec I’algorithme de Jordan avec pivotation total implicite. Dans

cct annexe, on donne une breve déscription de la méthode utiliser

1. M¢thode de Newton ¢
Dans la présente section , on considére le probleme de recherche d’une solution

au systeme d’équations:

-/.l('xl’xz, ...... ,X"):()
.f.?,(x|ax2, ...... ,x :O

...........................

qu’on peut €crire f(x) =0, ou fetx sont deux vecteurs a n composantes. On supposc

. i .
que /est de classe €7 sur un certain ouvert convexe /).

(%)

[.a matrice /£(x) = est appelée Jacobienne dc/'auh point x.

J
Le développement de Taylor au voisinage d’une approximation x~ de x s’écrit :
JOx) = Ax"YWE(x")(x-x")+R(x" x-x"),
ou

R(x™,x-x" )= (x-x" ).j'(E( x"+i(x-x"))-E(x"))dt

Ainsi, au voisinage de x” ’expression linéaire

Jo@) = fx7 () (x-x7)

st une bonne approximation de f(x). Il est claire qu’une meilleure approximation dc la

solution x que x’peut étre obtenue en résolvant I’équation
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J.(x)=0
ie. S(xHHE(xT)(x-x")=0

En suivant la procédure précédente, la méthode générale de Newton consiste a
prendre une approximation initiale x, a la solution x, puis tenter a I’améliorer

it¢rativement comme suit :
X, =x,=S8"'f k=12,..... n
en prenant f, = f(x, )et avec la définition de la matrice Jacobienne
S, = 1(x,)
On continue jusqu’a ce que |_/; (xm)l €

2. Algorithme de Newton pour la résolution de systémes non linéaires f{x)=0
Itant donnés

. Calculer

l"(k) — ﬁ/:(x)_

» _ . ‘
ax, i=12,...n

X=Xy

./,.1“ - './; (‘xk)

2. Résoudre le systéme linéaire :
7=

Y ERAX® =/,“"} i=12,.n

3. Calculer

i

= ax®i=12, 0
4. S
|f:(xk+1)| . 5} i=1,...,n

est vérifié, arréter
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3. Algorithme de Jordan avec pivotation totale implicite

o hoix du pivot

po=a,, ouda,. = maxlau’
1

i=12,....n =l
J=L2,...,n i#c¢,¢,...,C,
e Normalisation

a,
a,, = J=0L2,...,n+l

I
R¢ duction

w=ua

1

i=l,neti#l

a, :au—w-a,”} J=Ln+1

J

e Remise en ordre

X =

Cy al, n+l

Le programme suivant écrit en fortran 77, nous a permis de résoudre le systéme non

linéaire du chapitre III

4. PROGRAMME DE NEWTON
EXTERNAL suml sum2, sum3, sum4

PARAMETER(n=51,nmaxb=200,h2=31415.D-4/(2.*n))

PARAMETER(Epsilon=1.D-5,Pivotmin=1.D-3)

DOUBLE PRECISION A(n-1),suml,sum2 sum3,sum4,h,F,alpha,t(n),h1(n-1)
I.deltaA(n, 1),y(n+1),sa(n),EF(n,n+1),f1(n),f2(n),x(n+1),

IAl(n-1),lamda,lJamdal
OPEN(7 file="res2 dat',status="old")
READ(7,*)lamda,(A(1),i=1,50)
CLOSE(7)

¢ READ *)A®),1= [,n-1),lamda
DATA pi,alpha/31415.D-4,1000.d0/
x(n+1)=0,

y(nt+1)=1.
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WRITE(*,*)'APRES QUELQUES INSTANTS LES RESULTATS SERONT
AFFICHES'

DO 400 nbiteration=1,nmaxb

WRITE(*,'(/1X,80(1h*)/1x,A,13))'iteration:',nbiteration

c **xx%*xLA FORMULE QUI EXPRIME LES ANGLE SIGMA****

DO I i=l,n
t(i)=pi/(2*n)*(float(i)-5.D-1)

I CONTINUE
€ mmmmmemmmmm——e
¢ ¥R XEVALUATION DE LA FONCTION Froxsoxskoxskx
¢ memmmemmmemm——m—ne

DOSli~In
S1 LEGnt D)=F(A t(1),n-1,alpha,lamda)
R
¢ ook k[ TVALUATION DE LA JACOBIENNE EX* ¥ koxckx ‘
¢ mmmmmmemmmmemmen -

DO 40 1=1.n

DO 41 In-l

DO 42 k=1,n-1
h1(k)=0.001
42 CONTINUE
DO 43 k=1,n-1
IF(k.NE_j)THEN
h1(k)=0.
END IF
43 CONTINUE
DO 44 k=1,n-1
44 Al(k)=A(k)+h1(k)
lamdal=lamda+0.001
EF(i,j))=(F(A1,t(i),n-1,alpha,lamda)-F(A,(i),n- 1,alpha,lamda))/
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10.001

41 CONTINUE
EF@G,n)=(F(A,t(1),n-1,alpha,lJamdal)-F(A,t(i),n-1,alpha,lamda))/
10.001

40 CONTINUE

c *44#x4xCALCUL DE LA VITESSE***** %%
c
DO 3 i=1,n
sa(i)=(DCOS(t(i)))**(2*(1-lamda/3. 1415))*DEXP(sum2(At(i),n-1))
3 CONTINUE

CALLJORDAN(EF,n,deltaA,pivotmin)

¢ REACTUALISATION DU VECTEUR X

DO 8 i=l,n-}
A(1)=A(i)-deltaA(i, 1)

8 CONTINUE
lamda=lamda-deltaA(n,1)

CALCULE DE LA NORME DE F

h=0.
DO 9% i=In
IF(DABS(F(A,t(i),n-1,alpha,Jamda)).gt. DABS(h))THEN
h=F(A.t(1),n-1,alpha,lamda)
END IF

9 CONTINUE
WRITE( *)'h=",h
IF(DABS(h) LT Epsilon) GO TO 100

400 CONTINUE

100 CONTINUE
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_ OPEN(7. file="res2.dat’,status="old")
WRITE (7 *)lamda,(A(1),i=1,n-1)
CLOSE(7)
DOI0i=1n
- F1(1)=-2/(pi* DTAN(t(1)))*(DCOS(t(i))y**(2*(- I +lamda/

13.1415))*DEXP(-sum2(A.t(i).n-1))*DCOS(3 *t(i)-2*t(i)*lamda/3. 141 5+

- [sumI(A.1(1),n-1))
2(0)=2./(pr*D'TAN(1(1)))*(DCOS(t(1)))**(2*(- I +lamda/
- 13.1415))*DEXP(-sum2(A,t(1),n-1))*DSIN(3*t(i)-2*t(i)*lamda/3.1415+
Esum (A t(1),n-1))
10 CONTINUE
sk 1=0.
: DO 111 j=In
T skI=sk1+h2*f2())
c=1./(1 +skl)
DOI11 j=0,n-1
x(n-p)=x(n-) t 1)-h2*c*f1(n-))
y(n-))=y(n-jt 1)-h2*c*12(n-j)
Il CONTINUE
c=1./(1 +skl)
OPEN(0,file="res.dat',status="old")
WRITE(6,*)c
WRITE(6,*)lamda
WRITE(6,*)'alpha=',alpha
WRITE(6, 105)'les resultas’
105 FORMAT(1x,80(1h*)/,A,13)
WRITE(6,107)7,'T''A",'X","Y",'speed’
DO 12 i=1l,n
WRITE(6, 106)i,t(1),A(1),x(1),y(i),sa(i)
12 CONTINUE
106 FORMAT(S5,5E12.4)
107  FORMAT(A,TI1,AT23,A,T35A,T48,A, T59,A,T65,A/)
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CLOSE(6)
STOP'FIN DU PROGRAME'

END
C -
*RESOLUTION DE LA N*N+1 SYSTEME LINEAIRE PAR LA METHODE
C DE JORDAN AVEC PIVOTATION TOTAL IMPLICIT*
c - -

SUBROUTINE JORDAN(EF,n,deltaA, pivotmin)
PARAMETER(Nmax=81)
INTEGER c¢(Nmax),l(Nmax),s
DOUBLE PRECISION EF(n,n+1), deltaa(n, 1)
DOUBLE PRECISION p(Nmax),w
DO 8 k=I,n
p(k)=0.
DO 3 i=l;,n
DO 2 j=I,n
IF(k. GT.1)THEN
DO | s=1 k-1
IF(i.EQ.I(s))GO TO 3
IF(.EQ.¢(s))GOTO 2
I CONTINUE
ENDIF
IF(DABS(EF(i,))).GT.DABS(p(k)))then
p(K)=EF(i.j)
I(k)=i
c(k)=|
IKNDIF
2 CONTINUE
3 CONTINUE
IF(DABS(p(k)).EQ.pivotmin)THEN
WRITE(* *)'pivot petitmatrice DSINguliSre'
RETURN
ENDIF
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DO 4 j=1.n+l
EF(I(k).))=EF(I(k).))/p(k)
4 CONTINUE
DO 6i=I,n
IF(i.NE.I(k)) THEN
w=EF(i,c(k))
DO 7 j=I,n+l
EF(i,))=EF(,j)-w*EF((k).))
7 CONTINUE
ENDIF

6 CONTINUE

8 CONTINUE
DO 9k=I,n
DO 9 j=n+l1,n+l
deltaA(c(k),j-n)="EF(I(k),))
9 CONTINUE
RETURN

DOUBLE PRECISION function suml(c,s,m)
DOUBLE PRECISION ¢(81)
DOUBLE PRECISION s
sumt=0.
DO I k=I.m
sumI=suml+c(k)*DSIN(2.*(k-1)*s)
| CONTINUE
RETURN
END

DOUBLE PRECISION function sum2(c,s,m)
DOUBLE PRECISION c¢(81)
DOUBLE PRECISION s
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1

sum2=0.

DO | k=I,m
sum2=sum2+c(k)*DCOS(2.*(k-1)*s)
RETURN

END

DOUBLE PRECISION function sum3(c,s,m)
DOUBLE PRECISION c¢(81)

DOUBLE PRECISION s

sum3=0.

DO 1 k=1,m
sum3=sum3+2.*(k-1)*c(k)*DSIN(2.*(k-1)*s)
RETURN

END

DOUBLE PRECISION function sum4(c,s,m)
DOUBLE PRECISION c(81)

DOUBLE PRECISION s

sum4=0.

DO I k=I.m

sumd=sum4+2 *(k-1)*c(k)*DCOS(2.*¥(k-1)*s)
RETURN

DOUBLE PRECISION function F(c,s,m,alpha,r)

DOUBLE PRECISION c(81)

DOUBLE PRECISION s,alpha,sum2,sum4,r

[F -1 4(2*¥DCOS(s))**(4*(1-1/3.1415))*DEXP(2.*(sum2(c,s,m)))
-3 1415D0/alpha*DTAN(s)*(2*DCOS(s))**(2*(1-1/3.1415))*
IDEXP(sum2(c,s,m))*DABS((3-2*1/3.1415+sum4(c,s,m)))
RETURN

END
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Abstract: In this work, we study a  (wo dimensionnal and irrotationnal flow of an
incompressible  and  inviscid fluid issued from an opening of a container. ‘The flow is
caracterized by the nonlincar condition ( the Bernoulli condition ) on the free surface of
unknown cquation. ‘This probleme was considered before by Ackerberg and Liu. These
authors solved the probleme via the finite diflerence mcthod and the mesh points were
throughout the fluid domaine. They computed solutions for all Weber number o > 6.8. We
adopted a - differente method based on conforming mapping in the complex plan and a scrics
representation ol analytic functions. We solved (he fully nonlincar probleme numerically and

the mesh points were only on the free surface. We coputed solutions for all Weber numbers

o 0.25. Our results confirm and extend the results of Ackerberg and Liu.

Key words: Fuid, flow, free surface, potential flow, Weber number, surface tension.



Résumé. Dans ce travail on s'intéresse a un probléme d'écoulement potentiel
bidimensionnel d'un fluide incompressible et non visqueux issu d'un orifice d'un
réservoir. Le probléme considéré est caractérisé par la condition non linéaire donnée
par l'équation de Bernoulli sur la surface libre qui est de forme inconnue . Le probléme
a été déja éwdié par Ackerberg et Liu en adoptant une méthode numérique de
discrétisation de tout le domaine de 1'écoulement. Il ont calculés les résultats pour

a>6.8. Nous adoptons une méthode des transformations conformes qui réduit le

- probléme de discrétisation uniquement sur la surface libre. La technique de résolution

utilisée est celle de Vanden -Broeck et Keller. Nous avons calculés les résultats pour

a>0.25, Nos résultats confirment et améliorent les résultat de Ackerberg et Liu.

Mots clés : Fluide, écoulement, surface libre, nombre de Weber, tension de surface.
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