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Introduction générale

L’étude des systémes dynamiques non linéaires ont tardivement fait I'objet d’intenses
recherches et explorations. En 1963, le météorologue Edward Lorenz venait de découvrir
le phénomeéne de sensibilité aux conditions initiales. Les systémes répondant a cette
propriété seront a partir de 1975 dénommés les systémes chaotiques par Tien-Yien Li
et James A Yorke qui ont présenté pour la premiére fois le terme chaos. Cependant, les
travaux de David Ruelle et du mathématicien Floris Takens menaient bien avant cette
découverte, et vont étre tres utiles & la compréhension de la dynamique chaotique.

Vers la fin du XIXeme siécle Henri Poincaré, avait mis en évidence le phénomeéne de
sensibilité aux conditions initiales lors de I’étude astronomique du probléme des trois corps.
Toujours au XIXeme siécle, le mathématicien russe Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
effectuait des recherches sur la stabilité du mouvement. Les travaux de Lyapunov seront
trés précieux pour étudier certains aspects de la théorie du chaos.

Parallelement aux travaux sur le chaos, une autre branche développée dans le domaine
des systémes dynamiques attire l'intérét des chercheurs scientifiques, c’est la synchroni-
sation. Ce phénomeéne est devenu un sujet de recherche active. lié au développement de
la télécommunication, il a connu des améliorations trés remarquables dans le début du
XXeme siecle.

En 1990, Carroll et Pecora, pionniers de la synchronisation, ayant comme idée d’employer
un signal chaotique entre deux systémes dynamiques identiques. Le premier systéme pro-

duisant le signal chaotique, s’appelle le systéme émetteur (maitre), le deuxiéme est le
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systéme récepteur (esclave); c’était la synchronisation identique.

Vu le développement puissant des moyens de la télécommunication, la synchronisation des
systémes chaotiques commence & attirer ’attention de plusieurs chercheurs multidiscipli-
naires a travers le monde, notamment les Chinois. De nos jours, elle trouve des applications
potentielles dans plusieurs domaines telles que les communications, la programmation, la
biologie, 'informatique, I'ingénierie, la physique, la médecine, la robotique, etc.

Par conséquent, plusieurs types de synchronisation sont présentés tels que la synchro-
nisation généralisée (GS) (en anglais : Géneralized Synchronization), (FSPS) (en
anglais : Full State Projective Synchronization), etc. Trés récemment, des nouvelles
types hybrides sont proposés, par exemple, la synchronisation (HFPS) (en anglais : Hy-
brid Function Projective Synchronization) et FSHFPS (en anglais : Full State
Hybrid Function Projective Synchronization).

Bien que I’étude de ces types de synchronisation est assez importante, investir leurs pro-
blémes inverse parait une idée séduisante. En effet, d’autres schémas sont introduites tels
que (IGS) inverse de GS et IFSHFPS l'inverse de la FSHFPS. De plus, et pour nos
connaissances, 1’étude de la combinaison de plusieurs types de synchronisation des sys-
temes dynamiques est rarement disputée.

Les travaux que nous avons réalisés dans cette thése s’inscrivent dans ces contextes dont
les objectifs sont d’apporter des nouvelles méthodes de synchronisation des systémes dy-
namiques chaotiques et hyperchaotiques & temps continu.

Afin d’atteindre nos objectifs, cette thése est scindée en cing chapitres, sa structuration se
présente comme suit : le premier chapitre est un état de ’art sur les systémes dynamiques
chaotiques et hyperchaotiques en général, en particulier aux systémes a temps continu.
Ainsi, les notions générales sur les systémes dynamiques seront cernés.

Le deuxiéme chapitre est réservé a la théorie de chaos, une série de définitions de ce
phénomeéne sont introduites et les caractéristiques du chaos seront aussi présentées. Des

exemples, célebres, des systémes chaotiques et hyperchaotiques cloturent ce chapitre.
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Un sujet qui a acquis beaucoup d’attention dans notre these est la synchronisation des sys-
témes chaotiques, notion évoquée dans le troisiéme chapitre. Une étude bibliographique
est présentée, ou presque toutes les méthodes sont abordées. Notre premiére contribution
vient par la présentation d'un nouveau type de synchronisation tiré de l'inverse de la syn-
chronisation HFPS, notée (IHFPS), pour une classe générale des systémes chaotiques de
n-D a temps continu.

Le quatriéme chapitre est focalisé sur 1’étude de la combinaison de deux types de syn-
chronisation, & savoir GS et son inverse, notée (IGS) pour les systémes dynamiques chao-
tiques et hyperchaotiques d’ordre entier & temps continu en 3-D et 4-D, respectivement.
Dans le cinquiéme chapitre, on s’intéresse toujours au phénomeéne de la coexistence de
certains types de synchronisation, mais cette fois-ci, ce sont les schémas hybrides qui nous
attirent. Alors, on a illustré des schémas basés sur la coexistence de la synchronisation
FSHFPS et son inverse, notée (IFSHFPS). Ces nouveaux schémas sont congus pour at-
teindre la synchronisation entre un systéme maitre tridimensionnel et un systéme esclave

a quatre dimensions en 4-D et 3-D, respectivement.



Chapitre 1

Préliminaires sur les systémes

dynamiques

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de fournir les principales clés pour étudier le comportement
d’un systéme dynamique avec un accent particulier sur le temps continu. On introduit,
notamment, les notions de trajectoire, orbite, etc.

Ensuite, on s’intéresse aux questions qualitatives : elles permettent de voir le comportement
des solutions sans avoir a résoudre ’équation différentielle du systéme. Nous rappelons
quelques concepts relatifs a la stabilité des systémes dynamiques en particulier au sens de
Lyapunov.

L’analyse d’une bifurcation est une méthode d’étude des valeurs de parameétres sur le com-
portement du systéme dynamique. Elle est évoquée a la fin du chapitre ot nous présontons

les différents types de bifurcations avec illustrations graphiques.
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1.2 Définitions d’un systéme dynamique

Un systéme dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, environnemen-
tal ou de tout autre domaine dont ’état (ensemble de grandeurs suffisant a qualifier le
systéme) évolue en fonction du temps. L’étude de I’évolution d’un systéme nécessite donc
la connaissance :

e de son état initial, c’est-a-dire son état a 'instant ¢y ;

e de sa loi d’évolution.

Définition 1.2.1 Un systéme dynamique est un modéle permettant de décrire I’évolution
au cours du temps d’un ensemble des objets en interaction, il est défini par un triplet
(X, T, f) constitué de l'espace d’état X, du domaine temporel T, et d’une application de
transition d’état f : X xT — T, qui permet de définir a partir d’un vecteur de conditions

initiales, I’état du systéme a tout instant.

Donc, on peut définir un systéme dynamique comme une description d’un phénomeéne
physique qui évolue au cours du temps (systéme continu), ou par rapport & une autre

variable (systéme discret).

Définition 1.2.2 Un systéeme dynamique sur R™ est une application :
f: Rt xR*" = R"

définie sur tout Rt x R", telle que :
e f(,x): R*— R" est continue,
e f(t,.): R™ — R" est continue,

o f(0,2) =z,

o f(t+s,x)=f(t f(s,x)) pourt,s € Rt =€ R"
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Définition 1.2.3 Soit le systéme dynamique linéaire :

T (t) = Ax
teRT 1y € R™. (1.1)
x(0) =z

ot A est une matrice constante. La solution de est :

z (t) = eMay.

Le systéme engendre un systéme dynamique du fait que ’application :

f: Rt xR" = R".

qui o tout t € R,z € R"™ associe :

f it x) = et (1.2)

vérifiée les quatre propriétés précédentes.

Définition 1.2.4 Soit le systéme non linéaire :

& (t) = f(z), (1.3)

On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme le point x* € R™ tel que :

f (") =0.
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Définition 1.2.5 Considérons le systeme (1.5). Le systéme :

i (t) = Az (¢)

ol

A= (gi: (g;*)) = Df (z*), 1<i, j<n.

et

est appelé linéarisation de en .

Définition 1.2.6 On appelle point critique hyperbolique de , le point xq telle que A

n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

1.3 Classification des systémes dynamiques

1.3.1 Systémes dynamiques a temps continu

Un systéme dynamique dans un temps continu est représenté par un systéme d’équations

différentielles de la forme :
= f(x,t,p) ot x € R" et peR". (1.4)

ou f : R" x RT — R"™ désigne la dynamique du systéme.

Si on associé a cette dynamique un état initial :

Zo :ZL'(tQ)
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pour chaque couple choisi, (xg,tg), on peut identifier une solution unique :
¢ (., z0,t0) : RT — R™.
telle que :

(bf (to,fﬂo,to) = 29 et (ﬁf(lf,fﬂ(),lf()) = f<¢f (t, xo,to) ,t) (15)

Cette solution fournit les états successifs occupés par le systéme a chaque instant t.

1.3.2 Systémes dynamiques a temps discret

Un systéme dynamique dans le cas discret est représenté par une application (fonction

itérative) sous la forme :
Try1 = f(ag,p), e R"etpeR", k=1,23,.. (1.6)

ou f:R"™ x Z* — R" indique la dynamique du systéme en temps discret.

On peut également identifier pour chaque couple (xg, ko) une solution unique :
¢f (.,370, ]{?0) : Z+ — R"™.

telle que :

¢y (Ko, 0, ko) = w0 et ¢,(k+ 1,30, ko) = f(d; (k, 0, ko), k). (1.7)

1.3.3 Systémes conservatifs et systémes dissipatifs

Les systémes conservatifs sont caractérisés par l'existence d’une quantité, fonction des
variables du systéme, se conservant au cours du mouvement. Les systémes Hamiltoniens
rentrent dans cette catégorie. D’ailleurs, a I’exception de quelques systémes particuliers,

ce sont les seuls systémes conservatifs généralement considérés.
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En étant trés schématique, nous dirons que les systémes conservatifs sont au cceur de la
mécanique classique (mécanique céleste en particulier) et de la mécanique statistique, et
que les systémes dissipatifs sont appropriés a la description des phénomeénes physiques ot

il y a justement des sources de dissipation d’énergie, par frottement, par exemple.

Définition 1.3.1 Un systeme déterministe est conservatif, si et seulement si la dynamique
du systéme associée a chaque condition initiale o un et un seul état final x (t), il faut pour

cela qu’il existe une application bijective p de l’espace des phases :

p: X xRt — X,

(1) = g () =)

qu’on appelle flot et qui posséde les propriétés suivantes :

¢ (x0) = a0, (1.9)

Ptas (o) = @ (@s(x0)) pour toust,s € RT.

Remarque 1.3.1 Si le systéme est dissipatif, le flot n’est pas bijectif et existe en générale

un (ou plusieurs) attracteur dans l’espace des phases du systéme.

1.3.4 Systémes autonomes et ou non autonomes
e Lorsque la variable libre ¢ apparait explicitement dans I'expression de f, le systéme est
dit non autonome.

e En général, c’est un inconvénient majeur pour la résolution numérique et il est préférable

de s’en affranchir.
e On peut toujours transformer un systéme non autonome en systéme autonome (ou ¢

n’apparait pas explicitement).

Remarque 1.3.2 Par un changement de variable approprié on peut transformer un sys-

téme non autonome de dimension n a un systéme autonome équivalent de dimension n+1.
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1.4 Comportement des systémes dynamiques

Un systéme dynamique est caractérisé par un certain nombre de variables d’état, qui est la
propriété de défini complétement 1’état du systéme a un instant donnée. Le comportement

dynamique du systéme est ainsi relié a I’évolution de chacune de ces variables d’état.

1.4.1 Espace de phase

L’espace de phase est un espace souvent multi-dimensionnel permettant d’interpréter géo-
métriquement le mouvement d’un systéme dynamique décrit par des équations différen-

tielles par rapport au temps.

1.4.2 Espace d’état

L’espace d’état est I’ensemble des coordonnés nécessaires a la description compléte d’un

systéme. Cet espace peut étre continu ou discret.

1.4.3 Flot d’un systéme dynamique

Soit M un ensemble quelconque, et G un groupe additif (R ou Z). Considérons {¢'}, .
un groupe a un paramétre d’applications M dans M indexées par le groupe G.

On appelle flot ou systéme dynamique le couple (M , {‘Pt}tec;)- L’ensemble M précédent
constitue 'espace des phases du flot. Tout point = de cet espace représente un état du

systeme dynamique.

10
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1.4.4 'Trajectoires et orbites

Définition 1.4.1 Soient (M, {got}teg) un systeme dynamique et x un état de l’espace des
phases. On appelle trajectoire d’un point x de M [application définie sur G et & valeurs

dans M par :
p: G— M,

t— o (x).

Donc, la trajectoire est une solution du systéme différentiel.

(1.10)

Définition 1.4.2 On appelle orbite d’un point x (FIG. 1.1), l'image de la trajectoire issue

de x c’est a dire le sous ensemble v (x) de l'espace des phases défini par : v (x) = @' (x),

ted.

[\*]
o
T™ r T 7T T 17T 1171771 1

0
15 755"

Fic. 1.1 — Exemple de trajectoire d’un systéme dynamique.

1.5 Propriétés des systémes dynamiques

1.5.1 Point fixe

Les propriétés des systémes dynamiques non linéaires, qui évoluent au cours du temps,

sont fortement liées & I’évolution des points d’équilibre du systéme.

11
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Tout changement dans leur nombre ou leur stabilité agit parfois de facon dramatique sur
le comportement du systéme. De plus, ces changements se font suivant un petit nombre de

scénarios qui permettent d’indiquer une classification des changements des comportements.

Définition 1.5.1 (a temps continu) Un point critique (ou point singulier, ou point
stationnaire) de l’équation &y = f (x,t,p) est un point * de l'espace des phases vérifiant

léquation f(x*) = 0.

Définition 1.5.2 (a temps discret) Un point five d’une application x4y = f(xy,p) est
un point invariant par f, c’est-a-dire un point x* de l’espace des phases vérifiant [’équation

f@) =

Géométriquement, le point fixe est une intersection de la courbe de la fonction y = f(x)

avec la bissectrice y = .

1.5.2 Portrait de phase, cycles limites et orbite périodique

Définition 1.5.3 Soit le systéme planaire :

i = P(z,y),
y = Q(l',y)-

(1.11)

ot P,Q sont des polynomes en x et y. Les solutions (x(t),y(t)) du systéme repré-
sentent dans le plan (x,y) des courbes appelées orbites. Les points critiques du systéme
sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi
que ces points critiques représentés dans le plan (x,y) s’appelle portrait de phase, et le

plan (x,y) est appelé plan de phase.

12
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Définition 1.5.4 1. Une solution périodique du systéme est une solution telle
que :

(x(t+T),yt+T)) = (z(t),y(t)) pourT >0.

a toute solution périodique correspond une orbite fermée dans l’espace des phases.

2. Un cycle limite du systéme est une orbite isolée, c’est-a-dire qu’on ne peut

pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

3. L’amplitude d’un cycle limite est la valeur mazximale de la variable x sur le cycle
limite.

4. Un cycle d’ordre p (ou orbite périodique d’ordre p ou encore un (p - cycle) est un

ensemble de p points {333,3:’{, ...,33]”;_1} vérifiant :

x; = f (‘T;—l) = Zo,
xf = fP(xF), i=0,1....,p—1,
.%': 7é fh(x;‘k)ai:o>1-“7p_1a 1§h§p

ou p est l’entier minimal tel que : xf = fP(zf). Ainsi, les n éléments d’une orbite de

période n correspondent aux points fizes propres de f™.

1.6 Stabilité des systémes dynamiques a temps continu

La notion de stabilité d’un systéme dynamique caractérise le comportement de ses tra-
jectoires autour des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité d’un systéme dynamique
permet donc d’étudier ’évolution de sa trajectoire d’état lorsque I’état initial est proche
d’un point d’équilibre. Il existe quelques concepts pour la stabilité des systémes dyna-

miques tels que la stabilité au sens de Lyapunov.

13
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1.6.1 Classification des points d’équilibres

a. Cas des systémes linéaires

Considérons le systéme linéaire :

i (t) = Ax. (1.12)

ou = = (x1,x2, ..., ,) et A une matrice constante inversible. Soient A1, Ao, ..., A, les valeurs

propres de A.

Définition 1.6.1 1. Si les valeurs propres A1, g, ..., A, sont réelles et de méme signe,

la solution x = 0 est appelée noeud.

2. S les valeurs propres A1, Aa, ..., A\, sont réelles, non nulles et de signe différent, la

solution x = 0 est appelée selle.

3. Si les valeurs propres A\, Az, ..., A\, sont complexes avec Re (N\;) #0,i=1,...n, la

solution x = 0 est appelée foyer.

4. Si les valeurs propres Ai, Ag, ..., A, sont complexes avec Re (\;) = 0,i=1,...,n, la

solution x = 0 est appelée centre.

Tous ces cas sont regroupés (FIG. 1.2).

X Xz =
l /. [N ) - - \
~ X L xT T ) X
1 N\
Noeud Col () Foyer ~
X2 ;. b .
« \l /
S~ f _
Y . - l. # _._f"-r-
x 2R LG X
Centre | Noeud impropre ~—._ Source * '

F1G. 1.2 — Classiffication des points d’équilibre dans R2.
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b. Cas des systémes non linéaires

Considérons maintenant le systéme non linéaire :

i (t) = f(x). (1.13)

Définition 1.6.2 Un point critique de x* de est appelé puits si toutes les valeurs
propres de la matrice A = D f(x*) ont des parties réelles négatives, il est appelé sources
si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(x*) ont des parties réelles positives, il
est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = D f(z*) a au moins une valeur propre avec

une partie réelle positive ou au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

Théoréme 1.6.1 Soit & = f(z), v € R*, f € C', un systéme dynamique a temps
continu. Si x* un point five (f(xz*) = 0), alors si les valeurs propres de D f(x*) sont de
partie réelle négative x* est stable, et instable si l'une de ces valeurs propres de D f(x*) est

de partie réelle positive.

1.6.2 Stabilité au sens de Lyapunov en temps continu

Considérons une classe des systémes non linéaires décrits par le systéme dynamique :

(1.14)
x (to) = xo.
ou z(t) e R" et f: R™ x RT — R" continue.
Nous désignons par z* un point d’équilibre de (1.14)) f(z*,t) = 0, Vt > to,et par (¢, to, o)
la solution a l'instant ¢t > to du systéme ([1.14) initialisée en z a Uinstant ¢y, et f une

fonction non linéaire.

15
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Définition 1.6.3 (Stabilité) L’ origine est un point d’équilibre x* stable au sens de Lya-

punov du systéme est :
Ve>0,30=40(e) >0: ||x(to) — 2¥|| < d = ||z(t, z(ty)) — z*|| < e,Vt > to.  (1.15)

Définition 1.6.4 (Stabilité uniforme) L’origine est un point d’équilibre x* uniformé-

ment stable au sens de Lyapunov du systéme est :
Ve>0,30=09(e)>0:|xz(tg) — 27| <d = ||z(t,z(to)) — x"|| < e,Vt = ty. (1.16)

Définition 1.6.5 (‘Attractivité) L’origine est un point d’équilibre x* attractif du systéme

est :
35=0(ty) >0:[Jz(ty) —2*]| < = 1tlier (x(t, to, x0)) = 0,Vt = to. (1.17)

Lorsque 0 (tg) = +o0, on dit que lorigine est globalement attractive.

Définition 1.6.6 (Stabilité asymptotique) L origine est un point d’équilibre x* asymp-
totiquement (resp.globalement asymptotiquement ) stable du systéme sl est stable

et attractif (resp.globalement attractif).
35>0:||z(ty) —2*|| < = tli+m |z (t, z(ty)) — 2*|| = 0. (1.18)

Donc, la stabilité asymptotique signifié qu’on peut déterminer un voisinage du point d’équi-
libre tel que n’importe quelle trajectoire, issue d'un point x(0) appartenant & un voisinage

de z*, tend vers x* lorsque t — +o0.

16
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Définition 1.6.7 (Stabilité exponentielle) L’origine est un point d’équilibre x* loca-
lement exponentiellement stable du systéme sl existe deux constantes strictement

positives a, b telles que :

Ve > 0,36>0:|z(ty) —x%|| <0 = ||z(t,z(to)) — z*|| < allz(ty) — z*| exp (—bt),
Vit > tg,VEB,.
Lorsque B, = R"™, on dit que [l'origine est globalement exponentiellement stable.

Définition 1.6.8 (Instabilité) Le point d’équilibre x* est dit instable s’il n’est pas stable

au sens de Lyapunov.

Définition 1.6.9 Une solution ®(t) du systéme telle que ®(tg) = Py est dite stable
au sens de Lyapunov tel que toute solution x(t) de dont la valeur initiale (o)

vérifie :
Ve>0,30=46(g) >0:a(to) — Po|l <0 = [Jx(t) — D (1)|| <e&,Vt = to. (1.19)
si en plus de cette définition on a :
Jim_[la(t) — @ (1)) =0. (1.20)

alors la solution ®(t) est dite asymptotiquement stable.

Tous ces cas sont montrés (FIG. 1.3).
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X>

asymplotiguement stable

/A AF

stable Mbﬁ ") Xl
‘-\q_‘ "-_/"-

e

FiG. 1.3 — Différents types de stabilité de Lyapunov.

Exemple 1.6.1 (n = 2)Soit le systéme :

; = . (1.21)
y@t) = = y (0) 0
La solution qui vérifie (x(0),y(0)) = (o, y0) est :
x(t T Ccost — ypsint 0
W . L B(t) = . (1.22)
y (1) xosint — ygcost 0

<d= <e Vt>0.

18
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z (t) . .
= |z()] + |y(t)| = |zo cost — yosint| + |zosint — yo cost| < 2 (|zo| + [yol) -
y (1)
x
= 2 ° < 20, on prend 5§%; 5:3
Yo
d’ot ®(t) = est stable au sens de Lyapunov.
0
2
x (T 0
lim 0 = lim (®(t)+y*(t)) =25 +yg=c>0-»0. (1.23)
t—+o0 y (t) 0 t—+o00

Donc, la solution n’est pas asymptotiquement stable.

On va présenter les deux méthodes de Lyapunov (méthode directe et méthode in-
directe), ces deux méthodes sont concrétisées par des exemples pratiques tirés de la

littérature.

a. Premiére méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La premiere méthode de Lyapunov est basée sur 'examen de la linéarisation autour du
point d’équilibre z* du systéme (|1.14]). Plus précisément, on examine les valeurs propres \;
de la matrice Jacobienne évaluée au point d’équilibre. Selon cette méthode, les propriétés

de stabilité de z* s’expriment comme suit :

e Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle strictement

négative, r* est exponentiellement stable.

e Si la matrice Jacobienne posséde au moins une valeur propre a partie réelle strictement

positive, x* est instable.
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Remarque 1.6.1 Cette méthode ne permet pas de dire si l’équilibre est stable ou instable
quand la matrice Jacobienne comporte au moins une valeur propre nulle, et aucune va-
leur propre avec partie réelle strictement positive. Dans ce cas, les trajectoires du systéme
convergent vert un sous-espace (une variété) dont la dimension est le nombre de valeurs
propres nulles de la matrice Jacobienne, la stabilité de I’équilibre peut étre étudiée dans ce

sous-espace par la seconde méthode.

Exemple 1.6.2 (Méthode indirecte de lyapunov) Soit le systéme :

T = Yy —ux,
j o= =2y —uz, (1.24)
z = —z+uxy.

L’origine 0 est un point fixe. Son linéarisation est :

i -1 0 0 x
DfO)=|[ gy [=] 0 -2 o0 y (1.25)
z 0 0 -1 z

Les valeurs propres de Df(0) sont \y = —1, Ay = —2, A\3 = —1 toutes négatives, d’ou le

point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

b. Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

La premiere méthode de Lyapunov est simple & appliquer, mais elle ne permet d’analyser la
stabilité des équilibres que trés partiellement. En outre, elle ne donne aucune indication sur
la taille des bassins d’attraction. La seconde méthode est plus difficile & mettre en ceuvre,
mais elle est d’'une portée beaucoup plus générale. Elle est basée sur la définition d’une
fonction particuliere, notée V' (x) et appelée fonction de Lyapunov, qui est décroissante le
long des trajectoires du systéme a l'intérieur du bassin d’attraction. Le théoréme suivant

résume cette méthode.
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Théoréme 1.6.2 Le point d’équilibre x* du systéme est stable s’il existe une fonc-

tion V(x) : D — R continuellement différentiable ayant les propriétés suivantes :

i) D est un ouvert de R" et x* € D.

il) V(z*) =0 et V(z) > V(z*), Vo # 2* dans D.

iii) V(z) <0, Vo # 2* dans D.

e Si de plus pour z, V(m) < 0, Vx # x* dans D, alors x* est asymptotiquement stable au

sens de Lyapunov.

e Si on suppose encore que V' tend vers I'infini lorsque = € R™ tend vers 'infini (en norme),
alors toutes les trajectoires, méme celles qui démarrent loin de x*, tendent vers x*

(on dit que z* est globalement asymptotiquement stable).
Remarque 1.6.2 Il n’y a aucune méthode pour trouver une fonction de Lyapunov.

Exemple 1.6.3 (Méthode directe de Lyapunov) Soit le systéme :

T o= + azx(x? + 1?),
y + ax(z® +y?) (1.26)

g = —x+ay(@®+y?).
Ce systéeme a un point d’équilibre unique (0,0). On pose V (x,y) = 2% + 4> :

D’apres le théoréme de Lyapunov :
a. 5i a <0, le point fize est asymptotiquement stable.
b. Si a =0, le point est au moins stable au sens de Lyapunov.

c. Sia>0, le systéme est stable au sens de Lyapunov.

Remarque 1.6.3 Le Théoréme 1.6.2 est une condition suffisante de stabilité mais ne
permet pas de guider l'utilisateur dans le choix de la fonction de Lyapunov et ne permet

pas conclure si on ne trouve pas une telle fonction.
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1.7 Etude qualitative des systémes dynamiques

L’étude qualitative, en particulier, permet ’étude locale des solutions autour de points
d’équilibre. Pour avoir une étude compléte d’un systéeme dynamique, on attend en général
de la part de I'environnement un comportement stationnaire, ce dernier va étre présenté
par la disparition des phénomeénes transitoires en annulant la fonction de transition ou le

champ de vecteurs, dans ce cas le systéme va avoir I'un des deux états suivants :
1. Etat d’équilibre (points fizes, points périodiques).
2. Etat chaotique.

Pour faciliter cette étude, on utilise les propriétés de I’algébre linéaire sur les équations qui
décrivent nos systémes dynamiques, or que la majorité des systémes dynamiques associés

a des phénomeénes naturels ne sont pas linéaires, a cet effet, on est obligé de les linéariser.

1.7.1 Linéarisation des systémes dynamiques non linéaires

Considérons le systéeme dynamique non linéaire défini par :

i (t) = f(z (1)). (1.27)

ou x = (x1, T2, ..., T,), €t f = (f1, fa, ..., fn) €t s0it z* un point d’équilibre de ce systéme.
Supposons qu’une petite perturbation &(t) soit appliquée au voisinage du point d’équilibre
x*. La fonction f peut étre développée en série de Taylor au voisinage du point z* comme
suit :

E(t)+ 2" = f(a" 4+ e(t)) = f(a") + Jp(a™).£(2). (1.28)

22



Chapitre 1. Préliminaires sur les systémes dynamiques

ou Jy(x*) est la matrice Jacobienne de la fonction f définie par :

ofi 0fi dfi
81‘1 8372 81‘2

Jr(@) =1 .. . . : (1.29)
Ofn  Ofn 0 fn

0ry Oxy 0%y /) ey

Comme f(z*) = @*, alors I’équation (1.28) devient :

E(t) = Jp(x™).e(t). (1.30)

L’écriture ((1.30]) veut dire que le systéme ([1.27)) est linéarisé.

1.7.2 Théoréme de Hartmann-Grobman

Considérons le systéme dynamique (1.27)). Soit z* un point d’équilibre du systeéme ((1.27))
et soit Jy(z*) la matrice Jacobienne au point x*, alors le théoréme d’Hartmann-Grobman

s’énonce :

Théoréme 1.7.1 Si J;(z*) admet des valeurs propres non nulles ou imaginaires pures,
alors il existe un homéomorphisme qui transforme les orbites du flot non linéaire vers celles

du flot linéaire dans certains voisinages U de x*.

Ce théoréme va nous permettre de lier la dynamique du systéme non linéaire (1.27)) a la

dynamique du systéme linéarisé (|1.30)).

1.7.3 Variétés (in) stables

Définition 1.7.1 La variété stable (resp. instable) d’une solution est la courbe tangente
au champ des vecteurs propres associés a une valeur propre du Jacobien dont la partie

réelle est négative (resp. positive).
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1.8 Bifurcations

L’aspect fondamental de ’étude des systémes dynamiques est la notion de bifurcation.
Un terme qui a était introduit par Henri poincaré au début du XX¢ siécle dans ces travaux
sur les systémes différentiels. Pour certaines valeurs critiques des parameétres de controle
du systéme, la solution de I’équation différentielle change qualitativement : on dit qu’il y
a bifurcation.

Une premiere approche pour I'étude des systémes dynamiques consiste a rechercher les
points d’équilibre, c’est-a-dire les solutions stationnaires ne présentant pas 1’évolution tem-
porelle.

L’étape suivante consiste a faire varier les parametre de controle du systeme. On regarde
alors que deviennent les points d’équilibre, en particulier ceux qui étaient stables avant de
modifier les paramétres du systéme et les bifurcations qui apparaissent.

Pour les valeurs des parameétres auxquelles de tels changements qualitatifs apparaissent,
valeurs dites de bifurcation, la construction du portrait de phase nécessite des outils adop-

tés.

1.8.1 Définitions de bifurcation

Le terme bifurcation est généralement défini, de maniére assez vague, comme un change-
ment radical de comportement du systéme dynamique étudié.
Soit :

dx

Fr flzt,p). (1.31)

avec le parametre de controle u, et soit x* sa solution.

Définition 1.8.1 Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution x* du sys-
téme lorsqu’on modifie p, et d’une maniére plus précise la disparition ou le chan-

gement de stabilité et ['apparition de nouvelles solutions.

24



Chapitre 1. Préliminaires sur les systémes dynamiques

Définition 1.8.2 Un systéme est dit structurellement stable ou robuste si le portrait de
phase ne change pas dans une perturbation de ses paramétres. Par conséquent une bifurca-
tion correspond & une perte de stabilité structurelle (la valeur du paramétre p pour laquelle

le systéme ne sois pas structurellement stable).

1.8.2 Diagrammme de bifurcations

Dans les systémes dynamiques, un diagramme de bifurcation montre les comportements

possibles d’un systéme, a long terme, en fonction des paramétres de bifurcation.

Définition 1.8.3 Un diagramme de bifurcation est une portion de l’espace des parameétres

sur laquelle sont représentés tous les points de bifurcation.

1.8.3 Différents types de bifurcations

Il existe plusieurs types de bifurcation selon les propriétés des secondes dérivées de la
famille des fonctions f.

Chacune de ces bifurcations est caractérisée par une forme normale, qui est I’équation
générale typique de ce type de bifurcation.

Parmi les différents types de bifurcations, pour les systémes dynamiques en temps continu,

on peut citer :

e Bifurcation de type noeud-col,
e Bifurcation transcritique,

e Bifurcation de fourche,

e Bifurcations globales.
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a. Bifurcation de type noeud-col

Une fonction linéaire ne change pas le nombre de racines. Le polyndéme le plus simple qui
change de nombre de racines en fonction du parametre p est le polyndme quadratique
f(@) =p -2
Considérons le systéeme :

flo,p) = p—a*, (1.32)

Nous appelons la fonction 1} la forme normale de la bifurcation noeud-col. Etudions
le comportement de I’équation (|1.32]).

Les points fixes de cette derniére sont :

v = 1R (1.33)

qui existent seulement pour y > 0, leur stabilité est déterminée par :

f(ah) = ~20 = ~2(+7) = F2/7, (1.34)
Selon les signes de f'(z*), on voit que r, = /i est instable, tandis que z* = —,/u est

stable.

Remarque 1.8.1 Méme étude faite lorsque f(x,pn) = —p — 2%, f(z,u) = +p + 22 et

fla,p) = —p+ a2

Mais dans tous les cas, il y a une transition a u = 0 entre existence d’aucun point fixe et
de deux points fixes dont un est stable et I’autre instable.
La figure (FIG. 1.4.a) présente le diagramme de bifurcation noeud-col (la variation du

point d’équilibre en fonction de paramétre p pour le cas f(z, p) = p — z2).
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b. Bifurcation transcritique

Si f est contrainte de ne pas avoir de terme constant, le développement limité méne a la
forme normale d’une bifurcation transcritique, qui est la derniére bifurcation stationnaire

dans une dimension :

&= px — o2 (1.35)

L’analyse usuelle donne :

@ (p—z")=0= (1.36)

, W pour x* =0,
f@®)=p—22" = (1.37)
—u pour ¥ = L.
Donc, z* = 0 est stable pour pu < 0, instable pour p > 0, tandis que z* = pu fait le

contraire, ces points fixes échangent simplement leur stabilité (FIG. 1.4.b).

pel =0

F1G. 1.4 — Diagrammes de bifurcation : (a) Noeod-col, (b) transcritique.

27
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c. Bifurcation fourche

Si on peut réduire f(z, ) & un polynéme cubique a ces quatre cas :

flx,p) = po—a? (1.38)
flz,p) = pw+2°, (1.39)
flz,p) = —px+2° (1.40)
flz,p) = —px— 2> (1.41)

L’équation (1.38)) s’appelle la forme normale d’une bifurcation fourche super critique.

Nous calculons les points fixes :

z¥=0 pour tout ,
o (u—2*?) =0= (1.42)

" = £,/ pour w> 0.

Nous étudions la stabilité de ces points fixes :

I pour z* =0,
fla®) = p—=3(")" = (1.43)
p—3p=—2p pour x*==£,/p.
Le point fixe z* = 0 est donc stable pour p < 0, et devient instable & ¢ = 0 quand les
branches de nouveaux points fixes 2* = £,/ sont crées. Ces nouveaux points fixes sont

toujours stables quand ils existent.

Faisons le méme calcul pour ((1.39)) qui est la forme normale d’une bifurcation fourche sous

critique.
¥ =0 pour tout
e (u+ (2)°)=0= (1.44)
T* = +/—p pour w < 0.
. ) 1 pour z* =0,
fl@) =p+3(")" = (1.45)

pA43(—p) = =2 pour z* = £,/
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Comme pour le cas super critique, le point fixe * = 0 est stable pour yu < 0 et devient
instable & 1 = 0. Mais contrairement au cas super critique, les autres points fixes +,/u

existent dans la région ou z* = 0 est stable, et sont toujours instables (FIG. 1.5.).

F1G. 1.5 — Diagramme de bifurcation fourche : (a) super critique, (b) sous critique.

d. Bifurcations globales

Ces types de bifurcations correspondent a des collisions de deux variétés et elles ne font
pas forcément intervenir le voisinage de la solution.

Ici, les linéarisations locales autour de la solution ne seront donc d’aucunes d’aide. C’est
pour cela que ces bifurcations sont appelées "globales", et deux types sont citées [1] :
orbites hétéroclines et orbites homoclines.

Les orbites hétéroclines et homoclines ont une grande importance pour I’étude du com-
portement chaotique des systémes dynamiques et les solutions des ondes progressives dans

les équations aux dérivées partielles.
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d.1. Orbites hétéroclines : Ces bifurcations résultent de la collision de variétés stables

et instables de deux selles séparées. En effet, c’est un phénomeéne assez rare.

Exemple 1.8.1 Un exemple de [’apparition des orbites hétéroclines est montré a partir

du systéme non linéaire qui décrit le mouvement d’un pendule simple :

T = -,
(1.46)
y = —sin(z).
Les points fizes du systéme sont les points (z*,y*) = (nm,0) pour :
n=..—2,-101,2..8 n=0 ou un nombre pair, les points fires sont des centres, si

n est un nombre impair, les points fixes sont hyperboliques, points de selle (FIG. 1.6).

¥

f

Fi1G. 1.6 — Bifurcations hétéroclines.
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d.2. Orbites homoclines : Ce sont les variétés stables et instables d’une méme selle

qui entrent en collision selon le signe d’une certaine quantité.

Exemple 1.8.2 On considére le systéme suivant :

=y,
(1.47)
U= py+z—a*+uzy.

ou j1 est un paramétre. Pour tous les valeurs de u, il y a deux points fixes {(0.0),(1.0)}.
Pour tous les valeurs de i, (0.0) c’est une selle. Mais pour le point fize & (1.0), il y a un

changement de type de bifurcation (FIG. 1.7).

> E
. B
— _"_a-"‘-

- -

Figure (a) - u=-7. ] Le point fixe a (1.0} Figure (b) u=-7 0 La bifircation Hopf

cstnowvau stable. cs5t apparic.

,_--"'EJ _..-r"f -

-/" - -

Figure {c}pu=-0. 92 0On cbserve le cwvele Figure {d) :u=-0.56. Le cycle limite est

limite. entre en collision avec le point fixe
{(0,0), devenir une orbite homoclinigue,
puis il disparue. Orbites pres de point
fixe.

Fi1G. 1.7 — Bifucations homoclines.
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1.9 Conclusion

L’intérét de ce chapitre est de fournir les notions de base des systémes dynamiques, telles
que : la représentation mathématique des systémes dynamiques, leurs classifications, ’es-
pace de phases, les orbites, les trajectoires, la variété stable, etc...

Ensuite, nous avons donné les différentes définitions relatives a la notion de stabilité. On a
aussi présenté les différents types, théorémes et critéres de stabilité ainsi que les méthodes
pour I’étude de la stabilité (les deux méthodes de Lyapunov) pour les points d’équilibre
d’un systéme dynamique & temps continu. Et pour une bonne compréhension de la notion
de stabilité, plusieurs exemples sont exposés.

A la fin de ce chapitre, nous avons abordé la théorie de bifurcations, définitions et types.
L’analyse de bifurcation est finalement une sorte d’analyse des changements brutaux de

comportement des systémes dynamiques.
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Chapitre 2

Théorie de chaos

2.1 Introduction

Chaos, ou un systéme chaotique, c’est un systéme produira des comportements différents
a long terme lorsque les conditions initiales sont perturbées trés légérement. La sensibilité
aux conditions initiales des systémes chaotiques a fait du chaos une situation indésirable.
Alors, 'homme s’interroge sur cette situation depuis la nuit des temps.

De nos jours, la théorie du chaos a envahi la plupart des sciences. En effet, de nom-
breux modeles mathématiques des processus physiques, des phénomenes biologiques, des
réactions chimiques et des systémes économiques étaient définis en utilisant des systémes
dynamiques chaotiques et hyperchaotiques tant en temps continu qu’a temps discret.

Ce chapitre est dédié aux systémes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques. En com-
mencant par donner quelques caractéristiques du chaos, nous nous attardons les attracteurs
réguliers et étranges ainsi que les scénarios de transition vers le chaos. Pour finir, nous
donnons des exemples célebres sur les systémes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques

a temps continu.
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2.2 Systémes dynamiques chaotiques

Le chaos tel que le scientifique le comprend ne signifie pas ’absence d’ordre ; il se rattache
plutét & une notion d’imprévisibilité, d’impossibilité de prévoir une évolution a long terme
du fait que I’état final dépend de maniére si sensible de 1’état initial.

On appelle un systéme dynamique chaotique, un systéme qui dépend de plusieurs para-
meétres et caractérisé par une extréme sensibilité aux conditions initiales. Ils ne sont pas
déterminés ou modélisés par des systémes d’équations linéaires ni par les lois de la méca-
nique classique, pourtant, ils ne sont pas nécessairement aléatoires, relevant du seul calcul
des probabilités.

On trouve dans la littérature plusieurs définitions mathématiques du chaos, mais jusqu’a
présent, il n’existe aucune définition mathématique universelle du chaos, avant de donner

la définition du chaos, due a Devaney, quelques définitions de base sont nécessaires.

Définition 2.2.1 On dit que la fonction f : X — X posséde une sensibilité aux condi-
tions initiales s’il existe 6 > 0 tel que, pour xqg € X et pour tous € > 0 il existe un point
Yo € X et un entier j > 0 satisfait : d(zo,y0) < € = d ([ (o), fD(yo)) > 6, ou

représente la distance et fU)(xq) la j ieme itération de f.

Définition 2.2.2 Supposons que X un ensemble et Y un sous-ensemble de X (Y C X),
on dit que Y est dense dans X si, pour tout x € X, il existe y € Y arbitrairement proche
de x , autrement dit Y est dense dans X st pour tout x € X on peut trouver une suite

{Yn}nen de Y qui convergent vers x.

Définition 2.2.3 [ est topologiquement transitive st U et V étant deuxr ensembles non
vides ouverts dans X, il eviste zg € U et un indice j > 0, tel que pour fU)(x¢) €V ou,

de facon équivalente, il existe un indice j > 0 tel que pour fO(U)NV # (.

On est maintenant en position d’énoncer la définition du chaos au sens de Devaney.
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Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Devaney) [Z] : Soit un sous-ensemble V' de X, la fonction

f: X — X est dite chaotique sur 'V si :

i) La fonction [ posséde une sensibilité aux conditions initiales,

ii) La fonction f est topologiquement transitive, dans le sens que pour toute paire de sous

ensembles ouverts U,V C X, il existe j > 0 telque fO(U) NV #£0,

iii) L’ensembles des points périodiques de la fonction f sont denses dans X.

2.3 Caractéristiques du chaos

2.3.1 La non-linéarité

Pour prévoir des phénomeénes réels générés par les systéemes dynamiques, la démarche
consiste & construire un modeéle mathématique qui établit une relation entre un ensemble
de causes et un ensemble d’effets. Si cette relation est une opération de proportionnalité,
le phénomeéne est linéaire. Dans le cas d’'un phénomeéne non linéaire, ’effet n’est pas pro-
portionnel a la cause. En général, un systéme chaotique est un systéme dynamique non

linéaire, un systéme linéaire ne peut pas étre chaotique.

2.3.2 Le déterminisme

Un systéme est dit déterministe lorsqu’il est possible de prédire (de calculer) son évolution
au cours du temps. La connaissance exacte de 1’état du systeme & un instant donné,
Iinstant initial, permis le calcul précis de I’état du systéme a n’importe quel autre moment.
Dans les phénomeénes aléatoires, il est absolument impossible de prévoir la trajectoire d’une
quelconque particule.

Donc, un systéme chaotique a des régles fondamentales déterministes et non probabilistes.
Il est généralement régi par des équations différentielles non linéaires qui sont connues,

donc par des lois rigoureuses et parfaitement déterministes.
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2.3.3 L’aspect aléatoire

Si le mouvement est aléatoire, les points du systéme remplissent I’espace des phases au
hasard : aucune structure n’apparait. Quand le mouvement est chaotique, les points pa-
raissent a premiére vue aléatoires. Néanmoins, quand on observe le systéme suffisamment
longtemps, on constate que les points dessinent une forme particuliére.

La figure (FIG. 2.1) montre I'aspect aléatoire d'un systéme dynamique chaotique, en oc-

currence, le systeme de Rossler.

15 -

10

0 50 100 150 200
temps(s)

Fic. 2.1 — L’aspect aléatoire du systéeme de Rossler.

2.3.4 Sensibilité aux conditions initiales

Une autre propriété des phénomenes chaotiques est qu’ils sont trés sensibles aux pertur-
bations. Eduard Lorenz venait de découvrir que dans des systémes non linéaires, d’infimes
différences dans les conditions initiales engendraient a la longue des trajectoires totalement
différentes. Lorenz a illustré ce fait par I'effet papillon. Pour deux conditions initiales arbi-
traires tres voisines initialement, les deux trajectoires correspondant & ces données initiales
divergent exponentiellement. Par la suite, les deux trajectoires sont incomparables. Une
des propriétés essentielles du chaos est donc bien cette sensibilité aux conditions initiales

que l'on peut caractériser en mesurant les taux de divergence des trajectoires (FIG. 2.2).
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D’un point de vue mathématique, on dit que f montre une dépendance sensible aux

conditions initiales lorsque :

Ve>0,36 > 0,ve € D,3(y,p) € D; |z —yll <e=[If7(x) = Pl >0 (2.1)

évolution réguliére évolution chaotique
0z

e /A
'/'/j dz(t) =~ k dzy t ‘// !

:ri.!'(r') =~ dxgexp(t/T)

— ‘xm : ‘m\\ :
| \\"x\&\] | \v

F1G. 2.2 — Sensibilité aux conditions initiales.

o
_ 0

2.3.5 Spectre de puissance

Le spectre d'une variable d'un tel systéme ne contient donc qu’une assemblée de raies
fines situées aux pulsations w;, & leurs harmoniques mw; avec m € N, aux combinaisons
linéaires de fréquences mw; + nw; avec m, n € Z, les spectres qui sont la combinaison
de plusieurs fréquences sans rapport simple sont dits quasi-périodiques. L’existence de

spectres larges est une caractéristique essentielle des mouvements chaotiques d’un systéme.

2.4 Les attracteurs

2.4.1 Définitions d’attracteur

L’étude du comportement asymptotique d’un systéme dynamique régi par un flot d’équa-
tions différentielles non linéaires révele trés souvent la notion d’attracteur, défini comme

I’ensemble compact de I’espace des phases invariant par ce flot et vers lequel convergent
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toutes les trajectoires du systéme. En général, un attracteur est défini comme une sous-
partie fermée de ’espace des phases qui "attire" touts les autres orbites vers elle.

Nous citons quelques définitions mathématiques d’attracteur :

Définition 2.4.1 (Guckenheimer et Holmes) [3] Soit (X, f) un systéme dynamique dis-
cret, une sous-partie A de X est appelée attracteur si et seulement si les conditions sui-

vantes sont réalisées :

1. A est fermée,

N

. A est positivement invariante,
3. A est attractive, c’est- a- dire, il existe un voisinage ouvert U de A tel que :
a. U est positivement invariant,

b. U est attiré par A; Yu € U,tlim d(f'(u).A) =0.

——400

Définition 2.4.2 (Ruelle) [{] Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent
toutes les trajectoires de l’espace des phases, c’est-a-dire, une situation ou un ensemble
de situations vers lesquelles évolue un systéme, quelles que soient ses conditions initiales.
Mathématiquement, si A un ensemble compact fermé de l’espace des phases, on suppose

que A est invariant par le flot @, 'ensemble A est attracteur si :

1. Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute solution

x (t, o) = @y (mg) restera dans U si xg € V,
2. Il existe une orbite dense dans A, tel que N &, (V)= A, t > 0.
Définition 2.4.3 (Zeraoulia et Sprott) [5] Soit A un ensemble fermé de l’ensemble non-
errant Q) (f), A est dit attracteur si :
1. A est invariant par f, c’est-a-dire f (A) = A,
2. Il existe un voisinage V' de A dans R™ tel que : th fr(vV)y=A4,

3. [ esttransitive (3C, D C A tel que f"(C)ND # 0 ; C, D ouvert).
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2.4.2 Bassin d’attracteur

On rappelle que tout voisinage ouvert qui satisfait les conditions (3.a) et (3.b) dans la
définition (2.4.1) est appelé voisinage attiré par A. Il faut remarquer que bien qu’il existe
un voisinage attiré U, on ne peut pas affirmer qu’il est unique : en effet A peut admettre

plusieurs voisinages attirés par lui-méme (FIG. 2.3).

Définition 2.4.4 Le bassin d’attracteur B (A) d’un attracteur A est I’ensemble des points
de l’espace des phases qui donnent une trajectoire évoluant vers A, donc B (A) = Ud, (V).
On appelle bassin d’attracteur B (A) de A le plus grand des tels voisinages attirés, c’est-

a-dire B(A) =U{U € ®(X)},U est un voisinage attiré A.

F1G. 2.3 — Bassin d’attracteur, A : Attracteur, B : Bassin d’attraction.

2.4.3 Les propriétés d’un attracteur

Un attracteur peut avoir les propriétés suivantes :

1. Tous points de I'espace d’état qui appartiennent a un attracteur demeurent a l'intérieur

de cet attracteur pour tout t.

2. 1l existe un ensemble A C B, tel que pour tout voisinage de A, la trajectoire qui

prend son origine dans B se trouve au bout d’un temps fini dans ce voisinage de A.
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Autrement dit, toute trajectoire qui a son origine dans B tend vers 'attracteur, est

le bassin d’attraction.

3. Un attracteur est indécomposable, c’est-a-dire que la réunion de deux attracteurs n’est

pas un attracteur.

2.5 Les différents types d’attracteurs

Il existe deux types d’attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges

(chaotiques).

2.5.1 Les attracteurs réguliers

Pour tous les attracteurs réguliers, c’est-a-dire pour tous les systemes non chaotiques,
des trajectoires qui partent des "points" proches I'un de l'autre dans ’espace de phase
restent indéfiniment voisines. On sait donc prévoir I’évolution de ces systémes & partir
d’une situation connue.

Les attracteurs réguliers, caractérisant 1’évolution d’'un systéme non chaotique, peuvent

étre de quatre sortes :
1. Point fixe

C’est le cas le plus courant et le plus simple d’attracteurs, dans lequel le systéme évolue
vers un état de repos (point). Le point d’équilibre unique d’un pendule amorti est 'exemple

classique de ce type d’attracteurs.

Définition 2.5.1 Toute solution x* vérifiant la relation f(x*) = 0 est appelée position

d’équilibre, point singulier, point fixe, ou encore solution stationnaire.

On distingue seulement deux types d’attracteurs qui sont des points fixes; les nceuds

stables et les foyers stables (FIG. 2.4.a).
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2. Cycle-limite périodique (orbites périodiques)

Définition 2.5.2 Une solution X (t) d’un systéme dynamique autonome ou non est pério-
dique s’il existe un entier T pour lequel : pour tout t, X (t+T) = X (t) et X(t+T) = X(t)

pour 0 <T < T, T est alors appelé la période de la solution.

La représentation d’une telle solution dans le plan de phase nous donne une trajectoire
fermée appelé cycle-limite et telle qu’aucune trajectoire commencant, suffisamment proche
d’elle, ne soit également fermée. En général, on a trois types de cycle-limite : cycle-limite

stable, cycle-limite instable et cycle-limite semi-stable (en pratique instable) (FIG. 2.4.b)

e Le cycle limite noté (', est stable si tous trajectoire commencant suffisamment proche
de C7,, approche pour t — +o00, c’est-a-dire, s’enroule elle méme sur le cycle-limite

Cr. Un cycle limite stable est aussi ce qu’on appelle un attracteur périodique.

e Le cycle-limite noté (', est instable si toute trajectoire commencant suffisamment proche

de C'p, 'approche pour t — —oo, c’est-a-dire, se déroule & partir de C'p.

e Si les trajectoires approchent C7, d'un coté et de 'autre s’en éloignent, on dira que C7,

est semi-stable (en pratique instable).
3. Cycle-limite pseudo périodique

Il existe des systémes dont la solution orbitale en régime permanent (dans le plan de phase)
oscille entre deux cycles-limites relativement proches sans jamais passer deux fois de suite

exactement sur la méme trajectoire, on parle alors d’attracteur quasi-périodique.
4. Un tore

C’est un cas particulier de précédent. Il est caractérisé par un régime quasi-périodique
ayant n fréquences de bases indépendantes. Le systéme présente au moins deux périodes
simultanées dont le rapport est irrationnel. La trajectoire de phase ne se referme pas sur

elle-méme, mais s’enroule sur une variété de dimension deux (FIG. 2.4.c).
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F1G. 2.4 — Les attracteurs réguliers : (a) Points fixes attracteurs, (b) Cycles limites, (c)
Un tore.

2.5.2 Les attracteurs étranges

Un systéme chaotique dissipatif posséde (au moins) un attracteur d’un type particulier
appelé attracteur étrange.

Les attracteurs étranges sont caractéristiques de I’évolution des systémes chaotiques au
bout d’un certain temps, tous les points de ’espace des phases (et appartenant au bassin
d’attraction de l'attracteur) donnent des trajectoires qui tendent & former lattracteur
étrange.

Un attracteur chaotique posséde notamment la propriété remarquable suivante : la trajec-
toire ne repasse jamais par un méme état. Ce qui signifie, entre autres, que cette trajectoire
passe par une infinité d’états. Il est & noter que pour observer les trajectoires d’un attrac-

teur, il est parfois intéressant de réduire la dimension de I’espace de phases.
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Définition 2.5.3 Un sous-ensemble borné A de l’espace des phases est un attracteur
étrange ou chaotique pour une transformation T de ’espace s’il existe un voisinage V de
A ; c’est-a-dire que pour tout point de A il existe une boule contenant ce point et contenue

dans R vérifiant les propriétés suivantes :

1. Attraction : 'V est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le
point initial est dans V' est entierement contenue dans R. De plus, toute orbite de

ce type devient et reste aussi proche de A que l’on veut.
2. Il est contenu dans un espace fini. Son volume est nul. Sa dimension est fractale (non
entiére).

3. Presque toute trajectoire sur l’attracteur a la propriété de ne jamais passer deux fois

sur le méme point : chaque trajectoire est presque stirement apériodique.

4. Deux trajectoires proches a l'instant t voient localement leur distance augmenter & une

vitesse exponentielle (sensibilité aux conditions initiales).

Définition 2.5.4 Ruelle et Takens [6] Un attracteur étrange est caractérisé par la sensi-

bilité aux conditions initiales.

Définition 2.5.5 Berge et al. [7] Un attracteur étrange est caractérisé par la sensibilité

aux conditions initiales et ayant une dimension fractale.

Définition 2.5.6 Farmer et Sidorowich [§] Un attracteur étrange est un attracteur pos-

sédant un exposant de Lyapunov \p > 0.
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2.5.3 Différents types d’attracteurs chaotiques (étranges)

Les attracteurs chaotiques (étranges) peuvent étre classés en trois types principaux :
1. Attracteur hyperbolique

Les attracteurs hyperboliques sont des ensembles-limites structurellement stables. Géné-
ralement, la plupart des systémes physiques connus n’appartiennent pas a cette classe des
systéemes d’attracteurs hyperboliques.

L’attracteur de Plykin est un exemple d’un attracteur hyperbolique [9] (FIG. 2.5.a).
2. Quasi-attracteur

Ces types d’attracteurs sont des ensembles-limites renfermant des orbites périodiques de
différents types topologiques et des orbites structurellement instables. Par exemple, les

attracteurs générés par le circuit de Chua [10] (FIG. 2.5.b).
3. Attracteur de type Lorenz

Ces types des attracteurs ne sont pas structurellement stables, mais leurs orbites homo-
clines et hétéroclines sont structurellement stables (hyperboliques) et aucune des orbites
périodiques instables apparaissent sous les petites variations des parametres, comme par

exemple dans le systéme de Lorenz lui-méme [I1].

S
[B]=] [=] [=] [=]

I
(5]

F1a. 2.5 — Attracteurs chaotiques : (a) de Plykin, (b) de Chua.
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2.6 Deétection du chaos

Il existe plusieurs méthodes qui permettent de déterminer si des systémes non linéaires
sont ou non chaotiques. Elles ne sont généralement pas trés nombreuses, ni réparties sur un
temps suffisamment long a I’échelle du systéme étudié. On a choisi de mettre en ceuvre deux
des méthodes les plus couramment utilisées qui sont appelées : la dimension fractale et

les exposants de Lyapunov.

2.6.1 Les exposants de Lyapunov

L’évolution chaotique est difficile & appréhender, car la divergence des trajectoires sur I’at-
tracteur est rapide. Lorsque cette divergence croit exponentiellement avec le temps pour
presque toutes les conditions initiales voisines d’un point donné, on a le phénomene de sen-
sibilité aux conditions initiales, idée a laquelle sont attachés les exposants de Lyapounov,
qui donnent une mesure quantitative de cette divergence exponentielle locale et mesure
en fait le degré de sensibilité d’un systéme dynamique. Rappelons d’abord cette formule

et voyons comment Lyapunov a pu arriver a déduire une telle formule.

= lim Zln|f Ti 1) (2.2)

n—-+oon,

Considérons un systéme dynamique quelconque dont la condition initiale zy est affectée

d’une erreur infinitésimale F,. Aprés n itérations, 'erreur initiale Fy sera donc amplifiée

d’un facteur %
0
Notons que l'erreur diminue lorsque le facteur est inférieur a 1 et augmente s’il est supérieur

Enfl
’ En72 ’

En—2
Ens| "

En
Ep

a 1. Puisque y 2|5 il suffit alors de calculer ce produit

:‘En

‘ By

pour déterminer la fagon dont s’amplifie I'erreur initiale.

Le logarithme d’un produit correspond & une somme de logarithmes. Utilisons plutot le
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logarithme du produit pour compléter cette étude.

En En En—l En—2 E2 El
In|—| = In . . N —
EO En—l En—2 En—S El EO
= In —l—ln‘ +ln‘ + ..+ In|—= In
Enfl En72 En73 El ;

Avant de faire tendre cette derniére quantité vers I'infini, on calcule d’abord la moyenne

de la somme obtenue. On arrive ainsi a ’exposant de Lyapunov.

—D . (2.3)

E; et F;_; étant de trés petites valeurs, le rapport correspond & la dérivée de la fonction

Jm o (Z I

associée a 1’équation utilisée si naturellement la fonction est dérivable. En effet, soit f(x;)

cette fonction :

Ei = f(wio1 + Eiiq) — f(xi21).

et
E; _ f@iy+ Ei1) — f(xi71>' (2.4)
Ei Ei
puisque :
fla+Ax)— f(z) _
L v 29
alors, si f est dérivable on a :
Ei i— E;,_{)— i—
— f(x 1+ 1) f(x 1) — fl(xifl) lorsque Eifl — 0. (26)
Ei 4 Ei 4
par conséquent :
= lim Zln |f (zi-1) (2.7)

n—-+oon,
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Lorsque 'exposant de Lyapunov est positif :

E
In || > 0. 2.8
n| g (28)
et par conséquent :
E,
— 1. 2.9
| (29)

Remarque 2.6.1 Les exposants de Lyapunov sont une généralisation des valeurs propres

pour le point fixe et des multiplicateurs caractéristiques pour les solutions périodiques.

Remarque 2.6.2 Pour un attracteur non chaotique, les exposants de Lyapunov sont tous
inférieurs ou égaux o zéro et leur somme est négative. Un attracteur étrange possédera

toujours au moins trois exposants de Lyapunov, dont un au moins doit étre positif (Voir

le tableau TAB. 2.1).

A. Classification des orbites suivant le signe de ’exposant de Lyapunov

Généralement, on peut distinguer trois cas des orbites suivant le signe de ’exposant de

Lyapunov :

1. Si A < 0, lorbite est attractive vers un point fixe ou une orbite périodique stable, il
caractérise les systémes dissipatifs. Ce type de systéme exhibe une stabilité asymp-
totique, plus 'exposant est négatif, plus la stabilité est grande. Les points fixes et
les points périodiques super-stables ont un exposant de Lyapunov A qui tend vers
—00.

2. Si A = 0, lorbite est un point fixe neutre. Un systéme physique avec un tel exposant est

dit conservatif. Dans cette situation, les orbites gardent une séparation constante.

3. Si A > 0, lorbite est instable et chaotique. Tous les points voisins doivent étre visités,
ces points sont dits instables. Pour un systéme discret, on a un ensemble de points
sans aucun rapport de liaison. Pour un systéme continu, 1’espace de phase est un

ensemble de lignes croisées.
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Etat stable Flot Dimension de Lyapunov | Exposants de Lyapunov
Point d’équilibre | point 0 A <oea <A <0
A =
Périodique cercle |1
)\'I’L S LRI ] S A2 < O
A=A =
Période d’ordre 2 | tore 2
)\'I’L S LRI ] S )\3 S O
A1:A2:lll:)\k:0
Période d’ordre k | k -tore | k
A S eee S A1 <0
A >0
Chaotique Non entier n
i=1
AL > O, Ay >0
Hyperchaotique Non entier n
Z )\z <0
i=1

TAB. 2.1.Classification des régimes permanents selon les éxposants de Lyapunov

B. Caractérisation d’un attracteur par le signe des exposants de Lyapunov

Un exposant de Lyapunov positive indique que selon la direction qu’il représente la diver-

gence entre deux trajectoires voisines augmente exponentiellement avec le temps. Il s’agit

donc bien la d’un attracteur étrange.

Pour une application bidimensionnelle, on peut résumer la correspondance entre le type

de T'attracteur et signe des exposants de Lyapunov (ici ils sont deux) dans le tableau

(TAB.2.2).
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Type d’attracteur Signe des exposants de Lyapunov
Point fixe - =, =
Cycle limite périodique 0,—,—

Cycle limite quasi périodique | 0,0, —

Attracteur étrange +,0,—

TAB. 2.2.Caractérisation des attracteurs par le signe des éxposants de Lyapunov.

C. Exposant de Lyapunov pour un systéme & temps continu

En 1985, Wolf et al. [12] ont proposé une méthode de calcul du plus grand exposant et de la
somme des n exposants de Lyapunov & partir des séries chronologiques. Leur algorithme
est basé sur le controle de la divergence entre les trajectoires voisines. On choisit dans
un premier temps deux orbites trés voisines, et on note d(ty) leur distance en un temps
ultérieur, soit t1, cette distance est devenue d'(;). On effectue alors un remplacement : on
choisit une autre orbite située a une distance d(t;) (FIG. 2.6). On recommence alors ces
opérations un grand nombre de fois pour les temps %1, ..., 5, et on calcule 'estimateur du

plus grand exposant par la relation suivante :

Z In - (2.10)

tM_tO

(t it

at)
o
W

Fic. 2.6 — Méthode de Wolf pour estimer le plus grand exposant de Lyapunov.
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2.6.2 Dimension fractale

Si, a l'issue du calcul de la dimension de 'attracteur d’un systéme étudié, nous obtenons
une valeur positive non entiére, cela signifie que le systéme posséde un attracteur étrange.
Plusieurs dimensions ont été proposées telles que la dimension de Kolmogorov, dimension
de corrélation, dimension de Lyapunov.

Il y a une différence légeére entre chacune de ces dimensions, mais elles caractérisent toutes,

lattracteur étrange avec sa dimension fractale et satisfont les trois propriétés suivantes :
1. AC B=d(A) <d(B).

2. A=0=4d(A) =0.

3. d(Ax B) =d(A) +d(B).

A. Dimension de corrélation

Notons C(R) le nombre de boites requises pour chaque dimension N.

On peut caractériser la dimension de corrélation a ’aide d’une fonction appropriée, une

telle fonction est définie par :

C(R) = lim —0. (2.11)

N—+4oco N2

avec 1) représente le nombre de paires ¢, j dont la distance | X; — X;| < R.

On peut réécrire la fonction comme :
C(R)= lim L H(R-|X;—Xj|. (2.12)
N2
La dimension de corrélation est alors définie par :
log(C(R))

v= lim ——— (2.13)
R—+oc0 log(R)
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B. Dimension de Lyapunov

Cette dimension est définie par Li et Yorke [14] et elle est donnée par :

m
Ai
1

i=

|)‘m+1‘ .

Classant les exposants de Lyapunov de 'attracteur d’un systéme dynamique par :

A1 > A > > A\, et mle plus grand entier tel que :

m—+1

iAi >0 et » M\<O. (2.15)
i=1 =1

C. Dimension de capacité (Kolmogorov)

Soit X un ensemble de points de Pattracteur, on recouvre X par un nombre minimal N (¢)
d’hypercube de coté e.
L
e Si X est un carré de coté L, il peut étre recouvert par N(e) = (=)? petits carrés de
€

cotés ¢.

e Dans le cas général, on a :

L
NE) = (D) (2.16)
log N(¢)
———— quand € — 0, logL << —loge. (2.17)
log L — loge

Définition 2.6.1 La dimension de Kolmogorov ou de capacité est définie par :

log N (e
g = —lim 22V (2.18)
e=0 loge
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2.7 Transitions vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage vers le chaos. On constate dans tous les
' . . , . . ,

cas que I’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive, mais marquée par des

changements discontinus qu’on a déja appelés bifurcations. On peut citer trois scénarios

de transition d’'une dynamique réguliére a une dynamique chaotique lors de la variation

d’un paramétre.

2.7.1 Cascade de doublements de période

Ce phénomene se manifeste sur un oscillateur forcé. A mesure que la contrainte augmente,
la période d’un systéme forcé est multipliée par 2, puis par 4, puis par 8, etc. Ces double-
ments de périodes sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période est infinie, le systéme

devient chaotique [15], [16].

2.7.2 L’intermittence

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouftées de turbulence. Lorsqu’on
augmente le parameétre de controle, les bouffées de turbulence deviennent de plus en plus

fréquentes, et finalement, la turbulence domine [17, 18].

2.7.3 La quasi-périodicité

Ce scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de
Ruelle et Takens [6]. Ce phénoméne intervient quand un deuxiéme oscillateur perturbe un
systéme initialement périodique. Si le rapport des périodes des deux oscillateurs (systémes)
en présence n’est pas rationnel, alors le systéme est dit quasi-périodique. Si le rapport entre

les deux périodes est rationnel, le comportement est périodique.
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2.8 Exemples des systémes dynamiques chaotiques a
temps continu

2.8.1 Systéme de Lorenz

Le systéme de Lorenz [I1] est un exemple célébre du systéme différentiel au comportement

chaotique. Ce systéme est défini par les équations suivantes :

T = O’(y—.flf),
y= x(r—z)—uy, (2.19)
z= xy— bz.

Lorsque les paramétres réels o, r et b prennent les valeurs suivantes : ¢ = 10, et b= %, le
comportement du systéme (2.19)) est chaotique.
Les différents portraits de phases obtenus pour différentes valeurs des parameétres de

controle sont largement étudiés, comme par exemple dans [13].
e Equilibre du modéle

On cherche les points d’équilibre (x,y, z) vérifiant © = ¢y = 2 = 0. Un premier point fixe

trivial est Py = (0,0,0) pour r < 1, et pour r > 1, il y a deux autres points.

On a :
t= o(y—2z)=0 r =y,
y= z(r—2)—y=0 &4 z = r—1, (2.20)
= xy—bz=0 y = £b(r—1).

donc, les deux points sont :

Py= (i\/b r—1), /b — 1), (r — 1)) . (2.21)

L’étude de la stabilité des points d’équilibre repose sur le signe de la partie réelle des
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valeurs propres de la matrice Jacobienne DJ qui s’écrit par :

-0 o 0
y 0 —=b

e Stabilité de I’équilibre nul (au point (0,0,0))

Au point (0,0,0), les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont :

-0 o 0
DJ = r —1 0
0o 0 -b
Donc |A — A1, est définie par :
—0—A o 0
|A— A = r —1-=A 0
0 0 —b— A

Alors, I'équation caractéristique est définie par :

PN =det(DJ—X)=A+b)(N+(c+1)A+0c(1l—7))=0. (2.23)

Pour les racines, on a :

—0—1+\/(0+1)2+40(r—1) —0—1—\/(0+1)2—|—40(7‘—1)

Al = 9 , Az = 9 Ay = —b.
On reporte les valeurs de ¢ et b, on obtient :
—11 + +/40r 4+ 81 —11 — 1/40r + 81 8
A= ; UL ; Tt = (2.24)
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— Pour r < 1; les trois racines réelles sont négatives, A3 < Ay < A < 0, I'équilibre est
donc noeud stable.

— Pour r > 1; une des valeurs propres est positive A, I’équilibre est donc instable (col).

— Il y a une bifurcation quand r = 1; I’équilibre est dit : marginal.

Pour Pet P,, et avec la méme procédure, on obtient :

— Pour r > 1, une des valeurs propres est positive A;, ’équilibre est donc instable (col).

— Pour r < 1; les trois racines réelles sont négatives, A3 < Ay < A\ < 0, I'équilibre est
donc nceud stable.

Dong, les points P;, P, sont stable pour |r — 1| << 1.
e Aspect aléatoire

La figure (FIG. 2.7) illustre 1’aspect aléatoire de 1'état x du systéme ([2.19)).

20 ! ! ! [

10

1™

—-20 i i i i
0 20 40 60 80 10C
temps(s)

F1G. 2.7 — Aspects aléatoires de ’état = du systéme de Lorenz.

e Attracteur étrange

Le systéme chaotique ([2.19)) présente un superbe attracteur étrange en forme d’ailes de
papillon (FIG. 2.8) pour les valeurs o = 10, b = g, r = 28.
On observe que la dynamique du systéme de Lorenz donné par le systéme (2.19) est

indépendante du temps t ; par conséquent, ce type de systéme est qualifié d’étre autonome.
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F1G. 2.8 — Attracteur étrange de Lorenz.

e Les exposants de Lyaponov

Le calcul des exposants de Lyapunov (FIG. 2.9) donne les valeurs suivantes :

A1 = 0.85922 , \y = —0.0015763, A3 = —14.5208.

Nous constatons bien qu’il y a un exposant de Lyapunov positif, ce qui signifie que le

systéeme est chaotique.

g —

I Xy —0.85922
o
*5=-0.0015763
S} =
o 50

exposant de lyapunov
&

Az=14.5208 |

i 1 1 1
100 150 200 250 300
temps

Fic. 2.9 — Exposants de Lyapunov du systéme chaotique continu de Lorenz.
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2.8.2 Le systéme de Rossler

Le systéme dynamique de Rossler [19] est un systéme de trois équations différentielles non

linéaires suivantes :

i = —(y+2),
zZ = b—cz+2x2.

avec a, b et ¢ des constantes.
Pour a = 0,2, b= 0,2 et ¢ = 5,7, nous obtenons 1’évolution aléatoire dans le temps de la

coordonnée z et 'attracteur de Rossler (FIG. 2.10).

T
{ (Temgs)

_'_F'.'

F1G. 2.10 — Systéme chaotique de Rossler : (a) aspect aléatoire, (b) attracteur étrange.

e Points fixes

Pour trouver les points fixes, les trois équations du systéme de Rissler sont posées égales

a zéro, le systéme est alors résolu et donne le résultat suivant :

—(y+2)=0 z=—y,
z+ay=0 =\ T =—ay, (2.26)
b—cz+xz2=0 ylz%@’ y22—0+\/2¢;2—74ab‘
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donc :

. (2.27)

r =

c+ V2 — 4ab (ci\/02—4ab> c+ V2 — 4ab
- y=— ), =

2 - 2% 2%

ce qui maintenant peut étre utilisé pour présenter les points fixes pour des valeurs données

de parametres :

(c+ V2 —4ab —c— 2 —4ab c+ V2 — 4ab)

2 2a 2a
(c—\/02—4ab —c+ /2 —4ab c—\/02—4ab)
2 ’ 2a ’ 2a '

L’un des points instables est situé au centre de la spirale et ’autre se situe hors de I’at-

tracteur.
¢ Régimes périodiques et chaotiques

Posant a = 0,1 et b = 0,1 et en faisant varier le parameétre ¢, le systéme passe successive-

ment par divers régimes périodiques ou chaotiques.

T 0 -1 -1
Dfl vy [=]1101 0
z z 0 —c
—A -1 -1
A-=ALl=| 1 01-Xx o0 =N+ (0,1—¢)+0,1cA —c=0.
z 0 —c—A

Selon ¢, on va trouvé les types des points :
c=14 = période 1.
c=6 = période 2.

c=8,5 = période 4.
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c=9 = chaotique.
c=12 = période 3.
c=12,6 = période 6.
c=13 = chaotique.

c=18 = chaotique.

2.9 Exemples des systémes dynamiques hyperchao-
tiques

Définition 2.9.1 Un attracteur hyperchaotique est généralement défini, comme étant un

comportement chaotique avec au moins deux exposants de Lyapunov positifs.

Remarque 2.9.1 La dimension minimale d’un systéme hyperchaotique (continu) est quatre

(4).

2.9.1 Le systéme hyperchaotique de Rossler

Le premier systeme hyperchaotique & 4 dimensions a été proposé en 1979 par Rossler

[20, 21]. Ce systeéme est défini par les équations suivantes :

(

i=—(y+2),
Y=+ ay+ w,
(2.28)
Z=b+xz,
\ w = —cz + dw.

Le systéme suit un comportement hyperchaotique (FIG. 2.11), quand les parametres a, b, ¢
et d prennent les valeurs suivantes : a = 0.25,0 =3,c=0.5 et d = 0.05.
Les conditions initiales peuvent prendre les valeurs suivantes :

o = —10, Yo = —6, zZ0 — 0, Wy = 10.
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F1G. 2.11 — Projection plane de 'attracteur hyperchaotique de Rossler en 4-D.

Les quatre exposants de Lyapunov correspondants sont : \; = 0.112, Ay = 0.119, A\3 =0,
et \y = —25.118. On constate bien que ce systéme répond aux conditions de passage
du chaos vers ’hyperchaos. Le caractére hyperchaotique de ce comportement n’est pas si
évident a partir de cette projection d’avion, qui ressemble un peu & un attracteur chaotique

"bruyant".

2.9.2 Les systémes hyperchaotiques de Liu et de Chen

Le systeme de Liu [22] est proposé en 2001, il est défini par les équations suivantes :

T = (552 —xl),

Tg = A1 + T1T3 — T4,

(2.29)

T3 = —a3x3 + T1T2 + T4,

j?4 = T4%1 + Zo.

oua; =10,a, =35 et azg =14 et a4 =5.
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Le systéme hyperchaotique de Chen est défini par les équations suivantes :

T1 = —a1T1 + a172,

Itz = 41’1 + asxs + 4.1'4 — 10371.1’3,
(2.30)

.fg = —Qasxs + JJ%,

i’4 = —QA4T.
\

ol a; =39, ay =21, a3 =3 et ag = 2.

Remarque 2.9.2 Seulement peu de comportements hyperchaotiques expérimentauxr ont
été identifiés. L’occurrence du comportement hyperchaotique a été trouvée, par exemple,

dans un circuit électronique [23].

2.10 Conclusion

Un systeme chaotique est un systeme déterministe et imprévisible, mais c’est aussi et
surtout un systéme non linéaire. Le lien qui relie ces deux notions paradoxales, détermi-
niste et imprévisible, est la propriété de sensibilité aux conditions initiales. La sensibilité
aux conditions initiales des systémes chaotiques a fait du chaos une situation indésirable
pendant plusieurs années.

En effet, ce chapitre est réservé a la théorie du chaos. Le phénomeéne du chaos est caractérisé
par la sensibilité aux conditions initiales, son attracteur étrange, sa dimension fractale et
au moins 'un de ses exposants de Lyapunov est positif. Cependant, il existe un certain
nombre de scénarios de transition vers le chaos qui permettent de décrire I’évolution d’un
systéeme dynamique.

Pour cléturer le chapitre, nous avons présenté quelques exemples, les plus célébres, qui
illustrent le comportement des systémes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques en

temps continu. D’autres nouveaux systémes sont exposés dans les deux derniers chapitres.
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Chapitre 3

Synchronisation des systémes

dynamiques chaotiques

3.1 Introduction

Le phénomeéne de synchronisation est manifesté lorsque deux systémes dynamiques évo-
luent d’une maniére identique en fonction du temps. L’une des configurations de synchro-
nisation les plus populaires est la configuration maitre-esclave pour laquelle un systéme
dynamique appelé systéeme esclave suit le rythme et la trajectoire imposés par un autre
systéme dynamique appelé systéme maitre. Les perspectives de I'utilisation du chaos dans
diverses applications ont motivé les chercheurs a étudier la question de I’éventuelle pos-
sibilité de synchroniser le chaos. Cette synchronisation parait difficile & réaliser, car a
la différence de la synchronisation ou I'on cherche a reproduire seulement une période
d’oscillation, la synchronisation chaotique présente plus de contraintes.

Ce chapitre peut étre vu comme une synthese bibliographique compacte sur les différentes
méthodes de synchronisation des systémes dynamiques chaotiques (hyperchaotiques), dont
I'intérét principal est de mieux mettre en évidence l'originalité des résultats que nous

proposerons dans ce chapitre et dans les deux derniers chapitres.
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3.2 Point de départ de la synchronisation des sys-
témes chaotiques

La synchronisation des oscillateurs non linéaires est un phénomeéne qui a attiré 'attention
des chercheurs depuis le constat et la description de ce phénomeéne par Christian Huygens
en 1673. Ce célébre scientifique néerlandais a rapporté son observation : deux horloges
a pendule supportées par une méme planche en bois, finissaient par avoir les mémes os-
cillations périodiques (méme phase, méme fréquence); c’est-a-dire que les deux horloges
avaient une parfaite synchronisation. Dans la terminologie moderne, cela signifie que les
deux horloges ont été synchronisées.

Dans la littérature, plusieurs concepts de synchronisation chaotique ont été proposés,
en premier par Fujisaka et Yamada [24]. Par la suite, des concepts importants liés a la
synchronisation chaotique ont été développés par Afraimovich et al. [25].

En 1990, Pecora et Carroll [26] ont montré que deux systémes chaotiques identiques
peuvent se synchroniser. Alors, ils ont défini la synchronisation chaotique connue sous
le nom de la synchronisation identique, développée sur la base de circuits chaotiques
couplés. Le premier systeme produisant le signal chaotique, s’appelle le systéme émet-
teur (maitre) et le deuxiéme, c’est le systéme récepteur (esclave). Cette découverte a
ouvert la voie pour des applications du chaos aux différents domaines et encore d’autres
méthodes pour synchroniser le chaos.

Une autre solution plus récente est la méthode de synchronisation généralisée dont
Rulkov et al. [27] ont posé les bases. Cette approche considére aussi une paire de systémes
configurés en maitre-esclave, mais cette fois le couplage n’est pas réservé a l'identité. De
leurs part, Mainieri et Rehacek [28] ont présenté en 1997 la synchronisation projective.
Bien que la synchronisation a trouvé un champs vaste dans les communications, cela a
motivé les chercheurs a exploiter des propriétés cryptographiques du chaos dans les appli-

cations de télécommunication et de transmission sécurisée d’informations. Alors, différents
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régimes de synchronisation ont été introduites tels que la synchronisation impulsive [29],
la, synchronisation de phase [30] et la synchronisation adaptative [31]. De nos jours, plu-
sieurs méthodes pour la synchronisation des systémes chaotiques et hyperchaotiques ont

été développés, ils ont été résumés dans les sections suivantes de cette thése.

3.3 Définition de la synchronisation

3.3.1 Défintion générale

Les relations humaines se synchronisent sont 'une des premiéres choses que nous avons
apprises, car un bébé qui répond au sourire de sa meére, ne fait rien d’autre que de se

synchroniser sur les expressions du visage de sa meére.

Définition 3.3.1 (de Larousse) Synchronisation est un mot grec décomposé en deux par-
ties : Syn veut dire ensemble et Chrono veut dire temps. C’est l’action de mettre en phase

pour créer une simultanéité entre plusieurs opérations, en fonction du temps.

Définition 3.3.2 ( générale) La synchronisation est une maniére de faire U'entretien d’un
mouvement périodique (ou chaotique). La synchronisation de deux systémes dynamiques

signifie que chaque systéme évolue en suivant le comportement de l’autre systéme.

3.3.2 Définitions mathématiques de la synchronisation

Apres plusieurs tentatives pour définir un mouvement synchronisé, Brown et Kocarev [32]
ont récemment fourni une définition mathématique de la synchronisation. Pour construire
la définition, ils supposent qu'un systéme dynamique, global, de dimension finie et déter-

ministe est divisible en deux sous-systémes :
X=F(X(),Y=GY (1)). (3.1)

o, X (t) € R"et Y (t) € R™ sont des vecteurs qui peuvent avoir des dimensions différentes.
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Soit p(wp) une trajectoire du systéme globale donné par avec la condition initiale
wo = [To, Y] € R™ x R™.

Pour chaque sous-systéme, on forme une trajectoire ¢, (wo) et ¢, (wo) (wo étant une condi-
tion initiale donnée).

On note par y I'espace de toutes les trajectoires du premier sous-systéme, et par ¢ I'espace
de toutes les trajectoires du second sous-systéme, et on considére deux fonctions (pro-
priétés) g, - x X R — R? et g, : ¢ x R — R, qui ne sont pas identiquement nulle, le
premier R représente le temps, nous disons que les fonctions g, et g, sont des propriétés
des sous-systémes définis par (3.1]) respectivement.

Enfin, pour définir un état synchronis¢, Brown et Kocarev [32] exigent une fonction
h(gz,g,) @ R x RY — R? telle que ||h]| = 0 ou ||h]| — 0 (o ||| est toute norme).
Nous disons que la fonction h, qui est indépendante du temps, compare les propriétés
mesurées sur les deux sous-systémes, et les deux mesures convergent dans le temps si et

seulement si h(g,, g,) = 0.

Définition 3.3.3 Brown et Kocarev [32] Les sous-systémes dans les équations sont
synchronisés sur la trajectoire de p(wy), par rapport auz propriétés g, et g,, s’il existe un

instant indépendant de Uapplication h tel que ||h(g., gy)| = 0.

Avec le choix de g,, g, et h on peut déterminer le type de synchronisation. Cette approche
conduit a l'idée qu’il existe des différents types de synchronisation qui pourraient étre

englobés dans un méme formalisme.

Théoréme 3.3.1 Le systéme maitre et le systéme esclave sont synchronisés si et seule-
ment si tous les exposants de Lyapunov du systéme esclave, appelés les exposants de Lya-

punov conditionnels, sont négatifs.
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3.4 Différents types de synchronisation

Depuis le résultat de Pecora et Caroll [26], une multitude d’articles a été consacrée a la
synchronisation de systémes chaotiques et de nombreux critéres de synchronisabilité ont
alors été définis.

Dans cette section, au sens d’une étude bibliographique extensive, nous avons recueilli
différents types et schémas de la synchronisation telle que la synchronisation compléte
(CS), lanti-synchronisation (AS), la synchronisation décalée, la synchronisation généra-

lisée (GS), la synchronisation projective (PS), etc.

3.4.1 Synchronisation compléte (CS)

On considére un systéme chaotique maitre représenté par :
X =F(X (1)), (3.2)

ou X (t) est le vecteur d’état du systéme maitre de dimension n, et le systéme esclave

représenté par la formule suivante :
Y =G () +U. (3.3)

o Y (t) est le vecteur d’état du systéme esclave de dimension m, F : R" — R"™,
G:R™ —R"™ et U= (u;);_; € R" déterminent le vecteur de controle.

L’erreur de la synchronisation compléte est définie par :
e(t)=Y (t) — X (t) telle que tli+m le(t)]] = 0. (3.4)

ou [|.|| la norme euclidienne.

e Si ' = (@, la relation devient une synchronisation compléte identique.
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e Si F' # (G, c’est une synchronisation compléte non identique.

Dong, la synchronisation (CS) est une coincidence compléte entre les variables d’état des

deux systemes synchronisés.

3.4.2 Anti-synchronisation

Définition 3.4.1 On dit que deux systémes sont en anti-synchronisation, si le systéme
maitre et le systéme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue, mais avec
signes opposés, et la somme de ces vecteurs d’état de deux systémes tend vers zéro lorsque

le temps tend vers linfini. Alors, l'erreur de l’anti-synchronisation est présentée par :

e(t) =Y () + X (1). (3.5)

3.4.3 Synchronisation décalée

Définition 3.4.2 Diao et al.[33] On dit que deux systémes dynamiques chaotiques non-

identiques présentent une synchronisation décalée si et seulement si le temps est décalé.

Définition 3.4.3 Si les variables d’état Y (t) du systéme chaotique esclave convergent
vers les variables d’état X (t) du systéme maitre en temps décalé, on dit qu’il existe une
synchronisation retardée comme l'indique la relation suivante :

lim [|Y () — X (t — )| = 0, Va (0). (3.6)

t—+o0

3.4.4 Synchronisation généralisée (GS)

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la synchro-
nisation compléte, I’anti-synchronisation et la synchronisation projective dans le cas des
systémes chaotiques de dimensions et de modeéles différents [34]. Elle se manifeste par une

relation fonctionnelle entre les deux systémes chaotiques.
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En comparaison avec la synchronisation identique, la synchronisation généralisée notée
par GS (en anglais : Generalized Synchronization) peut donner une dynamique plus
riche, car elle peut aussi envisager certains cas désynchronisés, dus aux disparités des
parameétres, aux déformations des canaux de transmission et autres. En conséquence, les
possibilités d’appliquer la GS peuvent étre plus larges que la synchronisation identique.
Parmi les premiéres publications sur cette méthode, on cite les travaux de Rulkov et al. [27]
et de Kocarev et parlitz [35]. Yan et Li [36] ont introduit la synchronisation généralisée
pour des systémes chaotiques unifiés. Récemment, cette méthode est étudiée pour les
systémes chaotiques de dimension arbitraire par un controle non linéaire [37].
Cependant, il n’existe que peu de résultats théoriques sur la synchronisation généralisée
des systémes dynamiques chaotiques de différentes dimensions, alors ce type de recherche
est juste en début.

Pour définir la GS, on considére un couple de systémes maitre-esclave représenté par :

X = F(X(t)),

. (3.7)
Y=GY(@t)+U.

ou X(t) € R", Y(t) € R™ sont les états du systéme maitre et le systéme esclave, res-
pectivement, F : R” — R", G : R™ — R™ et U = (u;);_, € R" est un controleur a

déterminer.

Définition 3.4.4 S’il existe une fonction ® : R — R™, telles que toutes les trajectoires

du systéme maitre et du systéme esclave, avec les conditions initiales x(0) et y(0) vérifient :

lim [V () — (X ()| = 0, vz (0),y(0). (3.8)

t——+o00

alors, les systémes maitre-esclave se synchronisent au sens généralisé par rapport o

la fonction .
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3.4.5 Synchronisation pojective (PS)

Parmi tous les types de synchronisation de chaos, la synchronisation projective notée par
PS (en anglais : Projective Synchronization) a été largement étudiée au cours des der-
niéres années, car elle peut réaliser une communication plus rapide avec sa caractéristique
proportionnelle.

La PS a été d’abord rapportée par Mainieri et Rehacek [28] dans les systémes chaotiques
partiellement linéaires, dans lesquels les réponses des deux systémes identiques synchro-
nisent jusqu’a un facteur d’échelle constant.

Puis, Daolin Xu [38] a montré que le facteur échelle de PS de deux systémes couplés
partiellement linéaires est imprévisible et peut étre arbitrairement manceuvré par l'intro-
duction d’un controle de rétroaction au systéme maitre.

Xu et al. [39] ont également introduit plusieurs régimes de controle basés sur la théorie
de stabilité de Lyapunov pour mener le facteur échelle a une valeur souhaitée et dérivé la
condition générale pour la synchronisation projective que tous conditionnels des exposants
de Lyapunov sont non-positifs pour les systémes en temps continu.

Plus tard, certains auteurs étendus a réaliser PS pour les systémes partiellement non
linéaires qui est une classe générale des systemes chaotiques sans limitation partielle de

linéarité [40, [41]. Par la suite, plusieurs schémas de P'S ont été largement examinés [42, [43].

Définition 3.4.5 On dit qu’on a une synchronisation PS si les variables d’état y;(t) du
systeme chaotique esclave Y (t) = (y;(t))1<i<n (3-)se synchronisent avec une constante

multiple de Uétat x;(t) du systéme chaotique maitre X (t) = (2;(t))1<i<n (5-9) tels que :
da; # 0, tlir+n llys (t) — ax; (t)]] =0, Y(x(0),y(0)), i=1,2,...,n. (3.9)

e Le cas o tous les «; sont égaux a 1 représente un cas de synchronisation compléte.

e Le cas ou tous les a; sont égaux a —1 représente un cas d’anti-synchronisation compléte.
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3.4.6 Synchronisation GPS

La synchronisation notée GPS (en anglais : Generalized Projective Synchronization)
signifie que les vecteurs émetteur et récepteur synchronisent jusqu’a un facteur d’échelle
h, c’est-a-dire que les vecteurs deviennent proportionnels.
On considére le systéme chaotique suivant :
X =F(X(t)
. ’ (3.10)
Y=GY (t)+U.
ou X (t) est le vecteur d’état du systéme maitre de dimension n, Y (t) est le vecteur d’état
du systéme esclave de dimension n, F' et G sont des champs de vecteurs, F,G : R" — R"

et U = (u;);_, € R" est un controleur a déterminer.

Définition 3.4.6 Yan et Li [36] Pour le systéme , on dit qu’il y a une synchronisa-
tion GPS, s’il existe une constante h (h # 0), telle que tligrn | X (t) — RY (t)|| =0, ainsi,

la GPS du systéme est atteinte, et nous appelons h facteur d’échelle.
Quelques études ont été menues pour investir GPS telle que les travaux de Li [44].

Exemple 3.4.1 Prenons l’exemple du systéme chaotique identique de Lorenz dont le sys-

teme maitre est donné par :

:.Cm :O-(ym_xm)a
ym =Tm (T_Zm) — YUm, (311)

Zm = TmYm — bZm.
ot (a =10, b = %, r =28 ), pour assurer [’attracteur chaotique.

Afin d’atteindre GPS, o l'aide de la technique de contréle actif, le systéme esclave est
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construit comme suit :

iy =0 (ys — Ts) + u1,
Us = @5 (1 — 25) = Ys + ug, (3.12)
Zs = TsYs — bzs + us.
Il y a trois fonctions de controle u; (i = 1,2,3) qu’elles vont étre déterminées ultérieure-
ment.

Définissons le vecteur d’erreur en tant que :

e1 = &, — hxg, es =Y, — hys, €3 = 2, — hzs. (3.13)

ou h est le facteur d’échelle désiré.

Ensuite, on obtient le systéme d’erreur dynamique en soustrayant a partir de

é1 =0 (es —e,) — huy,
€y =r€1 — €3 — T2 + (T, — €1)(2m — €3) /h — hus, (3.14)
€3 = Ton¥Ym — (T — €,)(Ym — €2)/h — bes — hus.

Se référant aur méthodes originales de contréle actif, on définit les trois fonctions de

controle u; comme suit :

hU1 = —U1,
huy = —vy — Tz + (T — €1)(2m — €3) /h, (3.15)
huB = —U3 + TmYm — (xm - 61)(ym - 62)/h'

d’ou, le systéeme d’erreur devient :

ér=v+0(ea—e),
ég = V2 + rep — €q, (316)
ég = U3 — b€3.

Le systéme d’erreur devra étre contrélé en un systéme linéaire d’une entrée de
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controle actif vy,ve et vz en fonction des erreurs ey, es, es. Tant que ces évaluations
stabilisent le systéme , e1, eg,et ez convergent vers zéro o mesure que le temps tend
vers l'infini, ce qui implique que GPS de deux systémes identiques de Lorenz est obtenue
avec un facteur d’échelle h.

Il y a beaucoup de choix possibles pour les controleurs vy, vs et vs. Afin de rendre le
systéme en boucle fermée stable, le bon choix du contréle devrait garantit que le
systeme de rétroaction doit avoir toutes les valeurs propres en parties réelles négatives.

Pour simplifier, on choisit :

() e, 0 o O e,
vy | =Al e | =] —r 0 0 es |- (3.17)
U3 €3 0 0 0 €3

Dans ce choix particulier, les trois valeurs propres du systéme en boucle fermée sont
—o,—1 et —b. Comme le systéme en boucle fermée a toutes les valeurs propres qui sont
trouvées avoir des parties réelles négatives, le systéme se converge. Autrement dit, ce choix
se traduira par un systéme stable et la GPS de deux systémes identiques de Lorenz est
atteinte.

Ce qui mérite d’étre mentionné, c’est que les valeurs des valeurs propres jouent un roéle
important dans la stabilité du systéme d’erreur. Afin d’accélérer le rythme de convergence,
on devra rendre ces valeurs plus petites.

Les résultats numériques pour le facteur d’échelle A = 5 sont montrés (FIG. 3.1).

3.4.7 Synchronisation FSPS

Wen et Xu [40] ont présenté la synchronisation notée FSPS (en anglais : Full State
Projective Synchronization) qui signifie que les deux systémes émetteur et récepteur

synchronisent jusqu’a une constante non-nulle 5.
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Définition 3.4.7 Pour le systéme @, on dit qu’il y a une synchronisation FSPS,

sl existe un constant h (h # 0), telle que tliin IY (t) — hX (t)|| = 0, c’est-a-dire,

th+m llyi (t) — ha; ()| =0, i =1,2,...,n, ainsi, la (FSPS) de systéme (3.10) est atteinte.

&y

= )
— — - =g (t)

——— = (]

)]
4
[+]
“
n
i
=]

Fic. 3.1 — La GPS entre deux systémes identiques de Lorenz : (a) L’évolution dans le
temps des vecteurs d’erreur, (b) La projection des attracteurs synchronisés sur le plan x-z
apres des états transitoires.

3.4.8 Synchronisation FSHPS

La synchronisation notée FSHPS (en anglais : Full State Hybrid Projective Syn-
chronization) signifie que les vecteurs émetteur et récepteur se synchronisent jusqu’a une
matrice diagonale de mise en échelle constante H. La synchronisation FSHPS a

été annoncée pour la premiere fois par Hu et al. [45].

Définition 3.4.8 Pour le systéme (@), on dit qu’il y a une synchronisation FSHPS,
s’il existe une matrice diagonale constante H (H # 0) et H = diag(hy, ha, ..., h,) telle que
tEeroo Y (t) — HX (t)]| = 0, c’est-a-dire, tl’}inoo llyi (t) — hiz; ()| =0, ¢ = 1,2,...,n, ainsi,
la FSHPS du systéme est atteinte.
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Remarque 3.4.1 Il est facile de voir que la définition de la synchronisation FSHPS
englobe la synchronisation compléte, l’anti-synchronisation et la synchronisation projective

en posant la matrice H égale a I, —I et ol (« est une constante), respectivement.

Plusieurs études ont été menues & travers cette méthode pour la synchronisation des
systémes chaotiques et hyperchaotiques et ainsi pour les systémes d’ordre différent et pour

les systémes a temps discret [46], 47, 48, [49)].

3.4.9 Synchronisation Q-S

La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de

synchronisations précédentes [50].

Définition 3.4.9 Nous disons qu’un systéme maitre, n-dimensionelle, X (t) et un systéme
esclave, m dimensionnlle, Y (t) sont en synchronisation Q-S dans la dimension d, s’il
existe un controleur U = (u;)1<i<m €t deuzx fonctions @ : R™ — R?, S :R™ — R? telle

que Uerreur de synchronisation e (t) = Q(X (t)) — S(Y (t)), Uémﬁet li+m lle (t)|| = 0.

3.4.10 Synchronisation MPS

Guo-Hui Li [5I] a proposé une nouvelle méthode de synchronisation appelée la synchro-
nisation notée MIPS (en anglais : Modified Projective Synchronization), ou les deux
systémes émetteur et récepteur se synchronisent jusqu’a une matrice de mise a 1’échelle
constante. Certains critéres globaux de synchronisation sont donnés pour le placement
de pole technique de cette méthode.

Par rapport a la synchronisation projective PS, la MPS est caractérisée par une matrice

de mise & ’échelle et que les deux systémes se synchronisent proportionnellement.
Définition 3.4.10 Pour le systéme , s’ 1l existe une matice constante :

H = diag (h,, h,, ... ,h,) telle que : tli+m | X (t) — HY (t)|| = 0, alors nous appelons cette

synchronisation MPS et nous appelons H matrice de mise a l’échelle.
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Remarque 3.4.2 En toute évidence, la synchronisation compléte CS et la synchronisa-

tion projective PS sont des cas particuliers de la synchronisation MPS
lorsque h, = hy... = h, =1 et h, = hy... = h,,, respectivement.

Exemple 3.4.2 Pour le systéme chaotique de Lorenz , les résultats de la simulation

numériques montrent que la réponse de temps de l’erreur de synchronisation

e = [e1, €2, e3]" tend vers zéro lorsque t — +oo (FIG. 3.2).

| e ()
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104 1|
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I [
_10 T T T T
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Fic. 3.2 — La MPS pour le systeme de Lorenz : I’évolution des vecteurs d’erreurs pour
une matrice H = diag(1,2,3).

3.4.11 Synchronisation FPS

La plupart des efforts de recherche mentionnés ci-dessus se sont concentrés sur 1’étude d’un
facteur d’échelle constant. Récemment, Chen et Li [52] ont présenté une nouvelle méthode
de synchronisation notée FPS (en anglais : Function Projective Synchronization).
Par la suite, Hongyue Du et al. [53] ont montré qu'un contrdle peut étre utilisé pour
manipuler le facteur échelle de telle sorte que le systéme émetteur et le systéme récepteur

peuvent étre synchronisés jusqu’a une fonction de mise a 1’échelle souhaitée.

[6)
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La FPS est une définition plus générale de la PS. En comparaison avec la PS, la FPS
signifie que les deux systémes maitre-ésclave peuvent étre synchronisés & une fonction
de mise en échelle, mais pas une constante. Cette fonction pourrait étre utilisée
pour obtenir une communication plus sécurisée, car il est évident que I'imprévisibilité de
I’échelle de la fonction dans la méthode FPS peut en outre améliorer la sécurité de la
communication.

Pour le meilleur de nos connaissances, a I’heure actuelle, il y a peu de résultats théoriques
sur la FPS. Motivés par cette raison, nous référons aux travaux de Hongyue Du et al. [53]
pour donner une définition et un exemple de la méthode.

Pour définir la synchronisation FPS, on décrit le terme d’erreur par :

ot H(t) est une fonction contintiment différentiable bornée et H(t) # 0 pour tout t.

Définition 3.4.11 Pour le systeme , sl existe une fonction de mise a [’échelle

H(t) telle que tli+m lle(t)]] = 0,alors nous appelons cette synchronisation FPS.

Remarque 3.4.3 Il est facile de voir que la définition de la FPS englobe la PS lorsque

la fonction de mise a l’échelle H(t) est prise par une constante h.

Nous allons montrer, par la suite, que le controle peut étre utilisé pour manipuler le
facteur d’échelle de telle sorte que les deux systémes émetteur et récepteur pourraient étre

synchronisés jusqu’a une fonction de mise a I’échelle désirée.

Exemple 3.4.3 Par souci de commodité, on considére l’exemple de systéme chaotique

partiellement linéaire pour montrer la faisabilité de la méthode FPS, qui est le systéme de

Lorenz (3.11).
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Les deux systémes chaotiques identiques couplés a travers la variable z sous la forme

avec les contréleurs adaptatifs donnés par :

Tq = 0(Yq — Ta),
Yg = xq (1 — 2) — Ya,
2= xqyq — bz, (3.18)

Ty = U(yr _xr) + Uy,

Ur = Ty (1 — 2) — Y + ua.
ot {xq,ya} et {x,,y,} sont les vecteurs émetteur et récepteur, respectivement.
On définit les erreurs de la FPS comme suit :

ey =xq— H(t)x,, (3.19)

€2 = Yd — H(t)yr

ot H(t) est la fonction de mise a l’échelle.
Il est évident que, si le vecteur d’erreur e(t) tend vers zéro, la FPS a lieu avec la fonction
de mise a l’échelle souhaitée.

La dérivée du temps de I’équation est donnée par :

61 = dqg — H(t)d, — H (t) z,

. (3.20)
é2 =Yg — H(t)gr — H (t) yr-
En substituant dans , on obtient les erreurs dynamiques suivantes :
é1=0 —x4)— H () (o(y, —x,) +u —Htxr,
1 =0 (ya—xa) — H(t) (0 (y ) +u1) — H (2) (3.21)

by =xq(r—2)—yg— H ) (@, (r —2) =y, +uz) — H (t) y,.
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En présentant la fonction de Lyapunov suivante :

1 1
V= §e§ + 563. (3.22)

la dérivée temporelle de V' le long des trajectoires des équations est :

V = e1é14exéy=e; [O‘ (yg — xq) — H (t) (0 (yr — x,) + wy) — H (2) xr} (3.23)

ea [ (1 = 2) = ya— H (8) (2 (r = 2) =y + wa) = H (1) ]
Ainsi, la fonction de controle peut étre formulée sous la forme :
1 —H(@)x,
U= <ul> — —( o — H(t)z ) (3.24)
Us at)\(r—2)e; — H(t)y,
En substituant dans (3.23), on obtient :
V=—0e?—¢e2<0. (3.25)

Selon la théorie de stabilité de Lyapunov, le vecteur d’erreur e(t) tend vers zéro asympto-
tiquement, ce qui implique que toutes les variables d’état ont tendance a synchroniser dans
une relation de fonction proportionnelle. Une simulation numérique des erreurs ey et es,

de la FPS, et de la fonction d’échelle H(t) est représentée (FIG. 3.3).
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F1G. 3.3 — La variation des erreurs de la FPS et de la fonction mise a 1’échelle H(t) pour
le systéme de Lorenz.
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3.4.12 Synchronisation MFPS

Une nouvelle méthode de synchronisation notée MFPS (en anglais : Modified Function
Projective Synchronization) a été présentée par Hongyue Du et al. [54]. Dans ce type
de synchronisation, les deux systémes émetteur et récepteur synchronisent jusqu’a une
matrice de fonction de mise a 1’échelle désirée. La synchronisation MFPS est une
définition plus générale de MPS et FPS ou la matrice de fonction de mise a 1’échelle est
prise par une matrice constante H et une fonction de mise a I’échelle H (t), respectivement.
Il est évident que I'imprévisibilité de la matrice de fonction de mise a 1’échelle dans la
synchronisation MFPS peut en outre améliorer la sécurité des communications.

Pour définir la synchronisation MFPS, le terme d’erreur est donné par :

ol H(t) est une matrice diagonale d’ordre n, H(t) = diag(h,(t),h,(t),......h,(t)) et h;(t)

est une fonction contintiment différentiable bornée, et h;(t) # 0 pour tout t.

Définition 3.4.12 Pour le systéme ),s”il existe une matrice de fonction de mise

a Déchelle telle que tliin lle(®)|| = 0, alors nous appelons cette synchronisation MFPS.

Remarque 3.4.4 Il est facile de voir que la FPS et la MPS sont des cas particuliers de
la MFPS, ot h,(t) = ha(t) = ...... hn(t) = h(t) et hy(t) = h,,h,(t) = hy,...,h,(t) = hy,

respectivement.

3.4.13 Synchronisation GFPS

En 2010, la synchronisation notée GFPS (en anglais : Generalized Function Projec-
tive synchronization) a été présentée par Yu et Li [55], ou les deux systémes émetteur

et récepteur se synchronisent vers une matrice de fonction de mise a 1’échelle.
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Pour définir la synchronisation GFPS, le terme d’erreur est présenté par :

ote(t) = (er,es,....e,)T, H(t) = diag(h,(t), h,(t), .....h,(t)) est réversible et différentiable

et hi(t) : RT — R, h;(t) # 0 sont des fonctions contintiment différentiables bornées.

Définition 3.4.13 Pour le systéme , sl existe une matrice de fonction de mise a
léchelle H (t) d’ordre n telle que tli+m le(®)|| = 0, alors nous appelons cette synchroni-

sation Generalized Function Projective synchronization (GFPS).

o Si h,(t) = h,(t),..... = h,(t), alors la GFPS est simplifiée o la FPS.
e Sihi(t)="h;, (i=1,2,.....;n) ot h; ER et h; # 0, la GPS est atteinte.

e St H = )\, ot A\ € R est une constante et I, est la matrice identité, la GFPS est

réduite a la PS.

3.4.14 Synchronisation HPS

Trés récemment, la synchronisation notée HPS (en anglais : Hybrid Projecive Syn-
chronization) a été proposé par Manfeng Hu et al. [56]. Dans ce type de synchronisation,
les deux systémes émetteur et récepteur peuvent synchroniser jusqu’a des différents fac-
teurs d’échelle. La HPS peut étre considérée comme une extension de la synchronisation
projective PS, car la synchronisation complete et anti-synchronisation sont ses deux cas
particuliers. Depuis, la synchronisation HPS ne cesse d’étre étudiée pour plusieurs disci-
plines, en particulier les communications [57].

Pour définir la synchronisation HPS, le terme d’erreur est proposé comme :
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ou H (t) est une matrice de mise a 1’échelle, H (t) = diag(h,, h,, ......h,), h; est un facteur

d’échelle et h; # 0 pour tout t.

Définition 3.4.14 Pour le systéme , 8il existe une matrice réversible de mise a
léchelle H d’ordre n telle que tli+m lle(t)|| = 0. il est dit qu’il y a une synchronisation
—+o00

HPS.

Remarque 3.4.5

o Si H=1, oul estla matrice unité, alors la synchronisation est appelée CS.

e Si H= —1, alors la synchronisation est nomée AS.

e Si H=al, et a # +1 un réel constant différent de zéro, alors la synchronisation est
appelée PS.

e Si H =diag(h,,h,,....h,) et h , h,,.....h, sont des constantes différentes non nulles,

alors la synchronisation est nommée MPS. Donc CS, AS, PS et MPS sont des

cas particuliers de la HPS.

3.4.15 Synchronisation HFPS

Zhang et Li [58] ont développé un nouveau type de synchronisation notée par HFPS (en
anglais : Hybrid Function Projective Synchronization), dans laquelle les deux sys-
téemes émetteur et récepteur se synchronisent jusqu’a une matrice de fonction de mise
A échelle. De sa part, cette méthode améliore la sécurité dans les télécommunications.

Pour définir la synchronisation HFPS, le terme d’erreur est fourni par :

ot H(t) est une matrice de fonction de mise a I’échelle, H (t) = diag(h, (t) , h, (t),......h, (1)),

et h;(t) est une fonction contintiment différentiable bornée et h;(t) # 0 pour tout t.
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Définition 3.4.15 Pour le systéme (3.10), s’il existe une matrice de fonction de mise a

échelle H telle que tliin lle(®)|| = 0, il est dit qu’il y a une synchronisation HFPS.

3.5 Meéthodes du contrdle pour la synchronisation

Cette section est consacrée a la présentation de diverses méthodes pour la synchronisation

les plus performantes et les plus rencontrées.

3.5.1 Meéthode du controleur actif

L’application du controéle actif pour la synchronisation des systémes chaotiques a été pro-
posée par Bai et Lonngren [59]. C’est une technique efficace qui a montré sa puissance non
seulement pour la synchronisation des systémes identiques, mais aussi pour la synchronisa-
tion des systémes non identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité remarquable
pour I'implémentation de 1’algorithme [60].

Soit deux systémes chaotiques & synchroniser, maitre et esclave, définis par :

X = F(X(), (3.26)

Y = G(Y(t)+U. (3.27)

ou X(t) € R", Y(t) € R™ sont les états des systémes maitre et esclave, respectivement,
F,G:R" - R" et U = (u;)1<i<n €st un controleur a déterminer.

Pour que les deux systémes se synchronisent, il faut que l'erreur entre les trajectoires
des deux systémes converge vers zéro lorsque le temps tend vers l'infini. Cette erreur est

obtenue comme suit :

é(t) =Y (t) — X(t) = G(Y (1)) — F(X (1)) + U. (3.28)
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Si on peut écrire la quantité G(Y (t)) — F(X (t)) de la facon suivante :

G(Y (1)) — F(X () = Ae(t) + N (X (£),Y (1)) (3.29)

I’erreur peut étre exprimée comme suit :

é(t)=Ae(t)+ N (X (t),Y () +U. (3.30)

ol A € R™"™ est une matrice constante et N une fonction non linéaire. Le controleur U
est proposé comme suit :

U=V -N(X(@1),Y (). (3.31)

ou V est le controleur actif défini par :

V = —Le(t). (3.32)

ou L est une matrice de controle inconnue. Donc, on obtient la formule finale suivante de
lerreur :

¢(t) = (A— Le(t). (3.33)

Donc le probléme de la synchronisation entre le systéme maitre (3.26)) et le systéme esclave
(3.27) est transformé en probléme de zéro-stabilitée du systéme (3.33). Maintenant le
Théoréme qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systémes

dynamiques linéaires continues.

Théoréme 3.5.1 Le systéme maitre et le systéme esclave sont globalement
synchronisés sous la loi du controle( , st et seulement si la matrice de controle L
est choisie telles que les valeurs propres de (A — L) se trouvant & Uintérieur du disque de

[unité.
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3.5.2 La méthode backstepping

La méthode du backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d’une
fonction de Lyapunov avec la conception du controleur nécessaire [61], [62].

En considére que le systéme maitre et le systéme esclave sont définis comme suit :

(
T = f1 ($1,$2),

Ty = fo (21, 22,23),

(3.34)
| Tp = fu (T1, 29,23, ..., Ty)
et
( o1 = fi(z1,22),
92 = fo (21,72, 25), (3.35)

ou f; est une fonction linéaire, f; (i = 2,3...,n) sont des fonctions non linéaires et u est

un contréleur qui doit étre choisi convenablement pour obtenir la synchronisation entre

les systemes ([3.34) et( 3.35)).

L’erreur de synchronisation est définie comme suit :

(3.36)
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Alors, la dynamique du systéme d’erreur s’écrit :

.
€1 = 91(61762),

€y = 92(61, €2, 63)’ (3 37)

ol g; est une fonction linéaire, g; (i = 2,3, ...,n) sont des fonctions non linéaires.
L’objectif est de calculer une loi de controle u qui assure la convergence du systéme e;,
(1 =2,3,...,n) vers lorigine en utilisant I’algorithme backstepping. Pour cela, le systéme

d’erreur ({3.37)) doit étre décomposé en sous-systéme :

e1, (e1,e2), (e1,€2,€3), ..., (€1, €9, ..., €,).

Et pour chaque sous-systéme, on défini une fonction de Lyapunov V' positive : Vj(e;, u;, a;),
ou j est 'ordre du sous-systéme, u;, o; représentent, respectivement, la loi de controle et
le controleur virtuel du sous systéme d’ordre j; u; et a; sont calculés a chaque fois de tel

sorte que : Vj < 0.

Remarque 3.5.1 I existe plusieurs avantages dans cette méthode :

e FElle présente une procédure systématique pour la sélection du controleur.
o FElle peut étre appliquée o différents systémes chaotiques.
o FElle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul contréleur.

o Le controleur calculé offre une simplicité dans ['implémentation de [’algorithme.
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3.6 Etude d’un probléme inverse IHFPS

Parmi les synchronsations qui sont largement considérées, on peut citer la synchronisation
notée FSHPS (Full State Hybrid Function Projective Synchronization) [58].
Dans la synchronisation HFPS, le systéme maitre et le systéme esclave pourraient étre
synchronisés avec une matrice de fonction de mise a ’échelle, I'imprévisibilité de la matrice
de fonction de mise a ’échelle dans le schéma HFPS peut améliorer la sécurité dans la
téléecommunication. D’autre part, I’étude du probléme inverse de la HFPS qui produit un
nouveau type de synchronisation notée IHFPS (en anglais : Inverse Hybrid Function
Projective Synchronization) est une idée séduisante et importante.

Dans cette section, nous introduisons la IHFPS pour une classe générale des systémes
chaotiques de n-dimensions a temps continu. Pour atteindre la IHFPS, nous proposons un
schéma général fondé sur des nouveaux controleurs non linéaires. Les résultats théoriques
ainsi dérivés sont prouvés en utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov. Afin de vérifier
lefficacité de la méthode proposée, nous 'appliquons & des systémes chaotiques en 5-D a
temps continu. Des simulations sont données pour montrer 'efficacite du nouveau résultat.
Le contenu de cette section a fait ’objet d’une publication internationale :"A General
Control Method for Inverse Hybrid Function Projective Synchronization of a

Class of Chaotic Systems" [63].

3.6.1 Description des systémes maitre-esclave

Nous considérons le systéme chaotique maitre décrit par :

n d d
T = Zai]‘x]‘ + Z Z al(fl)__pn:p’l’l...xﬁ” +7;, 1=1,2,...n. (3.38)
j=1

pn=1 p1=1

ou (a;;) € R, <a§fl),.,pn> € R4 (i =1,2,...,n), tels que :

ol =008 ;=008 =0, (=12 .,n), (7i)1<i<n sont des nombres réels.
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Comme systéme esclave, nous considérons le systéme chaotique décrit par :

n d d
Gi= S b+ S ST BY s, = 1,2, m, (3.39)
j=1

pn=1 p1=1

P1---Pn

ou (b;;) € R™™, <B(i) ) € R4 (7 =1,2,...,n), tels que :
ﬁﬁ}mo =0, 5((;1),,,0 =0,.., (()io)._.l =0,71=12,..n, (5i)1§z’§n sont des nombres réels et

(i), <<, SOt des controleurs a déterminer.

3.6.2 Définition de la synchronisation IHFPS

Tout d’abord, signalons que nous avons précédemment donné la définition de la synchroni-
sation HFPS (Section 3.4.15). Maintenant, nous présentons la définition de la synchro-
nisation notée IHFPS (en anglais : Inverse Hybrid Function Projective Synchro-
nization) pour les systémes chaotiques maitre-esclave donnés dans les équations

et (3.39).

Définition 3.6.1 Le systéme maitre et le systéme esclave on dit synchro-
nisés au sens de la synchronisation IHFPS, s’il existe des controleurs (u;),;, et des
fonctions continament différentiables bornées h; (t) # 0, pour tous t, 1 < i < n, tels que

les erreurs de synchronisation e; (t) = x; — h; (t) y;, 1 < i < n, satisfaites : lim e; (t) =0,

t——+oo

1=1,2,...,n.

3.6.3 Meéthode de la synchronisation IHFPS

Selon la Définition 3.6.1, le systéme d’erreur entre le systéme maitre (3.38)) et le systéme

esclave (3.39) peut étre dérivé comme suit :
() =) aye; () + ¢+ @+ — hi (s, i=1,2,..n. (3.40)
j=1

ou
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d d
=2 - Z al) el i=1,2,.m, (3.41)

pn:

d d

= —hi Y > BY Lyt i=1,2,..n. (3.42)

pn=1 p1=1

et

n

Ui =hi (1) (aij-bij)y; — hi () g+ 7, — hi (8) 65, i =1,2,...,m. (3.43)

j=1
Pour atteindre la synchronisation IHFPS entre le systéme maitre (3.38)) et le systéme

esclave ([3.39), nous choisissons la loi de controle comme suit :

U; =

i1
(Z (2aij + azi) e; (t) + kie; ( Z ajiej () + ¢; + p; + U, ) (3.44)
j=1

Jj=t+1

1
hi (t)

pouri = 1,2,...,n,0u (k;), <i<n SONt des constantes de controle a déterminer ultérieurement.
En substituant 1’équation (3.44]) dans 1’équation (3.40)), le systéme d’erreur peut s’écrire

sous la forme :

é1(t) ap; — ky G21 Q12 & &« Ap1t+ Q1 e1(t)
ég (t) _<a21 + alg) a9 — kg s s ox Qpo t+ G2 €9 (t)

= ] ] ] ] : . (3.45)
én(t) —(ap1 +a1n) —(an2 + az,) Unp — ky, en(t)

Maintenant, la réécriture du systéme d’erreur (3.45) dans la forme compacte :

et)y=(L+K—-L")e(t). (3.46)
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o K = diag {(a11 — k1), ... (@nn — kn)} et L = (I35), ., tels que :

—(a;; +a;) si J <
I = (aij +a51) (3.47)
0 si j >

Théoréme 3.6.1 Si les constantes de controle (k;), ., sont choisis telles que :

ki > a;, i =1,2,...,n, alors les deuz systémes (3.38) et (3.39) sont globalement synchro-

nisés au sens IHFPS sous les controleurs (3.44).
Preuve. Considérons la fonction de Lyapunov sous la forme : V (e (t)) = 3¢’ () e (?),

alors nous obtenons :

Vi) = % (7 (8 e (t) + 7 () é (1)) (3.48)
1
2

]

Ainsi, par la théorie de stabilité de Lyapunov, il est montré immédiatement que :

lim; ,e; (t)=0,i=1,2,....,n.

Nous concluons que les systémes et sont globalement synchronisés au sens de
la synchronisation IHFPS.

3.6.4 Application de la synchronisation IHFPS pour deux sys-

témes chaotiques en 5-D a temps continu

Un exemple de deux systémes chaotiques est considéré pour valider cette nouvelle mé-

thode de synchronisation chaotique. Le systéme maitre et le systéme esclave sont décrits,
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respectivement, comme étant :

T = a1 (T2 — 1) + Tox3T475,

Ty = ag (T1 + T2) — 1237475,

T4 = —A3T4 + T1T2T3Ts,
| @5 = —as (T5 — T4) — asT1 + 1027324

et
U1 = a1 (Y2 — Y1) + Y2Y3yaYs + u1,

Yo = az (Y1 + Y2) — Y1Y3Yays + Uz,
U3 = —ys + 0.1y% + ug, (3.50)

Ys = —azys + Y1Y2y3Ys + Ua,

(U5 = —aa (Y5 — Y1) — asy1 + Y1y2y3ys + us.

ol aq, ag, as, as, as sont des parametres de bifurcations et (u;), <i<s sont des controleurs de
synchronisation. Le systéme a un attracteur chaotique,

quand (ay, ag, as, aq,as) = (37,14.5,10.5,15,9.5) [58].

Selon la méthode de controle présentée, les erreurs de synchronisation entre le systéme

maitre (3.49) et systéme esclave (3.50)) peuvent étre dérivées comme suit :

)
)
) = —e3(t) + Rs — hg (t) us, (3.51)
)
)

[ é5(t) = —aa(es (t) —eq (t)) — aser (t) + Rs — hs (t) us.
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ou

Ry = woxsx4ws — hy (1) Yoysyays — hy (t) v,

Ry = —11232425 + o (t) Y1Y3yays — ha () ya,

Ry = 0.12% — hy (1) (0.1y3) — hs (t) ys, (3.52)

Ry = m1797375 — ha (1) Y1y2y3y5 — ha () ya,

| Rs = z1mawsma — hs (8) y1920sys — hs (1) ys.

et (i (t)),<;<5 sont les fonctions de mise & I'échelle.

Pour atteindre la synchronisation IHFPS entre les deux systémes (3.49) et (3.50), les

controleurs de synchronisation sont proposés comme suit :

U = hll(t) (CL2€2 (t) — a5€s5 (t) + Rl) ,
s = gy (e (1) + kea (1) + Ry),
ug = ——=Rs, (3.53)

Uy = #(t) (0,465 (t) R4) s

Uy = —R5.

ou k est une constante de controle a déterminer.

Ensuite, les erreurs de synchronisation (3.51]) peuvent étre décrites comme :

)
)
) |- (3.54)
)
)

—das 0 0 ay —Qy €5

Et en utilisant la méme procédure de la preuve du Théoréme 3.6.1, nous pouvons obtenir

le résultat suivant :

Corollaire 3.6.1 Si une constante de controle k est choisis telle que : k > as, alors les

deux systéemes (3.49) et (3.50) sont globalement synchronisés de type IHFPS sous la loi
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de controle .

Afin de valider les résultats théoriques obtenus, une simulation numérique est élaborée

(FIG. 3.4).

oa[ s S A

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

F1G. 3.4 — Evolution du temps des erreurs de la synchronisation IHFPS entre le systéme
maitre (3.38)) et le systéme esclave (3.39)

3.7 Conclusion

L’objectif principal de ce chapitre était de présenter les différents types de synchronisation
et les diverses méthodes de synchronisation les plus performantes. On a tout d’abord
abordé l'histoire de la synchronisation chaotique. Nous avons ensuite défini plusieurs
schémas de synchronisation des systémes dynamiques chaotiques (hyperchaotiques). Le
controle actif et le backstepping sont les méthodes les plus utilisées pour réaliser la syn-
chronisation des systémes dynamiques.

L’étude des problémes inverses est un sujet qui vient d’étre traité trés récemment, elle
donne naissance & des nouveaux schémas de synchronisation assurant la sécurité dans les

télécommunications.
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En effet, nous avons introduit la synchronisation (IHFPS) (en anglais : Inverse Hybrid
Function Projective Synchronization), inspirée de HFPS, pour une classe générale
n-dimensionnelle des systémes chaotiques a temps continu. Le résultat théorique obtenu
est prouvé en utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov. Afin de vérifier I'efficacité de la
méthode proposée, nous ’avons appliquée aux systémes chaotiques 5-D a temps continu.
Quoi que I’étude du probléme inverse est largement évoquée, le concept de la combinaison
de différents types de synchronisation, notamment un type avec son inverse, reste une

nouveauté. Alors, ce sujet sera abordé dans les deux derniers chapitre.
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Chapitre 4

La coexistence de GS et IGS entre
systémes chaotiques et

hyperchaotiques

4.1 Introduction

Le comportement non linéaire telles que la stabilité, le controle et la synchronisation des
systémes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques est devenu un domaine de recherche
actif. Il a attiré de plus en plus 'attention de nombreux chercheurs dans les domaines
de la science et de la technique en raison de ses applications potentielles dans différentes
disciplines [64] 65, 66, [67]. Vu I'importance des systémes dynamiques non linéaires, ces
applications ont trouvé des champs importants [68, [69] [70] [71], [72, [73].

A la recherche de la stabilité, plusieurs méthodes robustes et pratiques ont été développées,
par exemple, le controle actif et le backstepping [74. [75]. Par conséquence, beaucoup types
de synchronisation des systémes chaotiques (hyperchaotiques) a temps continu qu’a temps
discret ont été présentés et introduites, telles que CS [76], A-S [77], la GS [R0, 78, [79],

PS [80, 81], la synchronisation A — ¢ [82] et la synchronisation ® — © [83].
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Parmi tous ces types de synchronisation, la synchronisation généralisée (GS) (Generalized
synchronization) est largement considérée. L’étude de son inverse donne naissance a un
nouveau schéma de synchronisation pour assurer la sécurité dans la télécommunication,
c’est la synchronisation notée (IGS) (en anglais : Inverse Generalized synchroniza-
tion) [84].

Bien que Ouannas et al. [85] ont rapporté pour la premiére fois la coexistence de (GS)
et (IGS) pour les systémes d’ordres fractionnaires de différentes dimensions, les études
pour la coexistence de la (GS) et (IGS) pour des systémes dynamiques différentiels
d’ordres entiers de dimensions différentes n’ont pas encore été explorés. Alors, ce chapitre
se concentre sur la coexistence de la synchronisation (GS) et son inverse (IGS) entre les
systémes chaotiques et hyperchaotiques en 3-D et 4-D.

En utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov et la théorie de stabilité des systémes
dynamiques linéaires & temps continu, quelques conditions suffisantes ont été dérivé pour
prouver la coexistence de (GS) et (IGS) pour synchroniser deux systémes de dimen-
sions différentes, a savoir, un systéme chaotique maitre en 3-D et un systéme esclave
hyperchaotique en 4-D. Le contenu de ce chapitre est une version remaniée d’une pu-
blication :"Coexistence of generalized synchronization and inverse generalized

synchronization between chaotic and hyperchaotic systems" [86].

4.2 Définitions de GS et IGS

La synchronisation généralisée GS est caractérisée par ’existence d’une relation fonction-
nelle ¢ entre I'état Y (¢) du systéme esclave et I'état X (¢) du systéme maitre, de sorte
que Y (t) = ¢(X(t)) aprés un temps transitoire [87]. Différents types de synchronisation
peuvent étre obtenus a partir du GS en fonction du choix de ¢. Une variation est repré-
sentée par son inverse (IGS). Pour IGS, la synchronisation devient X (t) = ¢(Y'(t)) aprés

un temps transitoire.
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Pour définir GS et IGS, nous considérons le systéme maitre et le systéme esclave, respec-

tivement par :

ot X (1) = (2i(t))1<icn» Y (1) = (4i(t))1<i<yn SONt les états du systeme maitre et du systéme
esclave, respectivement, F' : R” — R", G : R™ — R™ et U = (ui)1gz’§m est un controéleur

vectoriel.

Définition 4.2.1 Le systéme maitre et le systéme esclave sont en synchronisa-
tion généralisée (GS), s’il existe un controleur U = (u;), <, €t une fonction différentiable

&R = R™, tel que T e (1)] = lim ||V (1) — (X (1)) = 0.

Définition 4.2.2 Le systéme maitre et le systéme esclave sont en synchro-
nisation (IGS), s’il existe un controleur U = (u;)1<i<m €t une fonction différentiable

¢ R" =R, tel que Iim e (1) = lim X (1) = o(Y ()] = 0.

4.3 Coexistence de GS et IGS en 3-D

4.3.1 Description des systémes maitre-esclave

Ici, nous supposons que le systéme maitre peut étre considéré comme suit :

i(t) =Y ayr;(t) + fi(X(1), i=1,2,3. (4.3)

J=1

ol X(t) = (2i(t));<;<s est I'état du systéme maitre (4.3), (a;;) € R, f; : R® — R,
i=1,23,

96



Chapitre 4. La coexistence de GS et IGS entre systemes chaotiques et hyperchaotiques

Aussi, nous considérons le systéme esclave comme suit :
v:(t) = (Y () +u, i=1,2,34. (4.4)

ot Y(t) = (yi(t)),<i<4 est I'état du systeme esclave (4.4), g; : R* = R, et u;, i = 1,2,3,4

sont des controéleurs.

4.3.2 Formulation du probléme en 3-D

Définition 4.3.1 On dit que GS et IGS coexistent dans la synchronisation du systéme
maitre et du systéeme esclave , s’il existe des controleurs u;, 1 = 1,2, 3,4, et des
fonctions différentiables ¢, ¢, : R* — R, ¢ : R* — R, de telle sorte que les erreurs de
synchronisation :

e (t) =y (t) — ¢, (X (1)),

ez (1) = 2 (1) — 0 (Y (1)), (4.5)

e3 () =ys (t) — &y (X ().

satisfont tlir+n ei(t)=0,i=1,2,3.

4.3.3 Reésultats analytiques en 3-D

Le systéme d’erreur (4.5)) peut étre dérivé comme suit :

éx(t) Z gfj (4.6)

blt) = i <t>—Z§iyj ),

Yj

09y
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En outre, le systéme d’erreur (4.6]) peut étre écrit comme suit :

él (t) = Ui+ Rl, (47)
e(t) = — Z g—iuj + Ry,
€3<t) = usg-+ Rg
3 a¢1 3
Ry = qu(Y(t) — Z B, (Z aix;(t) + fi(X (ﬂ)) 7 (4.8)
Ro = S ayalt) + X0 = 30 520V 0).
Ry = gs(Y(t) =) a—j (Z ai;z;(t) + fz(X(t)))

Pour atteindre la synchronisation entre le systéme maitre (4.3)) et le systéme esclave (4.4)),

nous Supposons que : g—£ # 0 et les controleurs u;, (i = 1,2,3,4) sont construits comme

suit :

uy = Rl;
j=1
e /3
u = -5 <Z (a1; = e1y) e5(t) = R1> -
2 \j=1
Op 3
0
_%: <Z (asj — c3) e;(t) — RB) )
dy2 \j=1
3
uz = Z (asj — c35) €;(t) — R,
7j=1
Ug = 0.

ol (¢ij)5,5 sont des constantes de controle.
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En substituant la loi de controle (4.9) dans (4.7)), le systéme d’erreur peut étre écrit comme
suit :

éi(t) =Y (ay—cy)e(t), i=1,23. (4.10)

=1
ou sous la forme compacte :

e(t) = (A — O)e(t). (4.11)

ou e(t) = (ei(t))1§i§37 A = (aij)3,5 €6 C = (Cij)35-
Construire la fonction candidate de Lyapunov sous la forme V (e(t)) = €T (t)e(t), on ob-

tient :

Si la matrice de controle C' est choisie telle que : (A — C)T + (A — C) est une matrice
définie négative, nous obtenons V (e(t)) < 0.

Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, c’est la solution nulle du systéme
d’erreur qui est globalement asymptotiquement stable, c’est-a-dire :

tLieroo le;(8)]| =0, i = 1,2,3. Par conséquent, les systémes et sont globalement

synchronisés.

Théoréme 4.3.1 1] existe une matrice de controle appropriée C = (cij),, 5 pour réaliser

la coexistence de GS et IGS entre le systéme maitre et le systéme esclave sous

la loi de controle .

99



Chapitre 4. La coexistence de GS et IGS entre systemes chaotiques et hyperchaotiques

4.4 Coexistence de IGS et GS en 4-D

4.4.1 Description des systémes maitre-esclave

Maintenant, le systéme maitre et le systéme esclave peuvent étre écrits, respectivement,

dans les formes suivantes :

@) = fi(X(1), i=1,23. (4.12)
git) = > by () + a(Y(1) 4w, i=1,2,34. (4.13)

ott X(t) = (i(t))1<ics» Y (t) = (4i(t)),<;<4 sont les états du systéme maitre et du systéme
esclave, respectivement, f; : R* — R, (i =1,2,3), (b;) € R¥™ ¢, : R* — R sont des

fonctions non linéaires et u;, (i = 1,2,3,4) sont des controleurs.

4.4.2 Formulation du probléme en 4-D

Définition 4.4.1 On dit que GS et IGS coexistent dans la synchronisation du systéme
maitre et du systéme esclave , sl existe des controleurs u;, 1 = 1,2,3,4, et
des fonctions différentiables x,,xo : R* — R, ¥,9, : R® — R, de telle sorte que les

erreurs de synchronisation :

e (t) =1 () —x1 (Y (1)),
€2 (t> = Y2 (t) — (X (t)), (4.14)
es (t) =3 (t) — x2 (Y (1)),
eq(t) = ya () — ¥y (X (1))

satisfont tliin lei(t)]| =0,1=1,2,3,4.
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4.4.3 Reésultats analytiques en 4-D

Le systéme d’erreur (4.14) peut étre décrit comme suit :

ou

13

Ty

Dans ce cas, nous supposons que :

Ensuite, les controleurs u;, (i = 1,2,3,4), sont congus comme suit :

ét) =

éa(t) =

éslt) = =)

éalt) =

FX(1) - Z

4
Z bajy; (1) + g2(Y
j=1

Z b4] yj

Uy

Uz

Uus

Uy

55

)+ g4(Y

%%_%%7&0

dys Oy1

8_u‘7 + Tl)

oY
Z aa:;

%
Z 83:]2

]—

oy1 Oys
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OX; (Z biju; (1) + :(Y (1))

7j=1

(Z bijy; (1) + gi(Y (¢ >>> ,

) |

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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\

ot (1), sont des constantes de controle, et :

X2 X2 Ox1 _ 9x1 Oxo

P — Jys3 o — Oys Oy2 Jys Oy2
! Iy _ O’ 2T Oxidxa _ Ox10xp’
Oys O0y1 Oy1 Oy3 dy3 Oy1 dy1 Oys

_o%x Ox2 Ox1 _ 9x1 Oxo

P Oy3 s — Oys 0ya Oys 0y4
3 e _ D dx’ T Oxadxa _ Oxi Oxp
dy3 Oy1 Oy1 Oys dy3 Oy Oy1 Oys

_ X Ix10x2 _ 9x1 Oxa

ﬁ _ Oy1 5 _ Oy Oy Oy2 Oy1
L7 o oxe 9 dxe’ 727 9 0xs _ O 9xo’
dy3 Oy1 Oy1 Oys dy3 Oy1 Oy1 Oys

M X1 _ Oxq Oxa

B _ Oy1 5 _ Oy Oya Oys Oy1
3 X1 0xa _ 1 Oxe’ T4 Ox10xs _ Oy Oy
dy3 Oy1 Oy1 Oys Oy3 Oy1 Oy1 Oys

En utilisant la loi de controle (4.17)), le systéme d’erreur (4.15)) peut étre écrit comme suit :

ity =Y (by — L) e;(t), i=1,2,3,4. (4.18)
é(t) = (B — L) e(t). (4.19)

ot e(t) = (ei(t))1<icar B = (bij)yps» L = (lij) 4,4 €5t une matrice constante de controle.
Dans ce cas, la matrice de controle L est sélectionnée de sorte que toutes les valeurs propres
de B — L aient une partie réelle négative.

Ainsi, par la stabilité asymptotique des systémes linéaires & temps continu, toutes les

solutions du systéme d’erreur (4.19) tend vers zéro comme ¢t — oo. Par conséquent, les

systémes (4.12)) et (4.13]) sont globalement synchronisés.

Théoréme 4.4.1 Il existe une matrice de controle appropriée L = (l;),,., pour réaliser

la coexistence de IGS et GS entre le systéme maitre et le systéme esclave
sous la loi de controle .
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4.5 Exemples numériques

4.5.1 Exemple 1

En tant que systéme maitre, nous considérons un nouveau systeme chaotique 3-D proposé

par Pham et al. [8§] :

Ty = —ars,
Ty = b3 — C3, (4.20)
i3 =] + 15 — k — dzryz3.
Lorsque les valeurs de parameétre sont prises comme : a = 0.1, b = 3, ¢ = 2.2, d = 0.2,
et k = 0.81, le systeme présente un comportement chaotique, avec des équilibres

situés sur la boucle carrée arrondie (FIG. 4.1).

2 2
1 f _ | 1
<0 00
\I'\
1 - 1
R 15 S 15
X1 X1
2
1
% 0
1
% i 2

F1a. 4.1 — Les attracteurs chaotiques pour le systéme maitre (4.20]) en 2D.
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En tant que systeme esclave,

introduit par Vaidyanathan

7

\

nous considérons un nouveau systeme hyperchaotique en 4-D

[89] :

= (y2 — 1) + yays + ya + ua,
Yo = —YY1Y3 + 0Ya + ug, (4.21)
Uz = Y1y2 — B + us,

Uy = —€(y1 + y2) + ua.

Le systéme (4.21)), avec uy = uy = uz = uq = 0, présente un attracteur hyperchaotique

étrange pour les valeurs des

parameétres o = 60, § = 27, v = 160, 6 = 0.3 et € = 2.8.

Le systéme (4.21) n’a pas de points d’équilibre. Par conséquent, le systéme (4.21]) a des

attracteurs cachés. Lorsque les conditions initiales sont prises :

(1 (0),42(0),y3(0) , 34 (0))

hyperchaotique est montrée

= (1.2,0.4,0.3,1.4), la projection en 3D du nouveau systéme

(FIG. 4.2).

s0 5 y
.:—'J'_ ‘_
} ot i
= 0 _ = 0 e
50 n 5 .
-20 0 20 -20 0 20
¥, Y,
S0 5
-50 i 5 i
-20 0 20 50 0 s0
¥y ¥s
50 50
.50 =30
-50 50 5 0 5

F1G. 4.2 — Les attracteurs chaotiques pour le systéme esclave (4.21f) avec u; = us = uz =

us = 0 en 2D.
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Selon la Définition (4.3.1), les erreurs entre le systéme maitre (4.20)) et le systéme esclave

(4.21)) sont décrites comme suit :

€1 =Y — gbl ($17$27$3) 5
€y =Ty — (yb Y2, y37y4) ) (422)

e3 = Yz — Oy (21, X2, X3) .

ol ¢y (T1, 29, T3) = X1 + Ta + T3, ¥ (Y1, Y2, Y3, Y1) = Y1 + 2y + 3ys + 3,

) i) )
et ¢q (1, Ta, x3) = T129 + 3. Alors, 8—;1 =1, 8—;’; =2et a—yi = 3.

En utilisant les notations présentées dans la Section 4.3, la partie linéaire A et la partie

non linéaire f du systéme maitre (4.20]) sont données comme suit :

0 0 0.1 0
A=100 0 et f= brixs — cxd
00 O r} + 25 — k — dvyw3

Ensuite, la matrice de controle C' est choisie comme suit :

1 0 —0.1
00 3

En s’appuyant sur 1'équation (4.9)), les controleurs wuy, us, uz et u4 sont congus comme suit :

u; = —e; — Ry,

1 1 1 1 9 3
Uo = 5€1 + —Rl + 5€2 + —RQ + "——63 + —Rg,
2 2 2 2 2 2 (424)

Uz = —363 - Rg,

U4:O.
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ou

§
Ry = a(y2 — y1) + y2uys + ys + axz + (d—b)$15€3+0$§) —ff —wé—f—k,

Ry = bxyxs — ey — (oo + 20)ya + ayr — ya) + 274193 + 36 — ya (3y1 + y3) (4.25)

+2eys (y1 + ¥2) ,

Rs = y1y2 — B+ azoxs — brizs + cxh — 2] — 25 + k + dxyxs.

Il est facile de montrer que : (4 — C)T + (A4 — C) est une matrice définie négative. Par
conséquent, les systémes (4.20) et (4.21]) sont globalement synchronisés en 3-D.

Le systeme d’erreur peut étre décrit comme suit :

€1 = —ey,
6y = —2e9, (4.26)
ég = —362.

La figure FIG. 4.3 montre I’évolution du temps des erreurs ej, es et e3 entre le systéme

maitre (4.20]) et le systéme esclave (4.21]).

20 T 1 T T
_20 1 1 L L L 1 1
D 5 10 15 20 256 30 35 40
tirme
Sw T T T T
1 I
25 30 35 40
T
1 1
25 30 35 40

Fic. 4.3 — Evolution du temps des erreurs ey, e; et ez entre le systéme (4.20]) et le systeme
(4.21]).
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4.5.2 Exemple 2

Dans cet exemple, le systéme maitre est défini par le nouveau systéme 3-D suivant [90] :

j/'l = T2,
(i‘2 = —T1 + 2329, (427)
T3 = —x1 — ar1xy — brirs + C.

Quand (a,b,c) = (15,1, —0.001) et les conditions initiales (x; (0) , 25 (0) , 23 (0)) = (0,0.5,0.5),

le systéme présente un attracteur chaotique sans équilibre (FIG. 4.4).

1 1
0.3
0
30 ;'
.1
03 1
q .
-1 0 1 -1 0 1
Xy L
1
D L
:
q !
2
-1 0 1

F1G. 4.4 — Les attracteurs chaotiques pour le systéme maitre (4.27)) en 2D.
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Le systeme esclave est décrit par :

tho=a(y2 —y1) +Yys + s,

Y2 = —Y1Y3 — Yo + YYa + ug,
< (4.28)

Us = Y12 — Y3 — B + us,

Us = —6 (y1 + y2) + ua.

Le systeme présente un attracteur hyperchaotique étrange pour les valeurs des pa-
rametres o« = 4, 5 = 20, v = 0.2 et § = 0.5 [91]. Le systéme n’a pas de points
d’équilibre. Par conséquent, le systéme a des attracteurs cachés. Lorsque les conditions
initiales sont prises (y1,¥2,ys,y4) = (0.4,0.4,0.4,0.4), la projection 3-D du nouveau sys-

téme hyperchaotique est présentée (FIG. 4.5).

20 - 20

A Y

Fi1a. 4.5 — Les attracteurs chaotiques pour le systéme esclave (4.28) avec u; = us = uz =
ug = 0 en 2D.

108



Chapitre 4. La coexistence de GS et IGS entre systemes chaotiques et hyperchaotiques

Selon la Définition (4.4.1), le systéme d’erreur entre le systéme maitre (4.27) et le

systéme esclave (4.28]) est décrit par :

€1 =1 — ylay27y37y4)7
xlax27x3)7

X1 (

€ =2 =¥ (4.29)
(
(

€3 = T3 — X2 yljyz7y3,y4) )

€4 =Yg — 1/)2 $1,I27$3) .

o X1 (Y1, Y2, Y3, Ya) = Y1 + Y3 + YaUa, Uy (T1, T2, T3) = 21 + T2 + 23,

Xo (Y1, Y2, Y3, Ys) = % (yi)’ — Y3+ y2ya) et Uy (1, T2, 13) = T1 + TaT3.

M1 9x2 _ X1 9x2 __ , 2
Alors, dys Oy1 Oy oys 1 +1#0.

Sur la base des notations utilisées dans la Section 4.4, la partie linéaire B et la partie

non linéaire g du systéme esclave (4.28)) sont données comme suit :

—4 4 0 0.2 0
0 -1 0 0.2 —
B_ et g = Y1Ys
0 0 -1 0 yiy2 — B
—-0.5 =05 0 0 0

Ensuite, la matrice de controle L est sélectionnée comme suit :

0 4 0 02

0 0 0 02
L= . (4.30)

0 0 0 0

-05 =05 0 3
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Selon I'équation (4.17)), les controleurs uq, ug, us et uy4 sont congus comme suit :

Uy = L [(461 -+ Tl) + 23/4 (62 -+ Tg) + (63 + Tg) + 2y2 (364 -+ T4)] s

2+l
Uy = —eg — T,
’ ) c (4.31)
Uz = %(61+T1)+]J4(€2+T2) — TL(€3+T3>+3:U2(64+T4),
L Ug = —364 — T4.
ou
)
Ti=xy—a(ys— 1) +ya (=7 +y1ys + y2 — Y1) — 1y2 +ys + 3
+0y2 (Y1 + v2),
Ty = —y1y3 — Yo + yya + 21(2 + bg) — 22 (1 4 23) + az112 — C, (4.32)

Ty = —21 — ar179 — br173 + € — y% (a(y2 — 1) + Yya)

—ya (—v1ys — Y2 +ya) + (Y1ve —ys — B) — y2 (—0 (y1 + y2)) ,

Ty = =6 (y1 + y2) — 22(22 + ¢) + 2122 (1 + axy + bxs) + 7173.

Nous pouvons montrer que toutes les valeurs propres de B — L ayant des parties réelles

négatives. Par conséquent, les systemes (4.27) et (4.28]) sont globalement synchronisés en
4-D.

Le systéeme d’erreur peut étre écrit comme suit :

(
él = _4617
€y = —ég,
o (4.33)
€3 = —e3,
é4 = —364.

Les résultats numériques représentés montrent 'efficacité du schéma proposé (FIG. 4.6).
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Fic. 4.6 — Evolution du temps des erreurs eg, ey, e3 et ey entre le systéme (4.27) et le
systeme (4.28)).

4.6 Conclusion

Motivés par I'importance de la synchronisation généralisée pour améliorer la sécurité et
la transmission rapide de I'information, nous avons présenté dans ce chapitre un nouveau
schéma de synchronisation. Ce nouveau schéma est basé sur la combinaison de la synchro-
nisation généralisée (GS) et son inverse (IGS) entre un systéme en 3-D arbitraire et un
systéme esclave a 4-D dans différentes dimensions.

En utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov, nous avons d’abord analysé la coexistence
de (GS) et (IGS) en 3-D basé sur le controle de la partie linéaire du systéme maitre.
Ensuite, nous avons prouvé la coexistence de la synchronisation (IGS) et (IGS) en 4-D
en controlant la partie linéaire du systéme esclave en utilisant la théorie de la stabilité des
systémes linéaires a temps continu. Quelques exemples numériques sont incorporés dont

I’attention de montrer 'efficacité des approches développées.
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En étudiant la combinaison de deux différents types de synchronisation, a savoir (GS) et
(IGS), nous sommes trouveés fascinés par ce type analyse toujours en progression. Alors,
c’est tout a fait logique que nous introduisons dans le dernier chapitre deux schémas basés

sur la coexistence d’autres types de synchronisation chaotique (hyperchaotique).
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Chapitre 5

Différents schémas de la coexistence

de FSHFPS et IFSHFPS

5.1 Introduction

Récemment, le concept de synchronisation hybride est étendu pour réaliser la coexistence
de plus de deux types de synchronisation entre différents systémes chaotiques dimension-
nels (hyperchaotiques) dans les systémes a temps discret, les systémes différentiels a ordre
entier et les systémes différentiels & ordre fractionnaires [92, 93] ©94], ©96], 97, 08, 99, 100].
Parmi les différents types de synchronisation des systémes dynamiques, la synchronisation
notée FSHPS [49]. Lorsque le schéma inversé est mis en ceuvre, la synchronisation inverse
notée IFSHPS (en anglais : Inverse Full State Hybrid Projective Synchronization)
est obtenue [101]. A partir de ce schéma, on peut obtenir des schémas de synchronisation
hybrides notée (FSHFPS) (Full State Hybrid Function Projective Synchroniza-
tion) [102] et son inverse IFSHFPS (Inverse Full State Hybrid Function Projective
Synchronization) [95], respectivement.

A notre connaissance, Pétude de la coexistence de la synchronisation (FSHFPS) et son

inverse (IFSHFPS) pour des systémes dynamiques différentiels d’ordres entiers de dimen-
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sions différentes n’a pas encore été explorée. Alors, le présent chapitre se focalise sur la
combinaison de (FSHFPS) et (IFSHFPS) entre les systémes chaotiques et hyperchao-
tiques de dimensions non identiques et différentes.

Spécifiquement, ce travail illustre de nouveaux schémas, qui prouvent la coexistence de
(FSHFPS) et (IFSHFPS) entre un systéme maitre tridimensionnel et un systéme es-
clave & quatre dimensions en 4-D et 3-D, respectivement. Ces systémes maitre-esclave
appartiennent a des classes générales, qui comprennent plusieurs systémes chaotiques (hy-
perchaotiques) caractérisés par des dimensions différentes. Le contenu de ce chapitre est
une version remaniée d’une publication :"Different Schemes of Coexistence of Full
State Hybrid Function Projective Synchronization and Inverse Full State Hy-

brid Function Projective Synchronization" [103].

5.2 Définition de FSHFPS et IFSHFPS

Pour la synchronisation (FSHPS), chaque variable du systéme esclave se synchronise avec
une combinaison linéaire de variables du systéme maitre. Lorsque les facteurs d’échelle
sont remplacés par des fonctions d’échelle, on obtient des schémas de synchronisation
hybrides basés sur cette fonction, soit la synchronisation (FSHFPS) [102] et son inverse
(IFSHFPS) [95].

Pour définir ces deux types de synchronisation, nous considérons le systéme maitre et le

systéme esclave, respectivement :

X(t) = F(X(1)), (5.1)

Y(t) = GY(t)+U. (5.2)

ot X(t) = (7:(t))1<icp » Y (#) = (4i(t))1<i<,, sODE les états du systeme maitre et du systeme
esclave, respectivement, F': R" — R", G : R™ — R™ et U = (u;),,,, est un vecteur de

controle.
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Définition 5.2.1 On dit qu’il y a une synchronisation FSHFPS entre le systéme maitre
et le systéme esclave , sl existe des controleurs

U = (u;)1<i<m, et des fonctions différentiables a;; : RY - R,i=1,2,...,m;j=1,2,...,n

de telle sorte que les erreurs de synchronisation :
e(t)=ui(t) =Y ay(t)a; (), i=1,2,..m.
j=1

satisfont tli+m e; (t) = 0.

Définition 5.2.2 On dit qu’il y a une synchronisation IFSHFPS entre le systéeme maitre
et le systéme esclave , sl existe des controleurs

U = (ui)i<i<m, et des fonctions différentiables B;; : R — R,i=1,2,...,n;j =1,2,...m

de telle sorte que les erreurs de synchronisation :

satisfont lim e; (t) = 0.
t—-+o0

5.3 Coexistence de IFSHFPS et FSHFPS en 4-D

Ici, nous supposons que le systéme maitre peut étre considéré comme suit :
Ti(t) = fi(X (1), i=1,2,3. (5.3)

ot X (t) = (2i(t)),<;<5 est le vecteur d’état du systeme maitre (5.3), fi : R® — R, i =1,2,3.
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En outre, on considere le systéme esclave comme suit :
4
Git) =) by () + g:(Y () +uy, i=1,2,3,4. (5.4)
j=1

ou Y (t) = (¥i)1<i<4 ot le vecteur d’état du systeme esclave (5.4), (b;;) € R™4, g; : R* = R

sont des fonctions non linéaires et u;, i = 1,2, 3,4, sont les controleurs & concevoir.

Définition 5.3.1 Soit (j (1)), - (8 (t))lgjgz’) (v (t))1§j§4 et (0;(t)),< <3 €tant conti-
nament différentiables et des fonctions bornées, on dit que IFSHFPS et FSHFPS co-
existent dans la synchronisation du systéme maitre et du systéme esclave , sl

existe des controleurs u;, 1 = 1,2,3,4, de telle sorte que les erreurs de synchronisation :

eft) = o (t)—jil;aj () y; (1), (5.5)
e (t) = yz(t)—;ﬂj(t)%(t),
es(t) = w3 (t)—]Z:vj () y; (1),
e (t) = y4(t)—j229j (t) z; (1)

satisfons lim e; (t) =0,i=1,2,3, 4.

t—+o00

Les conditions suffisantes de la coexistence de IFSHFPS et du FSHFPS entre les sys-
temes (5.3)) et (5.4) sont donnés par le Théoréme 5.3.1 suivant.

Théoréme 5.3.1 La coexistence de IFSHFPS et FSHFPS entre le systéme maitre

et le systéme esclave se produira si o (t) v, (t) —aq (t) v5 (t) # 0, et la loi de controle
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est concue comme suit :

Uy

U2

us

Uy

4 4
ZQz <Z Cz] e] - Rl) )
i=1

Z (baj — caj) €;(t) — Ra.

ot (Cij),.4 SONL les constantes de controle a sélectionner, et

P =

Py

Py

Py

Q1

Q2

OF

Q4

V3 (t)
as (8) 71 (1) —ar (8) 5 (1)
V3 (t) gz (t) — a3 (t) 12 ()
as (t) 7y (8) — o (8) 5 (1)’
—as (t)
s (t) vy (1) —aq (t) v3 (1)
Vs (t) as (t) —as(t) 74 (1)
az (t) vy (t) — a1 (t) 75 (1)
—71 (1)
asz (8) 71 (1) —ar (8) 3 (1)
a1 ()72 (t) — a2 (t) 71 (
az (£) 7, (t) —ar (t) 3 ()
ai (1)
az (), (t) —aq (t)v3 (1)
a (1) 74 (1) — aa (8) 71 (2)
as (8) 71 (H) —ar (8) 5 (1)

t
t
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et

Ry = fi(X(1) - Z%‘ () y; () = Za (t) (Z bijy; (¢) +9¢(Y(t))> , (58)

Ry, = Zijyj (t)+92(Y(t))—ZBj (t) z; (t)—ZBj (t)z; (1),
Ry = fs(X() =Y 4,0y t)=> (1) (szgyj (75)+91(Y(t))>,
R, = Z[ijj (t) +ga(Y(t) — Zéj (t)x; (t) — Zej (t)a; (t) .

Preuve. Le systéme d’erreur peut étre différencié comme suit :
at) = a1 (t) - ié@ () ; (t) = ;O@- (@) 9; (1), (5.9)
é2(t) = ta(t) - iﬁj () z; (1) = iﬂj QEAGR
es(t) = a3(t) - Z:% (@) ; (1) = Z;%- () 9; (1),
éa(t) = 9a(t) - j;éj (t) z; (1) = g% () 25 (1)

De plus, le systeme d’erreur (5.9)) peut étre écrit comme suit :

4
at) = > aj()u;+ B, (5.10)
j=1
ég(t) = U2+R2,
4
és(t) = ) 7, (t)u;+ Rs,
j=1

é4(t) = U4+R4,

ou R;, i =1,2,3,4, ont été décrits dans (5.8).
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En substituant la loi de controle (5.6) dans (5.10]), le systéme d’erreur peut étre écrit

comme suit :

4
éit) =Y (b —cij)e(t), i=1,2,34. (5.11)
j=1
ou sous la forme compacte :
é(t) = (B —C)e(t). (5.12)

ot B = (by;),,4 et C = (¢5),,4 s0nt les matrices de controle.

Si nous sélectionnons la matrice de controle C' de sorte que toutes les valeurs propres de
B — C sont strictement négatives, il est immédiat que toutes les solutions du systéme
d’erreur ((5.12)) tends & zéro quand ¢ — co. Par conséquent, les systemes (5.3)) et ( sont

globalement synchronisés en 4-D.

5.4 Coexistence de FSHFPS et IFSHFPS en 3-D

Maintenant, le systéme maitre et le systéme esclave peuvent étre écrits, respectivement,

dans les formes suivantes :

Zamxj + fi(X (), i=1,2,3. (5.13)

yi(t) = gi(Y(t)) +u;, 1=1,2,3,4. (5.14)

ot X(t) = (Zi)ycicss Y(t) = (¥i)1<icq sOnt les états du systéme maitre et du systéme
esclave, respectivement, (a;;) € R**3, f; : R* — R sont des fonctions non-linéaires,

gi : R* = Ret u;, = 1,2,3,4, sont les controleurs & construire.

Définition 5.4.1 Soit (A; (t)),<;<s (1 (t))1§j§4 et (0 (t)),<j<s €tant contindment dif-
férentiables et des fonctions bornées, on dit que FSHFPS et IFSHFPS coezistent dans
la synchronisation du systéme maitre et du systéme esclave , sl existe des
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controleurs u;, 1 = 1,2,3,4 de telle sorte que les erreurs de synchronisation :
3
er(t) = y(t)=> N, (5.15)
j=1
4
er(t) = w2(t) — Z o (t) Yj (t)
j=1
3
es(t) = ys(t) =Y oy (t)a; (1)
j=1

satisfont lim e; (t) =0,i=1,2,3.

t—+o00

Par conséquent, nous avons le Théoréme 5.4.1 suivant :

Théoréme 5.4.1 Pour réaliser la coexistence de FSHFPS et IFSHFPS entre le systéme

maitre et le systéeme esclave , on suppose que i, (t) # 0 et la loi de controle

est construit comme suit :
(a1 — ) €;(t) — R, (5.16)

1t) (; (az; — laj) €;(t) — Rz)

Uy

]

<.
I
—_

7;

=

3
t
Uy = ;(t (Z Q15 — llj €] )—R1> —
7=1
3
(Z az; — ls;) e;( >_R3>7
Jj=1

(asj — l35) e;(t) — Rs,

—~
~—

t
t

t

3

iy (

&
I
Mw =

1

Ug =

ot (li)5,5 sont des constantes de controle & déterminer, alors que Ry, Ry et R3 sont
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choisies comme suit :

R = q(Y(t) - i (az; — lij) e(t) — ixj (t) 2; (t) (5.17)
- X; Ai (1) imwﬂﬂ + fi(X <t))> :

Ry = éazm () + fo(X () = g (agj —lz;) €;(t)
- iug () y; (t) = iuj () g;(Y (1)),

Ry = gs(Y(t)) - ; (as; — la;) ¢;(t) — Zi;aj (t) ; (t)

Preuve. Le systéme d’erreur (5.15)), entre le systéme maitre ((5.13)) et le systéme esclave

(5.14), peut étre dérivé comme suit :

e(t) = () - Z Aj () () — Z Aj (8) @ (), (5.18)
éo(t) = o (t) — Z fr; (8) y; (1) — Z i (1) g5 (1)
es(t) = us(t) - Zdj (t) z; (t) — Z 0 (t)a; (t)

Le systeme d’erreur (5.18]), apres quelques manipulations algébriques, devient :
Y

3
ety = Y (ar; —lij) ei(t) + uy + Ry, (5.19)
7j=1
3 4
62(t) = Z(G,Qj lgj €J Z uj +R2,
=1 i=1
3
eg(t) = Z (agj — l3j) ej(t) + us + R3.

121



Chapitre 5. Différents schémas de la coexistence de FSHFPS et IFSHFPS

ou R;, i =1,2,3, ont été données par (5.17)).
En considérant la loi de contrdle (5.16)), il s’ensuit que les erreurs dynamiques entre les

systémes (b.13]) et (5.14)) sont décrient par :

szix%—mﬁﬁ%i:L%$ (5.20)

Jj=1
ou sous la forme compacte :

&(t) = (A — L) e(t). (5.21)

ou e(t) = (ei(t))gig?n A= (aij)?)xgv L= (lij):sx:a'

Construire la fonction candidate Lyapunov sous la forme V (e(t)) = e (¢)e(t), on obtient :

el (t)e(t) + eT(t)e(t)
eT(t)(A—L)Te(t) + e (t) (A—L)e(t) (5.22)
el(t) [(A— L) + (A—L)] e(t).

V (e(t))

Si la matrice de controle L est choisie telle que (A — L)T + (A — L) est une matrice définie
négative, on obtient V (e(t)) < 0.

Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, c’est la solution nulle du systéme

d’erreur (5.21)) est globalement asymptotiquement stable, c’est-a-dire : lim e; (t) = 0,

t——+oo

i =1,2,3. Par conséquent, les systémes (5.13]) et (5.14) sont globalement synchronisés en

3-D. m

5.5 Exemples numériques

Dans cette section, nous fournissons deux exemples de la coexistence de FSHFPS et
IFSHFPS entre des systémes chaotiques 3-D et des systémes hyperchaotiques 4-D en
4-D et en 3-D, respectivement. Chaque exemple numérique est lié & I'un des théorémes

développés dans les Sections 5.3 et 5.4.
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5.5.1 Exemple 1

Dans cet exemple, le systéme maitre est défini par le nouveau systéme 3-D suivant
[104] :
.Cil'l = a7 (.Tg — .%'1) s
Ty = T123, (523)
i3 = 50 — apr? — azws.
Quand a; = 2.9, ap = 0.7, a3 = 0.6 et les conditions initiales sont prises comme :
(1 (0),29(0),23(0)) = (0.6,0.5,0.4), le systéme ([5.23]) présente des attracteurs chao-
tiques (FIG. 5.1 et FIG. 5.2).

phase space x2-x1 phase space x3-x1

]

Fic. 5.1 — Portraits de phase pour le systéme maitre (5.23]) en 2D.
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phase space x1-x2-x3

F1G. 5.2 — Portraits de phase pour le systéme maitre (5.23)) en 3D.

Le systéme esclave est décrit par :

;

U = b1 (Y2 — Y1) + Yoys + ya + uy,

Y2 = bayq + ya — b3y1y3 + U, (5.24)

Uz = —bays + bsy1y2 + us,

Ya = —Y1 — Y2 + ug.

\

Lorsque les controleurs u; = ug = uz = ug = 0, (b1, bo, b3, by, bs) = (18,40,5,3,4) et les
conditions initiales sont données comme (y; (0), 32 (0),ys3(0),y4(0)) = (0.5,0.8,0.2,1.3),

le systeme ([5.24)) présente des attracteurs hyperchaotiques [105] (FIG. 5.3 et FIG. 5.4).
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phase space y3-y1

phase space y2-y

L=

phase space y3-y4

F1a. 5.3 — Portraits de phase pour le systéme esclave ((5.24]) en 2D.

phase space y1-y2-y3 phase space y1-y2-yd

oy
15
10
o

o

5

Yy

e
o

Y.‘ ¥,
phase space y2-y3-y4

F1a. 5.4 — Portraits de phase pour le systéme esclave ((5.24]) en 3D.
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En s’appuyant sur les notations utilisées dans la Section 5.3, la partie linéaire B et la

partie non linéaire g du systéme esclave ([5.24)) sont données comme suit :

—18 18 0 1 Y2Ys3
40 0 0 1 -5
B et g= Y1Ys3
0 0 =30 41192
-1 -1 0 0 0

Selon ’approche développée dans la Section 5.3, les erreurs de synchronisation entre le

systéme maitre (5.23) et le systeme esclave ((5.24)) sont définies comme suit :

(5.25)

ou ay (t) =sint, ag (t) = 1, as(t) = 77, au(t) =2, 6, (t) = 3, B, (t) = cost, B5 (t) = 4,
M) =e 1) =2, 70) =07 () = g, 01 (t) = 77, 02(t) =0, 05 (t) = sin3t.

Alors,
1

T 0. (5.26)

az ()1 (t) —an (t)v5 (1) =

La coexistence de la synchronisation IFSHFPS et la synchronisation FSHFPS, dans cet

exemple, est atteinte lorsque la matrice de controle C' est sélectionnée comme suit :

0 18 0 1
40 1 0 1

C = . (5.27)
0 0 00
-1 -1 0 1
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et les controleurs u;, 1 < i < 4, sont construits selon (5.6)) comme suit :

uy = —2¢' (—eg — Ry) +e' (—3e3 — R3) — % (—eqs — Ry),
Uy = —ez + 5y1y3 — 40y1 — ys — Ra,

—}—et (t + 1) [— (2 + 262 + 2R2 + 363 -+ Rg) sint + (tSQIIj_tl — €_t) (—64 — R4)] s

Uy = —e4 + Y1 + y2 — Ry.

ou

Ry =2.9 (g — 1) — yy cost + ﬁyg —sint (18 (y2 — y1) + Y2y3)
+t+% (4y1y2 — 3y3) — y1 — Y2,
Ry = —5y1y3 + 40y; + y4 + zosint — 8.7 (v — 1) — w123 COS L,

\ Bs=50—0.72% — 0.6z3 + ¢ 'y1 + (tzi—tl)aw —e " (18 (y2 — Y1) + Y2y3) (5.29)

+10y1y3 + 80y; — 2y4 + ﬁ (y1 + v2),

t+1—¢2
(t+1)2

— — 0.727 — 0.6x3) sin 3t.
\ 50 O7f 0.6 in 3

2.9t
T — 3wz cos 3t — =5 (xo — 1)

Ry = —y1 —y2 —

Nous pouvons montrer que toutes les valeurs propres de B — (' ont des parties réelles
négatives. On peut voir que toutes les conditions du Théoréme 5.3.1 sont satisfaites.

Par conséquent, les fonctions d’erreur entre les systémes (5.23)et ((5.24) sont décrites par :

él = —1861,
€9 = —e3,
2 (5.30)
ég = —363,
é4 = —€4.

Les résultats numériques indiquent que la coexistence de IFSHFPS et de FSHFPS est

effectivement réalisée dans 4-D (FIG. 5.5).
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errors

Fic. 5.5 — Evolution du temps des erreurs eq, s, e3 et e, entre le systéme (5.23) et le
systéme ([5.24)).

5.5.2 Exemple 2

Ici, le systéme maitre est sélectionné comme un systéme chaotique 3-D. Ce systéme

proposé dans [106] est donné par le systéme EDO suivant :

j?1 = T2,
.T:'Q = I3, (531)
i3 = —ciwy (1 — x1) — To + Cox3.

Le systeme ((5.31)), quand (¢, ¢2) = (0.2,0.01) et (21 (0) , 22 (0) , 23 (0)) = (0.0.1,—-0.0.1,0.0.1),

posséde des attracteurs chaotiques représentés (FIG. 5.6 et FIG. 5.7).
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phase space x3-x1

Fic. 5.6 — Portraits de phase pour le systéme maitre (5.31)) en 2D.

phase space x1-x2-x3

0.5 1.5

0.5
05 0

F1a. 5.7 — Portraits de phase pour le systéme maitre ((5.31]) en 3D.
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En utilisant les notations présentées dans la Section 5.4, la partie linéaire A et la partie

non linéaire f du systéme maitre (5.31]) sont données comme suit :

0 1 0 0
A= (ai5)5,5 = 0 0 1 | andf= 0
-02 -1 0 0.227 + 0.0123

En tant que systéme maitre esclave, nous considérons un nouveau systéme hyperchaotique

4-D donné par le systeme EDO suivant [107] :

U1 =dy (Y2 — Y1) + Y2ys — Ya + U1,

Yo = dayo — Y1Y3 + Ya + U2, (5.32)

Us = Y1Yy2 — dsys + us,

Us = —da (Y1 + Y2) + ua.

Le systeme (5.32), lorsque u; = uy = uz = uy = 0, (dy,ds,ds,dy) = (40,20.5,5,2.5)
et (y1(0),y2(0),y3(0),y4(0)) = (0.5,0.8,0.6,0.2), affiche les attracteurs hyperchaotiques
(FIG. 5.8 et FIG. 5.9).

rhase space y3-

Pphase space y2-y1

20

-20 [rge

h

fy

F1G. 5.8 — Portraits de phase pour le systéme esclave (5.32)) en 2D.
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phase space y1-y2-y3 phase space y1-y2-y4
30
w 20
=
10
20 5%
0
20 20 ©
Y, ¥

F1G. 5.9 — Portraits de phase pour le systéme esclave ((5.32)) en 3D.

Selon le schéma de controle présenté dans la Section 5.4, les erreurs de synchronisation

pour cet exemple sont données comme suit :

e1 =Y — )\1 (t) T — )\2 (t) T — )\3 (t) €3,
€2 =2 — py (1) y1 — po (8) Y2 — 15 (1) Y3 — 124 (2) Y, (5.33)

es =yz — o1 (t) 21 — 02 (t) v2 — 03 (1) 23.

ot Ay (1) = e, Ao (t) = sin2t, \3(t) = 0, iy (1) = 0, jiu(t) = g, 1 (1) = 1reeerys
M4(t) :47 01 (t) = m, O-Q(t) = ﬁ et O3 (t) =0.

En sélectionnant la matrice de controle L comme suit :

0.1 1 0
L= 0 2 1 |- (5.34)
—-02 -1 3

131



Chapitre 5. Différents schémas de la coexistence de FSHFPS et IFSHFPS

et en utilisant ((5.16]), les controleurs uy, us, ug et uy sont congus comme suit :

u; = —ep — Ry,
_ Vi+l
Uy = — (\/% + 1) (—262 — Rg) — 1+§(;|;2t (—363 — R3) s (535)
us = —363 — Rg,
L Ug = 0
ou
Ry = 40(y2a — 1) +%2ys — ya +e1 + e 'op — 235 cos 2t — T9e™" (5.36)
—x3sin 2t,
2sintcost 1
Ry = x3+ 2y — (20.5y2 — y1ys + Ya)

Y2
_y J—
WE(VEi+1) (Ltcos?t)  VEit1
1
1ot (y1y2 — 5.5y3) + 10 (y1 + 42)
1 2sintcost

Ry = — 5.5y3 + 3es + Ty + T
’ b2 vs ’ (t+1)ln2(t+1)l (1 + sin®¢) 2

) XT3
In(t+1) 1+sint

il est clair de voir que (A — L)T + (A — L) est une matrice définie négative.
De plus, on peut facilement montrer que toutes les conditions du Théoréme 5.4.1 sont
satisfaites. Par conséquent, les fonctions d’erreur entre les systémes ((5.31]) et (5.32)) sont

décrites par :

él = —0.161,
¢y = —2e,, (5.37)
é3 = —363.

D’apres nos résultats numériques, on peut conclure que la coexistence de la synchronisation

FSHFPS et de la synchronisation IFSHFPS est effectivement réalisée en 3-D (FIG. 5.10).
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errors
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F1G. 5.10 — Evolution du temps des erreurs e, e5 et ez entre le systéme ([5.31]) et le systéme
(15.32).

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté de nouveaux résultats liés a la combinaison de
la synchronisation (FSHFPS) et son inverse (IFSHFPS) entre des systémes chaotiques
non identiques et de différentes dimensions. Plus précisément, nous avons proposé de
nouveaux schémas, qui assurent la coexistence de (FSHFPS) et (IFSHFPS) entre un
systéme maitre en 3-D et un systéme esclave en 4-D.

Les schémas réalisés sont congus par des approches générales et la seule restriction sur
les fonctions de mise & ’échelle est qu’elles doivent étre des fonctions différentiables et
bornées. Deux exemples numériques de la coexistence de types de synchronisation sont
introduites afin de montrer clairement 'efficacité de 'approche développée ici. Notez que
cette approche permet de prouver la coexistence de (FSHFPS) et (IFSHFPS) dans

plusieurs cas.
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Conclusion générale et perspectives

On a étudié dans cette thése la synchronisation des systémes dynamiques & temps continu.
On a réservé la premiére partie a la présentation des systémes dynamiques chaotiques
(hyperchaotiques), ils peuvent présenter des régimes permanents trés complexes. La non-
linéarité, le déterminisme et I'aspect aléatoire sont leurs principales caractéristiques.
Depuis la nuit des temps, les études sur les systemes dynamiques chaotiques ne cessent de
s’amplifier. Cependant, le probléme de synchroniser deux systémes dynamiques est apparu
difficile & atteindre, méme impossible. Néanmoins, les chercheurs du dernier siécle venait
de déchiffrer ce phénomeéne complexe.

En effet, dans les deux derniéres décennies, plusieurs méthodes et schémas de synchronisa-
tion des systémes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques ont été proposés et appliquées
telles que : (CS), (GS) et (PS). Cette derniére a été largement considérée vue son efficacité
dans les communications sécurisées.

Plus récemment, les synchronisations hybrides telles ques la synchronisation (HPS), dont
les différentes variables d’état peuvent synchroniser jusqu’a des facteurs de mise a I’échelle
différents, est évoquée. Cependant, la synchronisation (HFPS) pour des systémes chao-
tiques est largement considérée. D’autre part, étudiant le probléme inverse des schémas
produit des nouveaux type de synchronisation, est une idée séduisante et importante. Les

types inverses ont été trouvé tres efficace dans la cryptologie.
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Dans la synchronisation (HFPS) (en anglais : Hybrid Function Projective Synchro-
nization), le systéme maitre et le systéme esclave pourraient étre synchronisés avec une
matrice de fonction de mise a I’échelle pouvant améliorer la sécurité dans la télécommuni-
cation. Ainsi, nous avons contribué a présenter une nouvelle méthode de synchronisation
notée (IHFPS) qui est I'inverse de (HFPS). Cette nouvelle méthode de synchronisation
pourrait étre, de sa part, utilisée pour obtenir une communication plus sécurisée, car il est
évident que 'imprévisibilité de la fonction de matrice de mise en échelle dans ce concept de
synchronisation peut en outre améliorer la sécurité de la communication. Afin de montrer
efficacité de cette méthode proposée, elle a été appliquée pour synchroniser des systémes
dynamiques chaotiques identiques continus en 5-D. Un exemple numérique est exploité
pour illustrer 'efficacité de la méthode proposée.

A notre connaissance, 'étude de la coexistence de deux types de synchronisation pour des
systémes dynamiques est rarement discutée. En premier temps, on a prouvé la coexistence
de la synchronisation généralisée (GS) et son inverse (IGS) en 4-D en controlant la partie
linéaire du systéme esclave et en utilisant la théorie de la stabilité des systemes linéaires a
temps continu. Les exemples numériques ont clairement confirmé l'efficacité de ’analyse
théorique.

En deuxiéme temps, on a examiné la coexistence de la synchronisation notée (FSHPS)
(en anglais : Full State Hybrid Function Projective Synchronisation) et son in-
verse notée (IFSHFPS) pour des systémes dynamiques en 4-D et 3-D. Sur la base de la
complexité des nouveaux schémas proposés, on peut améliorer et rendre rapide la commu-
nication d’informations.

Le schéma de la synchronisation proposé peut étre utilisé pour synchroniser : i) de larges
classes de systémes maitre-esclave chaotique (hyperchaotique); ii) des systémes non iden-
tiques avec des dimensions différentes; iii) des schémas dans lesquels le facteur d’échelle
de la combinaison linéaire peut étre n’importe quelle fonction arbitraire différentiable.

Pour mettre en évidence les approches proposées, deux exemples numériques sont testés.
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Ainsi, la thése arrive a son aboutissement, plusieurs perspectives sont envisagées :

e Dans le but de confirmer les résultats de la nouvelle méthode proposée notée IHFPS,
il serait trés intéressant de la faire appliquer & d’autres systémes dynamiques de dimen-
sions différentes, entres autres, en temps discret et aussi son extension pour des systémes
hyperchaotiques.

e D’autres développements et analyses approfondies concernant 1’application des approches
proposées dans les dispositifs de communications chaotique et les systémes de communi-
cation sécurisés devraient étre mis en oeuvre.

e En outre, de nouveaux schémas complexes basés sur la coexistence de différents types

de synchronisation peuvent étudier dans le futur.
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Résumé

Dans la derniére décennie, la synchronisation de chaos a été amplement explorée et étudiée
a cause de ses applications potentielles dans les communications, les réactions chimiques,
les systémes biologiques, la science de 'information, etc. De ce fait, diverses approches ont
été proposées pour la synchronisation des systémes chaotiques, comme la synchronisation
compléte, la synchronisation généralisée, la synchronisation projective, etc.

Récemment, la synchronisation (HFPS) des systémes chaotiques est largement considé-
rée. D’autre part, étudier le probléme inverse de ce schéma produit un nouveau type de
synchronisation notée (IHFPS) est une idée séduisante et importante. Alors, nous avons
introduit dans cette theése la synchronisation (IHFPS) pour une classe générale de sys-
témes chaotiques a 5-D en temps continu. Le résultat tiré est prouvé en utilisant la théorie
de stabilité de Lyapunov.

Plus récemment, les nouvelles recherches ont porté sur I’étude de la combinaison de plu-
sieurs types de synchronisation. Par conséquent, et en premier temps, nous avons construit
un nouveau type de synchronisation chaotique hybride basé sur la coexistence de la syn-
chronisation généralisée (GS) et son inverse (IGS). En utilisant la théorie de stabilité
de Lyapunov et la théorie de la stabilité des systémes linéaires & temps continu, quelques
conditions suffisantes sont dérivées pour prouver 'existence de (GS) et (IGS) entre un
systéme maitre & 3-D et un systéme esclave a 4-D en 3D et 4D, respectivement. Dans un
second temps, nous avons illustré des nouveaux schémas qui prouvent la coexistence de la
synchronisation (FSHFPS) et de son inverse (IFSHFPS) entre un systéme maitre a 3-D
et un systéme esclave a 4-D en 4D et 3D. Quelques exemples avec simulations numériques

nous ont permis de vérifier I'efficacité des analyses théoriques développées ici.
M 1¢
ots clés

Chaos, Erreur de synchronisation, Stabilité de Lyapunov, Synchronisation généralisée,

Synchronisation Projective, Systémes Dynamiques, Vecteur de controle.



Abstract

In recent years, chaos synchronization has been widely explored and studied because of
its potential applications, such as in secure communication, chemical reactions, biologi-
cal systems, information science. Thereby, a variety of approaches have been proposed
for the synchronization of chaotic systems, such as complete synchronization, generalized
synchronization and projective synchronization.

Recently, hybrid function projective synchronization (HFPS) for chaotic systems is ex-
tensively considered. On the other hand, studying the inverse problem of this scheme with
produce, a new synchronization type called Inverse Hybrid Function Projective Synchro-
nization (IHFPS), is an attractive and important idea. So, we introduce in this thesis the
IHFPS for 5-D general class of chaotic systems in continuous-time. To achieve IHFPS,
we use the lyapunov stability theory.

More recently, new research has focused on studying the combination of several types
of synchronization. Therefore, at the first, we constructed a new type of hybrid chaos
synchronization based on the on coexistence of Generalized Synchronization (GS)
and its inverse (IGS). By using Lyapunov stability theory and stability theory of linear
continuous-time, some sufficient conditions are derived to prove the existence of (GS)
and (IGS) between 3-D master system and 4-D slave hyperchaotic system in 3D and
4D, respectively. Secondly, we illustrate new schemes which prove the existence of the
Full State Hybrid Function Projective Synchronization (FSHFPS) and its in-
verse (IFSHFPS) between a 3-D master system and a 4-D salve system in 4D and 3D,
respectively. Some examples with numerical simulations allowed us to verify the effective-

ness of the theoretical analyzes developed herein.

Key words

Chaos, Synchronization Error, Lyapunov Stability, Generalized Synchronization, Projec-

tive Synchronization, Dynamical Systems, Vector Controllers.
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