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INTRODUCTION :

Notre travail est une étude sy->l éiantique des systèmes k-parmi-m-consécutil's-

Ceux-ci généralisent les systèmes k-consécutils-sur-n et les systèmessur-n.

k-parmi-n.

On définit un système k-consécutils-sur-n comme un système qui com¬

porte n composants disposés linéairement où cireulairement et (pii tombe

panne si et seulement si au moins k composants consécutifs (k<n) sonten

panne. Ces systèmes sont utilisés particulièrement dans les domainesen

de la télécommunication, des circuits intégrés, pompage de pétrole par

|3j,(4],(5]. Ils ont été introduits par Kontoleon [1] en!98üpipeslines

et ils ont fait l’objet de plusieurs travaux dans lesquels soit on proposé"

des formules de calcul direct de la fiabilité du système soit on donne un

encadrement de celle-ci. On utilise des méthodes probabilistes où algorith¬

miques sous des hypothèses diverses. Pour plus de détails on peut con¬

sulter par exemples S.Papastavridis et M.Lambiris [8], J .C .Shunt hikumar

|7j, P.K.Hwang [G], Dennan (4J, Chiang et Nui [2), Bollinger et Salvia [3].

L’étude asymptotique du temps de panne de ces systèmes a également

fait l’objet de beaucoups de publications. Dans Papastavridis |9] (1987)

établit un théorème de stabilité pour la loi de Weibull dans le cas où les

composants sont supposés indépendants et de même loi de Weibull, en

1990 Chrissaphinou et Papastavridis (10] ont démontré un résultat ana¬

logue mais dans un cadre plus général où les composants sont supposés



indépendants et non nécessairement identiques ( les temps de panne des

composants sont distribués suivant des lois YVeibull).

Ici, nous nous intéressons à d’autres types de systèmes dont la configu¬

ration est plus compliquée: les systèmes k-parmi-in-consécutifs-sur-n. Ils

sont définis comme suit: un système k-parmi-m-consécutils-sur-n est un

système comportant n composants disposés linéairement où circulairenient

et qui tombe en panne si et seulement si au moins k composants parmi

m consécutifs sont un panne (kÿ'nr n). On remarque que pour m k et

m u on retrouve les systèmes ”k-consécutils-sur-n” et les systèmes ”k-

parmi-n” respectivement. On les recontre souvent dans les problèmes de

contrôle de qualité, les procédures d’inspections, et dans les problèmes de

détection des radars |19],|21],[27]. Ces systèmes ont été introduits dans

la littérature mathématique par W.S. CHIFITH [18] en 1986. Cet article

présente une méthode pour déterminer la fiabilité du sytsèrne dans le cas

ou les composants sont supposés indépendants et de même probabilité de

panne via les chaînes de Markov. Beaucoup de résultats existent dans le

les composants du système sont supposés indépendants mais noncas ou

11écéss;lirement identiques: S.Cl. Papastavridis et M.Slakianakis [22] (1991)

donnent l'arrangement optimal des composants dans le système, J.Cai [21]

(1994), Papastavridis et Koutras |2()j (1993) proposent un encadrement de

la habilité du système, M.Slakianakis, S.Kounias et A.IIilaris [ 1 9[ (1992)

établissent une formule explicite pour la valeur de la fiabilité du système

dans h; cas i.i.d. L’étude asymptotique du temps de panne du système a
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également fait l’objet de quelques travaux, clans [24] (1988) on démontre un

théorème de stabilité pour la loi de YVeibull dans le cas ou les composants

du système sont supposés indépendants et dont les temps de panne sont

distribués suivant une loi de YVeibull. il est important de remarquer que

même dans le cas le plus simple (cas i.i.d) le calcul de la fiabilité de tels

systèmes est loin d’être une tache facile.

Pour mieux présenter les systèmes ”k-parmi-m-consécutifs-sur-n”, nous

rappelons d’abord les propriétés des systèmes ”k-parmi-n” et ”k-consécutil's-

sur-n”, ce qui nous permettra par la suite de procéder à des comparaisons

de résultats. Ensuite nous généralisons le résultat donné dans |24J au cas

où les composants sont supposés indépendants et dont les temps de panne

sont distribués suivant des lois ch; YVeibull non nécessairement identiques.

Enfin nous démontrons un théorème asymptotique pour le temps de panne

d’un système ”k-parmi-m-eonsécutifs-sur-n” en supposant les composants

identiques mais de loi de panne quelconque. Pour établir ce théorème

proposons d’abord un encadrement de la probabilité de panne dunous

système [théorème (IV.2.1) page 58]. Ainsi nous montrons que pour une

loi quelconque F du temps de panne des composants et sous des condi¬

tions réalistes sur F, la loi limite lorsque le nombre de composants tend

l’infini, est du type de YVeibull. Ce qui constitue une généralisationvers

des résultats connus [9j, [24j où il est supposé que la loi F des temps dé¬

panné des composants est de YVeibull. Nous traitons quelques exemples

de lois suffisamment générales pour les applications.
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N OTATIONS USUELL ES:

n : nombre de composants dans le système.

m: la série de m composants consécutifs sur n (m£n).

k : 1«; nombre minimum de composants en panne dans une série de

longueur m qui cause la panne du système (k£m)

1, £...,/;) X,X, : L’état du composant i (i 1 ou 0 suivant que le

composant i fonctionne ou tombe en panne./ ----- 1,2,..., n.

1-X (1 .V,.l X>, .... 1- X,,)

(L,X) (X1( Xÿ, ..., Xt„!, l,Xt+1, ..., X?t) ,i - 1,2,..., n.

(0,, X) -- (Xi.Xo, ...,Xj_i,Û,X«+i, ...,X„) ,i- - l,2,..., /v..

1.], (/) ;lmporlanec relative du composant i.

>1'(X) :1a fonction de structure du système.

a J±yi(x-yÿ. '

q, : la probabilité de panne du composant i.

p, : I - ci,

P (lb, IV)

Fiabilité du système ’’k-parmi-m-consécutifs-sur-n”.

ll(ujc,k) :Fiabilité du système ” k-consécutifs-sur-n”

1, : import unce en fiabilité du composant i.

Ar ; Le complimentaire de l’ensemble A..

On précise qu’un composants ne possède que deux états il fonctionne

où il est en panne, celte dichotomie est valable aussi pour le système lui

même (cas binaire).



11) RAPPELS

11-1) SYSTEMES k-PAUMl-ii:

1-1-1) DEFINITION:

Un système ” k-priai-n” est un système formé de n composants et qui

fonctionne si et seulement si au moins k (k<n) composants fonctionnent.

Autrement dit: = 1 si et seulement si au moins k coordonnées du

vecteur x valent 1.

Notations:

Xi : variable indéquant l’état du composant i ,i= 1,2,...,«

(ÿ't'j , x>, 1 - xx
U

U -b max J\, f[ Xi miu r,
t ■ < ni i- ni - 1 ai

l.a fonction de structure du système est donnée par:

H

1 si v Xi > k
<ÿ i

U

U si V x; ( k
t-1

Ou bien:

T (.V ) jn {Xvx2...xk .!A/,. n •••• II n-Y

a) Pour k 1 on obtient un système en parallèle

Tl

'i-(A ) Il X I TK1 AV) .Y‘““X
IV < V_u

/

i ~ 1

b) Pour k n on obtient un système en série

II

■l'(-V) ■ Il A. min Xi
1<if_n

< 1
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il-1-2) PROPRIETES.

i) Et; dual d’un système ”k-paniti-n” est un système ”n— k+l-parmi-n”

2) L'importance relative tlu composant est donnée par la formule:

'n - 1
1" 1 [k - 1

1M»)-

pour tout i, i 1,2,

il) Dans un système ”k-parmi-n” chaque sous ensemble de (n - k | 1)

composants constitue une coupe minimale. Donc le nombre de coupes

minimales vaut (w_“+1).
A) La habilité d’un système ”k-parmi-n” dont les composants sont sup¬

posés indépendants et de môme habilité p est calculée par la formule suiv¬

ante:

r(n,k,p) =- E ("ÿ)
j ~k /

i H~J

où: r(7t,/«:,p) désigne la habilité du système.

5) L’importance en habilité du i composant est donnée par:ir ntt.

I, ~ r (n - J , A; i, p) - r [n — 1, Ar , p)

où:r(n — l,k - 1, p) ( r(«.- 1, A:, p) respectivement) est la habilité du système

1” ( k-parmi-n — T respectivement).”k l-prmi-77

Démonstration:

1) Notons par Tü la fonction duale de 4\ Par définition on a:

<J*Z) (.r) -; 1- T(1 -x)
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1 si (i 1 si
i-iOr: '1' ( 1 — x) -- < —
n

ü Si XI (1 ) ( k û si XI xi li U k i 1

D’où:
//

ûsi V Xi ( II — A: + 1
‘i'i; (.c) — l — ‘1’ (i - x) = < Ï=1

U

1 si XI Xi 11 ~ k + I
i~I

Ce qui signifie que 'I'ÿ(.Y) est la fonction de structure d’un système

”«- k + i-parmi-n”

2) On sait que d<ins une structure cohérente l’importance relative du

i'"u< composant est donnée par:

i E (ÿ(1ÿ-r) - <P(L\,.r))4 (i) =
')U--i

x,-i}

Or pour une structure ”k-parmi-n” 3' (x) = 1 si et seulement si au moins

k coordonnes du vecteur x valent Idonc:

'l'(lnX) - d'(U„.r)

I

Cette quantité vaut 1 pour valeurs de D’ou:

n — 1
2"- 1 V A- — 1

1
4 (4 = ~ Vi = 1, 2, ...,n

il) 11 est clair que (// k r 1) est le nombre minimum de composants en

panne qui cause la panne du système.

p. (gX >/,)A) On a: r(n,k,p) Pr (vt- (X) •--- [) . Or les valuables

u sont supposées indépendantes et de même loi.aléatoires X,,i — 1,2,.•* >

D’ou le résultat attendu.
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5) On sait quo:

1, -- r (la p) - r (ut , p) V* = 1,2, ...,n

Or: r(l,,p) — r(n — 1 ,k -- l,p) et r(u,.p) I,/-, p) •

1 1-1-5) LOI LIMITE POUlt LE 'J EM PS DE PANNE DU SYSTEMIC.

terneLe temps de panne Z,t d’un système ”k-parmi-n” est la (// - k + 1)

statistique d’ordre de la suite de variables aléatoires T,,/ — 1,2,...,//, c’est

à dire Z„ =Tln-/i+i)> où TÿTo, ...,TM sont les temps de panne respectifs des

composants t,2,...,n.

Smirnov (1952) a démontré que trois types de lois sont possibles poul¬

ie temps de panne T(/,) :

J uk~ 1 exp ( — a)du pour x )u,
xu

J. }Û1) ( 1

kul
j uA’ Aexp(— a)du pour x { 0. a }()
j

exp(x)

2)

f uk 1 exp ( — u)du pour
u

.P. oo{ :c { +oo .3) U-i)1
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11-2) S YSTK MUS ”k-00\SECUTIES-SlJR-n”.

11-2-1) DFENITION.

Un système ” k-consécut ifs-sur-11” est un système formé de n com¬

posants disposés linéairement où circ.uk lirement et qui tombe en panne

si et seulement si k composants consécutifs sont en panne.

a) Pour k-- 1 on obtient un système en série.

b) Pour k-- u on obtient un système en parallèle.

11-2-2) PROPRIETES DETERMINISTES.

On désigne par N(j,r,in) le nombre de façons de placer j U entre r 1

sans qu’il ait plus de ni 0 entre deux 1.

I) Cas linéaire:Les composants du système sont disposés linéairement.

La fonction de structure est:

n— ri T1 - 1n n Xjmax

La fonction duale s’écrit :

n- k-f l i -i k l

-if (.v ) = n n x> = Ximax
i 1 ./ '-*ÿ

c) L’importance relative du compos.int i est donnée par les tommies

suivantes:

âPour i I •> /• ■

u - k — m— i/-1i E { E N {j,n — le - ni - j,le — 1)4, (i)
■ > n 1

J uni u

le + 1 , A. -H 1, u levPour i
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k-1 i — TU — 1 n— t-m—ki E Y] N(j,ï--m • 7. >' 1) y N (j, n — i - /<: — m + J , Â; — 1)1.1., w • > fi-1
m~Û j — 0 J--Ù

Far symétrie on a:

4,(1) 4,, (u ) I 4', 1 - ) 1 1', (« i) , 1.1., (/.0 1.1., (" /.: I 1)

2) Cas circulaire.Les composants ilu système sont disposés circulaire¬

nient.

La fonction de structure Tp et sa duale <1$ s’écrivent:

n t-t-k - 1

Y; U n X, max min X,
t - 1

n t+k - 1
'l'S(-Y) = TT II min max X,

1=1 j-i

c) L’importance relative du composant i vaut:

n-k-2k
ri y X (j, a j k - 1 ,k l) , Vi4, (0 1,2,..., n

•)1l
j— U

11) Chaque sous ensemble de k composants consécutifs constitue une

coupe minimale. 11 y’a (n — À: -f 1) coupes minimales dans le cas linéaire.

Les démonstrations de ces propriétés se trouvent dans [12].

PROPRIETES STOCHASTIQUES.

Les systèmes ”k-consécutifs-sur-n” ont fait l’objet de plusieurs travaux

dans lesquels soit on propose des fortnules de calcul direct de la Habilité

du système soit on donne un encadrement de celle-ci. On utilise des

méthodes probabilistes où algorithmiques sous des hypothèses diverses.



L’étude asymptotique du temps de panne de ces systèmes a également

l'ait l’objet de beaueoups de publications. Dans [9] (1987) on établit un

théorème de stabilité pour la loi de Weibull dans le cas où les composants

sont supposés indépendants et de même loi de Weibull, très récemment en

1990 Chrissaphinou et Papastavridis [10] ont démontré un résultat ana¬

logue mais dans un cadre plus général où les composants sont supposés

indépendants et non nécéssairenient identiques (les temps de panne des

composants sont distribués suivant des lois de Weibull). Nous rappelons

quelques résultats impor tants.

Cas où les composants sont indépendands et de même habilité:

La fiabilité du système est calculée explicit ememt dans [13] par les

formules:

n — ki + 1 n — k i
liL(u,n.k,k) ' YJ nv 'q'1 pour k > 1- q

iiis0

n - k (i + 1) - 1— kl <1-1
\lc {p,H,k,k) -ÿ Y. (-pqk) ( ci" + kY (~pcr) ii <>u■i-;U

Les bornes de la habilité sont données dans |4| par:

u— AH- i\ il- k r 1
tlL(V,n.k,k)< (l-c,*+q*+1)0 - 'i*

Cas où les composant s sont non identiciues:

Dans ce cas le calcul exacte de La fiabilité du système est très com¬

pliqué. Pour cette r< tison on démontre des formules récursives dans [T] ,[14],[lü

perméttant le calcul de celle-ci.



Il

Lus bornes de la fiabilité sont de la lorme |1GJ.

< in h il <b I ≤ iu(», - n ( 1 - n % r
j~i—k+1

n fb ■

i--k V — 4 — À -4- 1 i-k

II.2.3) LOI LIMITE DU TEMPS DE PANNE DU SYSTEME DONT

LA LOI DE PANNE DES COMPOSANTS EST QUELCONQUE

On considère un système ’’k-conséeutifs-sur-n” dont les composants

sont disposés linéairement. Ici, on suppose que les composants sont indépendants

et de même loi de panne, et on désigne par E(t) leur distribution de panne

commune.On démontre que la distribution limite du temps de panne du

système est une loi de VVeibull. Donc, on généralise le résultat particulier

|9j donné dans le cas où la loi de panne des composants est une loi de

VVeibull.

Nous avons besoin des notations suivantes:

T’i/l'j, ...,T,t sont les temps de panne respectifs des composants l,2,...,n

du système. Le temps de panne Z„ du système est donné par:

min max T;
: 1. 1. rljxilj i kl

Z,

On définit les quantités suivantes:

E,(t) — Pr [Tj < t.j — F(t) pour tout i, i = 1,2,....,«
u-k-t-1n Fj (t) — Fk (L)PJ (0

, i-- 1

“ç'Vjd) = (u-k -i l)Fk(t)
i i
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Le résultat que nous allons exposer est du à 13.Ksir [17]. 11 est basé

sur un résultat donnant un encadrement de la distribution de panne du

syst ème.

THEOREME (11.2.3.1).

Sous les considérations ci-dessus et pour tout entier (! >1 tel que

k£kt' <n, on a:

1D|l,([l'ï]'1)F‘l,)W''Pr|Z-it|£(" k -I- 1) Fk (t) , t > 0

où [xj désigne la partie entière de x et

D(t) = 1+ P(t) (2k - 2) -r (kC - 2k i l)Fk (t).

Démonstration.
n-k-pl

Tj < t < V PrPr [Zu < t] --- Pr Ti < L <max
j-_i_j+k-i

maxmm
k-l 1 jvKjsk l i 1

i» - k -f- 1 j -4 k 1 a k i ]

V H Pr [Tj < t] — V Pj(t) - (« - l)Fk (t)
i

(1)
i-j J-ii i

Par ailleurs, pour t fixé considérons la variable aléatoire Yj(t) ,

j - 1,2, — k r 1, qui prend la valeur 1 si et seulement si tous les com-

1 sont en panne et la valeur 0 sinon. D’autre
u-k+J
V Yj (L) . On remarque que

posants j,j i 1, -I- /.'

part, définissons la variable aléatoire Y (t)
ml

le système tombe en panne si et seulement si Y(t) ) 0.

V P- (t) = (n — k + l)Fk (t). On peut écrire:11 est clair que : E(Y(t))
,i-i

I ÏÏ.7- ]-1 (i+l)kf
(Yj (t) 1.)Pr [Zu < tj •: Pr (Y (t))û) > Pr U U

j - ikf ■+1i U

ft] 1

E *( (i i i)M

U ' Yj (t) -- 1) .
\.l - iki . 1i— Ü

/im)M
E Yj (t))0

\j- ii.r • 1

(i-t-l)kr

U (Yj(t)-l) Pi-Mais : Pr
j=ikf +-1
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De l’inégalité tie Schwartz il est possible de démontrer que:

Pt' [Y } 0] > pour toute variable aléatoire Y> 0.

Donc:
( (i+\,ki \

E fi(Yj(t))
\ j — i kl -f 1 /

' (i ■ nu
£ Y;(t>)0

.i iu ) 1
- UFk(t) . ,
- ÛFMt') Pour L / uPr

/ (»4-1 jkï \

M v>o
\j=»kt'4-l *

lk l)Fk(t) on obtient:lin posant: D(t) 1 -i- {-k 2)F(t) i- (<'/.

([-it] -| )
Pr(Z«< (i)t>0

Du combinant les inégalités (1) et (j) on obtient le résultat . y

THEOREME (11.2.11.2):

Si lim nFk lu (n,k) t)
il— -OO X A (t ) , (Û < A (t) < 1) avec lim a (n, k) —* 0 , on a:

1l-rOO

t] A (t) .lim Pr t/-1 (//, k) Zu
U — rOO L N

Démonstration:

Si lim nFk (a (n,k ) t) -- A (t) : lim (n - k + l)Fk (a (u,k) t) — A (t)
Il •

xon a

Il suit que:

litnÿ Pr (Zu < a (n,k) t) < A (t) . (3)

D’autre part si on prend dans le théorème (II.2.3.1) [’ — tu tel que

£u '.v ( par exemple Cu — [clognj , c)0) on a:L ü quand n'..X' et

lim l.)(fi (n,k) t) = 1.
Il

Far conséquent :

(4)lim Pr (Z„ < a (u,k ) t ) > A (t)

En combinant (3) et (4) on obtient le résultat. H
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Maintenant, nous cherchons la distribut ion limite de la variable aléatoire

-i (n} k)Zu où a (n .k) } 0 est une fonction convenablement choisie.normée a

THEOREME (11.2.8.3).

Si liai nFk (a (n,le) t ) =ÿ- lim i'u Fk (« = A (t) , (0 < A (t) < 1) , tel
Ll — ■» OO 11— T,X>

que u (n,k) ~> 0 lorsque n et pour £tl — c log n , c )Ù.■ v .

On a:

1 — ex p (-t‘l) , pour ù)0, t)0
lim Pr J a 1 (n,lc) Zu £ tj = <

pour t(ÛU

Démonstration:

On considère un système comportant n blocks disposés en parallèle

tel que chaque block contient tu composants (tu > k) disposés en série. La

fonction de Habilité tie chaque composant est FA (t j ~ 1- Vk (t) . Donc, on a

système ” séries-parallèle” régulier et homogène [28] dont la fonction deun

distribution de panne est donnée par la formule:

ri..W = n(i-F£W‘")
i“ 1

liinnF* (o,tl -t- fiu)e"avec u,t )Ü , nu > 0. On a :
11—00

11 est clair que si V(t)

lim (uut -t- fi,) - ex p ( — V (t)) .
Il -

Mais:

lim nFA (oltt I- 6,,) "
n -H w

lim // exp [f„log (l
- lim îv-xpl fn (\ik (a,tt T fin) + o («nt + At)))]

/J



IS

[._ (p* + &F* (<) + o (F* (<*ut) + fiuFk (Q) )]
, <‘;<t ( C ( ‘htt+ftn

En choisissant a,, = a (n,k ) tel que: lim nFk [a (n,k)t) — lim ('n Ek (ft (Cn,k) t)

1 et Cn - c log it et c =F * (Ç) , £ }0 on obtient:, l%

V(t) “ exp] (A (i ) l o (A (t))).

Or d’après la deuxième partie du théorème1 [28] on a:

pour t > C), û)0exp (.....ta)
V (t) =

pour t(0Ü

Donc: A (t) + o (A (l)) -- t“ , pour t u

Ce (pii équivaut à:

1.....exp--A(t) — tû , t > 0 ( i.e A (U =-ÿ log(l-tft) = — ta — o(tû ))

Par conséquent:

A (t) = tQ + o (tu) = 1 - exp ( -ta) , t > 0.

En utilisant le théorème (II.2.3.2) on obtient le résultat, ht

EXEMPLES.

1. F(l) - (At)'* + u (t;i) ,i-e: F - VVeib(At,/3)on prend a (n,k) —
On a: liai nEk (a (n,k) t)

U -rOO

Z'Au

Jiin t'„.Fk (a (Ün,k ) L) =tÿ+tM;(1) .

Donc on déduit du théorème (11.2.3.3):

lim Pr (a 1 (n,k) Z„ < i.) --- 1 - exp(-tft) ,a = kp)Ü.
U---hOO '

C’est à dire Am«T„— YVeib(i , u ) lorsque n 4-00 .
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( 1) , F(t) est la l'onction2. .F(t)

de distribution de la loi gamma.

Si: a{n,k) -

lim nFk (a (n,k ) i,) -- lin î <„Fk (a (lR,&) '-.J — tÿ+iVo(i).
u — »rx> N u-ÿoo

.on a:

Alors d’après le théorème (Ll.2.3.3) on a:

lim Pr (a 1 (nj:) Z„ ( t) — 1 — exp (-ta) ,n = kfi)U.
n—roo V *

3. .F(t) -- (At)11 +tlJo (1) -f-tÿ'l' (t) ,avec lim (t) — 0.

on obtient:lîn prenant.: a (n.Jc)
À U

lim nFk (a inJe) t) - lim (J''K (« {LJ<) t) -tÿ+tÿo ( 1) .
U-'OO ' Il-ÿOO

En utilisant le théorème (11.2.3.3) on trouve:

lim Pr (a 1 (njc) Zn ( t) =- 1 — exp(-ta) ,u - kj}0
U -<>0 v /



111 - SYSTEMES k-PAR M 1 -m-CONSECUTTFS-SUR-n

11l.l)DEFINITION:

Un système ”k-parmi-m-eonsécnt ifs-sur-n” est un système formé de n

composants disposés linéairement ou circulairement et qui tombe en panne

si et seulement si au moins k composants parmi ni consécutifs sont en

panne.

a) Pour m=n on obtient un système ” il— k+l-parmi-n”.

b) Pour ni— k on obtient un système ” k-conséculi Is-sur-n” .

111.2)1>ltOPltlETES DETERMINISTES.

1 ) Fonction de structure:

On désigne par S, le sous-système constitué des composants i, i -Kl, +

1,‘2, n -- m f I). Pour i fixé S, opère comme s’il était un systèmeni - i , ( i

k t- 1-parmi-m) dont la fonction de structure notée T, (.c) est donnée( m

par:
//, i

i si Y x, > ni — k + 1
T, (x) --- - 1t I tu ■

S" kU SI
J —i

La fonction de structure du système ”k-parmi-m-conséculifs-sur-n” s’écrit:

n— m -f 1

T(X)- [J ‘MX)-,min MX)
A 1 _ l '_.U~ IU-i- 1
l- 1

En effet,par définition du système on a:

1 si et seulement si chaque m composants consécutifs contient'1' (x)

au moins m -k -|- 1 composants fonctionnent .

De façon équivalente:
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'l'(x ) — 1 si et seulement si pour tout «, i = 1, 2, ...,n — m + 1 au moins

m — /«• 4- 1 composants parmi 1rs composants i,i +• 1, — i lbnctionnent.

Par conséquent:

4' (x) = 1 si et seulement si 4-, (x) = 1 pour tout /, i. = 1, 2, n — m 4- 1

D’où:
u - m-j-1

ii’ (x) n ‘ïV(X)= (X)n un
1 L ■ H- m-t- i1

2) l otict ion.duale.

On sait que: <l,ü (x) — 1 — 4’ ( 1 x)

D’ou:

n-m-fl<l>° (x) = 1 n 4>( ( i - x )4>, (1 -ÿ x) - 1min
ni-fl i--1

u - ru+1 ri- m-fl
LI 4’P (x) — 4'f (x)Il (1-44(1 x)) max

1 u - m4 l< 1 < -1

où:
t-fm— 1

1 si x xj-'f*
r-~>4'p (x) — 1 - 4’, (I x) — <

1
0 si V x7 < k - L

Donc:
n /»i-| 1

= Il <(X) •4(X)max
1 L '<* ’ U■- P'H-1

(l’est à (lire le dual d’un système ” k-panni-ni-consécutils-sur-n” est

défini comme un système qui comporte n composants et qui fonctionne si

et seulement si il existe m composants consécutifs contenant au moins k

composants qui fonctionnent.

UPMA11QUE

a) On procède de la même manière dans le cas circulaire sauf, qu’ici on

remarque que le système comporte n sous-systèmes et X X,,Vj V üH+j



Donc, on a:

il 1\ i x ) niiii'l>t(X)
1 iî n

‘1*c(X)
-i

-i-" (X) - U'V:’(\) -l'f (X)max
ix*_«

i --i

b) Four m = k (ni resp) on obtient sans difficulté la formule de laa

fonction tie structure d’un système ” k-consécu tifs-sur-n” (n — k +1-parmi-n

resp) .

3) L’importance relative des composants du système est calculée dans

des cas particuliers (m — n et m — h ).

Ul.3)Dl'jl''lJNlTiON (coupe minimale):

Une coupe minimale pour un système ” k-parmi-m-consécu tifs-sur-n”

est l’ensemble de k composants parmi m consécutifs.

V De la définition ci-dessus OTI a:

1) Toutes les coupes minimales sont de taille k.

2) Le nombre de coupes mininmles vaut: + (n — m) (ÿ_i ) •

k (m = n respectivement) onOn peut facilement vérifier que si m —
obtient le nombre de coupes minimales d’un système ” k-consecu tils-sur-

n” (ni. - k -r l-pnrmi-« respectivement).
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111.4) CALCUL D10 LA 1 1 A131LITE:

Dans tout ce paragraphe, on suppose que les composants du système

sont statistiquement indépendants et de fiabilités égales i.e pt — p pour tout

i, i- 1, 2, n,

NOTATIONS:

L: un système linéaire.

C: un système circulaire.

Rü (p,n,m,k) T’iabilité du système (a = L ou a ~ C).

Na (j,n,m,k) :nombre de lois que le système fonctionne sachant que j

composants sont en panne. 11 est égale au nombre de façons de placer

moins (ni — k + 1) composants qui fonctionnent entre k composants enau

panne sachant qu’il a j composants en panne, a — L,C.

111.4.1) CAS OU k--.2 :

Dans ce cas on a les résultats suivants:

LEMME: 111.4.1.1: Pour k= 2

U- (./ - l)(flt-1)a) NL(J,n,m,2) = ( )ÿ
// -j{ m — 1)'b) Ne (j, n,ni,2) \n ;| l)

Démonstration.

Voir' Nauss [25].

THEOREM U 111.4.1.2.

Pour k - 2 < m < n les formules de la fiabilité du système sont:

y~- (“ ( J O (m 1)\
I M \ J

'u + m — 1
\)lJRi (p, n,ni,2) - ou r -- m



•il

(u ■ j (ni - 1)U 11qv‘JRc'(l>,«,»>,2) = y. -
IL

U U s ■-

J ('H l)V j .nij-u

Démonstration:

Supposons que j composa]ils du système sont en panne. Le système

fonctionne ou non selon la position des composants en panne et en fonc¬

tionnement dans le système.Si entre deux composants en panne il existe

moins (ni — 1) composants qui fonctionnent le système fonctionne, il y aau

Nu (j,'u, ni, i) (a — L,C) possibilités. Ainsi pour chaque j chaque possibilité

probabilité de p" Ap qu’elle soit réalisée. Il suit que:a une

R„(p,a,//r2) Aa (j,n,ni,2)
-U

Lu appliquant le lemme (I'll.4.1.1) le théorème est démontré. U

HK'MAHQUË.

Pour k> 3 le problème de déterminer une formule explicite pour la

Habilité du système est très compliqué.

111.4.2)CAS OU n--m+A :(A ni)

Dans ce cas la fiabilité du système linéaire est donnée dans le résultat

suivant :

TlIKOllEME III.4.2.1.

Pour n - ni + A (A < in) on a:

liL (p ,11,111,1:) T \lL (p,2A,A,:r) 'Vjp’“ A

ltL (p,2A,A,;r) 1 pour x )\.
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I )émonst ration:

Soient les évènement:

!,.{,•) :l’évènemenl ”il existe exactement k - -x composants enA (A, ni

panne parmi les m - A composants A, ni — 1” ,x ~ 1, 2,

B(2A,A,.r): l’évènement ”au plus x 1 composants tombent en panne

parmi chaque A composants consécutifs parmi les composants 1,2,...,A —
l,m,...,n” ,x - 1, 2, ...,k

il est clair que:

R; (p,7i, m,k) ~ Pr [ Û B ( 2A ,\,x) A (A, ni — 1, x)
\£~ i- t Pr (B (2A, A, x)) Pr (A (A, m - 1, x))

ERL(p,2A,A,aO(r")p
J;-- 1

x-- 1

/n — À — A' -f-x A — xq

COROLLA LltE ILI.4.2.2:

a) Pour n= m + 1 on a:

AC;1)C y-*A— i -1-x
I

TU XIxi (p ,m -i- 1,//(,/;)

b) Pour n m I 2 on a:

P" U A2q)k+3qA - 1R/, (p,/" + 2,ni ,k) r +:
k

j

Y I
•>III -2-x' P" qj;.+ \v y

j-- a

c) i)our n - m l- A

/>•- 1 ,u;y q* + (l - 4q3 + 3q4) ( 3 )—3—xIt;, (p,m 1- 3,m,k) --
JC":U



2C

k - 2

in — 3 p'" * V1V A- I

Démonstration:

a) Eu appliquant la théorème 111.4.2.1 pour A - J on obtient:

i: -- 1
— 1 — /i-f- k-xH/, (p,m "‘1Em,k)

1 pour x ) 1
Or :1î /. (p,'-M,;r) =

D’où: lljr (p.m-t- i,m,k) )l>'"" '‘<i

- (r.;)p,u A,V"■*+ kt2 -1 v
£ÿ -U

b) En utilisant le: théorème 111.4.2.1 pour A

lÿ(p,nH 2, 111 , k ) - VH/.(p,l,2„r)(ÿ;)p'1‘
j.-.- :j

I itL (îv1,2,2) (r-;)p,rt~V“'J

k- j:k — 1 JqH-

J on déduit que:

ui/.lM.'in M P*— \—k k — ik - x- - k \ J:q q

Or :11L (p,4,2,.r) — 1 pour x) 2

11/. (.P,‘1,4,1) — p1

11/, (p,4,2,2) -pïti (p.3,2,2) t pqR/. (p.2,2,2) =p(p'Jq i p) 4 pq( 1 - q") p“ (1 + 2q)

D’ou: R/, (p,m + 2 A ) “ (’;;f)p"“A'+V"1-lP'(l + 4q) (ÿj)p"'-ÿqfc"-

j;-U v '
ql+

<•) Si A 3 le théorème 111.4.2.1 entraîne que:

R;, (p,m + 2,vn,k) = V R/, (p,G,3..r) Mp"
X-.1

3-fc4-jCqAi - TI -

Or:

R/, (p,C,3,.r) 1 pour ,r)3

R/. (p,G,3,3) — 1 — 4q3 I- 3q‘ (Habilité du système 3-conséeutils-sur-Ü).
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ily. (p,6,3,i) -ÿpu

RL (p,(i,3,2) =plii (p,5,3, 2) +qp-RL (p, 3,3, 2) =p(qpa + p3 ( I -{- 2q) )

+<1P" (p3 + 3qp2)

le résultat c) est obtenue en subtituant ces quantités dans la formule

de R/, (p, in -+ÿ 2, in,k) .

Le corollaire est donc démontré. W

I 11 4.3 CALCUL DE LA FlA13ILLTE VIA LES CHAINES DE MARKOV.

Considérons un système ”k-parmi-m-consécutifs-sur-n” . Les composants

sont supposés indépendants et de fiabilités égales p, autrement dit les vari¬

ables aléatoires Xj ,X'_>, représentant les états des composants L,2,...,n

respectivement sont des v.a de Bernoulli indépendantes et de même loi.

Définissons la suit e de variabes aléatoires Z,, j - 1,2, - ni f 1 par

Z, - (A',-, -Yy+i, ..., ). 11 est aisé de vérifier que la suite \7>j} forme une

chaine de Markov dont le nombre des états est 2m. L’ensemble des états

peut être décomposé en une partition de deux sous-ensembles.

T-- le sous-ensemble des états de panne du système, cet ensemble est

constitué des états qui comport tait au moins k Û.On vérifie facilement que

£(?)•card'V

le sous-ensemble des états de fonctionnement du système.

Les probabilités de transition entre les états de Tf sont définis par:

-1T'a 1T(Z,. j.Z.i ■!. T,t 2,3, ...,r - f/Zj t)

En utilisant les équation» de ” Chapman-Kolmogorov” on obtient :
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Tpo ' = Y' Tr-'Tp'‘i pour i, j £ T
h'i'i

On désigne par Tp la malrice sous-stochastique obtenue de la mat rice de

transition de la chaîne en éliminant les lignes et les colonnes correspondant

aux états de T. On sait que: Tp"'

Sous ces considérations nous avons le résultat suivant :

THEOREME 111.4.8.1:

La fiabilité d’un système ”k-parmi-m-consécutil's-sur-n” est donnée pur

la l'annule.

R (n, m, A-, j> ) - V V ri<> ' ’ Fr ( Z , i)
j -/.1' “i-’i

Démonstration:

-m i- T, ..../Z2 f T, Zi fi T)R(yqm,A-,p) Pr (Z„_m+i f '1', /„

=EIPr(Z,,.„l4l = ji,T, Z„_m £ T,...., Z, f. T,Z, - i)
HT HT.

= £ £ IJr(Z„
jiT t /.T

- v ET;O
j.cynÿv'

Le théorème est donc démontré. Kl

2,3, -m,/Zi — i)Pr (Zi - i)T T, Z, T, ti

Pr (Z, = i)

EXEMPLE.

Considérons un système ’’ 2-parmi-3-consécutifs-sur-n” c.à.d m 3, A: = 2

on a:

L’espace des états est comme suit:

i(l,l, 1) , (i, i,u) , (l.U, i) , (0, I. 1) , (1,0, Ü) , (0, 1, Ù) , (Ù,Ü, 1) , (U, U, U)}
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Si on désigne par 1,2,...,H les ét ats de la chaîne dans leur ordre ci-dessus

nous avons: T= {(1,U,Ü) , (ÜJ ,u) , (U,ü, 1 ) , (0,0,0)}- (5, 0, 7, 8}

p 0 0P

ü p uU

0 0 p

p 1 — p 0 U

P3 polir I 1
Pr (Zj - i) ----- <

p" (1 — p) pour (

La fiabilité du système est donnée par:
2,3,4i —

01

/1 - 2.;
i.es quantités TP;- dans l’expression de R(/i,3, 2, p) sont diflieiles à cal¬

culer pour les grandes valeurs de n .

REMARQUE.

On voit clairement que l’évaluation de la fiabilité d’un système ”k-

parmi-m-consécutifs-sur-n” pose de sérieux problèmes saut" dans des cas

particuliers (pur exemple n < 2m,k -- 2). Le problème se complique plus

encore lorsqu’on suppose les composants non identiques. Pour cela des

méthodes de simulation sont utilisées dans [2f>],[27j pour donner des ap¬

proximations de la fiabilité du système étudié.
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Il 1.5)BORNES DE LA FIABILITE DU SYSTEME.

On a déjà vu que le calcul de la Habilité de notre système est très la¬

borious même que dans le cas où les composants sont supposés indépendants

et de fiabilités égales.On est quelque fois cont raint à fournir un encadrement

de la valeur de cette Habilité. L'objet de ce paragraphe est justement de

donner une borne supérieure et une borne inferieure pour la fiabilité du

système.

Il1.5.1)GAS DES COMPOSANTS DE FIABILITES EGALES:

Ici on envisage le cas où les variables aléatoires X, sont indépendants

et identiquement distribuées «avec p, p et q, q Vf ----- 1,2, ..., 71. Dans ce cas

nous avons le résultat suivant:

THEOREME 111.5.1.1:

Si p, p pour tout i, i = 1,2,...,//. on a:

L {k,m, ii, p) < R (//., y//.,/,:,p) < U (A-, -ni, n, p) .

[ 'jni - k 1-1 ]Y‘C;)( i( pm -A-+1 .0Où: l.(A', in,n, p) — V
1, si: H - {-i>

[ém-ÂTl] i-111-1' '-))
J

p p“ “ [ ] 1-r"- .
f k-\ . . \

= UC)(i-PtP“-i

l ) < k - 1
0 = k -1 n — hU), sinonV

7 U) -ÿÿÿ-(1

L [k, m, u,jj)

Démonstration:

1) Borne supérieure:

Soit: .S, d’évènement ”il existe au plus (k - 1) composants en panne
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parmi les composants i,i + 1, i i ni - 1 ” ,1 1, 2.....n -- ni 1.

il esl clair que;

lt(/i, m,k) — Pr Pi Si ) < Pi

Or les évènements { S.,„, tij,

i™ 1n— m4-1 n— m-fln s, ç n s,m+1H , car:
■/=1 i— 1

u, 1,..., [~j — 1 sont indépendants d’où:

g (7) (i - pY Pw-j) -U(AVm,n,p) .
imi-1

ll(»i>m,/0< n Pr (Stm fl ) - Il
k- 1

/ -- U(---U

2 ) Bon ie jjiferiet ]re:

Lu borne L(Aym,/pp) est obtenue du fait que le système fonctionne cer-

J sous-systèmes non-chevaucliés constitué

1 composants en panne

J1tainement si chaqu’un des D--
S il

de m composants consécutifs contient au plus A:

suivés par m — k •)- 1 composants qui fonctionnent.

111.5.2)CAS DES COMPOSANTS NON IDENTIQUES.

Nous avons besoin des notations suivantes

NOTATIONS.

q,„:probubilité de panne du composant i, i— 1,2,

p(It iprobabilité de tbnctionneinent du composants i, i n.

: île composant i tombe en panne}.

A, : lie sous-système k-purmi-m-eonsécutifs-sur-i constitué des com¬

posants 1,2,

___
,i fonctionne}.

A(i, j) : (le sous-système k-parmi-m-consécutiis-sur-j — i -fl constitué des

composants i,i + 1 fonctionne}.

B/ (i,j) : (il existe exactement l composants en panne parmi les com¬

posants i,i H 1, — ,j }.



B/ (ÿ/, j) : (il existe au moins / composants en panne parmi les composants

i,i i 1,-0 }•

: i il existe au plus (k — 1) composants en panne parmi les composants

ni I I , i ut I 2, i !}•

M-i.j) l’r {lit

H ' Pr (ü;(i,j))

On définit les quantités suivantes:

Uni ii mu. — HA il-ma i

aut — 1 1A - 1 ( 1 ni + 1, i - l)qm pour i ni |- 1, ni f 2, il.

ti,„ -lu (i — ni -r 1, i — l)q/,t pour i. ----- ni -f l,m + 2,

c,„= l’r (A (i — m,i — 1)) = 1—11/, (t - in, i — I)

I pour i<" Ü.pm

TI1HOUMM1C 1 1 1.5.2.1.

soient: n>m>k>l alors on a:

i — mbinn (J -«*») ≤ &(n,m,/c) < n ( 1 II P jn J •

j ~i —'2m+ki — nil~-Vl

Démonstration .

D’après les notations précédentes il suit que:

A,îtLA,t CAU— 1

Pr(A;j 11,(1,///.)

1 par convention.l’r (A,) 1 pour i< /?/

La suite des évènement ] A, } l’onnc une cliaine de Markov .
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Donc pour n> m on a :

11(74, m,k) --- Pr (A,J — Pr(A,„A ■ ••A,*)ni.| 1 • »

I ’]• ( A„/Am. 0 =•- Pr (Am) fl Pr (A,/ A, _ x )-- Pr (Am) Pr (A,u+1/A,„.)
i — iii -}-l

Pr([AÏAL_,j
‘ ~Pr( A

n
Pr (A,J n (1 - Pr (A;/A, .,!) -- Pr (A,„) n 1 -

i=m+14— m-pl

Des» definitions de L>/(i,j) et 13/ (i,j) il suit que:

(/Pour i~ 7/4 + 1, 7/4 H 2, n on a:

Pr (Af At_,) = Pr (AÿB*., (ÿ/ - m H- 1, 4 - 1) F,) < Pr (AÿBÿ (i - m + 1,1 .....l.))qt
En utilisant les propriétés des variables aléatoires associées on obtient:

Pr (A‘A.(_i) < Pr (At..1)H/î..] (•/ - m + 1,1 - l)q< = Pr(Ai_1)oi„

En combinant les équations précédentes on déduit:

R{n,m,k)■> Pr (Am) Y[ U “ am) -- ü “ û‘») U)
i --ni -f-1 i—m

(/Pour i= /74 + l, //4 P 2, ..., 27/4 - le on a:

n »1 t-i,é !)<[,„ j i — Itl|J1 (A;-A,..I) -i(i- m+l,i-l)Ki)
PrtAi-7)' Eu (2)II P/n> Pt(A(i m,<- J)j

J-1

•(/ Pour i= 2/n — k + 1, ...,u on a:

"PI'(A;:V> ':-

f/R -})
1J1 ( A,_ 1 )

4 - III

II P,J+ l( 7/4 f 1 , 7 1 )q/n >
j — 4 — Jr/4-f A

i ~m1 -ni

_____
_1JAt

lJr(Ai_2„.-Ht-iAt-*-m/- 1)) — En (•>)nn P,«b*-i ( i - m + 1, t - 1.)(!,„ P/nC tU
7— t —j— 4 — Jm-f-A

D’après (2) et (3) on a:

4— m

IT Pi’1R ('74 , 774, À’) < n 1 - (4)
//4

En combinant (1) et (-1) on obtient le théorème, hl

/i les bornes de la fiabilité d’un systèmeODans le cas partievdier ni

’’k-consécutils-sur-n” sont données par le corollaire suivant.
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COROLLAHIE 111.5.2.2. Soit J A <n

11 f 1 - II tb'nl < R{u,k,k) <
; V j—i-k+1

on a:

i-A-
1A « 1

1 - 11 q,„ H l lJU -k)u (1 II (-l j a
\ j~i-k

II Cb„
.7-1 i -k (-1 j.-.-.t ~k+1

Démonstration:

Le corollaire ill.5.2.2 suit directement du théorème 111.5.2.1 du l'ait que

pour ni k on a:

-/4(1,k)= 11 Qjttaku - hu
J -i

(t,n -- /4 -1 (i - k + l, t - 1)qm = H q,H ,Î = k + 1, A: + 2, ...,n
j—i~ 1

4» - /ifc-i (i — A: -t- 1, i — i)qm = II hjn ,» = A* -t- 1,/C + 2,
y-i-k+1

i-1
eiK - Dr (A (i A:, t — 1)) -ÿ 1 — 1/* (-1 — k,i — 1) 1 -- Il q jn ,i - k + l, ...,n

j—i—k
i- k
11 Vjn

y .t — 4

REMARQUE.

1) La borne inferieure donnée dans le théorème 111.5.2.1 est la même

que celle donnée dans |20J. Du fait que: clU — Pr (A (i — ni, i — 1)) < Pr(Gtu)

la borne supérieure dans le théorème 111.5.2.1 est une amélioration de celle

donnée dans (20J qui est équivalente à:

t— mbinR (n,m,k) < J[ 1 - Il PinPr(GiM)
‘j "* 4 2m + Ai-- iu

2) Le corollaire 111.5.2.2 montre aussi que:

R{u,k,k) < JJ 1 n ci?n
j=--x-A+lt-~A

qui est la borne supérieure dans J 20].
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(L\.S_P_ARTICJLIL IJ :H :

DtUis le cas ou les composants ont des fiabilités égales c.à.d. q4„=qre,p»n =
1— q» p„ pour tout i, i 1,3, ...,u les quantités a,n, blH et cin se simplifient.

On obtient:

amn - àmn = É (7)qip;i‘
tu-1 , . .

a« , i— rn •+• 1, m + '2,

= (r/Rpr-* b„ , i v/i + 1, ni + 2,

i — a'u , i - m -i- 1,7/t -r 2, ...,«ill

i - tu
mill( x — M,m - ri r 1 )11 =P:«-P jn =P„

j —i — ’2TïI -f- k

Sous ces considérations nous avons le résultat suivant:

COROLLA 1111.0 111.5.2.3:

soit l<k<ni<n, qm q„,Pm = l-qtri =p„ ,pour tout i, i~ 1,2, ...,n on a:

bnlt [H, ni,le) < (1 - a*n) H(i -ou- «s i ” 1J*n

démonstalion:

En subtituant les quantités précédentes dans le théorème 111.5.2.1 le

corollaire résulte immédiatement.

THEOREME 111.5.2.4:

Soit 1< k < m , V bul 0 quand n— * -r GO ,(0 < U < +oo) il existe une suite
i-m

{du} tel que pour tout i,(t — 1,2,...,«) qtn < dri et nd*+1 — <ÿ U quand n— + +oo

alors on a:

lim R (n,m, A: ) = exp i-0)
U - 1 OO
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La démonstration du théorème est une conséquence du résultat suivant:

L10 MME 11,1.5.2.5:

/i quand il--*- ,x , (Ü £ fi £ oo)Soit pour n et I £ i £ « , 0£ /J
I

s’il existe une suite \ fin} tel que pour tout i , fiin < fin avec fin ü quand

n • ,v alors :

11

lim TT (I - fjin) ~ exp ( -fi) .— r -f-OO i- 1

Démonstration. Evident.

Démonstration du théorème:

Il est clair que :nd*"1' i U quand n— * oo entraine que il,, — - 0 lorsque

n T oo *ît d’après les définitions des «,ÿ„ et bin on a:

tu — 1IIU

E ('* - ■/� -i- l, i ~ 1 )q«nE Il in ~ b„tn "1 E
i=w+l l~k~ 1i - tu

i-l£ (T)E, + E hi (i - m + 1,i - l)q(Ji

vSi: m=k d’après (1) on a: E (lm

i — m-fl
u
E 6in

r~m i~ru

vPour: m }k de la définition de h; (i,j) et la condition qm £ du vi on a:

m— 1 u ru - i / 1 .
E E T )<dn
m U l k V '

’ U quand n oo ,

U

ü£ E E Mi -m+ l,i - l)qllt £
fa- 1

VH) E d +1

<— ■ at f l l — k

(V)) ■c (a c — nuvx
l./i

Donc (1) entraine que pour l<k 'ni:

n U

lim Y] atll -- lira Y hn = 61
t— ♦oc-» h -'‘"'O

i~-m

D’autre part nous avons:

ü£ b,un £ Il <mu

et pour i =- /n + l,....,/r :
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m— 1
Oil iin ≤ Cliu = E lll (' -

i-k- 1

En appliquant le lemnie 111.5.2.5 à ain et bin le théorème 111.5.2.4 suit

i)q,»< s:
l=k- 1 v '

-1 0 ,n- > +'30.ht

directement du théorème 111.5.2.1. fei

THEOREME III.5.2.6:

Soit m- h > 1, E II q,«
i—k j—i — k+l

suite {/iu} tel que pour tout i - 1,2, ...pu q,,t < hu et hn

oo, (0 < (x < oo). Il existe une- /J quand n

0 quand n— r oo.

Alors on a:

lim il (/i,/v,A:) -- exp(— /i)

Démonstration:

H q;„ le théorème III.5.2.6..
j-.i-k+l

En appliquant le lemnie 111.5.2.5 à

découle directement du corollaire II1.5.2.2.

REMARQUE:

Dans le t héorème 111.5.2.6 si on prend qm — hu. — Au * pi 1,2, ..., n .11

A/; et on déduit que lim li[n,k,k) — exp ( — AM .
U-r(.X) ' V /

Donc leest clair que /i

résultat donné dans |15j est un cas particulier du théorèmel 1 1 .5.2.6

THEOREME 111.5.2.7:

Soit 1 < le < m, qtrt = A n “ , i— i, 2, ...,n , ou Ü( A( 1 et a > Ü alors on a:

si 0 < a ( i0 ,

«p (--'‘(r,1))lim R (n,m,fi) -- <
Tl—r -f OO

si u- — 1

1

Démonstration:
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Ji:Si: a — Ü c.a.d q,rt = A — c pour tout n et. 1< i < n alors il est clair

d’après le corollaire lit.5.2.3 que:

It (//, in,A') U quanti u -> oo.

Pour tout n, quaud tous les composants ont la même probabilité de

psumc: qiu =q„= An ï alors on a pour tout l<\< n, et a )0 :

/V(7)AV'ï(I \n~d v' b tu 3': e/7| nniu — - b — - 0 quand nmu "

Si: 0 { « ( 1: d’ou d’après l’équation (1)V b;,,. — oo quand n - 'Xi
< ni

oo ,il résulte donc d’après le lemme 111.5.2.5 et leV aiu --> oc quand n
r ni

théorème 111.5.2.1 que:

ex p (- oo ) ----- ü quand n —•■ Oo.lt (n,in,h)

1 alors: lim V' bin — Ak ( ) .
i=m V'‘ '

Si: ( t ~"

Si: u }1 dans ce cas on a: lim V] b.u 0.
Il-rCO ni

D’autre part on a: lim nbk+* Ü , alors on déduit d’après le théorème

111.5.2.4 que

exp ( -A*(“_/)) , si a = 1
Uni R (u.rn.k) — <

tl-r -)-OQ

si u ) 1I

Le résultat est donc démontré, ü

MO MA ItQlJES.

l) Pour des valeurs de n assez grandes et u }Ü alors A est une constante

positive satisfaisant la condition u( An * { 1.
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2) Il est aussi possible de démontrer le théorème 111.5.2.7 dans le cas

(-.Va...../') ( A)Ü, üf}ü)où q(,t est de la l'orme: qm — 1 e.Xp car:

1 - ex p (— An n 1' quand n

EXEMPLES NUMERIQU ES .

- +0G.

1) On considère un système ’M-parmi-S-consécutifs-sur-lOO” (k — 4, m =
5,7/ = 100) dont la probabilité de panne d’un composant est = 0.47?. *ÿ' , i =

1 , 2, ..., 100. On a dans ce cas:

a) Les résultats du théorème 111.5.2.7 sont comme suit:

1 pour a — 2 i.e p,„= 0.96

11(100,5,4) ~ < exp (— (0.4)'1 (J,jj — 0.90267, pour a = 1 i.e p,,t = 0.87

, pour a — 0.25 i.e pIU

b)Les bornes du corollaire 111.5.2.3 sont comme suit:
0.700

0.9990 1 £ U (100, 5, 4) < 0.99912, pour p,,t -- 0.90

0.905-19 < U (ioo,5,4) < 0.92962, pour p„, = 0.87

Û.08654 < it (1.00, 5, 1) < 0.32245, pour pm = 0.S7

fl (1 - a,u) et ft fi -
~ 774 \

i — 1UkuL p;„J (i.e les

bornes de la habilité du système données dans |20|) alors pour pm ~ 1 —

2) posons: LU i'i( o,„) y — i 2m 1 fi

on a:

LB = 0.8394 < K( 5. 2, 2) = 0.8520 < 0.8548 -VB

LE - 0.9721 < R 15, 1,3) = 0.9724 < 0.9729 = [JB
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LB =r. 0.01)82 < R{ r*. r»,-l) 0.0082 < 0.0082 U B

LB =ÿ 0.8388 < R (10, 2, 2) = 0.8515 < 0.8543 = U B

LB -- 0.7G0S £ R ( 10, 5, 2) 0.7639 £ 0.7646 - UB

LB = 0.9666 £ 77(10, 5,3) -- 0.9672 < 0.9672 = U B

LB = 0.9615 £ R (_'u, lu, -ÿ ) = 0.9615 < 0.9615 = U B

LB = 0.7530 < R (20, lu, 2) = 0.7531 < 0.7531 = U B

LB = 0.7608 < /7(50,5,2) = 0.7635 < 0.7646 r= U B

REMARQUE.

On remarque d’uprés les exemples numériques ci-dessus que les bornes

supérieures et inferieures approximent bien la fiabilité du système. Dans la

pratique, on se contente de cet te approximation vue la difficulté d’obtenir

la valeur exacte de la fiabilité du système.
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IL1.6 ARRANGEMENT OI'T'IMAL ET IMPORTANCE EN FIABILITE

DES COMPOSANTS DANS UN SYSTEME ” k-PARMI-in-CONSECUTIFS-

SUR-11”

I1L6.1 ARRANGEMENT OPT IMAL DES COMPOSANTS.

Ici on considère un système ”k-parmi-m-consécut ifs-sur-n” dont les

composants sont supposes indépendants et de probabilités de panne non

nécéssairemenl identiques. Le but de ce paragraphe est de déterminer par

permutation des composants la configuration plus fiable pour le système

parmi toutes les configurations linéaires possibles . On suppose que pour

tout n on peut disposer les composants dans tous les ordres linéaires pos¬

sibles.

Une coupe minimale, comme on l’a déjà défini, est l’ensemble de k

composants parmi m consécutifs. On dit qu’elle est efficace si tous ses k

composants sont en panne.

Nous avons besoin des notations suivantes:

NOTATIONS:

ci, La probabilité de panne du composant i ,i 1,2,.. a.

P, : i-q,

n :La permutation (TT (1) , TT (2) , ..., TT (ïI)) des entiers 1,2,...,n.

/T, j : La permutation obtenue de TT par cluuigement des entiers dans les

positions i et j.
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(P«'(l)i P/r(Ü) > •••) Pir(/t))P* :

it(p„): Fiabilité chi système si les composants sont urrungés suivant les

indices de la permutation n.

F: L’évènement: ”le système tombe en panne”.

F, :L’évènement: ”le composant dans la position i tombe en panne”

1,2,1 //.) ■

Sous les hypothèse précédentes on a les résultats:

b FM MF 1 11.6.1.1:

Dans un système ”k-parmi-m-consécuLifs-sur-n” on a:

min (m - 1,n - m) : Fr (F/F,FJ+1) < Fr (F/F‘F;+1) .pour: 1 < i <

Démonstration:

S— {1,2, — {•/,•/ 4- 1} ” { 1, 2, i — 1, i 4- 2, n} un ensembleSoit:

d’indices

on définit les évènements suivants:

A : ”la coupe minimale est efficace et tous ses k composants ayant des

indices dans S”

B, : ”il existe un ensemble de (/,' 1) composants en panne avec ties

indices dans BÇS tel que BU { v’.j- soit une coupe minimale”.

B, : ”il existe un ensemble de [Il 1) composants en panne avec desi

indices dans B* CS tel que B* U {/ ; I ; soit une coupe minimale”.

On remarque alors que lorsque le composant i + 1 fonctionne on a:

F A ■ A1 B,
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car le système tombe en panne si:

a) les k composants constituant su coupe minimale et ayant des indices

dans S tombent en panne.

b) (À: 1) composants ayant des indices dans S tombent en panne et

leur réunion avec \ i} constitue une coupe minimale.

Donc d’après la définition des probabilités conditionnelles on a:

Fi(FF,FfH ) l'i( AKiFf.,.] )+Fr(AcÜlFlFfi , )
‘•'O-.

r>,

J'* (A ) Fr ( kFf+1 )+Fi(A'B,) Fi (F;F?±, )
• PV(F7F*+7)

Fr(FlF:Tl)

Pr (A) + Pr (A‘Bt) (D-

On procède de la même manière pour le membre de droite; sauf qu’ici

on remarque que lorsque le composant i fonctionne on peut écrire:

K A U AT>i+i

On obtient:

Pr (P/F‘F(+J ) = Pr (A) + Pr t A£ B, , , ) (2).

D’après (1) et (2) pour démont rer le leimne lll.ti.L.l il sulïit de montrer

(pie :

Pr(AcBP < Pr(AcB,+i) ,ou encore que Bt ÇBi+]

rn) donc si B - S et BU [i] est une coupeOr on a 1 <" i < inin (m - l , n

minimale alors Bi J \ i 4- 1} est aussi une coupe minimale, ce qui entraîne

que B, B,.,.

Le lemme est donc démontré. U

COROLLAIRE I II.6.1.2.

1 on a l’inégalité suivante:Pour: max (m,u - mi 1) < i A n
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Pr(F/F,F;+I) > Pr (F/F'F.t1) .

Demonstration:

le corollaire 111.0.1.2 suit direclenient du lemme Ul.fi.1.1 pour une rai¬

son de symétrie.

THEOREME 111.0.1.3:

Dans un système ” k-psirmi-ni-coi îséeutifs-sur-n” si:

a) pour 1 < i < min (m - 1, n — ni) : q„ <q*(i+i) t O

b) pour max (rn,n - m+ 1) < i < n - J : q,,. , >q« (0

Du a:

(p/r ) < E (Piilll+1 )

Démonstration.

En appliquant la loi des probabilités totales on a:

l-K(p, ) = Pr {F (FiFi+1 U FiFf.

- Pr (FF.l'Vfi) + Pr (FF.Fÿ) + Pr (FF‘Fi+1) + Pr (FFJFJ+1)
= Fr (F,F,-.H) Pr (F/F;F; (1 ) -t- Pr (F;F?rl) Pr (P/F,F‘+1)

Fr (F' F, i) Pr (F/P. F, ( ,) i Pr (F‘F‘+1) Pr (F/FJFt,,)

=q«toq«0+D Pr l1'/1 '« F, 1 ) l q„w (l - q,rq+i)) Pr (F/F.F?+1)
. = (l - q«t.))q«u+i) Pr (F/F*Fi+1)+(l - q«ÿ(*)) (l -qÿ-p) Fr (F/FJFÿ)

On procède de la même manière pour R(p,rli+1) ,on obtient:

1 -H(p«..i4-J =q<v(i+i)qM«) Pr (F/F,1'V, i ) +q-/r(i+i) (i - qqq) Pr (F/F,F;+1)
(l • q«(i+i))qr.u) Pr(F/F,rFi+1) l (l -- q«(.+i)) t1 - q«<p) Fr (F/FJFJ+,)

F;F.,-+i U F.-F.-+1)}Un

t



45

Par conséquent:

u(p....,,) -R(p.) (q. (Pt (P/F<n«) - , ,))(<) "

En combinant a) et le lenime 111.6.1.1 (ou bien b) et. le corollaire

I I 1.0.1 .2 ) on obtient:

)-R(PO<°R \>n i 1

Le résultat est donc démontré, ü

REMARQUE.

Le théorème (111.0.1.3) montre que la fiabilité d’un système ”k-parmi-

m-consécutil's-sur-n” est plus grande si on place les composants dont la

fiabilité est plus grandes au milieu du système.

111.0.2) IMPORTANCES EN FIABILITE DES COMPOSANTS.

On suppose que les composants du système sont indépendants et iden¬

tiquement distribués. En utilisant le théorème (111.0.1.3 ) on démontre des

inégalités sur l’importance en fiabilité des composants dans le système.

L’importance en fiabilité du composant i est donnée par:

R(p,p,...,|j,L,|j,...,|j) - R (p.p,...,Ui,p, ••ÿ,]->) = K (h, p.) - R(u,-,p)h

On établit d’abord le lemme suivant:

LEXEME III.6.2.1:

a) Pour 1< i < min (ru l,ii ni) on a:

Ji- (l(«, i),P«)

R (ÿ(«+1)1 PA ) R (ûjj), p,r )

R (ha> pn ) .a.1

.a.2
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b) Pour max (m,n — ni + i) < i < u i on a:

R (l(i+i),p„) < k(l,,).p,r )

R- (0(<H-l)i P/r ) > l ! - l > ,r )

b.l

b.2

Où: ii(ip),pJt ) --J), l(t), p(1+i),...,p(,t))
•ÿ(b< 1 Pfl ) ( P(1) llù-) ) • •’Pli — J ) |b(i )) p(, r-] ) i ■ • • > P ( n) )

Démonstration

v u) Pour: 1< i < min (m — 1, n -ni), soit la permutation n correspon¬

dant à cpr(i) — Ü = 1, et t|,r(- ) --q pour j = i, donc pour 71/,+ j nous avons

<!„(,ÿ) P-tJ/ii, )!) td. d’après le théorème (111.6.1.3 ) on a (a.l). Pour établir a.2)

on considère la permutation n correspondant à q, 1 «IM-H) J , et

q;;p) -q pour j = i + 1, donc pour TT, ,+1on a q,l(l) >q,rp+i) • Par conséquent

(a.2) suit directement du théorème(1.11.6.1.3 ).

vb) On procède de la même manière en considérant la permutation 77 (el

Û «p, -ÿ 1 pour démontrer (b.l), et q„t<) - 1 <ÿpJl(lt i) - 0(pie. q;i(t+j)

pour établir (b.2). Le lemme est donc démontré. Ktf

THEOREME 111.6.2.2.

Dans un système ”k-parmi-m-consécutifs-sur-n” dont les composants

sont identiques on a

1) 1, <I-H i pour 1 < i < min (ni - l/n — m)

2) 1, H pour max (m,u - m r J ) < i < u — 1

DémonstratiomLa démonstration du théorème est une conséquence di¬

recte du lemme (111.6.2.1).
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IV) THEOREMES ASYMPTOTIQUES POUR LE TEMPS DE PANNE

D’UN SYSTEME ” k-1 RMf-m-CONSECU TJ FS-SUR-n”

Le but de ce chapitre est d’établir des résultats concernant le com¬

portement asymptotique du temps de panne d’un système ”k-parmi-m-

consécutil's-sur-n” quand n tend vers l’infini. Plus exactement en con¬

servant toujours l’hypothèse d’indépendance des composants nous nous

proposons de démontrer des théorèmes limites pour le temps de panne du

système en examinant les deux cas suivants:

a) La stabilité asymptotique de la loi de Weibull par composition de

structures ”k-parmi-m-eonsécut ils-sur-n” .

Les composants du système sont supposés indépendants et leurs temps

de panne suivent des lois de Weibull. Un démontre dans ce cas que la dis¬

tribution limite lorsque n tend vers l’infini du temps de panne du système

est aussi une loi Weibull.

b) La loi limite du temps de panne dans le cas où les composants

possèdent une loi de panne quelconque.

Nous démontrons un théorème asymptotique pour le temps de panne

d’un système ”k-parmi-m-consécut ifs-sur-n” en supposant les composants

identiques mais de loi de panne quelconque. Pour établir ce théorème

nous proposons d’abord un encadrement de la probabilité de panne du

système. Ainsi nous montrons que pour une loi quelconque F du temps de
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panne (les composants et sous des conditions réalistes sur F, la loi limite

de la distribution de panne lorsque le nombre de composants tend vers

l’infini, est du type de Weibull. C'e qui constitue une généralisation du

résultat connu [24] où il est supposé que la loi F des temps de panne

dos composants est de Weibull. Nous traitons quelques exemples de lois

suffisamment générales pour les applications.
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IV.1) STABILITE DE LA LUI DE YV El B U LL PAR COMPOSITION DE

STRUCTURES ” k-PA RMI-m-CONSECU TIFS-SUR-n”

Notre but ici est d’établir un théorème de stabilité de la loi de Weibull

pour le temps de panne du système analogue à celui donné dans [24j

mais dans un cadre plus général; c’est à dire dans le cas où les com¬

posants sont supposés indépendants et de distributions de panne non

nécessairement identiques (les lois de panne sont toujours supposés des

lois de Weibull). Nous énonçons d’abord le cas où les composants sont

supposés indépendants et de même loi de panne.

TV.1.1) CAS OU LES COMPOSANTS SONT INDEPENDANTS ET

DE MEME LOI DE PANNE

On considère un système ’’k-parmi-m-consécutil's-sur-n” les composants

sont supposés indépendants et de meme loi. soit T le temps de panne d’un

composant et T,, celui du système. Si q(t) est la distribution de p;ume d’un

composant, on a le résultat suivant:

THEOREME IV.1.1.1

Pour: m>k>2. Si q(t) est de la forme q(t) = (At)“ + o(t") , Vt> 0 où a et

A sont des constantes positives alors:

-<«“5(r4liai Pr (//-T.,
Tl —r OO Y

1 -- expJ

Ce qui exprime le fait que si T suit une loi de Weibull W(u,A) alors



f)U

L

ii'-ü T„ converge vers une loi tie Weibull W . On peut

facilement démontrer que V - ("*
j~k

RIOM ARQUE:

Dans le cas m~k c’est à dire le cas d’un système ’’k-consécutifs-sur-n”

ce théorème est démontré dans [9].

Démonstration.

La démonstration est basé sur l’inégalité de Barbour et Eagleson |T1] (

théorème‘2 pd99 1984).

On considère l’ensemble:

A \ (•/ j -f 1, i -- j 2, ..., i J, i) , 1 i - j +ÿ 1, i < n,k < j < ni) de tous

les j-uples de nombres 1,2,...,n qui représentent les composants du système.

Soit J — [i — j -t 1, i — j -f 2, ..., i - 1, i) i: .1 et soit X j la variable aléatoire qui

prend la valeur 1 si et seulement si les composants i — j + i et i sont en

panne et il existe k composants en panne parmi les composants i j I

l,y — j -t- 2, ...,i - l, i , dans tous les autres cas Xjr prend la valeur 0. Si on

V X j alors le système tombe en panne sidéfinit la variable aléatoire X
J'.A

et seulement si X )0. En posant t,t t n i-« , t > 0 on obt ient:

•jJ
C1 (t~)A I1 — Ci (tr.)/ KIU -E(Xr)-:

k - 2)

ni J ~ 2
E(X) - (77- m+l)q(t;i)"E

k jj

où la deuxième somme porte sur tous les j-uples de nombres l,2,...,m

seulement.



51

Or on a:

, o
1

q
II n

Par conséquent:

(At)°* V] ( ~ ) quand n — > oo
./ k .....-/

E (X)

cox* la deuxième somme tend vers 0 quand n oo.

En appliquant le théorème 2 p399 de Barbour et Egleson j11] nous

avons:

min (l,E (X)-1)|Pr (X }û) - (1- exp (— E (X)))| <

Z (PyPK +E(XAA-))
J~A

il est clair que:

J.,;.

= w ( — j , pour J, K £ APJPK \ O
li¬

nt:

I j , pour J, K £ A et |J fi K\ > 1.E (XjXK) = Ü

D’où la borne donnée par Bar bour et Eagleson tend vers 0 quand n— *ÿ oo.

Le résultat est donc démontré, lai
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IV. 1.2) CAS OÙ LES COM POSA NTS SONT INI MOI-HONDA NTS ET

1)10 I.OIS 1 )10 PANNE NON IDENTIQUES.

Nous allons établir un résultat plus général que théorème précédent.

Ici on s’intéresse au cas où les composants sont supposés indépendants

et de distributions de panne non identiques. La démonstration est basée

sur un résultat donnant un encadrement de la distribution de panne du

système.

Soient Tj/lb, ...,T,» les temps de panne respectifs des composants l,2,...,n

et Z,, celui du système. On désigne par F, (t) t> U, i — 1,2, ..., // la fonction

de répartit ion de la variable aléatoire T, c.à.d: F, (t) — Pr (T; < t)

Nous définissons les quantités suivantes:

lie (ÿ/, j) -- Pr [il existe exactement ( composants en panne parmi les composants i, i + 1, ..., j}.

lli (i, j) = Pr [il existe au moins ( composants en panne parmi les composants i, i + 1,

a, (t) -F, (t) /4_i (t + 1,-t + ni — 1) , 7 = 1, 2, ..., u — m -I- 1.

b, (t) — F, (t)/q;_i (i + i. i + m — l) , i — 1,2, ...,n — ni + 1.

i11— 111 ~t

£ ». W •1>,A i) m
i~~ 1

P (i) — max Fj (t) , </ ( t ) = int F; (t ) .
1 ■ i- it 1 r . ii

Sous ces considérations on démontre le théorème suivant:

THEOREME IV.1.2.1.

Pour tout entier >1 tel que: 2 k<ni< fnKn on a :

[-ÿ j - 1
' £ A, (t) - Pr (Zu < t) < ü„(t)1

IP (t) i v- 1
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(i-H)mf- rafl
où: A, (t) = b:, (1) -

($)*: 'H"--;)et : W (t) 1 •• 2((f 2) m , *:

mfPU)+2 ( /7?< — 1) a (2iu A* 4~ 1)
■ kU- l‘U))'“

miuax
-1 - h • 2;»i ~1------:---a

I )émonstration:

Pour démontrer l’inégalité de droite on définit les évènements suivants

pour tout i 1,2, par 12,: ”le composant i tombe en panne et il existe au

moins k — i composants en panne parmi les composants i+ 1 , /12. i+m — 1” .

On a: Pr (12,) ■- a, (t) , i . , il - ni -f 1 et■>

/ /i-m+ l . u ni i l( U E,J • £ Pr (Ej) Dn (t).Pr (Z„ < t) -• Pr

Par ailleurs, pour t fixé, considérons la variable aléatoire Yj qui prend

la valeur 1 si et seulement si le composant j tombe en panne et il existe

k - 1 composants en panne parmi les composants j -| 1, j i 2, j I ni — I et

n m f I .D’autre part, définissons la variablela valeur 0 sinon, j = 1, •>
“ ) * * * ?

H-mil
£ Yj . On remarque que le système tombe en panne si etaléatoire Y —
j 1

\seulement si: Y / o.
il - ni 1 1

11 est clair que: E(Yj) -- 6j(t), et E(Y)
r~i

On peut écrire:
IL 1 (rf l)m£ — m4-l

(Yj - I )Pr (Zu <r t.) = Pr (Y)ü) > Pr UU
J - lllLL-\-lt 1

[Ai - 1

1
i -- 1 '

( c i l )uii - m 1 1
(Yj - 1)U

(i r1 )nil- lu -r j

Posons: A, (t) £ 1)J
t/>l7| 1
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l'in utilisant, l'inégalité de ”l‘irdos-( lhung”on a :

! »
[ l'II'

[

(t)Pr(Zu<t)> V
, .i -Y (t) + Bj (t)

où: 15, (L) - V Pr (Yu -- l,Vv -, 1.) V Pr (Yu — 1,YV = 1)
U V :0U - V

(r-J)m
= 2 v V Pr (Y„-- l, Yv — 1)

/• :* 1 U-*V*-f
(C-l)m- 2 E E Pr (Vu 1 ) Pr (Yv = 1) + 2 E E Pr (Yu - 1,YV - I)

m- 1

r—m u— v— 7’ 1 u— v=r

<2 E E Mt)MO
r—m u— v — r

m- 1
-1-2 E E Pu(t.)Fv(t )//* ! (v + 1, v + 2 u - 1, u h 1. u -I rn — 1) .,

r—l u-v-r

M;üs pour tout i, i = l,2,...,7i : F, (t) < P (t) d’où on a:

MP) Y (T:)P(i.r pour tout i5

Far conséquent:
(i*— l)m . . 2 m-1 2m — r

MO <2 E E r M) P 2 E E E T7' P,,+2(t)
r~m u— v--r v v ’ > r -1 u-v=rU=/c-l V

(f-l)ru
<2 E (U’-lJ'/n+l - r

r—iu

n,-l

)vw (2ni ~ k -I- 1) P*+1 (t)+2 E ((f - l) »i 1 rT
r-1

P;;1)où: cu = max
A — 1‘ lr 2m -1

lonlin : IJ, (t) <” 2 (/ni -- 2/n -f I ) (( //< // #

l ) {Cm - m + 1) Pÿ1 (t )-t-2 {m — i)cu' ( 2/7/ /,'

D autre part:
(t-f-l)7nC—rn+1 m— A1 -P(D)EA, (t)

Posons:

/-'•(A*, paoO
d /'u))"‘ v </(0 /v)(r;)YV (t)- 1 -I- 2 ({i 2) /71 f

($)*P(t)+2 (m — 1) a (2ni — A' i- 1 )
d Pv))m

On déduit que:
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U 1

Pt' £4 £ F) £ u'm 4 4 ('-)•
* ‘1-— 1

Grace à ce théorème on peut établir le résultat suivant qui nécessite les

conditions suivantes:

a) Il existe des nombres positifs A(,<q et des fonctions vf, tels que:

Fi(t) = (A(t)“‘+ta“l'i (t) , 1,2, n pour 0£t<' b et un cert ain A )().

b) liintl*| (t) — 0 uniformément tut i.

c) lim Aj — A .
i— rOO

THEOREME IV.1.2.2 Sous les conditions a), b) et c) on a :

l )Si: a — infàj — a, pour i alors:■>

1,2,.....il existe un j avec i £ j £ i + m — 12)Si: a }0 et pour chaque i

tel que cq)u alors:

lim Fr (u‘-"Zü £ t) -- 0
11— rOO \ /

Démonstration:

En posant tlt — n on a: lim Pr fn £ t) - lim Pr(Zu £ tj
/ U— fCO

oo n(F (tu))

ftyu

A +l 0 et lim Dn (t„) £
U »fX)

1 ) On montre d’abord que lorsque n

exp(- (At)“* (*:}))D (t) = 1
*+i

/>+1 max J’’, ( /;lim n(P (tu))
n —no

A+l
ma.\ ( (A.ü ' ' + (n «H) ■-j; L ) j ) j
max ( (A, ii ")ÿ tj + tj i', ( (t) >'))))

~ lim n
H-4ryo

AU— lim n
II—*OO
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A H-1
((-vr it))))

k 1-1- ,!iiü.„-ir (;vg,((A'l)“ 1 L°'1'- ((,r:'"t)))) — 0

D’autre pmi:

n~ru-\-1 u- ta -fl
lim Du (tu)

U-'tx>
lim V a, (t„) ----- lim

r*~rOo t j u •>

»-m+l /u -1 ,

< lim E ç ('";ÿ) (P(t„))

= ,!ÿ+<" r;')(P(>-))
=- (r,‘) (AD“S i (r:)(.\o“s«(i)

0X|, ( - (At)“" --.Dit)

v F ■ ( L,( ) Hk . 1 (/ + 1, i + m - 1 )
Y-l

>'+l
U •-rf.'O

j+1

(1) *= 1

Pur ailleurs, si on prend (’ — ïu dans l’inégalité de gauche du théorème

IV.1.2.1 avec l'n — r co et — ? Û lorsque «

t'u = [log n\ + 1) on a:

Iff]-1
lim "“t Ai(tu)= D(t) lim

U-*CO j._ 2 Tl— r(X)

lim P II ) - lim — l- — Û — -- -idnü" 1 [ u) ufi J ~ü ’ «U»)
-ÿ

dO

donc : lim 11' (t) = 1
U OO

d’on : lim Pr(Z„< tn) > D II)

Fn combinant (1) et (2 ) on obtient le résultat.

co (par exemple dn — [s/n\ ou

[-“ÿI
L'iiO. j

) idiïïirl'A+I! D (t)a

(2)-

2) Ici on doit montrer que lorsque n ■ oo, Du(tu) -• 0

/4-m-fl
Mais: lim Da (t,4) — - lim M at(t„)

n—rfyo x ' too

u — fit f J
E F» (t„) /4-1 (i ■ F i :lim Dni --

Il rCO

tu - 1s (“;ÿ) (/'(t.))
l~- 1 J~fi— 1

u ni f 1
.7 +1£ lim E

H— *00

7U 1
J t-17/1+1) V (Y) (PO-))

j~k- 1

Donc il suffit de montrer que: lim n(P( t„))A — Û

lim (u
11 — tOO

1 tel que n; }uSachant que Vi - 1,2, ...il existe unj j, : i £ j, £ i -+ m
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on a:

; Ft t)P (t„) — max I'',max
1 t ./t ru f J t':*Jm t-*u— 1

1max
it

“a; ( ('V" "*ÿ 'ÿ )J\, (« t j J‘ «.j'j. (n «V I."I- 1,max -I-max
Kt<«-w+i

= (,\7?. îà-tY H- (/? ' tà-t); ‘1' oE t j
où $ — max

1<i< u~m+1
cÿ. > o el un certain F tel que lhn<3>(t) -- 0

( (Arr à tJ 13 + (77-ù t f <I‘ {jr «* t j jDonc: lim n(P (tu))'> = lim 7?
U fOÜ ■ • tt~ rCO

Jim -Sf ((At)d , iÿt* (ra'-t)) - 0.— :
Le théorème est donc démontre, il
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VI.2) LOI LIMITE DU TEMPS DE PANNE D’UN SYSTEME DONT

LES COMPOSANTS ON'l DES TEMPS DE PANNE DE LOI

QUELCONQUE

On coitNidcrc un système ,,k*pmmû-m“Con»ocutllW-8m,-n,’.Les composants

sont supposés indépendants et de même loi, autrement dit les temps de

panne Ti/lb, ...,T„des composants du système sont des variables aléatoires

(positives) indépendantes et identiquement distribuées. En outre on sup¬

pose que lu distribution de panne des composants est. de loi quelconque et

on s’intéresse à la loi limite du temps de panne Z„ du système sous des

hypothèses suffisamment larges pour l’ensemble des applications.

On désigne par F(t) la fonction de distribution commune des variables

aléatoires Tj ,i = 1,2, , Z„ le temps de panne du système et on note:

Ej(i ) Pr(Tj < I.) --F(t) , pour tout i 1, 2, n

k/Ko (r,')pk(i)(i-F(t)r
s1 ("ÿ->)Fi'+i(t)(i-F(t)r

li -k-l

Dn (t) = (n - m + 1) B (t) .

-h iü(t)

THEOREME 1V.2.1.

Sous les considération précédentes et pour tout entier (' >1. tel que m<

(in Ti ,on a:

1 ([£-]-l)-mM(,) v Pr (Z„ 5! t) < Du (t)H(t)
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où: [x] est la partit: entière de x.

i'(t)n-'(t) = 1 -r 2m (4- l)cl(l)+2a( 1) (2m - A: + 1)ut — ;~k(l-F(t))"

h - 1avec: a - (r/T
Démonstration:

On définit les évènements: Ep ”le composant i tombe en panne et il

existe au moins k - 1 composants en panne parmi les composants i + l,i+

2, ..., i -r ni - = 1,2, ..., u. 11 est clair que: Pr (E») ~ B (t)

D’où:

/n~ui+ 1 \

l’<(Zu<t) = Pr( [J Ej j
a — m.+l

E Pr(E,)=D»(t) 0)
tÿl

Par ailleurs, pour t fixé considérons la variable aléatoire Yj (l),j =

,n - in-1- 1, qui prend la valeur 1 si et seulement si le composant1,2,

j tombe en panne et il existe (k 1) composants en panne parmi les coin-

u lu-|-1
i et 0 si non. Soit Y(t)~ V Yj(t), donc lej jusants j -t- 1, j +

j-1

système tombe en panne si et seulement si

Y(t) )0.

Il est clair que: E(Yj) = .4 (t) et E(Y) = ( n — ni + 1) .4 (t) < /)a (t) .

On peut écrire:

ImC !” 1 (i+l)llif
\Pr(Zu < t) -Pr( Y ) Ü) >Pr ü (Y. = 1)U

j.-iinf+l

[ !
V Pr

1 /(M-l)iuC \
U (Yj = l)

\jr-ilij/(-ï /! 1

En appliquant l’inégalité de ” Chung-Erdos” on obtient:
/ (if l)i nf \

Pr(Z„<t)> Y. v v; i'i(Yu=i,Vv=i)i=i
j — > 11> t pi
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(niM(t.))a
* liml#— l)iu/V\--(l. ) i -!(iii('_‘iii k f l)(m 1 1 (1)- E

i-i

.....
_ {['vi:l)“,IAiu 01*. / u ...

14-2iuU-l).4(t)-t-2(2w-k t l)im I ittKlijo-Pjt))*-*"

1 2m ((’ — 1) A (t)-K- {2m - k + 1) (m — l)a

n ■)max
k-l ■

• ii< 2m 1
__

‘10
(l-F(t))"'

Posons
■k

On obtient:

1Pr(Zu <t)>

En c ombinant les inégalités (1) et P>) on obtient le résultat. H

THEOREME IV.2.2:

lim nFk Ut (n,k) t)
II-»-too

A(t), 0< A (i. ) <1 , avec. a(n,k) — 0,quand n •Si

oo.on a:

Fr (a-' (u,k)7.„< t) = f )i(l)ni — 1lim
U •> ( Cl) k ■ 1

Démonstration:

liai nFk {a in,k) t )
u — H-oo

A (t) alors: Uni Du(a(n,k) t) —u— >+oo ' ' '
11 est clair que si

(r,‘bw
Donc d’une part on a:

liai Pr (a
u— »-foo V («,/„•) Zu<t)-1 (3).

D’autre part, on utilise l’inégalité du gauche du théorème IV.2.2 pour

f - Cu tel que fH —> -t-oo et 0 lorsque n— » +oo (par exemple Cu ~ [elogaj ,c

;u).

On déduit que: liai W {a («,/,•) t) ~ 1
U— r-f-OÛ

Par conséquent:

.... il) mfnA (a (n, A”) t) >lim Pr (a 1 (u,k)/u < t) P liai
ii -H oo V /

A (tj .....(4).mi',, j - 1U—»' 4-00
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Les inégalités (3) et (4) entraînent que:

lim Fr A(t) . m
II - -r ÎYX)

Maintenant, nous cherchons la distribution limite de la variable aléatoire

normée a 1 (n,AJZa ou a (n ,k) ) 0 est une fonction convenablement choisie.

THEOREME IV.2.3.

Si UmnFk (ci (n,k) t) - lim f,tFk (a (Cnt k) t ) A (t) ,0< A (t) <1,

tel que a (n,k) Û quand n - oc-, pour (!u — clog n ,c }Ü. Alors on a :

1 - exp (-(fcjjt") , t)Û, a) (J

t < 0
lim Pr (a 1 (n.k) Zu < l) -= <

a—r-f-co V /

0,

Démonstration:

On considère un système composé de n blocks disposés en parallèle, chaque

block confient Cu composants disposés en série (l'u > m). ha fonction de

Habilité de chaque composant est F* (t) — l--F/' (l.). Donc, nous avons un

système ” série-parallèle” régulier et homogène [28] dont la fonction de

distribution de panne est donnée par la formule:

Mg =n(i-F*w'i
i_i v J

lim ni'1'' (unt -I- /V,t)inavec an )0 , 3n > ü. On a:
H 'V

Il est clair que si V ( L )

Jiia R,, (a u v. -h AJ = exp (— V (t)) .
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Mais:

limÿnF* (a„t + Pn)*n = Jimÿnexp \(n log (l - Fk (a„t + /?„))]
= [-£„(F* (u„t + pn) + o (FT (ant + Pn)))]
= [-/n (F* (ant) + pnFk (<) + o (F* (ant) + PnFk (C)))]

où aMt ( C ( ant+pn

En choisissant: an — a (n,k) tel que: limÿ nFk (a (n,fc) t) = (a (f„, A:) t)

pn — 1 et (!n — c log n avec c =F-A (Q , Ç )0 on obtient:

V (t) = exp{-(A(t) + o(A(t)))

Or d’après la deuxième partie du théorème1 [28] on a:

exp(~-ttt), t > 0, a}0
V.(t) =

0, t(0

Donc: A (t) + o (A (t)) = ta , t> 0.

Ce qui équivaut à:

1 — exp-A(t) = ta , t > 0 ( i.e A (l) - log(l-tQ)= -ta-o(ta)).

D’ou: A (t) = tû +o(t“).

Par conséquent:

m — 1lo(t“).= 1 -exp - ta ,t > 0k - 1

En utilisant le théorème IV.2.2 on obtient le résultat. U

EXEMPLES.

1. F(t) = (At/3 + o ,i-e: F=Weib(At,/3) ,on prend a(n,k) = — V. Il est

clair que: lim nFk (o (ra,A:) t) Jim 4tFk (a (lÿfcjt) =tk/i+tk0o(l) .
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Donc on déduit du IhéorémeL V.2.3:

'”*"V
k-l

lini Pr [a. 1 (n,le) Zu ' t )
n-»-t-oo ' '

ce - kj3)Q.1 - exp

f I V

((T-i) ’ û ) i°rstiue n-’C’est à dire An w- Tu Weil» t-oo .
t

-• .P(t) = / 1 ex p ( fis)(if rÿrpijtÿ+F'o (1) ,F(t) est la tonclion de

distribution de la loi gamma.

Si, «(«.*)- («SK*)* . On a:

lim nFk (a (u,k) t) = lira t„F,: (a(iink) t) =tÿ+tMWl).
Il - » CX.' U »f.Xi

Alors d’après le théorème (1 V.2.3) on a:

rn — 1
lim Pr [a

U-*co V
-1(n,k)Zu ( t ) t<v u — k3)0.1 — exp

k - 1

3. .F(t) rrr (At/* + tÿo (1) i-t ’¥ (t) ,avec liai 'P (t) = Ü.

Pn prenant: a(n,k ) on trouve:Xuà
limnFk(o (TO, A-I t) = lim f„Fk (a (fn,k) t) =tA/JH tklio ( 1) .
i-»CO ' li— »oo

Fn utilisant le théorème I V7 .‘2.3 on obtient:

in — J
lim Pr (a 1 (n,k ) 7. ( i )

H — 'QG V '
1 - eXp t r

k - 1
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CONCLUSION
Nous avons d’abord démontré que la loi limite du temps de panne d’un système
« k-parmi-m-consécutifs-sur-n » est une loi de Weibull lorsque les temps de panne
des composants suivent des lois de Weibull non nécessairement identiques ;
ensuite nous avons établi que la variable aléatoire a(n,k)T converge vers une loi
de Weibull de paramètres (a,/3) pour une loi commune arbitraire F des variables
aléatoires Tt ,i=l,2,...,n qui sont les temps de panne des composants l,2,...,n et sur
lesquelles on fait des hypothèses raisonables. Il serait intéressant de prolonger ce
dernier résultat au cas ou les composants sont non identiques. Ceci fera l’objet
d’une recherche ultérieure.



iRESUME

L’objet de notre travail est l’étude des systèmes « k-parmi-m-consécutifs-sur-n » .

ceux ci sont définis comme des systèmes qui tombent en panne si et seulement si au
moins k composants parmi m consécutifs sont en panne. L’étude de leurs propriétés
déterministes ou aléatoires revient à étudier les statistiques X et T qui représentent
respectivement l’état du système et son temps de panne. On suppose que les
composants et le système lui même sont dichotomiques (c à d ou ils fonctionnent ou
ils sont en panne ). Dans notre travail nous avons présenté d’abord les propriétés de
ces systèmes puis nous avons essentiellement au comportement

asymptotique de la statistique T couven : i .' ; normée .

Plus précisément nous avons démontre variable aléatoire a(n,k)T converge vers
une loi de Weibull de paramètres ( a,fi) pour une loi commune arbitraire F des
variable aléatoires Ti (i=l.........n) qui représente des temps de panne des composants
sur lesquelles on fait des hypothèses suffisamment larges pour les applications. Pour

démontrer celui-ci nous avons dû d’abord établir une double inégalité nous permettant

d’encadrer la quantité Pr(a(n,k)T<t ).

MOÇS.rLES:
Systèmes « k-parmi-m-consécutifs-sur-n ». 1 oi de Weibull. Distribution de panne

arbitraire. Loi limite.






