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INTRODUCTION :

Notre travail est une étude sy~téatique des systéemes k-parmi-m-consécutifs-

sur-n. Ceux-ci généralisent les systemes k-consécutils-sur-n et les systemes
k-parnii-n.

On définit un systéme k-consdécutifs-sur-n comme un systéme qui com-
porle n composants disposés lin¢airement ou circulairement et qui tombe
cn panne si et seulement si au moins k composants conséeutils (k<Xn) sont
en panne. Ces systémes sont utilisés particulierement dans les domaines
de la télécommunication, des circuits intégrés, pompage (.1‘1-: pétrole par
pipeslines...  [3],]4],]5]. s ont été introduits par Kontoleon [1] en1980
et ils ont fait Pobjet de plusieurs travaux dans lesquels soit on proposé€
des formules de calcul direct de la fiabilité du systéme soit on donne un
encadrement de celle-ci. On utilise des méthodes probabilistes ou algorith-
m?qucs sous des hypotheses diverses. Pour plus de détails on peut con-
sulter par exemples S.Papastavridis et M.Lambiris [8], J.G.Shanthikumar
[7!, I""K.Hwang |6}, Derman 4|, Chiang et Nui |2}, Bollinger et Salvia [3].
L’étude asymptotique du temps de panne de ces systémes a ¢galement
fait Pobjet de beaucoups de publications. Dans Papastavridis [9] (1987)
¢tablit un théoréme de stabilité pour la loi de Weibull dans e cas o les
composants sont supposés indépendants et de méme loi de Weibull, en
1990 F‘)l-ll‘,iSa‘&plli)l()U et Papastavridis [10] ont démontré un résultat ana-

logue mais dans un cadre plus général ol les compos:ants sont supposés



indépendants et non néedssairement identiques ( les temips de panne des
composants sont distiribués suivant des lois Weibull).

Lei, nous nous intéressons & d’auteres 1ypes de systémes dont la configu-
ration est plus compliquée: les systémes l(—p;xrmi~ln-(:ons(‘.cutil‘s—sur—n. Ils
sont définis comme suit: un systéme k-parmi-m-consécutifs-sur-n est un
systeime comportant n composants disposés linéairement ou circulaireinent
et qui tombe en panne si et seulement si au moins k composants parmi
1 conséeutils sont en panne (k<m-n). On remarque que pour m= A et
m - noon retrouve les systemes "k-conséeutils-sur-n” et les systemes 7k-
parmi-n” respectivement. On les recontre souvent dans les problemes de
controle de qualité, les procédures d’inspections, et dans les problemes de
détection des radars [19],]21],[27]. Ces systémes ont été introduits dans
la littérature mathématique par W.S. GRIFITH [18] en 1986. Cet article
présente une méthode pour déterminer la fiabilité du sytséme dans le cas
ou les composants sont supposés indépendants et de méme probabilité de
panne via les chaines de Markov. Beaucoup de résultats existent dans le
cas ou les composants du systéme sont supposés indépendants mais non
néeéssairement identiques: S.G. Papastavridis et M.Slukianakis [22] (1991)
donnent Parrangement optimal des composants dans le systéme, J.Cai |21]
(1994), Papastavridis et Koutras [20; (1993) proposcent un encadrement de
L fiabilité du systéme, M.SEikianakis, S.Kounias et A.Hilaris [19] (1942)
¢tablissent unc lormule explicite pour la valeur de la fiabilité du systéme

dians le cas id.d. L2¢tude asymptotique du temps de panne du systeme a



également fait Nobjet de quelques travaux, dans [24] (1988) on ;1(3111()11t1'e un
théoreme de stabilité pour L loi de Weibull dans le cas ou les composants
du systéme sont supposés indépendants et dont les temps de panne sont
distribués suivant une loi de Weibull. 1l est important de remarquer que
maéme dans le cas le plus simple (cas i.4.d) le caleul de la fiabilité de tels
systemes est loin d’étre une tiche facile.

Pour mieux présenter les systémes 7k-parmi-in-consécutils-sur-n”, nous
rappelons d’abord les propric¢iés des systeimes 7 k-parmi-n” et ”k-consécutils-
sur-n”, ce qui nous permettra par la suite de procéder a des comparaisons
de résultats. Ensuite nous généralisons le résultat donné dans |24] au cas
ou les composants sont supposés indépendants et dont les temps de panne
sont distribués suivant des lois de Weibull non néeéssairement identiques.
Ionfin nous démontrons un théoreme asymptotique pour le temps de panne
d’un systéme 7k-parmi-ni-conséeutits-sur-n” en supposant les composants
identiques mais de loi de panne quelconque. Pour établir ce théoréme
nous proposons d’abord un encadrement de la probabilité de panne du
systéme |l.}u’s()rinn(; (1V.2.1) page 58]. Ainsi nous montrons (ue pour une
loi quelconque I' du temps de panne des composants et sous des condi-
tions réalistes sur I, la loi limite lorsque le nombré de composants tend
vers Piuling, ost du type de Weibull, Ce qui constitue une gdndralisation
des résultats connus |9], [24] ol il est supposé que la loi I des temps de
panne des composants est de Weibull, Nous traitons quelques exemples

0y

de lois suffisamment générales pour les applications.



NOTATIONS USURLLLES:

n : nombre de composants dans le systeme.

m: la série de m composants conscéeutits sur n (m<n).

k : le¢ nombre minimum de composants en panne dans une série de
longueur m qui cause la panne du systéme (k5m)

X, ¢ L&tat du composant i (i 1,2, ...,n) X, = | ou 0 suiviml que le
composant i fonctionne ou tombe en panne.d = 1,2, ... 7.

-X = (1- X, 1 — Xy - X))

(LN) = (N Xy, Ny, NGy e NG 5 120 .

((),', ‘\) = (XJ, Xj, ey Xi_1,07Xi.{_l‘ ceny Xrn) ,i»—‘i J., '2, caay T2

Ly (1) :hmportance relative du composant i,

d(N) :la fonction de structure du systéme,

(~7 ) R

al  gte-y)”

(; : la probabilité de panne du composant i.

Pl -

| 2 (l)h Py e ])l!_)

R(n,m, k) Fiabilité du systeme ”k-parmi-m-consécutifs-sur-n”,

R, o, k) Fiabilité du systéme 7 k-conséeutifs-sur-n”

I; :hmportance en fiabilit¢ du commposant i.

A¢: Le complimentaire de Pensemble AL,

On précise qu’un composants ne possede que deux états il fonctionne
ou il est en panne, celle dichotomie ¢st valable aussi pour le systeme lui

meéme (cas binaire).



1) RAPPLELS
11-1) SYSTEMES k-PARMI-n:

1-1-1) DEFINITION:
Un systeme 7k-prmi-n” est un systéme tformé de n composants ¢t qui

fornictionne si et seulement si an moins k (k<n) composants tonetionnent.,
Autrement dit: ¢ (x)

1 81 et seulement si au moins k coordonnées du
vecteur x valent 1.
Notations:

£ variable indéquant 'état du composant i ,i= 1,2, ..., n

J T (‘Z'l y 0y ey ‘l.u,)’ ]'

L= (1 e, 1oy, 1 —-1,)
13 L[ R

[lw, = max e, [Tw, = min

! bldaln PO 1" 'n

La fonction de structure du systeéme est donnée par:

i=1
Uu bien:

B (X)) = X0 X X TN X X 0 X P LT T X X X0

1) Pour k= 1 on obtient un systéme en parallele

DG SR | NN § HCEER ARTTNIR ¢
ezl el

T

b) Pour k=u on obtient un systéme en série

#(%) - 1Y~ in X
-1 R

-3
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11-1-2) PROPRIETES.

1) Le dual d’un systéme 7k-parmi-n” est un systeme "n—k+1-parmi-n”

2) L'importance relative du i commposant est donndée par la formule:

o 1 /-1

pour tout i, i-- 1,2, ... ,n

“

3) Duns un systéme "k-parmi-n” chaque sous ensemble de (- & 1 1)
composuants constitue une coupe minimale. Donc le nombre de coupes
minimales vaut (n_’;.}‘lt).

4) La fiabilité d’un systéme "k-parmi-n” dont les composants sont sup-
posés indépendants et de meéme fiabilité p est calculée par la formule suiv-

ante:

123

/. . )
r(nkp) = Y. (” ¢ (1 -p)
J,

VERD

ot: r(n,k,p) désigne la fiabilité du systéme.

5) L’importance en fiabilité du i composant est donnée par:

L ==r (ll - k- L p)-r (“ o l’k’P)

ot:r(n — 1,k = 1,p) (r(n — 1,%, p) respectivement) est la fiabilité du systéme
?fe — l-prmi-n — 17 ( k-parmi-n-1 respectivement).

Démonstration:

1) N‘oto‘na par P la fonction duale de &, Par définition on a:

PO ()1 =P (1)
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Lsi M 08 0 -k Lsi 3w
()] ‘l’ (J. - ;Lf.) jasy =1 - i=1
" n
Osi 32 (1 w) (& Ost S, >m -kt
1 =1
IDIE |
Usi Sy (n—k+1
Li;j-) (;C) — 1 — \'1; (l - .l') — =1
Usi Yoy -kl
=1

Ce qui signifie que P (X) est la fonction de structure d’un systéme

"1~k + l-parmi-n”

2) On sait que dans une structure cohérente mportance relative du

¢ composant est donnée par:

1 N (@ (1, x) = B (0, 2))

Or pour une structure ”k-parmi-n” & («) = 1 si et seulement si au moins
k coordonées du vecteur x valent ldone:
N ( lu ‘L') - b (,Un ‘(') fl-{.171+.lf-'_n-§-.-.-|-.v,'_<11 Lyt oboboaty, =R ~1}

Cette quantité vaut 1 pour ('/“i) valeurs de (1;,@). D’ou:

() = (" T wi= 19, 0n
& 211.~--l L—1 ¥ [ !

3) Il est clair que (2 - & ¢ 1) est le nombre minimum de composants en

panne qui cause la panne du systéeme.
. - WA .
Pr(b(X)=1) = Pr (L X, > /\r) . Or les variables

(=1

1) On a: r(nkp) =

aléatoires X4 = 1,2,...,n sont supposées indépendantes et de méme loi.

1)’ou le résultat attendu.



U

5) On sait que:

L=1r(l,p)—r(U, p)vi=12..n

Or: rv(l,p) =r{n- 1Lk -—1,p)et r(U.p)=r(n-1~5p).
1-1-3) LOL LIMI'TE POUR LE TENMPS DEE PANNE DU SYSTEMI.
Le temps de panne Z,, d’un systéme 7k-parmi-n” est la (n-- Lk + 1)“"””"“

- statistique d’ordre de la suite de variables aléatoires 1,0 = 1,2, 5, ¢’est

- e

3

adire Z,, =T (-k41), ot T4, Ty, T, sont les temps de panne respectils des

composants 1,2,...,1n.
Smirnov (1952) a démontré que trois types de lois sont possibles pour

le temps de panne V) ¢

ke

. | - .‘h-l,, ] ) . Y \
1) oy i ulexp (—u)du pour w U, U
|

2) (’T-Ll)'i if‘ WY exp (—u)du pour & { U, )0
J

explz)
3) (}.-l'l~1)! k{ Wl exp (—w)du pour ~oxo{ e {00 .
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11-2) SYSTEMES "k-CONSECUTHS-SUR-n”.

H-2-1) DFENITION.

Un systéme 7k-consécutils-sur-n” est un systéme formé de n com-
posants disposés lil‘u':uirmnunl. ou circulairement et qui tombe en panne
si et seulement si k composants consécutifs sont en panne.

a) Pour k= | on obtient un systéme en série.

L) Pour k= n on obticnt un systéie en parallele.

11-2-2) PROPRIETES DETERMINISTES.

On désigne par N(j,r,m) le nombre de facons de placer j U entre r 1
sans qu'il ait plus de m U entre deux 1.

1) Cas linéaire:Les composants du systeme sont disposés linéairement.

La fonction de structure est:

n-f+1 otk -1

Py (X)) = H H X, =  max min X
) Poesn—KRpligueth-1 7
¢ e

La fonction duale s’éerit:

re—Ah-+1 e kA1
‘-l’? (X) = I | X, = min max X
: e Kbl gt K-
ST - - 1 hblesyeth=1
= ;-

¢) L’importance relative du composant i est donmée par les lormules
suivantes:

i B S .
cPour ¢ = 1,2, ..k

1 -1 n-k—m—-1
Loy () = 57 2% N(jn—k—m=—jk-1)
= U VERY)

SPour (sl Lk + 2,000 - &



. 1 A-1 (=rm-1 o ' n—c—m-K '
Ly, (4) = 5oy D STON@G k1) S O N@m—i—k—m+Lk-1)
g=U J=0
Par symétrie on a:

b, (1) e () ba 02) by, (e L)y Ly, (B) - bay (10 et 1)

2) Cas circulaire.Les composanis du systéme sont disposés circulaire-

ment.
La fonction de structure Lo et sa duale b2 s'éerivent:

noera- |

Pe(X)=1] IT X, = max min _X;
1 . Tiitne? jlidh—1
.

n +h-1

(j,g (‘() == H H X, = min - max X

T e i i bk —
=1 e Tl ity i pR-1

¢) L’importance relative du composant i vaut:

Jooohk= 1k 1), Vi 12,0000

3) Chaque sous ensemble de k composants conséeutils constitue une
coupe minimale. 1l y’a (n —A& -+ 1) coupes minimales dans le cas linéaire.

Les démonstrations de ces propri¢tés se trouvent dans (12].

PROPRIETES STOCHASTIQUIES.

Les systémes 7k-consécutifs-sur-n” ont fait objet de plusieurs travaux
dans lesquels soit on propose des formules de calcul direct de la liabilité
du systéme soit on donne un encadrement de celle-ci.  On utilise des

mcthodes probabilistes ou algorithmiques sous des hypotheses diverses,
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L’¢tude asymptotique du temps de panne de ces systemes a également
lait Pobjet de beaucoups de publications. Dans [9] (1987) on établit un
théoreme de stabilité pour la loi de Weibull danis le cus ol les composants
sont supposés indépendants et de méme loi de Weibull, trés récemmnent en
1990 Chrissaphinou ct Papastavridis [10] ont démontré un résultat ana-
logue mais dans un cadre plus général ou les composants sont supposés
indépendants et non néeédssairement identiques (les temps de panne des
composants sont distribués suivant des lois de Weibull). Nous rappelons
quelques résultats nuportimts.

Cas ou les composants sont indépendands et de méme fiabilité:

La fiabilité du systeéme est calculée explicitemmemt dans |13] par les

formules:

- Llfn—ki+ 1 — ki

= i i

iU t

R (pye, k) = 3 (-pa*) (“ l MO ot tk S (—pt) " (“ —k(it1) -1
' el

Les bornes de la fiabilité sout données dams [4] par:

n—h+41

B EGER - A +11
(1) < Ry (oo, k) < (L= of e gt

Cus ol les composants sont non identiques:

Dans ce cas le cadeul exacte de La fiabilité du systéme est trés com-
pliqué. Pour cette radson on démontre des formules récursives dans [7],[14/,{1£

permdéttant le caleul de celle-ci.
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Les bornes de la fiabilité sont de la torme |16].

H 1 - H ; \_fl'tL(~71,/.',/.')'7H 1 - H q; r(—ii}l H q;

11.2.3) LOL LIMITE DU ‘UEMPS DE PANNE DU SYSTEME DONT

LA LOL DE PANNE DES COMPOSANTS EST QUELCONQUIE

On considére un systéme “k-conséeutils-sur-n” dont les composants
sont disposds lincairement. lei, on suppose que les composants sont indépendants
¢t de meme loi de panne, et on désigne par I'(t) leur distribution de panne
commune.On démontre que la distribution limite du temps de panne du
systéme est une loi de Weibull. Donc, on généralise le résultat particulier
9] donné dans le cas ou la loi de panne des composants est une loi de
Weibull.

Nous avons besoin des notutions suivantes:

1T, Ts 0, sont les temps de panne respectils des composants 1,2,...,n

du systéme. Le temps de panne 7, du systéime est donné par:

Zy, = min max T}
o ekl i jk-1

On définit les quantités suivantes:
I () = Pr|Ty <t] =1'(t) pour tout i,¢=1,2,....,n
u k1l

3P (1) = (e — Lo+ 1)K (1)

i
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Le résultat que nous allons exposer est du a B.Ksir {17]. 11 est basé
sur un résultat donnant un encadrement de la distribution de panne du
systeme.
THEOREME (11.2.3.1).
Sous les considérations ci-dessus et pour tout entier ¢ > 1 tel que

k<ké <n, on a:
‘l » I] »‘ "\k -] Iy -~ -~ '1}( ~, 7
s ([ R k< P < ek DFR ()2 0

ou [x| désigne la partic cnticre de x et
D) = THF(L) (2% — 2) + (k€ - 2 1 DF¥ (1),

Démonstration.

- , . n-}_&—j—l
Priz, < tj=Pr min max 1y <l < 3 Pr L max 1§ < L} <
ISR S TR Y | j=l joi_jtk-d
u-k-p1jik 1 . u kil )
oo Pe(Tit] = 3 Py s (e -k DR (L) nreeenns Creereriieras (1)
o= -1

Par ailleurs, pour t [ixé considérons la variable aléatoire Y, (t) ,
Jo= 1,2, .,n—4~k+ 1, qui prend la valeur 1 si et seulement si tous les com-
posants j,j i 1,...,j + A& - | sont en panne et la valeur 0 sinon. D’autre
u-k+1

part, définissons la variable aléatoire Y(t) = 3 Y;(t). On remarque que
=

le systéme tombe en panne si et seulement si Y(u) ) 0.

n kil
Il est clair que @ B(Y (1)) = > Py(t) = (n—k+ DIF* (t). On peut éerire:
i1

=1 ke

Pr {7y < t] = Pr(Y (1))0) > m»( Uu U ;= 1))

0 ikl

IR
L (i 1) ¢
i=0 Wikt

{i+-1)k¢

' (i-+1)ke A
Mais ¢ Pr ( U ;) — ’L)) = Pr ( S, (t))())

=ikl 41 \jrikl 1



De Pinégalité de Schwartz il est possible de démontrer que:
33

Cu ey~ (E(QY . .. -
Pr[Y ) 0] > ‘(‘E((?T)) pour toute variable aléatoire Y > 0.

Donc: ‘
(4 1kt
Y. Y OE(Y,(0)
(i i ke ( Y E(Y,
Dy SOV (Y VO] > Nemierr s KFRYy
Pr (i i?—;”\J(‘ﬂ) / ’) : 2 RSOk Dk pour L) 0

(i1 gkt -
Lu( D Y'(z))
WJEkE41

B Bn posant: D(U) = L4 (20 2170 o (¢h 26 - DR (L) on obtient:

I'n combinant les inégalités (1) et (2) on obtient le résultat .
THEOREME (11.2.3.2):

1—00

Si limnk* (e (n,k)1) = A(t), (0< A1) < 1) avee 71'{»11“10a (n,k) — 0, on a:

lim Pr [a”l (re. k)7, < L} = A(L).

n-—00

Démonstration:
—_— 10—,

SilimulF* (a (k) t) = A(t) on a :lli}’lpl‘(/z —k+ DEF5(a (k) t) = A (1)

I suit que:
im Pr(Z, <a(nhi)t) < . 3
Jim P (Z, Sa(n,h)t) < A(L) . (3)

D’autre part si on prend dans le (héoréme (11.2.3.1) ¢ = {, tel que
(o = > et % =0 quand n— ou ( par exemple £, = [clogn] , ¢)0) on a:
i D (a (e, k) t) = 1.
YA 8l ° ’

Par conséquent:

lim Pr(Z, <a (b)) > A(t) ... (4)

1n—n0 -

En combinant (3) et (4) on obtient le résultat. M
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Maintenant, nous cherchons la distribution limite de la variable aléatoire

normdée ¢ (n, k)%, ot a(n k) 0 est une fonction convenablement choisie.
THEOREME (11.2.3.3).

Silim nF* (@ (r, k) t) = L 6P (@ (k) 1) = Aft) , (0< () < 1), tel

que « (n,k) — 0 lorsque n—- . et pour {, = clogn , ¢ )U.

On

1 —exp(-1*), pour «)i,L)0
lim Pr [a‘l (n, k)2, < t} =

n—0o0

0, pour L{0

Démonstration:

On considére un syst¢me comportant n blocks disposés en paralléle
tel que chaque block contient{, composants (£, > k) disposés ¢n série. La
fonction de fiabilité de chaque composant est F‘M‘"_(lw) = 1- F*(1). Done, on a
un systéme Vséries-parallile” régulier et homogene [238] dont la lonction de
distribution de panne est donnde par la lormule:

n

Ty ";‘.','"—'—’[n
NOESS (1 ~F >
i=1 ’
. —;\4, T V‘:V“ C" ) ~ . -
11 est cladr que si V(i) i nl™ (b + A3,) avee o, 0, 4, > 0. On a:

n-—0o0

litn 2, (ant + 3) = exp (=V (1))

. Mais:

T . ‘ .
lim nl* (a,t -+ 3,) i reexp {(’,, log (1 — B (et -+ ‘H“))

I A

[o—

. - 131}'1\ e ’ £ (F" (at + 3,) +0o (‘l*"" (et -+ ,H,,)))]

£



IS

= ,LE:{{DIIEXI) |:_, (}u U“R (“u.“) + ;Han (Sh) -+ 0 (FA (()(u,['«) -+ ﬁqu (‘;)) )]
y ot < C < (Yth'\L—R(‘;vz

Iin choisissant a,, = « (1, k) tel que: lim nlk (a(n,k)t) = hm ¢, O (a (€ h)t)
[T 8] 13 --r %)

y e Let £, = clogn et ¢ =1'"%({), ¢ U on obtient:
V(L) =expd- (A1) +ro(A).
Or d’aprés la deuxieme partic du théoremel |28] on a:

exp(-t*), pourt >0, a)0
u, pour ¢{0

Done: A (L) +o(A (L)) = L%, pour t » U

Ce gqui ¢quivaut

Levexp—-A(t)=1t*,t >0 (e At =log(lt®) = —t*—o(t*))

Par conséquent:
Aty =t"+o(t") = L —exp(~t*),t > 0.

En utilisunt le théoréme (1L.2.3.2) on obtient le résultat. M

EXENMPLES.

L) = (,\L)"i “+ 0 (L"”) deer FeoWeib(AGd)on prend a (i, k) = A
An ko

On w ulirl"l{i;lll“k (a(n,k)t) = ulij"‘xl Colh (@ (6, k) L) = Ll"’j'—H""*u (1).

Donce on déduit du théoréme (11.2.3.8):

lim Pr (cf1 (e, k)72, < l_) =1 —exp(-t%),a =L&8)0.

L~ 40O

E N . IR N ey -
C’est a dire Ania Ty — Weib(u | o) lorsque n— 400
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- Ny “ ) e A . . < . .
:. .l‘ (t) = i’) l;(‘/“f“t“l)bﬂ 1(}.){1)(‘ /‘15)(‘15 - l,(fl-{-f)(ﬂ'ﬁ‘t’{l)(l) 5 l‘(t) est 111 fonction

de distribution de la loi ginnma.
o

Sitoa (k) = (ft‘—? *‘1))'};"" on

i

lim nk™* (a (re,k)1) = lim €, M (a (g, R 1) =5 0570 (1),
N o OR) 4 /

n--rX) n

Alors d’aprés le théoréme (11.2.3.3) on a:

lim Pr (a“l (e 1Y 70 t) =1—exp(—t%),a = k0.

n—nQ

3.0 = (,\t)"”' +tPo (1) +t2 W (1) ,avee lim W (L) = 0.

t—U

En prenant: a (n,k) 1. on obtient:

TR

linuk* (a (n, k) t) = lin 0,0 (a (€, k) L) =Mt (1)

n---00 )

En utilisant le théoreme (11.2.3.3) on trouve:

lim Pr (a‘ Y k)2, L) = 1= exp(=tY),a = k30

(g 8]
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1L - SYSTEMES k-PARNI-m-CONSECUTIFS-SUR-n

HLT)DEFINITION:

Un systeme "k-parmi-in-conséaudils-sur-n” est un systéme formdé de n
composiants disposés lincéairement ou circulairement et qui tombe en panne
si el seulement si au moins k composants parmi m conséculils sont c¢n

panne.

a) Pour m=n on obtient un systcnme "n—k+I1-parmi-n”.

1) Pour m=k on obtient un systéme ”k-consécutifs-sur-n”.
HHL2)PROPRIETES DETERMINISTES.

1) Fonction de structure:
On ddésigne par S; le sous-systeme constitué des composants ¢, ¢+ 1, ... i+
meo= L (0 12

g -

sy i+ 1), Pour i fixé S; opere comme s’il était un systeme

(i -k + l-parmi-m) dont la fonction de structure notée &, (ic) est donnée

par:
rene )
Psi > x, >m—Fk+1
qlt (‘\) e . ¢
RN
ust Y x; <mo-k
A

La fonction de structure du systéme "k-parmi-m-consécutits-sur-n” s’éerit:

re--rn+ 1

P(X)= [T () = _owin & (X)

el Cin ]

I'n effet,par définition du systeme on a:

PL(x) = L si et seulement si chaque m composants conséeutils contiént
au moins - k4 1 composants fonctionnent.

De fagon équivalente:
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d(x) = 1 si et seulement si pour tout i, i = 1,2,....,n i + 1 au moins
m =k -+ 1 composants parmi les composants 4,4+ 1, ...,¢ +n— | lonctionnent.
Par conséquent:
P(x) = 1 si et sculement si 9, (x) =1 pour tout i, i = 1,2, ..., —m+ 1
)’on:

ve - el

TN) = J[ L(X)= min ¢ (X)
B

Ve n—rnu4-1

2) Fonctior

Omn sait que: 4P (x) =1 - d (1 x)
1)’ou:
B . B - rie4-1
P (x)=1- ,..nin 1(1% (L-x)=1- [ ®(1-x)
Cesn—-nme ’ (=1
n-net1 ) -1
=1l (L (X)) = I PP ()= max WP (x)
1 ’ i1 ’ Ll —net )
ou:
: et
1 sl }_: X; >k
W - teonl el 5
0si Y x, $h—1
_-/"_:j
Donc:
ree nit}
D ) o= ¢ lD S 10X . 11) %
J (‘\\) ’I_‘[] Ic (‘\\) l‘;i‘l'_llllrl-‘\n’t%'l 1(. (x)

Cest o dire le duad d’un systeme 7k-parmi-m-consécutils-sur-n” est
défini comme un systéme qui comporte n composants et qui fonctionne si
et seulement si il existe m composants conséeutifs contenant au moins A
composants qui foncetionnent.

REMARQUL

a) On procede de la méme maniere dans le cas circulaire saul, qu’ici on

.

remarque que le systéme comporte n sous-systémes et N, NG V] > 0
l . R -ty YAl J —



~
[

Donce on a:

b (N) ll 4N} min 4, (X)

17 n

PE(X) = T (N) = max P (X)

o Lezn

b) Pour m = A (m = n resp) on obtient sans difficulté la formule de la
fonction de structure d’un systeme 7k-consécutifs-sur-n” (- A+ l-parmi-n
resp).

3) L’importance relative des composants du systéme est calculée dans
des cas particuliers (e = et nme= 4L ).

HE3)DERFINITION (coupe minimale):

Unc coupe minimale pour un systéme ”k-parmi-m-consécutits-sur-n”
est Pensemble de k composants parmi m conséeutils.

£ De la définition ci-dessus on a:

1) Toutes les coupes minimales sont de taille k.

. . A _ -1
2) Le nombre de coupes minimales vaut: CL) + (1 —m) (”,’yl) .
On peul lacilement vérifier que si m = £ (m = n respectivement) on

obtient le nombre de coupes minimales d’un systéme ”k-conséeutils-sur-

n” (i -k + l-parmi-n respectivement).
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111.4) CALCUL DE LA FIABILI'TL:

Dans tout ce paragraphe, on supposc que les composants du systéme
sont statistiquement indépendants et de [iabilités égales i.e p, =p pour tout
i, 1= 1,2, ..., n.

NOTATIONS:

L: un systéme linéaire.

2i un systeme circulaire.

R, (p,n,unk) (Fiabilité du systéme (e = L ou « = ).

Ne (4,72, m, k) nombre de lois que le systéme fonctionne sachant que j
composants sont en panne. Il est égale au nombre de tacons de placer
au moins (m — A& + 1) composants qui fonctionnent entre k composants en
panne sachant qu’il a j commposants en panne, a = L, C.

I1.4.1) CAS OU k=2

Dans ce cas on a les résultats suivants:

LIENNIL: 111.4.1.1: Pour k=2

a) N, ('j,n.,m,‘.’) _ (n—(,/‘—l_)(m_l)).

J

[ I . " ino-y(m-1)
L) Ne(Gyrm,2)y LU )
Démonstration.
Voir Nauss [25].
THEORIINIE [11.4.1.2,

Pour i =2 < m < n les formules de la fiabilité du systeme sont:

' , —-Dm-=1N . . w+m—1
Ry (pyr,m,2) == Z (” U ) (m ')>qJ P our = [gj_—_m }
: PERTIN J R



: > 7 (= (m—10\ . . n
Re(pye,m,2) = e s | , U T VIS R [—~] .
e (it m, 2) /ZUIL SV IUEE AN J Il ’ m

Démonstration:

Supposons que j composants du systéme sont en panne. Le systéme
fonctionne ou non selon la position des composants en panne et en fonce-
tionmement dans le systeme.Si entre deux composants en panne il existe
au moins (m — 1) composants gui lonctionnent le systéme fonctionne, il y a
N (Jyre,m, 2) (@ = L,C) possibilités. Ainsi pour chaque j chaque possibilité
a une probabilité de p* 7’ qu’elle soit réalisée. 11 suit que:

Re (pyecin. 2y Z Ne lg,m,m,2)
=Y

En appliquant le lennme (111.4.1.1) le théoréme est démontré. W

REMARQUL,.

Pour k> 3 le probleme de déterminer une formule explicite pour la
fiabilité du systéme est trés compliqué.

[11.4.2)CAS OU n=m+A :(\ < m)

Dans ce cas la fiabilité du systéme linéaire est donnée dans le résultat
suivant:

THEOREMIE 111.4.2.1.

Pour n==m+ \ (N <) on a:

AL i o\ S
Ry (p, e, i, k) == Z Ry (1,2NA\ ) (IA )[‘)'”“’\“"""’q}‘ .
P—

. 2ozl

Ry (p,2\\e) = 1 pour &)

Ay



Démonstration:

Soient les édvénement:

A(N,m - 1) Pévenement Vil existe exactement k-« composants en
panne parmi les o — A composants N, om—- 17 e = 1,2 k.

B(2\ N @) Pévenement 7au plus « — 1 composants tombent en panne
parmi chaque A composants consécutifs parmi les composants 1,2,...,\ —
Ly Jo = 1,2, ..,k

I est clair que:

X
Ry (pype,my k) == Pr ( L,I1 BN AN, m -1, -.c‘))
P
= \’: Pr(B(2\ N, o)) Pr(A (N me—1,@))
i1
- §__1{L( p2AAL) (M pr iRk
COROLLAIRLE [11.4.2.2:

a) Pour n=m+ 1 on a:

: me 1Y Dk ifm—1 -
Re (P,‘I?l‘ + 1) = (/ o )Pm—/s—i«..qk-l + Z ( ) )I)m—l—a_qJ,
! r=U "

b) Pour n-=m { 2 on a:

gy ‘ _ N -2 ko
Ry (pyr+2mk) = (/_ l)l‘)'“"’!‘*'jcl"‘l +p= (L + 2q) (ll . )p"""q"‘"

¢) Pour n=ne 43

o A /m = 3) m—3 -
Ry (pome +30m0,0) Z (I ) STTE (1 —dq® + 3¢ ) ( . )1)"“}‘(1‘“3
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+ (‘p‘r’q + (L 2q) + qp” (]')3 -+ .'5(11)?)) ((//J_L ., ).) PR LR

Démonstration:

a) En appliquant le théorcme t11.4.2.1 pour \ = 1 on obtient:

&
Ry (pan v Lugk) - YRy (p200) ('f‘*1)1)""'1‘;“”(]“““:
RIS |

b

1 pour « ;1
Or Ry (p.2, 1) =

pj pour ¢ = |

D’ot: Ry (pan + Link) :p.’(luml)l)m,. Ff=l g (m Lyt ghes
’ ':'_._?

-1 k—ux
2
. A-2 .
e me kg2 k-t ~ (=1 w1
RS o N R
.

b) En utilisant le théoréme 111.4.2.1 pour N = 2 on déduit que:

A a 9 ohy o b ; -2\ -1 -k k-
Ry (pom A 2amk) - }_:1{1, (pyh,2.0) ('l“ ‘:)pmv 2k +J.q/.>,.,1 Ry (a2 1) (A-- T)P n-1 ﬂ_qh 1

TRy (pyd,2,2) (’;’f,—fj)})m"k(];‘“:
Or Ry (pod,2:e) = 1 pour &2
I{L ([),4,2’_[) ::P»I

Ry (p,,2,2) =pRe (p,3,2,2) +pqlRy (p,2,2,2) =p(p g+ p)4pall = ¢7) =p (L +2q)

D’ou: Ry (p,e -+ 2m0k) = (’}"\‘f"'\ [)”“"’*3(1"" -+ p"" (14 2q) ('}'l_‘_'.j)}')”‘""q"” -

17/

¢) St N =3 le théoreme L1L4.2.1 entraine que:

A 2 .
Ry (pm-+2mk) = YR, (p,6,5.0) ('}’f_'_";)p’” Ackbrghox
z=1 "
Or:
R, (p,6,3,.0) =1 pour )3

Ry (p,6,3,3) = 1 —4g® + 3q! (fiabilité du systéme 3-conséeulifs-sur-6).
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R, (p,6,3,1) =p°

Ry (p,6,3,2) =pRy(p,5,3,2) +qp Ry (p,3,3,2) :p(qp‘1 -+ 1’)3 (1-2q))

+ap? (p° + Bqp?)

le résultal ¢) est obtenue en subtituant ces quantités dans la lormule
de Ry, (p, e+ 2 m0k) .

Le corollaire est done démontrdé.

111 4.3 CALCUL DE LA FIADILITE VIA LES CHAINES DE MARKOV.

Considerons un systeme "k-parmi-m-consécutits-sur-n”. Les composants
sont supposés indépendants ct de fiabilités égales p, autren’ient dit les vari-
ables aléatoires X:,,X'_,, v X, représentant les états des composants 1,2,...n
respectivement sont des v.a de Bernoulli indépendantes et de méme loi.
Définissons la suite de variabes aléatoires Z;, j - L2, .oon - e + 1 par
Zi = (X5 Xty e Xjpm-1). 11 est aisé de vérifier que la suite {Z;} forme une
chaine de Markov dont le nombre des états est 2", L’ensemble des états
peut ¢tre décomposé en une partition de deux sous-ensembles.

1= le sous-ensemble des états de panne du systéme, cet ensemble est
constitué des ¢tats qui comportent au IIn()ins k 0.0n vérilie fucileinent que

et

G
card’F D ( ! )
i=h Nt

1T - le sous-ensemble des ¢tats de fonctionnement du systeme.

Les probabilités de transition entre les états de ‘1T° sont délinis par:

r \1"{“1' - r cor . ; v v .
PETT P (2, e 2 T 23— L2y = )

‘

In utilisant les ¢quations de 7 Chapman-Kolmogorov” on oblient :



P(T,“ W Pn‘,’t'—l) .
TH" = Y‘ fll“., M pour t, J 7{ !
bt

2 . ) . . .
On désigne par ‘I la matrice sous-stochastique obtenue de la matrice de
transition de la chaine en éliminant les lignes et les colonnes correspondant
s . o - T P T ‘Pl'
aux dtats de T On sait que: ‘I =1 .
C Sous ces considérations nous avons le résultat suivant:
THEOREMIE 111.4.3.1:
La fiabilité d’un systeme ”k-purmi-in-conscécutifs-sur-n” est donnée par
Lo formuale,
- , )l_"ll ~e) .
l{(”’/)l,’/"’])) B ZZ J.Vly,_l }A)I'(’/Jl = ‘[)
TR NTY
Démonstration:
. . —_— e Sl RS 4o r 40Ny 4
- l“L(’ll,'lll,/\,[)v) = P1 (L'n-—-rrl+1 ¥ i . /w -m ' 1, ceeny /xg Y l,[;l b )
NN - o R - e Iy AT .
S Y PrZnwir = 53Ty L ¢ T, Lz Ty 2= 4)

JET i T,
= Y P (Lo ey = T L D =23, e Y = i) Pr (% = )

g T ‘..'{ P

NS R Y VAR

Pyl
Le¢ théoréme est done démontré. M
EXENPLLE.
Considérons un systeme 7 2-parmi-3-consécutifs-sur-n” c.a.d me = 3,k = 2
““““ ‘ on

[’espace des états est comme suit:
b

. (UL DL L0), (L0, (U, 1 D) (1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1), (0,0,0)
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Si on désigne par 1,2,...,8 les élats de Ia chaine dans leur ordre ci-déssus

nous avons: ‘I'= {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1), (0,0,0)} = {5,6,7,8}

p o l-=p 0 0
U U p U
(l‘]‘) E
U 0 0 p
p l—-p 0 U
p? pour ¢ =1

p? (1~ p) pour i = 2,34

La fiabilité du systeme est donnée par:

}' (\ y~7[) S‘er[ (Z] = I,)

Les quantités TPii'“_J') dans Pexpréssion de R(1e, 3,2, p) sont difliciles & cal-
culer pour les grandes valeurs de n .

REMARQUE

On voit clairement que 'évaluation de la fiabilité d’un systeéme "k-
parmi-m-consécutits-sur-n” pose de sérieux probléemes saul dans des cas
particuliers (par exemple n < 2ok = 2). Le probléme se complique plus
encore lorsqu’on suppose les composants non identiques. Pour cela des
méthodes de simulation sont utilisées dans [26],|27] pour donner des ap-

proximations de la fiabilité du systeme étudié.
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HES)BORNES DE LA FIABILITE DU SYSTEME.

On a déja vu que le calcul de la fiabilité de notre systéme est trés la-
boricus méme que dans le cas ot les composants sont supposés indépendants
et de fiabilités égales.On est quelque tois contraint & fournir un encadrement
de la valeur de cette fiabilité. Lobjet de ce paragraphe est justement de
donner une borne supericure et une borne inferieure pour la fiabilité du
systeme.

HLS5.1)CAS DES COMPOSANTS DE IFTIABILITES EGALES:

lei on envisage le cas ou les variables aléatoires X; sont indépendants
et identiguement distribuées avee p, ~p et q, ==q Vi = 1,2, ..., 2. Dans ce cas
nous avons le résultat suivant:

THROREME 11L.5.1.1:

Sip, =p pour tout 1, ¢ = 1,2, ..., on a:

Lty myn, p) < K(r,m be,p) < Uk, m,n,p).

Kol ) , (] ,
O L(/l', Il'l,'ll,[.') = (Pm—k+l J};U (l;L) (_l - P)J 1)m~3> ﬁ

1 L
1, sitn— [:,‘r“"‘l}ml| (200 -k - )< k=1
-l — J
E-d o — {_—»———”-—, } D= b )Y ] .
> ( sl ), (7), sinon

; o N ke 1)
) (L pyp Lt

A-1 . ll!r‘r}
Uk, m,mn,p) = (}_‘ (’]") (1 —p)y l,)r,i.~;,)

3=u

Démonstration:
1) Borne superieure:

Soit: S, :I’événement Vil existe au plus (& — 1) composants ¢n panne
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parmi les composants 6+ Lo 0o - L7 gi= 12 L -k L

I1 est clair que:

) n—rtl _ i[?i';]] n—ni1 B £{1~1
R(N,'/”,/\‘g) = PI‘( N 5;) < N Simtr |, car: N Si< N St
=1 e=:U =1 =0
sa o : r \ . . .
Or les évenements {817, ¢ U 1 ‘,’ﬁ] — 1 sont indépendants d’oti:
O Gy
Rire, o) < 1T Pr(S,.0)— | kD (J) (L =py p™ ) =U(k,m,np).
=0 ) =0 4=0 " ) )

2)Bore inferieure:

La borne Lk, m,n,p) est obtenue du fait que le systéme fonctionne cer-

tainement si chaqu’un des [ELTI{EIIJ sous-systémes non-chevauchdés constitué
de m composants consécutils contient au plus & - 1 composants en panne
suives par m — Ak 1 composants qui fonctionnent.

L1L.5.2)CAS DES COMPOSANTS NON IDENTIQULES.

Nous avons besoin des notations suivantes

NOTATIONS.

Q.. ‘probabilité de panne du composant i, i=1,2,.

1e.

.

P probabilité de fonctionnement du composants i, i= 1,2, .. n.

I, : {le composant i tombe en panne}.

A, @ {le sous-systéme k-parmi-m-consécutifs-sur-i constitué des com-
posants 1,2,....i fonctionne}.

A, j) : {1e sous-systéme k-parmi-in-consécutifs-sur-j—i+1 constitué des
composants 4, + 1,...,j fonctionne}.

13, (4,4) : {il existe exactement [ composants en panne parmi les com-

posants i,i4+1,...,) |.
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B} (4,7) : {il existe au moins { compos=ants ¢n panne parmi les composants
i1, b

G, 0l existe au plus (£ — 1) composants en panne parmi les composants

e (i, ) e (83 (i, §))
Mo (i) = Pr(B (i)
On délinit les quantités suivantes:
Ui = Ve =g (L, 10) yep, = 1
o =Wy (4=t 10— 1), pour i -=m = Lme - 2, .
by =hg (v —m+ 1,0 — 1)q pour « = m+1,m+ 2, ... n
Con = Pr(A(—myi— 1)) =1-Hy({ - m,i—1)
P = 1 pour i< U,
THEOREMIE 115,201,
soient: n>m>k>1 alors on «a:
n n b i
H (I —am) S R(n,mk) < H 1~ _—"—L H Pjn
c=m i=m Con jmi ~2mvk
Démonstration .
1Vaprés les notations précédentes il suit que:
Ay TAL T AL
Pr(Ag,) =Hg (1,m)

Pr(A;) = | pour i¥ 7 ~ | par convention.

La suite des évinement {A,} forme une chaine de Markov .
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Donc pour n> m on a :

R(re,m, k) = Pr(An) = Pr(An A e AL)

P (AW PE (Ans1/An) o Pr (A Ao ) = Pr (Aw) 1T Pr(A/Ac)
(=mi--1
‘ noo o . : n Pr(AcA,_,
= Pr (‘L\m) } H (J- — Pr (\l /" ~'\r M Pr (:’\“l) ) H (l o Aél?;{—;f4)>
i=m+1 =41 *

Des définitions de B (¢, j} et B} (4,7) il suit que:

SPour i==m+ L,m+4 2,.....,non a;:

Pr(AfA) = Pr(A B (0=t L = DF) < Pr(AcaBio, (i - mo+ Li - 1))q
Iin utilisant les propri¢tés des variables aléatoires associées on obtient:

Pr(AfA, ) < Pr(AHg (i —m+ 10 = 1)q, = Pr{Ai_1)a,

Iin combinant les ¢quations précédentes on déduit:

R{n,m k) > Pr(A,) H (1= ap) = H (L= @) e (1)
SRS i=m

SPour i=m+ Lm+2,...,2m ~k on a:

L
i Pinhg o (éom bl T, ) .
PrASA ) o Pr(FSLPS ) By G- e Li=1F) (,II a ') L T )
brihoy) < Pr(A, ) Z Pr(A(i-mi-1)) 7 tin _'/l—llpjn ....... (-)
CPour i=2m—-~A+ 1,..., 1 on a:
‘ ~ Pl(“\\-‘;‘m-t 3 l]“f W BL‘- ile—m4 ]’i'l)l?f-) "
AR S SAp AN GO I Y eamrom st s s e et » e s
A ok T ) -
I'-‘»},:-(:‘;‘-'-”--]") Y 11 poube ey L= D, >
T FET R TR TN
PriA; onen.;) o ; o ) o QT . )
I'r(.-\‘_l,,.;;,._;:\f@ =TT I pedwaa(i=—m+ Li—1)qm = 2 1T Pjreeninn (3)

RER R TR j=i—2m+k

D’aprés (2) et (3) on a:

n b, Ce—m
. in i
R (72, m, k) < H L=— H [ IO (4)
e Cin j=e--2imA-k

In combinant (1) et (1) on obtient le théorcme. M

CDans le cas particulicr s = £ les bornes de la fiabilité d’un systéme

”k-consécutils-sur-n” sont données par le corollaire suivant.



COROLLAIRE 111.5.2.2. Soit | </ <n on a:

1“]. (1 - I‘I djn) E/ R (’Il’llj’/\.) 5

PR S J=i~Ah+1

k " ¢ 1 ! ¢
I - 11 (‘"IL) 1 1 Ha—isyn (l Ujr ; ire
( i=1 b é“rll.‘lrl ( o ) J:I:l K b _j:-‘-'t1'~£‘+l W

Ddémonstration:
Le corollaire 1I1.5.2.2 suit directement du théoréme [11.5.2.1 du lait que

pour m Lk on a:

A
A = br’m = /[A (l)/‘) - II Qjn 9 Chn = |
jo

oy = iy (U =L+ 10 Dqi= 1l qui=k+1LA+2 ..n
G bhepl

b ~ Ty (U= b4 L1 — 1)qu = l‘[ U A =R+ 1L E+2, .00
VT |

i-1
Cow = Pr(AG ki = 1)) = LMy (i beyi= 1) = 1= ] qui=k+1,.,0

j=i—k

- K ‘
by =Pk

ye=k

REMARQUL.

1) La borne infericure donnée dans le théoréme 111.5.2.1 est la méme
que celle donnée dans [20]. Du fait que: ¢, = Pr(A (¢ -1~ 1)) < Pr(G,,)
la borne superieure dans le théoreme H1.5.2.1 est une amdélioration de celle
donnde dans [20] qui est équivalente i

" b =1
. P . e
R (n2,m, k) < H - ey H Pjn
FEERTT I ( """) VR R
2) Le corollaire T11.5.2.2 montre aussi que:
" t
R,k k) < H L prcim H Ujn

qui est la borne superieure dans |20].



CAS PARTICULIER:

Dans le cas ou les composants ont des fiabilités égales c.id. qin =qn,Pin =

On obtient:

e
- . ) e . -y »
Uypyy == bmn - L (,/- )({{LP:: Jo= ay,
\ _"::/.' -
-1 M1 i ] i
Qin Q. }7: ( ; )q{, Pt sy y oA Lo -2
g=h-1

N BITER | k -k . - . ¢ 7,
iy, == (k--l N by e L4 2, 00n

-

Cin = 1 oy I L 2,0
— t—-1n in(e £ 1)
- e = - R e *
l[ Pyn =Py, =P

g=i=2m+k

1-q, =p, pour tout i, i= 1,2,..,7n les quantités a;,, b, et ¢, se simplifient.

2

Sous ces considérations nous avons le résultat suivant:

COROLLAIRL 111.5.2.3:

soit 1<k<m<n, q,, =q,..Pw = 1-qu, =p. ,pour tout i, i= 1,2, ...,7n on a:

(L=a) (V- )" ™7 Rym k) < (1 —-ap) 1

démonstation:

En subtituant
corollaire résulte immdédiatement.

’J‘l“ll'JOREJ\‘liE 111.5.2.4:

n
Soit 1<k <m, ¥ b, — 0 quand n— +oo (U

—

¢t

{d,.} tel que pour tout i,( = 1,2, ... n) Qi <d,

alors on

v

br
( J - (I,;L 1)1”>

¢=merl

les quantités précédentes dans le théorcme 111.5.2.1 le

< ¢ < +o0) il existe une suite

et nd® — U quand n— 400

lin R (re,m k) =exp(—0)

oty

POV



La démonstration du théoreme est une conséquence du résultat suivant:

LIEMNME 111.5.2.5:

"

Soit pourm et 1< i<, 05 g L2 u, — pquand n-- oo, (0 < p -7 o)

L

¢

s'il existe une suite {p,} tel que pour tout i, y, < u, avec y, — U quand

n- oo alors

lim [T(1 =) = exp (-u).
-1

TL=-r 40X

Démonstration. Evident.
Démonstration du théorcine:
Il est clair que mdé*! — 0 quand n— o entraine que d, — U lorsque

n o oow el daprés les délinitions des «;, et by, on a

n. n ne—1
s "N - . o .
>,4 in = by + }_4 > ("' =i Lt — l,)(lm
i t=m+1l=h~1
RO n m—1 . . ]
= X bin + X L hy (t —m+ 1,1 — 1)(‘11” .............. (l)
=m t=neil 1=k
Y. n n
OSi: m=k d’aprés (1) ona: ¥ «a,, = ¥ b,
T esn

¢Pour: m Yk de la définition de hy (4, j) et la condition g, < d,, Vi on a:

n -1 . i ) it ne-1 -1\ I
< 0 (0= 1= D, © dod,, <
0 X X Iy FL-Da = X 2 7 )dyd, <
PRERTTIRES W £ 3 comy Lk

e~

1
c(r-m) ¥ dF U0 quand n- oo )(C = Juex (mll)) '
Py K hom--1 b

Done (1) entraine que pour 1< km;

1L 20 :
I L=

n n
im S ap o i S b, =0
! [ZERIA b

D’autre part nous avons:
. tid f,“ l
OT; bnm S WUgn = 11/\ (J-y”l‘) > >_. (l )(-l,,
' =k

et pour i==m+ 1,.,n: X



m—1 r—1
-~ - u N 1 - ) ? -'1 - g
0 by Sam= 3 fufi-—m i Lo Dan < S (") =0 ne 0.
l=h—1 I=h-1

Iin appliquant le lemune 111.5.2.5 & «;, et b,, le théoreme 111.5.2.4 suit
directement du théoreme 111.5.2.1. M
THEOREME I11.5.2.6:
Soit m=~A > 1, }”_,L‘/ _ .li[k Hq_,,, ~ g quand n-- 00, (0 < g < o). 1l existe une
ik =ik

suite {h,} tel que pour tout i= 1,2,...,n qum < hy, et by, - 0 quand n— oo.

Alors on a:

lim I (IL3 /\T,/\:) = eXp ("H)

[T EEE1A &

Démonstration:

In appliquant le lemme H1L5.2.5 & I gy e théorecme  111.5.2.6.
dé¢coule directement du corollaire I11.5.2.2,

REMARQUI:

Dins le théorcme 111.5.2.6 si on prend q,, = N, = ,\/1.“1‘1-,1' = 1,2, 0,n 1
est clair que g = M el on déduit que ,Ll.i.l,}_,{)“(“’/"“/‘l) = exp (~,\"') . Donc le

résultat donné dans [15] est un cas particulier du théoremelll.5.2.6
THEORLEMLE 111.5.2.7:

~

Soit 1 <h <, qpm =M%, 1= 1,2 ...n,oul{ A 1et« >0 alors on a:

0, sit0<a(l
nl_“}‘oo R (re,m, k) = exp (—,\"i (7;‘“]})) ,sle =1
| 1 - ,sia bl

Démonstration:



-

Si: a =0 c.ad qm =N = pour tout n et 1< ¢ < n alors il est clair

d’aprés le corollaire L11.5.2.3 que:
Ry k) 0 quand n -+ >0,

Pour tout n, quand tous les composants ont la méme probabhilité de

panne: (;, =q, = A"+ alors on a pour tout 1<i< n, et « Y :

o, « wy el ;
U by 5 g < Q= by =Y (';‘),\‘u“‘?s (L = T - U quand n--
=k
X (1)
. n
Si: 0 (o {1 3 by — oo quand 1o~ >, d’ou d’aprés ’équation (1)
TN
n
S oag, - oo quand n-s oo il résulte done d’aprés le lemme HILS.2.5 et le
[

théoreme 111.5.2.1 que:
R (e, k) = exp (= ov) = 0 quand n— oo

) T N
; . 2 : -1
Si: oo = Ladors: lim Y b, = M (’;’L, )

Wm0 = Cob
n
Si: « )l dans ce cas on a: him Y b, - 0.
}lv‘—i(_\\l: "

D%autre part on a: lim 707! = 0 | alors on déduit d’aprés le théoréme
12t X i 3

111.5.2.4 que

exp ( —~\F (',:‘:1])) csia= 1
lim R (e, myk) =
n-r--00 /

Le résultat est done démontré. &
REMARQULS.
L) Pour des valeurs de nassez grandes et o JU alors A est une constante

“"

positive satisfaisant la condition U{ An” x { 1.
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2) 1l est aussi possible de démontrer le théoréme 111.5.2.7 dans le cas
ou (,, est de la forme: q, =1 cap (—,\u"“ i ) (A0, c@)U) car:

I—exp (-~,\'/z."75) ~ An~F quand no- 400,

EXEMPLES NUMERIQUES.

1) On considére un systeme 7 4-parmi-53-consécutits-sur-100” (& = 4, m =
5,1 = 100) dont la probabilité de panne d’un composant est q;, = 0.dn% yb =
1,2, .., 100, On a dans ce cas:

a) Les résultats du théoréme LL.5.2.7 sont comne suit:

1 , pour « = 2 i.e p;, = 0.96

RR(100,5,4) = ¢ exp (- (0.4)" (1)) = 090267, pour v = 1 i.e p;,, = 0.87
1 )

| V] , pour ¢ = 0.25 i.e p;, = 0.70

bL)Les bornes du corollaire 111.5.2.3 sont comme suit:

0.9990:0 < R (100,5,-1) < 0.99912, pour p;, = 0.6

090549 < R (10u,5,4) <u.92962, pour p;, = U8T

0.08654 < R (100, 5.4) < 0.32245, pour py, = 0.87

2) posons: LI3: ]"‘I (1- ) et U= l[ (l ‘I"i?f.':t,.)' 11 P;/u>(i-0 les

e TR Gtk

. tye, 2 . . ) ' i : 1
bornes de L fiabilité du systéme données dans |20]) alors pour p;, = | — 5

il

011 s

LB =0.8394 < R (5 2,2) = 08520 < U.8MS = /8

LB = 09721 < £(5,1,3) = 09724 < 09729 = UB



U

LB = 00932 2 (5,0, 1)~ 0.9982 < 0,982 = V13

LB = 03388 < R(10,2,2) = 0.8015 3

I
[
(v
P
h\
g
!1
)
&

. LB = 07008 << R(10,5,2) = 0.7639 < 0.7646 = U3

|/

- LB =0.9666 < R(10,5,3) = 09672 <0.9672 ==UD

LB = 09615 < R (20, lU.3) = 0.9615 < 0.9615 = (/B

LB =0.7530 < R(20,10,2) =0.7631 <0.7531 =UB

LB = 0.7608 < £2(50U,5,2) = 0.7635 < 0.7646 = U B

REMARQULL.

On remarque d’aprés les exemples nuinériques ci-dessus que les bornes
supericures et inferieures approximent bien la fiabilité du systeme. Dans la
pratique, on se contente de cette approximation vue la difliculté d’obtenir

o la valeur exacte de la fiabilité du systeme.
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HL6 ARRANGEMENT OPTIMAL ET INMPORTANCE EN FIABILITE
DES COMPOSANTS DANS UN SYSTEME "k-PARMI-m-CONSECUTIES-
SsuR-n”

1H1.6.1 ARRANGEMENT OPTIMAL DES COMPOSANTS.

lei on considére un systéme 7k-parmi-nmi-consécutits-sur-n” dont les
composants sont supposés indépendants et de probabilités de panne non
néedssairement identiques. Le but de (t(e paragraphe est de délerminer par
permutation des composants la configuration plus fiable pour le systéme
parmi toutes les configurations linéaires possibles . On suppose que pour
toul n on peut disposer les composants dans tous les ordres lindaires pos-
sibles.

Une coupe minimale, comme on 'a déja défini, est Pensemble de k
composants parmi m consécutifs. On dit qu’elle est éfficace si tous ses k
composants sont en panne.

Nous avons besoin des notations suivantes:

NOTATIONS:

(. La probabilité de panne du composant 1,1~ 1,2, ... .

P l=q,

7 :Laa permutation (7 (1), 7 (2),...,7 (72_)‘)vdes entiers 1,2,...,n.

Tyt laa permutation obtenue de 7 par changement des entiers dans les

positions i et j.



P (PMU): Pri2)y -+ Pzr(n)) -

R({p,): Fiabilité du systéme si les composants sont arrangdés suivant les
indices de la permutation .

I L’¢venement: 7le systeme tombe en panne”.

I, (L’évenement: ”le composant dans la position i tombe en panne”
Jo L2, e

Sous les hypotheése précédentes on « les résultats:

LENMNMNL 1T11.6.1.1:

Dans un systeme ”k-parmi-m-consécutils-sur-n” on a:

pour: | ~7¢ < min(m — Ly ) Pr (l*'/"l,"‘l""f».,l) < Pr (I*‘//'I“f["h_,) .

Démonstration:

Soit: S= {12, n} - {ii+1p = (L2 00— 1,142, .,n} un ensemble
d’indices

on définit les éveénements suivants:

A 7la coupe minimale est éfficace et tous ses k composants ayant des
indices dans S”

13, @ 7il existe un ensemble de (& - 1) composants en panne avec des
mdices dans BZS tel que BU{i} soit une coupe minimale”.

13,1 0 7il existe un ensemble de (& - 1) composants en panne avee des
indices dims B 2S tel que B*1{/ ¢ 1) soit une coupe minimale”.

On remarque alors que lorsque le composant i 4+ 1 fonctionne on a:
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car le systéme tombe en panne si:
a) les k composants constituant :u coupe minimale et ayant des indices
dans S tombent en panne.
b) (k —1) composants ayant des indices dans S tombent en panne et
leur réunion avee {i} constitue une coupe minimale.
Donce d’aprés la délinition des probubilités conditionnelles on a:

P (F R, ) - ) AR e (A )
i

S (R ) Pr(Fr ) ”
Pr(A) Pr{FS )+ Pr(ACB) Pr(Fibe, - : :
) .r_,(..__'fr:ll_.)([?;i;r;::) OP ) L e (A) 4 Pr (AR e (1).

On procede de la méme maniére pour le membre de droite; sauf qu’ici

on remarque que lorsque le composant ¢ fonctionne on peut écrire:
}" : 4‘\ I AA(.ID),",‘,l

On obtient:

Pr(F/ISE, ) =Pr(A)+ PriAB; q) . (2).

D’aprés (1) et (2) pour démont rer le lemme HL.6.1.1 il sullit de montrer
que :

Pr(A<B;) < Pr(AB;;,) ,ou encore que B, CB,
Or onal < i< min(n—1,n-m)done si BTS et Bi{i} est une coupe
minimale :11.01'5 B3¢+ 1} est aussi une coupe minimale, ce qui entraine
que B, B, ;.
Le lemme est done démontré. W

COROLLAIRE [11.6.1.2.

Pour: max (m, e —m+ 1) < <0 -1 on a Pinégalité suivante:



A4

Pr (I""/l"‘gFf»H) < br (Fx/Fchﬂ'-'l) '

Démonstration:
le corollaire 111.6.1.2 suit directement du lemme HHL6.1.1 pour une rai-
son de symétrie.
THEOREME 111.6.1.3:
Dans un systeéme 7k-parmi-m-conséceutits-sur-n” si:
a) pour 1 <4< min(m— 1,12 —m): iy, 5‘1"(‘/
L) pour max (m,n —m+ 1) <i<n-1:q,, Zqny,
On e
Rip;) >R (p“m.“)
Démonstration.
En appliquant la loi des probabilités totales on a:
1=R(px) = Pr {F (FiF 10 FiFS U R UFFS ) |
= Pr(FFFp) + Pr(FIS ) + Pr(FFSFy) + Pr (FFsFS,)
= Pr(FFi) Pr(F/EE, o) + Pr (R ) Pr(F/RE )
P ) P (I ) e PR ) Pr (171 )

Qe yQa(i41) Pr (1"‘/"]“11{: )t Qi) (1 - (ln(ﬁ'—l)) Pr (F,/]-;‘¢Ff_{.l’)
- (J- - (ln(t))qz\(i-t-l) Pr (F// Ff Fi+1)+(1 o q”('t)) (l q“'(""—‘l)) Pr (I;‘/FEF:“'I.)
On procede de la méme manicre pour R(pm,i“‘) ,on obtient:

| "’R(l)nw‘.;) = (i4-1)An () Pr (F,"F,‘ Fon) Tra1) (1 - qrr(i)) Pr (F/F,-F;’H)

- (1 (-lu(:'+l))(h(¢) Pr “"//F:}"t+l)'i'(l - Cll\(4+l)> (l . (‘lli(t)) Pr (F/F-EFS—H)



Par conséquent:
li(pnm_‘ ,) ~R(py) = (q,.r(‘) e 1)) (Dr (1’1‘,,/"[«“ I«‘E’_H) - Pr (/I 1))

I'n combinant a) et le lemme HIEL6.1.1 (ou bien b) et le corollaire

111.6.1.2 ) on obtient:

[.e résultat est done démontré. B

REMARQUL.

Le théoreme (11L.6.1.3) montre que la fiabilité d’un systeme 7 k-parmi-
m-consécutils-sur-n” est plus grande si on place les composants dont la
fiabilité est plus grandes au nilieu du systéme.

1H1.6.2) IMPORTANCES EN FIABILITE DES COMPOSANTS.

On suppose que les composants du systéme sont indépendants et iden-
tiquement distribués. En utilisanit le théoréme (111.6.1.3 ) on déimontre des
inc¢galités sur Pimportance ion fiabilité des composants dans le systéme.

L’importance en fiabilit¢ du composant 1 est donnée par:

L= R(pypyey o lis preonl) = B(papyoUs, poeyp) = KoL, p) — K(U;, p)

On ¢tablit d’abord le lemme sulvant:
LEMNMILE HIL.6.2.1:

a) Pour 1< ¢ <min (e Lo - ) on

B(Leinype) > R (o e ) oo al

R (U(H-l)al-'/r) ~ I (0(;),[),() ........................... a2
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L) Pour max (m,n—m+ 1) << w1 on a:

1{(1(i+.1),j),1~:) < J')L(,l(;).[),r> ........................... bh.1

R (O(H-l)’ I),—r:) \: I (U, ' l'/r’) ........................... b2

O R(l‘t),p,[:) ::R(])u),p(:),--ML«J),1(L)aI’)(z+1)7---aP(u))

R(U,, o) =R (pypeyBr-ni, b APy

Démonstration

$oa) Pour: 1< 4 < min(m— 1,1 ), soit la permutation w corresporn-
dant & g = 0 ©pyi = 1, et ) =q pour j =i, donc pour m; .1 NOUS 4vons
Uagy Zagi 1 et d’aprés le théorcme (111.6.1.3 ) on a (a.1). Pour établir a.2)
on considere la permutation 7 correspondant a q, ) = 1 ©py) = 1, et
;) =q pour j =i+ 1, donc pour 7 0n a () ~qxu41) - Par conséquent
(a.2) suit directement du théoréme(111.6.1.3 ).

{b) On procede de la méme mamicre en considérant la permutation x tel
quet Gy = 0 ©pyegy = 1 pour démontrer (b.1), et quy = 1 ©pyi) =0
pour ¢tablir (b.2). Le lemme est done démontré.

THIEORENME 111.6.2.2.

Dins un systéme 7k-parmi-m-consécutits-sur-n” dont les composants
sont identiques on a

1) I; <Ly pour 1<¢<min(m- I,n —-m)

2) 1, >1; ., pour max (mye—m o+ 1) <i <p—1

Démonstration:La démonstration du théoreme est une conséquence di-

[y

recte du lemme (111.6.2.1).
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IV) THEOREMES ASYMPTOTIQUES POUR LE TEMPS DE PANNE

D’UN SYSTEME k-PARMI-m-CONSECUTIFS-SUR-n”

Le but de ce chapitre est d’¢tablir des résultats concernant le com-
portement asymptotique du temps de panne d’un systéme "k-parmi-m-
consceutifs-sur-n” quand n tend vers Pinfini. Plus exactement en con-
scervant toujours ’hypothese d'indépendance des composants nous nous
proposons de démontrer des théorémes limites pour le temps de panne du
systéme en examinant les deux cas suivants:

a) La stabilité asymptotique de la loi de Weibull par composition de
structures "k-parmi-m-conscécutils-sur-n”.

Les composants du systeme sont supposés indépendants et leurs temps
de panne suivent des lois de Weibull. On démontre dans ce cas que la dis-
tribution limite lorsque n tend vers Pinfini du temps de panne du systéme
est aussi une loi Weibull.

L) La loi limite du temps de panne dans le cas ou les composants
poss{-.dunt; une loi de panne quelconque.

Nous démontrons un théorcme asymptotique pour le temps de panne
d’un systéme “k-parmi-m-consécutifs-sur-n” en supposant les composants
identiques mais de loi de panne quelconque. Pour établir ce théoreme
nous proposons d’abord un encadrement de la probabilité de panne du

:

syst¢me. Ainsi nous montrons que pour une loi quelconque I du temps de
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panne des composants et sous des conditions réalistes sur I, la loi limite
de la distribution de panne lorsque le nombre de composants tend vers
Pinfini, est du type de Weibull. Ce qui constitue une géndéralisation du
résultal connu [24] ou il est supposé que la loi I' des temps de panne
\’Vcibu]vl. Nous traitons quelques exemples de lois

des composants est de

suflisamment générales pour les applications.
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1V.1) STABILITE DE LA LOI DE WEIBULL PAR COMPOSITION DE

STRUCTURLES "k-PARMI-m-CONSECUTIFS-SUR-1”

Notre but ici est d’établir un théoreme de stabilité de la loi de Weibull
pour le temps de panne du systeme analogue a celui donné dans |[24]
mais dans un cadre plus général; c’est a dire dans le cas on les com-
posants sont supposés indépendants et de distributions de panne non
néedssairement identiques (les lois de panne sont toujours supposés des
lois de Weibull). Nous ¢énoncons d’abord le cas ol les composants sont
supposés indépendants et de méme loi de panne.

IV.1.1) CAS OU LES COMPOSANTS SONT INDEPENDANTS ET
DI MEMIE LOD DIE PANNI.

On consideére un systeme 7 k-parmi-me-conséeutils-sur-n” les composants
sont supposds indépendants et de méme loi. soit L' le temps de panne d’un
composant et 1, celui du systeme. Si () est la distribution de panne d’un
composant, on a le résultat suivant:

THEOREME IV.1.1.1.

Pour: m>k>2. Si q(t) est de la forme q(t) = (At)* +0(t*), vt> 0 ol1 a et

A sont des constantes positives alors:

_’/ =k

’

. l..r'\ -~ » - “h “L' j”-z
Jig Pe {1} e [ e (7 ) )

Ce qui exprime le fait que si T suit une loi de Weibull W(q, \) alors



g 2wt ¢ mee s man e

Hu

" L e
nqa'l', converge vers une loi de Weibull W la, N[ Y (;’“'))) . On peut
o k=2
moo, ., . \
Facilement démontrer que Y- (Z_j) = (" 11).
Ve - A

REMARQUE:

Dans le cas m—k ¢’est o dirve le cas d’un systéme ”k-conséeutifs-sur-n”
ce théoréme est démontré dans (9].

Démonstration.

Lo démonstration est basé sur Pinégalité de Barbour ¢t BEagleson [11] (
théoreme2 p399 1984).

On considere ensemble:

A i A2 i L LT j 4 L <k < <Smy de Lous
les j~uples de nombres 1,2,...,n qui représentent les composants du systeme.
Soit J=(t—y+ L,i—j+2 .,0- 11 ¢ A etsoit X, la variable aléatoire qui
prend la valeur 1 osi et sculement si les composants 7 — j + 1 el ¢ sont en
panne et il existe & composants en panne parmi les composants ¢ — j |
Lyt~ 2,1~ 1,i, dans tous les autres cas Xy prend la vadeur 0. Si on

définit Ia variable al¢atoire X = Y X, alors le systeme tombe en panne si
JiA

. > o _ ~ o
¢t seulement si X J0. En posant t,, ~tn"ic, t> 0 on obtient:

S ) » ok
Py =E(Xy)= (]~ )1 (L) (L= (L)) ™

1 (X) = (12 = m+ 1) (L) Z (J N 3) (1 -qt)) ™+ S Py

‘ o= 2
j=k J

ou la deuxicme somme porte sur tous les j-uples de nombres 1,2,...,mn

seulenent.,



Or on a:
. ,\, (1/\' l
a1 (2)

Par conséquent:

E(X) — (\)* S (,J B

) quand 7 — o
gk

o o

car la deuxieme somme tend vers 0 quand n— .
Iin appliquant le théoréeme 2 p399 de Barbour et Egleson |11] nous

avons:

Pr(X)0) = (1 —exp(~E(X)))| < min (1,E(X)7)

(Z Piv Y (PPkHE (xjxh-»)

JeA {J=K|JNK|>1}

Il est clair que:

) )

PPy = (~\L~-m 10 ~lf , pour J,K € A
I

et

(XX k) -_—o( L) peur K € Ae [JOK] 2L

TR
1D’o10 la borne donnde par Barbour et Eagleson tend vers 0 quand n— co.

Le résultat est done démontrd,



IV.1.2) CAS OU LES COMPOSANTS SONT INDEPENDANTS 17
DI LOIS DI PANNE NON IDENTIQUES.

Nous allons établir un résultat plus général que théoreme précédent.
lei on s’intéresse au cas ou les composants sont supposés indépendants
et de distributions de panne non identiques. La démonstration est basée
sur un résultat donnant un encadrement de la distribution de panne du
systeme.

Soient Ty, T, L, Tes temps de panne respectils des composants 1,2,...n

el 7, celui du systeme. On désigne par (L) 20, ¢ = 1,2, n la Toncetion

-
de répartition de la variable aléatoire T, c.a.d: F, (t) = Pr (T, <1t)
Nous définissons les quantités suivantes:
he i, j) = Pr[il existe exactement € composants en paune parmi les composants 4,4 + 1, ..., jl.
1, (4, 7) = Prlil existe an moins € composants en panne parmi les composants 4,4 + 1, ..., j|.
a; (V) =F () Hyoy i+ Li+m- 1), 0= 12 . on—m+ 1.

b, (L) =F, (Vg (i +Liit+m~— 1), i=1,2..,n—m-+ L

-t l
TN

D)= X ().

izl

l. i

P(t) = m;nl'll"‘i (t), ¢(t) = l_i»liltf:“l“i () .

Sous ces considérations on démontre le théoreme suivant:
THEOREME IV.1.2.1.

Pour tout entier ¢ >1 tel que: 2 k<sm< fm<n on a:

' 3
L

v l tuu]rl

e S A1) Pr(Zy S1) < D, (t
H(l) ‘Zl :\1‘) : 1( u ) ™ ()



{H-])nff—nurl
- o A (t) = b b, (1)

g=ind -1

ety W(t) == L-F2((€—2)m 1)(’“—");(,,4 PR (PB)‘)*

= LD (L POy R\ i)
- ; , D(t) (P(t)‘ K

m— Da(2m o+ 1) —L1)___ (F)

+2(m =D (2m k1) g ()
. Qo -1
. 2 —-l;ltlld'_'):'m ~1 ( " )
R e Tyt T

k—1,

Démonstration:

Pour démontrer Pinégalité de droite on définit les éveénements suivants
pour tout ¢ = 1,2, ..., n par li: 7le composant i tombe en panne et il existe au
moins A — 1 composants en panne parmi les composants i+ 1, ¢ +2, .. i+m—17.

- On a: Pr(l) = (t), i~ L2.n-—m+tlet

TN T | ro-n-l

Pr(z, <) =Pr(" U R) s X Pr(E) = D),
-1
Par ailleurs, pour t [ix¢, considdérons la variable aléatoire Y; qui prend
la valeur 1 si et seulement si le composant j tombe en panne et il existe

k= 1 composants en panne parmi les composants 7+ 1,57+ 2, .7 tm—1et

la valeur O sinon, j = 1,2, ....n -m + 1 .D’autre part, définissons la variable

n—m-i-1 -
aléatoire Y= Y Y; . On remargue que le systeme tombe en panne si et
j:_.]

sculement si: Y ) 0.

- netd
1l est clair que: E(Yj) = 6 (), et E(Y) =X bj(t) < Dyu(L).
=

On peut éerive:

pored

Lie s M er D=1

Pr(Z, < 1)=DPr(Y;u)>Pr{ U U (Y= 1)
i o1 g =tnd--1
} [n’f(’}’l ) (L~‘l)lul~ultl
=5 e (70 e )
i1 Coier i >
- (o= d ‘ ‘
Posons: A, (t) = = Priy, = 1)
g=onlgd ’ ‘
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En utilisant Pinégalité de ”LErdos-Chung”on a :

ot: Bi(t) = > Pr(Y,=L1Y, = 1}

i

usty 0oV U
(=-LDyme ‘ )
= >_: ) 1)1‘(\’11 o= lv\;vl_:]-)
rarl o U=y
(l’w})nl. ~ } o m-1
=2 % Y Pr(Y, DPr(Y,=1+2% ¥ Pr(Y,=LY, =1
=0 u—-v=r r=]1 u-—-v=r
] ([’—7_1)111
20y Y bu ()b (V)
r=ntoga-—-ve=r
me—1

230 X Fu(OFy () He (v Lv+2 0 u - Lut Lot m=1).

r=ml u-v=r

Mais pour tout i, « = 1,2, ...,n: I {t) < P(t) d’otr on a:

bi(1)y < (",”—J)P (_I_')'," , pour tout i

A1

Par conséquent:

(&= 1)

13, (t) <20¥ 5 ((Hl-—l)[} (l)k:);) (0 \:s 5 - Y;-r ('.Zzz—-l'") P2 (L)

h ST 11 u—ver heh -1 N

(€~1)n. o] , .

S8 (- D L) ()P

- r=m ((L l')l” + ]') A-1 ! (T))
=1 , ) .

A28 ((E=Dm - e (mo—k 1) pr+l (t)
)

o ¢% = max ('3111}—1')
K1 h -1 ¢

B

Enfin s B (1) < 2(@m=2me+ 0 G D (R0 PR (1)

k-1

+2 (m = 1)et (2ne - Leov 1) (fm—m + 1) phtl (t)

D’autre part:

(e+)yml—m+1
~

A=Y by ()= (o — L)('/:‘_"ll)q" (1P )t
j=iml-1 ’
Posons:

\ . . ; iy oL F e 10 12 P(t)" A
W2 D () e (59)

- . ‘ P (P A
+2(m —- Da(2m—k + 1) (l’“j;[%%mt;z (71-(%))

On déduit que:
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. _ - 1 [n!:zf ]‘ -1
Pr(éu : L) ;/_ V([ \) Al(l)

Grace a ce théoréme on peut ¢tablir le résultat suivant qui nécessite les
conditions suivantes:

a) 11 existe des nombres positils \,; et des fonctions &; tels que:

l"i (',) e (,\“t)ui ‘+‘ta“pi (1’) ’ t

I,2,....,n pour 0<t6< & et v certain o )0.
) lim &; () = 0 uniformément en i.
L

¢) lim\ =\,

1—00
THEOREMIE IV.1.2.2. Sous les conditions a), b) et ¢) on a
1)Si: a = infoy =« pour ¢ - L2, .. alors:

1

i Pr

\ o= 1

2)Si: o )0 et pour chaque ¢ = 1,2

-

..... il existe un javec 1<) S +m—-1
tel que ajja alors:

. L _ .
lim Pr (uku 7, < 't')
e DO
Démonstration:

Iin posant t,, —n"art on o lim Pr (n'ﬁl& Zy < t) = lim Pr(Z, < t,)
noor L—r X3
1) On montre d’abord que lorsque n— oo n(P (‘L“))/"JrJ — 0 et :}i]}'}n D, (te) <
D) =1-exp (= (W™ (42))

K=1],

L“v_l,‘{{,”(P(tu))kH = lim u‘<

s
a1 (‘I'L‘Jl;))
T e
. . . i Qg 1 y g . ,A,l. Ny v ;i+1
sl on [ mas ({An u}-L) + (n ukt) £y ((n nkL) ))
7L 00 1 PRI /
— lumn n(m:x:\'
1 —r e X 1

S ((.'\‘““ ;}’:L)(E + (11 ’ J;;L)u By ((n o |,)))>'\'u
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((\ 0 1y ((“A JIH))) )Ml

lim n (nm\ A
e 020 1 a7 ek
1 . . LR
lim & (lma\ (( AR I B AN £F ((1171;)))) =0
¢ N

n—0o |, g

ID)’autre part:
- +1 ) '
() Hya (04 Li+m— 1)

. et 1 ¢
“lnn‘ D, (t,) = ,}“530 P"] a,(t,) = lm'lv -12:1
. n—m-+1 m;] i+l
<limo Y (NP (L))
RGP E) B E TS B
- PR )
e 1) (‘P(t”‘))J#—l

= lim (n—m+1) \‘ ("
K '/; 1 J
_ (lll l) (\1)(1}\ ) (m )(\[) ( )

"N = D () s

ok
= ] exp (»— (A\v) (1;»,1, v
Par ailleurs, si on prend { == {, daus P'inégalité de gauche du théoréme
ou

— 0 lorsque n — oo (par exemple ¢, = |[\/n/,

LV.1.2.1 avee €, — o0 et ==

u ol \ (Cnra—m+1) ‘
(l ) el D (1)

Lml',u‘

(= [log ) + 1) on a:

l ”"‘ln }_‘ 1
liim ¥
20 ii—]
i P (L) — P) _ gy Pl) _ Pi)
Jim £ () = lim =2 =0, 50 = GG

&uﬂznuuml

lim W7 (1) = 1

done
o=

d’ou : hm Pr(Z, <ty) > D (evreriiinnnnnn. (2.);
I'n combinant (1) et (2 ) on obtient le résultat

2)lci on doit montrer que lorsque v - o0, D (t,) — 0
. ne-itl . - r_u\il
Mais: lim Dy (ta) = lim - 3 a(u,) = lm o 300 1% (tn) 1[;, V(LA me - 1)
1~ n—oo [T oo T
o nene bl - .
< limo YN ("2 ()
Ol jmh-1 J
. l“'*] el YRR
Sl (e - e+ 1) Y ( )(/’( m))
H—Q O |
J
Done il suffit de montrer que: lim n (£ (1,))" =0
[ dA S
gt < oS - 1 tel que o ja

Sachant que Yi = 1,2 ..l existe uny



011 &l

P (t,) = max I (n ukL) = ax niax 11""’ (n k 1_.)
: L 1 N

Iie_n e nerl ey ierni-

1 i o (‘./‘ .
= omax 1Y (/1 wk |,) = nax ((,\, 1wk t,) + (‘n
1 g . i ,

elre—mel el

= (,\n‘ e t)U + (-n. - Z.l“»t)}j & (72,‘ & t)

ou g = max «; >« et un certain ¢ tel que lim @ (t) = 0.
1<i<n—=m+1 ° t—U ’

Donec: lir'll}Q n(P(tn))k = lim n <(,\n,“?37:t)/3 + (‘7'1'" ?-]Ft)/j ig (n"‘u‘lé L))

n re—r(x)

= lim 5 (A7 W (nmst)) = 0.

=00 )

L.e théoréme est done démontré,
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V9.2) LOI LINITE DU TEMPS DE PANNE DD’UN SYSTEMLE DONT
LES COMPOSANTS ONT DS TEMPS DE PANNE DI LOI

QUELCONQUE

On conmiddre un syst e ”k-purmi-m-consdécutils-sur-n” . Les coinposants
sont supposés indépendunts et de mcéine loi, autrement dit les temps de
panne 1T, 01, des composants du systeme sont des variables aléatoires
(positives) indépendantes et identiquement distribuées. En outre on sup-
pose que la distribution de panne des composants est de loi quelconque et
on s‘intéresse a la loi limite du temps de panne 7, du systéme sous des
hypotheéses suffisamment larges pour 'ensemble des applications.

On désigne par F(t) la fonction de distribution commune des variables
alcatoires Iy ;i = 1,2, ... ,n, Z, le tenups de panne du systéme et on note:

() Pr(ly <) 1 (L), pour tout i ;- L2 w

1 (I) . (m—l)]?k(")(1>F(L))Luvk

SN k-1 ; S

) w m—~1\ rh+1 m-h-1

~ - 2l 1. D -

B(e) - S (") (1) (1F (1)

ho-k-1

Dy(Q=(n—m-+1)B(t).

THLEORIEMIS ITV.2.1.

Sous les considération précédentes et pour tout entier ¢ >1 tel que <

fm<n ,on a:

1 7l
e i I R T I S Pr(Z, <)< D, (t
W) ({m(ﬁ'] ) mtA F(Za 1) < D ()



ol [x| est la partic entitre de x.

WAL = 1o 2o (0 1) A (020 G = 1) (2 — ke + 1) rblims
. ('AIH ~1 )

k—=1<h~Zm~1 i

avee: o S

()

Démonstration:

~

On définit les évenements: I ”le composant i tombe en panne et il

¢xiste au moins £ — 1 composants en panne parmi les composants @+ 1,1 +

2ot =10 = 12 0 1 est eladr que: Pr(F)

B(t)

D’ou:

I

-1 -+l
1‘->r('/lu,\:t,):Pr( U 1%;) < 5 Pr(E) = Dy(t) (1)

i1 i1
Par ailleurs, pour t fixé considérons la variable aléatoire Y. (t),] =
9 ] )
L2 ... on—m+ 1, qui prend la valeur 1 si et seulement si le composant

J tombe ¢n panne et il existe (A - 1) composants en panne parmi les com-

e+l

posants j o+ Lj+ 2. )+ m- 1Let 0sinon. Soit Y(t)= ¥ Yj(t), donc le

et

=1

systeéme tombe en panne si et seulement si

Il est clair que: L(Y;) = A (1) et I5(Y) = (n—m+ 1) A(t) < D, (1).

OUn peut éerire:

5 =1 (1 pme
Pr(Z, <O =Pr(Y)0)>Pr| U U (Y;=1)
i i=1  j=infé41

!
{

L | 74 (4wl _
- Y I’r( U (\g:])).

i J=iwd 41
I'n appliquant Pinégalité de 7 Chung-Lrdos” on obtient:

[;’EE}_l (U+§,,t. l,]_(yJ:1>>
])1‘('/w~§ 'L) > Z [ Lot UTUE S

Cid Liod
i=1 3oy, ) e D Pr(Yu=1Y 1)

Sl il wiv




Gu

5] -1
> Z e A0
- GlAL)) 42 = Ve AP0 2 m R4 1) (e D)Cre k()
=1
(Al“”'t } -1 )““"‘“ } s e RITES B
— e e m % ’if, ot e u C' e ax ("
- Vk2m(e= 1A+ 202wk § Do el (1) @ k1S Uk )

Posons V(1) == 1+ 2m (¢ — 1) A(t)4+2 (2m ~ ke + 1) (m — | )a(—l-_f:"‘%)‘))m

On obtient;

1 T ‘
Pr(Zy <0 > o (] ) A (1) )
HZwst) 2 (1) (Lm”_' J) nlA (L) (2)

En combinant les inégalités (1) et (2) on obtient le résultat.

THEOREME [V.2.2:

Si “!.i’;'r}wrl[“k (a(r,h)t) = A(t), 0< A1) <1, avee a(n, k) — O,quand n---
0,01 U

m — 1

im Prla= ()7, <) =
l.{x*yzl)fjl (a (IL,/»)/‘,L < L) = (A’ B l)A(L)

n

Démonstration:

N est clair que si_lim nF* (a (n,h)1) == A(t) alors:  lim Dy (a(n,k)t) =

n-++-00 ) 11— 40

m—-1y,
(,N__l).x(t).
Donc d’une part on a:

mo— 1

lim Pr (»a‘"l (n, k) 2y < t;:) < (/: B 1)A (t) ceereene (3).

=400 -

D’aulre part, on utilise ’inégalité du gauche du théoréeme [V.2,2 pour
£ 0y tel gue £, - 400 et ‘f'l; ~» 0 lorsque n— +o0o (par exemple (,, = |elogn],e
.
jU)-

On déduit que: lim W(a(n,h)t) =1
n—r+400
2ar conséquent:

o1
k-1

ek

linmi Pr (u, E (1,k) 7%, < 1;) > lim ([*'.1_

o 00 L—rA400 \ ‘Ill.(",,‘

- 1) mb, A (a(n,k)t) > (

(.
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Les incégalités (3) et (4) entrainent que:

D00

. \ m—1
lim Pr ((L T, < t) = (”‘] _ )A (t). s

Muaintenant, nous cherchions la distribution limite de la variable aléatoire
normée a7 (n,k)Z, ou a(n k) ) 0 est une fonction convenablement choisie.
THEOREME 1V.2.8.

Si i nk* (@ (n,k)t) = nlinr}‘J O (@ (6, k) E) = A (L) ,0< A(L) <1,

00

tel que a(n, k) — 0 quand n-- o, pour ¢, = clogn ,¢ 0. Alors on a :

- 1—exp (= (7" ) 10, a)0
lim Pr (a"l (re,k) 2y < L‘) = c\p( (Aq) ) 10, )

n—-+400

0, t<0
Démonstration:
On considere un systéme composé de n blocks disposés en parallele, chaque
block contient ¢, composants disposés en série (¢, > m). La lonction de
finbilité de chuque composant est 4 (1) = 1-1% (1), Done, nous avons un
systeme 7série-parallele” régulier et homogene (28] dont la fonction de
distribution de panne est donnée par la formaule:
n

RO -II(F ")

i=1

. . . T T e - o
Il est clair que si V(1) = L]lm nl* (w,t - &,) "avee a, 0, £, > 0. On a:
I

lim I, (ct -+ 3) = exp(=V (L))

-



Mais:

n‘l:l'l*l_}’ollﬁ.('m?:)-ln = nlim“0 nexp [f,, log (l — F* (at + G,L))]
= nl_l}i}\,”e\l)[ Uy (F" (ot + Ba) + ( unt + [ ))}

lim nexp [_-ﬁ,, (1«"* (¥at) + BuF* () +o (F* (cnt) + BpF* (g)) )]

=00

ou a,t {  { a,t+4,
En choisissant: «, = a(n,k) tel que: lim. nF* (a(n,k)t) = Jin&’ (L FR (a (k) t)

Bs = Lot £y = clogn avee ¢ =F" (g") , ¢ )U on obtient:
V(t) = exp{— (A (t) +0(A (t)))
Or d’aprés la deuxieme partie du théorémel [28] on a:

exp(—t*), t2>0, aj0

Donc: A(t)+o(A(t))=t*, t>0.

Ce qui équivaut &

l—exp-A(t)=t*,t >0 (i.e —A(t) =log(1-t*)= —t*—o(t*)).
D’ou: A(t) = t* 4o (t%).

Par conséquent:

m— 1 m — 1 m — 1 mo— 1

Ait)= i =1- e L/O
(»/.: 1) ®) (/-;—1) ¥ (/\ & 1) () ‘“P( (l»—l) )
[on utilisant le théoréme 1V.2.2 on obtient le résultat. i
EXEMPLES.

). Blt) = (,\L)ﬁ + 0 (L”) jg.e: F=Weib(At,3),on prend «(n, k) = —i-. 1l est

Ankp

clair que: ul.im“l,an (a(nk)t) = Jim (X (@ (6o, k) t) =tAP+t%80 (1) .
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Done on déduit du théorcimelV.2.3:

. o1 N ! mo— 1\ , e
u!}'lz}x’ Pr ((e (n, k)27, t) = 1 - exp (”(1\: B 1)L ) yer == fe 30,

1

N . U . 1\ a
Clest & dire Anwa'ly —ﬁ\’\/cll')((’;"_ 11) L, a) lorsque n-— oo .

t
Jo(t) = T‘i’fﬁ;’l)s/j'l exp (- ps)ds - 1;({§-.§r~-ﬁt’i-1~t.“43(l) I°(t) est la fonction de
i #41)

distribution de la loi gammia.

1

Si: a(n,k) = ('l“‘(“/'}'t]“)) . On a

L
limnbF* (@ (e, k) 1) = lim €8 (@ (6, k) 1) =65 4050 (1).

u [V S

Alors d’aprés le théoréime (1V.2.3) on a:

: mo— 1 e
lim Pr (a"l (1, k)2, (1) = 1 —exp (~ (I; 1>L“) = A0

30 () = (M) 4t70 (1) 20 (1) avee lim W (1) = 0.

t—

Iin prenant: «(n,k) = —L on trouve:
P

lin’lwnl*‘k (a(nh)t) = ulinl.u €% (@ (6,,k)1) =524 A (1).

H—rXO

En utilisant le théoreme 1V.2.3 on obtient:

) N N . ) mo—- 1Y\ e
”111’1010} 1 (u (re, )7, l) 1 ,.\1.'< (/c 3 l)l, ) oo = k0
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CONCLUSION

Nous avons d’abord démontré que la loi limite du temps de panne d’un systéme
« k-parmi-m-consécutifs-sur-n » est une loi de Weibull lorsque les temps de panne
des composants suivent des lois de Weibull non nécessairement identiques ;
ensuite nous avons établi que la variable aléatoire a(n, k)T converge vers une loi
de Weibull de parameétres (a,) pour une loi commune arbitraire F des variables
aléatoires 7, ,i=1,2,...,n qui sont les temps de panne des composants 1,2,....n et sur
lesquelles on fait des hypotheses raisonables. 11 serait intéressant de prolonger ce
dernier résultat au cas ou les composants sont non identiques. Cect fera 1’objet
d’une recherche ultérieure.



RESUME :

L’objet de notre travail est I’étude des systémes « k-parmi-m-consécutifs-sur-n » .

ceux ci sont définis comme des systémes qui tombent en panne si et seulement si au
moins k composants parmi m consécutifs sont en panne. L’étude de leurs propriétés
déterministes ou aléatoires revient a étudier les statistiques X et T qui représentent
respectivement I’état du systéme et son temps de panne. On suppose que les
composants et le systéme lui méme sont dichotomiques (¢ a d ou ils fonctionnent ou
ils sont en panne ). Dans notre travail nous avons présenté d’abord les propriétés de
ces systémes puis nous avons intéie-d  essentiellement "au comportement
asymptotique de la statistique T couver: (70« normée .

Plus précisément nous avons démontr® . . ., variable aléatoire a(n,k)T converge vers
une loi de Weibull de paramétres ( o,f3) pour une loi commune arbitraire F des
variable aléatoires T; (i=1,....... ) qui represente des temps de panne des composants
sur lesquelles on fait des hypothéses suftisamment larges pour les applications. Pour
démpntrer celui-ci nous avons dii d’abord établir une double inégalité nous permettant

d’encadrer la quantité Pr(a(nk)T<t).
MOTS CLES:
Systemes « k-parmi-m-consécutifs-sur-n». toi de Weibull. Distribution de panne

arbitraire. Loi limite.









