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ةــــــــــــوان الأطروحـــــــعن  
Etudes des systèmes "r-consécutifs-k-sur-n" 

ةـص الأطروحـــملخ  
 هي تعميم  هذه الأنظمة  « r-consécutifs-k-sur-n »ذا العمل مخصص لدراسة الأنظمة  ه

 الأطروحة تتكون من   « r-parmi-n » (k-1). و "k-consécutifs-sur-n" (r-1)للأنظمة 
 قدمة عامة أين قمنا بسرد تاريخ الأنظمة المدروسة وثلاثة فصول معروضة بالشكل التاليم
 

:ل الأولــالفص  
من خلال بعض النتائج     « k-consécutifs-k-sur-n »   الأنظمةرضعهذا الفصل مخصص ل     

وقانون  للوثوقية - أعلى و أدنى- الحصول على حدود والمهمة و المتعلقة بحساب وثوقية النظام
ية البنيوية لمرآبات النظاممالنهاية لزمن عطب النظام وفي الأخير نناقش مسألة الأ  

 
:انيــالفصل الث  

 نتائجنا المتعلقة م  أين نقد  « r-consécutifs-k-sur-n »في هذا الفصل نتناول بالدراسة النضام 
 بدلالة وثوقية النظامبهذا النوع من الأنظمة تعطى في هذه الحالة عبارة إحتمال عطب النظام 

  « k-consécutifs-sur-n »   ثم نقدم نتائج حول مسألة  التقارب بالقانون لزمن عطب النظام 
 وآذلك  مسألة حساب وترتيب الأهمية البنيوية للمرآبات

 
الثـالفصل الث  

  « r-consécutifs-k-sur-n de période »في هذا الفصل نتناول بالدراسة النظام  
 ا التي أعطينا من خلالها عبارة إحتمال عطب النظام في حالة مرآبات النظام مستقلةن نقدم نتيجتو 

ننهي بحثنا هذا بالخلاصة أين سنطرح بعض المسائل التي لم تدرس لحد الآن و التي تشكل مسائل 
 مستقبليةبحث 

 
:احــات المفتـكلم  

 متتالية    « r-consécutifs-k-sur-n »  النظام    « k-consécutifs-k-sur-n »النظام  
fibonacci النظام  « r-consécutifs-k-sur-n de période » الأهمية البنيوية  قانون  

 .ةيالنهاية  عبارات الوثوق
 



Abstract
Our work is devoted to the study of "r-consecutive-k-out–of-n : F systems".

Those generalize the "consecutive-k-out-of-n F system" (r=1) and the "r-out–of-
n : F system" (k=1). The thesis is made up of an introduction where we present
a history on the studied systems, and three chapters presented as follow :

– Chapitre1 : This chapter is devoted to point out some results concerning
the calculation and the framing of the reliability of "consecutive-k-out-of-n :
F systems", and, the calculation and ordering of structure importance of the
components. Thereafter, we present some results concerning the asymptotic
behavior of the failure time of the system, where we will quote our result
which was the subject of an international publication.

– Chapitre2 : Here we treat the "r-consecutive-k-out–of-n : F system" where
we present our results concerning this kind of systems . First, we give some
formulas of the failure probability of the system, thereafter, we establish
results on the asymptotic behavior of the failure time of the system and
finally, we will discuss the problem of the structure importance of compo-
nents.

– Chapitre3 : This final chapter examines the "r-consecutive-k-out-of-n : F
system with cycle k" and we give here our result which was the subject
of an international publication where we established a formula of the fai-
lure probability of this system when the components are supposed to be
independent.

We finish our thesis by a conclusion where we quote some problems which not
still treated and which can be the subject of later research.

Key words
"consecutive-k-out-of-n F system". "r-consecutive-k-out-of-n F system". "r-

consecutive-k-out-of-n F system with cycle k". Fibonacci sequence. structure im-
portance .Limit law. Formulas of reliability



Résumé
Notre travail est consacré à l’étude des systèmes "r-consécutifs-k-sur-n". Ceux-

ci généralisent les systèmes ”k-consécutifs-sur-n” (r = 1) et les systèmes ”r-parmi-
n” (k = 1). La thèse est composée d’une introduction où nous présentons un
historique sur les systèmes étudiés, et trois chapitres présentés de la manière
suivante :

– Chapitre1 : Ce chapitre est consacré à rappeler quelques résultats concer-
nant le calcul et l’encadrement de la fiabilité des systèmes "k-consécutifs-
sur-n", ainsi, le calcul et l’arrangement des importances de structure des
composants. Ensuite nous présenterons quelques résultats concernant le
comportement asymptotique du temps de panne du système où nous ci-
terons notre résultat qui a fait l’objet d’une publication internationale.

– Chapitre2 : Ici nous traitons le système "r-consécutifs-k-sur-n" où nous
présentons nos résultats concernant ce type de systèmes. D’abord, nous
donnerons quelques formules de la probabilité de panne du système, ensuite,
nous établissons des résultats sur le comportement asymptotique du temps
de panne du système et enfin, nous discuterons le problème de l’importance
de structure des composants.

– Chapitre3 : Ce dernier chapitre examine le système "r-consécutifs-k-sur-n
de période k" et nous présenterons ici aussi notre résultat qui a fait l’objet
d’une publication internationale où nous avons établi une formule de la
probabilité de panne de ce système dans le cas où les composants sont
supposés indépendants.

Nous terminons notre thèse par une conclusion où nous citons quelques pro-
blèmes qui n’ont pas été encore traités et qui peuvent faire l’objet de recherches
ultérieures.

Mots Clés
Système "k-consécutifs-sur-n". Système "r-consécutifs-k-sur-n". Système "r-

consécutifs-k-sur-n de période k". Suite de Fibonacci. Importance de structure.
Loi limite. Formules de la fiabilité
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Introduction Générale

Depuis 1980 la modélisation "k-consécutifs-sur-n" a non seulement fait
l’objet de nombreuses publications scientifiques mais également a suscité l’intérêt
de plusieurs chercheurs de divers pays. L’ampleur de la bibliographie et la diversité
des problèmes traités font que les modèles "k-consécutifs-sur-n" sont devenus un
domaine très important dans la littérature de la théorie de la fiabilité au cours
de ces dernières deux décennies.

On appelle système ”k-consécutifs-sur-n” un système comportant n com-
posants disposés linéairement où circulairement et qui tombe en panne si et seule-
ment si au moins k composants consécutifs (k ≤ n) sont en panne. Ces systèmes
sont utilisés particulièrement dans les domaines de la télécommunication, des
circuits intégrés, pompage de pétrole par pipelines... [4],[5],[6],[7]. Ils ont été in-
troduits dans la littérature mathématique pour la première fois par Kontoleon [3]
en1980. Depuis, de nombreux travaux scientifiques ([25] , [28], [29], [40],[41], [45],
[47]..) qui sont réalisés sur ce genre de modèles dans différents cadres d’hypothèses
(composants du système identiques ou non identiques, indépendance mutuelle des
composants, dépendance markovienne etc...) on trouve deux catégories d’articles.
Dans la première, les auteurs s’intéressent au calcul exact ou approximatif de la
fiabilité du système [3] à [25], ainsi, l’importance des composants dans le système
[47], [55], [56] et ce en utilisant des méthodes algorithmiques ([9], [11], [12],[13],
[30], [33]) ou des techniques probabilistes ([8],[10], [14]...). Le plus souvent, de-
vant la complexité des hypothèses, on s’est contenté de chercher un encadrement
de la valeur de la fiabilité du système ([15], [36], [40], [49]...). Dans la deuxième
catégorie on traite plutôt le problème du comportement asymptotique du temps
de panne du système sous différentes hypothèses sur les lois des temps de panne
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des composants [18], [21], [45].[63].....

Dans ce travail nous présenterons une généralisation des modèles "k-
consécutifs-sur-n". D’une façon précise l’objet de cette thèse est l’étude systé-
matique des systèmes ”r-consécutifs-k-sur-n". Ceux-ci généralisent les systèmes
”k-consécutifs-sur-n” et les systèmes ”r-parmi-n”. Ils sont définis comme suit : un
système ”r-consécutifs-k-sur-n” est un système comportant n composants disposés
linéairement où circulairement et qui tombe en panne si et seulement si au moins
r séries non chevauchées de k composants consécutifs sont en panne (rk ≤ n).
On précise qu’une série est formée de k composants consécutifs et elle tombe en
panne si et seulement si ses k composants sont tous en panne. On remarque que
pour r = 1 et k = 1 on trouve les systèmes ”k-consécutifs-sur-n” et les systèmes
”r-parmi-n” respectivement. On rencontre ces systèmes particulièrement dans les
domaines de contrôle de qualité. Ils ont été introduits pour la première fois dans
la littérature mathématique par W.S. Grifith [12] en 1986 ; où il a présenté une
méthode pour déterminer la fiabilité du système dans le cas ou les composants
sont supposés indépendants et de même probabilité de panne via les chaînes de
Markov. Et depuis leurs introduction ils ont fait l’objet de beaucoup de travaux
scientifiques ([20], [27], [34],..) parmi ceux Papastavridis [26] (1990) a établi une
formule récursive pour la probabilité de panne du système dans le cas des com-
posants indépendants et non identiques et une formule exacte ainsi la loi limite
du temps de panne du système dans le cas où les composants sont identiques.
En (2002) M. Boushaba & N. Ghoraf [59] ont donné des formules de la fiabilité
de ce système sous différentes hypothèses sur ses composants et ce en fonction
de la fiabilité du système "k-consécutifs-sur-n". Et en (2006) N. Ghoraf [64] a
donné autres formules pour la fiabilité du système et la configuration optimale
des composants dans le système. Récemment, un système particulier du sys-
tème ”r-consécutifs-k-sur-n" a été introduit dans la littérature de la fiabilité. Plus
exactement en 1999, J.P. Bolland & S. Papastavridis [46] ont défini le système
"r-consécutifs-k-sur-n de période k" c’est à dire dans ce cas les probabilités de
pannes des composants sont périodiques (un sens à préciser ultérieurement), et ils
ont obtenu dans leur article une formule de la probabilité de panne de ce système
en conservant toujours l’hypothèse d’indépendance des composants. Et en (2003)
N. Ghoraf & M. Boushaba [62] ont présenté une autre formule pour la probabilité
de panne de ce dernier système via celle d’un système "k-consécutifs-sur-n".
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En vue de la configuration d’un système "r-consécutifs-k-sur-n" qui semble
relativement compliquée, Il est important de signaler que l’établissement des ré-
sultats concernant ce système dans la plupart des cas est une tâche très difficile
et c’est pour cela dans nos propres résultats nous essayons toujours de faire le
lien entre ce système et le système "k-consécutifs-sur-n" comme dans [59], [62] ce
qui nous permet d’utiliser tous les résultats concernant ce dernier système dans
la résolution des problèmes du premier.

Le document que nous présentons ici permet de faire le point sur l’état
actuel des recherches concernant les modèles cités ci-dessus, ainsi que sur quelques
points non encore traités et indispensables pour mieux comprendre ces modèles.
Ainsi, outre nos résultats, on trouve aussi d’autres résultats présentés sans rentrer
dans les détails de leurs démonstrations. Ceux-ci pourront être consultés dans les
références citées dans la bibliographie générale qui se trouve à la fin de cette
thèse.

La thèse est composée d’une introduction où nous présentons un histo-
rique sur les systèmes étudiés, et trois chapitres présentés comme suit :

– Chapitre1 : Ce chapitre est consacré à rappeler quelques résultats concer-
nant le calcul et l’encadrement de la fiabilité des systèmes "k-consécutifs-
sur-n", ainsi, le calcul et l’arrangement des importances de structure des
composants. Ensuite nous présenterons quelques résultats concernant le
comportement asymptotique du temps de panne du système où nous ci-
terons notre résultat qui a fait l’objet d’une publication internationale [63].

– Chapitre2 : Ici nous traitons le système "r-consécutifs-k-sur-n" où nous
présentons nos résultats concernant ce type de systèmes. D’abord, nous
donnerons quelques formules de la probabilité de panne du système ([59],
[64]), ensuite, nous établissons des résultats sur le comportement asympto-
tique du temps de panne du système et enfin, nous discuterons le problème
de l’importance de structure des composants.

– Chapitre3 : Ce dernier chapitre examine le système "r-consécutifs-k-sur-n
de période k" et nous présenterons ici aussi notre résultat qui a fait l’objet
d’une publication internationale [62] où nous avons établi une formule de
la probabilité de panne de ce système dans le cas où les composants sont
supposés indépendants.
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Nous terminons notre thèse par une conclusion où nous citons quelques pro-
blèmes qui n’ont pas été encore traités et qui peuvent faire l’objet de recherches
ultérieures.



Chapitre 1

Système "k-consécutifs-sur-n"

Dans ce premier chapitre nous allons présenter le système "k-consécutifs-sur-
n" à partir de quelques résultats importants concernant le calcul et l’encadrement
de la fiabilité dans les deux cas le premier c’est le cas où les composants sont indé-
pendants et le deuxième est le cas markovien. Ensuite, nous rappelons quelques
résultats récents sur l’importance de structure des composants. Et enfin, nous
traitons le comportement asymptotique du temps de panne du système.

1.1 Définitions et notations.

Dans ce chapitre on note :
– n :le nombre de composants dans le système.
– k :le nombre minimum de composants consécutifs en panne qui cause la

panne du système (k ≤ n)
– Xi :l’état du composant i Xi = 1 ou 0 suivant que le composant i fonctionne

ou tombe en panne.i = 1, 2, ..., n

–
(

x
y

)
= x!

y!(x−y)!
. coefficient binomial.

– qi :la probabilité de panne du composant i. pour i = 1, 2, ..., n

– pi : 1− qi

– Rk (j, p) :la fiabilité du système ”k-consécutifs-sur-j” linéaire ,où p = (p1, p2, ..., pj)

– Fk (j, p) : probabilité du panne du système ”k-consécutifs-sur-j” c à d Fk (j, p) =

1−Rk (j, p) .

– Rk (j, p)C :la fiabilité du système ”k-consécutifs-sur-j” circulaire ,où p =

(p1, p2, ..., pj)
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– In
k (i, p) :Importance en fiabilité du composant i., i = 1, 2, ..., n.

Définition 1.1.1. Un système "k-consécutifs-sur-n" est un système formé de n

composants disposés linéairement ou circulairement et qui tombe en panne si et
seulement si au moins k composants consécutifs sont en panne. On remarque que
pour k = 1 ou k = n on obtient un système en série en parallèle respectivement.

1.1.1 Domaines d’applications

Si on se réfère à la littérature mathématiques sur les modèles "k-consécutifs-
sur-n" on constate que les domaines d’applications sont plutôt diversifiés, et parmi
ceux nous citons ici les deux exemples suivants :

Exemple 1.1.1. Une suite de n stations transmet l’information d’un point A
vers un point B. Les stations sont placées à égales distances entre A et B. Chaque
station transmet l’information k stations plus loin. Il est clair que ce système
tombe en panne si et seulement si au moins k stations consécutives sont en panne.

Exemple 1.1.2. Pour transporter du Pétrole d’un point A vers un point B on
dispose de n pompes. Ces pompes sont placées à égales distances entre A et B.
Chaque pompe peut transporter le pétrole k pompes plus loin. Ce système tombe
en panne si et seulement si au moins k pompes consécutives sont en panne.

1.2 Formules et bornes de la fiabilité du système

1.2.1 Cas des composants indépendants

Dans cette section, on considère un système "k-consécutifs-sur-n" dont les
composants sont supposés indépendants. On distingue deux cas importants, le
premier est le cas où les composants sont identiques et le deuxième c’est le cas
où ils ne sont pas nécessairement identiques.

Cas des composants identiques

Dans ce cas, outre l’hypothèse d’indépendance des composants nous suppo-
sons qu’ils ont tous la même fiabilité p = p1 = p2 = ... = pn ,on note q = 1 − p
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(la probabilité de panne de chaque composant). Sous ces considérations nous
rappelons quelques résultats importants dont les objectifs sont le calcul ou l’en-
cadrement de la fiabilité du système.

Formule exacte de la fiabilité du système

Dans le cas des composants indépendants et identiques, la fiabilité du système
est donnée explicitement et ce en utilisant les techniques de l’analyse combinatoire
On désigne par N (j, n, k) le nombre de fois que le système "k-consécutifs-sur-n"
fonctionne sachant que j composants dans le système sont en panne. En utilisant
ce nombre on peut écrire Rk (n, p) =

∑
j

qjpn−jN (j, n, k) et par conséquent le

problème du calcul de la fiabilité du système dans ce cas se réduit au calcul du
nombre N (j, n, k). Les expréssions de N (j, n, k) sont données explicitement dans
[4] et [14] par :

N (j, n, k) =


(

n
j

)
, j < k

0 , j ≥ k
k−1∑
i=0

N (j − i, n− 1− i, k) , n > j ≥ k ≥ 1

et d’une façon générale

N (j, n, k) =
∑
i≥0

(−1)i

(
n− j + 1

i

)(
n− ki

n− j

)
....pour n > j ≥ k ≥ 1

De plus dans [6] on a établi une relation entre la fiablité du système linéaire et
celle d’un système circulaire donnée comme suit :

Rk (n, p)C = p2

k−1∑
l=0

(l + 1) qlRk (n− l − 2, p)

Alors la fiabilité du système est donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.2.1. [14] Pour 1 ≤ k ≤ n, on a :
1-Cas linéaire

Rk (n, p) =
∑
i≥0

(−1)i pi−1qki

[(
n− ki + 1

i

)
− q

(
n− ki

i

)]
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2-Cas circulaire

Rk (n, p)C =
∑
i≥0

(
−pqk

)i(n− ki

i

)
− qn + k

∑
i≥0

(
−pqk

)i+1
(

n− k (i + 1)− 1

i

)

Formules récursives de la fiabilité

La fiabilté du système est donnée aussi par les formules récursives suivantes :
– Pour n ≥ k on a : [4] :

Rk (n, p) = pn−k+1 +
n−k+1∑

i=1

i+k+1∑
j=i+1

piqj−iRk (n− j, p)

– Pour n ≥ k on a : [56]

Rk (n, p) =



1 , 0 ≤ n ≤ k − 1

Rk (i, p) Rk (n− i, p)− pqk
k∑

s=k+1−i

Rk (n− i− s, p) , 1 ≤ i < k

Rk (i, p) Rk (n− i, p)− p2qk
k∑

s=2

Rk (n− i− s, p)×
k∑

r=k+2−s

qr+s−k−2Rk (i− r, p) , k ≤ i ≤
[

n
2

]
Bornes de la fiabilité du système

Plusieurs bornes de la fiabilité du système "k-consécutifs-sur-n" sont données
dans le cas des composants indépendants et identiques.

– Dans [15], en utilisant la méthode des probabilités conditionnelles on a
montré que

l1 =
(
1− qk

)n−k+1 ≤ Rk (n, p) ≤
(
1− qk + qk+1

)n−k+1
= u1

– Et en appliquant la méthode de Stein-chen dans [22] on a obtenu :

l2 = exp
(
− (n− k + 1) qk

)
−
[
(2k − 1) qk + 2 (k − 1) q

]
≤ Rk (n, p)

≤ exp
(
− (n− k + 1) qk

)
+
[
(2k − 1) qk + 2 (k − 1) q

]
= u2

– En utilisant la même méthode avec quelques changements dans la démons-
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tration [40] montre que :

l3 = exp
(
−p (n− k + 1) qk

)
− (2kp− 1) qk ≤ Rk (n, p)

≤ exp
(
−p (n− k + 1) qk

)
+ (2kp− 1) qk = u3

Le tableau suivant montre que les bornes l1, u1 sont meilleures que celles
données par la méthode de Stein-Chen :

n k q l2 l3 l1 u1 u3 u2

10 2 0.05 0.8703 0.9669 0.9777 0.9788 0.9909 1.0853

10 2 0.20 0.1777 0.5818 0.6925 0.7462 0.9180 1.2177

10 4 0.10 0.3986 0.9986 0.9993 0.9994 1.0002 1.6000

10 4 0.20 −0.2223 0.9792 0.9889 0.9911 1.0029 2.2001

50 2 0.05 0.7772 0.8781 0.8846 0.8900 0.9021 0.9922

50 2 0.10 0.3826 0.5674 0.6111 0.6421 0.6894 0.8426

50 4 0.05 0.6997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998 1.2998

50 4 0.10 0.3946 0.9950 0.9953 0.9958 0.9966 1.5960

100 2 0.05 0.6733 0.7785 0.7805 0.7903 0.8025 0.8883

100 2 0.10 0.1416 0.3642 0.3697 0.4086 0.4562 0.6016

On remarque d’après le tableau ci-dessus que la méthode de Stein-Chen ne
donne pas des bonnes bornes particulièrement quand n est petit (la borne su-
périeure peut dépasser 1 et l’inférieure peut être négative), mais cette méthode
reste toujours valable et nécessaire pour établir les convergences en loi des suites
de variables aléatoires binaires et indépendantes.

*Outre les bornes citées précédemment un résultat intéressant est donné en
2000 dans [49] comme suit :

Théorème 1.2.2. Si 1 < k < n et 0 < p < 1 alors on a pour tout m (k ≤ m <

n) :

Rk (m, p) Rk (n−m + k − 1, p) < Rk (n, p) < Rk (m, p) Rk (n−m, p)

En appliquant ce théorème pour m = k on obtient

(
1− qk

)
Rk (n− 1, p) < Rk (n, p) <

(
1− qk

)
Rk (n− k, p)
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et si on procède de la même manière on trouve :

(
1− qk

)n−k+1
< Rk (n, p) <

(
1− qk

)[n
k ]

Et on remarque que :
(
1− qk

)n−k+1
= l1 mais

(
1− qk

)[n
k ]

< u1 =
(
1− qk + qk+1

)n−k+1

c’est à dire la borne supérieure donnée par ce théorème est meilleure que u1.

Cas des composants non identiques

Ici nous conservons toujours l’hypothèse d’indépendance des composants mais
on les suppose non nécessairement identiques. Dans ce cas le calcul exacte de la
fiabilité du système est très compliqué pour cette raison dans plusieurs travaux
scientifiques [8],[9], [11], [13], [30], et [31] on démontre des formules récursives
permettant le calcul de celle-ci. Le plus souvent dans ce cas on s’est contenté
d’encadrer la valeur de la fiabilité du système. Et comme précédemment nous
rappelons ici quelques résultats importants concernant le calcul, l’encadrement
de la fiabilité et le comportement asymptotique du temps de panne du système.

Formules récursives de la fiabilité du système

On considère un système "k-consécutifs-sur-n" les composants sont supposés
non nécessairement identiques. Danc ce cas la fiabilité du système est donnée par
les formules récursives suivantes :

Théorème 1.2.3. [9] Pour k ≥ 1 on a :

Rk (n, p) =

 1 , n ≤ k − 1

Rk (n− 1, p)−Rk (n− k − 1, p) pn−k

n∏
j=n−k+1

qj , n ≥ k

Si les composants sont identiques on obtient

Rk (n, p) =

{
1 , n ≤ k − 1

Rk (n− 1, p)− pqkRk (n− k − 1, p) , n ≥ k

Et dans le cas particulier k ≤ n ≤ 2k on a

Rk (n, p) = 1− qk − pqk (n− k)
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Théorème 1.2.4. [13] Pour k ≥ 2 on a

Fk (n, p) =



0 , n ≤ k − 1
n∏

j=1

qj , n = k

Fk (n− 1, p)− pn−1qnFk (n− 2, p)

+
n∏

j=n−k+1

qj

[
pn−kFk (n− k − 1, p) +

n−k∏
i=1

pi

]
, n ≥ k + 1

Si les composants sont identiques (p1 = p2 = ... = pn = p et q = 1 − p) on
obtient :

Fk (n, p) =


0 , n ≤ k − 1

qn , n = k

Fk (n− 1, p)− pqFk (n− 2, p)

+qk
[
pFk (n− k − 1, p) + pn−k

]
, n ≥ k + 1

Et dans le cas circulaire on a :

Théorème 1.2.5. [31] pour k ≥ 1 on a :

Rk (n, p)C =



1 , n ≤ k − 1

1−
n∏

i=1

qi , n = k

1−
n∏

i=1

qi −
n∑

i=1

pi

i+1∏
j=i−1

qj , n = k + 1

pnRk (n− 1, p) + qnRk (n− 1, p)C −
k−1∑
i=0

pn−k+i

n−k+i+1∏
j=i

qj×

pi+1Rk ((i + 2, n− k + i− 1) , p) , n > k + 1

Où ici pn+i = pi pour i ≥ 0 et Rk ((i + 2, n− k + i− 1) , p) est la fiabilité du sys-
tème "k-consécutifs-sur-(n− k − 2) ” linéaire constitué des composants i + 1, i +

2, ...., n− k + i− 1.

Bornes de la fiabilité du système

Si on se réfère aux travaux réalisés sur l’encadrement de la fiabilité du système
et aux calculs numériques traités, on trouve que les meilleures bornes dans ce cas
sont données par le théorème suivant :
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Théorème 1.2.6. [36] : Pour 1 ≤ k ≤ n, on a :

n∏
i=k

(
1−

i∏
j=i−k+1

qj

)
≤ Rk (n, p) ≤

(
1−

k∏
j=1

qj

)
n∏

i=k+1

1−
pi−k

i∏
j=i−k+1

qj

1−
i−1∏

j=i−k

qj


Si les composants sont identiques on obtient :

(
1− qk

)n−k+1 ≤ Rk (n, p) ≤
(
1− qk

)(
1− pqk

1− qk

)n−k

Il est clair que la borne supérieure donnée par le théorème précédent dans le
cas identiques est aussi meilleure que u1. En effet, il suffit seulement de voir que :

(
1− qk

)(
1− pqk

1− qk

)n−k

≤
(
1− qk + qk+1

)n−k+1
=
(
1− pqk

)n−k+1
= u1

1.3 Système "k-consécutifs-sur-n" Cas Markovien

Dans la section précédente l’hypothèse d’indépendance des composants du
système a été toujours présente et elle a joué un rôle important dans les calculs.
Malheureusement, dans la pratique cette hypothèse n’est pas toujours vérifiée. A
titre d’exemple si on considère le système de transport du pétrole constitué de
n pompes disposées linéairement, si une certaine pompe tombe en panne alors
la pompe précédente supporte une plus grande charge d’assurer le pompage du
pétrole et donc sa probabilité de panne peut être augmenter et donc ici nous
avons une dépendance entre les pompes. Pour cette raison on trouve des travaux
scientifiques qui traitent le système "k-consécutifs-sur-n" dont les composants
sont dépendants on peut consulter par exemple [17],[19],[23]...pour plus de détails.

Dans la présente section on considère le cas où les composants du système
possèdent une dépendance Markovienne c’est à dire l’état de chaque composant
dépend seulement de l’état du composant qu’il précède. Autrement dit les états
des composants sont des variables aléatoires binaires formant une chaîne de Mar-
kov à deux états, et nous rappelons ici deux résultats concernant le calcul de
la fiabilité du système. Le premier est le cas où les états forment une chaîne de
Markov homogène dont les probabilités de transition sont identiques et on obtient
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ici une formule exacte de la fiabilité du système. Le deuxième c’est le cas où les
probabilités de transition sont non nécessairement identiques et dans ce cas la
formule est récursive.

Ici nous avons besoin tout d’abord des notations suivantes :
– p = Pr [X1 = 1] ; q = 1− p

– pi,0 = Pr [Xi = 1/Xi−1 = 0], probabilité que le composant i fonctionne sa-
chant que le précédent (i− 1) est en panne pour i = 2, 3, ..., n ;
qi,0 = 1− pi,0

– pi,1 = Pr [Xi = 1/Xi−1 = 1] , probabilité que le composant i fonctionne sa-
chant que le précédent (i− 1) fonctionne aussi pour i = 2, 3, ..., n ;
qi,1 = 1− pi,1

– Rk (n) : Fiabilité du système "k-consécutifs-sur-n"
– [x] : la partie entière de x.

1.3.1 Cas où les probabilités de transition sont identiques

On considère un système "k-consécutifs-sur-n" dont les états des composants
X1, X2, ...., Xn forment une chaîne de Markov homogène avec

pi,0 = p0, qi,0 = q0, pi,1 = p1, qi,1 = q1, pour i = 2, 3, ..., n. Alors sous ces
considérations on a le théorème suivant :

Théorème 1.3.1. [23]Pour n ≥ k on a :

Rk (n) = ppn−1
1 +

n−1∑
i=1

min(i,n−i)∑
m=1

M (i, m, k − 1) M (n− i, m) pm
0 pn−i−m

1 qqi−m
0 qm−1

1

+
n−1∑
i=1

min(i,n−i)∑
m=1

M (i, m, k − 1) M (n− i, m) ppm−1
0 pn−i−m

1 qi−m
0 qm

1

+
n−2∑
i=1

min(i,n−i−1)∑
m=1

M (i, m, k − 1) M (n− i, m + 1) ppm
0 pn−i−m−1

1 qi−m
0 qm

1

+
n−1∑
i=2

min(i,n−i−1)∑
m=2

M (i, m, k − 1) M (n− i, m− 1) pm−1
0 pn−i−m+1

1 qqi−m
0 qm−1

1

Où M (i, m, k − 1) =
min(m,[ i−m

k−1 ])∑
λ=0

(
m
λ

)
(−1)λ (i−(k−1)λ−1

m−1

)
pour i ≥ m > 0

et M (n− i, m) =
(

n−i−1
m−1

)
pour n− i ≥ m > 0
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Démonstration. on peut consulter [23].

1.3.2 Cas où les probabilités de transition sont non iden-

tiques

Dans ce cas la fiabilité du système est donnée par la formule récursive sui-
vante :

Théorème 1.3.2. [19]Si n < k on a Rk (n) = 1

Si n ≥ k on a :

Rk (n) = Rk (n− 1) +
qn,0qn−k+1,1

qn−k+1,0qn−k,1

(pn−k,1 − pn−k,0) (Rk (n− 1)−Rk (n− 2))

−
n∏

j=n−k+2

qj,0 (qn−k+1,1pn−k,0) Rk (n− k − 1)

Démonstration. La démonstration est analogue a la démonstration du théorème1.4.1
seulement ici on utilise l’hypothèse que les composants sont dépendants.

Remarque 1.3.1. 1) Si on suppose que les composants du système sont indépen-
dants la formule donnée par ce dernier théorème se réduit au formule suivante :

Rk (n) = Rk (n− 1)− pn−k

n∏
j=n−k+1

qj,0Rk (n− k − 1)

2) Grâce à ce théorème on peut donner aussi une formule récursive pour la fiabilité
du système dans le cas où les probabilités de transition sont identiques. Cette
formule est comme suit :

Rk (n) = Rk (n− 1) + (p1 − p0) (Rk (n− 1)−Rk (n− 2))

− qk−1
0 q1p0Rk (n− k − 1)

1.4 Importance de structure des composants

On considère un système "k-consécutifs-sur-n" dont les composants sont sup-
posés indépendants. Le but de la présente section est de donner les formules
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exactes [47] de l’importance de structure du ième composant (i = 1, 2, ..., n), et
pour cela nous avons d’abord les définitions suivantes :

Définition 1.4.1. : L’importance en fiabilité (ou importance au sens de Birn-
baum) du ième composant (i = 1, 2, ..., n) est donnée par la formule :

In
k (i, p) =

∂Rk (n, p)

∂pi

, i = 1, 2, ..., n

Définition 1.4.2. Dans le cas où tous les composants sont identiques avec pi =

p = 1
2

pour tout i = 1, 2, ..., n l’importance au sens de Birnbaum du ième composant
est dite dans ce cas importance de structure du composant i notée In

k

(
i, 1

2

)
.

Lemme 1.4.1. Pour i = 1, 2, ..., n on a :

In
k (i, p) =

Rk (i− 1, p) Rk (n− i, p)−Rk (n, p)

(1− pi)

Démonstration. On désigne par Rk (n, 0i, p) et Rk (n, 1i, p) la fiabilité du système
sachant que le composant i est en panne, fonctionne respectivement. Alors on
peut écrire

Rk (n, p) = piRk (n, 1i, p) + (1− pi) Rk (n, 0i, p)

= piRk (i− 1, p) Rk (n− i, p) + (1− pi) Rk (n, 0i, p)

donc on obtient :

In
k (i, p) =

∂Rk (n, p)

∂pi

= Rk (i− 1, p) Rk (n− i, p)−Rk (n, 0i, p) , i = 1, 2, ..., n

et comme on a :

Rk (n, 0i, p) =
Rk (n, p)− piRk (i− 1, p) Rk (n− i, p)

(1− pi)

on déduit que :

In
k (i, p) =

Rk (i− 1, p) Rk (n− i, p)−Rk (n, p)

(1− pi)
(1.1)

d’où le lemme
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Définition 1.4.3. La suite de Fibonacci d’ordre k est la suite de terme général
noté fk,n donné par :

fk,n =


0 , 0 ≤ n ≤ k − 1

1 , n = k
n−1∑

j=n−k

fk,j , n ≥ k + 1

Les expressions explicites des termes de cette suite sont données dans [47]

par :

fk,n =


2n−k−1 , k + 1 ≤ n ≤ 2k

2n−k−1 − (n− 2k + 1) 2n−2k−2 , 2k + 1 ≤ n ≤ 3k + 1

2fk,n−1 − fk,n−k−1 , n ≥ k + 2

(1.2)

Maintenant, nous considérons un système "k-consécutifs-sur-n" linéaire dont
les composants sont identiques avec pi = 1

2
pour tout i = 1, 2, ..., n. Sous ces

considérations on a le théorème suivant :

Théorème 1.4.1. Rk

(
n, 1

2

)
=
(

1
2

)n
fk,n+k+1

Démonstration. Soit A (n, k) l’évènement "le système "k-consécutifs-sur-n" tombe
en panne" alors on peut écrire :

1−Rk

(
n,

1

2

)
= Pr (A (n, k))

= Pr
(
A (n, k)

⋂
A (n− 1, k)

)
+ Pr

(
A (n, k)

⋂
Ac (n− 1, k)

)
= Pr (A (n− 1, k))

+ Pr (Xn−k = 1) Pr (Xn−k+1 = Xn−k+2 = ...Xn = 0) Pr (Ac (n− k − 1, k))

donc :

1−Rk

(
n,

1

2

)
= 1−Rk

(
n− 1,

1

2

)
+

(
1

2

)k+1

Rk

(
n− k − 1,

1

2

)
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Alors on a :

Rk

(
n,

1

2

)
= Rk

(
n− 1,

1

2

)
−
(

1

2

)k+1

Rk

(
n− k − 1,

1

2

)
(1.3)

Et donc
1) Pour 0 ≤ n ≤ k − 1

Rk

(
n,

1

2

)
= 1 =

(
1

2

)n

fk,n+k+1

car dans ce cas on a d’après les formules1.2 fk,n+k+1 = 2n.

2) Pour n ≥ k soit j le dernier composant qui fonctionne dans le système (en
commençant du premier composant). Alors le système fonctionne si et seulement
si n − k + 1 ≤ j ≤ n et le sous-système "k-consécutifs-sur-j − 1” fonctionne.
Donc :
Pour n = k

Rk

(
k,

1

2

)
=

k∑
j=1

(
1

2

)k−j+1

Rk

(
j − 1,

1

2

)

=
k∑

j=1

(
1

2

)k−j+1(
1

2

)j−1

fk,j+k

=

(
1

2

)k

fk,2k+1 =

(
1

2

)k

fk,n+k+1

Et pour n > k on peut obtenir Rk

(
n, 1

2

)
=
(

1
2

)n
fk,n+k+1 par récurrence et ce

grâce au formule1.3.

Remarque 1.4.1. D’après la formule de la fiabilité donnée par le théorème pré-
cédent, il est clair que le terme fk,n+k+1 peut être interpréter comme le nombre
de fois que le système "k-consécutifs-sur-n" fonctionne.

Formules explicites de l’importance de structure via la suite de Fibo-
nacci

Dans ce paragraphe, nous discutons le problème de l’importance de structure
de chaque composant dans le système. Plus exactement, en utilisant les termes
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de la suite de Fibonacci on donne la formule explicite de In
k

(
i, 1

2

)
pour tout

i = 1, 2, ..., n ensuite, suivant les valeurs de n et k on arrange ces importances.

Théorème 1.4.2. Pour tout i = 1, 2, ..., n on a

In
k

(
i,

1

2

)
= In

k

(
n− i + 1,

1

2

)
Démonstration. D’après la formule1.1 on a :

In
k

(
n− i + 1,

1

2

)
= 2

[
Rk

(
n− i,

1

2

)
Rk

(
n− (n− i + 1) ,

1

2

)
−Rk

(
n,

1

2

)]
= 2

[
Rk

(
n− i,

1

2

)
Rk

(
i− 1,

1

2

)
−Rk

(
n,

1

2

)]
= In

k

(
i,

1

2

)
d’où le résultat.

Le théorème précédent signifie clairement que les importances de structure
des composants dans un système "k-consécutifs-sur-n" sont symétriques par rap-
port au composant du centre du système. Donc grâce à cette propriété il suffit
seulement de calculer la valeur de In

k

(
i, 1

2

)
pour i ≤

[
n+1

2

]
.

Théorème 1.4.3. Pour i = 1, 2, ..., n on a

In
k

(
i,

1

2

)
=

(
1

2

)n−1

[2fk,i+kfk,n−i+k+1 − fk,n+k+1]

Démonstration. On a :

In
k

(
i,

1

2

)
= 2

[
Rk

(
i− 1,

1

2

)
Rk

(
n− i,

1

2

)
−Rk

(
n,

1

2

)]
Mais :

Rk

(
n,

1

2

)
=

(
1

2

)n

fk,n+k+1
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donc

In
k

(
i,

1

2

)
= 2

[(
1

2

)i−1

fk,i+k

(
1

2

)n−i

fk,n−i+k+1 −
(

1

2

)n

fk,n+k+1

]

=

(
1

2

)n−1

[2fk,i+kfk,n−i+k+1 − fk,n+k+1]

le théorème est donc démontré.

Lemme 1.4.2. Pour 1 ≤ i ≤ n− k

In
k

(
i,

1

2

)
=

n−1∑
j=n−k

(
1

2

)n−j

Ij
k

(
i,

1

2

)

Démonstration. Pour i ≤ n− k on a d’après le théorème1.4.3 et les formules1.2

2n−1In
k

(
i,

1

2

)
= 2fk,i+kfk,n−i+k+1 − fk,n+k+1 = 2fk,i+k

n−i+k∑
j=n−i+1

fk,j −
n+k∑

j=n+1

fk,j

=
n+k∑

j=n+1

(2fk,i+kfk,j−i − fk,j) =
n−1∑

j=n−k

(2fk,i+kfk,j−i+k+1 − fk,j+k+1)

=
n−1∑

j=n−k

(
1

2

)j−1

Ij
k

(
i,

1

2

)

d’où le lemme.

Théorème 1.4.4. Pour k + 1 ≤ n ≤ 2k on a :

In
k

(
i,

1

2

)
=

{
i

2k , 1 ≤ i ≤ n− k
n−k+2

2k , n− k < i ≤
[

n
2

]
où
[

n
k

]
est la partie entière de n

k
.

Démonstration. Soient :
W = {(X1, X2, ..., Xn) , Xj = 0 ou 1, tel que le système "k-consécutifs-sur-n" fonctionne}
Si = {(X1, X2, ..., Xn) , Xj = 0 ou 1, tel que les deux sous-système "k-consécutifs-
sur-i− 1" constitué des (i− 1) premiers composants et "k-consécutifs-sur-n− i"
constitué des (n− i) derniers composants fonctionnent}
On a card (W ) = fk,n+k+1 et comme le composant i a deux états on a card (Si) =
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2fk,i+kfk,n−i+k+1. Notons aussi que W ⊆ Si et d’autre part chaque élément dans
Si avec Xi = 1 est aussi dans W

Et soit k + 1 ≤ n ≤ 2k alors :
Si n − k < i ≤

[
n
2

]
dans ce cas chaque k composants consécutifs contenant le

composant i qui causent la panne du système si leur ième composant est en panne.
Autrement dit :
Si−W = {(X1, X2, ..., Xn) , Xj = 0 ou 1, tel que le système "k-consécutifs-sur-n" est en panne}.
Donc :

In
k

(
i,

1

2

)
=

(
1

2

)n−1

card (Si −W ) = 2

[
1−Rk

(
k,

1

2

)]
= 2

[
1−

(
1

2

)n

fk,n+k+1

]
= 2

(
1−

(
1

2

)n [
2n − (n− k + 2) 2n−k−1

])
=

n− k + 1

2k

Si : 1 ≤ i ≤ n− k alors on a k ≤ n− i ≤ 2k − 1, et donc :

In
k

(
i,

1

2

)
= 2

[
Rk

(
i− 1,

1

2

)
Rk

(
n− i,

1

2

)
−Rk

(
n,

1

2

)]
= 2

[(
1

2

)n−i

fk,n−i+k+1 −
(

1

2

)n

fk,n+k+1

]

et comme : 2k + 1 ≤ n− i + k + 1 ≤ 3k et 2k + 1 ≤ n + k + 1 ≤ 3k + 1 on déduit
que :

In
k

(
i,

1

2

)
=

(
1

2

)n−i−1 [
2n−i − (n− i− k) 2n−i−k−1

]
−
(

1

2

)n−1 [
2n − (n− k) 2n−k−1

]
=

i

2k

alors le théorème est démontré.

Outre, les formules citées précédemment il existe d’autres résultats très im-
portants concernant l’importance de structure, nous les représentons ici sans dé-
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monstrations et ce pour pouvoir les utiliser par la suite.

Théorème 1.4.5. Pour s ≥ 1

1) In
k

(
i + s, 1

2

)
− In

k

(
i, 1

2

)
=
(

1
2

)k+1
s∑

j=1

[
In−k−j
k

(
i, 1

2

)
− In−k−j

k

(
i + s− k − j, 1

2

)]
2) In

k

(
i + s, 1

2

)
− In

k

(
i, 1

2

)
=

k∑
j=1

(
1
2

)j [
In−j
k

(
i + s− j, 1

2

)
− In−j

k

(
i, 1

2

)]
.

Théorème 1.4.6. Soient ak,i =
fk,i+1

fk,i
et n ≥ 3. Alors on a pour 1 ≤ i ≤

[
n−1

2

]
In
k

(
i + 1,

1

2

)
> In

k

(
i,

1

2

)
⇐⇒ ak,i+k > ak,n−i+k

Pour obtenir l’arrangement des importances de structure, on remarque que
les trois derniers théorèmes nous donnent des outils pour comparer directement
les importances de structure de deux composants. Dans le théorème suivant on
donne suivant les valeurs de n et k l’arrangement des importances de structure,
pour la démonstration on utilise seulement les résultats ci-dessus (ou on peut
consulter [47] pour plus de détails).

Théorème 1.4.7. Pour un système "k-consécutifs-sur-n" on a :
1. Si k = 1 ou k = n

In
k

(
i,

1

2

)
= In

k

(
j,

1

2

)
pour1 ≤ i < j ≤ n

2. Si k = 2, pour 1 ≤ i ≤
[

n+1
2

]
In
2

(
2i− 1,

1

2

)
< In

2

(
2i + 1,

1

2

)
< In

2

(
2i,

1

2

)
In
2

(
2i,

1

2

)
> In

2

(
2i + 2,

1

2

)
3. Si 2k = n ou 2k = n + 1

In
k

(
1,

1

2

)
< In

k

(
2,

1

2

)
< ... < In

k

(
k,

1

2

)
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4. Si 2k > n + 1

In
k

(
1,

1

2

)
< In

k

(
2,

1

2

)
< ... < In

k

(
n− k + 1,

1

2

)
In
k

(
n− k + 1,

1

2

)
= In

k

(
n− k + 2,

1

2

)
= ... = In

k

(
k,

1

2

)
In
k

(
n,

1

2

)
< In

k

(
n− 1,

1

2

)
< ... < In

k

(
k,

1

2

)
5.Si 3 ≤ k ≤

[
n−1

2

]
In
k

(
1,

1

2

)
< In

k

(
2,

1

2

)
< ... < In

k

(
k,

1

2

)

In
k

(
k + 1,

1

2

)
< In

k

(
k + 2,

1

2

)
< ... < In

k

(
2k,

1

2

)
In
k

(
2k + 1,

1

2

)
< In

k

(
2k + 2,

1

2

)
< ... < In

k

(
3k − 1,

1

2

)
In
k

(
3k,

1

2

)
< In

k

(
2k,

1

2

)
< In

k

(
k,

1

2

)
In
k

(
1,

1

2

)
< In

k

(
k + 1,

1

2

)
< In

k

(
2k + 1,

1

2

)

In
k

(
jk,

1

2

)
> In

k

(
jk + 1,

1

2

)
pourj = 1, 2, 3

In
k

(
k − 1,

1

2

)
< In

k

(
k + 1,

1

2

)
* Pour 2k + 2 ≤ i ≤

[
n+1

2

]
In
k

(
2k + 1,

1

2

)
< In

k

(
i,

1

2

)
< In

k

(
2k,

1

2

)
Le théorème précédent confirme que pour k = 1 ou k = n ou k ≥ n

2
les im-

portances de structure sont complètement arrangées. Cependant, pour les autres
valeurs de k l’arrangement est partiel.

Nous avons les exemples numériques suivants : on considère un système "k-
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consécutifs-sur-14" avec k = 2, k = 7 , k = 12. Alors on a :

R2

(
14,

1

2

)
= 0.06024170

R7

(
14,

1

2

)
= 0.96484375

R12

(
14,

1

2

)
= 0.99951172

et les importances de structure des composants sont données dans le tableau
suivant :

i I2

(
i, 1

2

)
I7

(
i, 1

2

)
I12

(
i, 1

2

)
1 0.02844238 0.00781250 0.00024414

2 0.06359863 0.01562500 0.00048828

3 0.05017090 0.02343750 0.00097656

4 0.05529785 0.03125000 0.00097656

5 0.05334473 0.03906250 0.00097656

6 0.05407715 0.04687500 0.00097656

7 0.05383301 0.05468750 0.00097656

8 0.05383301 0.05468750 0.00097656

9 0.05407715 0.04687500 0.00097656

10 0.05334473 0.03906250 0.00097656

11 0.05529785 0.03125000 0.00097656

12 0.05017090 0.02343750 0.00097656

13 0.06359863 0.01562500 0.00048828

14 0.02844238 0.00781250 0.00024414

on peut facilement vérifier que les résultats du théorème précédent sont réalisés
dans ces trois exemples

1.5 Loi limite du temps de panne

1.5.1 Cas des composants non identiques

Dans cette section on désigne par Ti (i = 1, 2, ..., n) le temps de panne du ième

composant et par Fi sa distribution de panne c à d Fi (t) = Pr [Ti ≤ t] pour
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t ≥ 0, (i = 1, 2, ..., n). Le temps de panne du système noté Zn est donné par :

Zn = min
1≤j≤n−k+1

max
j≤i≤j+k−1

Ti

On définit Pj (t) =
j+k−1∏

i=j

Fi (t), j = 1, 2, ..., n − k + 1. P (t) = max
1≤i≤n

Fi (t) et

λ (t) =
n−k+1∑

j=1

Pj (t) .

Sous ces considérations et en utilisant la méthode de Stein-Chen on obtient :

|Pr (Zn ≤ t)− (1− exp (−λ (t)))| ≤ (2k − 1) pk (t) + (2k − 2) p (t)

cette inégalité nous permet d’établir la loi limite du temps de panne du système.
Alors on précise les conditions suivantes :

(a) Soient les nombres positifs λi, αi et les fonctions φi tel que Fi (t) = (λit)
αi+

tαiφi (t), i = 1, 2, ... pour 0 ≤ t ≤ δ, ou δ est un nombre positif.
(b) On suppose que lim

t→∞
φi (t) = 0, uniformément en i.

(c) lim
i→∞

λi = λ.

Sous ces conditions on a

Théorème 1.5.1. On a :
(1) Si α = inf αi = αi pour tout i = 1, 2,..., alors

lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα Zn ≤ t

)
= 1− exp

[
− (λt)αk

]
(2) Si α > 0 et pour tout i = 1, 2, ... il existe j avec i ≤ j ≤ i + k − 1 tel que
αj > α, on a

lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα Zn ≤ t

)
= 0

Démonstration. Pour la démonstration, il suffit de montrer que la borne donnée
par la méthode de Stein Chen (au temps tn = tn−

1
kα ) tend vers 0 quand n tend

vers +∞.

Ce théorème veut dire que sous les conditions a) b) et c), quand le nombre
de composants tend vers l’infini la variable aléatoire n

1
kα Zn converge en loi vers

une variable aléatoire de Weibull (Weib(αk, λ)), ce qui nous permet en pratique
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d’approximer la fiabilité du système par une loi de Weibull quand n est suffisam-
ment grand. On peut facilement montrer que le théorème précédent est applicable
dans les deux exemples suivants

Exemple 1.5.1. On suppose le iéme composant a pour distribution de panne la
distribution de Weibull donnée par :

Fi (t) = 1− exp [− (λit)
α] = (λit)

α + tα ◦ (1)

où lim
i→∞

λi = λ

Exemple 1.5.2. On considère une distribution mixte Weibull et gamma. (λi) et
(µi) sont deux suites de nombres positifs qui convergent vers λ et λ (Γ (α + 1))

1
α

respectivement. Et soient les distributions de panne des composants données par :

F2i−1 (t) = 1− exp [− (λit)
α] = (λit)

α + tα ◦ (1)

F2i (t) =

t∫
0

µα
i

Γ (α)
sα−1 exp [− (µis)] ds =

µα
i

Γ (α + 1)
tα + tα ◦ (1)

Remarque 1.5.1. Si on note par ZC
n le temps de panne d’un système "k-consécutifs-

sur-n" alors on a d’après [6]

Pr (Zn ≤ t) ≤ Pr
(
ZC

n ≤ t
)
≤ Pr (Zn ≤ t) +

n∑
j=n−k+2

j+k−1∏
i=j

Fi (t)

et par conséquent sous les conditions (a) , (b) et (c) on a :

lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα ZC

n ≤ t
)

= lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα Zn ≤ t

)
c’est à dire le théorème précédent est vrai même pour un système circulaire.

1.5.2 Cas des composants identiques

Dans ce paragraphe nous allons présenter un résultat concernant le temps
de panne d’un système qui généralise le système "k-consécutifs-sur-n" à savoir
le système "k-parmi-m-consécutifs-sur-n". On définit un système "k-parmi-m-
consécutifs-sur-n" comme un système qui comporte n composants disposés li-
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néairement ou circulairement et qui tombe en panne si et seulement si au moins
k composants parmi m composants consécutifs sont en panne. On remarque que
pour m = k ou m = n on obtient un système "k-consécutifs-sur-n" , "k-sur-n"
respectivement. Ce type de système a fait l’objet de plusieurs articles entre autres
[12], [36], [40], [45] . Ici nous présentons notre résultat [63] où nous avons démon-
tré que sous quelques conditions sur la loi de panne commune des composants la
loi limite du temps de panne du système est toujours de Weibull.

Alors, On considère ici un système ”k-parmi-m-consécutifs-sur-n”, les compo-
sants sont supposés indépendants et de même distribution de panne F (t) c à d
pour tout i = 1, 2, ..., n : Pr (Ti ≤ t) = F (t) .

On définit d’abord les quantités suivantes :
– A (t) =

(
m−1
k−1

)
F k (t) (1− F (t))m−k

– B (t) =
m−1∑

h=k−1

(
m−1

h

)
F h+1 (t) (1− F (t))m−h−1

– Dn (t) = (n−m + 1) B (t) .

– W (t) = 1 + 2m (`− 1) A (t) + 2a (m− 1) (2m− k + 1) F (t)

(1−F (t))m−k

où a =
max

k−1≤h≤2m−1
(2m−1

h )

(m−1
k−1)

et ` est un entier positif.
Sous les considérations ci-dessus on a le résultat suivant :

Théorème 1.5.2. Pour tout entier ` ≥ 1 tel que m ≤ `m ≤ n, on a :

1

W (t)

([ n

m`

]
− 1
)

m`A (t) ≤ Pr (Zn ≤ t) ≤ Dn (t)

Démonstration. Soit Ei l’évènement : ”le composant i tombe en panne et au
moins (k − 1) composants parmi i + 1, i + 2, ...., i + m − 1 sont en panne”, pour
i = 1, 2, ..., n−m + 1, alors on a :

Pr (Zn ≤ t) = Pr

(
n−m+1⋃

i=1

Ei

)
≤

n−m+1∑
i=1

Pr (Ei) = Dn (t) (1.4)

Maintenant, soit t fixé et soit la variable aléatoire Yj (t), j = 1, 2, ...., n−m + 1,
qui prend la valeur 1 si et seulement si le composant j tombe en panne et il
existe exactement (k − 1) composants en panne parmi les composants j + 1, j +

2, ..., j + m− 1 et la valeur 0 dans les autres cas. En posant Y (t) =
n−m+1∑

j=1

Yj (t)

on remarque que le système tombe en panne si Y (t) > 0.
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Il est clair que : E (Yj) = A (t) et E (Y ) = (n−m + 1) A (t) ≤ Dn (t) .Alors on
peut écrire :

Pr (Zn ≤ t) = Pr (Y (t) > 0) ≥ Pr

[ n
m` ]−1⋃
i=1

(i+1)m`⋃
j=im`+1

(Yj (t) = 1)


=

[ n
m` ]−1∑
i=1

Pr

 (i+1)m`⋃
j=im`+1

(Yj (t) = 1)


En appliquant l’inégalité de ”Chung-Erdos” on obtient :

Pr (Zn ≤ t) ≥
[ n

m` ]−1∑
i=1

(
(i+1)m`∑
j=im`+1

Pr (Yj = 1)

)2

(i+1)m`∑
j=im`+1

Pr (Yj = 1) +
∑
u 6=v

Pr (Yu = 1, Yv = 1)

≥
[ n

m` ]−1∑
i=1

(m`A (t))2

(m`A (t)) + 2m (`− 1) m`A2 (t) + 2`m (2m− k + 1) (m− 1) CteF k+1 (t)

=

([
n

m`

]
− 1
)
m`A (t)

1 + 2m (`− 1) A (t) + 2 (2m− k + 1) (m− 1) aF (t) (1− F (t))k−m

où Cte = max
k−1≤h≤2m−1

(
2m−1

h

)
.

En posant :

W (t) = 1 + 2m (`− 1) A (t) + 2 (2m− k + 1) (m− 1) a
F (t)

(1− F (t))m−k

on obtient :
Pr (Zn ≤ t) ≥ 1

W (t)

([ n

m`

]
− 1
)

m`A (t) (1.5)

En combinant les deux inégalités 1.4 et 1.5 on obtient notre résultat.

Nous donnerons dans les théorèmes suivants la limite de la distribution de
probabilité de la variable aléatoire a−1 (n, k) Zn où a (n,k) est une fonction conve-
nablement choisie. Alors, on a :

Théorème 1.5.3. Si lim
n→+∞

nF k (a (n, k) t) = ∆ (t) , 0 ≤ ∆ (t) ≤ 1,
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avec a (n, k) → 0, quand n →∞, on a :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
=

(
m− 1

k − 1

)
∆ (t)

Démonstration. Il est bien clair que si :

lim
n→+∞

nF k (a (n, k) t) = ∆ (t)

alors :
lim

n→+∞
Dn (a (n, k) t) =

(
m− 1

k − 1

)
∆ (t)

donc, d’une part on a :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
≤
(

m− 1

k − 1

)
∆ (t) (1.6)

D’autre part on utilise l’inégalité de gauche du théorème 1.5.2 pour ` = `n tel
que `n → +∞ et `n

n
→ 0 quand n → +∞ (par exemple `n = [c log n] , c > 0).

Alors on obtient :
lim

n→+∞
W (a (n, k) t) = 1

Par conséquent :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
≥ lim

n→+∞

([
n

m`n

]
− 1

)
m`nA (a (n, k) t)

≥
(

m− 1

k − 1

)
∆ (t) (1.7)

En combinant les inégalités 1.6 et 1.7 on obtient :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
=

(
m− 1

k − 1

)
∆ (t)

Et donc on a le résultat.

Théorème 1.5.4. Si lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) = lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t) = ∆ (t)

0 ≤ ∆ (t) ≤ 1, tel que a (n, k) → 0 quand n →∞, pour `n = c log n , c > 0. Alors
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on a :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
=

{
1− exp

(
−
(

m−1
k−1

)
tα
)

, t > 0, α > 0

0 , t ≤ 0

Démonstration. On considère un système composé de n blocs disposés en paral-
lèle, chaque bloc contient `n composants disposés en séries (`n ≥ m). La fiabilité
de chaque composant est : F k (t) = 1−F k (t). Alors, on a ici un système "séries-
parallèle" homogène [35] sa fiabilité est donnée par la formule suivante :

Rn (t) = 1−
n∏

i=1

(
1− F k (t)

`n
)

Il est clair que si :

V (t) = lim
n→∞

nF k (αnt + βn)
`n

avec αn > 0, βn ≥ 0

Alors :
lim

n→∞
Rn (αnt + βn) = 1− exp (−V (t))

Mais :

lim
n→+∞

nF k (αnt + βn)
`n

= lim
n→+∞

n exp
[
`n log

(
1− F k (αnt + βn)

)]
= lim

n→+∞
n exp

[
−`n

(
F k (αnt + βn) + o

(
F k (αnt + βn)

))]
= lim

n→+∞
n exp

[
−`n

(
F k (αnt) + βnF k (ζ) + o

(
F k (αnt) + βnF k (ζ)

))]
où αnt < ζ < αnt + βn

En choisissant αn = a (n, k) tel que : lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) = lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t),

βn = 1 et `n = c log n avec c = F−k (ζ), ζ > 0. on obtient :

V (t) = exp{− (∆ (t) + o (∆ (t)))

Et d’après la deuxième partie du théorème 1 [35] on a :

V (t) =

{
exp (−tα) , t ≥ 0, α > 0

0 , t < 0
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Donc :
∆ (t) + o (∆ (t)) = tα, t ≥ 0

alors:
1− exp (−∆ (t)) = tα, t ≥ 0

par conséquent
−∆ (t) = log (1− tα) = −tα − o (tα))

Et enfin :pour tout t ≥ 0(
m− 1

k − 1

)
∆ (t) =

(
m− 1

k − 1

)
tα +

(
m− 1

k − 1

)
o (tα)

= 1− exp

(
−
(

m− 1

k − 1

)
tα
)

et en appliquant le théorème 1.5.3 on obtient notre résultat.

Remarque 1.5.2. Le théorème 1.5.4 montre que pour un système "k-parmi-m-
consécutifs-sur-n" quand les composants possèdent une même loi de panne F (t) ,
alors pour toute loi F (t) et sous quelques conditions, on peut approcher la fiabilité
du système par un terme exponentiel. Autrement dit, pour toute loi F (t) le temps
de panne du système converge en loi vers une loi de Weibull.

*Dans le corollaire suivant nous donnerons la loi limite du temps de panne
d’un système ”k-consécutifs-sur-n” alors on a :

Corollaire 1.5.1. Si lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) = lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t) = ∆ (t)

0 ≤ ∆ (t) ≤ 1, tel que a (n, k) → 0 quand n → ∞, pour `n = c log n , c > 0.
Alors :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
=

{
1− exp (−tα) , t > 0, α > 0

0 , t ≤ 0

Démonstration. Il suffit de prendre m = k dans le théorème 1.5.4.

Remarque 1.5.3. Un cas particulier de notre résultat est donné dans les réfé-
rences [21] et [36] où : F (t) = Weibull (λt, β) c à d pour tout i = 1, 2, ..., n :

F (t) = (λt)β + o
(
tβ
)
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et dans ce cas : a (n, k) = 1

λn
1

kβ
.Donc ici nous avons obtenu une généralisation

de ce cas.

Exemples numériques

1). Soit F = Weibull (λt,β) i.e

F (t) = (λt)β + o
(
tβ
)

on prend a (n, k) = 1

λn
1

kβ
. Alors on a :

lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) = lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t) = tkβ + tkβo (1)

Donc :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
= 1− exp

(
−
(

m− 1

k − 1

)
tα
)

, α = kβ > 0

c à d λn
1
α Zn → Weibull

((
m−1
k−1

) 1
α ,α
)

quand n → +∞.

* le Tableau 1 donne un exemple numérique du cas F (t) = (λt)β+o
(
tβ
)
, tel

que β = λ = 1, et k = m = 2. Les colonnes du tableau donnent les valeurs
Gn (t) = Pr (a−1 (n, k) Zn ≤ t) où a (n, k) = 1

n
1

kβ
pour n = 5, 10, 15, ..., 35.

et on pose G (t) = 1− exp
(
−
(

m−1
k−1

)
tk
)

n t= 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

5 0.135 0.368 0.576 0.728 0.830 0.895 0.936
10 0.160 0.437 0.668 0.819 0.907 0.953 0.977
15 0.171 0.469 0.709 0.856 0.934 0.971 0.988
20 0.177 0.488 0.733 0.877 0.948 0.979 0.992
25 0.182 0.502 0.750 0.890 0.956 0.984 0.994
30 0.185 0.512 0.763 0.900 0.962 0.987 0.995
35 0.188 0.520 0.772 0.908 0.967 0.989 0.996
G (t) 0.221 0.632 0.894 0.981 0.998 0.999 0.999

Tableau1
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– * Soit F (t) = 1− exp (−t) , on prend a (n, k) = n−
1
k , on obtient le tableau

2..

n m k a (n, k) t Gn (t) G (t)

5 3 2 0.447 1.55 0.992 0.991
5 3 2 0.447 0.23 0.105 0.100
10 5 3 0.464 1.49 1 0.999
10 5 3 0.464 0.22 0.068 0.061
10 5 5 0.794 0.87 0.798 0.392
50 10 5 0.457 1.51 1 0.999
50 10 5 0.457 0.23 0.078 0.077
50 30 2 0.141 0.74 1 0.999
100 3 2 0.1 1.05 0.891 0.889
100 10 2 0.1 1.05 1 0.999

Tableau2.

2). Si F (t) est la distribution gamma c à d :

F (t) =

t∫
0

µβ

Γ (β + 1)
sβ−1 exp (−µs) ds =

µβ

Γ (β + 1)
tβ + tβo (1)

on prend : a (n, k) =
(

Γ(β+1)
µkβn

) 1
kβ

. donc :

lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) = lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t) = tkβ + tkβo (1)

Alors on a :

lim
n→∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
= 1− exp

(
−
(

m− 1

k − 1

)
tα
)

, α = kβ > 0.

Si on prend µ = 1 et β = 2 on a F (t) = 1− exp
(
− t2

2

)
, a (n, k) =

(
2
n

) 1
2k

et G (t) = 1− exp
(
−
(

m−1
k−1

)
t2k
)
. on obtient le tableau3..
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n m k a (n, k) t Gn (t) G (t)

5 3 2 0.795 2.19 0.992 0.999
5 3 2 0.795 0.34 0.105 0.026
10 5 3 0.764 2.37 1 0.999
10 5 3 0.764 0.36 0.068 0.023
10 5 5 0.851 1.64 0.798 0.999
50 10 5 0.724 2.25 1 0.999
50 10 5 0.724 0.40 0.078 0.013
50 30 2 0.447 1.05 1 1
100 3 2 0.376 1.50 0.891 0.999
100 10 2 0.376 1.50 1 1

Table3.

3). Soit : F (t) = (λt)β + tβo (1) + tβΨ (t), avec lim
t→0

Ψ (t) = 0.

on prend : a (n, k) = 1

λn
1

kβ
,donc on a :

lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) = lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t) = tkβ + tkβo (1)

Et alors :

lim
n→∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
= 1− exp

(
−
(

m− 1

k − 1

)
tα
)

, α = kβ〉0.



Chapitre 2

Système "r-consécutifs-k-sur-n"

Le but de ce chapitre est l’étude du système "r-consécutifs-k-sur-n". Ce type
de systèmes a été introduit dans la littérature de la théorie de fiabilité en 1986 par
W.S Griffith [12] comme une généralisation des modèles envisagés dans le premier
chapitre et pour expliquer cette généralisation on peut dire que dans le cas d’un
système "k-consécutifs-sur-n" la panne du système est causée par l’existence d’une
seule série de k composants consécutifs en panne, cependant la panne du système
en question ne peut pas être réalisée sauf si le nombre de séries de k composants
consécutifs en panne est supérieur ou égale à r. Donc d’après cette comparaison
entre les deux modèles, il est très clair que le système "r-consécutifs-k-sur-n" a
une configuration plus compliquée que celle d’un système "k-consécutifs-sur-n".
Mais, on peut dire qu’en pratique si on dispose de n composants et on a le choix
de réaliser une des deux configurations alors le mieux toujours est de choisir la
configuration la plus fiable qui est bien sûr la configuration "r-consécutifs-k-sur-
n". Notons aussi que ce genre de systèmes a fait l’objet de plusieurs articles
scientifiques dans un cadre théorique de la manière suivante : pour une suite de
variables aléatoires de Bernoulli on s’intéresse à l’étude de la variable aléatoire
Nn,k qui représente le nombre de séries de 1 non chevauchées de longueur k , on
peut consulter par exemple [27], [34], [42]. Par conséquent, l’étude de la fiabilité
d’un système "r-consécutifs-k-sur-n" se réduit à l’étude de la loi de distribution
de la variable aléatoire Nn,k.

Dans le présent chapitre nous allons présenter le modèle "r-consécutifs-k-sur-
n" linéaire en essayant de donner en premier lieu quelques formules de sa fiabilité
, ensuite, la loi limite de son temps de panne et enfin l’importance de structure
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des composants.

2.1 Définitions et notations

Définition 2.1.1. : Un système "r-consécutifs-k-sur-n" est un système formé de
n composants disposés linéairement ou circulairement et qui tombe en panne si
et seulement si au moins r séries non chevauchées de k composants consécutifs
tombent en panne.
On remarque que si r = 1 (k = 1 resp.) on obtient un système "k-consécutifs-
sur-n" (r-parmi-n resp.).

Définition 2.1.2. : Une série est l’ensemble de k composants consécutifs. On dit
qu’elle est en panne si et seulement si tous ses composants sont en panne. On pré-
cise que : sk composants consécutifs sont traités comme s séries non chevauchées
de k composants consécutifs.

2.1.1 Domaines d’applications

Si on se réfère à la littérature concernant ces modèles on constate que ses
domaines d’applications sont aussi diversifiés. Nous citons ici un exemple de ces
domaines.

Exemple 2.1.1. (contrôle de la qualité)
Supposons qu’on veut contrôler la qualité d’un certain produit. Et pour cela on
suppose que les éléments de ce produit sortent consécutivement d’une chaîne de
production et qu’ils soient alors inspectés par des inspecteurs (ou des machines
d’inspection) alors si on dispose de k types d’inspecteurs, chacun étudie un certain
aspect de qualité. On s’intéresse à assurer la qualité et ainsi à adopter la procédure
qu’un élément sortant de la chaîne de production est consécutivement inspecté par
les k inspecteurs ensuite il subit à une deuxième et troisième .etc inspection par ces
k inspecteurs et on décide de l’accepter si on a au moins r inspections (de taille k)
positives (une inspection est positive si et seulement si toutes les caractéristiques
à contrôler sont bonnes c à d les k inspecteurs acceptent cet élément). D’autre
part si le nombre total de contrôles à faire sur chaque élément est n (avec n ≥ rk)
alors on a ici un système "r-consécutifs-k-sur-n".



2.2 Formules de la Probabilité de panne du système 42

Dans toute la suite nous utiliserons les notations suivantes.
– n : nombre de composants dans le système "r-consécutifs-k-sur-n"
– r : nombre minimum de séries (de taille k) non chevauchées dont leur panne

cause la panne du système.
– k : nombre de composants dans une série.
– Xi : l’état du composant i Xi = 1 ou 0 suivant que le composant i fonctionne

ou tombe en panne.i = 1, 2, ..., n

– qi : la probabilité de panne du i émecomposant , i = 1, 2, ..., n

– pi = 1− qi : fiabilité du i émecomposant , i = 1, 2, ..., n

– Fk,r(n, p) : probabilité de panne du système "r-consécutifs-k-sur-n" où p =

(p1, p2, ..., pn)

– Rk,r (n, p) = 1− Fk,r(n, p) : fiabilité du système "r-consécutifs-k-sur-n".
– Fk (n, p) : probabilité de panne du système "k-consécutifs-sur-n" (c à d pour

r = 1).

– Rk (n, p) = 1− Fk(n, p) : fiabilité du système "k-consécutifs-sur-n".
– Rk,r (j − i + 1, pi, pi+1, ..., pj) = 1 − Fk,r (j − i + 1, pi, pi+1, ..., pj) : fiabilité

du système "r-consécutifs-k-sur-(j − i + 1)" constitué des composants i +

1, i + 2, ...., j. (i < j ≤ n) .

– In
k,r (i, p) : importance en fiabilité (ou au sens de Birnbaum) du iéme com-

posants i = 1, 2, ..., n.
–
(

x
y

)
= x!

y!(x−y)!
. le coefficient binomial.

– A : Le complémentaire de l’ensemble A.

2.2 Formules de la Probabilité de panne du sys-

tème

Dans cette section on considère un système "r-consécutifs-k-sur-n". Les états
des composants sont des variables aléatoires nous les supposons indépendantes.
Nous présentons ici nos résultats qui donnent les formules de la probabilité de
panne du système. Et avant de présenter ces résultast nous rappelons d’abord
celui donné dans [26] pour procéder à des comparaisons.
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2.2.1 Formules récursives de la probabilité de panne du

système

Dans le cas où les composants du système ne sont pas nécessairement iden-
tiques la probabilité de panne du système est donnée par la formule récursive
suivante :

Théorème 2.2.1. Pour n ≥ kr + 1, et Fk,0 (0, p) = 1 on a

Fk,r (n, p) = Fk,r (n− 1, p)

+
r∑

s=1

pn−sk

sk∏
i=1

qn−sk+i (Fk,r−s (n− sk − 1, p)− Fk,r−s+1 (n− sk − 1, p))

Démonstration. Soit A(n, r) l’évènement "le système r-consécutifs-k-sur-n tombe
en panne"
Alors on a :

Fk,r (n, p) = Pr (A(n, r))

= Pr
(
A(n, r)

⋂
A(n− 1, r)

)
+ Pr

(
A(n, r)

⋂
A(n− 1, r)

)
= Pr (A(n− 1, r)) + Pr

(
A(n, r)

⋂
A(n− 1, r)

)
= Fk,r (n− 1, p) + Pr

(
A(n, r)

⋂
A(n− 1, r)

)
Mais :
Pr
(
A(n, r)

⋂
A(n− 1, r)

)

= Pr

(
r⋃

s=1

(Xn−sk+1 = Xn−sk+2... = Xn = 0, Xn−sk = 1, E1,n−sk−1 (r − s))

)

où E1,n−sk−1 (r − s) ="parmi les composants 1, 2, ..., n − sk − 1, il existe exac-
tement (r − s) séries non chevauchées de k composants consécutifs en panne".
Donc

Pr [E1,n−sk−1 (r − s)] = Fk,r−s (n− sk − 1, p)− Fk,r−s+1 (n− sk − 1, p)
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par conséquent :

Pr
(
A(n, r)

⋂
A(n− 1, r)

)
=

r∑
s=1

pn−sk

sk∏
i=1

qn−sk+i×

(Fk,r−s (n− sk − 1, p)− Fk,r−s+1 (n− sk − 1, p))

Le résultat est donc démontré.

Les deux cas particuliers suivants résultent directement du théorème précé-
dent :

1) Si r = 1. La probabilité de panne d’un système "k-consécutifs-sur-n" est
donnée par la formule :

Corollaire 2.2.1. Soit n ≥ k + 1 alors :

Fk (n, p) = Fk (n− 1, p) + pn−k

k∏
i=1

qn−k+i (1− Fk (n− k − 1, p))

Démonstration. Il suffit de prendre r = 1 dans le théorème2.2.1.

2) Si les composants du système sont supposés identiques c à d p1 = p2 =

... = pn = p = 1− q. Alors on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.2. Soit n ≥ kr + 1 alors :

Fk,r (n, p) = Fk,r (n− 1, p)

+
r∑

s=1

pqsk (Fk,r−s (n− sk − 1, p)− Fk,r−s+1 (n− sk − 1, p))

Démonstration. Il suffit d’appliquer l’hypothèse p1 = p2 = ... = pn = p dans le
théorème2.2.1

Remarque 2.2.1. D’après les formules précédentes on remarque que la proba-
bilité de panne d’un système "r-consécutifs-k-sur-n" est donnée en fonction de
celles des systèmes "(r − s)-consécutifs-k-sur-(n− sk − 1)" ou 0 ≤ s ≤ r.
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2.2.2 Formule explicite de la probabilité de panne du sys-

tème

Dans cette section les composants du système sont supposés indépendants
et identiques, en utilisant les techniques de l’analyse combinatoire on a établi
une formule exacte de la probabilité de panne du système. Donc on a le résultat
suivant :

Théorème 2.2.2. Soit p1 = p2 = ... = pn = p , et n ≥ kr alors

Fk,r (n, p) =

[n
k ]∑

s=r

n∑
i=sk

(
s + n− i

s

)
N (i− sk, n− i + 1) qipn−i.

où
[

n
k

]
est la partie entière de n

k
et N (i, j) =

j∑
m=0

(
j
m

)(
i+j−1−mk

i−mk

)
(−1)m .

Démonstration. Voir [26].

2.3 Probabilité de panne du système "r-consécutifs-

k-sur-n" Via celle du système "k-consécutifs-

sur-n".

Dans ce paragraphe, l’hypothèse d’indépendance des composants est tou-
jours conservée. Nous voulons ici bénéficier de la relation existante entre les
deux systèmes et la bibliographie concernant le calcul de la fiabilité du sys-
tème "k-consécutifs-sur-n" dans le calcul de la probabilité de panne du système
"r-consécutifs-k-sur-n". Plus précisément, comme il existe un grand nombre de
résultats concernant le système "k-consécutifs-sur-n" et comme le système "r-
consécutifs-k-sur-n" le généralise, alors il est intéressant d’exprimer la probabilité
de panne de ce dernier en fonction de celle du premier [59]. Alors nous avons les
résultats suivants :

2.3.1 Cas des composants non identiques

Nous supposons ici que les composants du système ne sont pas nécessairement
identiques. Nous utilisons la notation Fk,r (n, p1, p2, ..., pn) au lieu de Fk,r (n, p)
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pour pouvoir faire la distinction entre les sous-systèmes et on définit l’évène-
ment Ai = {Xi = Xi+1 = ... = Xi+k−1 = 0}, pour i = 1, 2, ..., n − k + 1 Sous ces
considérations on a le résultat :

Théorème 2.3.1. pour n ≥ rk et r ≥ 1 on a

Fk,r (n, p1, p2, ..., pn) =
k∏

j=1

qjFk,r−1 (n− k, pk+1, pk+2, ..., pn)

+
n−rk+1∑

i=2

Rk (i− 2, p1, p2, ..., pi−2) pi−1×

i+k−1∏
j=i

qjFk,r−1 (n− k − i + 1, pi+k, pi+k+1, ..., pn)

Démonstration. Soit Bn
k (r) l’évènement : {le système ”r-consécutifs-k-sur-n” consti-

tué des composants 1, 2, ..., n tombe en panne}.
Alors on a :

Fk,r (n, p1, p2, ..., pn)=Pr [Bn
k (r)]

=Pr [A1] Pr [Bn
k (r) �A1]+Pr

[
A1

]
Pr
[
Bn

k (r) �A1

]
=Pr [A1] Pr [Bn

k (r) �A1]+Pr
[
A1 ∩ A2

]
Pr
[
Bn

k (r) �A1 ∩ A2

]
+Pr

[
A2 ∩ A1

]
Pr
[
Bn

k (r) �A1 ∩ A2

]
De la même manière on obtient :

Fk,r (n, p1, p2, ..., pn) = Pr [Bn
k (r)]

= Pr [A1] Pr [Bn
k (r) �A1]

+
n−rk+1∑

i=2

Pr

(
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

)
Pr

[
Bn

k (r) �
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

]

+ Pr

[
n−rk+1⋂

j=1

Aj

]
Pr

[
Bn

k (r) �
n−rk+1⋂

j=1

Aj

]

Mais :

Pr

[
Bn

k (r) �
n−rk+1⋂

j=1

Aj

]
= 0
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Donc :

Fk,r (n, p1, p2, ..., pn) = Pr [Bn
k (r)]

= Pr [A1] Pr [Bn
k (r) �A1]

+
n−rk+1∑

i=2

Pr

(
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

)
Pr

[
Bn

k (r) �
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

]

Or on a :

Pr [A1] =
k∏

j=1

qj

et
Pr [Bn

k (r) �A1] = Fk,r−1 (n− k, pk+1, pk+2, ..., pn)

et

Pr

(
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

)
=


pi−1

i+k−1∏
j=i

qj , i ≤ k + 1

Rk (i− 2, p1, p2, ., pi−2) pi−1

i+k−1∏
j=i

qj , i ≥ k + 2

et

Pr

[
Bn

k (r) �
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

]
= Fk,r−1 (n− k − i + 1, pi+k, pi+k+1, ..., pn)

Alors d’après les égalités ci-dessus on a :

Fk,r (n, p1, p2, ..., pn) =
k∏

j=1

qjFk,r−1 (n− k, pk+1, pk+2, ..., pn)

+
k+1∑
i=2

pi−1

i+k−1∏
j=i

qjFk,r−1 (n− k − i + 1, pi+k, pi+k+1, ..., pn)

+
n−rk+1∑
i=k+2

Rk (i− 2, p1, p2, ..., pi−2) pi−1×

i+k−1∏
j=i

qjFk,r−1 (n− k − i + 1, pi+k, pi+k+1, ..., pn)
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Mais :
Rk (i− 2, p1, p2, ..., pi−2) = 1 pour i− 2 ≤ k − 1

Alors le résultat suit directement.

Remarque 2.3.1. D’après le théorème2.3.1 on remarque que (on peut appliquer
la formule a Fk,r−1 ensuite a Fk,r−2 ainsi de suite) la probabilité de panne d’un
système "r-consécutifs-k-sur-n" est donnée directement en fonction de celle d’un
système "k-consécutifs-sur-n".

Le corollaire suivant montre que dans le cas r = 2 la probabilité de panne du
système "2-consécutifs-k-sur-n" est directement donnée en fonction de celle d’un
système "k-consécutifs-sur-n".

Corollaire 2.3.1. pour n ≥ 2k + 1 on a :

Fk,2 (n, p1, p2, ..., pn) =
k∏

j=1

qjFk (n− k, pk+1, pk+2, ..., pn)

+
n−2k+1∑

i=2

Rk (i− 2, p1, p2, ..., pi−2) pi−1×

i+k−1∏
j=i

qjFk (n− k − i + 1, pi+k, pi+k+1, ..., pn)

Démonstration. Il suffit de prendre r = 2 dans le théorème2.3.1.

Comparaisons des résultats

Si r = 2 alors on a d’après le théorème2.2.1.

Fk,2 (n, p) = Fk,2 (n− 1, p)

+
2∑

s=1

pn−sk

sk∏
i=1

qn−sk+i (Fk,2−s (n− sk + 1, p)− Fk,3−s (n− sk − 1, p))

donc le terme Fk,2 intervient toujours dans la formule et ce n’est pas le cas dans
notre formule (corollaire2.3.1). Pour cette raison on peut dire que notre formule
est plus rapide dans le calcul de la probabilité de panne du système.
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2.3.2 Cas des composants identiques

Ici on suppose que les composants du système sont identiques c’est à dire
p1 = p2 = ... = pn = p . Alors dans ce cas nous avons les résultats suivants :

Corollaire 2.3.2. Pour n ≥ rk

Fk,r (n, p) = qkFk,r−1 (n− k, p) + pqk

n−rk+1∑
i=2

Rk (i− 2, p) Fk,r−1 (n− k − i + 1, p)

Démonstration. Il suffit d’appliquer l’hypothèse p1 = p2 = ... = pn = p dans le
théorème2.3.1.

Théorème 2.3.2. Pour n ≥ rk et r ≥ 1 on a

Fk,r (n, p) = q(r−1)k[Fk (n− (r − 1) k, p)

+
r−1∑
j=1

(
r − 1

j

)
pj
∑

i1,i2,.,ij

j∏
l=1

Rk (il − 2, p) Fk (n− (r − 1) k − αj + j, p)]

Où α0 = 0, αj =
j∑

l=1

il , et is prend les valeurs de 2 à n − rk − αs−1 + s ,pour

s = 1, 2, , r − 1.

Démonstration. Notre démonstration est par récurrence sur r.
Pour r = 1 le théorème est évident.
Supposons que le théorème est vrai jusqu’a l’ordre r et démontrons le pour r +1.
D’après le corollaire2.3.2. on a

Fk,r+1 (n, p) = qkFk,r (n− k, p) (2.1)

+ pqk

n−(r+1)k+1∑
ir=2

Rk (ir − 2, p) Fk,r (n− k − ir + 1, p)

En utilisant l’hypothèse de récurrence on obtient

Fk,r (n− k, p) = q(r−1)k[Fk (n− rk, p) (2.2)

+
r−1∑
j=1

(
r − 1

j

)
pj

∑
i1,i2,....,ij

j∏
l=1

Rk (il − 2, p) Fk (n− rk − αj + j, p)]
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où αj =
j∑

l=1

il et is ∈ {2, 3, ...., n− (r + 1) k − αs−1 + s}.

Et pour ir = 2, 3, ..., n− (r + 1) k + 1

Fk,r (n− k − ir + 1, p) = q(r−1)kFk (n− rk − ir + 1, p) (2.3)

+ q(r−1)k

r−1∑
i=1

(
r − 1

i

)
pi

∑
j1,j2,..,ji

i∏
l=1

Rk (jl − 2, p) Fk (n− rk − ir − βi + i + 1, p)

où β0 = 0, βi =
i∑

l=1

jl et js ∈ {2, 3, ..., n− (r + 1) k − ir − βs−1 + s + 1}

En remplaçant2.2 et 2.3 dans 2.1 on obtient :

Fk,r+1 (n, p) = qrkFk (n− rk, p)

+ qrk

r∑
i=1

[(
r − 1

i− 1

)
+

(
r − 1

i

)]
pi

∑
j1,j2,....,ji

i∏
l=1

Rk (jl − 2, p) Fk (n− rk − θi + i, p)

où θ0 = 0 , θs =
s∑

l=1

jl et js ∈ {2, 3, ..., n− (r + 1) k − θs−1 + s}

Enfin comme
(

r−1
i−1

)
+
(

r−1
i

)
=
(

r
i

)
on a

Fk,r+1 (n, p) = qrkFk (n− rk, p)

+ qrk

r∑
i=1

(
r

i

)
pi

∑
j1,j2,....,ji

i∏
l=1

Rk (jl − 2, p) Fk (n− rk − θi + i, p)

Donc le théorème est vrai pour r + 1. D’où le résultat.

Remarque 2.3.2. Grâce à nos résultats cités dans cette section et en utilisant les
formules et les bornes de la fiabilité du système "k-consécutifs-sur-n" on peut fa-
cilement établir les bornes et les formules de la fiabilité du système "r-consécutifs-
k-sur-n" dans les deux cas (cas iid où le cas des composants non identiques).
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2.3.3 Autre Formule de la fiabilité du système

Nous proposons ici une autre formule de la fiabilité du système. Plus exacte-
ment nous donnerons une formule pour la fiabilité d’un système "r-consécutifs-k-
sur-n" en fonction de celles des sous système "(r − h)-consécutifs-k-sur-(n− j) ”.
Alors on a le théorème suivant :

Théorème 2.3.3. Pour n ≥ rk

Rk,r (n, p) =
r∑

h=1

hk∑
j=(h−1)k+1

pj

(
j−1∏
i=1

qi

)
Rk,r−h+1 (n− j, pj+1, ..., pn)

Démonstration. On considère un système "r-consécutifs-k-sur-n" et soit j le pre-
mier composant qui fonctionne dans le système, alors on a : le système fonctionne
si et seulement si 1 ≤ j ≤ rk et le sous système "

(
r −

[
j−1
k

])
-consécutifs-k-sur-

(n− j)" constitué par les composants j +1, j +2, ...., n fonctionne. Donc on peut
écrire :

Rk,r (n, p) =
rk∑

j=1

pj

(
j−1∏
i=1

qi

)
Rk,r−[ j−1

k ] (n− j, pj+1, ..., pn)

=
r∑

h=1

hk∑
j=(h−1)k+1

pj

(
j−1∏
i=1

qi

)
Rk,r−h+1 (n− j, pj+1, ..., pn)

d’où le résultat.

*Dans le cas où les composants du système sont identiques on obtient le
corollaire suivant

Corollaire 2.3.3. Pour n ≥ rk

Rk,r (n, p) =
r∑

h=1

hk∑
j=(h−1)k+1

pqj−1Rk,r−h+1 (n− j, p)

Démonstration. Il suffit de prendre p1 = p2 = ... = pn = p dans le théorème
précédent.

*Pour r = 1 la fiabilité d’un système "k-consécutifs-sur-n" est donnée par la
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formule suivante :

Rk (n, p) =
k∑

j=1

pj

(
j−1∏
i=1

qi

)
Rk (n− j, pj+1, ..., pn)

et dans le cas des composants identiques on obtient :

Rk,r (n, p) =
k∑

j=1

pqj−1Rk (n− j, p)

2.4 Formule de la probabilité de panne et configu-

ration optimale du système pour n ≤ (r + 1) k

Dans cette section on considère un système "r-consécutive-k-sur-n" avec n ≤
(r + 1) k. Nous donnerons ici une formule de la probabilité de panne du système,
ensuite, on s’intéresse à savoir comment peut-on placer les n composants dans les
n positions du système pour obtenir un système plus fiable.

2.4.1 Formule de la probabilité de panne pour n ≤ (r + 1) k

La probabilité de panne d’un système "r-consécutive-k-sur-n" avec n ≤ (r + 1) k

est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.4.1. Pour n ≤ (r + 1) k on a :

Fk,r (n, p) =
rk∏

j=1

qj +
r−1∑
s=0

n−rk∑
i=1

psk+i

rk+i∏
j=sk+i+1

qjFk,s (sk + i− 1, p)

Démonstration. Soit B (j, s) l’évènement : {Xsk+j = Xsk+j+1 = ... = Xrk+j−1 = 0}
, pour 0 ≤ s ≤ r − 1 , et 1 ≤ j ≤ n − rk , et soit E l’évènement :{le système
tombe en panne}
Alors on a : Fk,r (n, p)= Pr (E) = Pr (E ∩B (1, 0))

+
n−rk∑
j=1

Pr

(
E ∩

(
j⋂

i=1
B (i, 0) ∩B (j + 1, 0)

))
+

r−1∑
s=1

Pr

(
E ∩

(
s−1⋂
i=0

(
n−rk+1⋂

j=1
B (j, i)

)
∩B (1, s)

))

+
r−1∑
s=1

n−rk∑
h=1

Pr

(
E ∩

s−1⋂
i=0

(
n−rk+1⋂

j=1
B (j, i)

)(
h⋂

l=1

B (l, s) ∩B (h + 1, s)
))

+Pr

(
E ∩

(
r−1⋂
i=0

n−rk+1⋂
j=1

B (j, i)

))
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Mais pour s ≥ 1 : Pr

(
E ∩

(
s−1⋂
i=0

(
n−rk+1⋂

j=1
B (j, i)

)
∩B (1, s)

))
= 0 = Pr

(
E ∩

(
r−1⋂
i=0

n−rk+1⋂
j=1

B (j, i)

))
Donc : Fk,r (n, p) = Pr (B (1, 0)) Pr (E|B (1, 0))

+
n−rk∑
j=1

Pr

(
j⋂

i=1

B (i, 0) ∩B (j + 1, 0)

)
Pr

(
E|
(

j⋂
i=1

B (i, 0) ∩B (j + 1, 0)

))
+

r−1∑
s=1

n−rk∑
h=1

Pr

(
s−1⋂
i=0

(
n−rk+1⋂

j=1
B (j, i)

)(
h⋂

l=1

B (l, s) ∩B (h + 1, s)
))

Pr

(
E|

s−1⋂
i=0

(
n−rk+1⋂

j=1
B (j, i)

)(
h⋂

l=1

B (l, s) ∩B (h + 1, s)
))

et on a : Pr (E|B (1, 0)) = 1 , Pr (B (1, 0)) =
rk∏

j=1

qj

et pour 1 ≤ j ≤ n− rk, Pr

(
E|
(

j⋂
i=1

B (i, 0) ∩B (j + 1, 0)

))
= 1

et Pr

(
j⋂

i=1

B (i, 0) ∩B (j + 1, 0)

)
= pj

rk+j∏
i=j+1

qi

pour 1 ≤ s ≤ r−1, 1 ≤ h ≤ n−rk : Pr

(
s−1⋂
i=0

(
n−rk+1⋂

j=1

B (j, i)

)(
h⋂

l=1

B (l, s) ∩B (h + 1, s)

))
=

psk+h

rk+h∏
j=sk+h+1

qj

et Pr

(
E|

s−1⋂
i=0

(
n−rk+1⋂

j=1

B (j, i)

)(
h⋂

l=1

B (l, s) ∩B (h + 1, s)

))
= Fk,s (sk + h− 1, p)

Enfin on a :

Fk,r (n, p) =
rk∏

j=1

qj +
n−rk∑
j=1

pj

rk+j∏
i=j+1

qi +
r−1∑
s=1

n−rk∑
h=1

psk+h

rk+h∏
j=sk+h+1

qjFk,s (sk + h− 1, p)

=
rk∏

j=1

qj +
r−1∑
s=0

n−rk∑
i=1

psk+i

rk+i∏
j=sk+i+1

qjFk,s (sk + i− 1, p) .

Dans le cas ou composants du système ont la même fiabilité on a le corollaire
suivant :

Corollaire 2.4.1. si pi = p pour tout i = 1, 2, ..., n, alors on a :

Fk,r (n, p) = qrk + p

r−1∑
s=0

n−rk∑
i=1

q(r−s)kFk,s (sk + i− 1, p)

Démonstration. il suffit de prendre p1 = p2 = ... = pn = p et q = 1 − p dans le
théorème2.4.1 .
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Cas particuliers Dans les cas suivants on verra que la formule de Fk,r (n, p)

est donnée explicitement en fonction des fiabilities des composants :
– Pour n = rk + 1 on a :

Fk,r(n, p) =
rk∏
i=1

qi + p1

rk+1∏
i=2

qi +
r−1∑
s=1

psk+1

sk∏
i=1

qi

rk+1∏
h=sk+2

qh

– Pour r = 1 et n ≤ 2k on obtient :

Fk (n, p) =
k∏

j=1

qj +
n−k∑
i=1

pi

k+i∏
j=i+1

qj

– Pour r = 2, et n ≤ 3k :

Fk,2 (n, p) =
2k∏

j=1

qj+
n−2k∑
i=1

pi

2k+i∏
j=i+1

qj+
n−2k∑
i=1

pk+i

2k+i∏
j=k+i+1

qj

[
k∏

j=1

qj +
i−1∑
l=1

pl

k+l∏
h=l+1

qh

]

2.4.2 Configuration optimale du système pour n ≤ (r + 1) k

On suppose que nous avons n composants avec les fiabilities p1, p2, ..., pn dont
on peut les arranger dans l’ordre croissant p[1] < p[2] < ... < p[n]. Notre but ici est
de placer ces n composants dans n positions de façon que la fiabilité du système
soit maximum. Autrement dit, comme il existe plusieurs configurations pour un
système de n composants, alors on s’intéresse ici de trouver la configuration qui
maximise la fiabilité du système. Une configuration optimale est dite invariante
si elle dépend seulement de l’ordre des fiabilités des composants du système mais
pas de leurs valeurs.

Soit π une permutation quelconque de l’ensemble {1, 2, ...., n} et πij la per-
mutation obtenue de π par un changement des composants dans les positions
i et j. On designe par Rk,r (n, p)π (Rk,r (n, p)πij

) la fiabilité du système si les
composants sont arrangés suivant la permutation π (πij respectivement), et par
Rk,r (n, p, xi, yj) la fiabilité du système sachant que le composant dans la posi-
tion i est dans l’état x et le composant dans la position j est dans l’état y pour
i, j = 1, 2, ..., n, i 6= j et x, y = 0, 1. Alors nous avons les résultats suivants :
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Lemme 2.4.1.

Rk,r (n, p)π −Rk,r (n, p)πij
= (pi − pj) (Rk,r (n, p, 1i, 0j)−Rk,r (n, p, 0i, 1j))

Démonstration. Soit G l’évènement {le système fonctionne} alors on a :

Rk,r (n, p) =
1∑

x=0

1∑
y=0

Pr (Xi = x) Pr (Xj = y) Pr (G|Xi = x, Xj = y)

donc :

Rk,r (n, p)π = qiqjRk,r (n, p, 0i, 0j)+qipjRk,r (n, p, 0i, 1j)+piqjRk,r (n, p, 1i, 0j)+pipjRk,r (n, p, 1i, 1j)

et :

Rk,r (n, p)πij
= qjqiRk,r (n, p, 0i, 0j)+qjpiRk,r (n, p, 0i, 1j)+pjqiRk,r (n, p, 1i, 0j)+pjpiRk,r (n, p, 1i, 1j)

donc :

Rk,r (n, p)π −Rk,r (n, p)πij
= (qipj − qjpi) Rk,r (n, p, 0i, 1j)− (pjqi − piqj) Rk,r (n, p, 1i, 0j)

= (pi − pj) (Rk,r (n, p, 1i, 0j)−Rk,r (n, p, 0i, 1j))

Alors le lemme est démontré.

le théorème suivant donne les conditions nécessaires d’une configuration op-
timale.

Théorème 2.4.2. Les conditions nécessaires d’une configuration optimale sont :
1. Arranger les composants de la position 1 jusqu’à la position k dans un ordre
croissant des fiabilités
2. Arranger les composants de la position n− k + 1 jusqu’à la position n dans un
ordre décroissant des fiabilités
3. Arranger les r ((r + 1) k − n) Composants qui possèdent les grandes fiabilités
de la position n− (r − j) k +1 jusqu’à la position (j + 1) k pour j = 0, 1, ..., r− 1

dans n’importe quel ordre si n < (r + 1) k.

Démonstration. On designe par Rk,r (u− v + 1, pv, pv+1, ..., pu) la fiabilité du sys-
tème "r-consécutifs-k-sur-(u− v + 1)" constitué des composants v, v + 1, ..., u
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1.Soit i et j tels que 1 ≤ i < j ≤ k alors on a :

Rk,r (n, p, 0i, 1j) = Rk,r (n− j, pj+1, pj+2, ..., pn)

et

Rk,r (n, p, 1i, 0j) =
Rk,r (n, p, 1i)− pjRk,r (n, p, 0i, 1j)

qj

=
Rk,r (n− i, pi+1, pi+2, ..., pn)− pjRk,r (n− j, pj+1, pj+2, ..., pn)

qj

en utilisant le lemme précédent on obtient :

Rk,r (n, p)π−Rk,r (n, p)πij
=

pi − pj

qj
(Rk,r (n− i, pi+1, pi+2, ..., pn)−Rk,r (n− j, pj+1, pj+2, ..., pn))

et comme 1 ≤ i < j ≤ k on a Rk,r (n− j, pj+1, pj+2, ..., pn) > Rk,r (n− i, pi+1, pi+2, ..., pn)

alors :
Rk,r (n, p)π > Rk,r (n, p)πij

⇐⇒ pi < pj

Donc la configuration π est plus fiable que la configuration πij si pi < pj c à d
pour obtenir une configuration plus fiable il est nécessaire de placer le composant
le plus fiable dans la position j et le moins fiable dans la position pour tous
1 ≤ i < j ≤ k. Et donc nous avons la première partie du théorème
2. Soit n− k + 1 ≤ i < j ≤ n dans ce cas on a :

Rk,r (n, p, 1i, 0j) = Rk,r (i− 1, p1, p2, ..., pi−1)

et

Rk,r (n, p, 0i, 1j) =
Rk,r (n, p, 1j)− piRk,r (n, p, 1i, 1j)

qi

=
Rk,r (j − 1, p1, p2, ..., pj−1)− piRk,r (i− 1, p1, p2, ..., pi−1)

qi

donc :

Rk,r (n, p)π−Rk,r (n, p)πij
=

pi − pj

qi
(Rk,r (i− 1, p1, p2, ..., pi−1)−Rk,r (j − 1, p1, p2, ..., pj−1))

et comme n−k+1 ≤ i < j ≤ n on a Rk,r (j − 1, p1, p2, ..., pj−1) < Rk,r (i− 1, p1, p2, ..., pi−1)
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alors :
Rk,r (n, p)π > Rk,r (n, p)πij

⇐⇒ pi > pj

Par conséquent dans ce cas la configuration π est plus fiable que la configuration
πij si pi > pj. Donc nous avons la deuxième partie du théorème.
3. Si n < (r + 1) k alors d’après le théorème 2.4.1 on peut voir facilement que
dans chaque état de panne du système les composants dans les positions n −
(r − j) k + 1,n − (r − j) k + 2,...,(j + 1) k pour j = 0, 1, ..., r − 1 doivent tous
tomber en panne . Alors , ces positions devront être occupées par les composants
les plus fiables dans n’importe quel ordre.

Dans le théorème suivant on donne la configuration optimale invariante d’un
système "r-consécutifs-sur-(rk + 1) ” . Alors on a le théorème suivant :

Théorème 2.4.3. La configuration optimale invariante d’un système "r-consécutifs-
sur-(rk + 1) ” est obtenue si en arrangeant :
1. les (r + 1) composants moins fiables dans n’importe quel ordre dans les posi-
tions jk + 1, pour j = 0, 1, 2, ..., r

2. les r (k − 1) composants plus fiables dans n’importe quel ordre dans les autres
positions.

Démonstration. 1. a.Pour j = 0, 1, 2, ..., r − 1 on a :
Rk,r (rk + 1, p)π −Rk,r (rk + 1, p)πjk+1,(j+1)k+1

=

=
(
pjk+1 − p(j+1)k+1

) (
Rk,r

(
rk + 1, p, 1jk+1, 0(j+1)k+1

)
−Rk,r

(
rk + 1, p, 0jk+1, 1(j+1)k+1

))
=

(
pjk+1 − p(j+1)k+1

) jk∏
i=1

qi

(j+1)k∏
h=jk+2

qh

rk+1∏
l=(j+1)k+2

ql −
jk∏
i=1

qi

(j+1)k∏
h=jk+2

qh

rk+1∏
l=(j+1)k+2

ql


= 0

alors Rk,r (rk + 1, p)π = Rk,r (rk + 1, p)πjk+1,(j+1)k+1
c à d pour j = 0, 1, ...., r−1 on

ne peut pas améliorer la fiabilité du système par un changement des composants
dans les positions jk + 1 et (j + 1) k + 1. Alors les composants dans ces positions
peuvent être arrangés dans n’importe quel ordre.
1.b.Pour tout j = 0, 1, 2, ..., r − 1, et i = 2, 3, ..., rk avec i 6= jk + 1
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Rk,r (rk + 1, p)π −Rk,r (rk + 1, p)πi,jk+1
=

= (pi − pjk+1) (Rk,r (rk + 1, p, 1i, 0jk+1)−Rk,r (rk + 1, p, 0i, 1jk+1))

= (pi − pjk+1) [1−Rk,r (rk + 1, p, 0i, 1jk+1)]

Alors
Rk,r (rk + 1, p)π > Rk,r

G (rk + 1, p)πi,jk+1
⇐⇒ pi > pjk+1

c à d pour obtenir une configuration plus fiables il faut placer le composant le
plus fiable dans la position i tel que i 6= jk + 1

D’après 1.a et 1.b on obtient la première partie du théorème.
2. dans chaque état de panne du système on a les r (k − 1) composants dans les
positions jk + 2,jk + 3,...,(j + 1) k pour j = 0, 1, ..., r − 1 sont tous en panne.
Par conséquent, ces positions doivent étre occupées par les composants les plus
fiables dans n’importe quel ordre pour augmenter la fiabilité du système

Remarque 2.4.1. d’après le théorème 2.4.3 on peut voir qu’il existe (r + 1)! (r (k − 1))!

configurations optimale invariantes possibles . Comme exemple on a si r = k = 2,

n = 5 on a les configurations possibles suivantes (la notation [i] veut dire le com-
posant qui a la fiabilité p[i]) :

C1 = {[1] , [4] , [2] , [5] , [3]} , C2 = {[1] , [5] , [2] , [4] , [3]}

C3 = {[2] , [4] , [1] , [5] , [3]} , C4 = {[2] , [5] , [1] , [4] , [3]}

C5 = {[1] , [4] , [3] , [5] , [2]} , C6 = {[1] , [5] , [3] , [4] , [2]}

C7 = {[3] , [4] , [2] , [5] , [1]} , C8 = {[3] , [5] , [2] , [4] , [1]}

C9 = {[2] , [4] , [3] , [5] , [1]} , C10 = {[2] , [5] , [3] , [4] , [1]}

C11 = {[3] , [4] , [1] , [5] , [2]} , C12 = {[3] , [5] , [1] , [4] , [2]}

2.5 Importance de structure des composants

Dans la présente section on considère un système "r-consécutifs-k-sur-n" avec
des composants indépendants et identiques où la fiabilité de chaque composant est
p = 1

2
. Nous avons deux objectifs, le premier concerne le calcul des importances

de structure des composants du système, cependant notre deuxième objectif est
consacré à établir l’arrangement de ces importances. Pour simplifier les notations
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ici on utilise In
k,r (i) , Fk,r (n) et Fk,r (n, 1i) au lieu de In

k,r

(
i, 1

2

)
, Fk,r

(
n, 1

2

)
et

Fk,r

(
n, 1i,

1
2

)
respectivement.

2.5.1 Calcul de l’importance de structure

Lemme 2.5.1. Pour i = 1, 2, ..., n on a

In
k,r (i) = 2 [Fk,r (n)− Fk,r (n, 1i)]

Démonstration. L’importance en fiabilité du ième composant est par définition :

In
k,r (i, p) =

∂Rk,r (n, p)

∂pi

= Rk,r (n, 1i; p)−Rk,r (n, 0i; p)

Mais on a :
Rk,r (n, 0i; p) =

Rk,r (n, p)− piRk,r (n, 1i; p)

1− pi

d’où :

In
k,r (i, p) =

Rk,r (n, 1i; p)−Rk,r (n, p)

1− pi

=
Fk,r (n, p)− Fk,r (n, 1i, p)

1− pi

et comme l’importance de structure est le cas où pi = 1
2

pour tout i = 1, 2, ..., n

on a :
In
k,r (i) = 2 [Fk,r (n)− Fk,r (n, 1i)]

d’où le lemme.

Lemme 2.5.2. Pour i = 1, 2, ..., n on a :

In
k,r (i) = In

k,r (n− i + 1)

Démonstration. Pour i = 1, 2, ..., n on a

In
k,r (n− i + 1) = 2

[
Fk,r

(
n,

1

2

)
− Fk,r (n, 1n−i+1)

]
Mais il est clair que :

Fk,r (n, 1n−i+1) = Fk,r (n, 1i)

Et donc le lemme est démontré.
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Ce lemme signifie clairement que dans un système "r-consécutifs-k-sur-n" les
importances de structure des composants sont symétriques par rapport au com-
posant du centre du système. Donc grâce à cette propriété il nous suffit seulement
de calculer la valeur de In

k

(
i, 1

2

)
pour i ≤

[
n+1

2

]
Théorème 2.5.1. Pour 1 ≤ i ≤ k

In
k,r (i) = 2 [Fk,r (n)− Fk,r (n− i)]

Démonstration. On a :

In
k,r (i) = 2 [Fk,r (n)− Fk,r (n, 1i)]

et il est clair que pour 1 ≤ i ≤ k, on a

Fk,r (n, 1i) = Fk,r (n− i)

par conséquent nous avons le résultat.

Théorème 2.5.2. Pour jk ≺ i ≤ (j + 1) k j = 1, ...., r − 1

In
k,r (i) = 2

[
Fk,r (n)−

j∑
l=1

[Fk,l (i− 1)− Fk,l+1 (i− 1)] Fk,r−l (n− i)−Rk (i− 1) Fk,r (n− i)

]

Démonstration. Soit Nk,n (1, n) la variable aléatoire qui représente le nombre
de séries non chevauchées de k composants consécutifs parmi les composants
1, 2, ..., n.
On a

In
k,r (i) = 2 [Fk,r (n)− Fk,r (n, 1i)]

où :
Fk,r (n, 1i) = Pr [Nk,n (1, n) ≥ r�Xi = 1]

alors on peut écrire :

Fk,r (n, 1i) = Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) + Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r]
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donc :

Fk,r (n, 1i) =

j∑
l=0

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) = l]

alors

Fk,r (n, 1i) =

j∑
l=0

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ l]

−
j∑

l=0

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ l + 1]

= Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r] [1− Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ 1]]

+

j∑
l=1

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ l]

−
j∑

l=1

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ l + 1]

et enfin :

Fk,r (n, 1i) = Rk (i− 1) Fk,r (n− i)+

j∑
l=1

[Fk,l (i− 1)− Fk,l+1 (i− 1)] Fk,r−l (n− i)

d’où le résultat.

Théorème 2.5.3. Pour rk < i ≤
[

n+1
2

]
In
k,r (i) = 2 [Fk,r (n)−Rk (i− 1) Fk,r (n− i)]

− 2

[
r−1∑
l=1

[Fk,l (i− 1)− Fk,l+1 (i− 1)] Fk,r−l (n− i)− Fk,r (i− 1)

]

Démonstration. En utilisant la même notation dans la démonstration précédente
on a dans ce cas :

Fk,r (n, 1i) = Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) + Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r]
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donc

Fk,r (n, 1i) =
∑
l≥0

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) = l]

alors

Fk,r (n, 1i) =
r−1∑
l=0

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) = l]+Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ r]

et par conséquent :

Fk,r (n, 1i) =
r−1∑
l=0

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ l]

−
r−1∑
l=0

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ l + 1]+Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ r]

donc :
Fk,r (n, 1i) = Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r] [1− Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ 1]]

+
r−1∑
l=1

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ l]

−
r−1∑
l=1

Pr [Nk,n−i (i + 1, n) ≥ r − l] Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ l + 1] + Pr [Nk,i−1 (1, i− 1) ≥ r]

enfin

Fk,r (n, 1i) =
r−1∑
l=1

[Fk,l (i− 1)− Fk,l+1 (i− 1)] Fk,r−l (n− i)+Rk (i− 1) Fk,r (n− i)+Fk,r (i− 1)

et d’où le résultat.

Le corollaire suivant montre que pour un système "k-consécutifs-sur-n" les
formules de l’importance de structure données dans le chapitre1 sont des cas
particuliers des résultats de cette section. Alors on a :

Corollaire 2.5.1. Pour r = 1 l’importance de structure du ième composant dans
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un système "k-consécutifs-sur-n" est donnée par :

In
k (i) = 2 [Rk (n− i)−Rk (n)] pour i ≤ k

In
k (i) = 2 [Rk (i− 1) Rk (n− i)−Rk (n)] pour i > k

Démonstration. Il suffit de prendre r = 1 dans le théorème2.5.1 pour obtenir le
cas i ≤ k et le théorème2.5.3 pour obtenir le cas i > k.

2.5.2 Arrangement des importances de structure des com-

posants du système "r-consécutifs-k-sur-n"

Cette sous-section résume l’arrangement des importances de structure pour
quelques valeurs de k, r et n.

Proposition 2.5.1. Pour les deux cas k = 1 et n = rk on a : In
k,r (i) = In

k,r (j)

pour 1 ≤ i < j ≤ n

Démonstration. -Pour n = rk on obtient un système en série de rk composants,
donc on a :

In
k,r (i) =

(
1

2

)n−1

pour tout 1 ≤ i ≤ n

-Pour k = 1 on obtient un système "r-parmi-n", donc on a pour tout 1 ≤ i ≤ n

In
1,r (i) =

(
1

2

)n−1(
n− 1

r − 1

)
la proposition est donc démontrée.

Proposition 2.5.2. Pour tous r, k et n ≥ rk + 1

In
k,r (1) < In

k,r (2) < ... < In
k,r (k)

In
k,r (n) < In

k,r (n− 1) < ... < In
k,r (n− k)

Démonstration. On a pour tout i = 1, 2, ..., k − 1

In
k,r (i + 1)− In

k,r (i) = Fk,r (n− i)− Fk,r (n− i− 1) > 0

La seconde inégalité resulte par symmétrie.
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Proposition 2.5.3. Pour n = rk + 1 :

Irk+1
k,r (1) = Irk+1

k,r (k + 1) = ... = Irk+1
k,r ((r − 1) k + 1) < Irk+1

k,r (jk + 2) = Irk+1
k,r (jk + 3) =

... = Irk+1
k,r ((j + 1) k) = Irk+1

k,r (2) pour j = 0, 1, ..., r − 1.

Démonstration. Si n = rk + 1 alors :

Fk,r (n, 1jk+2) = Fk,r (n, 1jk+3) = ... = Fk,r

(
n, 1(j+1)k

)
= 0, pour j = 0, 1, ..., r − 1

et

Fk,r (n, 11) = Fk,r (n, 1k+1) = ... = Fk,r

(
n, 1(r−1)k+1

)
=

(
1

2

)rk

> 0

Donc : Irk+1
k,r (1) = Irk+1

k,r (k + 1) = ... = Irk+1
k,r ((r − 1) k + 1) = 2

[
Fk,r (n)−

(
1
2

)rk
]

<

2Fk,r (n) = Irk+1
k,r (jk + 2) = Irk+1

k,r (jk + 3) = ... = Irk+1
k,r ((j + 1) k).

Proposition 2.5.4. Pour n < (r + 1) k : In
k,r (i) < In

k,r (k) = In
k,r (2k) = ... =

In
k,r (rk) pour i 6= jk , j = 1, 2, ..., r.

Démonstration. Si n < (r + 1) k, alors

Fk,r (n, 1jk) = 0 pour j = 1, 2, ..., r

Fk,r (n, 1i) > 0 pour i 6= jk

la proposition est donc démontrée.

Proposition 2.5.5. For n = (r + 1) k : In
k,r (k) > In

k,r (2k) > .... > In
k,r (rk) >

In
k,r ((r + 1) k)

Démonstration. Dans ce cas on a pour j = 1, 2, ..., r + 1

Fk,r ((r + 1) k, 1jk) =

(
1

2

)(r−j+1)k

Pr [N (1, jk − 1) = j − 1]

Donc pour : j = 1, 2, ..., r + 1 : In
k,r (jk)− In

k,r ((j + 1) k) =

=
(

1
2

)(r−j+1)k [
2k Pr [N (1, (j + 1) k − 1) = j]− Pr [N (1, jk − 1) = j − 1]

]
> 0.

d’ou on a la proposition.

Remarque 2.5.1. 1. D’après les propositions ci-dessus on peut voir que pour
k = 1,ou n = rk, ou n = rk+1 , les importances de structures sont complètement
arrangées . Mais, pour les autres cas les importances sont partiellement arrangées.
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2. D’après l’étude ci-dessus on déduit que les deux composants dans les positions
k et n − k + 1 possèdent les plus grandes importances de structure et les deux
composants dans les positions 1 et n possèdent les plus petites importances de
structure.

2.5.3 Importances de structure d’un système "2-consecutifs-

k -sur-n" via la suite de Fibonacci

Dans cette section on considère un système ”2-consecutifs-k-sur-n” (n ≥ 2k + 1)

(c à d r = 2) notre but ici est de donner les formules de l’importance de structure
en fonction des termes de la suite de Fibonacci d’ordre k. On rappelle que la suite
de Fibonacci d’ordre k est la suite dont le terme général fk,n donné par :

fk,n =



0 , 0 ≤ n ≤ k − 1

1 , n = k
n−1∑

j=n−k

fk,j , n ≥ k + 1

2n−k−1 , k + 1 ≤ n ≤ 2k

2n−k−1 − (n− 2k + 1) 2n−2k−2 , 2k + 1 ≤ n ≤ 3k + 1

2fk,n−1 − fk,n−k−1 , n ≥ k + 2

(2.4)

Nous avons d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.5.3. pour 1 ≤ i ≤ n− k

fk,n = 2ifk,n−i −
i−1∑
j=0

2jfk,n−j−k−1

Démonstration. La démonstration de ce lemme est par induction sur i .
Pour i = 1 nous avons

fk,n = 2fk,n−1 − fk,n−k−1

donc le lemme est vrai pour i = 1

Supposons que le lemme est vrai à l’ordre i− 1 c à d :

fk,n = 2i−1fk,n−i+1 −
i−2∑
j=1

2jfk,n−j−k−1
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mais d’aprés 2.4 :
fk,n−i+1 = 2fk,n−i − fk,n−k−i

alors :

fk,n = 2i−1 (2fk,n−i − fk,n−k−i)−
i−2∑
j=1

2jfk,n−j−k−1

= 2ifk,n−i −
i−1∑
j=0

2jfk,n−j−k−1

d’où le lemme

Maintenant, On définit la suite suivante :

gk,n =


0 ,n ≤ k
n−k∑
i=1

(
2n−i − fk,n+k−i+1

)
fk,k+i−1 ,n ≥ k + 1

Alors la probabilité de panne du système "2-consecutifs-k-sur-n" dont les com-

posants sont i.i.d components avec une fiabilité p = 1
2
, st donnée par le théorème

suivant :

Théorème 2.5.4. Pour tous n, et k :

Fk,2 (n) =
(

1
2

)n

gk,n−k+1

Alors d’après la formule de Fk,2 (n) ci-dessus, on déduit que gk,n−k+1 est le
nombre de fois que le système est en panne.

Démonstration. Pour 0 ≤ n ≤ 2k − 1,

Fk,2 (n) = 0 =
(

1
2

)n

gk,n−k+1

Pour n = 2k

Fk,2 (n) =
(

1
2

)2k

=
(

1
2

)2k

gk,k+1 =
(

1
2

)n

gk,n−k+1
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Pour n ≥ 2k + 1, On prend r = 2, p = 1
2

,i = 1, 2, ..., n dans le corollaire 2.3.2 on
obtient

Fk,2 (n) =
(

1
2

)k

Fk (n− k) +
(

1
2

)k+1 n−2k+1∑
i=2

Rk (i− 2) Fk (n− k − i + 1)

et d’après le théorème 1.4.1 :
Fk (n− k) = 1−

(
1
2

)n−k
fk,n+1

Rk (i− 2) =
(

1
2

)i−2
fk,i+k−1

Fk (n− k − i + 1) = 1−
(

1
2

)n−k−i+1
fk,n−i+2

alors :

Fk,2 (n) =
(

1
2

)k
(

1−
(

1
2

)n−k

fk,n+1

)
+
(

1
2

)k+1 n−2k+1∑
i=2

(
1
2

)i−2

fk,i+k−1

(
1−

(
1
2

)n−k−i+1

fk,n−i+2

)

comme fk,k = 1 on obtient :

Fk,2 (n) =
(

1
2

)k+1 n−2k+1∑
i=1

(
1
2

)i−2

fk,i+k−1

(
1−

(
1
2

)n−k−i+1

fk,n−i+2

)

=
(

1
2

)n n−2k+1∑
i=1

(
2n−k−i+1 − fk,n−i+2

)
fk,i+k−1 =

(
1
2

)n

gk,n−k+1

et on a notre résultat.

Maintenant on peut donner les formules de l’imporatnce de structure en fonc-
tion de fk,n et gk,n. Alors, on a le théorème suivant :

Théorème 2.5.5. Pour i ≥ 1 :

In
k,2 (i) =

(
1
2

)n−1 [
gk,n−k+1 − 2fk,i+kgk,n−i−k+1 − 2fk,n−i+k+1

[
2i−1 − fk,i+k + gk,i−k

]]
Démonstration. -D’après le théorème 2.5.1 on a : Pour : 1 ≤ i ≤ k

In
k,2 (i) = 2 [Fk,2 (n)− Fk,2 (n− i)]
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et on a 
Fk,2 (n) =

(
1
2

)n
gn,n−k+1

et

Fk,2 (n− i) =
(

1
2

)n−i
gn,n−i−k+1

Alors
Fk,2 (n)− Fk,2 (n− i) =

(
1
2

)n [
gk,n−k+1 − 2igk,n−i−k+1

]
-D’après le théorème 2.5.2 :Pour k + 1 ≤ i ≤ 2k

In
k,2 (i) = 2 [Fk,2 (n)−Rk (i− 1) Fk,2 (n− i)− Fk (i− 1) Fk (n− i)]

=
(

1
2

)n−1 [
gk,n−k+1 − 2fk,i+kgk,n−i−k+1 − 2fk,n−i+k+1

[
2i−1 − fk,i+k

]]
- D’après le théorème 2.5.3 :Pour i ≥ 2k + 1

In
k,2 (i) = 2 [Fk,2 (n)−Rk (i− 1) Fk,2 (n− i)− Fk (i− 1) Fk (n− i)−Rk (n− i) Fk,2 (i− 1)]

=
(

1
2

)n−1 [
gk,n−k+1 − 2fk,i+kgk,n−i−k+1 − 2fk,n−i+k+1

[
2i−1 − fk,i+k + gk,i−k

]]
Comme : gk,i−k = 0, pour i ≤ 2k et fk,i+k = 2i−1 pour 1 ≤ i ≤ k , on obtient
notre résultat..

Corollaire 2.5.2. Pour 1 ≤ i ≤ k

2n−1In
k,2 (i) = gk,n−k+1 − 2igk,n−i−k+1

pour :k + 1 ≤ i ≤ 2k

2n−1In
k,2 (i) = gk,n−k+1 − 2fk,i+kgk,n−i−k+1 − 2fk,n−i+k+1

[
2i−1 − fk,i+k

]
Démonstration. le corollaire suit directement du théorème 2.5.5 car.gk,i−k = 0,
pour i ≤ 2k et fk,i+k = 2i−1 pour 1 ≤ i ≤ k.

Remarque 2.5.2. En utilisant le théorème 2.5.5 on peut aussi établir des rela-
tions entre l’importance des composants dans les deux systèmes "2-consecutifs-k-
sur-n" "k-consecutifs-sur-n". Comme par exemple :

2nIn
k,2 (1) = 2n−2k−2

n−2k−1∑
j=1

In−2k−1
k (j) + (n− 2k + 4) fk,n−k
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où In−2k−1
k (j) est l’importance de structure du jième composant dans le système

"k-consecutifs-sur-(n− 2k − 1)".

2.6 Loi limite du temps de panne du système

Le but de cette section est d’établir des résultats concernant le comportement
asymptotique du temps de panne d’un système ”r-consécutifs-k-sur-n” quand n

tend vers l’infini. Plus exactement en conservant toujours l’hypothèse d’indépen-
dance des composants nous nous proposons de démontrer deux théorèmes limites
pour le temps de panne du système en examinant les deux cas suivants :

1. Le cas où les composants du système sont identiques.

2. Le cas où les composants sont non nécéssairement identiques.

Donc nous allons démontrer ici que sous des hypothèses suffisament générales
pour les applications, la loi limite du temps de panne du système quand le nombre
de composants tend vers l’infini est une loi de Poisson.

2.6.1 Cas des composants identiques

On considère un système ”r-consécutifs-k-sur-n”. Les composants sont suppo-
sés indépendants et de même loi. Soit Ti ,(i = 1, 2, ..., n) le temps de panne du ième

composant et Zn celui du système. On désigne par F (t) la distribution de panne
de chacun des composants c’est à dire F (t) = Pr [Ti < t] pour i = 1, 2, ..., n. Sous
ces considérations on a le théorème :

Théorème 2.6.1. Si lim
n→+∞

nF k (a (n, k) t) = δ (t) , 0 ≤ δ (t) ≤ 1, avec lim
n→+∞

a (n, k)

= 0, on a :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
= 1−

r−1∑
m=0

exp [− (δ (t))α]
(δ (t))αm

m!

Démonstration. Comme les composants du système sont indépendants et de
même distribution de panne F (t) et comme on a aussi

lim
n→+∞

nF k (a (n, k) t) = δ (t)
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alors d’aprés le théorème 3.1 page 271 (partie 1) de J.C. Fu [34] (1993) on a

lim
n→+∞

Pr (Zn ≤ ta (n, k)) = lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
= 1−

r−1∑
m=0

exp [− (δ (t))α]
(δ (t))αm

m!

d’où le théorème.

Maintenant nous cherchons la loi limite de la variable aléatoire a−1 (n, k) Zn

où a (n ,k) > 0 est une fonction convenablement choisie. Alors on a :

Théorème 2.6.2. Si lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) = lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t) = δ (t), 0 ≤

δ (t) ≤ 1,avec lim
n→+∞

a (n, k) = 0 , et `n = [c log n] , c 〉0. Alors on a :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
=

 1−
r−1∑
m=0

exp [−tα] tαm

m!
, t〉0, α〉0

0 , t ≤ 0

Démonstration. Soit un système constitué de n blocks disposés linéairement,
chaque block est un sous système en série de `n composants, (`n ≥ r). Tel que le
système fonctionne si et seulement si au moins r blocks fonctionnent. La fonction
de fiabilité de chaque composant est F k (t) = 1− F k (t). Alors, dans ce cas on a
un système "séries-r-sur-n" régulier homogène (voir [35]) sa fonction de fiabilité
notée Rn (t)est donnée par la formule :

Rn (t) = 1−
r−1∑
m=0

(
n

m

)(
F k (t)

`n
)m (

1− F k (t)
`n
)n−m

Donc il est clair que si :

L (t) = lim
n→∞

nF k (αnt + βn)
`n ,avec αn > 0, βn ≥ 0

alors :

lim
n→∞

Rn (αnt + βn) = 1−
r−1∑
m=0

(L (t))m

m!
exp (−L (t))
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Mais

L (t) = lim
n→+∞

nF k (αnt + βn)
`n

= lim
n→+∞

n exp
[
`n log

(
1− F k (αnt + βn)

)]
= lim

n→+∞
n exp

[
−`n

(
F k (αnt + βn) + o

(
F k (αnt + βn)

))]
= lim

n→+∞
n exp

[
−`n

(
F k (αnt) + βnF

k (ζ) + o
(
F k (αnt) + βnF

k (ζ)
))]

où αnt < ζ < αnt + βn

donc en choisissant βn = 1 et αn = a (n, k) tel que lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) =

lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t) = δ (t) avec `n = [c log n] , c = F−k (ζ), ζ > 0 on obtient :

L (t) = exp−{δ (t)} , t ≥ 0

Mais d’aprés [35] L (t) est donnée dans ce cas par :

L (t) =

{
exp (−tα) , t ≥ 0, α > 0

∞ , t < 0.

Alors en combinant ces deux dernières égalités on obtient :

δ (t) = tα pour t ≥ 0

En utilisant le théorème2.6.1 on obtient le résultat.

Remarque 2.6.1. 1) Si on prend r = 1 dans le théorème2.6.2 on obtient la loi
limite du temps de panne d’un système "k-consécutifs-sur-n" ce résultat est donné
dans le premier chapitre aussi.
2) Un cas particulier de ce résultat est le cas où les composants du système pos-
sèdent la même distribution de panne donnée par la formule (une loi de Weibull)

F (t) = (λt)α + o (tα) ,λ > 0, α > 0

et dans ce cas a (n, k) = 1

λn
1

αk
. Ce cas particulier a été démontré aussi dans [26].et

donc nous l’avons généralisé ici.

Exemple 2.6.1. Outre, l’exemple cité dans la 2ème partie de la remarque précé-
dente on a les deux exemples suivants où le théorème2.6.2 est applicable.
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1. Soit F (t) =
t∫

0

µβ

Γ(β+1)
sβ−1 exp (−µs) ds = µβ

Γ(β+1)
tβ +tβo (1) ,F (t) est la fonction

de distribution de la loi gamma. Si : a (n, k) =
(

Γ(β+1)
µkβn

) 1
kβ

. On a :

lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) = lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t) = tkβ + tkβo (1) .

Alors d’après le théorème2.6.2 on a :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
=

 1−
r−1∑
m=0

exp [−tα] tαm

m!
, t〉0, α = kβ

0 ,t ≤ 0

2. Soit F (t) = (λt)β + tβo (1) + tβΨ (t) ,avec lim
t→0

Ψ (t) = 0.Alors si on pose :

a (n, k) = 1

λn
1

kβ
on obtient :

lim
n→∞

nF k (a (n, k) t) = lim
n→∞

`nF
k (a (`n, k) t) = tkβ + tkβo (1)

et d’après le théorème2.6.2 on a :

lim
n→+∞

Pr
(
a−1 (n, k) Zn ≤ t

)
=

 1−
r−1∑
m=0

exp [−tα] tαm

m!
, t〉0, α = kβ

0 ,t ≤ 0

2.6.2 Cas des composants non identiques

Ici, on considère un système " r-consécutifs-k-sur-n", les composants sont sup-
posés indépendants mais non nécéssairement identiques. Autremet dit, les temps
de panne T1, T2, ..., Tn des composants du système sont des variables aléatoires
(positives) indépendantes et non identiquement distribuées. Soit Fi (t) la distri-
bution de panne du ième composant c à d Fi (t) = Pr [Ti < t] pour i = 1, 2, ..., n.
On définit les quantités suivantes :

Pj (t) =

j+k−1∏
i=j

Fi (t) , j = 1, 2, ..., n− k + 1

P (t) = max
1≤i≤n

Fi (t)
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et on précise les conditions suivantes :
a- Il existe des nombres positifs λi, αi et des fonctions Φi telles que :
Fi (t) = (λit)

αi + tαiΦi (t) , i = 1, 2, ....., n pour 0 ≤ t ≤ δ et δ 〉0.
b- lim

t→0
Φi (t) = 0 uniformément en i.

c- lim
i→∞

λi = λ.

Sous ces considérations nous démontrons le théorème suivant

Théorème 2.6.3. Sous les conditions a, b et c on a :
1- Si : α = inf

i
αi = αi pour i = 1, 2, ........ alors :

lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα Zn ≤ t

)
= 1−

r−1∑
m=0

exp
[
− (λt)kα

] (λt)kαm

m!

2- Si : α 〉0 et pour tout i, i = 1, 2, ..... il existe un j ,i ≤ j ≤ i + k − 1 tel que
αj〉α alors :

lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα Zn ≤ t

)
= 0

Démonstration. En posant tn = n−
1

αk t on a :

lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα Zn ≤ t

)
= lim

n→∞
Pr (Zn ≤ tn)

1- D’après le théorème 3.1 (partie 2) p.271 de J.C.Fu (1993) [34] il suffit de
montrer que

lim
n→∞

P (tn) = 0

lim
n→∞

n−k+1∑
j=1

Pj (tn) = (λt)kα

lim
n→∞

n−k+1∑
j=1

(Pj (tn))2 = 0
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Mais on a :

lim
n→∞

P (tn) = lim
n→∞

max
1≤i≤n

Fi

(
n−

1
αk t
)

= lim
n→∞

max
1≤i≤n

1

n
1
k

(
(λit)

α + tαΦi

((
n−

1
αk t
)))

= lim
n→∞

1

n
1
k

max
1≤i≤n

(
(λit)

α + tαΦi

((
n−

1
αk t
)))

= 0

et

lim
n→∞

n−k+1∑
j=1

Pj (tn) = lim
n→∞

n−k+1∑
j=1

j+k−1∏
i=j

Fi (tn)

= lim
n→∞

n−k+1∑
j=1

((
λjn

− 1
kα t
)α

+
(
n−

1
kα t
)α

Φj

(
n−

1
kα t
))

...((
λj+k−1n

− 1
kα t
)α

+
(
n−

1
kα t
)α

Φj+k−1

(
n−

1
kα t
))

= lim
n→∞

1

n

n−k+1∑
j=1

(
(λjt)

α + tαΦj

(
n−

1
kα t
))

...
(
(λj+k−1t)

α + tαΦj+k−1

(
n−

1
kα t
))

= lim
n→∞

n− k + 1

n

1

n− k + 1

n−k+1∑
j=1

(
(λjt)

α + tαΦj

(
n−

1
kα t
))

...(
(λj+k−1t)

α + tαΦj+k−1

(
n−

1
kα t
))

= lim
n→∞

1

n− k + 1

n−k+1∑
j=1

(
(λjt)

α + tαΦj

(
n−

1
kα t
))

...(
(λj+k−1t)

α + tαΦj+k−1

(
n−

1
kα t
))

= lim
n→∞

(
(λnt)

α + tαΦn

(
n−

1
kα t
))

...
(
(λn+k−1t)

α + tαΦn+k−1

(
n−

1
kα t
))

= (λt)αk
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De la même manière on a :

lim
n→∞

n−k+1∑
j=1

(Pj (tn))2 = lim
n→∞

n− k + 1

n2

1

n− k + 1

n−k+1∑
j=1

(
(λjt)

α + tαΦj

(
n−

1
kα t
))2

...

...
(
(λj+k−1t)

α + tαΦj+k−1

(
n−

1
kα t
))2

= 0

et par conséquent :

lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα Zn ≤ t

)
= 1−

r−1∑
m=0

exp
[
− (λt)kα

] (λt)kαm

m!

2) Dans ce cas on remarque que lorsque n → ∞ on a
n−k+1∑

j=1

Pj (tn) → 0 et donc

le résultat suit immédiatement.

Le théorème précédent généralise celui donné dans le cas d’un système "k-
consécutifs-sur-n" cité dans le premier chapitre comme le prouve le corollaire
suivant.

Corollaire 2.6.1. Si r = 1 alors pour un système "k-consécutifs-sur-n" on a :
Sous les conditions a), b) et c) on a :
1- Si : α = inf

i
αi = αi pour i = 1, 2, ... alors :

lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα Zn ≤ t

)
= 1− exp

[
− (λt)kα

]
2- Si : α 〉0 et pour tout i, i = 1, 2, ... il existe un j ,i ≤ j ≤ i+ k− 1 tel que αj〉α
alors :

lim
n→∞

Pr
(
n

1
kα Zn ≤ t

)
= 0

On peut appliquer facilement le résultat sur les deux exemples suivants :

Exemple 2.6.2. On suppose que le iéme composant a pour distribution de panne
la distribution de Weibull donnée par :

Fi (t) = 1− exp [− (λit)
α] = (λit)

α + tα ◦ (1)

où lim
i→∞

λi = λ
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Exemple 2.6.3. Dans cet exemple on donnera une distribution mixte Weibull et
gamma. Soient (λi) et (µi) deux suites de nombres positifs qui convergent vers
λ et λ (Γ (α + 1))

1
α . Et soient les distributions de panne des composants données

par :

F2i−1 (t) = 1− exp [− (λit)
α] = (λit)

α + tα ◦ (1)

F2i (t) =

t∫
0

µα
i

Γ (α)
sα−1 exp [− (µis)] ds =

µα
i

Γ (α + 1)
tα + tα ◦ (1)



Chapitre 3

Système "r-consécutifs-k-sur-n de
période k"

Ce dernier chapitre examine un cas particulier du système "r-consécutifs-k-
sur-n" qui est le système "r-consécutifs-k-sur-n de période k". Ce système a été
présenté pour la première fois en 1999 par J. Boland et al [46] dans un article où
ils ont donné une formule de sa probabilité de panne dans le cas des composants
indépendants, et en 2003 sous la même hypothèse dans notre article [62] nous
avons établi une autre formule de la probabilité de panne du système en fonction
de celle d’un système "k-consécutifs-sur-n". Alors, dans le présent chapitre nous
allons présenter notre résultat concernant la probabilité de panne du système.

Définition 3.0.1. On appelle un système "r-consécutifs-k-sur-n de période k"
tout système "r-consécutifs-k-sur-n" possède la propriéte suivante :

qj = qi, pour tout j = mk + i, (1 ≤ i ≤ k) , m ≥ 0

La définition précédente veut dire que dans un système "r-consécutifs-k-sur-
n de période k" les probabilités de panne des composants sont périodiques (la
période est k) et dans ce cas on distingue k probabilité de panne (où k types de
composants) seulement (qi ,i = 1, 2, ..., k).
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3.1 Formules de la Probabilité de panne du sys-

tème

On considère ici un système "r-consécutifs-k-sur-n de période k" dont les com-
posants sont supposés indépendants. Et nous utilisons les notations suivantes :

– Q =
k∏

j=1

qj

– Fk,r (pi, ..., pj) :la probabilité de panne d’un système "r-consécutifs-k-sur-(j-
i+1)" constitué des composant i, i + 1, ..., j, (1 ≤ i < j ≤ n)

– Rk,r (pi, pi+1, ..., pj) = 1− Fk,r (pi, ..., pj)

– Rk (pi, pi+1, ..., pj) : fiabilité du système "k-consécutifs-sur-(j−i+1)" consti-
tué des composant i, i + 1, ..., j, (1 ≤ i < j ≤ n)

– Fk (pi, ..., pj) = 1−Rk (pi, pi+1, ..., pj)

Sous ces considérations on a le théorème suivant :

Théorème 3.1.1. Pour r ≥ 2 et rk ≤ n

Fk,r (p1, .., pn) = Qr−1Fk

(
p(r−1)k+1, .., pn

)
+ Qr−1

r−1∑
j=1

(
r − 1

j

) ∑
i1,i2,....,ij

Fk

(
p(r−1)k+αj−j+1, .., pn

)
×

j∏
l=1

Rk

(
pαl−1−l+2, ..., pαl−l−1

)
pαl−l

où α0 = 0 , αj =
j∑

l=1

il et is prend ses valeurs de 2 à n − mk − αs−1 + s pour

s = 1, 2, ..., r − 1.

Démonstration. La démonstration est par induction sur r (r ≥ 2) .

Soient les évènement :
Bk,2 (1, ..., n) : ”le système 2-consécutifs-k-sur-n constitué des composants 1, 2, ..., n

tombe en panne”
Ai = {Xi = Xi+1 = ... = Xi+k−1 = 0}, pour i = 1, 2, ..., n− k + 1.
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Pour r = 2 on a :

Fk,2 (p1, p2, ..., pn) = Pr Bk,2 (1, 2, ..., n) = Pr [A1] Pr [Bk,2 (1, 2, ..., n) �A1]

+
n−2k+1∑

i=2

Pr

(
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

)
Pr

[
Bk,2 (1, 2, ..., n) �

i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

]

+ Pr

[
n−2k+1⋂

j=1

Aj

]
Pr

[
Bk,2 (1, 2, ..., n) �

n−2k+1⋂
j=1

Aj

]

Mais :

Pr

[
Bk,2 (1, 2, ..., n) �

n−2k+1⋂
j=1

Aj

]
= 0

Alors :

Fk,2 (p1, p2, ..., pn) = Pr [Bk,2 (1, 2, ..., n)] = Pr [A1] Pr [Bk,2 (1, 2, ..., n) �A1]

+
n−2k+1∑

i=2

Pr

(
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

)
Pr

[
Bk,2 (1, 2, ..., n) �

i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

]

Or on a :

Pr [A1] =
k∏

j=1

qj = Q

Pr [Bk,2 (1, 2, ..., n) �A1] = Fk (pk+1, pk+2, ..., pn)

Pr

(
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

)
= Rk (p1, p2, ..., pi−2) pi−1

i+k−1∏
j=i

qj = Rk (p1, p2, ..., pi−2) pi−1Q,

car qmk+i = qi (1 ≤ i ≤ k,m ≥ 0)

Pr

[
Bk,2 (1, 2, ..., n) �

i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

]
= Fk (pi+k, pi+k+1, ..., pn)

Donc :

Fk,2 (p1, p2, ..., pn) = Q

[
Fk (pk+1, ..., pn) +

n−2k+1∑
i1=2

Fk (pk+i1 , ..., pn) R (p1, ..., pi1−2) pi1−1

]

Alors le résultat est vrai pour r = 2
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Supposons que la formule est vraie jusqu’à l’ordre r − 1 c à d.

Fk,r−1 (p1, .., pn) = Qr−2Fk

(
p(r−2)k+1, .., pn

)
+ Qr−2

r−2∑
j=1

(
r − 2

j

) ∑
i1,i2,..,ij

F
(
p(r−2)k+αj−j+1, .., pn

)
×

j∏
l=1

Rk

(
pαl−1−l+2, ..., pαl−l−1

)
pαl−l

et démontrons la pour r. D’abord nous démontrons que pour r ≥ 2 :

Fk,r (p1, p2, ..., pn) = QFk,r−1 (pk+1, pk+2, ..., pn)

+ Q
n−rk+1∑

i=2

Rk (p1, p2, ..., pi−2) pi−1Fk,r−1 (pi+k, pi+k+1, ..., pn)

En effet :
Fk,r (p1, ..., pn) = Pr [Bk,r (1, 2, ..., n)]

où Bk,r (1, ..., n) est l’évènement ”le système r-consécutifs-k-sur-n constitué des
composants 1, 2, ..., n tombe en panne” ,
donc on a :

Fk,r (p1, p2, ..., pn) = Pr [A1] Pr [Bk,r (1, 2, ..., n) �A1]

+
n−rk+1∑

i=2

Pr

(
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

)
Pr

[
Bk,r (1, 2, ..., n) �

i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

]

+ Pr

[
n−rk+1⋂

j=1

Aj

]
Pr

[
Bk,r (1, 2, ..., n) �

n−rk+1⋂
j=1

Aj

]

Mais :

Pr

[
Bk,r (1, 2, ..., n) �

n−rk+1⋂
j=1

Aj

]
= 0

Donc :

Fk,r (p1, p2, ..., pn) = Pr [Bk,r (1, 2, ..., n)] = Pr [A1] Pr [Bk,r (1, 2, ..., n) �A1]

+
n−rk+1∑

i=2

Pr

(
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

)
Pr

[
Bk,r (1, 2, ..., n) �

i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

]
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Or on a ici :

Pr [A1] =
k∏

j=1

qj = Q

Pr [Bk,r (1, 2, ..., n) �A1] = Fk,r−1 (pk+1, pk+2, ..., pn)

Pr

(
i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

)
= Rk (p1, p2, ..., pi−2) pi−1

i+k−1∏
j=i

qj = Rk (p1, p2, ..., pi−2) pi−1Q

Pr

[
Bk,r (1, 2, ..., n) �

i−1⋂
j=1

Aj ∩ Ai

]
= Fk,r−1 (pi+k, pi+k+1, ..., pn)

Alors :

Fk,r (p1, p2, ..., pn) = QFk,r−1 (pk+1, pk+2, ..., pn)

+ Q
n−rk+1∑

i=2

Rk (p1, p2, ..., pi−2) pi−1Fk,r−1 (pi+k, pi+k+1, ..., pn)

Enfin en utilisant l’hypothèse de récurrence on obtient notre résultat.

3.2 Comparaisons des résultats

Nous proposons ici de comparer notre résultat avec celui de Boland et al
[46] (1999). Ces auteurs dans leur théorème 2.2 p159 ont donné la formule de la
probabilité de panne comme suit :

En utilisant : ∀ k ≤ n, ∃m ≥ 0, tel que n = mk + i, (1 ≤ i < k), (une relation
entre le nombre des comopsants dans le système et la période k), ils ont montré
que :

F (mk + i, r) = F (mk, r) +
∑
j>0

+∞∑
t=−∞

∑
s1,...,sj

s1+...+sj≤m

(−1)t

(
j

t

)
σj (i)×

Qs1+...+sjF ((m− s1 − ...− sj) k, r − s1 − ...− sj + t)

où : F (mk + i, r) = Fk,r (p1, ..., pn) (d’après nos notations dans ce paragraphe),
σj (i) est le polynôme symétrique de degré j dans p1, ..., pı̂.

Alors il est clair que ce résultat qui a le même but que notre théorème ci-
dessus est plus compliqué que notre formule. En effet, d’après notre théorème
ci-dessus, il est très clair que la probabilité de panne du système en question est
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donnée en fonction de celle d’un système "k-consécutifs-sur-n" seulement, ce qui
nous permet d’utiliser tous les résultats concernant le calcul de la fiabilité de ce
dernier système et qui sont très nombreux pour trouver des résultats intéressants
concernant le système "r-consécutifs-k-sur-n de période k". A titre d’exemple on
a :

Soit n = 3k et r = 2, d’après notre théorème

Fk,2 (p1, p2, ..., p3k) = Q

[
Fk (pk+1, ..., p3k) +

k+1∑
i=2

Fk (pk+i, ..., p3k) pi−1

]

où Fk (pk+1, ..., p3k) est la probabilité de panne d’un système "k-consécutifs-sur-
2k" qui peut être calculée facilement en utilisant les formules citées en premier
chapitre. Donc Fk,2 (p1, p2, ..., p3k) est donnée directement en fonction de la pro-
babilité de panne d’un système "k-consécutifs-sur-n".

Et d’après la formule de Boland et al on a

Fk,2 (p1, p2, ..., p3k) = Fk,2 (p1, p2, ..., p3k−1)− p2kQ.Fk (p1, p2, ..., p2k−1)

et on remarque que le terme Fk,2 (p1, p2, ..., p3k−1) qui est la probabilité de panne
du système "2-consécutifs-k-out-of-(3k-1) de période k" est toujours présent dans
la formule, et pour arriver à exprimer Fk,2 (p1, p2, ..., p3k) en fonction de la pro-
babilité de panne d’un système "k-consécutifs-sur-n" il faut appliquer la même
formule k fois.

Donc on peut dire que notre formule est plus rapide dans le calcul que celle
de Boland et al car notre théorème donne directement la probabilité de panne du
système en question en fonction de celle d’un système "k-consécutifs-sur-n" par
contre celle de Boland et al donne la même chose mais après plusieurs étapes. Et
nous avons l’exemple numérique suivant :

Exemple 3.2.1. On considère un système "3-consécutifs-3-sur-11 de période 3"
alors :
En utilisant notre théorème ci-dessus on a :

F3,3 (p1, ..., p11) = Q2 [F3 (p7, ..., p11) + 2F3 (p8, ..., p11) p1]+Q2F3 (p9, ..., p11) p2 [2 + p1]
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où :

F3 (p9, p10, p11) = Q

F3 (p8, ..., p11) = Q + p2Q

F3 (p7, ..., p11) = Q (1 + p2 + p1)

Donc on obtient directement

F3,3 (p1, ..., p11) = Q3 [1 + 3p1 + 3p2 + 3p1p2]

Et en utilisant la formule de Boland et al on obtient :

F (11, 3) = F (9, 3) + p2QF (7, 2) + p1QF (6, 2) + p2Q
2F (4, 1)

+ p1Q
2F (3, 1) + p1Q

3 + p2Q
3

Mais pour calculer F (7, 2) il faut appliquer la même formule une deuxième fois :

F (7, 2) = F (6, 2) + p1QF (3, 1) + p1Q
2

et on obtient :

F3,3 (p1, ..., p11) = F (11, 3) = Q3 [1 + 3p1 + 3p2 + 3p1p2]



Conclusion
Dans ce travail nous avons présenté les modèles "r-consécutifs-k-sur-n" à tra-

vers quelques résultats concernant le calcul de la fiabilité du système. Ainsi, nous
avons établi des résultats concernant le comportement asymptotique du temps
de panne du système. Le calcul et l’arrangement des importances de structure
des composants a été étudié aussi dans cette thèse. Et à partir de nos résultats
cités dans cette thèse nous avons vu qu’on peut toujours résoudre les problèmes
d’un système "r-consécutifs-k-sur-n" via les résultats des systèmes "k-consécutifs-
sur-n" qui sont nombreux. Notons aussi que nous avons traité ici seulement le
cas linéaire unidimensionnel et non réparable de ces modèles. Nous signalons que
beaucoup de problèmes utiles pour mieux présenter ces modèles restent ouverts et
nous citons ici quelques uns de ces problèmes qui nous semblent très importants :

– L’étude des versions bidimensionnelle et tridimensionnelle du sys-
tème "r-consécutifs-k-sur-n" : On les définit comme suit : un système
"r-consécutifs-k-sur-n" bidimensionnel (tridimensionnel resp.) est un sys-
tème formé de n2 (n3 resp.) composants disposés suivant une grille carrée
(cubique resp.) de cotés n et il tombe en panne si et seulement si au moins
r sous-grille carrées (cubiques resp.) de coté k non chevauchées tombent
en panne. Une sous grille est en panne si et seulement si tous ces compo-
sants sont en panne. La question qui se pose ici : est ce qu’on peut établir
des résultats sur ces deux modèles comme dans le cas de r = 1, et le cas
unidimensionel.

– Le cas réparable du système "r-consécutifs-k-out-of-n" : Le cas des
systèmes réparables pose un grand problème pour les chercheurs dans la
plupart des cas mais on peut essayer au moins de généraliser quelques résul-
tats (par exemple [61], [53]) donnés dans le cas d’un système "k-consécutifs-
sur-n".

– Le cas des composants dépendants : En pratique l’hypothèse d’indé-
pendance des composants n’est pas toujours vérifiée. Donc il est intéressant
d’étudier le cas où les composants sont dépendants comme par exemlpe
dans [17] et [53] on a supposé que l’état de chaque composant dans un
système "k-consécutifs-sur-n" dépend des états des (k-1) composants qu’il
précèdent, alors on peut au moins essayer d’obtenir des résultats sur le
système "r-consécutifs-k-sur-n" sous cette hypothèse.
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