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Abstract

Our work is devoted to the study of "r-consecutive-k-out—of-n : F systems".
Those generalize the "consecutive-k-out-of-n F system" (r=1) and the "r-out—of-
n: F system" (k=1). The thesis is made up of an introduction where we present
a history on the studied systems, and three chapters presented as follow :

— Chapitrel : This chapter is devoted to point out some results concerning

the calculation and the framing of the reliability of "consecutive-k-out-of-n :
F systems", and, the calculation and ordering of structure importance of the
components. Thereafter, we present some results concerning the asymptotic
behavior of the failure time of the system, where we will quote our result
which was the subject of an international publication.

— Chapitre2 : Here we treat the "r-consecutive-k-out—of-n : F system" where
we present our results concerning this kind of systems . First, we give some
formulas of the failure probability of the system, thereafter, we establish
results on the asymptotic behavior of the failure time of the system and
finally, we will discuss the problem of the structure importance of compo-
nents.

— Chapitre3 : This final chapter examines the "r-consecutive-k-out-of-n : F
system with cycle k" and we give here our result which was the subject
of an international publication where we established a formula of the fai-
lure probability of this system when the components are supposed to be
independent.

We finish our thesis by a conclusion where we quote some problems which not

still treated and which can be the subject of later research.
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Résumé

Notre travail est consacré a 1’étude des systémes "r-consécutifs-k-sur-n". Ceux-
ci généralisent les systémes "k-consécutifs-sur-n” (r = 1) et les systémes "r-parmi-
n” (k=1). La thése est composée d'une introduction ol nous présentons un
historique sur les systémes étudiés, et trois chapitres présentés de la maniére
suivante :

— Chapitrel : Ce chapitre est consacré a rappeler quelques résultats concer-
nant le calcul et 'encadrement de la fiabilité des systémes "k-consécutifs-
sur-n", ainsi, le calcul et I'arrangement des importances de structure des
composants. Ensuite nous présenterons quelques résultats concernant le
comportement asymptotique du temps de panne du systéme ol nous ci-
terons notre résultat qui a fait 'objet d’'une publication internationale.

— Chapitre2 : Ici nous traitons le systéme "r-consécutifs-k-sur-n" ot nous
présentons nos résultats concernant ce type de systémes. D’abord, nous
donnerons quelques formules de la probabilité de panne du systéme, ensuite,
nous établissons des résultats sur le comportement asymptotique du temps
de panne du systéme et enfin, nous discuterons le probléme de 'importance
de structure des composants.

— Chapitre3 : Ce dernier chapitre examine le systéme "r-consécutifs-k-sur-n
de période k" et nous présenterons ici aussi notre résultat qui a fait 'objet
d’une publication internationale ot nous avons établi une formule de la
probabilité de panne de ce systéme dans le cas ot les composants sont
supposés indépendants.

Nous terminons notre thése par une conclusion ot nous citons quelques pro-
blémes qui n’ont pas été encore traités et qui peuvent faire 'objet de recherches
ultérieures.

Mots Clés

Systéme "k-consécutifs-sur-n". Systéme "r-consécutifs-k-sur-n". Systéme "

r_
consécutifs-k-sur-n de période k". Suite de Fibonacci. Importance de structure.

Loi limite. Formules de la fiabilité
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Introduction Générale

Depuis 1980 la modélisation "k-consécutifs-sur-n" a non seulement fait
I’objet de nombreuses publications scientifiques mais également a suscité 'intérét
de plusieurs chercheurs de divers pays. L’ampleur de la bibliographie et la diversité
des problémes traités font que les modeéles "k-consécutifs-sur-n" sont devenus un
domaine trés important dans la littérature de la théorie de la fiabilité au cours

de ces derniéres deux décennies.

On appelle systeme "k-consécutifs-sur-n” un systéme comportant n com-
posants disposés linéairement ot circulairement et qui tombe en panne si et seule-
ment si au moins k composants consécutifs (k < n) sont en panne. Ces systémes
sont utilisés particuliérement dans les domaines de la télécommunication, des
circuits intégrés, pompage de pétrole par pipelines... [4],[5],[6],[7]. Ils ont été in-
troduits dans la littérature mathématique pour la premiére fois par Kontoleon 3|
en1980. Depuis, de nombreux travaux scientifiques (|25] , [28], [29], [40],[41], [45],
[47]..) qui sont réalisés sur ce genre de modéles dans différents cadres d’hypothéses
(composants du systéme identiques ou non identiques, indépendance mutuelle des
composants, dépendance markovienne etc...) on trouve deux catégories d’articles.
Dans la premieére, les auteurs s’intéressent au calcul exact ou approximatif de la
fiabilité du systéme [3] & [25], ainsi, 'importance des composants dans le systéme
[47], [55], [56] et ce en utilisant des méthodes algorithmiques ([9], [11], [12],[13],
[30], [33]) ou des techniques probabilistes ([8],[10], [14]...). Le plus souvent, de-
vant la complexité des hypothéses, on s’est contenté de chercher un encadrement
de la valeur de la fiabilité du systeéme ([15], [36], [40], [49]...). Dans la deuxiéme
catégorie on traite plutot le probléme du comportement asymptotique du temps

de panne du systéme sous différentes hypothéses sur les lois des temps de panne
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des composants [18], [21], [45].[63].....

Dans ce travail nous présenterons une généralisation des modeéles "k-
consécutifs-sur-n". D’une fagon précise I'objet de cette thése est I'étude systé-
matique des systémes "r-consécutifs-k-sur-n". Ceux-ci généralisent les systémes
"k-consécutifs-sur-n” et les systémes "r-parmi-n”. Ils sont définis comme suit : un
systéme "r-consécutifs-k-sur-n” est un systéme comportant n composants disposés
linéairement ou circulairement et qui tombe en panne si et seulement si au moins
r séries non chevauchées de k composants consécutifs sont en panne (rk < n).
On précise qu’'une série est formée de k composants consécutifs et elle tombe en
panne si et seulement si ses k composants sont tous en panne. On remarque que
pour r = 1 et k = 1 on trouve les systémes "k-consécutifs-sur-n” et les systémes
"r-parmi-n” respectivement. On rencontre ces systémes particulierement dans les
domaines de controle de qualité. Ils ont été introduits pour la premiére fois dans
la littérature mathématique par W.S. Grifith [12] en 1986 ; ou il a présenté une
méthode pour déterminer la fiabilité du systéme dans le cas ou les composants
sont supposés indépendants et de méme probabilité de panne via les chaines de
Markov. Et depuis leurs introduction ils ont fait 'objet de beaucoup de travaux
scientifiques (|20], [27], [34],..) parmi ceux Papastavridis [26] (1990) a établi une
formule récursive pour la probabilité de panne du systéme dans le cas des com-
posants indépendants et non identiques et une formule exacte ainsi la loi limite
du temps de panne du systéme dans le cas ol les composants sont identiques.
En (2002) M. Boushaba & N. Ghoraf [59] ont donné des formules de la fiabilité
de ce systéme sous différentes hypothéses sur ses composants et ce en fonction
de la fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-n". Et en (2006) N. Ghoraf [64] a
donné autres formules pour la fiabilité du systéme et la configuration optimale
des composants dans le systéme. Récemment, un systeme particulier du sys-
téme "r-consécutifs-k-sur-n" a été introduit dans la littérature de la fiabilité. Plus
exactement en 1999, J.P. Bolland & S. Papastavridis [46] ont défini le systeéme
"r-consécutifs-k-sur-n de période k" c’est a dire dans ce cas les probabilités de
pannes des composants sont périodiques (un sens a préciser ultérieurement), et ils
ont obtenu dans leur article une formule de la probabilité de panne de ce systéme
en conservant toujours ’hypothése d’indépendance des composants. Et en (2003)
N. Ghoraf & M. Boushaba [62] ont présenté une autre formule pour la probabilité

de panne de ce dernier systéme via celle d’un systéme "k-consécutifs-sur-n".
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En vue de la configuration d’un systéme "r-consécutifs-k-sur-n" qui semble
relativement compliquée, Il est important de signaler que 1’établissement des ré-
sultats concernant ce systéme dans la plupart des cas est une téache trés difficile
et c’est pour cela dans nos propres résultats nous essayons toujours de faire le
lien entre ce systéme et le systéme "k-consécutifs-sur-n" comme dans [59], [62] ce
qui nous permet d’utiliser tous les résultats concernant ce dernier systéme dans

la résolution des problémes du premier.

Le document que nous présentons ici permet de faire le point sur ’état
actuel des recherches concernant les modeéles cités ci-dessus, ainsi que sur quelques
points non encore traités et indispensables pour mieux comprendre ces modéles.
Ainsi, outre nos résultats, on trouve aussi d’autres résultats présentés sans rentrer
dans les détails de leurs démonstrations. Ceux-ci pourront étre consultés dans les
références citées dans la bibliographie générale qui se trouve a la fin de cette

thése.

La these est composée d'une introduction ot nous présentons un histo-

rique sur les systémes étudiés, et trois chapitres présentés comme suit :

— Chapitrel : Ce chapitre est consacré a rappeler quelques résultats concer-
nant le calcul et 'encadrement de la fiabilité des systémes "k-consécutifs-
sur-n", ainsi, le calcul et 'arrangement des importances de structure des
composants. Ensuite nous présenterons quelques résultats concernant le
comportement asymptotique du temps de panne du systéme ot nous ci-
terons notre résultat qui a fait I’objet d’une publication internationale [63].

— Chapitre2 : Ici nous traitons le systéme "r-consécutifs-k-sur-n" ot nous
présentons nos résultats concernant ce type de systémes. D’abord, nous
donnerons quelques formules de la probabilité de panne du systéme (59|,
[64]), ensuite, nous établissons des résultats sur le comportement asympto-
tique du temps de panne du systéme et enfin, nous discuterons le probléme
de I'importance de structure des composants.

— Chapitre3 : Ce dernier chapitre examine le systéme "r-consécutifs-k-sur-n
de période k" et nous présenterons ici aussi notre résultat qui a fait 'objet
d’une publication internationale [62| ou nous avons établi une formule de
la probabilité de panne de ce systéme dans le cas ou les composants sont

supposés indépendants.
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Nous terminons notre thése par une conclusion ot nous citons quelques pro-
blémes qui n’ont pas été encore traités et qui peuvent faire 'objet de recherches

ultérieures.



Chapitre 1

Systéme "k-consécutifs-sur-n"

Dans ce premier chapitre nous allons présenter le systéme "k-consécutifs-sur-
n" a partir de quelques résultats importants concernant le calcul et I’encadrement
de la fiabilité dans les deux cas le premier c¢’est le cas ot les composants sont indé-
pendants et le deuxiéme est le cas markovien. Ensuite, nous rappelons quelques
résultats récents sur I'importance de structure des composants. Et enfin, nous

traitons le comportement asymptotique du temps de panne du systéme.

1.1 Définitions et notations.

Dans ce chapitre on note :
— n :le nombre de composants dans le systéeme.
— k :le nombre minimum de composants consécutifs en panne qui cause la

panne du systéme (k < n)

X, :I'état du composant ¢ X; = 1 ou 0 suivant que le composant i fonctionne

ou tombe en panne.i =1,2,....n

- (;) = ﬁly)' coefficient binomial.
— @; :la probabilité de panne du composant i. pour : = 1,2, ...,n
“pitl-a

— Ry (7, p) :lafiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-j” linéaire ,ott p = (p1, p2, ..., P;)
— Fx (j, p) : probabilité du panne du systéme "k-consécutifs-sur-j” cad Fj, (j,p) =

1 — Ry (j7p) :
— Ry (j,p)o :la fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-j” circulaire ,ou p =

(pl7p27 ""pj)



1.2 Formules et bornes de la fiabilité du systéme 12

— I} (i, p) :Importance en fiabilité du composant i., i = 1,2, ..., n.
Définition 1.1.1. Un systéme "k-consécutifs-sur-n" est un systéme formé de n
composants disposés linéairement ou circulairement et qui tombe en panne si et
seulement si au moins k composants consécutifs sont en panne. On remarque que

pour k =1 ou k =n on obtient un systeme en série en paralléle respectivement.

1.1.1 Domaines d’applications

Si on se réfere a la littérature mathématiques sur les modeles "k-consécutifs-
sur-n" on constate que les domaines d’applications sont plutot diversifiés, et parmi

ceux nous citons ici les deux exemples suivants :

Exemple 1.1.1. Une suite de n stations transmet l'information d’un point A
vers un point B. Les stations sont placées a égales distances entre A et B. Chaque
station transmet 'information k stations plus loin. Il est clair que ce systeme

tombe en panne si et seulement si au moins k stations consécutives sont en panne.

Exemple 1.1.2. Pour transporter du Pétrole d’un point A vers un point B on
dispose de n pompes. Ces pompes sont placées o égales distances entre A et B.
Chaque pompe peut transporter le pétrole k pompes plus loin. Ce systéeme tombe

en panne si et seulement si au moins k pompes consécutives sont en panne.

1.2 Formules et bornes de la fiabilité du systéme

1.2.1 Cas des composants indépendants

Dans cette section, on considére un systéme "k-consécutifs-sur-n" dont les
composants sont supposés indépendants. On distingue deux cas importants, le
premier est le cas ou les composants sont identiques et le deuxiéme c’est le cas

ou ils ne sont pas nécessairement identiques.

Cas des composants identiques

Dans ce cas, outre 'hypothéese d’indépendance des composants nous suppo-

sons qu’ils ont tous la méme fiabilité p = p; =po = ... =p, onnote g =1—7p
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(la probabilité de panne de chaque composant). Sous ces considérations nous
rappelons quelques résultats importants dont les objectifs sont le calcul ou I'en-

cadrement de la fiabilité du systéme.

Formule exacte de la fiabilité du systéme

Dans le cas des composants indépendants et identiques, la fiabilité du systéme
est donnée explicitement et ce en utilisant les techniques de I’analyse combinatoire
On désigne par N (j,n, k) le nombre de fois que le systéme "k-consécutifs-sur-n"
fonctionne sachant que 7 composants dans le systéme sont en panne. En utilisant

ce nombre on peut écrire Ry (n,p) = > ¢'p" N (j,n, k) et par conséquent le

j
probléme du calcul de la fiabilité du systéme dans ce cas se réduit au calcul du
nombre N (j,n, k). Les expréssions de N (7, n, k) sont données explicitement dans
[4] et [14] par :

)<k
J =k

o~
<3
SN—

N (j,n, k) =

T
L

NG—in—1—ik) n>j>k>1

1=0

et d’une fagon générale

N (jonk) =3 (1) (n_‘Hl) (n_k,i)....pourn>j2k21

2 n —
>0 J

De plus dans [6] on a établi une relation entre la fiablité du systéme linéaire et

celle d’un systéme circulaire donnée comme suit :

T
L

l

Il
=)

Alors la fiabilité du systéme est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1. [14] Pour 1 <k <n, on a :

1-Cas linéaire

Re(np) =3 (—1) pi g Kn - kzrz + 1) - q<n - mﬂ

>0
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2-Cas circulaire

Relnp)e =Y () (n _@ k@) S (—pe)"™ (n —k (z’j 1) — 1)

1>0 >0

Formules récursives de la fiabilité

La fiabilté du systéme est donnée aussi par les formules récursives suivantes :

— Pourn>kona:[4]:

n—k41itht1
Ri(n,p)=p" "'+ > > p¢"Ri(n—j.p)
=1 j—itl
— Pour n > k on a : [56]
(1 0<n<k-—1
k
Ry (i,p) Re (n—i,p) —pg* Y. Rp(n—i—sp) ,1<i<k
s=k+1—1i
Ry (i,p) Ry (n —4,p) — p*¢" > Rp (n —i — s,p) X
s=2
k
> TR R (i =1 p) ke <i < [2]
\ 7=k+2—s

Bornes de la fiabilité du systéme

Plusieurs bornes de la fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-n" sont données
dans le cas des composants indépendants et identiques.

— Dans [15], en utilisant la méthode des probabilités conditionnelles on a

montré que
n—k+1 n—k+1
h=(1-¢" < Ri(n,p) < (1—¢"+¢"") =w

— Et en appliquant la méthode de Stein-chen dans [22] on a obtenu :

lgzexp(—(n—k+1)qk)— [(Qk—l)qk+2(k:—1)q} < Ry (n,p)
<exp(—(n—k+1)¢") +[2k—1)¢" +2(k—1)q] = uy

— En utilisant la méme méthode avec quelques changements dans la démons-
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tration [40] montre que :

I3 = exp (—p(n—k—i—l)qk) — (2kp —1)¢* < Ry (n,p)
<exp (—p(n—k+1)¢") + (2kp — 1) ¢" = ug

Le tableau suivant montre que les bornes [i,u; sont meilleures que celles

données par la méthode de Stein-Chen :

n k|q Iy I3 [ Uy u3 Ug

10 | 2]0.05]0.8703 0.9669 | 0.9777 | 0.9788 | 0.9909 | 1.0853
10 121020 | 01777 | 0.5818 | 0.6925 | 0.7462 | 0.9180 | 1.2177
10 | 4] 0.10 | 0.3986 0.9986 | 0.9993 | 0.9994 | 1.0002 | 1.6000
10 |4 ]0.20 | —0.2223 | 0.9792 | 0.9889 | 0.9911 | 1.0029 | 2.2001
50 | 2 10.05 ] 0.7772 0.8781 | 0.8846 | 0.8900 | 0.9021 | 0.9922
50 | 2 |0.10 | 0.3826 0.5674 | 0.6111 | 0.6421 | 0.6894 | 0.8426
50 |4 |0.05]0.6997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998 | 1.2998
50 |4 |0.10 | 0.3946 0.9950 | 0.9953 | 0.9958 | 0.9966 | 1.5960
100 | 2 | 0.05 | 0.6733 0.7785 | 0.7805 | 0.7903 | 0.8025 | 0.8883
100 | 2 | 0.10 | 0.1416 0.3642 | 0.3697 | 0.4086 | 0.4562 | 0.6016

On remarque d’apres le tableau ci-dessus que la méthode de Stein-Chen ne
donne pas des bonnes bornes particuliérement quand n est petit (la borne su-
périeure peut dépasser 1 et 'inférieure peut étre négative), mais cette méthode
reste toujours valable et nécessaire pour établir les convergences en loi des suites
de variables aléatoires binaires et indépendantes.

*Qutre les bornes citées précédemment un résultat intéressant est donné en
2000 dans [49] comme suit :

Théoréme 1.2.2. Sil <k <n et0<p<1 alors on a pour tout m (k <m <

Ry (m,p) R, (n —m +k —1,p) < Ry (n,p) < By (m,p) Ry, (n —m, p)
En appliquant ce théoréme pour m = k on obtient

(1—=¢") R (n—1,p) < R (n,p) < (1 —¢*) Ri (n— k,p)
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et si on procéde de la méme maniére on trouve :
(1—¢")"™" < Re(np) < (1 - )

Et on remarque que : (1 — q’“)n_kﬂrl = [ mais (1 — ¢*) %] <up = (1-¢"+ qu)n_kH

c’est a dire la borne supérieure donnée par ce théoréme est meilleure que wu;.

Cas des composants non identiques

Ici nous conservons toujours I’hypothése d’indépendance des composants mais
on les suppose non nécessairement identiques. Dans ce cas le calcul exacte de la
fiabilité du systéme est trés compliqué pour cette raison dans plusieurs travaux
scientifiques [8],[9], [11], [13], [30], et [31] on démontre des formules récursives
permettant le calcul de celle-ci. Le plus souvent dans ce cas on s’est contenté
d’encadrer la valeur de la fiabilité du systéme. Et comme précédemment nous
rappelons ici quelques résultats importants concernant le calcul, 'encadrement

de la fiabilité et le comportement asymptotique du temps de panne du systéme.

Formules récursives de la fiabilité du systéme

On considére un systéme "k-consécutifs-sur-n" les composants sont supposés
non nécessairement identiques. Danc ce cas la fiabilité du systéme est donnée par

les formules récursives suivantes :
Théoréme 1.2.3. [9] Pour k>1 on a :

1 n<k-—1

Ry (n,p) = Ri(n—1,p)—R,(n—k—1,p)ppr [l ¢ ,n>k
]:n7k+1

Si les composants sont identiques on obtient

1 n<k—1
Ri(n—1,p) —p¢"Re (n—k—1,p) ,n>k

Et dans le cas particulier kK < n <2k on a

Ry (n,p) =1—¢" —pg* (n — k)
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Théoréme 1.2.4. [13] Pour k> 2 on a

(0 n<k-—1
quj 1=
Fk n,p)= -
n n—k
+ Il ¢ |pesbe(n—k—1p)+ ] p| n=>k+1
L j=n—k+1 i=1
Si les composants sont identiques (p1 = p2 = ... = p, = p et ¢ = 1 —p) on
obtient :
0 n<k—1
q" n=k
Fk (nap) =

Fy,(n —1,p) — pgFy (n — 2,p)
+¢* [pF(n—k—=1,p)+p" %] n>k+1

Et dans le cas circulaire on a :

Théoréme 1.2.5. [31] pour k> 1 on a :

(1 n<k-—1
’Lzl N i
Ry, (n,p)e = 1_i1;[1qi—;pij:1;[_lqg' n=k+1
k-1 n—k+i+1
PR (n—=1,p) + @R (n—1,p) — > Pnkri Il @X
1=0 j=i
kpi+1Rk((i—|—2,n—k+i—1),p) n>k+1

Ot ici ppyi = pi pourt >0 et Ry ((i +2,n —k+1i—1),p) est la fiabilité du sys-
teme "k-consécutifs-sur-(n — k — 2)” linéaire constitué des composants i + 1,1 +
% —k+i—1.

Bornes de la fiabilité du systéme

Si on se référe aux travaux réalisés sur 'encadrement de la fiabilité du systéme
et aux calculs numériques traités, on trouve que les meilleures bornes dans ce cas

sont données par le théoréme suivant :
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Théoréme 1.2.6. [36] : Pour 1 <k <mn, ona:

- i k n pi—k'H qj
H<1_ 11 Qj>§R’f("’p>§<1—HQj> 11 1—F+f+1

i=k j=i—k+1 i=k+1 1— I ¢

Si les composants sont identiques on obtient :

k n—k
(=)™ < Be(np) < (1— ) (1 - qk)

Il est clair que la borne supérieure donnée par le théoréme précédent dans le

cas identiques est aussi meilleure que u;. En effet, il suffit seulement de voir que :

k n—~k
(1-4") (1 - fijqk) <O—g +)" ™ = (1 —pd) T =y

1.3 Systéme "k-consécutifs-sur-n" Cas Markovien

Dans la section précédente I'hypothéese d’indépendance des composants du
systéme a été toujours présente et elle a joué un role important dans les calculs.
Malheureusement, dans la pratique cette hypothése n’est pas toujours vérifiée. A
titre d’exemple si on consideére le systéme de transport du pétrole constitué de
n pompes disposées linéairement, si une certaine pompe tombe en panne alors
la pompe précédente supporte une plus grande charge d’assurer le pompage du
pétrole et donc sa probabilité de panne peut étre augmenter et donc ici nous
avons une dépendance entre les pompes. Pour cette raison on trouve des travaux
scientifiques qui traitent le systéme "k-consécutifs-sur-n" dont les composants
sont dépendants on peut consulter par exemple [17],[19],[23]...pour plus de détails.

Dans la présente section on considére le cas ol les composants du systeme
possédent une dépendance Markovienne c’est a dire ’état de chaque composant
dépend seulement de I’état du composant qu’il précéde. Autrement dit les états
des composants sont des variables aléatoires binaires formant une chaine de Mar-
kov a deux états, et nous rappelons ici deux résultats concernant le calcul de
la fiabilité du systéme. Le premier est le cas ou les états forment une chaine de

Markov homogéne dont les probabilités de transition sont identiques et on obtient
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ici une formule exacte de la fiabilité du systéme. Le deuxiéme c’est le cas ou les
probabilités de transition sont non nécessairement identiques et dans ce cas la
formule est récursive.
Ici nous avons besoin tout d’abord des notations suivantes :
—p=PrXi=1];¢=1-p
— pip = Pr[X; = 1/X,_1 = 0], probabilité que le composant i fonctionne sa-
chant que le précédent (i — 1) est en panne pour i = 2,3,...,n;
gio =1 —Dio
— piq = Pr[X; =1/X,_1 = 1], probabilité que le composant i fonctionne sa-
chant que le précédent (i — 1) fonctionne aussi pour i = 2,3, ...,n;
g1 =1—pi1
— Ry (n) : Fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-n"

— [z] : la partie entiére de x.

1.3.1 Cas ou les probabilités de transition sont identiques

On considére un systéme "k-consécutifs-sur-n" dont les états des composants
Xy, Xo, ..., X,, forment une chaine de Markov homogéne avec
Pio = P0Gi0 = qo;Pi1 = P1,¢i1 = qi, pour ¢ = 2,3,...,n. Alors sous ces

considérations on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1. [23|Pourn >k on a :

n—1 min(i,n—1)

Ri(n)=ppi '+ M (i,m,k — 1) M (n —i,m) py'y =~ ™"qqy "q"

Y D> Mimk—1)M(n—im)ppg ol ey g
=1 m=

T M (i,m,k — 1) M (n—d,m+ 1) ppypt =" gg g
i=1 m=1
n—1 min(¢,n—i—1)

- M (i, m, k — 1) M (n —1,m — l)pgl_lp’ll_l—m-f—qué—mq?ln_1
=2 m=2

min(m, [} ])

Ou M (i,m,k—1) = > Q) (1) (i_(k__l)l’\_l) pour i > m > 0

m

et M (n—i,m)= (”7;7’__11) pour n —i>m >0
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Démonstration. on peut consulter [23]. O

1.3.2 Cas ou les probabilités de transition sont non iden-
tiques

Dans ce cas la fiabilité du systéme est donnée par la formule récursive sui-

vante :

Théoréme 1.3.2. [19]Sin < k on a Ry (n) =1
Sin>kona:

Ry (n) = Ry (n — 1) + —2m0dnbtll (o — Ducio) (Re (n — 1) — Ry, (n — 2))
Gn—k+1,09n—k,1

- H 45,0 (@n—tk+11Pn—k0) R (n — k — 1)

j=n—k+2

Démonstration. La démonstration est analogue a la démonstration du théorémel.4.1]

seulement ici on utilise I’hypothése que les composants sont dépendants. O

Remarque 1.3.1. 1) Si on suppose que les composants du systéme sont indépen-

dants la formule donnée par ce dernier théoréme se réduit au formule suivante :
Ri(n)=Rp(n—1)—pos [[ @oBi(n—k—1)
j=n—k+1

2) Grice a ce théoréme on peut donner aussi une formule récursive pour la fiabilité
du systeme dans le cas ou les probabilités de transition sont identiques. Cette

formule est comme suit :

Rk (n) = Rk(n— 1) + (p1 —po) (Rk (TL— 1) —Rk (TL—2))
— ¢4 ' @poRe (n — k — 1)

1.4 Importance de structure des composants

On considére un systéme "k-consécutifs-sur-n" dont les composants sont sup-

posés indépendants. Le but de la présente section est de donner les formules
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e

exactes [47] de importance de structure du ™ composant (i = 1,2,...,n), et

pour cela nous avons d’abord les définitions suivantes :

Définition 1.4.1. : L’importance en fiabilité (ou importance au sens de Birn-
baum) du i°™° composant (i = 1,2,...,n) est donnée par la formule :
IRy, (n, p)

Il (i,p) = ———=,i=1,2,..,n

k’( p) 8}% ) )
Définition 1.4.2. Dans le cas ou tous les composants sont identiques avec p; =
p= % pour touti = 1,2, ...,n limportance au sens de Birnbaum du i®™ composant
est dite dans ce cas 1mportance de structure du composant © notée I} (2 1) :

2

Lemme 1.4.1. Pour 1=1,2,....,n on a :

Ry (i —1,p) Ry (n —i,p) — Ry (n,p)
(1—]%’)

I} (i,p) =

Démonstration. On désigne par Ry (n,0;,p) et Ry (n, 1;,p) la fiabilité du systéme
sachant que le composant i est en panne, fonctionne respectivement. Alors on

peut écrire

Ry (n,p) = piRy (n,1;,p) + (1 — p;) Ry (n, 05, p)
=piRp (i —1,p) Ry (n —i,p) + (1 — p;) Ry (n,0;,p)

donc on obtient :

@p = Rk (Z - 17p) Rk (n - Z7p) - Rk (n70i7p)7 1= ]-727 w0

]I? (i,p) =
et comme on a :

Rk (nap) _piRk (Z - lap) Rk (TL - Zap)
(1—ps)

Rk (na 017p) -

on déduit que :

Ry (i — 1,p) R (n — i,p) — Ry (n,p)

(1.1)

d’ou le lemme O
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Définition 1.4.3. La suite de Fibonacci d’ordre k est la suite de terme général

noté fi, donné par :

0 0<n<k-1
_ ;n=k
fk,n o n—1
> fry m>k+1
j=n—k

Les expressions explicites des termes de cette suite sont données dans [47]

par :
2n it k+1<n<2k
fk,n = 2n7k71 o (n — 2k + 1) 2n72k72 ’2]{; 4 1 S n S 3]{7 + 1 (12>
2fkn—1 = frn—k—1 n>k+2

Maintenant, nous considérons un systéme "k-consécutifs-sur-n" linéaire dont
les composants sont identiques avec p; = % pour tout ¢ = 1,2,...,n. Sous ces

considérations on a le théoréme suivant :
R 1 1\7
Théoréme 1.4.1. R, (n, 5) = (5) Jrntkt1

Démonstration. Soit A (n, k) 'événement "le systéme "k-consécutifs-sur-n" tombe

en panne" alors on peut écrire :

- Ry (n %) Pr (A (n, k)

=Pr(A(n,k) ﬂA (n—1 k:)) —i—Pr( (n,k:)ﬂAc(n—l,k)>
Pr(A(n—1,k))
Pr(X,r=1)Pr (X g1 =Xy pro=...X,, =0)Pr(A°(n — k — 1,k))

1 1
1—Rk(n,§)—1—Rk<n—1 5)
1\ " 1
Z —k—-1.=
+(2> Rk(n k ,2)

+

donc :
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Alors on a :

1 1 1\ 1
Et donce
1) Pour 0<n<k-—1

1 1\"
Ry, (n, 5) =1= <§> Jrntks1

car dans ce cas on a d’apres les formule Jrntrt1 = 2"

2) Pour n > k soit j le dernier composant qui fonctionne dans le systéme (en
commengant du premier composant). Alors le systéme fonctionne si et seulement
sin—k+1<j <netlesoussystéme "k-consécutifs-sur-;j — 1”7 fonctionne.
Donc :

Pour n =k
k k—j+1
1 1 1
-) = - 1, =
m(kg)=3(3)  m(i-1g)
B \Fitl s1\1
= Z 5 5 Ttk

1\"* 1\"
= <§) froks1 = <§> Jrntht1

Et pour n > k on peut obtenir R (n, %) = (%)nfkarkH par récurrence et ce
grace au formuldl.3| O

Remarque 1.4.1. D’aprées la formule de la fiabilité donnée par le théoreme pré-
cédent, il est clair que le terme fi i1 peut étre interpréter comme le nombre

de fois que le systéme "k-consécutifs-sur-n" fonctionne.

Formules explicites de I'importance de structure via la suite de Fibo-

nacci

Dans ce paragraphe, nous discutons le probléme de I'importance de structure

de chaque composant dans le systéme. Plus exactement, en utilisant les termes
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de la suite de Fibonacci on donne la formule explicite de I} (i, %) pour tout

1 =1,2,...,n ensuite, suivant les valeurs de n et k on arrange ces importances.

Théoréme 1.4.2. Pour touti=1,2,....n on a

I; (2,5) =1 (n—erl,E)

Démonstration. D’aprés la formuldI.Ion a :

It (n—z’+17%) IQ{R’“ (n_zé> fik (n_m_iﬂ)’%) o (n%)l
) )aed)

d’ou le résultat. O

Le théoréme précédent signifie clairement que les importances de structure
des composants dans un systéme "k-consécutifs-sur-n" sont symétriques par rap-
port au composant du centre du systéme. Donc grace a cette propriété il suffit

seulement de calculer la valeur de I} (i, %) pour ¢ < [”T“}

Théoréme 1.4.3. Pouri=1,2,...,n on a

1

. 1 n—1
Iy (® —> = (5) 2 fk itk from—itht1 — Frntht]

Démonstration. On a :

v ()2 lm(g)m () -2 )
Rk (n7 %) = (%) fk:,n-‘rk—i—l

Mais :
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donc
. - 1 1 1—1 1 n—i 1 n
[k z, 5 = 5 fk,i+k 5 fk,nfi+k+1 - 5 fk,n+k+1
1 n—1
= <§> 12k itk fen—ith+1 — fromthr1]
le théoréme est donc démontré. O

Lemme 1.4.2. Pour1 <i<n-—k

(- £,

j=n—k

Démonstration. Pour i < n — k on a d’aprés le théoréemdl.4.3| et les formuledl.2]

1 n—i+k n+k
n—11n : _ ) _ _ . R .
2" (%75) = 2 fiitk Sen—itkt1 — Srontht1 = 2 itk | Z g Z g
j=n—i+1 Jj=n+1
n—+k n—1
= > Qfrirrfrgoi — frg) = (2fkyithSrj—itirtr = fijrrr1)
j=n+1 j=n—k
n—1 i—1
1\’ ‘ 1
-5 () (s
: 2 2
j=n—k
d’ou le lemme. O

Théoréme 1.4.4. Pourk+1<n<2kona :

1 = 1<i<n—k
2 n—k+2 ,n—k<z§[%]

ot [%] est la partie entiére de 7.

Démonstration. Soient :

W ={(X1, X3, ..., X,,) , X; =0 ou 1, tel que le systéme "k-consécutifs-sur-n" fonctionne}
Si = {(X1, Xs, ..., X,,) , X; = 0 ou 1, tel que les deux sous-systéme " k-consécutifs-

sur-i — 1" constitué des (i — 1) premiers composants et "k-consécutifs-sur-n — "
constitué des (n — i) derniers composants fonctionnent}

Onacard (W) = fintk+1 et comme le composant ¢ a deux états on a card (S;) =
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2fk itk fen—itk+1. Notons aussi que W C §; et d’autre part chaque élément dans
S; avec X; = 1 est aussi dans W

Et soit kK +1 < n < 2k alors :

Sin—k<i< [g} dans ce cas chaque k composants consécutifs contenant le
composant i qui causent la panne du systéme si leur ¥™¢ composant est en panne.
Autrement dit :

Si—W = {(X1,Xs, ..., X,),X; =0 ou 1, tel que le systéme "k-consécutifs-sur-n" est en panne}.

(%)M card (S; — W) =2 l1 ~ R (k; %)}
oo () ]
=2 (1 — (%)n 2" — (n—k+2) zn—k—l])

n—k+1
ok

Donc :

Si:1<i<n—kalorsonak<n-—1<2k—1, et donc:
1 . 1 1 1
Iy (2,§> =2 [Rk (z — 1,5) Ry (n—2,§> — Ry (n, 5)}
1 n—i 1 n
=2 [(§> Jen—itk+1 — (5) fk,n-l—lc—f—l]

etcomme: 2k+1<n—i1+k+1<3ket2k+1<n+k+1<3k+1on déduit

que :
n . 1 1 et n—i . n—i—k—1
Ik(z,§)=<§> (2" = (n—i—k)2 ]
1 n—1
o - 2n . o ]{Z ankfl
() enes
)
T 9k
alors le théoréme est démontré. O

Outre, les formules citées précédemment il existe d’autres résultats trés im-

portants concernant 'importance de structure, nous les représentons ici sans dé-
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monstrations et ce pour pouvoir les utiliser par la suite.

Théoréme 1.4.5. Pour s >
) Ip (i +s,5) = It (i, 3)

1
O sl GO R A S S
2 I ) — 1 (3) = % () [67 (45 =3.8) - 17 (1)

Théoréme 1.4.6. Soient ay,; = % et n > 3. Alors on a pour 1 <i < [”T_l]

1 1
],? (Z + 1, 5) > ]l’? (l, 5) <~ AL i+k > Ak n—it+k

Pour obtenir 'arrangement des importances de structure, on remarque que
les trois derniers théorémes nous donnent des outils pour comparer directement
les importances de structure de deux composants. Dans le théoréme suivant on
donne suivant les valeurs de n et k I’arrangement des importances de structure,
pour la démonstration on utilise seulement les résultats ci-dessus (ou on peut

consulter [47] pour plus de détails).

Théoréme 1.4.7. Pour un systéeme "k-consécutifs-sur-n" on a :
1.S5ik=1ouk=n

1 1
Iy (z,§) =1 (j,§> pourl <1< j3<n
2. 8ik =2, pour1<i< [
_[2 (22 — 1, 5) < 12 <2@ —+ 1, 5) < .[2 <2Z7 5)

3. 852k=nou2k=n+1



1.4 Importance de structure des composants 28

4. Si2k>n+1

n 1 n 1 n 1
n 1 n 1 n 1
1 1 1
Iy (2k+1,§) < Iy (2k+2,§) <. < Iy (Bk—l,é)
n 1 n 1 n 1

1 1
s (jk, 5) > I (jk:—l— 1, 5) pourj =1,2,3

1 1
rle=1-) < (k+1,-
H(eong) ()

*Pour 2k +2 <i < [”T“}

Le théoréme précédent confirme que pour k =1 ou k =n ou k > 7 les im-

5813 <k <[]

portances de structure sont complétement arrangées. Cependant, pour les autres
valeurs de k ’arrangement est partiel.

Nous avons les exemples numériques suivants : on considére un systéme "k-
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consécutifs-sur-14" avec k =2, k=7, k = 12. Alors on a :

1
e (11.)
1
2

R7 (14, =

0.06024170

0.96484375

1
Rio (14, 5) = 0.99951172

et les importances de structure des composants sont données dans le tableau

sulvant :

I (i, )

I (i, 5)

[12 (Za %)

0.02844238

0.00781250

0.00024414

0.06359863

0.01562500

0.00048828

0.05017090

0.02343750

0.00097656

0.05529785

0.03125000

0.00097656

0.05334473

0.03906250

0.00097656

0.05407715

0.04687500

0.00097656

0.05383301

0.05468750

0.00097656

0.05383301

0.05468750

0.00097656

Q| O[O [T || W N~

0.05407715

0.04687500

0.00097656

—
e}

0.05334473

0.03906250

0.00097656

—_
—_

0.05529785

0.03125000

0.00097656

—
[N}

0.05017090

0.02343750

0.00097656

—_
w

0.06359863

0.01562500

0.00048828
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0.02844238

0.00781250

0.00024414

on peut facilement vérifier que les résultats du théoréme précédent sont réalisés

dans ces trois exemples

1.5 Loi limite du temps de panne

1.5.1 Cas des composants non identiques

Dans cette section on désigne par T; (i = 1,2, ...,n) le temps de panne du i

eme

composant et par F; sa distribution de panne ¢ a d F;(t) = Pr[T; <t] pour
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t>0,(t=1,2,...,n). Le temps de panne du systéme noté 7, est donné par :

Z, = min max 1
1<j<n—k+1j<i<j+k—1

k-1
On définit Pj(t) = [[ Fi(t), 7 = 1,2,...,n—k+ 1. P(t) = max F; (t) et
1=J

1<i<n
n—k+1

M=% B,

Sous ces considérations et en utilisant la méthode de Stein-Chen on obtient :

Pr(Z, <t) = (1 —exp (=X ()] < (2k = 1)p* (1) + (2k = 2)p (1)

cette inégalité nous permet d’établir la loi limite du temps de panne du systéme.
Alors on précise les conditions suivantes :
(a) Soient les nombres positifs \;, o; et les fonctions ¢; tel que F; (t) = (A\it)™ +
t%¢; (t), 1 =1,2,... pour 0 <t <4, ou d est un nombre positif.
(b) On suppose que tlgg ¢; (t) = 0, uniformément en i.
(c) im A\ = A
i—00

Sous ces conditions on a

Théoréme 1.5.1. On a :
(1) Si a = inf oy; = «; pour tout i = 1,2,..., alors
lim Pr <nﬁZn < t) =1—exp [— ()\t)ak}
(2) Sia> 0 et pour tout i = 1,2, ... il existe j avec i < j < i+ k — 1 tel que

a; > o, on a
lim Pr (nﬁZn < t) =0

n—oo

Démonstration. Pour la démonstration, il suffit de montrer que la borne donnée
par la méthode de Stein Chen (au temps t,, = tn’ﬁ) tend vers 0 quand n tend

vers +o0o. OJ

Ce théoréme veut dire que sous les conditions a) b) et ¢), quand le nombre
e : o 1 .
de composants tend vers I'infini la variable aléatoire n&e Z, converge en loi vers

une variable aléatoire de Weibull (Weib(ak, \)), ce qui nous permet en pratique
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d’approximer la fiabilité du systéme par une loi de Weibull quand n est suffisam-
ment grand. On peut facilement montrer que le théoréme précédent est applicable

dans les deux exemples suivants

e

Exemple 1.5.1. On suppose le i composant a pour distribution de panne la

distribution de Weibull donnée par :

Fi(t) =1 —exp [~ (Nt)"] = (\t)" + % o (1)

7—00

Exemple 1.5.2. On considére une distribution mizte Weibull et gamma. (X;) et
(u;) sont deux suites de nombres positifs qui convergent vers X et A (I" (o + 1))é

respectivement. Et sotent les distributions de panne des composants données par :
F2i—1 (t) =1- exp [— ()\zt)a] == ()\zt)a + t“o (1)

«

t
Fyi (1) = / P ot oxp [~ (as)] ds = o 4 10 (1)
0

I'(a+1)
Remarque 1.5.1. Si on note par ZS le temps de panne d’un systéme "k-consécutifs-
sur-n" alors on a d’apres [6]

n j+k—1
Pr(Z,<t)<Pr(z{ <t)<Pr(Z,<t)+ Y [ @

j=n—k+2 i=j

et par conséquent sous les conditions (a), (b) et (¢) on a :

lim Pr (nﬁZS < t> = lim Pr (niZn < t>

n—oo n—oo

c’est a dire le théoréeme précédent est vrai méme pour un systeme circulaire.

1.5.2 Cas des composants identiques

Dans ce paragraphe nous allons présenter un résultat concernant le temps
de panne d’un systéme qui généralise le systéme "k-consécutifs-sur-n" a savoir
le systéme "k-parmi-m-consécutifs-sur-n". On définit un systéme "k-parmi-m-

consécutifs-sur-n" comme un systéme qui comporte n composants disposés li-
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néairement ou circulairement et qui tombe en panne si et seulement si au moins
k composants parmi m composants consécutifs sont en panne. On remarque que
pour m = k ou m = n on obtient un systéme "k-consécutifs-sur-n" ; "k-sur-n"
respectivement. Ce type de systéme a fait 'objet de plusieurs articles entre autres
[12], [36], [40], [45] . Ici nous présentons notre résultat [63] ot nous avons démon-
tré que sous quelques conditions sur la loi de panne commune des composants la

loi limite du temps de panne du systeme est toujours de Weibull.

Alors, On considére ici un systéme “k-parmi-m-consécutifs-sur-n”; les compo-
sants sont supposés indépendants et de méme distribution de panne F'(t) ¢ a d
pour tout i = 1,2,....n: Pr(T; <t) = F(t).

On définit d’abord les quantités suivantes :

AW = (PR = F )T

m—1

SBH= ¥ () O@Q-F@o)T

- D,(t)=(n—m+1)B(t).

F
~ W@ =1+2m(—1)A(t) +2a(m —1) (2m—k+1)#
max (2m_1
oll q = EhEno] " 7 et ¢ est un entier positif.

k—1
Sous les considérations ci-dessus on a le résultat suivant :

Théoréme 1.5.2. Pour tout entier £ > 1 tel que m < /fm <n, on a :

1 n
— | |— —1>m€A ty<Pr(Z,<t)<D,(t
i (L) (0 <Pr(Z, <)< D.(1)
Démonstration. Soit F; ’événement : "le composant ¢ tombe en panne et au
moins (k — 1) composants parmi ¢ + 1,7 + 2, ....,7 +m — 1 sont en panne”, pour

1=1,2,...n—m+1, alorson a :

Pr(Z, <t)=Pr (n_Ul E) < nf Pr (E;) = D, (t) (1.4)

i=1 =1

Maintenant, soit ¢ fixé et soit la variable aléatoire Y; (t), 7 =1,2,.....n —m + 1,
qui prend la valeur 1 si et seulement si le composant 7 tombe en panne et il

existe exactement (k — 1) composants en panne parmi les composants j + 1,7 +
n—m+1

2,...,j+m—1 et la valeur 0 dans les autres cas. En posant Y (t) = > Y (¢)
=1

on remarque que le systéme tombe en panne si Y (¢) > 0.
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Il est clair que : E(Y;) =A(t) et E(Y)=(n—m+1)A(t) < D, (t).Alors on

peut écrire :

(72 1(z+1m£
Pr(Z,<t) = Pr(Y(t)>0)>Pr U U

i=1 j=iml+1

[2]-1 (i+1)me
= >y |l U vyo=1
i=1 j=iml+1

En appliquant I'inégalité de "Chung-Erdos” on obtient :

(i+1)me 2
[2,]-1 ( > Pr(Yj=1)>

j=iml+1

Pr(Zn<t) = Z (it 1)mt
=y Pr(y =10+ Y Pr(Y,=1Y,=1)
j=iml+1 uF v
J R (meA (1))
T (mtA) +2m (1) mlA? (t) + 20m (2m — k + 1) (m — 1) Cte FE+1 (¢)
_ (%] — 1) meA(t)
142m(l—1)A{)+2(2m —k+1)(m —1)aF (t) (1 — F ()™
N te 2m—1
o= g, O
En posant :
W) =1+2m(—1)At)+2@m—k+1) (m—1)a— )
= m — —_ P
(1= F ()"
on obtient : .
n
<t) > ——— | |—| — .
Pr(Z 02 g <[m€] 1) meA (t) (1.5)
En combinant les deux inégalités [1.4] et [[.5] on obtient notre résultat. O

Nous donnerons dans les théorémes suivants la limite de la distribution de
probabilité de la variable aléatoire a=! (n, k) Z,, ou a (n,k) est une fonction conve-
nablement choisie. Alors, on a :

Théoréme 1.5.3. Si lim nF*(a(n,k)t)=A(t),0<A(t) <1,

n—-+4oo -



1.5 Loi limite du temps de panne 34

avec a(n,k) — 0, quand n — oo, on a :

. _ m—1
nEIJPOOPr(a Y(nk) Z, <t) = (k_l)A(t)

Démonstration. 1l est bien clair que si :

lim nF" (a(n,k)t) = A(t)

n—-+o0o

alors :

lim D, (a(n, k)t) = (m_ 1)A(t)

n—-+00 k—1

donc, d’une part on a :

—1
lim Pr(a™! (n,k)Z, <) < (7; 1)A(t) (1.6)
D’autre part on utilise I'inégalité de gauche du théoréme pour ¢ = {, tel
que £, — 400 et & — 0 quand n — +oco (par exemple £, = [clogn],c > 0).
Alors on obtient :

lim W(a(n,k)t)=1

n—-+oo

Par conséquent :

lim Pr(a (n,k)Z, <t) > lim ([ o 1_1) mly A (a(n, k) 1)

n—-+oo n—+00 méy,

> (72))aw (17)

En combinant les inégalités [1.6] et [1.7] on obtient :

. _ m—1
nEIEwPr(a Y(n,k) Z, <t) = (k_1>A(t)

Et donc on a le résultat. O

Théoréme 1.5.4. Si lim nF* (a(n,k)t) = lim £,F* (a(€,,k)t) = A (1)

—00

0<A(t) <1, tel que g(n,k) — 0 quand n — oo, pour £, = clogn , ¢ > 0. Alors



1.5 Loi limite du temps de panne 35

on a !

1—exp( (m l)to‘) ,t>0,a0a>0
0 <0

n—-400

lim Pr(a~'(n,k)Z, <t) = {

Démonstration. On considére un systéme composé de n blocs disposés en paral-
lele, chaque bloc contient ¢, composants disposés en séries (¢, > m). La fiabilité
de chaque composant est : F'% (t) = 1 — F* (¢). Alors, on a ici un systéme "séries-

parallele" homogene [35] sa fiabilité est donnée par la formule suivante :

n

Rn(t)zl—H<1—F’f—(t)£")

i=1

Il est clair que si :

V(t) = im nF* (ot + ﬁn)enavec a, >0,6,>0

n—oo

Alors :
Jim Ry (ant + 8,) =1 —exp (=V (1))
Mais :
dim nEF (ant 1 B) " = Jim_nexp [£,1og (1- F* (ant + 6,)) |
= lim_nexp [ ‘n (F (ant + Bn) + 0 (Fk ant + m)))]
= tim_nexp |~fo (F* (ant) + BuF* () + 0 (F* (ant) + 5. F* (0)) )]

ol a,t < ¢ < a,t+ B,
En choisissant a,, = a (n, k) tel que : lim nF* (a (n,k)t) = lim £, F* (a ((,, k) 1),
B =1et {, =clogn avec c = F~%(¢), ¢ > 0. on obtient :

V(1) = exp{— (A (t) + o (A (1))

Et d’aprés la deuxiéme partie du théoréme 1 [35] on a :

—t t>0 0
v { o) =00
0 , <0
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Donc :

alors:
l—exp(—=A(t)=t*t>0

par conséquent

CA() =log (1 — 1) = —% — o ()

Et enfin :pour tout t > 0
m—1 m—1 m—1
A(t) = t* t
() = () (0 e
m—1
— l-exp(-— o
o (-(30)r)
et en appliquant le théoréme [1.5.3] on obtient notre résultat. ]

Remarque 1.5.2. Le théoréeme montre que pour un systeme "k-parmi-m-
consécutifs-sur-n" quand les composants posseédent une méme loi de panne F (t)
alors pour toute loi F (t) et sous quelques conditions, on peut approcher la fiabilité
du systéme par un terme exponentiel. Autrement dit, pour toute loi F (t) le temps

de panne du systeme converge en loi vers une loi de Weibull.

*Dans le corollaire suivant nous donnerons la loi limite du temps de panne

d’un systéme “k-consécutifs-sur-n” alors on a :

Corollaire 1.5.1. Si lim nF* (a (n,k)t) = lim €,F" (a (,,k)t) = A (1)
0 < A(t) <1, tel que a(n, k) — 0 quand n — oo, pour ¢, = clogn , ¢ > 0.
Alors :

lim Pr(a~'(nk)Z, <t)=

n—-4oo

1 —exp(—t*) ,t>0,a>0
0 , 1 <0

Démonstration. 11 suffit de prendre m = k dans le théoréme O

Remarque 1.5.3. Un cas particulier de notre résultat est donné dans les réfé-
rences [21] et [36] ot : F (t) = Weibull (At,3) ¢ a d pour tout i =1,2,....,n :

F(t) =) +o(t%)
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1
1
An kB

et dans ce cas : a(n,k) = .Donc ici nous avons obtenu une généralisation

de ce cas.
Exemples numériques
1). Soit F' = Weibull (\t,3) i.e
Ft)= )" +o (%)

1

—. Alors on a :
AnkB

on prend a (n, k) =

lim nF* (a (n,k)t) = lim €, F* (a (€., k) t) = t*° + "0 (1)

n—oo n—oo

Donc :

-1
lirf Pr(a_l(n,k:)ant) =1—exp <—(7Z_1>ta> ,a=k3>0

1
cad AneZ, — Weibull <(7]Z:11) o ,a) quand n — +oo.
* e Tableau 1 donne un exemple numérique du cas F (t) = (At)’+o (t7) , tel
que 3 =X=1, et k=m = 2. Les colonnes du tableau donnent les valeurs
G, (t) = Pr(a~t(n,k)Z, <t) ot a(n, k) = - pour n = 5,10,15, ..., 35.
nkB
et on pose G (t) =1 —exp (—(T]’;:ll)tk)

t=0.5 | 1 1.5 2 2.5 3 3.5
) 0.135 | 0.368 | 0.576 |0.728 | 0.830 | 0.895 | 0.936
10 0.160 | 0.437 | 0.668 | 0.819 |0.907 |0.953 | 0.977
15 0.171 0469 |0.709 | 0.856 |[0.934 |0.971 | 0.988
20 0.177 {0488 |0.733 |0.877 |0.948 |0.979 | 0.992
25 0.182 | 0.502 | 0.750 | 0.890 |0.956 |0.984 | 0.994
30 0.185 ] 0.512 | 0.763 | 0.900 |0.962 | 0.987 | 0.995
35 0.188 | 0.520 | 0.772 | 0.908 | 0.967 |0.989 | 0.996
G (t) 0.221 ]0.632 |0.894 |0.981 |0.998 |0.999 | 0.999

Tableaul
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— * Soit F(t) =1 —exp(—t), on prend a (n, k) = n"%, on obtient le tableau

2..
n m k a(n,k) t Gn(t) | G(t)
D 3 2 0.447 | 1.55 0.992 | 0.991
5 3 2 0.447 | 0.23 0.105 | 0.100
10 5 3 0.464 | 1.49 1 0.999
10 5 3 0.464 | 0.22 0.068 | 0.061
10 5 5 0.794 | 0.87 0.798 | 0.392
20 10 5 0.457 | 1.51 1 0.999
20 10 D 0.457 | 0.23 0.078 | 0.077
20 30 2 0.141 | 0.74 1 0.999
100 3 2 0.1 1.05 0.891 | 0.889
100 10 2 0.1 1.05 1 0.999
Tableau2.

2). Si F'(t) est la distribution gamma c a d :

B B
F(t) = / F('u—sﬁl exp (—us) ds = %tﬁ + 90 (1)

1
on prend : a (n, k) = (%) " donc :

lim nF* (a (n,k)t) = lim €,F* (a (€., k) t) = t*° + "0 (1)

n—o0 n—oo

Alors on a :

n—oo

—1
lim Pr(ail(n,k)ant)zl—exp (_(m )ta>,04:kﬁ>0-

Sionprend p=1let =2 onaF(t)=1—exp (—%) ,a(n, k)= (2)*
et G(t) =1—exp (—(ngll)tzk). on obtient le tableau3..
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n m k a(n, k)|t Gn(t) | G(t)
5 3 2 0.795 |2.19 0.992 | 0.999
D 3 2 0.795 | 0.34 0.105 | 0.026
10 5 3 0.764 | 2.37 1 0.999
10 5 3 0.764 | 0.36 0.068 | 0.023
10 5 5 0.851 | 1.64 0.798 | 0.999
20 10 D 0.724 | 2.25 1 0.999
20 10 d 0.724 1 0.40 0.078 | 0.013
20 30 2 0.447 | 1.05 1 1

100 3 2 0.376 | 1.50 0.891 | 0.999
100 10 2 0.376 | 1.50 1 1

Table3.

3). Soit : F (t) = (M)” 4+ tP0 (1) + t2W (), avec lim W (t) = 0.

t—0
1

1
An kB

on prend : a(n, k) = ,donc on a :

lim nF* (a (n,k)t) = lim €, F* (a (€., k) t) = t*° + "0 (1)

n—oo n—oo

Et alors :

lim Pr (a_l (n, k) Z, < t) =1—exp (— (7: _11)150‘) ,a=k3)0.



Chapitre 2

Systéme "r-consécutifs-k-sur-n"

Le but de ce chapitre est I’étude du systéme "r-consécutifs-k-sur-n". Ce type
de systémes a été introduit dans la littérature de la théorie de fiabilité en 1986 par
W.S Griffith [12] comme une généralisation des modéles envisagés dans le premier
chapitre et pour expliquer cette généralisation on peut dire que dans le cas d'un
systéme "k-consécutifs-sur-n" la panne du systéme est causée par 'existence d’'une
seule série de k composants consécutifs en panne, cependant la panne du systéme
en question ne peut pas étre réalisée sauf si le nombre de séries de k composants
consécutifs en panne est supérieur ou égale a r. Donc d’aprés cette comparaison
entre les deux modéles, il est trés clair que le systéme "r-consécutifs-k-sur-n" a
une configuration plus compliquée que celle d’un systéme "k-consécutifs-sur-n".
Mais, on peut dire qu’en pratique si on dispose de n composants et on a le choix
de réaliser une des deux configurations alors le mieux toujours est de choisir la
configuration la plus fiable qui est bien str la configuration "r-consécutifs-k-sur-
n". Notons aussi que ce genre de systémes a fait l'objet de plusieurs articles
scientifiques dans un cadre théorique de la maniére suivante : pour une suite de
variables aléatoires de Bernoulli on s’intéresse a 1’étude de la variable aléatoire
N, qui représente le nombre de séries de 1 non chevauchées de longueur £ , on
peut consulter par exemple [27], [34], [42]. Par conséquent, 'étude de la fiabilité
d’un systéme "r-consécutifs-k-sur-n" se réduit a ’étude de la loi de distribution
de la variable aléatoire N, .

Dans le présent chapitre nous allons présenter le modéle "r-consécutifs-k-sur-
n" linéaire en essayant de donner en premier lieu quelques formules de sa fiabilité

, ensuite, la loi limite de son temps de panne et enfin 'importance de structure
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des composants.

2.1 Définitions et notations

Définition 2.1.1. : Un systéeme "r-consécutifs-k-sur-n" est un systéme formé de
n composants disposés linéairement ou circulairement et qui tombe en panne si
et seulement si au moins r séries non chevauchées de k composants consécutifs
tombent en panne.

On remarque que si r = 1 (k = 1 resp.) on obtient un systeme "k-consécutifs-

sur-n" (r-parmi-n resp.).

Définition 2.1.2. : Une série est l’ensemble de k composants consécutifs. On dit
qu’elle est en panne si et seulement si tous ses composants sont en panne. On pré-
cise que : sk composants consécutifs sont traités comme s séries non chevauchées

de k composants consécutifs.

2.1.1 Domaines d’applications

Si on se référe a la littérature concernant ces modeéles on constate que ses
domaines d’applications sont aussi diversifiés. Nous citons ici un exemple de ces

domaines.

Exemple 2.1.1. (contréle de la qualité)

Supposons qu’on veut controler la qualité d’un certain produit. Et pour cela on
suppose que les €léments de ce produit sortent consécutivement d’une chaine de
production et qu’ils soient alors inspectés par des inspecteurs (ou des machines
d’inspection) alors si on dispose de k types d’inspecteurs, chacun étudie un certain
aspect de qualité. On s’intéresse a assurer la qualité et ainsi a adopter la procédure
qu’un élément sortant de la chaine de production est consécutivement inspecté par
les k inspecteurs ensuite il subit a une deuxieme et troisieme .etc inspection par ces
k inspecteurs et on décide de l’accepter si on a au moins r inspections (de taille k)
positives (une inspection est positive si et seulement si toutes les caractéristiques
a contréler sont bonnes ¢ a d les k inspecteurs acceptent cet élément). D’autre
part si le nombre total de contréles a faire sur chaque élément est n (avecn > rk)

alors on a ici un systéme "r-consécutifs-k-sur-n".
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Dans toute la suite nous utiliserons les notations suivantes.

— n : nombre de composants dans le systéme "r-consécutifs-k-sur-n"

— r : nombre minimum de séries (de taille k) non chevauchées dont leur panne
cause la panne du systéme.

— k : nombre de composants dans une série.

— X, : 'état du composant i X; = 1 ou 0 suivant que le composant ¢ fonctionne
ou tombe en panne.i = 1,2,....,n

— ¢, : la probabilité de panne du i “"“composant , i = 1,2,...,n

— p; =1 — ¢, : fiabilité du i “**composant , i =1,2,....n

— Fyr(n,p) : probabilité de panne du systéme "r-consécutifs-k-sur-n" ou p =
(P1, D2, -, Pn)

— Ry (n,p) =1 — Fy,(n,p) : fiabilité du systéme "r-consécutifs-k-sur-n".

— Fy (n,p) : probabilité de panne du systéme "k-consécutifs-sur-n" (¢ a d pour
r=1).

— Ry (n,p) =1— Fi(n,p) : fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-n".

~ R, (j— 1+ 1,pi,Dit15 - p5) = 1 — Fyp (5 — i+ 1, pi, pisa, ..., pj) : flabilité
du systéme "r-consécutifs-k-sur-(j — i 4+ 1)" constitué des composants i +
1,042, j (i< j<n).

~ I, (i,p) : importance en fiabilité (ou au sens de Birnbaum) du i com-
posants ¢ = 1,2, ...,n.

- (7)) = y,(m—' le coefficient binomial.

y z—y)!
— A : Le complémentaire de ’ensemble A.

2.2 Formules de la Probabilité de panne du sys-
téme

Dans cette section on considére un systéme "r-consécutifs-k-sur-n". Les états
des composants sont des variables aléatoires nous les supposons indépendantes.
Nous présentons ici nos résultats qui donnent les formules de la probabilité de
panne du systéeme. Et avant de présenter ces résultast nous rappelons d’abord

celui donné dans [26] pour procéder a des comparaisons.
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2.2.1 Formules récursives de la probabilité de panne du
systéme

Dans le cas ou les composants du systéme ne sont pas nécessairement iden-
tiques la probabilité de panne du systéme est donnée par la formule récursive

suivante :

Théoréme 2.2.1. Pourn > kr+1, et Fy.o(0,p) =1 on a

Fk,r (nvp) = Fk:,r (n - 17p)

r sk
+ an—sk H Gn—sk+i (Fk,r—s (n — sk — 17p) - Fk,r—s—i—l (n — sk — 17p))

s=1 i=1

Démonstration. Soit A(n,r) I'événement "le systéme r-consécutifs-k-sur-n tombe
en panne"

Alors on a :

Fy (n,p) = Pr(A(n,r))
= Pr (A(n, 1) (A(m = 1,1) +Pr (A1) (A = 1,7))
— Pr(A(n —1,7)) + Pr (A(n, r) ﬂm)
— F., (n—1,p)+Pr (A(n, r) ﬂm)

Mais :
Pr(A(n, )N A —1,1))

= Pr (U (Xn—sk—l—l = Xn—sk+2-'- - Xn = 07 Xn—sk = 17 El,n—sk—l (T‘ - 3)))

s=1

ol By p_sk—1 (r —s) ="parmi les composants 1,2,....n — sk — 1, il existe exac-
tement (r — s) séries non chevauchées de k composants consécutifs en panne".

Donc

Pr [El,n—sk—l (T - 3)] = Fk,r—s (TL - Sk - 1,p) - Fk,r—s—i—l (n — sk — 17p)
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par conséquent :

Pe () VAT 1) = ST

(Fk,r—s (n — sk — 17p) - Fk,r—s+1 (TL — sk — 17p))

Le résultat est donc démontré. O

Les deux cas particuliers suivants résultent directement du théoréme préceé-
dent :

1) Si » = 1. La probabilité de panne d'un systéme "k-consécutifs-sur-n" est

donnée par la formule :

Corollaire 2.2.1. Soitn >k + 1 alors :

k
Fi(n,p) = Fe (0= 1,p) + pni | [ tntri 1 = Fx (n — k — 1,p))
i=1
Démonstration. 11 suffit de prendre » = 1 dans le théorémd2.2.1| ]

2) Si les composants du systéme sont supposés identiques ¢ & d p; = ps =

..=p, =p=1—g¢q. Alors on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.2. Soitn > kr + 1 alors :

Fk,r (n,p) = Fk,r (77/ - 17p)

+ ) pg** (Frpes (n — sk —1,p) = Fyy—op1 (n— sk — 1,p))

s=1

Démonstration. 11 suffit d’appliquer 'hypothése p; = p, = ... = p, = p dans le
théoremd2.2.1] O

Remarque 2.2.1. D’aprées les formules précédentes on remarque que la proba-

"

bilité de panne d’un systeme "r-consécutifs-k-sur-n" est donnée en fonction de

celles des systemes "(r — s)-consécutifs-k-sur-(n — sk —1)" ou 0 < s < r.
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2.2.2 Formule explicite de la probabilité de panne du sys-
téme

Dans cette section les composants du systéme sont supposés indépendants
et identiques, en utilisant les techniques de I’analyse combinatoire on a établi
une formule exacte de la probabilité de panne du systéme. Donc on a le résultat

suivant :

Théoréme 2.2.2. Soit py =py=...=p, =p, et n > kr alors

5] = |
Fyr (n,p) :ZZ (S+Z_Z)N(i—sk‘,n—ijtl)qip"_i.

s=r i=sk
ot [%} est la partie entiere de 3 et N (i,j) = i ( ‘)(ijlfmk) (—1)™.

J
m i—mk
m=0

Démonstration. Voir |26]. O

2.3 Probabilité de panne du systéme "r-consécutifs-
k-sur-n" Via celle du systéme "k-consécutifs-
sur-n".

Dans ce paragraphe, 'hypothése d’indépendance des composants est tou-
jours conservée. Nous voulons ici bénéficier de la relation existante entre les
deux systémes et la bibliographie concernant le calcul de la fiabilité du sys-
téme "k-consécutifs-sur-n" dans le calcul de la probabilité de panne du systéme
"r-consécutifs-k-sur-n". Plus précisément, comme il existe un grand nombre de

résultats concernant le systéme "k-consécutifs-sur-n" et comme le systéme "

r_
consécutifs-k-sur-n" le généralise, alors il est intéressant d’exprimer la probabilité
de panne de ce dernier en fonction de celle du premier [59]. Alors nous avons les

résultats suivants :

2.3.1 Cas des composants non identiques

Nous supposons ici que les composants du systéme ne sont pas nécessairement

identiques. Nous utilisons la notation Fj, (n,p1,pa, ..., pn) au lieu de Fy, (n,p)
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pour pouvoir faire la distinction entre les sous-systémes et on définit I’événe-
ment A; ={X;=X;,1=...= X4, 1 =0}, pour i = 1,2,....n — k + 1 Sous ces

considérations on a le résultat :

Théoréme 2.3.1. pourn>rk etr>1 on a

k
Fir (N, p1,D02, ooy Pn) = HQij,r—l (n — Kk, Dkt1, Pkt2s -os Pn)
=1

n—rk+1
+ Z Ry (i = 2,p1, D2, -, Di2) Pi1X
=2
i+k—1
H Qij,rfl (n —k—1 + 17pi+kapi+k+17 7pn)
=i

Démonstration. Soit By (r)'événement : {le systéme "r-consécutifs-k-sur-n” consti-
tué des composants 1,2, ...,n tombe en panne}.

Alors on a :

Fyr (n,p1,p2, oy pn) = Pr[Bg (1)]
=Pr[A4] Pr (B} (r) /Ai] + Pr [Ay] Pr B} (r) /A4
=Pr[A4] Pr (B} (r) /Ai] +Pr [A; N A Pr [B} (r) /A1 N Ay
+ Pr Fg N Zl] Pr [B,? (r) /AN Zg}

De la méme maniére on obtient :

Fk,r (n7p17p27 7pn) = Pr [Bl? (T)]

Mais :
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Donc :

Fyr (n,p1,p2, -, pn) = Pr[By (1)]
= Pr[A4| Pr B} (r) /Ai]

n—rk+1 i—1 i—1
=2 j=1 j=1
Oron a :
k
Pria]=]]g
7j=1
et
Pr [B;: (T) /Al] = Fkﬂ“—l (TL - kvpk-i—lvpk-‘r% 7pn)
et

i+k—1

i1 Di—1 H q; i< k+1
Pr (ﬂ Aj n Ai) = o i+k—1

Ry (i —2,p1,p2, -, Pi—2) Die1 H g ,t>k+2
]:Z

et

i—1
B (r)/ ﬂA_]m A;

j=1

Pr :Fk,r—l (n_k_Z._{_lvpi-i-kvpi—‘rk-i-la“')pn)

Alors d’apres les égalités ci-dessus on a :

k
Fk,r (naplap27 7pn) = HQij,Tfl (n - k>pk+17pk+27 >pn>

j=1
k+1 i+k—1

+ szel H Qi Frp—1 (0 =k =1+ 1, Digk, Ditkr1s s Pn)
i=2 j=i
n—rk+1

+ Z Rk (2 - 27p17p27 "'7pi72>pi71><
i=k+2

i+k—1

H Qij,Tfl (n —k—i+ 17pi+k7pi+k+17 7pn)
Jj=t
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Mais :

Rk (Z - 27p17p27 "'api—Q) =1 pour 1 —2 S k-1
Alors le résultat suit directement. ]

Remarque 2.3.1. D’aprés le théoremd2.3. 1| on remarque que (on peut appliquer
la formule a Fy,_; ensuite a Fy,_o ainsi de suite) la probabilité de panne d’un
systeme "r-consécutifs-k-sur-n" est donnée directement en fonction de celle d’un

systeme "k-consécutifs-sur-n".

Le corollaire suivant montre que dans le cas r = 2 la probabilité de panne du
systéme "2-consécutifs-k-sur-n" est directement donnée en fonction de celle d'un

systéme "k-consécutifs-sur-n".

Corollaire 2.3.1. pourn >2k+1 on a :

k
Fk:,Q (naplap2a 7pn) = Hq]Fk (Tl - kﬂpk+17pk+27 apn)
j=1
n—2k+1
+ Z Ry (i — 2,p1,p2, -, Pie2) Pi1 X
=2
itk—1
H QJFk (n —k—1 + 17pi+k7pi+k+17 7pn)
j=i
Démonstration. 11 suffit de prendre r = 2 dans le théoréme?2.3.1] O]

Comparaisons des résultats

Si r = 2 alors on a d’aprés le théoréemd2.2.1}
Fro(n,p) = Fra(n—1,p)

2 sk
+ an—sk’ H Gn—sk+i (Fk’,Q—s (n — sk + 1ap) - sz,3—s (n — sk — 17p)>
s=1 i=1
donc le terme Fj, 5 intervient toujours dans la formule et ce n’est pas le cas dans
notre formule (corollaird2.3.1]). Pour cette raison on peut dire que notre formule

est plus rapide dans le calcul de la probabilité de panne du systéme.
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2.3.2 Cas des composants identiques

Ici on suppose que les composants du systéme sont identiques c’est a dire

p1 = P2 = ... =p, = p . Alors dans ce cas nous avons les résultats suivants :

Corollaire 2.3.2. Pour n > rk

n—rk+1
Fry (,p) = ¢"Frym1 (n = k,p) +pg* > Ri(i—2,p) Fryr (n—k—i+1,p)
i=2
Démonstration. 1l suffit d’appliquer 'hypothése p; = p, = ... = p, = p dans le
théoremd2.3.11 ]

Théoréme 2.3.2. Pourn>rketr>1 on a
Fk,r (n7p> = q(ril)k[Fk (TL - (T - 1) kap)

—l—i(T;l)pj Z HRk(iz—Qap)Fk(n_(T_l)k_aj—i_j’p)]

j=1 11,82,.,85 [=1

J
Ot oy =0, a; =) 4, etig prend les valeurs de 2 a n —rk — as_y + s ,pour

=1
s=1,2, ,r—1.
Démonstration. Notre démonstration est par récurrence sur r.
Pour r =1 le théoréme est évident.

Supposons que le théoréme est vrai jusqu’a l'ordre r et démontrons le pour r+ 1.

D’apreés le corollaird2.3.2] on a

Fk,r+1 (nap> = quk,T (n - k7p) (21)
n—(r+1)k+1
+qu Z Rk(ir_27p)Fk,T(n_k_ir+1ap)

Br=2

En utilisant 'hypothése de récurrence on obtient
For (n =k, p) = "M [Fy (n = rk,p) (2.2)

+i(r;1>pj‘ Z 1 Bx Gi—2,p) B (n — vk — o + 5, p)]

01,82y ey i =1
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J

oua; = qetisze{23 ...,n—(r+1)k— a1+ s}
=1

Et pouri, =2,3,..,n—(r+1)k+1

Fop(n—k—i.+1,p) =q¢" V*E (n —rk —i, +1,p) (2.3)
r—1
1\ .
(r—1)k r i
RO )
=1 J1,J25-504

HRk(jl_2ap)Fk(n_Tk’—ir—ﬁi—i—i—l—l,p)

=1

o Bo=0,0=>Jietjs€{2,3,....n—(r+1)k—i,—Fs_1+s+1}
i=1
En remplagant2.2] et [2.3] dans [2.1] on obtient :

Frri1 (n,p) = ¢""Fy (n — 7k, p)

(2 ()], 2

J1,25e5Ji

L1 B G = 2,p) Fx (n — rk — 6; + i, p)

=1

onby=0,0,=>jietjs€{2,3,...n—(r+1)k—0,1+ s}
=1

Enfin comme (Zj) + (771) = (:) on a

Fiyi1 (n,p) = q"* Fy (n —rk,p)
T r ' %
4 rk 7 9 F o — 6, .
Y () X TR 2 R0 ip)
i=1 J1,J25Ji 1=1
Donc le théoréme est vrai pour r 4+ 1. D’oul le résultat. O
Remarque 2.3.2. Grice a nos résultats cités dans cette section et en utilisant les
formules et les bornes de la fiabilité du systéme "k-consécutifs-sur-n" on peut fa-

cilement établir les bornes et les formules de la fiabilité du systéme "r-consécutifs-

k-sur-n" dans les deux cas (cas iid ot le cas des composants non identiques).
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2.3.3 Autre Formule de la fiabilité du systéme

Nous proposons ici une autre formule de la fiabilité du systéeme. Plus exacte-
ment nous donnerons une formule pour la fiabilité d’un systéme "r-consécutifs-k-

sur-n" en fonction de celles des sous systéme "(r — h)-consécutifs-k-sur-(n — j)

Alors on a le théoréme suivant :
Théoréme 2.3.3. Pour n > rk
j—1
er n p Z Z ] <H%> Rk,T‘*h‘i’l (n_j>pj+17"'7pn)
h=1 j=(h— 1)k+1 i=1

Démonstration. On considére un systéme "r-consécutifs-k-sur-n" et soit j le pre-

mier composant qui fonctionne dans le systéme, alors on a : le systéme fonctionne

si et seulement si 1 < j < rk et le sous systéme " (7" — [j%})—consécutifs—k—sur—
(n — j)" constitué par les composants j+ 1,5+ 2, ....,n fonctionne. Donc on peut
écrire :

Ry (n,p) Zp] (H%) b [12] (M= J5 Dyt oo )
7j—1
o Z Z j <H ql) Rk,T*h‘i’l (n _jvpj+17 7pn)

h=1 j=(h— 1)k+1 i=1

d’ou le résultat. O

*Dans le cas ou les composants du systéme sont identiques on obtient le

corollaire suivant
Corollaire 2.3.3. Pour n > rk
er n p Z Z Pq jile,rchrl (n - ]7]9)
h=1 j=(h—1)k+1
Démonstration. 11 suffit de prendre p; = py = ... = p, = p dans le théoréme

précédent. O

*Pour r = 1 la fiabilité d’un systéme "k-consécutifs-sur-n" est donnée par la
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formule suivante :
R (n p Z (H qz> Rk jaijrla 7pn)
7j=1
et dans le cas des composants identiques on obtient :

Ry (n,p) quj 'Ry (n — 4, p)

7j=1

2.4 Formule de la probabilité de panne et configu-

ration optimale du systéme pour n < (r + 1)k

Dans cette section on considére un systéme "r-consécutive-k-sur-n" avec n <
(r 4+ 1) k. Nous donnerons ici une formule de la probabilité de panne du systéme,
ensuite, on s’intéresse a savoir comment peut-on placer les n composants dans les

n positions du systéme pour obtenir un systéme plus fiable.

2.4.1 Formule de la probabilité de panne pour n < (r+ 1)k

La probabilité de panne d’un systéme "r-consécutive-k-sur-n" avecn < (r + 1) k

est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1. Pourn < (r+ 1)k on a :

r—1 n—rk rk+1i
Fi (n,p) Hq] +3 N pawi [ @Fes (sk+i—1,p)
s=0 i=1 j=sk+i+1
Démonstration. Soit B (j, s) 'événement : { Xgpy; = Xgptjr1 = ... = Xopjo1 = 0}

,pour 0 < s <r—1,et1<j<n-—rk,etsoit £ I"événement :{le systéme
tombe en panne}
Alors on a : Fy, (n,p)=Pr(E) =Pr(EnNB(1,0))

n—rk r—1 s—1 [n—rk+1
+ 3 Pr <Em ( B(i,0)N B (j +1,0)>>+Z Pr (Eﬂ (m ( N B(j,i)) mB(1,5)>>
j=1 ) s=1 =0 j=1

r—ln—rk -1 [(n—rk+1 h r—1ln—rk+1
+> > Pr (Eﬂ N < N B(j,i)) (lolB(l,s)ﬂB(h—i-l,s)))—i-Pr (Eﬂ (ﬂ N B(j,i)))

—~

’EDQ.
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s—1 [n—rk+1 r—1n—rk+1
Maispourle:Pr(Eﬂ(ﬂ ( N B(j,i))ﬂB(l,s))):0:Pr<Eﬂ<ﬂ N B(j,z')))
=0 \ j=1 =0 j=1
Donc : Fy, (n,p) = Pr(B (1,0))P;(E]B(1,0)) ‘ ’
Y pr (ﬁ B(z,O)ﬂB(jJrl,O)) Pr (E\ (ﬁ B(z’,O)ﬂB(j+1,0))>
j=1 i 1

=1 i=1

s=1 h=1 1=0

s—1 [n—rk+1 h
Pr <E| n ( n G i)) (NBEnBo+ 1,s>))
i= Jj= =

etona:Pr(E|B(1,0)) =1, Pr(B(1,0)) = ﬁ%’

r—ln—rk s—1 [n—rk+1 h
+> > Pr(ﬂ ( Dl B(j,z')) (lﬂlB(l,s)ﬂB(h—i-l,s)))

j —
et pour 1 < j<n-—rk, Pr (E| (ﬂ B(i,O)ﬂB(j—i—l,O))) =1
i=1

j rk+j
etPr(ﬂB(i,O)ﬁB(j+1,0)>:pj IT @
i=1 i=j+1

s—1 [n—rk+1 h
pourlSsﬂr—l,lﬁhﬁn—rk‘:Pr(ﬂ( N B(j,i)) (ﬂB(l,s)ﬂB(h—i—l,s)))—
=0\ j=1 I=1

rk+h
Dsk+h H q;
j=sk+h+1
s—1 (n—rk+1____ h
et Pr | E| N B(j,1) (ﬂ B(l,s)ﬂB(thl’s)) = Fis (sk+h—1,p)
1=0 Jj=1 =1
Enfin on a :
n—rk rk+j r—1n—rk rk+h
Fkﬂ” (n,p) qu_'_ Z pj H %‘*’Z Z Dsk+n H quk,s (Sk‘—l—h—l,p)
Jj=1 i=j+1 s=1 h= j=sk+h+1
r— 1n rk rk+i .
- qu+ o> psk+i 1l @iFrs(sk+i—1,p). ]
s=0 i=1 j=sk+i+1

Dans le cas ou composants du systéme ont la méme fiabilité on a le corollaire

suivant :

Corollaire 2.4.1. si p; = p pour tout t =1,2,...,n, alors on a :

r—1 n—rk
Fyr (n,p) =q* +p) > q" " F(sk+i—1,p)
s=0 i=1
Démonstration. il suffit de prendre py = ps = ... = p, =pet ¢ =1—p dans le

théoremd2.4.1] . m
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Cas particuliers Dans les cas suivants on verra que la formule de Fy, (n,p)
est donnée explicitement en fonction des fiabilities des composants :

— Pourn=rk+1lona:

rk+1 rk+1
Eyr(n, p) HQz+pl H qz+2psk+1qu I @
=sk+2
— Pour r =1 et n < 2k on obtient :
k+i
Hqg + Zpl II @
= Jj=t+1
— Pour r =2, et n <3k :
n—2k 2k+1 n—2k 2k+1 i—1 k+1
Fia (n.p) Hqﬁsz I o+> e I] @ Hqﬂerz II o
i=1 Jj=i+1 i=1 j=k+i+1 j=1 =1 h=Il+1

2.4.2 Configuration optimale du systéme pour n < (r + 1)k

On suppose que nous avons n composants avec les fiabilities py, po, ..., p, dont
on peut les arranger dans 'ordre croissant py) < ppg < ... < py,). Notre but ici est
de placer ces n composants dans n positions de facon que la fiabilité du systéme
soit maximum. Autrement dit, comme il existe plusieurs configurations pour un
systéme de n composants, alors on s’intéresse ici de trouver la configuration qui
maximise la fiabilité du systéme. Une configuration optimale est dite invariante
si elle dépend seulement de 'ordre des fiabilités des composants du systéme mais
pas de leurs valeurs.

Soit m une permutation quelconque de 'ensemble {1,2,....,n} et m; la per-
mutation obtenue de 7 par un changement des composants dans les positions
i et j. On designe par Ry, (n,p). (Rir(n,p),. ) la fiabilit¢ du systéme si les
composants sont arrangés suivant la permutatlon T (mj respectivement), et par
Ry, (n,p, x;,y;) la fiabilité du systéme sachant que le composant dans la posi-
tion ¢ est dans I'état x et le composant dans la position j est dans I'état y pour

1,7 =1,2,...,n,1%# j et x,y = 0, 1. Alors nous avons les résultats suivants :
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Lemme 2.4.1.

Ry, (n,p), — Ry (n,p)ﬁij = (pi — pj) (Rir (n,p,1;,0;) — Ry (n,p,0;,1;))

Démonstration. Soit G I'événement {le systéme fonctionne} alors on a :

11
Ry (n,p) =Y ) Pr(X;=u)Pr(X; = y) Pr(G|X; = z,X; = y)
z=0 y=0
donc :

Rir (n,p), = ¢iqj Rk (0, p,0i,05)+¢ipj R » (1, 0, 04, 1) +piq; Rie r (0, , 13, 05)+pip; Rie r (0, 0, 13, 1)

et :

Rygr (n,0)r, = 4i0iBkr (n, 0,03, 05)+4;pi Ry (0,9, 05, 1)+ @i Rier (1,0, 16, 05)+pjpi R (1, p, 14, 1)

donc :

Ry (n,p), — Riyr (n,P)mj = (@pj — ¢pi) Bir (n, 0,04, 1) — (pj¢; — pigj) Rir (0,0, 15, 05)
= (Pz’ - pj) (Rk,r <n7p7 1;, Oj) - Rk,r <n7p7 0, 1j))

Alors le lemme est démontré. O

le théoréme suivant donne les conditions nécessaires d’une configuration op-

timale.

Théoréme 2.4.2. Les conditions nécessaires d’une configuration optimale sont :
1. Arranger les composants de la position 1 jusqu’a la position k dans un ordre
croissant des fiabilités

2. Arranger les composants de la position n — k + 1 jusqu’a la position n dans un
ordre décroissant des fiabilités

3. Arranger les v ((r + 1) k — n) Composants qui possédent les grandes fiabilités
de la position n — (r — j) k+1 jusqu’a la position (j + 1) k pour j =0,1,...,r—1

dans n’importe quel ordre sin < (r + 1) k.

Démonstration. On designe par Ry, (uw — v + 1, py, Dyiy1, ..., Pu) 1a flabilité du sys-

n

téme "r-consécutifs-k-sur-(u — v 4+ 1)" constitué des composants v,v + 1,...,u
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1.S0it i et j tels que 1 <7 < 7 < k alors on a :

Ry (n,p,0;,15) = Ry (N — 7,01, Pjt2s -y Pn)

et

ka (nvpa 1i) - ijk,T’ (n7p7 Oia lj)
d;
Rk,r (n - iapi+17pi+2a 7pn) - ijk,T (n - japj+l7pj+2a "'7p’n)
qj

Rk,r (nap) 1170]) -

en utilisant le lemme précédent on obtient :

bi —Dj . .
17'] (Rk,r (n — 1, Pi+1,Pi+2, 7pn) - Rk,?‘ (n - jvpj+17pj+27 7pn))

Rkyr (n7p)7r_Rk,7' (n7p)ﬂ-2] == q
J

et comme 1 <i < j <kona Ry, (n—J,pjri,Pit2, - Pn) > Bir (0 — 1, pit1,Divas s )
alors :

Rir (n,p), > Ry (n,p)mj — pi <pj

Donc la configuration 7 est plus fiable que la configuration m;; si p; < p; c a d
pour obtenir une configuration plus fiable il est nécessaire de placer le composant
le plus fiable dans la position j et le moins fiable dans la position pour tous
1 <i < j < k. Et donc nous avons la premiére partie du théoréme

2.50itn—k+1<1i<j<ndanscecasona:

Rkﬂ” (nvpa 11'7 0]) = Rk’,r (Z - 1729171727 "'7pi—1)

et

Rk,r (Tl,p, 1]) - piRk,r <n7p7 11'7 1])
q;
Rk,r (] - 1ap1ap2a "'7pj—1) - piRk,r (Z - 1ap1ap2a "-7pi—1>
qi

Rk,r (n7p7 Oia 1]) =

donc :

Pi — Dy

qi

Ry (n,p) r =Ry (n,p) . = (R (1 = 1,p1,025 -, Di-1) — Rir (5 — 1, p1, 02, -+, pj—-1))

et commen—k+1<i<j<nonaRy,(j—1,p1,p2...,pj—1) < Rir (i —1,p1,D2, ..., Di-1)
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alors :
Ry (n,p); > Ry (0,9), <= pi > pj

Par conséquent dans ce cas la configuration 7 est plus fiable que la configuration
mi; 81 p; > p;. Donc nous avons la deuxiéme partie du théoreme.

3.Sin < (r+1)k alors d’aprés le théoréme on peut voir facilement que
dans chaque état de panne du systéme les composants dans les positions n —
(r—jk+1n—(r—7k+2,..,+1)k pour j = 0,1,...,r — 1 doivent tous
tomber en panne . Alors , ces positions devront étre occupées par les composants

les plus fiables dans n’importe quel ordre. O

Dans le théoréme suivant on donne la configuration optimale invariante d’un

systéme "r-consécutifs-sur-(rk + 1)” . Alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.3. La configuration optimale invariante d’un systéme "r-consécutifs-
sur-(rk + 1) est obtenue si en arrangeant :

1. les (r + 1) composants moins fiables dans n’importe quel ordre dans les posi-
tions jk + 1, pour 7 =0,1,2,....r

2. les v (k — 1) composants plus fiables dans n’importe quel ordre dans les autres

positions.

Démonstration. 1. a.Pour 7 =0,1,2,....,7r—1lona:

Rkﬂn (T/{J—i-l,p)w—Rk,r (T]C+1,p) =

Tjk+1,(G+1)k+1

= (pjks1 — PG+1k+1) (Rk v (rk +1,p, Ljgs, 0(j+1)k+1) — Riy (rk 4+ 1,0, Ojis1, Lgnpes1))

(G+1)k rk+1 (G+D)k rk4+1
= (pjkr1 = PG1R1) qu e I «- qu II e JI «
h=jk+2  I=(j+1)k+2 i=1  h=jk+2  I=(j+1)k+2

=0
alors Ry, (rk+1,p)_ = Ry, (rk+ 1,117)7Tj_k+w+1)k+1 cadpourj=0,1,....,7r—1on
ne peut pas améliorer la fiabilité du systéme par un changement des composants
dans les positions jk+1 et (7 + 1) k+ 1. Alors les composants dans ces positions
peuvent étre arrangés dans n’importe quel ordre.
1.b.Pour tout j =0,1,2,....m— 1, et 1 = 2,3, ...,rk avec i # jk + 1
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Rk,r (’l”k + 1ap)7r - Rk’,r (’l”k + Lp) =

i jk+1

= (pi = jrt1) (Riy (rk + 1,0, 15, 0jiy1) — Ry (rk + 1,0, 04, Ljpi1))
= (pi = Pjrt1) [1 = Riy (1 4+ 1,p,04, Ljt1)]

Alors

Ry, (rk+1,p), > ng (rk +1,p) > Pi > Djk+1

i, jh+1
¢ & d pour obtenir une configuration plus fiables il faut placer le composant le
plus fiable dans la position ¢ tel que i # jk + 1

D’aprés 1.a et 1.b on obtient la premiére partie du théoréme.

2. dans chaque état de panne du systéme on a les 7 (k — 1) composants dans les
positions jk + 2,5k + 3,....,(j + 1)k pour j = 0,1,...,7 — 1 sont tous en panne.
Par conséquent, ces positions doivent étre occupées par les composants les plus

fiables dans n’importe quel ordre pour augmenter la fiabilité du systéme O

Remarque 2.4.1. d’apres le théoreme[2.4.5 on peut voir qu’il existe (r + 1)! (r (k — 1))!
configurations optimale invariantes possibles . Comme exemple on a sir =k = 2,
n =>5 on a les configurations possibles suivantes (la notation [i] veut dire le com-

posant qui a la fiabilité py)) :

Cyo= {1, 14], 2], 5], 81}, € = {[1], [5], [2], (4], [3]}
Cs = {[21,[4], (1], [5], 381}, Ca = {[2], [51, [1], (4], [3]}
Cs = {[1],[4], 3], 5], 21}, Cs = {[1], [5], [3], [4], [2]}
Cr = {Bl,[4], 12, [5], [}, Cs = {31, [5], [2], (4], [1]}
Co = {[2],[4],[3], 5], [1]}, Cro = {12], [5] [3], [4] , [1]}
Ci = {3, 14, [1,[5], 21}, Cra = {[3],, [5], [1], [4], [2]}

2.5 Importance de structure des composants

Dans la présente section on considére un systéme "r-consécutifs-k-sur-n" avec
des composants indépendants et identiques ot la fiabilité de chaque composant est
p= % Nous avons deux objectifs, le premier concerne le calcul des importances
de structure des composants du systéme, cependant notre deuxiéme objectif est

consacré a établir ’arrangement de ces importances. Pour simplifier les notations
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ici on utilise I}, (i), Fy,(n) et Fy,(n,1;) au lieu de I, (z’,%), Fi, (n,%) et

Fiy (n, 1;, %) respectivement.

2.5.1 Calcul de 'importance de structure

Lemme 2.5.1. Pouri=1,2,....n on a
I, (i) = 2[Fry (n) — Fip (0, 1)]

Démonstration. L'importance en fiabilité du i®™® composant est par définition :

. ORy., (n,
i, Gop) = 28 1)~ Ry (n,020)
Pi

Mais on a : " B 1

Ry, (n,055p) = =2~ (1, p) Ipi ke (0,135 p)

— Di

d’ou :

Rr ’1i; _Rr ) FT ) _Fr 712'7

]l?,r (Z,p) _ 1, (n p) k, (n p) _ 1k, (n p) k, (n p)

et comme l'importance de structure est le cas ou p; = % pour tout i = 1,2,...,n

I, (i) = 2[Fry () = Fp (0, 1)]

d’ou le lemme. ]

Lemme 2.5.2. Pouri=1,2,...nona:
I () =L, (n—i+1)
Démonstration. Pour i = 1,2,...,n on a
I, (n—i+1)=2 [Fk,r (n, %) — B (ny1,-i41)

Mais il est clair que :
Fk,r (n, 1n—i+1) - Fk,’r (TZ, ]-z)

Et donc le lemme est démontré. O
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Ce lemme signifie clairement que dans un systéme "r-consécutifs-k-sur-n" les
importances de structure des composants sont symétriques par rapport au com-

posant du centre du systéme. Donc grace a cette propriété il nous suffit seulement

de calculer la valeur de I} (i, 3) pour i < [%]

Théoréme 2.5.1. Pour1 <i<k
Igp (i) = 2[Fip (n) — Fioy (n = 4))]
Démonstration. On a :
I, (i) = 2[Fyp (n) — Fip (0, 15)]
et il est clair que pour 1 <i <k, on a
Fir(n,1;) = Fip (n — 1)

par conséquent nous avons le résultat. O
Théoréme 2.5.2. Pour jk<i<(j+ 1)k j=1,...,r—1

I, (i) =2 | Fep () = > [Fru (i = 1) = Fraga (i = 1)] Fopoy (n — i) = Ry, (i = 1) Fyp (n — )

=1

Démonstration. Soit Ny, (1,n) la variable aléatoire qui représente le nombre
de séries non chevauchées de k composants consécutifs parmi les composants
1,2,...,n.
On a

17, (i) = 2[Fer () = By (0, 1,)]

ou :
Fir (n,1;) =Pr[Ng, (Ln) >r,/X; =1]

alors on peut écrire :

Fk,r (TL, 1@) = PI‘ [Nk,i—l (172 — ].) + Nk,n—i (Z + 1,n) Z 7"]
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donc :

Frr (n,1;) E:EJWnZ@+1n) r— 1 Pr[Ni_1 (1,5 — 1) =]
=0

alors
J
Fry (n,1;) = > Pr[Nga—i (i + 1,n) > r = | Pr [Ny (Li = 1) > []
=0

J

— Y Pr[Npn—i(i+1,n) = r =[] Pr[Nyoy (1,0 — 1) > 1+ 1]
=0

=Pr[Nyn—i (1 +1,n) >7r][1l —Pr[Ng;,—1 (1,i — 1) > 1]]

J
+ ) Pr[Nyn—i (i +1,n) > 1 — 1| Pr[Ng—y (Li — 1) > ]
=1

J
— Y Pr[Nen—i(i+1,n) > r — | Pr[Ny—y (1,i — 1) > 1+ 1]

=1

et enfin :
J
Fry (n,1;) = Ry, (i = 1) Fip (n— i)+ Y _ [Fra (i — 1) = Frr (i — 1)] Fypq (0 — 4)
=1
d’ou le résultat. O
Théoréme 2.5.3. Pourrk <i < [”T“]
iy (1) = 2[Fiy (n) — Ry (i = 1) Fiyr (n — 1))

-1
Z Fkl Z—l Fk,l+1 (2—1)]Fk7r,l(n—z)—Fk,r(z—l)

Démonstration. En utilisant la méme notation dans la démonstration précédente

on a dans ce cas :

Frp(n,1) = Pr{Ny;1 (1,4 = 1) + N (i + 1,1) > 7]
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donc

Fry (n,1) = Pr[Nga—i (i+1,n) > r =1 Pr [Ny (1i— 1) =]

>0
alors
r—1
Fry(n,1) =Y Pr[Ngn—i (i +1,n) >r =1 Pr[Ngi_1 (1,i — 1) = []4Pr [Ny, (Li — 1) > 1]
=0

et par conséquent :

r—1
Fer(n,1;) = > Pr[Ng,i (i +1,n) >r =1 Pr[Ny,;—1 (1,i — 1) > ]
=0

r—1
= Pr[Ng—i (i +1,n) > r = 1| Pr [Ny (1, — 1) > 1+ 1+Pr [Ny (1,0 — 1) > 1]
=0

donc :
Frr(n,1;) =Pr[Ngp—i (0 +1,n) >7r][1 = Pr[Ny;—1 (1,i —1) > 1]]

r—1

+ ) Pr[Nig—i (i + 1,n) = r — | Pr[Ngioa (1,0 — 1) > 1]
=1
r—1

=) Pr[Nig—i (i 4+ 1L,n) = r = Pr[Nyioa (1,i — 1) > 1+ 1] + Pr [Ny (1,0 — 1) > 7]
=1

enfin

—_

ka (n, 11) = [Fk,l (Z — 1) — Fk,l+1 (Z — 1)] ka_l (n - Z)+Rk (Z — 1) Fkﬂ« (n — Z')—i‘FkJ« (Z - 1)
=1

et d’ou le résultat. O

Le corollaire suivant montre que pour un systéme "k-consécutifs-sur-n" les
formules de l'importance de structure données dans le chapitrel sont des cas

particuliers des résultats de cette section. Alors on a :

e

Corollaire 2.5.1. Pour r = 1 Uimportance de structure du i®™° composant dans
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un systeme "k-consécutifs-sur-n" est donnée par :

ID (i) =2[Rk (n —1i) — Rp (n)] pour i <k
2[Ry (i — 1) Rk (n — i) — Ry (n)] pouri >k

Démonstration. 11 suffit de prendre » = 1 dans le théorémd2.5.1] pour obtenir le
cas i < k et le théorémd2.5.3| pour obtenir le cas i > k. [

2.5.2 Arrangement des importances de structure des com-

posants du systéme "r-consécutifs-k-sur-n"

Cette sous-section résume 'arrangement des importances de structure pour

quelques valeurs de k,r et n.

Proposition 2.5.1. Pour les deur cas k =1 et n =rk on a : I/, (i) = I}/, (j)

pourl <1< j<n

Démonstration. -Pour n = rk on obtient un systéme en série de rk composants,

donc on a :

1 n—1
Iy, (i) = (§> pour tout 1 <i<n

-Pour £ =1 on obtient un systéme "r-parmi-n", donc on a pour tout 1 <i <n

o))

la proposition est donc démontrée. O]

Proposition 2.5.2. Pour tous r,k et n > rk+1

I, (1) < I, (2)<..< I, (k)

I, (n) < I, (n=1)<..<I (n—k)
Démonstration. On a pour tout : =1,2,....k — 1
I G+1) =1, (i) = Fr,(n—i) = Fr,(n—i—1) >0

La seconde inégalité resulte par symmétrie. O



2.5 Importance de structure des composants 64

Proposition 2.5.3. Pourn=rk+1:
M) =08 (k+1) = =L (=D k+1) < I (jk+2) = LM (jk+3) =
=IO k) = LN (2) pour j=0,1, .., — 1.

Démonstration. Sin =rk 4+ 1 alors :

Fir (0, Ligto) = Frp (0, Ljggs) = ... = Fipr (n, 1(j+1)k) =0,pour 7=0,1,....7r—1
et
1 rk
Fk,r (’fl, ]—1) = Fk,r (TL, 1k+1) = ... = Fk,r (n, 1(r—1)k+1) - (5) >0
Done: I[57 (1) = [ (k1) = o = A (0 = 1)k +1) =2 [ By () = ()] <
2F;, (n) = I;;f;“ (jk +2) = I,:fj“ (jk+3)=..= J;ﬁ*l ((G+1)k). O

Proposition 2.5.4. Pourn < (r+ 1)k : I}, (i) < I}, (k) = I}, (2k) = ... =
Ip, (rk) pouri#jk , j=1,2,..,r.

Démonstration. Sin < (r+ 1)k, alors

Fir(n,1;) = Opourj=12 ..r
Fir(n,1;) > 0 pour i # jk

la proposition est donc démontrée. O]

Proposition 2.5.5. Forn = (r+ 1)k : I}, (k) > I}, (2k) > ... > I} (rk) >
I ((r+1)k)

Démonstration. Dans ce cas on a pour j = 1,2,...,7+ 1

1 (r—j+1)k
F.r ((r+1)k, 1jk) = (5) Pr[N(1,jk—1)=7—1]

Donc pour : j =1,2,...r +1: I}, (jk) = I}, ((j + 1) k) =

— (DI RPN (1, (j+ 1)k — 1) = ] = Pr[N (1,jk — 1) = j — 1] > 0.

d’ou on a la proposition. O

Remarque 2.5.1. 1. D’aprés les propositions ci-dessus on peut voir que pour
k=1loun=rk, oun=rk+1, les importances de structures sont complétement

arrangées . Mais, pour les autres cas les importances sont partiellement arrangées.
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2. D’apres étude ci-dessus on déduit que les deux composants dans les positions
k et n — k + 1 possédent les plus grandes importances de structure et les deux
composants dans les positions 1 et n possédent les plus petites importances de

structure.

2.5.3 Importances de structure d’un systéme "2-consecutifs-

k -sur-n" via la suite de Fibonacci

Dans cette section on considére un systéme ”2-consecutifs-k-sur-n” (n > 2k + 1)
(c adr = 2) notre but ici est de donner les formules de I'importance de structure
en fonction des termes de la suite de Fibonacci d’ordre k. On rappelle que la suite

de Fibonacci d’ordre k est la suite dont le terme général f,, donné par :

0 0<n<k-1
,n==k

nil

Jrj n>k+1

fon =14 =k (2.4)

nkt k+1<n<2k
2nh Tl —(n =2k +1)2 2 2k +1<n<3k+1
2fkn—1 = frn—k—1 n>k+2

\

Nous avons d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.5.3. pour1 <i:<n-—k

i1
fem = 2" fomi — Z 2 frmik1
=0

Démonstration. La démonstration de ce lemme est par induction sur 7 .

Pour 7 = 1 nous avons
fk,n = 2fk,n71 - fk,nfkfl

donc le lemme est vrai pour ¢ = 1

Supposons que le lemme est vrai & 'ordre 1 — 1 cad:

1—2
Jen = 21_1fk,n—z’+1 - Z 2 fem—j—k-1
j=1
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mais d’aprés [2.4] :
Jrm—it1 = 2fkm—i — fon—k—i

alors :
i—2
Srm =27 2fkni — fom—n—i) — Z 2 frn—j—k—1
j=1
i—1
= Qka,n—i - Z 2]fk,n—j—k:—1
j=0
d’ou le lemme O

Maintenant, On définit la suite suivante :

0 n<k
gk, = 'fl—k .
! > (2" = femtk—it1) foprior n > k41
=1

Alors la probabilité de panne du systéme "2-consecutifs-k-sur-n" dont les com-

posants sont i.i.d components avec une fiabilité p = %, st donnée par le théoréeme

suivant :
Théoréme 2.5.4. Pour tous n, et k :

1 n
Fi2 (n) = <2> Okn—k+1

Alors d’apreés la formule de Fj o (n) ci-dessus, on déduit que gy ,—k4+1 est le
nombre de fois que le systéme est en panne.

Démonstration. Pour 0 <n < 2k —1,

1 n
Fio(n) =0= (2) Gk n—k+1

Pour n = 2k

1 2k 1 2k 1\"
Fio(n) = <2> = (2) Ik, k+1 = <2> Ik n—k+1
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Pour n > 2k + 1, On prend r = 2, p = % 4 =1,2,...,n dans le corollaire on
obtient

Fra(n) = @)ka (n—k) + (1>k+1n_§+13k (i—2)F(n—k—i+1)

2 i=2
et d’aprés le théoréeme [1.4.1] :
Fp(n—k)= 1- ( ) fkn+1
Ry, (i_2) = (%) sz+k 1
Fn—k—i+1)= 1—(3)" S Jrm—it2

alors :

1 k 1 n—k 1 k+1 n—2k+1 1 i—2 1 n—k—i+1
Fyo(n) = <2> (1 - <2) fk,n+1>+<2> Z <2> Jrithk—1 (1 - <2) fk,n—i+2>
i—2

comme fj, = 1 on obtient :

1 k+1n—2k+1 1 i—2 1 n—k—i+1
Fio(n) = (2> Z (2> Srith—1 |1 — <2> Jrm—i+2
=1

- <2) Z (2””“7”1 - fk,n—i+2) Jrhjitk—1= <2> Gkn—k+1

=1

et on a notre résultat. O

Maintenant on peut donner les formules de I'imporatnce de structure en fonc-

tion de f,, et gi . Alors, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.5.5. Pour:¢>1:

‘ 1 n—1 B
Iy, (i) = <2> [Gkn—k+1 — 2fhitkGrn—iokt1 — 2fbm—itht [2°77 = frivk + Ori—k]]

Démonstration. -D’apreés le théoréeme ona:Pour:1<i<k

o (1) = 2[Fya (n) = Fia (n = i)]
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et on a
n
Fk,2 (n) = (%) Inn—k+1
et
Fron—1) = (3)"" gnni-kt
Alors

—_

n
Fia(n) = Fra(n—1i) = <2> [9kn—kt1 — 2 Gkn—i—k+1]
-D’apres le théoréme 2.5.2] :Pour k +1 <14 < 2k

Iio (i) = 2[Fra(n)— Ry (i—1) Fro(n—i) — Fy (i — 1) Fy (n — i)]

1

n—1
= <2> [Gkn—k+1 — 2fhitkGln—iokt1 — 2fbm—ith1 270 = Friv]]

- D’apreés le théoréme 2.5.3] :Pour i > 2k + 1
Iio (i) = 2[Fka(n) — Rp(i—1) Fra(n—1i) — Fp (i = 1) Fx (n — i) — Rg (n —4) Fi2 (1 — 1)]

1 n—1 -
= (2) [Gkn—k+1 = 2fh itk n—i—k+1 — 2fkm—ithr1 (2770 = fritk + Ghi—k)]

Comme : gy;—r = 0, pour ¢ < 2k et frir = 2¢=t pour 1 < i < k , on obtient

notre résultat.. O

Corollaire 2.5.2. Pour1<i<k

—1 . .
2" II?,Q (Z) = Gkn—k+1 — 2ng,n—i—k+1

pour :k+1<1i <2k
2" 5 (1) = ekt — 2 kiek Tk m—i—ktt — 2 itk 27 = Frith]

Démonstration. le corollaire suit directement du théoréme [2.5.5] car.gri—x = 0,
pour i < 2k et friyxr =2 pour 1 <i < k. O

Remarque 2.5.2. En utilisant le théoréme [2.5.5 on peut aussi établir des rela-
tions entre l'importance des composants dans les deux systemes "2-consecutifs-k-

sur-n" "k-consecutifs-sur-n". Comme par exemple :

n—2k—1
20, (1) =2"7272 N N G) + (n— 2k +4) frnk
j=1
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ot [,:L_Qk_l (4) est Uimportance de structure du j™° composant dans le systéme

"k-consecutifs-sur-(n — 2k — 1) ".

2.6 Loi limite du temps de panne du systéme

Le but de cette section est d’établir des résultats concernant le comportement
asymptotique du temps de panne d’un systéme "r-consécutifs-k-sur-n” quand n
tend vers I'infini. Plus exactement en conservant toujours I’hypothése d’indépen-
dance des composants nous nous proposons de démontrer deux théorémes limites

pour le temps de panne du systéme en examinant les deux cas suivants :

1. Le cas ou les composants du systéme sont identiques.

2. Le cas ol les composants sont non nécéssairement identiques.

Donc nous allons démontrer ici que sous des hypothéses suffisament générales
pour les applications, la loi limite du temps de panne du systéme quand le nombre

de composants tend vers I'infini est une loi de Poisson.

2.6.1 Cas des composants identiques

On considére un systéme "r-consécutifs-k-sur-n”. Les composants sont suppo-
sés indépendants et de méme loi. Soit T ,(i = 1,2, ...,n) le temps de panne du ™
composant et Z, celui du systéme. On désigne par F' (t) la distribution de panne
de chacun des composants c¢’est a dire F' (t) = Pr[T; < t] pour i = 1,2, ...,n. Sous

ces considérations on a le théoréme :

Théoréme 2.6.1. Si lim nF* (a(n,k)t) =0(t),0<6(t) <1, avec lim a(n,k)

n—+00 n—+00
=0, o0ona:
(5 ()™
Jim Pr(a™ (n,k) Z, <t) =1 - n;)exp [=(@0)"] =5

Démonstration. Comme les composants du systéme sont indépendants et de

méme distribution de panne F' (t) et comme on a aussi

lim nF* (a(n k)t) =6 ()

n——4oo
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alors d’aprés le théoréme 3.1 page 271 (partie 1) de J.C. Fu [34] (1993) on a

lim Pr(Z, <ta(n,k))= lim Pr(a~"(n,k)Z, <t)

n—-+o0o n—-+o0o
r—1
N 5 ()™
— 1= Y e - () P
m=0 )
d’otui le théoreme. O

Maintenant nous cherchons la loi limite de la variable aléatoire a™! (n, k) Z,

ot a(n ,k) > 0 est une fonction convenablement choisie. Alors on a :

Théoréme 2.6.2. Si lim nF* (a(n,k)t) = lim £,F*(a({,,k)t) = 6(t), 0 <
d(t) < 1,avec lirf a(n,k)=0, etl, =][clogn], c)0. Alors on a :

r—1

1— > exp[—t*] 55 1)0,)0
m=0

0 , 1 <0

lim Pr(a'(nk)Z, <t)=

n—-4oo

Démonstration. Soit un systéme constitué de n blocks disposés linéairement,
chaque block est un sous systéme en série de ¢,, composants, (¢, > r). Tel que le
systéme fonctionne si et seulement si au moins r blocks fonctionnent. La fonction
de fiabilité de chaque composant est F* (t) = 1 — F* (¢). Alors, dans ce cas on a
un systéme "séries-r-sur-n" régulier homogéne (voir [35]) sa fonction de fiabilité

notée R, (t)est donnée par la formule :

w018 (2) ) )

=0

Donc il est clair que si :

L(t) = lim nF* (ot + ﬁn)zn ,avec o, > 0,06, >0

n—oo

alors :

~ LOF e (-L.)

lim R, (ant+3,) =1—) —

n—00
=0
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Mais

L(t)= lim nF*(a,t+ ﬁn)gn

n—-+00

= lim nexp [En log (1 — F* (ot + ﬁn))]

n—-+o0o

= lm nexp [~y (F* (ant + Ba) + 0 (F* (ant + 5a)))]

n—-+o00

= lim nexp[—(, (F* (at) + B F* (¢) + 0 (Fk (ant) + B, F* ()]

n—+o0o
ol a,t < ( < apt + 0,
donc en choisissant 3, = 1 et a,, = a(n, k) tel que lim nF*(a(n,k)t) =

lim £, F% (a (0, k)t) =6 (t) avec ¢, = [clogn] , c= F~*(¢), ¢ > 0 on obtient :
L(t)=exp—{d(t)}, t>0
Mais d’aprés [35] L (t) est donnée dans ce cas par :

—t“ t>0,aa>0
L | o) =00
00 ,t < 0.

Alors en combinant ces deux derniéres égalités on obtient :
d(t) =t pour t >0

En utilisant le théorémd2.6.1] on obtient le résultat. O
Remarque 2.6.1. 1) Si on prend r = 1 dans le théorém on obtient la loi

limite du temps de panne d’un systéeme "k-consécutifs-sur-n" ce résultat est donné
dans le premier chapitre aussi.
2) Un cas particulier de ce résultat est le cas ou les composants du systéme pos-

sedent la méme distribution de panne donnée par la formule (une loi de Weibull)

Fit)=M)"4+0(t*) A>0,a>0

et dans ce cas a (n, k) = ——. Ce cas particulier a été démontré aussi dans [26].et

An ak
donc nous l’avons généralisé ici.

Exemple 2.6.1. Outre, lexzemple cité dans la 2™ partie de la remarque précé-

dente on a les deux exemples suivants ot le théoremd2.6.9 est applicable.
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¢
1. Soit F(t) = [ F(gil)sﬂ*1 exp (—pus) ds = F(g—il)tﬁ—f—tﬁo(l) JF (1) est la fonction
0

de distribution de la loi gamma. Si : a(n, k) = (%) ¥ Ona:

lim nF* (a(n,k)t) = lim £, F* (a (0, k) t) = t* + 170 (1)

n—oo n—oo
Alors d’apres le théoremd2.6.9 on a :

tOém

r—1

1 - Z exp [_ta] ml 7t>07a =kp
m=0

0 +<0

lim Pr(a™'(n,k)Z, <t) =

n—-+00

2. Soit F(t) = (M) + 8% (1) 4+ 7 (t) ,avec im ¥ (t) = 0.Alors si on pose :

t—

a(n,k) = —L— on obtient :
An kB

lim nF* (a (n,k)t) = lim €,F* (a (€., k) t) = t*° + "0 (1)

n—oo n—oo

et d’apres le théoremd2.6.3 on a :

r—1
1— > exp[—t] 55 1)0,00 = k3
m=0

0 4 <0

lim Pr(a™'(n,k)Z, <t) =

n—-+oo

2.6.2 Cas des composants non identiques

Ici, on considére un systéme " r-consécutifs-k-sur-n", les composants sont sup-
posés indépendants mais non nécéssairement identiques. Autremet dit, les temps
de panne Ty,T5, ..., T, des composants du systéme sont des variables aléatoires
(positives) indépendantes et non identiquement distribuées. Soit F; () la distri-
bution de panne du ™ composant ¢ a d F; (t) = Pr[T; < t] pour i = 1,2, ..., n.

On définit les quantités suivantes :

k-1

Pty=[] F®).j=12 .n—k+1
i=j

P (t) = max F; ()

1<i<n
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et on précise les conditions suivantes :

a- Il existe des nombres positifs \;, a; et des fonctions ®; telles que :

Fi(t)= \t)" +t*®;(t) ,i=1,2,.....n pour 0 <t <4 et d)0.

b- lir% ®; (t) = 0 uniformément en 1.

c- lim \; = A

71— 00

Sous ces considérations nous démontrons le théoréme suivant

Théoréme 2.6.3. Sous les conditions a, b et c on a :

1- Si :a=infay; = pouri=1,2,........ alors :
K3

(At)kanz
m!

r—1
lim Pr (nﬁZn < t) =1- Z exp [— ()\t)ka]
n—00 s

2- Si :« )0 et pour tout i,i = 1,2, ..... il eviste un 7 4 < j <1+ k—1 tel que
aj)a alors :

lim Pr (nﬁZn < t) =0

n—oo
Démonstration. En posant ¢, = n-akt on a :

lim Pr <nizn < t) = lim Pr(Z, < t,)

n—o0 n—o0

1- D’aprés le théoréme 3.1 (partie 2) p.271 de J.C.Fu (1993) [34] il suffit de

montrer que

lim P (t,) =0
n—k+1
lim Y Pj(t,) = (A)™
n—oo )
n—k+1
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Mais on a :

et

n—k+1

le Z

lim

n—oo

P(t,) = lim max F; (n_ﬁt>

n—oo 1<i<n

= lim max i <()\ t)* + 1P ((n_ﬁt»)

n—oo 1<i<n k

= lim i max (()\ﬂf)a + 170 ((n_ﬁt»)

nﬂoonkl i<n

=0

n—k+1j+k—1

—leZ HF

nhj& Z (()\ n et ) + <n7ﬁt>a<bj (n’it)>
(o) s () s (1)

n—k+1

n—oo N,
J=1

n—k—i—l 1 n—k+1

j=1
((/\j+k—1t)a + 1Pk (n_ﬁt»

n—k+1
1

= Jim, n—k+1 Z <()‘ﬂf)a +t®; <n_ﬁt)>

<(Aj+k_1t)“ D (n‘@))

— lim ((Ant)a 1o, (n*ﬁt ) (()\Mk,lt)a TIY S (mm

n—oo

= ()™

i S e, ().

1

lim = Z ((Ajt)a + %P, (n—k%t» ((Aj+k_1t)“ + 1P k1 (n

))

1

—t

))
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De la méme maniére on a :

n—k+1 n—k + 1 1 n—k+1 9

Jim ; (P; (ta))* = lim e > ((Ajt)"urtacbj (n*@))

Jj=1

2
(()\j+k—1f)a + 1Py (n_ﬁt»

=0

et par conséquent :

lim Pr (nﬁZn < t) =1- Tii exp [— ()\t)ka] ()"

n—oo m'
m=0

n—k+1
2) Dans ce cas on remarque que lorsque n — oo ona y. Pj(t,) — 0 et donc
j=1
le résultat suit immédiatement. O

Le théoréme précédent généralise celui donné dans le cas d’un systéeme "k-
consécutifs-sur-n" cité dans le premier chapitre comme le prouve le corollaire

suivant.

Corollaire 2.6.1. Si r =1 alors pour un systeme "k-consécutifs-sur-n" on a :
Sous les conditions a), b) et ¢) on a :

1- 81 : a=info; = o pour i =1,2,... alors :

lim Pr <nﬁZn < t) =1—exp [— ()\t)ko‘}
2- 50 : )0 et pour tout i,i = 1,2, ... il existe un j ,i < j <i+k—1 tel que a;;)ax
alors :

lim Pr (nﬁZn < t) =0

n—oo

On peut appliquer facilement le résultat sur les deux exemples suivants :

e

Exemple 2.6.2. On suppose que le i™ composant a pour distribution de panne

la distribution de Weibull donnée par :

Fi(t) =1 —exp = ()] = (\t)™ + £ 0 (1)

ol lim A\, = A
1—00
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Exemple 2.6.3. Dans cet exemple on donnera une distribution mixte Weibull et
gamma. Soient (\;) et (u;) deux suites de nombres positifs qui convergent vers
Aet A\(T'(a+1))

par :

Q=

. Et soient les distributions de panne des composants données

Foior (8) = 1—exp[— (\t)"] = ()" + 120 (1)

t
a

Fy (t) = / F“f;) s Vexp [ (u;s)] ds = %ta +t%o (1)

0



Chapitre 3

Systéme "r-consécutifs-k-sur-n de

période k"

Ce dernier chapitre examine un cas particulier du systéme "r-consécutifs-k-
sur-n" qui est le systéme "r-consécutifs-k-sur-n de période k". Ce systéme a été
présenté pour la premiére fois en 1999 par J. Boland et al [46] dans un article o
ils ont donné une formule de sa probabilité de panne dans le cas des composants
indépendants, et en 2003 sous la méme hypothése dans notre article [62] nous
avons établi une autre formule de la probabilité de panne du systéme en fonction
de celle d'un systéme "k-consécutifs-sur-n". Alors, dans le présent chapitre nous

allons présenter notre résultat concernant la probabilité de panne du systéme.

Définition 3.0.1. On appelle un systéme "r-consécutifs-k-sur-n de période k"

tout systeme "r-consécutifs-k-sur-n" possede la propriéte suivante :
¢ = qi, pour tout j=mk+i,(1<i<k),m>0

La définition précédente veut dire que dans un systéme "r-consécutifs-k-sur-
n de période k" les probabilités de panne des composants sont périodiques (la
période est k) et dans ce cas on distingue k probabilité de panne (ot k types de

composants) seulement (¢; i = 1,2, ..., k).
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3.1 Formules de la Probabilité de panne du sys-
téme

On consideére ici un systéme "r-consécutifs-k-sur-n de période k" dont les com-

posants sont supposés indépendants. Et nous utilisons les notations suivantes :
k
-Q=1Iyg
j=1
— Fyr (pi, ..., pj) :la probabilité de panne d’un systéme "r-consécutifs-k-sur-(j-
i+1)" constitué des composant i,i+ 1,...,5, (1 <i<j<n)

Ry (pispis1s s 0) = 1 = Fiop (Diy -, D)
— Ry (pis Dit1, --., pj) : flabilité du systéme "k-consécutifs-sur-(j—i+1)" consti-

tué des composant 7,7+ 1,....,7, (1 <i < j <n)

- Fk (pza 7p]) =1- Rk (pi7pi+17 7p])
Sous ces considérations on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1. Pourr > 2 etrk <n

r—1
1
Fk,?" (p17 "7pn> = QT_IFkJ (p(r—l)k’-i-lu 7pn) + Qr_l Z (T . > Z Fk (p(r—l)k-‘rozj—j-‘rl?

Jj=1 11,9250-0,%5

J
H Rk (pal,lflJrQa "'7pozlfl71) Pal—l
=1

J
o ag =0, a; = > i et iy prend ses valeurs de 2 a n — mk — as_y + s pour

=1
s=1,2,...,7—1.

Démonstration. La démonstration est par induction sur r (r > 2).

Soient les événement :

By o (1,...,n) : "le systéme 2-consécutifs-k-sur-n constitué des composants 1,2, ..., n
tombe en panne”

Ai={X;=Xip1=..=Xj,1 =0}, pouri =1,2,...n—k+ 1.

e Dn) X
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Pourr=2ona:

Fio (plap27 -~'7pn) = Pr By (1727 ,n) = Pr [A ]Pr [Bk2( )/Al]

n—2k+1 i—1

+ ) Pr<ﬂA ﬂA)Pr By (1, /ﬂA N 4
=2 j=1 j=1
n—2k+1 n—2k+1
(| 4| Pr|Bia(1, ﬂ A
7j=1
Mais :
n—2k+1

Pr | By (1, ﬂ A;
Alors :
Fio (p1,p2, -y pn) = Pr[Bra (1,2,...,n)] = Pr[A;]| Pr[Bg2 (1,2, ... )/Al]

n—2k+1 i—1

+ > Pr<ﬂA ﬂA)Pr Bys (1, /ﬂA N A;

=2 j=1

Orona:
[ ] HQJ
Pr By (1 2 )/A1] = F (Pkt1s Pkt25 -+, Pn)
L itk—1
Pr nlAiji> = Ry (phpz;--wpzez)piq H q; = Ry, (]917P2>~-->p1'72)pif1Q>
J= 7=t

car gmryi = ¢ (1 <i < k,m >0)

i—1_
Pr Bk,2 (17 27 sy n)/ m AJ N AZ] = Fk’ (pi+k7pi+k+17 7pn)
i1

Donc :
n—2k+1

Frea (p1,p2s o 0n) = Q | Fi ks1s o 0n) + D> Fr (Drsirs s Pn) R(D1, oons iy —2) Piy—1
11=2

Alors le résultat est vrai pour r = 2
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Supposons que la formule est vraie jusqu’a 'ordre r — 1 ¢ & d.

r—2
-2
Fk,rfl (pla 7pn) = QTﬁQFk (p('r—Q)k-i-lu 7pn) + QT*Q Z (T . > Z F (p('r—Q)k-i-aj—j—‘,—lJ Jpn) X

Jj=1 11,82,.5%5

J
H Rk (poéz_1—l+2’ "'7pal—l—1) Pay—i
1=1
et démontrons la pour r. D’abord nous démontrons que pour r > 2 :

Fk,r <p17p27 --->Pn) = QFk,rq (Pk+1,Pk+2, -"7pn>
n—rk+1

+Q Z Rk (p1,p2y ooy Die2) Pic1 Frr—1 (Pisks Digkt1s -vs Pn)
i—2

En effet :
Fir (p1y oy pn) = Pr[Bi, (1,2, ...,n)]

ol By, (1,...,n) est 'événement ”le systéme r-consécutifs-k-sur-n constitué des
composants 1,2, ...,n tombe en panne” ,

donc on a :

Fk,r (p17p27 7pn) = PI' [Al] PI' [Bk,r (17 27 weey n) /Al]
n—rk+1 i—1 i—1
+ Pr mA_jﬂAZ>Pr By, (1,2, ,n)/ﬂAjﬂAz
=2 Jj=1 Jj=1
n—rk+1 n—rk+1
+ Pr ﬂ Aj| Pr| By, (1,2,...,n) / m A;
Jj=1 J=1
Mais : ol
n—rk+
Pr|By, (1,2,...,n) / [ 4| =0
j=1
Donc :

Fir (p1,02, ) = Pr (B, (1,2, ...,n)] = Pr[A;] Pr By, (1,2,....,n) /A]

n—rk+1 i—1
+ Z Pr (ﬂA_jﬂAl> Pr

i=2 j=1

i—1

Bk,r (1,2, ,n)/ ﬂA_jﬂ Al
j=1
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Or on a icik:
PI‘ [Al] = Hl Qj = Q
j=

i—1_ i+k—1
Pr{ N A4;nN Ai) = Ry (p1, D2, .-, Di—2) Di-1 H ¢; = Rk (p1,p2, .., Di—2) Pi1Q
_ i

-1
Pr | By, (1,2,....,n) / (VAN A | = Frro1 (Ditks Ditht1, - Dn)
=1

J

Alors :

Fk,r (p1>p2> -~->Pn) = QFk,rq (pk+17pk+2a -"7pn>
n—rk+1

+Q Z Ry, (P17P27 "-7pi—2)pi—1Fk,r—1 (pi+k7pi+k+17 "'7pn>
i=2

Enfin en utilisant I’hypothése de récurrence on obtient notre résultat. O]

3.2 Comparaisons des résultats

Nous proposons ici de comparer notre résultat avec celui de Boland et al
[46] (1999). Ces auteurs dans leur théoréme 2.2 p159 ont donné la formule de la
probabilité de panne comme suit :

En utilisant : V £ < n, Im > 0, tel que n = mk+1, (1 <i < k), (une relation
entre le nombre des comopsants dans le systéme et la période k), ils ont montré

que :

F(mk+inr)=F(mkr)+Y > Y (—1)t<‘Z)0j(i)x

]>0 t=—o0 815--355
s1+...+s;<m

QU TF ((m—s1— ... —s;) kyr — 81— ... — 8+ 1)

ou: F(mk+1i,r) = Fy,(p1,...,pn) (d’aprés nos notations dans ce paragraphe),
0, () est le polynome symétrique de degré j dans py, ..., p;.

Alors il est clair que ce résultat qui a le méme but que notre théoréme ci-
dessus est plus compliqué que notre formule. En effet, d’aprés notre théoréme

ci-dessus, il est trés clair que la probabilité de panne du systéme en question est
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donnée en fonction de celle d’un systéme "k-consécutifs-sur-n" seulement, ce qui
nous permet d’utiliser tous les résultats concernant le calcul de la fiabilité de ce
dernier systéme et qui sont trés nombreux pour trouver des résultats intéressants
concernant le systéme "r-consécutifs-k-sur-n de période k". A titre d’exemple on
a:

Soit n = 3k et r = 2, d’aprés notre théoréme

k41
Fip (p1,p2, -y pak) = Q | Fie (Pt -5 Pax) + Z E Dty - Dak) Pi1
i=2
ot Fy (pgi1,---, p3x) est la probabilité de panne d’un systéme "k-consécutifs-sur-
2k" qui peut étre calculée facilement en utilisant les formules citées en premier
chapitre. Donc Fy o (p1,p2, ..., P3) est donnée directement en fonction de la pro-
babilité de panne d’un systéme "k-consécutifs-sur-n".

Et d’aprés la formule de Boland et al on a

Fio (1,02, -, 3) = Fr2 (p1, D2, - D3k—1) — D2k Q-Fi (P1, P2, - D2k—1)

et on remarque que le terme F o (p1, 2, ..., P3k—1) qui est la probabilité de panne
du systéme "2-consécutifs-k-out-of-(3k-1) de période k" est toujours présent dans
la formule, et pour arriver a exprimer Fj s (p1,pa, ..., psi) en fonction de la pro-
babilité de panne d'un systéeme "k-consécutifs-sur-n" il faut appliquer la méme
formule k fois.

Donc on peut dire que notre formule est plus rapide dans le calcul que celle
de Boland et al car notre théoréme donne directement la probabilité de panne du
systéme en question en fonction de celle d’un systéme "k-consécutifs-sur-n" par
contre celle de Boland et al donne la méme chose mais aprés plusieurs étapes. Et

nous avons l’exemple numérique suivant :

Exemple 3.2.1. On considére un systéeme "3-consécutifs-3-sur-11 de période 3"
alors :

En utilisant notre théoréme ci-dessus on a :

F33(p1,...p11) = Q° [F5 (pr, .., p11) + 2F5 (ps, ...,pll)p1]+Q2F3 (P9, -..sp11) P2 (2 + 1]
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ou :

Fs (]99,]71071911) = @
F5(ps,...,pn1) = Q4+ p2Q
Fs(pr,-.pnn) = QL+ pa+p1)

Donc on obtient directement
Fs3(p1, ., p11) = Q*[1 + 3p1 + 3p2 + 3pipa)
Et en utilisant la formule de Boland et al on obtient :

F(11,3) = F (9,3) + p2QF (7,2) + p1QF (6,2) + p2Q°F (4, 1)
+pQ°F (3,1) + pi@Q° + p2Q°

Mais pour calculer F (7,2) il faut appliquer la méme formule une deuzxiéme fois :
F(7,2)=F(6,2) + ;mQF (3,1) + p1@Q®
et on obtient :

Fs3(p1,.ypin) = F (11,3) = Q° [1 + 3p1 + 3pa + 3pip2)



Conclusion

Dans ce travail nous avons présenté les modéles "r-consécutifs-k-sur-n" a tra-
vers quelques résultats concernant le calcul de la fiabilité du systéme. Ainsi, nous
avons établi des résultats concernant le comportement asymptotique du temps
de panne du systéme. Le calcul et I'arrangement des importances de structure
des composants a été étudié aussi dans cette thése. Et & partir de nos résultats
cités dans cette thése nous avons vu qu’on peut toujours résoudre les problémes
d’un systéme "r-consécutifs-k-sur-n" via les résultats des systémes "k-consécutifs-
sur-n" qui sont nombreux. Notons aussi que nous avons traité ici seulement le
cas linéaire unidimensionnel et non réparable de ces modéles. Nous signalons que
beaucoup de problémes utiles pour mieux présenter ces modeéles restent ouverts et
nous citons ici quelques uns de ces problémes qui nous semblent trés importants :

— L’étude des versions bidimensionnelle et tridimensionnelle du sys-
téme "r-consécutifs-k-sur-n" : On les définit comme suit : un systéme
"r-consécutifs-k-sur-n" bidimensionnel (tridimensionnel resp.) est un sys-
téme formé de n? (n® resp.) composants disposés suivant une grille carrée
(cubique resp.) de cotés n et il tombe en panne si et seulement si au moins
r sous-grille carrées (cubiques resp.) de coté k non chevauchées tombent
en panne. Une sous grille est en panne si et seulement si tous ces compo-
sants sont en panne. La question qui se pose ici : est ce qu’on peut établir
des résultats sur ces deux modéles comme dans le cas de r = 1, et le cas
unidimensionel.

— Le cas réparable du systéme "r-consécutifs-k-out-of-n" : Le cas des
systémes réparables pose un grand probléme pour les chercheurs dans la
plupart des cas mais on peut essayer au moins de généraliser quelques résul-
tats (par exemple [61], [53]) donnés dans le cas d'un systéme "k-consécutifs-
sur-n".

— Le cas des composants dépendants : En pratique ’hypothése d’indé-
pendance des composants n’est pas toujours vérifiée. Donc il est intéressant
d’étudier le cas ou les composants sont dépendants comme par exemlpe
dans [17] et [53] on a supposé que 'état de chaque composant dans un
systéme "k-consécutifs-sur-n" dépend des états des (k-1) composants qu’il
précédent, alors on peut au moins essayer d’obtenir des résultats sur le

systéme "r-consécutifs-k-sur-n" sous cette hypothése.
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