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RESUME

Intitulé de la Thése: ETUDE ET ANALYSE DES PROBLEMES
ELECTRO-ELASTIQUES AVEC FROTTEMENT

Résumé

ANS cette theése, nous étudions deux problemes: I'un électro-élastique
D et 'autre électro-viscoélastique de contact avec frottement entre un
corps cylindrique déformable et une fondation est connectée a un
champ électrique. Le processus est en premier statique puis quasistatique et
le frottement est modélisé par la loi de Tresca. Le probléme ici nous améne a
une forme faible qui est couplée d’une inéquation variationnelle pour le champ
de déplacements u(.) et d’'une équation pour le champ de potentiel électrique
@(.). Pour cela, nous construisons tout d’abord I'espace produit X =V x W tel
que ueV et v e W. Ensuite nous présentons les formulations variationnelles
notées p2électro—élastique ot poélectro—viscoélastique pour les deux problémes con-
sidérés p1éleciro—€lastique ot pyélectro-viscoélastique rggnactivement. Notre princi-
pal résultat porte sur I'existence et I'unicité de la solution faible ainsi que son
comportement. La démonstration est basée sur la théorie des inéquations
variationnelles. '

MOtS'CléS Antiplans, inégalité variationelle, matériel électro-élastique,
loi de frottement de Tresca, solution faible, espace de Sobolev, formula-
tion variationnelle, champ de potentiel électrique, champ de déplacements.
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ABSTRACT

Title of thesis: STUDY AND ANALYSIS OF
ELECTRO-ELASTIC PROBLEMS WITH FRICTION

Aosiract

N this thesis, we study two problems, the first is electro-elastic and the
I second is electro-viscoelastic problem which modeling the antiplane shear
deformation of a cylinder in frictional contact with a foundation. The process
are static and quasi-static respectively, and the friction is modeled with Tresca’s
law. The problem leads to a new system coupling an evolutionary variational
inequality for the displacement field u(.), a time-dependent variational equation
for the electric potential field ¢(.). First, we present in chapters 2 and 3 two
variationals formulations, noted p2¢leciro-elastic gng ppeleciro-viscoelastic of the
considered problems pieleciro-elastic gng pjelectro-viscoelastic  |n the second
setp, we construct the product space X =V x W. Finally, we study the existence
and uniqueness of the weak solution based on the theory of evolutionary
variational inequalities."

Key-Words Antiplane problem, variational inequality, electro-
elastic material, Tresca’s friction law, weak solution, Sobolev space,
variational formulation, electric potential field, displacement field.
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INTRODUCTION GENERALE

la fabrication de tout dispositif (moteurs, véhicules...) produisant ou

transmettant un mouvement, une force, ou une déformation. On parle
ainsi de génie mécanique, de mécanique automobile, de mécanique navale, etc.
La mécanique des contacts traite des calculs impliquant des corps élastiques,
visco-élastiques ou plastiques lors de contacts statiques ou dynamiques,
ainsi des corps électro-élastiques, électro-visco-élastiques et, pour plus de
détails, les lecteurs sont invités a consulter une bibliographie abondante sur
le sujet dans [1]-[9]. La mécanique des contacts est 'un des fondements de
I'ingénierie mécanique et est indispensable pour la conception de projets sirs
et énergiquement efficaces.

I A mécanique, en tant qu’industrie, regroupe I'étude, la conception et

Elle peut étre appliquée dans différents domaines tel que le contact roue-rail,
les embrayages, les freins, les pneumatiques, les paliers et roulements, les
moteurs a combustion, les liaisons mécaniques, les joints, les machines de
production, le soudage par ultrasons, les contacts électriques et bien d’autres.
Les applications vont de I'analyse des efforts au sein d’éléments de contact
et de liaison jusqu’a linfluence de la lubrification et de la géométrie sur
l'usure et les frottements d’un systeme en passant par I'étude de systemes
microscopiques. En physique, 1’élasticité est la propriété d’'un matériau solide a
retrouver sa forme d’origine aprés avoir été déformé. La déformation élastique
est une déformation réversible. Un matériau solide se déforme lorsque des
forces lui sont appliquées. Un matériau élastique retrouve sa forme et sa taille
initiales quand ces forces ne s’exercent plus, jusqu’a une certaine limite de
la valeur de ces forces. Les tissus biologiques sont également plus ou moins
élastiques.

Lélasticité non-linéaire concerne les petites déformations proportionnelles a la
sollicitation. Dans cette gamme, I'allongement est proportionnel a la force dans
le cas d’un étirement, selon le module de Young, et I'angle est proportionnel
au couple dans le cas d’une torsion, selon le module de Coulomb. Aux plus
grandes déformations, I'élasticité devient non linéaire voir par exemple [2]-[3]
et [14]-[36]. pour certains matériaux. Pour d’autres, la fracture ou le fluage
interviennent.



XXX 0. Introduction Générale

La déformation élastique est un domaine important de la mécanique des
milieux continus (MMC) (voir aussi [13], [14] et [37]) et de la thermodynamique
(compression des gaz). Cette thése représente une contribution a I'étude
de l'existence, l'unicité de la solution faible pour les deux problemes
antiplans de contact avec frottement pour les deux matériaux élastique et
électro-élastique (voir [24]-[41]) qui sont étudiés dans la deuxieéme partie
de cette thése. Sous I'hypothése des petites déformations, nous étudions
des processus statiques et dynamiques pour des matériaux élastiques et
électro-élastiques respectivement.

La thése de doctorat intitulée “Etude et Analyse des Problémes Electro-
Elastiques avec Frottement* est structurée en deux grandes parties et contient
le résumé de la thése (la version en frangais et les deux traductions en anglais
et en arabe), une introduction, trois chapitres, conclusion générale et la
bibliographie.

grandes parties sont :

La premiére partie est consacrée a une présentation détaillé sur quelques
outils d’analyse fonctionnelle, ensuite un bref rappel sur les inéquations
variationnelles (pour plus de détails sur ce sujet voir [18], [20], [27], [28], [44],
[45], [54], [57]-[59] et [61]-[64]), notamment les théoremes de trace. Cette
partie contient un seul chapitre :

» Chapitre |: Rappels et Préliminaires Mathématiques

Dans le premier chapitre intitulé “"Rappels et Préliminaires Mathématiques”,
nous allons donner quelques définitions et résultats concernant la distance,
les normes fondamentales sur I'espace K", les normes fondamentales sur
C(la, b)), les espaces fonctionnels, et quelques éléments d’analyse non linéaire.
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Par la suite, nous allons faire une présentation détaillée sur les inéquations
variationnelles et nous allons aussi établir des résultats sur I'existence et
I'unicité des solutions faibles. Ce chapitre est court et trés concis.

=R IR EilsN de cette thése contient :

Dans le deuxiéme chapitre intitulé “Etude et analyse d"un probléme antiplans
éléctro-€élastique de contact avec frottement” de la deuxiéeme partie de la
thése, on considére un modéle mathématique qui décrit un phénoméne
électro-élastique et qui se conclue dans une déformation d’un cylindre en
contact avec frottement. Dans ce chapitre, le matériel est supposé décrire
un phénomene électro-élastique (pour plus de détails sur ce sujet voir [2]-[5],
[91-12], [21]-[24], [32], [33], [35], [38], [39], [45], [47], [50], [51], [52] et [56]),
le processus est statique, le frottement est modélisé par la loi de Tresca et
la fondation est connectée a un champ électrique. Ensuite, nous dérivons la
formulation variationnelle qui sera notée par la suite Pveélectro-¢lastique gg ce
modele et qui est sous la forme d’un systéme couplé en premier temps; d’'une
inéquation variationelle d’evolution pour le champ des déplacements u(.) avec
une équation variationnelle pour le champ électrique (). Finalement, nous
prouvons I'existence et I'unicité de la solution faible pour ce modeéle. La démon-
stration est basée sur les arguments des inéquations variationnelles d’evolution
et quelques propriétés des opérateurs linéaires et non-linéaires. La rédaction de
cette section s’inspire de I'article M. Dalah et al., An Antiplane Electro-Elastic
Contact Problem: Case Regularized Friction Law, : Int. J. of Dynamical
Systems and Differential (IJDSD), (2018), http://www.inderscience.com/.
Enfin, nous traitons un exemple numérique (pour plus de détails sur ce sujet
voir [9], [12], [39], [43], [51] et [69]) ou nous allons étudier les effets et I'influence
de la conductivité électrique de la fondation sur le processus de contact. Au
début, nous avons pris en considération que la fondation est isolée et électrifiée.
Nous remarquons qu’il n’y a pas de charges électriques sur I's.

Le dernier chapitre intitulé ”Ftude et analyse d’un probléme antiplans
éléctro-viscoélastique de contact avec frottement”, qui représente I'essence
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de la thése de doctorat, enfin une technique propose différente de celle utilisée
dans le chapitre précédent. Nous considérons un modele pertinant qui consiste
a intervenir le champ électrique dans cette étude. Le modéle présenté ici
est un modéle purement électro-viscoélastique (pour plus de détails sur ce
sujet voir [16], [17], [19], [25], [26], [34], [36], [40]-[42] et [65]{71]) et le
matériau traité est un matériau électro-mécanique, le modele est mis sous
une forme faible couplé d’'une inéquation variationnelle pour le champ de
déplacements u et d’'une équation pour le champ de potentiel électrique @(.).
Dans un premier temps, nous présentons une formulation variationnelle pour
le probleme considéré. Puis, nous dérivons une formulation variationnelle de
ce modele. Ensuite, nous contruisons I'espace produit X =V x W. Finalement,
notre principal résultat porte sur I'existence et I'unicité de solution faible ainsi
gue son comportement de la solution faible du probléme. Le probléme analysé
en détail dans ce chapitre nous améne a prouver le cadre du dernier chapitre a
eu le but de prouver I'existence et I'unicité de solution faible par des différentes
techniques par rapport a celles utilisées dans le chapitre précédent.

La thése de doctorat présente au dernier la conclusion générale et une liste
de bibliographie, qui contient 72 titres, dont 66 appartiennent a la literature
étrangere de spécialité. La derniere partie de conclusion de la these met
I'accent sur les contributions scientifiques de ce travail, référentiel du domaine
et cadre méthodologique et souligne les noveaux résultats obtenus concernant
I'existence et I'unicité de la solution faible.

Nous cléturons cette these par une conclusion générale, une perspective, une
annexe et une bibliographie détaillée.
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RAPPELS ET PRELIMINAIRES
MATHEMATIQUES

Mathématiques” est dédié a quelques éléments d’analyse fonctionnelle

et d’analyse non linéaire. De plus, il nous est paru utile de donner
explicitement quelques définitions sur les espaces fonctionnels, et les espaces
normés, qui seront utilisés partout dans cette thése. Ensuite, nous faisons
un bref rappel sur les espaces vectoriels normés, les espaces de Hilbert,
les espaces de Sobolev et les inéquations variationnelles. Finalement, nous
cléturons ce chapitre par une présentations détaillée de quelques résultats
fondamentaux de I'analyse fonctionnelle non linéaire dans les espaces de
Hilbert.

Table des matieéres
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1.4.3 Espaces de Sobolev
1.4.4 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles
1.5 Eléments d’analyse non linéaire
1.5.1 Opérateurs linéaires
1.5.2 Opérateurs non linéaires
1.5.3 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement
1.5.4 Différentiabilité et sous différentiabilité

I.2. Rappels sur les inéquations variationnelles

m Norme et distance

On désigne par E un espace vectoriel sur le corps K =R.

Définition 1 (Norme) On appelle norme sur le K-espace vectoriel E, toute
application: |- |g : E — R vérifiant :

1. lxlg=0Vx€eE, |x|g=0 < x=0 axiome de positivité et de séparation;
2. Y\, x)eKxE, |Axlg=IAllx]lg axiome d’homogénéité;

3. V(x,y)€E? llx+yle<lxle+lyle inégalité triangulaire.
Proposition 1 (Inégalité de Minkowski) Pour tout (x,y) € E?, ona:
Mxlle—lylel<lx-yle

Définition 2 (Distance associée a une norme) Soit une norme sur E; on
appelle distance associée a d(-,-): E x E — R définie par :

dx,y)=Ily—xlg.

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition
précédente:

Propriétés 1

V(x,y)€E? d(x,))=0 <= x=y axiome de séparation;



1.1. Norme et distance 5

Y(x,y) €E?, d(x,y) =d(y,x) axiome de symeétrie;
V(x,y,2) €E3, d(x,2) <d(x,y) +d(y,2) inégalité triangulaire;
Y(a,x,y) EKxE?, d(x+a,y+a)=d(x,y) invariance par translation;
YA, x,¥) e KxE2, d(Ax,Ay) = [A\ld(x,y) homogénéité.

Définition 3 On appelle espace vectoriel normé un espace E muni d’'une
norme |cdotpllg.

Exemples 1 Soit {e1;es;...;e4) la base canonique de R, sur R% on définit pour
tout x e R? avec x = x1e1 + X2e2 + ...+ xge4 les normes suivantes :

* No(x) = |xll2 = \/x% + x5 +...+ x5 (norme euclidienne)

Cette norme dérive du produit scalaire défini par < x,y >= x1y1 + X2 )2 +
et XaYd

¢ Ni(x) = llxlly =[x+ [x2] + ...+ |xql

* Noo(x) = | xlleo = max{|x;|/1 < i < d} (norme uniforme ou norme du joueur

d’échec car elle correspond a la distance séparant deux cases pour un
roi du jeu d’échec)

* pour p € [1;+0ol, I xll}, = |x11P +|x21” +...+|x4P qui généralise les deux
premieres normes citées.

Lutilisation de l'indice infini pour la norme uniforme vient du fait que celle-ci
s’obtient en prenant la limite de norme p en +oo.

Définition 4 (Espace vectoriel normé complet) Un espace normé E est dit
complet si toutes les suites de Cauchy de E convergent dans E.

Théoréme 1 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes.

Preuve 1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie d et || | une norme sur
E. Il suffit de démontrer qu’elle est équivalente a la norme || |;.

Soit {e1;ez;...;e,} une base de E.

d d d d
VxeEx=) xie; ona: lxl =) xieill < Ixillle;ll < () |x;)maxille;ll/i €

i=1 i=1 i=1 i=1
{1;...;d}}.

On pose M = maxille;ll/i€{1;...;d}}. D'ou || x|l =Ml xll;.
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D’autre part || ||, est continue sur la sphére unité S, pour la norme | ||; donc
AmeR;/m=inf{lxll1/x€S1}.

Pour x € E on a alors - €S, donc |l 3-1 = m Cest a dire ||_x||| >met|x| =

[EZE
m| xlly.

Définition 5 (Espace de Banach) Un espace de Banach E est un espace
normé complet.

Définition 6 (Produit scalaire) SoitK =R et soit E un K-espace vectoriel. On
appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie positive
autrement dit, toute application (.,.)g de E x E dans R vérifiant :

1. Vx€E,(x,x)g =0 et si (x,x)g =0 alors x =0g .

2. Vx,y€E,(x,¥)E = (, X)E.

3. Vx,y,z€eE,Va,a2 €R, (1 X + 02y, 2)g = a1 (x, 2)g + 2 (¥, 2)E-
Définition 7 (Espace préhilbertien) Un espace préhilbertien réel est un es-
pace vectoriel E muni d’un produit scalaire (.,.)g défini dans la définition précé-

dente.

Remarque 1 A partir toujours d’un produit scalaire (.,.)g défini sur I'espace E
on défini une norme par:

x| = vV (x, X)E VxeE.

Définition 8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Rappelons qu'un  produit
scalaire vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(x, »El<|xlglyle Vx,y€E.

Définition 9 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace
préhilbertien complet pour la norme associé a son produit scalaire.

On a un résultat important dit théoréme de représentation de Riesz".

On munie E du produit scalaire usuel que I'on note (.,.).

Théoréme 2 (de représentation de Riesz: Le cas euclidien) Soit ¢ € E*,
alors il existe un unique x € E tel que :

VyeE, o(y)={(x,
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m Les normes fondamentales sur I'espace K"

1.2.1 La norme |- |I;

Pour x = (x;) j=1,, €K", on pose :

n
lxlly =) |x;l
j=1

1.2.2 La norme Euclidienne ou norme ||-|»

Définition 10 (Norme euclidienne) Pour x = (x;) j=1,, €K", on pose :

n

lxllz = | 2 1x;2]

j=1

1.2.3 La norme ||l

Définition 11 Pour x = (xj) j-1,, €K", on pose :

[ Xlloo = sup |x;]
j=Ln

Proposition 2 L'application ||- |, €st une norme sur I'espace K".



8 1. Rappels et Préliminaires Mathématiques

m Les normes fondamentales sur €([a, b])

1.3.1 La norme de la convergence en moyenne

Définition 12 Sur I'espace €°(la, b],R) des fonctions continues sur un seg-
ment [a, b] a valeurs dans R , on définit aussi :

b
Iflh =f Folde

Définition 13 On parle de norme infini ou norme sup ou norme de la conver-
gence uniforme définie par :

x€la,b)

m Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces fonctionnels
a valeurs réelles qui nous aident a comprendre les propriétés des espaces
appropriés a la mécanique. Nous allons aborder les espaces des fonctions
continues, contindment différentiables, les espaces de Lebesgue et les espaces
de Sobolev. Pour plus de détail, voir par exemple [1] et [4].

Définition 14 Etant donné un ouvert Q de R?. Soit x = (x;, .., Xg) Un élément

d
de R? et soit o = (ay, ..., az) € N4 un multi-indice tel que |a| = ¥ «;, nous posons
i=1

0% y(x)

(0§] o °
0x,"...0x

D% (x) =
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On note par C(Q) I'espace des fonctions continues sur Q. C(Q) est un espace
de Banach dont la norme est la suivante :

IUIC@ =sup{lv(x)|: x € Q} =max{|v(x)] : x Eﬁ}.
Pour m =0, I'espace C™(Q) défini par

C™(Q)=1{reC(Q : D*weC(Q) pour tout « tel que |a| < m}

est I'espace des fonctions continues sur Q dont les dérivées d’ordre au plus m
sont également continues sur Q.

Définition 15 Lespace C™(Q) est un espace de Banach dont la norme est
donnée par

|V|CM(§) = Z |DO‘U|C(§)-
lalsm
Par ailleurs, C*(Q)) désigne I'espace des fonctions indéfiniment différentiables
— o — — —
C®Q) = ﬂ C"Q)={reCQ) : veC™Q) Vm=0,1,..}.

m=0

Soit v une fonction dans Q, le support de v est défini par

suppv={veQ : v(x)#0}.

Si supp v est un sous-ensemble propre de Q, on dit que v est une fonction a
support compact dans Q.
Lespace des fonctions indéfiniment différentiable a support compact est donné
par

CP(Q) ={reC®Q) : supp vcQl.

1.4.1| Espaces des fonctions continues et contindments différentiables
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1.4.2 Espaces de Lebesgue L7

Pour p € [1,00[, LP(Q) désigne I'espace des fonctions mesurables au sens de
Lebesgue définies sur Q a valeurs dans R.

LY@ ={r:Q—R : vlLebesgue mesurable et |v|” Lebesgue intégrable sur Q}.

C’est un espace de Banach, dont la norme est donné par
1
lvILr ) = (flv(x)lpdx)p.
Q

Si p=oco et v:Q — R est mesurable, alors

[v]reo() = supess|v(x)| =inf{c : |v(x)| < c}.
xeQ

Lespace L*(Q) est aussi un espace de Banach.

1.4.3| Espaces de Sobolev

Une bonne partie de I'analyse des équations aux dérivées partielles se déroule
dans les espaces de Sobolev. On renvoi le lecteur aux ouvrages' [1]-R. A.
Adams., Sobolev Spaces, Academic Press, New York, (1975). pour plus de
détails.

Soient ke N et p € [1,00]. Nous définissons les espaces de Sobolev par
WhP(Q) = {ue L (Q) tel que D*u e LP(Q) avec |a| < k}.

La norme sur I'espace W*?(Q) est définie par

1

( Yy ID“ulfp(Q)) r Si 1< p<+oo;
lal<k
|u|kal7(Q) =
maxID“uILoo(Q) Si p = o0.
lal<k

i[1]—R. A. Adams., Sobolev Spaces, Academic Press, New York, (1975).
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Lespace de Sobolev W*?(Q) est un espace de Banach.
Pour p =2, W*2(Q) sera noté par H*(Q), qui est un espace de Hilbert dont le
produit scalaire est donné par

(U, V) = Z D*u(x)D*v(x)dx Yu,ve H* Q).
a lal<k

1.4.4| Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

On aura besoin des espaces de fonctions a valeurs vectorielles dans I'étude
des problémes variationnels dépendant du temps. Soit (X,|.x) un espace de
Banach. Dans les problémes de contact étudiés dans cette thése [0, T] désigne
l'intervalle de temps ou T > 0.

Espaces C"(0,T;X). Nous définissons C(0,T;X) I'espace des fonctions
v:[0,T] — X qui sont continues sur l'intervalle [0,T]. Avec la norme

[V|coT:x) = max |v()|x.
£€[0,T]

Lespace C(0,T;X) est un espace de Banach.

Pour m = 0, nous définissons 'espace
C™0,T;X) ={reC(O,T;X) : vV eC(O,T;X), j=1,2,..m}.

Il est un espace de Banach avec la norme

m
— )
v|cm,T: E max |v .
lvic (0,T;X) j:OtE[O'T]l Ix

En particulier, C' ([0, T];X) désigne I'espace des fonctions continiment différen-
tiables sur [0,T] a valeurs dans X. C’est un espace de Banach avec la norme

Vlelgmxy = max |v(t)|x + max |v(f)|x.
[VlcioT:x) tE[O,T]l (DIx tE[O,T]l (0x
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Soit aussi
(o]
C®(0,T;X) = [ C™(0,T;X)
m=0
={veC(O,T;X) : veC™(0,T;X), VmeZ,},
I'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur [0,T] a valeurs dans X.

Espaces L”(0,T;X). Pour p € [1,00), 'espace LP(0,T;X) est 'ensemble
T

de toutes les fonctions mesurables v: [0,T] — X telle que f|v|)’;dt<oo. Lespace
0

LP(0,T;X) est un espace de Banach avec la norme

T

T
[VlLroTx) = (flv(t)lfédf) .
0

Lespace L>(0, T;X) est I'ensemble de toutes les fonctions mesurables v : [0, T] —
X telle que |v(#)|x < oco. Avec la norme

[V]Leo(0,T:x) = €SS sup |v(B)x,
1€[0,T]

I'espace L*>°(0,T;X) est un espace de Banach.
Lorsque (X,(,.)) est un espace de Hilbert, L?(0,T;X) est aussi un espace de
Hilbert avec le produit scalaire

T
(u, U)LZ(O,T;X) :f(u(t)y U(t))th
0

Espaces WF?(0,T;X). Pour ke Z, et 1< p < oo, nous présentons 'espace
WEP(0,T;X) = {v e LP(0,T;X) : [v™ |1p(0,1:x) < 00,V < kb,

Lorsque p < oo, nous définissons la norme dans I'espace W%?(0,T;X) par

T 1

»

[Vlwp o, :( Z |V(m)(t)|§dt) .
0 0=m<k

Lorsque p = oo, la norme est définie par

[Vlwkeoo:x) = Max €SS sup 1™ (£)|x.
0.T:X) Osmsk te[0,T]
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Si X est un espace de Hilbert et p =2, alors I'espace
HF(0,T;X) = Wk2(0,T;X),

est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

T

(u, U)Hk(O,T;X) = Z (u(M) (t)r U(m) (t))Xd .
Osmsko

m Eléments d’analyse non linéaire

Dans cette section nous allons rappeler quelques notions d’analyse non linéaire
qui seront d’une grande utilité pour la réalisation de ce travail. En particulier
des résultats sur les opérateurs monotones, les fonctions convexes et semi-
continues inférieurement, la différentiabilité et la sous différentiabilité.

1.5.1 Opérateurs linéaires

Soient (X,|.Ix) et (Y,|.ly) deux espaces normés et soit L: X — Y un opérateur.
Lopérateur L:X — Y est linéaire si
Llayvy +agv2) = L(vy) +aoL(v2) VYo, €eX, aj, a2 €R.

Un opérateur linéaire est continu si et seulement s'il est borné, c’est-a-dire il
existe une constante M > 0 telle que

IL)ly=Mlvlx VveX.

Nous utiliserons la notation £ (X,Y) pour I'ensemble de tous les opérateurs
linéaires continus de X dans Y. Pour Le £(X,Y), la quantité

[Lvly

ILlexy) = sup (1.1)

0£vex |VIx

est appelée I'opérateur norme de L et L — |L|¢xy, définit une norme sur
l'espace £ (X,Y). De plus, SiY est un espace de Banach alors £ (X,Y) est



14 1. Rappels et Préliminaires Mathématiques

aussi un espace de Banach. Pour un opérateur linéaire L, nous écrivons
habituellement L(v) comme Lv, mais parfois, nous écrivons aussi Lv méme
lorsque L n’est pas linéaire.

Pour un espace normé X, I'espace ¥ (X,R) est appelé I'espace dual de X et il
est désigné par X'. Les éléments de X' sont des fonctionnelles continues et
linéaires sur X. Le produit de dualité entre X' et X est généralement désigné par
I(v) ou (v, vy ou V', v)xrxx pour v' €X' et veX. Il résulte de (1.1) qu’'une norme
sur X’ est donnée par

[I(v)]
[llx = sup ,
0#vex |VIx

(1.2)

et (X', ].Ix) est toujours un espace de Banach.

Soit maintenant a: X x X — R une forme bilinéaire.

Définition 16 La forme bilinéaire a(.,.) est dite
« continue s’il existe un réel M > 0 tel que

a(u,v) <=Mlulxlvlx VYu,veX.

- X-elliptique s’il existe une constante m > 0 telle que

a(v,v) = mlvli YveX.

e symétrique si
a(u,v)=a(v,u) Vu,veX.

1.5.2| Opérateurs non linéaires

Définition 17 Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)x et de
la norme |.|x et soit A:X — X un opérateur.

« Lopérateur A est dit monotone si

(Au—Av,u—v)x=0 Yu,veX.



1.5. Eléments d’analyse non linéaire 15

« L'opérateur A est strictement monotone si

(Au—Av,u—v)x>0 Yu,veX, u#u.

« |’ opérateur A est dit fortement monotone s’il existe m >0 tel que

(Au—Av,u—v)Xzmlu—vl2 Yu,veX.

» Lopérateur A est de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
[Au—Avix <=Mlu—-v|x Yu,veX.
Dans I'étude des équations d’évolution non linéaires, nous considérons les
opérateurs définis sur un espace normé avec des valeurs dans son dual. En

notant par ¢.,.) pour le produit de dualité entre X' et X, une extension de la
Définition 17 pour ce cas est la suivante.

Définition 18 Soit X un espace de Banach et soitX' son dual. Un opérateur
A:X—X' est dit monotone si

(Au—-Av,u—-v)=0 Yu,veX. (1.3)

L'opérateur A:X — X' est dit sémi-continu si I'application t — (A(u + tv), w) est
continue sur [0,1] pour tout u, v, w € X.

1.5.3 Fonctions convexes et semi-continues inférieurement

Définition 19 Soit X un espace vectoriel réel et soit la fonction ¢ : X —
(—o0,+o0]. On dit que la fonction ¢ est propre si ¢(v) > —oco pour tout v € X
et p(u) < oo pour certains u e X. La fonction ¢ est convexe si

P((L-Du+tv)<1- Do) + ro), (1.4)

pour tout u,veX et t€[0,T]. La fonction ¢ est strictement convexe si I'inégalité
(1.4) est stricte pour u# v et t€ (0,1).

Notons que si @,y : X — (—o0, +oo] sont des fonctions convexes et A =0, alors
les fonctions ¢ + v et A sont aussi convexes.
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Définition 20 Une fonction ¢ : X — (—oo, +oo] est dite semi-continue inférieure-
ment (s.c.i.) en ueX si

Ji_r&inftp(un) = p(u), (1.5)

pour chaque suite {u,} <X convergente vers u dans X. La fonction ¢ est s.c.i si
elle est s.c.i. en chaque point ueX. Lorsque l'inégalité (1.5) est vérifiée pour
toute suite {u,} =« X qui converge faiblement vers u, on dit que la fonction ¢ est
faiblement semi-continue inférieurement a u. La fonction ¢ est faiblement s.c.i.
si elle est faiblement s.c.i. en chaque point u e X.

Notons que si ¢, v : X — (oo, +o0] sont des fonctions s.c.i. et A =0, alors les
fonctions ¢ + v et A sont aussi s.c.i. De plus, si ¢ est une fonction continue,
alors elle est aussi s.c.i. Cependant, l'inverse n’est pas vrai puisque la semi-
continuité inférieure n’implique pas la continuité.

Comme la convergence forte dans X implique la convergence faible, il en résulte
qu’'une fonction faiblement semi-continue inférieurement est semi-continue
inférieurement. De plus, on peut montrer qu’une fonction ¢ : X — (—oo, +00]
propre et convexe est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est
faiblement semi-continue inférieurement.

Exemple 1.1. (Fonction indicatrice) Soient X un espace réel normé et K< X.
On appelle fonction indicatrice de K la fonction g : X — (—oo, +oo] définie par

WK(I/)Z{ 0 I wek (1.6)

+oo if vek

On peut démontrer que K est un ensemble non vide, fermé et convexe de X si
et seulement si la fonction indicatrice yx est propre, convexe et s.c.i.

1.5.4 Différentiabilité et sous différentiabilité

Nous rappelons maintenant la définition des fonctions Gateaux-différentiables.

Définition 21 Soient (X, (.,.)x) un espace préhilbertien, ¢ : X — R et u € X. Alors
¢ est Gateaux-différentiable au point u s'il existe un élément V(u) € X tel que

m Qu+rtv)—e(u

jim : = (Vo(u), v)x VYveX. (1.7)
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L'élément V(1) qui satisfait (1.7) est unique et s’appelle le gradient de ¢ en
u. La fonction ¢ : X — R est dite Gateaux-différentiable si elle est Gateaux-
différentiable en tout point de X. Dans ce cas, I'opérateur V¢ : X — X qui associe
chaque élément ueX par I'élément V(u) est appelé I'opérateur gradient de .

La convexité des fonctions Gateaux-différentiables peut étre caractérisée
comme suit.

Proposition 3 Soit (X, (.,.)x) un espace préhilbertien et soit ¢ : X — R une fonc-
tion Gateaux-différentiable. Les énoncés suivants sont équivalents:

(i) ¢ est une fonction convexe;

(i) o satisfait I'inégalité

W) - = Vew),v-ux Yu,veX; (1.8)

(iii) le gradient de ¢ est un opérateur monotone

(Vo) -Vew),u-v)x=0 Vu,veX (1.9)

Soit (X, (.,.)x) un espace préhilbertien et soit ¢ : X — R une fonction convexe et
Gateaux-différentiable. Alors ¢ est semi-continue inférieurement.

Définition 22 Soit ¢ :X — (—oo,+00] et soit u e X. Le sous-différentiel de ¢ en
u est 'ensemble

dpw) ={feX: pw) - =(f,v—wx VYveX}. (1.10)

On note
DO¢)={ueX : 3¢ #0}. (1.11)

La Fonction ¢ est dite sous-différentiable en u e X si u € D@y), et chaque
élément f € 0p(u) s’'appelle sous-gradient de ¢ en u. La fonction ¢ est dite
sous-différentiable si elle est sous-différentiable en tout point de X, c’est-a-dire
siD@y) =X.

On peut montrer gu’une fonction ¢ : X — (—oo, +o0] sous-différentiable est con-
vexe et semi-continue inférieurement. En outre, pour les fonctions convexes,
le lien entre I'opérateur gradient et sous-différentiel est donné par le résultat
suivant.
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Proposition 4 Soit ¢ : X — R une fonction convexe et Gateau différentiable.
Alors ¢ est sous-différentiable et d¢p(u) = {Ve(u)} pour tout ueX.

Exemple 1.2. (Sous-différentiel de la fonction indicatrice) Soit X un espace
normé réel et soit K =X un ensemble convexe. Considérons le sous-différentiel
de la fonction d’indicateur wx définie dans I'exemple 1.1, et on suppose que
ueX. Alors u' € 0y si et seulement si

v =W, v-uy Vvek
c’est-a-dire
(W, v-uy<0 VYvek.

Ainsi, pour u € K nous avons
owxw) ={u' eX: (W, v-uy<0 VYveKj,

et pour u ¢ K, nous avons ok (u) = @.

Nous avons toujours 0 € 0wk (1) pour u € K. On voit facilement que si u € int(K)
(lintérieur de K) alors dw (u) = {0}.

Rappels sur les Inéquations Variationnelles'!

Dans ce chapitre, nous passons en revue quelques résultats standards
d’existence et d’unicité pour des inéquations variationnelles elliptiques et
paraboliques et des équations différentielles ordinaires dans des espaces
abstraits. Ces résultats seront nécessaires dans ce qui suit et pour plus de
détail [18], [20], [27]-[28] et [44]. Dans ce chapitre, X est un espace de Hilbert
avec le produit scalaire (.,.)x et la norme associée |.|x.

m Inéquations variationnelles elliptiques

Dans cette section nous présentons des résultats d’existence et d’unicité des
solutions concernant les inéquations variationnelles elliptiques avec des opéra-

ligncadreur: Pr. Selmani Lynda, Soutenue par Latreche Soumia., UNIVERSITE FERHAT ABBAS-
SETIF, THESE, Présentée a la Faculté des Sciences Département de Mathématiques Pour
I'obtention du diplome de DOCTORAT LMD Option : Mathématiques appliquées, Theme:
Analyse variationnelle de différents probléemes aux limites en mécanique du contact, year (2018).
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teurs monotones. Nous commencgons par un résultat d’existence et d’unicité
pour les inéquations variationnelles elliptiques de premiére espéece, puis nous
passons aux équations variationnelles elliptiques de deuxieme espéce.

1.6.1 Inéquations variationnelles de premiére espéce

Etant donné un opérateur A: X — X, un sous-ensemble K c X et un élément
f €X', nous considérons le probleme de trouver un élément u tel que

uek, Aw,v-uw)=fv-u) Vvek. (1.12)
Une inéquation de la forme (1.12) s’appelle inéquation variationnelle elliptique
de premiéere espeéce.

Nous avons le résultat standard suivant d’existence et d’unicité de la solution.

Théoréme 3 Soit X un espace de Hilbert et soit K = X un sous-ensemble fermé
non vide et convexe. Supposons que A :K — X est un opérateur fortement
monotone et de Lipschitz. Alors, pour tout f € X l'inéquation variationnelle (1.12)
admet une solution unique.

Supposons maintenant que K =X. Puis, en prenant v = u+ w, il est facile de voir
que l'inéquation variationnelle (1.12) est équivalente a I'équation variationnelle

Au,w)x = (f,w)x VYweX.

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant dans I'étude des équations
non linéaires impliquant des opérateurs monotones.

Théoreme 4 SoitX un espace de Hilbert et soit A : X — X un opérateur fortement
monotone et de Lipschitz. Alors pour tout f € X il existe un élément unique u e X
telque Au=f.

1.6.2 | Inéquations variationnelles de deuxieme espéce

Etant donné un ensemble K < X, un opérateur A:K — X, une fonction j:K — R
et un élément f € X, nous considérons le probléme de trouver un élément u tel
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que
uek, Alw,v-uw)+jw)-jw)=fv-u) VYvek. (1.13)

Une inéquation variationnelle de la forme (1.13) est appelée inéquation
variationnelle elliptique de deuxieme espéece. Dans le cas particulier lorsque
j =0, l'inéquation variationnelle (1.13) représente une inéquation variationnelle
de la forme (1.12), c’est-a-dire une inéquation variationnelle elliptique de
premiere espéce.

Dans I'étude de (1.13) nous supposons les hypothéses suivantes:

K est un sous-ensemble convexe non vide de X, (1.14)
A:K— X est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, c’est-a-dire
a) Il existe une constante m > 0 telle que
A, v—u)—A(v,u—-v) = mlu-vl? Yu,veX.
b) Il existe une constante M > 0 telle que
[Au—Av|x =Mlu-vlx Yu,veX.

(1.15)

j:K— R est une fonction convexe et semi-continue inférieurement. (1.16)

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Théoréme 5 Soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypothéses
(1.14)-(1.16) sont vérifiées. Alors pour tout f € X l'inéquation variationnelle
elliptique (1.13) admet une solution unique.
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électro-élastique”, on considére un modele mathématique qui décrit

un phénomene électro-mécanique qui se conclut par une déformation
d'un cylindre en contact avec frottement. Dans ce chapitre, on considére
que le matériel est électro-élastique, le processus est statique, le frottement
est modélisé par la loi de Tresca et, la fondation est connectée a un champ
électrique. Ensuite, nous dérivons la formulation variationnelle qui sera notée
par la suite p3électro-élastique o pign peéleciro-€lastique noyr |e probléme
régularisé de ce modéle qui est sous la forme d’'un systéme couplé en
premier temps; d’une inéquation variationelle d’evolution pour le champ des
déplacements u(.) avec une équation variationnelle pour le champ électrique
(). Finalement, nous prouvons I'existence et I'unicité de la solution faible pour
ce modéle. La démonstration est basée sur les arguments des inéquations
variationnelles d’evolution et quelques propriétés des opérateurs linéaires et
non-linéaires.
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2.4.1 Quelgues hypotheses

2.4.2 Formulation variationnelle

2.5 Un résultat d’existence et d"unicité

2.6 Formulation variationnelle et quelques résultats
2.6.1 Formulation variationnelle

2.6.2 Quelques résultats

2.7 Simulation numérique

2.8 Conclusion et perspectives

m Probléme électro-élastique

2.1.1 Introduction

Dans cette section du deuxieme chapitre de la deuxieme partie de cette
thése, nous considérons un probléme purement électro-mécanique pour un
matériel électro-élastique. Nous écrivons en premier lieu, le cadre physique
associé a ce genre des problemes. Ensuite, nous faisons une description
détaillée des hypothéses de base et des équations dans le contexte antiplans
piézoéletrique associées aux points suivants :

» Le champ des contraintes o,

» Lopérateur d’élasticité linéaire & (e(u)),

+ Leéquation d’équilibre,

» Le champ des déplacements électriques D,

* Léquation électrique,

+ La description des diverses conditions sur la surface de contact.

Au début de cette section, on considére que le matériel est électro-élastique
avec des conditions aux limites avec frottement de Tresca. Puis, on commence
cette étude par donner la formulation du probleme. Ensuite, on indique la
formulation variationnelle (ou faible) associée au probléme posé a I'étude.
Finalement, nous établissons les résultats d’existence et d’unicité en se basant
sur la théorie des inéquations variationnelles et quelques propriétés des
opérateurs linéaires et non-linéaires. La rédaction de cette section s’inspire de
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l'article M. Dalah et al., An Antiplane Electro-Elastic Contact Problem: Case
Regularized Friction Law, : Int. J. of Dynamical Systems and Differential
(IJDSD), (2018), http://www.inderscience.com/.i

Dans ce chapitre nous décrivons dans la deuxiéme section le cadre physique et
nous présentons le probléme électro-élastique considéré. A la troisiéme section,
nous modélisons le probleme continu de notre phynoméne électro-mécanique.
A la quatriéme section, nous listons les hypothéses et nous dérivons la formu-
lation variationnelle de ce modéle qui est sous la forme d’'un systéme couplé
en premier temps; d’'une inéquation variationelle d’evolution pour le champ des
déplacements avec une équation variationnelle pour le champ électrique. A la
derniére section, nous prouvons I'existence et I'unicité de la solution faible pour
ce modele. La démonstration est basée sur les arguments des inéquations
variationnelles d’evolution et quelques propriétés des opérateurs linéaires et
non-linéaires.

m Cadre physique

Dans la deuxieme section intitulé "Cadre physique et requis” du chapitre 2, nous
considérons un corps cylindrique 2 de R3, rapporté dans le repére orthogonal
cartésien Ox; x2x3, Situé dans une configuration d’origine fixe et non déformée.
Nous admettons que les génératrices de ce cylindre 2 sont paralléles a I'axe
Ox3. Sa coupe transversale est un domaine borné Q c R?; repéré dans le plan
(Ox1x2). Le corps cylindrique est supposé suffisamment long afin de négliger les
effets dans la direction axiale. Nous pouvons alors écrire que 2 = Q x (—00, +00).

Notons 0Q =T la frontiere du domaine Q, divisée en trois parties disjointes et
mesurables 'y, I'; et T's avec mes I'; > 0. Le cylindre est bloqué sur la partie
I'; x (—oo,+00), subit a la fois des forces volumiques f; dans 2 et des forces
surfaciques f, sur I'; x (—oo, +00) et est en contact avec une fondation tout au
long de la partie T's x (—oo, +00). Nous supposons une deuxiéme partition de la
frontiere I' sous la forme I' =T, uT, telle que I's =T, et mesT, > 0.

{Publicationl[31_3] M. Dalah et al., An Antiplane Electro-Elastic Contact Problem: Case Reg-
ularized Friction Law, : Int. J. of Dynamical Systems and Differential (IJDSD), (2018),
http://www.inderscience.com/
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[ Fondation ] v

<

Le contact est en frottement et de plus, il est modélisé par la loi de Tresca. Nous
supposons que les forces volumiques f, dans 2 et les forces surfaciques f>
sur I's x (—oo, +00) sont de la maniére suivante :

fo=(0,0, fo) avec fo=fo(x1,2): Q =R, (2.1)
f, = (0,0,fg) avec f2 = fz (x1,x2): T2 —R. (22)

Nous supponsons que le corps % est soumis a des charges volumiques de
densité qo appliquées sur la frontiére ', et des charges surfaciques de densité
q» appliquées sur la frontiere I';, sont de la maniére suivante :

qo =qo (x1,%2) : Q- R, (2.3)
Q@ =q2(x1,%2) :Tp =R (2.4)

Ensuite, nous supposons que les deux forces f; et f> définies par les relations
(2.1) et (2.2) et les charges g, et g, définies par les formules (2.3) et (2.4)
engendrent une déformation sur le cylindre avec un déplacement u, et donc le
champ de déplacements u, appelé déformation antiplane, s’écrit sous la forme
suivante :

u=1(0,0,u) avec u=u(x;,x):Q—R. (2.5)
Le potentiel électrique ¢(.) est définit par:

=@ ,x): Q- R (2.6)

Par conséquent, en utilisant (2.5) il résulte que dans le cas antiplans, le tenseur
de contraintes €(u) peut se mettre sous la forme:
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0 0 €13
ew=0 0 ey, (2.7)
€1 €32 0
tel que
1 Ou; auj
#00 = 3 x; * o)
1

Par ailleurs rappelons la définition du champ électrique

E(p) =-V(¢), (2.8)

dont V() est un vecteur de trois composantes tel que

O

P51 ox1
Vi) =|g,2]|= ;’T"; . (2.9)

0 0

Dans toute la suite, les deux indices i, j = 1,2,3 désignent les composantes des
vecteurs des tenseurs.

On utilise I'espace S® qui représente I'espace linéaire des tenseurs symétriques
du second ordre dans I'espace R?, et (-, *), |- || représentent le produit scalaire
et la norme Euclidienne dans les deux espaces R? et S3 respectivement; on a
donc :

1/2

wv=1uy;v;, |vl=(w-v)'“ pourtoutu=(u;),v=(v;) € R3,

et

1/2

o 1=0;;7;j, ltl=("1)"* pourtouteo=(0;;), T=(1;;)eS>

Dans le cas électro-élastique'’, on sait que le champ des contraintes o est
donné par:
o =%(e)-E"E(y), (2.10)

tel que Z(e(w) = A(tre(w)) Id + 2pe(u) est le tenseur des coefficients élastiques
et par D = (D;) le champ électrique des déplacements défini par :

D = &&(u) + PE(y), (2.11)

lip, Sofonea, M. Dalah, Antiplane Frictional Contact of Electro-Viscoelastic Cylinders, Electronic
Journal of Differential Equations, Vol. 2007(2007), No. 161, pp. 114.



28 2. Etude et analyse d’un probléme antiplans électro-élastique

ou o est le tenseur des contraintes, e(u) = (g;;(u) est le tenseur des déforma-
tions, A > 0 et pu > 0 les constantes de Lamé, B le coefficient de permittivité
électrique et Id le tenseur unité de R3.

Ensuite, nous supposons que le tenseur électrique noté & d’ordre trois défini
de I'espace S et prend des valeurs dans %3 tel que

e (€13 +€31)
&) =|e(ers+es)| Ve=(eij) e, (2.12)
0

ou e est le coefficient piezoelectrique. Souvent, nous supposons que les
coefficients y, p et e dépendent des variables spatiales x;, x, et ne dépendent
pas de la variable spatial xs.

De plus &e-v=¢-&*v pour tout € € S3, ve R3. Soit 'opérateur adjoint que I'on
note &* qui est aussi d’ordre trois défini de 'espace S, et en tenant compte de
(2.12), on obtient donc

0 0 evy
E'w=|0 0 ewvy| vv=@;)eRd. (2.13)
evy evy evs

En effet, il est facile de vérifier que I'égalité &e-v =€-&*v est toujours satis-
faite.

En remplacant (2.13) dans (2.10) on obtient:

0 0 YR8 0 0 e
o=| 0 0 puz|+| O 0 el (2.14)
Huy puz 0 epy e 0
et donc
0 0 Hu +eg;
o= 0 0 MUz +e@po |. (2.15)
MUi+ep1 Huz+egy 0

Nous rappelons que I'équation d’équilibre est donnée par I'expression mathé-
matique suivante :
Dive +f, =0,

ou Dive = (0;j,;) représente la divergence concernant le champ du tenseur
ag.
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Par la suite, et en tenant compte des relations précédentes, il vient que :

011,1 + 0122+ 0133 =0dans Q, (2.16)
021,1 + 0222 +0233= 0 dans Q, (217)

et
031,1 +0322+0333 +f0 =0dans Q. (218)

En utilisant (2.15) nous remarquons que les équations (2.16) et (2.17) sont
identiguement, par ailleurs la relation (2.18) donne I'équation d’équilibre qui
sera réduite sous la forme d’'une équation scalaire:

div(uVu+eVe) + fy =0, dans Q, (2.19)

On sait que le champ des déplacements électriques D est donné par

D = &e(u) + BE(y), (2.20)

Nous remplagons maintenant &e et e(u) dans (2.20) pour obtenir
eu,1 =Py,
D= eu,n —f)kp,g . (221)
0

Maintenant, nous tournons vers I’équation électrique définie par:

divD = qo. (2.22)

Ensuite, et aprés un simple calcul, nous obtenons donc
D1,1 + D2,2 + D3'3 —{qo = 0, (223)
et donc I'équation électrique s’écrit sous la forme scalaire comme suit:

div(eVu—-pVe) = qo. (2.24)

Soit v désigne la normale unitaire sur T’ x (—oo, +00). Nous avons

v=(vy,vs,0) avec v; =v; (x1,x): ' =R, i=1,2. (2.25)
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Notation 1.
Pour le vecteur v on désigne par v, et v; les composantes normale et tangen-
tielle sur la frontiere, définit par:

Uy=V'V, V{=V—101V, (2.26)
respectivement.

Dans (2.26) et dans le reste de ce chapitre on note par (-, -) le produit scalaire
sur I'espace R? (d =2,3). De plus, pour le champ des contraintes o on désigne
par oy et o; la composante normale et la composante sur la frontiere, avec

oy=(0V)'V, G{=0CV-—0yV. (2.27)
Notation 2.
Dans ce qui suit, nous utilisons les notations:

divt =1y, + T22 dans T = (1 (x1, x2), T2 (X1, X2))
et
Vu=(v1,02), dvU=v,1Vi+U2 V2 POUr v; = v; (X1, %2).

Alors le vecteur des contraintes de Cauchy adopte une forme particuliére dans
le cas des problémes antiplans :

0
o.v= 0 sur Iy, (2.28)
Uy u + edy

ou la notation 0, u et 0, désigne respectivement la dérivée normale par rapport
a u et se définit par dyu = u vy +uyvy et dvp = @1v1 +@2ve. Nous pouvons
réecrire la condition aux limites :

o.v=[fp sur Iy, (2.29)

de la maniére suivante :

poyu+edyyp = fo sur I'. (2.30)

Nous tournons maintenant vers I'équation :

D.v=q, sur Ty, (2.31)
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ceci est équivalent a I'écriture matricielle suivante :

T
eu,1 —p@,1 Vi
D.v=|eu,2—Py,2 vo|=¢q2 surly, (2.32)
0 0

ce qui donne a la fin
edyu—Povp=qo SUrTy. (2.33)

Maintenant, nous voulons d’écrire les conditions aux bords (sur la frontiere).
Les déplacements étant bloqués sur la frontiére I'; x (—oo, +00) et le potentiel
électrique devient nul sur T'; x (—oo, +00); alors, (2.5) et (2.6) impliquent que:

u=0surrly, (2.34)

@=0surT,. (2.35)

Conditions aux limites avec frottement

Nous tournons maintenant vers la description des diverses conditions sur la
surface de contact. Pour les d’écrires nous dénotons par u, et u; la com-
posante normale et la composante tangentielle du champ des déplacements u
respectivement sur le bord données par u; =u-—u,.v et u, =u.v.

Maintenant, nous décrivons la condition de contact frottant et la condition
électrique sur la partie I's x (—oo, +00). En utilisant les formules (2.5) et (2.26)
on obtient :

u;=(0,0,u), o©:=(0,0,0). (2.36)

Sachant que v représente le vecteur unitaire normale sur I et dans le contexte
antiplans on peut écrire
v =(v1,Vs,0). (2.37)

Ensuite, de I'équation (2.5) et de la relation (2.26) on déduit que::

uy =0 sur TI3. (2.38)

Il convient de dire que I'égalité u, = 0 signifie que le contact est bilatéral, c’est-a-
dire qu’il n’existe pas de séparation entre le corp et la fondation, ceci nous con-
duit a affirmerque le contact est maintenu durant tout le processus. Par la suite,
nous rappelons que la composante normale oy, et la composante tangentielle o
du tenseur des contraintes ¢ sont données par 6, = (6V) 'V, G{=0GV—0yV.
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Par la suite, nous obtenons:
oy =0, (2.39)

et donc
or=0V. (2.40)

Remarque.

Il est aisé de dire que I'égalité (2.39) nous montre que la contrainte normale est
nulle sur la région de contact durant le processus; alors, le vecteur de Cauchy
ov sera réduit a la composante tangentielle o, et ceci d’aprés la deuxiéme
égalité (2.40). Finalement on déduit que:

0.T = (0) 0; GT) ’ (241)

ou
O = U0y U+ ey . (2.42)

Remarque.
Si la loi constitutive est électro-viscoélastique, le champ des contraintes o est
donné par

0 0 001+ pu) +ep;
o= 0 0 O+ pus+ep |. (2.43)
Ou +pur+epr Oiia+uus+eqy 0

On suppose que le frottement est invariant le long de I'axe Ox3 et de plus, il est
modélisé par la loi statique de frottement de Tresca:

{ =g (2.44)

G :—gﬁ siu#0surTjs.

Ici g: T3 — R, est une fonction donnée. Il suit que la loi de frottement (2.44) en
sa forme scalaire peut s’écrire sous la forme :

|udyu+edvop| < g,
(2.45)

HOvu+edyp=—gp; Sl u#0surIs.

Remarque.
Nous rappelons que la fonction g dans (2.45) est appelée seuil de frottement,
et elle peut dépendre des variables du processus:

& =8x) = glxy, x2). (2.46)
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En conclusion, en réunissant les équations et les conditions aux limites ci-
dessus, nous obtenons que dans un processus antiplans' d’un corps électro-
élastique, le champ des déplacements u et le potentiel électrique ¢ satisfont le
probléme p1électro-élastique par conséquent, notre probléme antiplans peut se
formuler comme suit :

m Modéle mathématique

Dans cette derniére partie, on considére un probleme statique avec frottement
de Tresca. Nous présentons une formulation variationnelle du probléme pour
laguelle, nous démontrons un résultat d’existence et d’unicité de la solution.
Par conséquent, notre probléme antiplans peut se formuler comme suit:

Probléme pi¢ieciro-¢lastique  Troyver le champ des déplacements u:Q — R
et le potentiel électrique ¢ : Q — R tel que

div(uVu+eVe) + fy=0 dans Q, (2.47)
div(eVu—pVe) = qo, dans Q, (2.48)
u=0surry, (2.49)
WOy U + ey = fo sur Iy, (2.50)
{ lo-l =g,
(2.51)
o= —gﬁ siu#0surTs.
@=0surTy (2.52)
edyu—POyvyY = go Sur I'y,. (2.53)

Remarque.

Nous notons que (2.47) et (2.48) représentent les équations d’équilibre, (2.49)
représente la condition aux limites pour le champ des déplacements, (2.50)
représente la condition aux limites de traction, (2.51) représente la version
statique de la loi de frottement de Tresca, (2.52) la condition aux limites pour le
potentiel électrique et (2.53) représente la condition aux limites pour les charges

fiin], Sofonea, M. Dalah, Antiplane Frictional Contact of Electro-Viscoelastic Cylindersi", Electronic
Journal of Differential Equations, Vol. 2007(2007), No. 161, pp. 114.
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électriques. On note que le champ des dépalcements u et le champ électrique
¢ qui résout le Probléme p1électro-¢lastique gont connues, alors le tenseur des
contraintes o et le champ des déplacements électriques D peuvent s’obtenir
par 'utilisation des lois (2.10) et (2.11), respectivement.

Formule de Green.

Théoréme 6 Soit T un élément dans H(Q)%. Alors

f‘r.Vvdx+f div(‘r).vdx:f'r.vvda, YveH(Q). (2.54)
Q Q T

m Hypothéses et formulation variationnelle

Dans cette section, nous citons quelques hypothéses ainsi que les notations
utilisées par la suite. Ensuite, nous donnons la formulation variationnelle. Puis,
nous prouvons I'existence et I'unicité de la solution faible du probléeme physique
envisagé p1électro-élastique - Poyr cele, nous allons supposer les hypothéses
ci-aprés.

2.4.1| Quelques hypotheses

Dans cette section, nous allons essayer de dériver la formulation variationnelle
du probléme précédent p1éiectro-€lastique A cet effet, nous allons introduire les
espaces suivants:

HY Q) = {uel?(Q)/0;ucl?Q),i=1,2},

V={veH (Q):v=0surTy},

et
W={yeH(Q):y=0dans I';}.

Remarque.

Légalité v =0 sur I'; respectivement w =0 sur I';, est prise au sens des traces.
Puisque I'opérateur trace est linéaire et continu, il est aisé de voir que 'espace
V est un sous espace fermé de I'espace de Sobolev H!(Q); et alors, V est
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un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-, *)i1(q) et la norme associée
IIllg71 . il €n est de méme pour 'espace W.

Il est bien connu que V et W sont des espaces réels de Hilbert muni du produit
scalaire:

(u,v)V:fVu'Vvdx Yu,vey, ((p,w)W:fV(p'qudx Y, yeW.
Q Q
De plus, la norme associée est de la forme:
lviv=1Vvlizqez YveV, lwlw=IV¥iizgz YweW, (2.55)

qui sont toujours équivalentes sur V et W, respectivement, avec la norme usuelle
Il - Par le théoréme de trace de Sobolev on peut déduire qu’il existe deux
constantes positives cy > 0 et cw > 0 telles que :

IWlemy < evlivly YoeV, Iwlizey) < cvlwly  YueW. (2.56)

Hypotheses.
Pour étudier le probléme p1éleciro-€lastique "on syppose que le coefficient de
permittivité électrique vérifie :

peL>®(Q) etil existe p* > 0 tel que px) = p.p. x€ Q. (2.57)

Souvent, on suppose que le coefficient de Lamé u et le coefficient piézoéelec-
trique e satisfont:

peL®(Q) etilexiste p*>0 telque px >p* p.p.xeQ, (2.58)
ecL®(Q). (2.59)
Les forces de tractions surfaciques et volumiques sont supposées avoir la

régularité :
foe L2 (), (2.60)

et
LeL* (). (2.61)

Les densités des charges électriques satisfont aussi:

o € L*(Q), (2.62)
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et
g2 € L*(Tp). (2.63)

De plus, la fonction seuil du frottement g vérifie la propriété :
gel>®T3) et gx=0 p.p.xels. (2.64)
Finalement, on suppose que le potentiel électrique et le déplacement u sont de

la forme:
@el?(3) et wuel?Ty). (2.65)

Maintenant, on définit la fonctionnelle j qui prend des valeurs dans R, par la
formule :
j(v):f glvlda YveV. (2.66)
I's

Souvent nous définissons les applications f et g, respectivement, par

(f,v)vszovdx+f fovda YveV, (2.67)
Q I,

(CI»W)W=fQ€I0WdX—fF gpwvda YyeW, (2.68)
b

La définition des opérateurs f et g sont basées sur le théoréme de représenta-
tion de Riesz; de plus, il suit des hypothéses (2.60)-(2.61) et (2.62)-(2.63), que
les intégrales précédentes sont bien définies et

fewh?wv), (2.69)

ge W w). (2.70)

Par la suite, on définit les formes bilinéaires a, : VxV —R, a,:VxW — R, et
ag:W xW — R, par les égalités :

ay(u, v)=f uvVu-Vvdx, (2.71)
Q
ae(u,cp)zf eVu-Vedx, (2.72)
Q
et
ap (@, ) =f BVe-Vydx pour tout @,y eW. (2.73)
Q

Les hypothéses (2.71), (2.72) et (2.73) impliquent que les intégrales préceé-
dentes sont bien définies et, en utilisant la relation (2.55) et (2.56), il suit que
les formes bilinéaires a,, et a, sont continues; de plus, les formes a,, , a. et ag
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sont symétriques et, la forme az est W-elliptique, alors on obtient :

ag(y, @) =B* s, YyeWw. (2.74)

2.4.2 Formulation variationnelle

Nous tournons maintenant vers la formulation variationnelle du probléme
p1électro-€lastique ot nour cela nous introduisons I'espace X =V x W défini par
X={(u,) telque ueV et p e W}

La formulation variationalle du Probleme P1électro-élastique ggt hagée sur le
résultat suivant :

Lemme1 Si le couple (u,¢) désigne une solution lisse du prob-
léme Pp1¢lectro-€lastique  ajors on a (u,p) € X et de plus on obtient:

ay(w,v—w+a.(,v-w+jw)—-juw =(f,v-uy VveV, (2.75)

ag (P, W) — ar(u, W) = (g, V)w Yy eW. (2.76)

Preuve.

Nous supposons que le probleme antiplans de contact piézoélectrique
p1électro-élastique gdmet une solution (u,¢) réguliére, et soit (v,) € X. Nous
multiplions I'équation (2.47) par I'élement (v —u) € V, de méme pour I'équation
(2.48) par I'élement y € W puis nous intégrons sur Q et nous tenons compte
de la formule de Green; nous obtenons directement le systéme couplé en
premier temps; d’'une inéquation variationelle pour le champ des déplacements
avec une équation variationnelle pour le champ électrique cité dans le lemme
précédent.

Finalement, notre probléme variationel p2¢lectro-élastique ggt donné explicite-
ment par les relations suivantes:

Probléme  poflectro-€lastique . Troyver le champ des  déplace-
ments u : Q — R et le potentiel électrique ¢ : Q — R tel que

ay(u,v—w) +a.(@,v-w+jw)—-jw) =z (f,v-u)y VYvey, (2.77)

ag (@, W) — ae(u, ) = (,Y)w  VyeW. (2.78)
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Dans cette section, nous donnons notre principal résultat portant sur I'existence
et l'unicité de la solution faible des probléme p2électro=élastique = ainsj que
quelques éléments de démonstration de ce résultat. Alors, notre résultat
d’existence et d’'unicité sera donné explicitement dans la section suivante.

E Un résultat d’existence et d’'unicité

Quelques notations.
Maintenant, nous allons définir la nouvelle forme bilinéaire a(-,*) : XxX—R, la
fonctionnelle J(.) : X — R et le nouveau élément F comme suit :

a(x,y) = ay(u, v) + ag (@, V) + ae(P, V) — ar(u,y), (2.79)

Vx=(ug eX,Vy=(v) eX,
Jx)=j), Vx=(u,@) X, (2.80)

et
F=(f,q)eX. (2.81)

Si nous utilisons (2.79), (2.80) et (2.81) dans les relations (2.77) et (2.78) et
cela en remplagant I'élément y par I'élément (¢ — ¢) dans (2.78) et en faisant la
somme avec (2.77) alors le probléme précédent prend la nouvelle forme :

2.5.0 Probléme P3électro—élastique

Probléme p3¢lectro-€lastique . Troyver le champ des déplacements u: Q — R et
le potentiel électrique ¢ : Q — R tel que

alx,y-x)+J(-Jx)=(Ey-x)x, VyeX (2.82)

Notre principal résultat concernant 'existence et 'unicité de la solution faible du
probléme p3électro-€lastique dgfinj par (2.82) est le suivant.

Théoréeme 7 Sous les hypotheses (2.57)-(2.74), alors le probléeme variationel
P3 —électro — élastique admet une et une seule solution notée (u,p) € VxW



2.5. Un résultat d’existence et d’unicité 39

satisfait :
ax,y-x)+J(-Jx)=EBy-xx, VyeX. (2.83)

Remarque .

On note que I'élément (u,¢) qui résout le probléme p3éleciro-€lastique gt
appelé solution faible du probléme antiplans de contact avec frottement v
p1électro-€lastique - Qn conclut par utilisation du théoréme (7) que le probléme an-
tiplans de contact p3¢iectro-élastique gdmet une et une seule solution & condition
que les hypotheses (2.57)-(2.74) sont satisfaites.

La démonstartion du théoreme (7) est basée essentiellement sur la théorie des
inéquations variationnelles et quelques propriétés des opérateurs linéaires
et non-linéaires. La démonstration sera résumée dans quelques étapes. A cet
effet, nous présentons une version régularisée de la loi de frottement.

Un probleme statique avec une version régularisée.

Dans cette section, nous allons essayer de remplacer la loi de frottement
suivante
|pavu+ e@v(p| <g

_ (2.84)
HOvu+edvp=—gn if u#0 on T,
par une nouvelle version régularisée de la loi de frottement définie par:
Up
MOy Uy + e0vpp = —g on I, (2.85)

ol p est le paramétre de régularisation.

En conclusion, en réunissant les équations et les conditions aux limites ci-
dessus, nous obtenons que dans un processus antiplans d’'un corps électro-
élastique, le champ des déplacements u,(*) et le potentiel électrique ¢, (+) sat-
isfont le probléme p1¢iectro-¢élastique pgr conséquent, notre probléme antiplans
peut se formuler avec la nouvelle version régularisée de la loi de frottement
comme suit:

VA. Megrous, A. Derbazi, M. Dalah., An Antiplane Electro-Elastic Contact Problem with Tresca’s
Friction Law, Journal of Advanced Research in Dynamical and Control Systems (JARDCS),
Volume 7, Issue 4, pp. 104-116, year (2015)
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25.0 Probléme P4électro—élastique—régularisé

Probléme p4électro=¢lastique  Troyver le champ des déplacements u,: Q — R
et le potentiel électrique ¢, : @ — R tel que

div(uVu, +eVgp) + fo =0, dans Q, (2.86)
div(eVu, —BVe,) = go dans Q, (2.87)
u, =0 sur Ty, (2.88)
MOy Uy +edypp = f> sur T, (2.89)

Up
Oy Uy, + ed =—-g———— sur Iy, 2.90
MOy Uy vPp g\/m 3 ( )

g

po=0 dans T, (2.91)
edyup —POypp =go sur T'p. (2.92)

Dans la section qui suit, nous allons essayer de décrire la nouvelle formula-
tion variationnelle du Probléme p4¢lectro-¢lastique-régularisé )i serg notée par
p5clectro-clastique-régularis¢ o |9 mgniére suivante :

m Formulation variationnelle et quelques résultats

2.6.1 Formulation variationnelle

Sous les hypothéses (2.57)-(2.74) citées avant, la formulation variationnelle
notée P 5électro—élastique—régularisé du probléme P 4électro—élastique—régularisé est basée
sur le lemme suivant :

Lemme 2 Si(u,,¢,) dans I'espace produit X =V x W est une solution lisse du
| Pp) GATIS | ESPEE
probléme p4lectro-élastique-régularis¢ ' 5/ors Jo présent couple (uy, ¢,) satisfait :

ay(Up, v —1up) + ae(Pp, V= Up) + jo (V) = jolup) = (f,v—up)y, VYveV, (2.93)
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ag(Pp, W) — aeltty, W) = (g, W)x, YYEeEW. (2.94)

Preuve.

Soit le couple (up,¢,) € X =V xW qui désigne une solution lisse du prob-
léme p4clectro-€élastique-régularisé  En tilisant les mémes arguments et hy-
pothéses utilisées pour dériver la formulation variationelle du probleéme
p] électro—¢élastique o gérive |la formulation variationelle du probléme regularisé
P 4électro—élastique—régularisé nous obtenons :

prVup-V(v—up)dx+erVq)p-V(v—up)dx= (2.95)

ffo(v—up)dx+f(pavup+e6\,(pp)(v—up)da Yvey,
Q r

et d’aprés la relation (2.87) nous pouvons écrire

fﬁV(pp-V\pdx—f eV, Vydx = (2.96)
Q Q

fr(pavup—eavcpp)wda—fgqowdx YweW.

Lintégrale ;. (udvu, + edvg,) (v— 1) da définie dans (2.95), peut s’écrire comme
suit:

fr(pav U +edyp) (v—1up)da =fr (u0y up + e0vpp) (v —up) da+ (2.97)
1
fr (UOy Uy + €0y pp) (V — 1) da+fr (uOy p + e0vpp) (v — up) da.
2 3

En utilisant la condition (2.88) il est facile de remarquer que l'intégrale sur I'y
vaut zéro, c’est-a-dire:

(uOy up + edypp) (v —up) da=0. (2.98)
I
Et d’apres (2.89) l'intégrale sur la frontiere T', est donnée par :

fr(uavup+eé)\,(pp)(v—up)da:/F fLlv-upda. (2.99)
2 2

Finalement l'intégrale [, (udyu, + edvpp) (v —up) da sur la frontiére T's peut étre
calculer comme suit :
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Sachant que (v +u3) = 2v.up, alors on peut obtenir (p*+ ud) (p? + v%) = (p® + 1y )
et cela en rajoutant le terme p* + up?v? au deux cété de I'inégalité précédente.

Nous avons donc:
Upv < \/p? + v2.\/p? + U — p°. (2.100)

Maintenant en divisant I'inégalité sur /p2? + ug et en rajoutant le terme ué ainsi
gu’en multipliant par —g les deux cété de I'inégalité nous obtenons:

Up
o
I's uﬁ +p?
Linégalité sur la frontiére T's devient alors :

fFS(ua\,up+e€)v(Pp)(v—up)dazfF3 (g'.\/p2+u;‘;da—fF3 g\/p?+v?da. (2.102)

Posons

.(lz—up)dazfr3 g,(\/p2+ug—\/92+y2)da. (2.101)

jp(v):f g.(\/p?+v2—p)da, VveV, (2.103)
I3

alors I'équation (2.95) devient :

fqup'V(v—up)dx+f eV V(v—up)dx = (2.104)
Q Q

jp(up)—jp(v)+foo(v—up)dx+fr fo.v—up)da VveV,
2
ce qui donne (2.93).

Remarque.
La méme technique sera utilisée ici pour montrer (2.94).

Le lemme précédent 2 nous donne la nouvelle formulation variationnelle du
probléme régularisé :

2.6.1 Probléme P 5électr0—élastique—régularisé

Probléme p5électro—élastique—régularisé Troyver le champ des déplacements u, :
Q — R et le potentiel électrique ¢, : Q — R tel que

ay(Up, V= Up) + ae(@p, v —up) + jo () — jolup) = (f,v—1p)y, VveV, (2.105)

ag(@p, W) — ae(Up, W) = (¢, W)w, YYeW. (2.106)
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Notations:

Soit I'espace produit X=VxW.

Soit x, tels que x, = (up, p) X et y = (v,y) €X.

Soit la fonctionnelle J,(.) définie de I'espace X vers R par :

To(Up, @p) = jolup), YueV et VoeW. (2.107)

+ Soit la forme bilinéaire a(.,.) défine par:
a(xp, y) = ap(up, V) + ag(Pp, V) — ae(Up, W) + ae(Pp, V), (2.108)

Vixp = (Up, 9p) eX,Vy = (v,9) €X,

Soit la fonction F définie par:
F=(f,q)eVxW. (2.109)
Finallement, et en utilisant (2.107)-(2.109) dans les relations (2.105)—(2.106),

alors nous obtenons une nouvelle version du probléme p5électro—élastique-régularisé
qui sera notée peclectro—¢lastique-régularisé ot qyj est définie par:

2.6.1 Probléme P6électro—élastique—régularisé

Probléme pgelectro-élastique-régularisé_ Troyver x, € X tel que

a(xp,y —xp) +Jp(y) =Jo(xp) = By —xp)x, VyeX. (2.110)

Nous déduisons du théoreme 8 que linéquation variationnelle elliptique
définie dans le probléme p3électro—¢élastique aqmet yne solution unique x €
X et pour tout p > 0 l'inéquation variationnelle définie dans le probléme
pgelectro-élastique-régularis¢ 5 g55j une solution unique x, € X.

Generalement la fonctionnelle J, () est plus réguliere que la fonctionnelle J(.)
d’ou I'inéquation variationnelle (2.110) est appelée I'inéquation variationnelle
régularisée de I'inéquation variationnelle (2.82).

Considérons maintenant les hypotheses suivantes :
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Il existe une fonction F telle que F: R, — R, tel que

(@) Dp(»=J(I=F(p), VyeX, pourtout p>0.

(b) limF(p) =0 quand p — 0.

(€)Jo(» =0, VyeX, et J,(0x) =0, pour tout p>0.

(d) Jo(») —J(» quand p—0, VyeX.

(e) Pour toute suite (y,) =X tel que y, — y€X, on alimy_.qJo(3p) =J(3).

Nous avonsle résultat de convergence suivant :

2.6.2| Quelques résultats

Théoréme 8 Sous les hypotheses (a), (b), (c), (d) et (e), la solution faible du
probléme peélectro—élastique-régularisé notée x, = (u,,¢,) € Vx W converge vers la
solution faible x = (u,¢) du probléme p3¢lectro—¢lastique o 500 o tend vers 0,
c’est-a-dire x, — x dans X quand p — 0.

Pour démontrer le théoréme précédent nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3 Soit la fonctionnelle J,(.) définie par (2.107) pour toutp >0 J,(-) est
convexe et Gateaux Différentiable. De plus, en supposant que g(.) définie par
(2.64). Alors, pour tout p > 0 'inégalité suivante est vérifige :

o) =) Spfr gda, VyeX. (2.111)
3

Preuve.
Soit p > 0. Nous notons que pour tout v e V I'inégalité suivante est vérifiée :

W v2+p2—p—Ivll=p+|v|—\/v2+p?<p p.p. 3,

ce qui implique:
fgl v2+p2—p—|v||daspf gda.
I3 I3

En utilisant la définition de J,(+) et J(-) on obtient:

|Ip(v)—](v)|5f gl v2+p2—p—|v||da5pf gda.
I's I
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Nous concluons alors que l'inégalité (2.111) est satisfaite.

Preuve du théoreme 9.

D’apres la relation (2.107) et d’aprés la définition de la fonctionnelle j(.) et
tenons compte de la définition de la fonction F = (f,q) € Vx W et l'inégalité
(2.111), nous déduisons que F(p) =p. fr, gda, Yp>0.

Il est aisé de voir que (up, p)p>0 converge vers l'unique élément (u, ¢). Finalle-
ment, nous utilisons les lemmes 2 et 3, alors, nous confirmons que l'unique
élément qui est la solution faible du probleme régularisé converge vers la solu-
tion faible du probléme p3¢lectro—élastique ‘oo quj conclut la preuve du théoréme

(8).

Simulation numérique

Dans cette section, nous présentons les résultats de simulation pour un prob-
[éme antiplans de contact avec frottement pour un matériel électro-élastique
et qui est en contact avec une fondation régide électrifiée. Le but étant
dans un premier temps de vérifier a chaque fois les résultats numériques et
graphiques pour le champ des déplacements u(.) et le champ électrique ¢(.)
selon la modification des valeurs numériques concernant les forces surfaciques
et volumiques fy et f, respectivement, les charges électriques de densité
volumiques et surfaciques qq €t q2 respectivement, le coefficient de Lamé, le
coefficient de permitivité électrique B, le seuil de frottement g et le pas k. Nous

(0;1) r (20; 1)

I Q [

(0; —1) Fl (20; -1)

Figure de démarrage pour les valeurs x_1=0 x_1=20 et x_2=-1
au x_2=1

signalons ici que la matrice de rigidité du matériau isotrope élastique linéaire
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contient deux parametres E le module de Young ou le module d’élasticité et v le
coefficient de Poisson. Nous définissons aussi

o: le tenseur de contraintes,

e: le tenseur de déformations,

u(.): le champ de déplacements,

@(.): le champ électrique.

Dans le cas électro-élastique"', on sait que le champ des contraintes ¢ est
donné par:
o = A(tre(w) I+ 2pe(u) — 8*E(g), (2.112)

et par D = (D;) le champ électrique des déplacements défini par:

D = &e(uw) +PE(y), (2.113)

La contrainte plane est une condition qui prédomine dans une plaque plane dans
le plan Ox; —x2, chargée seulement dans son propre plan et sans restriction Ox;
-direction. De plus, on suppose que les conditions isotropes, la loi de Hooke
pour la contrainte plane donnent la relation contrainte suivante:

€11 1 1 —-v 0 o011
€22 = E =V 1 0 .|022]|. (2114)
2.€12 0 0 2+2v 012

Comme la matrice définie précédemment a un determinant non-nul, alors on
inverse le systeme linéaire précédent de la maniére suivante :

O11 E 1 A% 0 €11
O2 | = 1—\/2 v 1 0 .| €22 1. (2115)
12 0 0 IE—V €12

On définit les valeurs numériques comme suit :

Le domaine Q est subdivisé en trois parties disjointes I'y, T, et, I's tel que
Q=10,24m] x[0.8m] et 1 = ({0} x [0,8]) U ({24} x [0,8]), » = [0,24] x {4} et la derniére
frontiere 5 = [0,24] x {0}. Pour la partie électrique, nous avons divisé la frontiére T
en deux sous parties T', = [0,24] x {4} et la deuxiéme frontiére T', = ({0} x [0,8])) U
({24} x [0,8]). Le module de Young E = 21.10%Pa et v = 0.25. Nous avons pris les
valeurs numériques pour les forces surfaciques et volumiques comme suit:

vip, Sofonea, M. Dalah, Antiplane Frictional Contact of Electro-Viscoelastic Cylinders, Electronic
Journal of Differential Equations, Vol. 2007(2007), No. 161, pp. 114.
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Une déformation plus une discrétisation
pour un pas h=l/112et au moment t=0.5s

Figure 1. Une discrétisation totale pour un pas
h=1/128 et au moment T=1s

fo=0 N/m? et £,=(0,-4) N/m?. Maintenant, les charges éléctriques de densité
qo et q2 sont donnés par qo =0 C/m® et q2 =0 C/m?. On a pris aussi T = 1s
et le seuil de frottement g = 0.4m. Finalement, et afin d’analyser les résultats
numériques et graphiques en 2-D et en 3-D, nous supposons que la maille est
fixée a h=1/128.

Commentaire.

Dans cet exemple numérique, nous avons étudié les effets et I'influence de la
conductivité électrique de la fondation sur le processus de contact. Au début,
nous avons pris comme considération que la fondation est isolée et de plus, elle
est en contact et aussi elle est électrifiée. Nous remarquons qu’il n’y a pas de
charges électriques sur I's. Les figures 1 et 2, nous montrent les configurations
déformées et les forces de contact par frottement au temps différents valeurs
dutemps T=05setT=1s.

m Conclusion et perspectives

Conclusion.

En conclusion, dans cette derniere partie de la thése, nous avons considéré
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que le matériel est électro-élastique“!’ avec des conditions aux limites et d’'une
loi de frottement de type de Tresca. Au premier point, dans I'étude de ce
probléme nous négligeons les termes d’inertie dans I'équation du mouvement
ce qui nous conduit a un probléme statique. Nous dérivons une formulation
variationnelle qui est déja notée par la suite p3éleciro-€lastique go ce modéle
qui est sous la forme d’'un systeme couplé en premier temps; d’une inéquation
variationelle elliptique pour le champ des déplacements u(.) avec une équation
variationnelle pour le champ électrique ¢(.). Pour ce probléme variationnelle
nous ecrivons une forme régularisée, en remplagant la fonctionnelle non
différentiable par une fonctionelle différentiable. Notre principal résultat porte
sur I'existence et l'unicité de solutions faibles ainsi que le comportement de
la solution faible du probleme régularisée par rapport au parameétre p. La
démonstration de ce résultat se déroule en diverses étapes que nous avons
précisé par la suite, et qui est basée notamment sur des arguments relatifs aux
inégalités variationnelles.

Perspectives.

Des résultats similaires de convergence seront étudiés dans les prochains
travaux :
- Pour le cas électro-élastique avec mémoire courte

- Pour le cas électro-élastique avec mémoire longue

Vi), Sofonea, M. Dalah, Antiplane Frictional Contact of Electro-Viscoelastic Cylinders, Electronic
Journal of Differential Equations, Vol. 2007(2007), No. 161, pp. 114.



ETUDE ET ANALYSE D’UN
PROBLEME ANTIPLANS
ELECTRO-VISCOELASTIQUE

ANS le chapitre intitulé “Etude et analyse d’un probléme antiplans
électro-viscoélastique” de la deuxieme partie de la thése, on con-
sidére un modele mathématique qui décrit un phénomene purement

électro-mécanique qui se conclut dans une déformation d’un cylindre en contact
avec frottement. Le but de ce chapitre est I'étude et I'analyse d’'un probléme
antiplans électro-viscoélastique de contact avec frottement, entre un corps
déformable et une fondation électrifiée. Nous nous plagons dans le cadre
des déformations antiplanes et, nous étudions des processus quasistatiques
pour des matériaux électro-viscoélastiques. Les résultats que nous obtenons
concernent 'existence et I'unicité des solutions faibles.

Dans ce chapitre, nous considérons que le matériel est électro-viscoélastique,
le processus est quasi-statique, le frottement est modélisé par la loi de
Tresca et, la fondation est connectée par un champ électrique. Ensuite, nous
dérivons la formulation variationnelle qui sera notée le long de cette thése
poélectro-viscoélastique ot qui est sous la forme d’un systéme couplé en premier
temps; d’'une inéquation variationelle d’evolution pour le champ des déplace-
ments u(.) avec une équation variationnelle pour le champ électrique ¢(.).

La structure de ce chapitre est la suivante. A la deuxiéme section,
nous décrivons le cadre physigue et nous présentons le probléme électro-
viscoélastique considéré. A la troisiéme section, nous modélisons le probléme
continu de notre phénoméne électro-mécanique. A la quatriéme section, nous
listons les hypothéses et nous dérivons la formulation variationnelle de ce
modele qui est sous la forme d’un systéme couplé en premier temps; d’'une
inéquation variationelle d’evolution pour le champ des déplacements avec une
équation variationnelle pour le champ électrique. A la derniére section, et

2

CHAPITRE 3: ETUDE ET ANALYSE D’UN PROBLEME ANTIPLANSELECTRO-VISCOELASTIQUE
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finalement, nous prouvons I'existence et I'unicité de la solution faible pour ce
modeéle. La démonstration est basée sur les arguments des inéquations vari-
ationnelles d’evolution et quelques propriétés des opérateurs et la fonctiones
semi-convexes continues inférieurement.

Table des matieres

Chapitre 3: Ftude et analyse d’un probléme antiplans électro-viscoélastique

3.1 Probleme électro-viscoélastique
3.1.1 Introduction
3.2 Cadre physique et requis
3.3 Modéle mathématique
3.4 Hypotheses et formulation variationnelle
3.4.1 Quelques hypothéses
3.4.2 Formulation variationnelle
3.5 Un résultat d’existence et d'unicité
3.6 Formulation variationnelle et quelques résultats
3.6.1 Formulation variationnelle
3.6.2 Quelques résultats
3.7 Simulation numérique
3.8 Conclusion et perspectives

m Probleme électro-viscoélastique

Dans cette section de la deuxieme partie de cette thése, nous considérons un
probléme purement électro-mécanique pour un matériel électro-viscoélastique.
Nous écrivons en premier lieu, le cadre physique associé a ce genre de prob-
Iémes. Ensuite, nous faisons une description détaillée des hypothéses de base
et des équations dans le contexte antiplans piézoéletrique associées aux points
suivants :

» La viscosité 0,
» Le champ des contraintes o,
» Lopérateur d’élasticité linéaire F (e(w)),

» of: Tenseur des coefficients viscoélastiques,
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» Léquation d’équilibre,

» Le champ des déplacements électriques D,

 Léquation électrique,

+ La description des diverses conditions sur la surface de contact.

Au début de cette section, on considere que le matériel est électro-
viscoélastique avec des conditions aux limites avec frottement de Tresca. Puis,
on commence cette étude par donner la formulation du probléme. Ensuite, on
indique la formulation variationnelle (ou faible) associée au probléme posé a
I'étude. Finalement, nous établissons les résultats d’existence et d’unicité en se
basant sur la théorie des inéquations variationnelles et quelques propriétés des
opérateurs linéaires et non-linéaires.

m Cadre physique du modéle

Dans la deuxiéme section intitulé "Cadre physique du modéle” du chapitre
3, nous considérons un corps cylindrique % de R3, rapporté dans le repére
orthogonal cartésien Ox; x,x3, Situé dans une configuration d’origine fixe et
non déformée. Nous admettons que les génératrices de ce cylindre % sont
paralléles a 'axe Ox3. Sa coupe transversale est un domaine borné Q c R?;
repéré dans le plan (Ox;x). Le corps cylindrique est supposé suffisamment
long afin de négliger les effets dans la direction axiale. Nous pouvons alors
écrire que 8B = Q x (—oo, +00). Notons 0Q =T la frontiere du domaine Q, divisée
en trois parties disjointes et mesurables I';, I'; et I's avec mes I'; > 0. Le cylindre
est bloqué sur cette partie I'; x (—oo, +00), subit a la fois des forces volumiques fo
dans £ et des forces surfaciques f» sur I'; x (—oo, +00) et est en contact avec une
fondation tout au long de la partie I's x (—oo, +00). Le contact est en frottement
et de plus, il est modélisé par la loi de Tresca cité dans le chapitre 3. Nous
supposons que les forces volumiques f, dans 2 et les forces surfaciques f, sur
I, x (—o0, +00) sujettes au temps sont de la maniére suivante :

fo=(0,0, fo) avec fo = fo (x1,x2,0): Q% [0,T] = R, (3.1)

£, =(0,0, ) avec fo = fo(x1,%2,1): T2 x [0, T] = R. (3.2)

Nous supposons une deuxiéme partition de la frontiére T sous la forme I =
r,uTly telle que I's Ty, et mesT,; > 0.

qo = qo (x1,%2, 1) : QA x [0, T] = R, (3.3)
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Fondation

Q2 =2 (x1,%2,8) :Tp x [0, T] = R. (3.4)

Ensuite, nous supposons que les deux forces fy et f, définies par les relations
(3.1) et (3.2) et les charges qo et qz définies par les formules (3.3) et (3.4)
engendrent une déformation sur le cylindre avec un déplacement u, et donc le
champ de déplacements u, appelé déformation antiplane, s’écrit sous la forme
suivante :

u=1(0,0,u) avec u=u(xy,xp,1):Qx[0,T] —R. (3.5)

Le potentiel électrique ¢(.) est définit par:

@=@(x1,x2,1):Qx[0,T] —R. (3.6)

Par conséquent, en utilisant (3.5) il résulte que dans le cas antiplans, le tenseur
des déformations e(u) peut se mettre sous la forme:

0 0 €13
8(11) = 0 0 €23 . (37)
€31 €2 0

Par ailleurs rappelons la définition du champ électrique
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E () =-V(y), (38)

dont V(g) est un vecteur de trois composantes tel que

@1
Vi) =19, (3.9)
0

Dans le cas électro-viscoélastique, on sait que le champ des contraintes ¢ est
donné par:
o = A(tre(w) I+ 2pe(u) + o/ (1) — E*E(y), (3.10)

et par D = (D;) le champ électrique défini par:

D = &e(u) + PE(y), (3.11)

ou o est le tenseur des contraintes, e(u) = (¢;(u)) est le tenseur des déforma-
tions, A > 0 et u >0 sont les coefficients de Lamé, Id le tenseur unité de R3 et o/
le tenseur des coefficients viscoélastiques.

m Modélisation mathématique

Dans cette section intitulé "La modélisation mathématique”, on considére un
probleme quasi-statique avec frottement de Tresca. Nous présentons une
formulation variationnelle du probléme pour laquelle, nous démontrons un
résultat d’existence et d’unicité de la solution. Par conséquent, notre probléme
antiplans peut se formuler comme suit' :

Probléme péiectro-viscoélastique — Troyver le champ des déplacements u: Q x
[0,T] — R et le potentiel électrique ¢ : Q x [0, T] — R tels que

div(OVu(t) + uVu(t) + eVo) + fo(r) =0 dans Qx[0,T], (3.12)
div(eVu(r) - V(1) = go, dans Q x [0, T}, (3.13)
u=0surTyx[0,T], (3.14)

OV + poyu+edy = fo sur I', x [0,T], (3.15)

ipour plus de détails voir chapitre 2
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lo<l=g,
o (3.16)
Gc= —gﬁ siu#0surIsx][0,T].
@=0surT',x[0,TI, (3.17)
edyu—adyyp = g sur Ty x [0,T]. (3.18)
u(0) = up dans Q. (3.19)

Remarque.

Le probleme précédent peut s’écrire de la maniere suivante :

Probléme piéleciro-viscoélastique — Troyver le champ des déplacements u: Q x
[0,T] — R et le potentiel électrique ¢ : Q x [0, T] — R tels que

div(OVi(t) + uVu(t) + eVe(n) + fo() =0 dans Qx[0,T], (3.20)
div(eVu(t) - V(1)) = go, dans Q x [0,T], (3.21)
u=0surTyx[0,T], (3.22)
OV + poyu+edyp = fo sur T'p x [0,T], (3.23)
|6V i(2) + poy u(r) + edvp(t)| < g,
_ (3.24)
{ OV (D) + pdy u(t) + edyp(1) = —g i if @#0 on T3x[0,T],

@=0surT,x[0,T], (3.25)
edyu—adyyp = g sur T'y x[0,T], (3.26)
u(0) = up dans Q. (3.27)

Remarque.

Nous notons que (3.20) et (3.21) représentent les équations d’équilibre, (3.22)
représente la condition aux limites pour le champ des déplacements sur la
frontiere I'y, (3.23) représente la condition aux limites de traction sur la frontiére
I, (3.24) représente la version statique de la loi de frottement de Tresca sur
la frontiére I's, (3.25) la condition aux limites pour le potentiel électrique sur la
frontiére T, et (3.26) représente la condition aux limites pour les charges élec-
triques sur la frontiere T',. La condition u(0) = uy dans Q représente la condition
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initiale au moment ¢ = 0. Par la suite, on note que le champ des dépalcements
u et le champ électrique ¢ qui résout le Probléme p1électro-viscoélastique gont
connues, alors le tenseur des contraintes o et le champ des déplacements
électriques D peuvent étre obtenus a partir des lois connues'.

m Quelques hypothéses

Dans cette section, nous citons quelques hypothéses ainsi que les notations
utilisées par la suite. Ensuite, nous donnons la formulation variationnelle. Puis,
nous prouvons I'existence et I'unicité de la solution faible du probléme physique
envisagé p1électro-viscoélastique pqoyr étudier le probléme Plélectro—viscoélastique’
nous aurons besoin de certaines hypothéses. A cet effet, nous allons introduire
les espace suivants:

V={veH (Q):v=0surT}, (3.28)

et
W={yeH (Q):y=0dans I'y}. (3.29)

Remarque.

Légalité v =0 sur I'; respectivement v =0 sur T';, est prise au sens des traces.
Puisque I'opérateur trace est linéaire et continu, il est facile de voir que I'espace
V est un sous espace fermé de I'espace de Sobolev H!(Q); et alors, V est
un espace de Hilbert avec le produit scalaire < .,. >y, et la norme associée
Il ), il €n est de méme pour I'espace W. De plus, il est bien connu que V et
W sont des espaces réels de Hilbert muni du produit scalaire :

(u,v)vszu-Vvdx Yu,vevy, (3.30)
Q

et
(@, V)w = fQch-Vw dx Yo, yeW. (3.31)

De plus, les normes associées sont de la forme :

”U”V = ||VU||L2(Q)2 VUE\/, (332)

i Authors: Mircea Sofonea and Andaluzia Matei, Title of Book: Variational inequalities with
applications. A study of antiplane frictional contact problems, Advances in machanics and
mathematics, Springer, 2009 p.p. 1-230, Year of Publication: 2009.
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et
Iwilw = IVWli2q2 YweW, (3.33)

qui sont toujours équivalentes sur V et W, respectivement, avec la norme usuelle
Il q)- En se basant sur le théoreme de trace de Sobolev, on peut déduire
gu’il existe deux constantes positives cy > 0 et cw > 0 telles que :

Ivlli2@y < cviviy  Yvey, (3.34)

et
Wiy < cwllwlw - Yy eW. (3.35)

Pour I'espace réel (X, | -lx) on utilise la notation usuelle pour I'espace L”(0, T;X)
et Wo?(0,T;X) oll 1 < p<oo, k=1,2,...; souvent, on note par C([0,T}];X) I'espace
des fonctions continues et les fonctions différentiables continues et a valeurs
dans I'espace produit X =V x W défini précédement, avec la norme::

[ xllcqo,T);x) = max [|x()x, (3.36)
t€[0,T)

et on utilise les notations standart pour I'espace de Lebesgue L?(0, T;X) comme
dans I'espace de Sobolev W'?(0,T;X). En particulier, et par la suite, on peut
déduire que la norme sur I'espace de 12(0,T;X) est donnée par la relation :

T
Il g r = [ D01} dr. (337)

Pour étudier le probléme p1éieciro-viscoélastique on syppose que le coefficient
de permittivité électrique vérifie :

B eL>®(Q) et il existe p* >0 tel que px) =p* p.pxeQ, (3.38)
et la viscosité 6 vérifie :
0eL®(Q) et il existe 6" >0 tel que B(x) = 0™ p.p.xe Q. (3.39)

Souvent, on suppose que le coefficient de Lamé p et le coefficient piézoéelec-
trique e satisfont:

HEL®(Q) et px >0 p.p. xeQ, (3.40)

ec L=(Q). (3.41)

Les forces de tractions et les forces volumiques sont supposées de la forme::

foe W20, T; 12 (Q)), (3.42)
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et

e WH2(0, T; L2(T9)). (3.43)
Les charges électriques surfaciques et volumiques satisfont :

go € WH2(0,T; L2(Q)), (3.44)
et

go € WH2(0, T; L2(I'p)). (3.45)
La fonction seuil du frottement g vérifie la propriété :

gel™®T3) et gx) =0 p.p.xels. (3.46)

Finalement, on suppose que le potentiel électrique et le déplacement initial sont
de la forme:
@ e WH2(0, T; L2 (I'3)), (3.47)

et
u(0) = up dans Q. (3.48)

Maintenant, on définit la fonctionnelle j:V — R, par la formule :
j(v):f glvlda YveV. (3.49)
T3

Nous désignons par f:[0;T] — V et par g:[0,T] — W les fonctions dont déf-
initions sont basées sur la représentation de Riesz, données explicitement
par

(f(t),V)v=foo(t)vdx+fr f(tvda, (3.50)

2

(q(t),lll)w=f96/o(t)wdx—fr g(Dvda, (3.51)
b

pour tout veV,yeW,r€[0,T].

De plus, il suit des hypothéses (3.42)-(3.43) et (3.44)-(3.45) que les intégrales
précédentes sont bien définies tel que

fewh?(0,T;V), (3.52)

et
g€ WY2(0,T;W). (3.53)
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Ensuite, on définit les formes bilinéaires a, : VxV =R, ag: VxV =R, a,: VxW —
Ret ag: W xW — R, par les égalités :

ay(u, v)=f uvVu-Vvdx, (3.54)
Q
ag(u, v)=f OVu-Vvdx, (3.55)
Q
ae(u,(p)zf eVu'vVedx, (3.56)
Q
et
ag (@, ) :f BV Vydx pourtout et ¢, yeW. (3.57)
Q

Les hypothéses (3.42)-(3.43) et (3.44)-(3.45) impliquent que les intégrales
précédentes sont bien définies et, en utilisant la relation (3.31) et (3.37), il suit
que les formes bilineaires ay,, a. et ag sont continues; de plus, les formes ay,
ag et a. sont symétriques et, la forme ag est W-elliptique, alors on obtient :

ap(y, @) =Byl YyeWw. (3.58)

E Formulation variationnelle du probléme P1

La formulation variationalle du Probléme P1électro-viscoélastique agt hagée sur
le résultat suivant :

Lemme 4 Si le couple (u(1),p(t)) désigne une solution lisse du probleme
p1électro-viscoélastique - ajors on a (u(t),p(t)) e X =V x W et de plus on obtient :

ay(u(t), v —1u() + ag((r), v — (1) + ae(p(2), v — u(1)+ (3.59)

Jw —j®) = (f®,v-u@®)y VYveV,te(0,T],
(@D, W) — ac(u(), W) = (O, Ww YyeW (3.60)
u(0) = uy. (3.61)

Preuve.

Nous supposons que le probleme antiplans de contact piézoélectrique
péleciro-élastique ggmet une solution (u(1), @(r)) réguliére, et soit (v,y) € X. Nous
multiplions I'équation (3.53) par I'élement (v — () €V, et nous tenons compte
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des conditions aux bords (3.55), (3.56) et (3.57) et faisons appel a la formule de
Green. Nous faisons la méme chose pour I'équation (3.54), c’est-a-dire, nous
la multiplions par I'élement v € W puis nous intégrons sur Q et nous tenons
compte de la formule de Green et des conditions (3.58)-(3.59); nous obtenons
directement le systeme couplé en premier temps; d’une inéquation variationelle
d’evolution pour le champ des déplacements avec une équation variationnelle
pour le champ électrique cité dans le lemme précédent.

Finalement, notre probléme variationel p2¢iectro-viscoélastique ggt donné par les
relations suivantes :

Probléme p2éiectro-viscoélastique  Troyver le champ des déplacements u: Q x
[0,T] — R et le potentiel électrique ¢ : Q x [0, T] — R tels que

ap (u(t), v—u(1) + ag(u(t), v —u(r)) + a.((1), v —u(1)+ (3.62)
jw—j@@) =z (f@,v-u®))y VYveV,re(0Tl],

ao(@(0), W) — ae(u(),¥) = (g0, Y)w YyeW (3.63)
u(0) = ug. (3.64)

Dans cette section, nous donnons notre principal résultat portant sur I'existence
et I'unicité de la solution faible du probléme p2¢iectro-viscoélastique ainsj que
quelques éléments de démonstration de ce résultat. Alors, notre résultat
d’existence et d'unicité sera donné explicitement dans la section suivante.

m Quelques résultats d’existence et d’unicité

Hypothese essentielle.

Avant de citer le théoréme principal concernant I'existence et I'unicité de la
solution faible (u,¢) du probléme p2éleciro-viscoélastique  noys supposons de
plus que le seuil de frottement satisfait aussi 'hypothése suivante :

(a)g:T3xR—R,;

(b)3Lg =0 telque |g(x,r1)—g(x,r2)l<Lglri—r2l,

Vr,meR a.e. xels; (3.65)
(oVreR,g(.,r) estlLebesgue mesurable sur Tj;

(d)g(.,0) e L2(T'3).
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Notre principal résultat concernant 'existence et I'unicité de la solution faible du
probléme paélectro-viscoélastique pgtlosyipant.

Théoréme 9 Sous les hypothéses (3.38)—(3.58) et I'hypothese principale (3.65),
alors le probléme p2¢iectro-viscoélastique aqgmet une et une seule solution notée
(u, ) €V x W satisfaite :

ue W>%(0,T; V), (3.66)

et
@ € W>2(0, T; W) (3.67)

La démonstartion du théoreme (3.6) est basé essentiellement sur la théorie des
inéquations variationnelles et quelques propriétés des opérateurs linéaires
et non-linéaires. La démonstration sera résumée dans quelques étapes. A
cet effet, nous faisons appel a certaines notations qui seront utiles et néces-

saires pour étudier I'existence et I'unicité de la solution faible du probléme
Pzélectro—viscoélastique_

Notations.

» Soit x et y tels que x = (u,p)eX et y = (v,y) € X.
« Soit la fonctionnelle ] définie de I'espace X vers R par :

Jx)=j(w), VYueV and VxeX. (3.68)

« Soit les deux formes bilinéaires a(.,.) et ay(.,.) défines respectivement par :
a(x,y— %) = a, (u(t), v— () + a.(@(r), v - u(1)) (3.69)

et
ag(%, y — %) = ag(t(t), v — (D). (3.70)

Vx=(ug@)eX,Vy=(v)eX,

- Soit la fonction F définie par :

F=(f,q) e VxW. (3.71)

Nous utilisons (3.68)—(3.71) alors le probléme précédent p2¢lectro-viscoélastique
prend la nouvelle forme :
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36.1 Probleme Pgélectro—viscoélastique

Probléme p3¢iectro-viscoélastique  Troyver le champ des déplacements 1 : Q) x
[0,T] — R et le potentiel électrique ¢ : Q2 x [0,T] — R tels que

alx,y—x)+ag(x,y—x)+J(y)-J(x) = (Ey-X)x, VyeX (3.72)
u(0) = up. (3.73)

Remarque.

Le probléme précédent p3électro-viscoélastique agt équivalent au probléme
Pzélectro—viscoélustique_

Notre principal résultat concernant 'existence et 'unicité de la solution faible du
probléme p3électro-viscoélastique gefini par (3.72)—(3.73) est le suivant.

Théoreme 10 Sous les hypothéses (3.38)—(3.58), alors le probléeme
p4electro-élastique 59met yne et une seule solution notée (u,¢) €V x W satisfaite :

alx,y—x)+agx,y—-2)+J(y)-Jx) = Ey—-x)x, YyeX. (3.74)

u(0) = up. (3.75)

La démonstartion du théoréme (10) est basé essentiellement sur la théorie des
inéquations variationnelles ef quelques propriétés des opérateurs linéaires
et non-linéaires. Pour plus de détails, consulter le livre : p.p. 61-66: [30]-M.
Sofonea and A. Matei., Variational inequalities with applications. A study of
antiplane frictional contact problems, Advances in machanics and mathematics,
Springer, 2009 (230 pages), year (2009).

k¥4 Simulation numérique

Dans cette section, nous présentons les résultats de simulation pour un
probléme antiplans de contact avec frottement pour un matériel électro-
viscoélastique et qui est en contact avec une fondation régide électrifiée. Le but
étant dans un premier temps de vérifier a chaque fois les résultats numériques
et graphiques pour le champ des déplacements u(.) et le champ électrique (.)
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selon la modification des valeurs numeériques concernant les forces surfaciques
et volumiques fy et f, respectivement, les chages électriques de densité vo-
lumiques et surfaciques qo et q2 respectivement, le coefficient de Lamé, le
coefficient de permitivité électrique, le seuil de frottement g et le pas h.

On définit les valeurs numeériques par :

0.06

0.04

Le domaine Q est subdivisé en trois parties disjointes Ty, T, et, I's tesl que
Q=10,24m] x[0.8m] etT; = ({0} x [0,8]) U ({24} x [0,8]), » = [0,24] x {4} et la derniére
frontiere 5 = [0,24] x {0}. Pour la partie électrique, nous avons divisé la frontiere T
en deux sous parties T ; = [0,24] x {4} et la deuxiéme frontiére T'j, = ({0} x [0,8]) U
({24} x [0,8]). Le module de Young E = 21.10%Pa et v =0.25. Nous avons pris les
valeurs numeériques pour les forces surfaciques et volumiques comme suit :

fo=0 N/m? et f,=(0,-4) N/m?. Maintenant, les charges éléctriques de densité
qo et q2 sont donnés par qyo =0 C/m> etqa =0 C/m?. On a pris aussi T = 1s
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0.18

0.16

0.06

0.04

0.02

et le seuil de frottement g = 0.4m. Finalement, et afin d’analyser les résultats
numeériques et graphiques en 2-D et en 3-D, nous supposons que la maille est
fixée a h=1/128.

Commentaire.

Dans cet exemple numérique, nous avons étudier les effets et l'influence de la
conductivité électrique de la fondation sur le processus de contact. Au début,
nous avons pris comme considération que la fondation est isolée et de plus, elle
est en contact et aussi elle est électrifiée. Nous remarquons qu’il n’y a pas de
charges électriques surT's. Les figures 1 et 2, nous montre les configurations
déformées et les forces de contact par frottement au temps différents valeurs
du temps T=0.5s et T =1s.

Apres exécution des données précédentes sur le logiciel Matlab”, une
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simulation numérique et graphique donne :

» FEM(32,20,0,0,11)

vy =

sBeBeBoleBeBeBoleBeBoBoleleBololle e o)

S

-0.0059
-0.0042
-0.0036
-0.0033
-0.0032
-0.0031
-0.0031
-0.0031
-0.0031
-0.0030
-0.0030
-0.0030
-0.0031
-0.0031



3.7. Simulation numérique

65

-0.0031
-0.0031
-0.0032
-0.0033
-0.0036
-0.0042
-0.0059
-0.0106
-0.0092
-0.0081
-0.0075
-0.0071
-0.0069
-0.0068
-0.0067
-0.0067
-0.0066
-0.0066
-0.0066
-0.0067
-0.0067
-0.0068
-0.0069
-0.0071
-0.0075
-0.0081
-0.0092
-0.0106
-0.0155
-0.0141
-0.0130
-0.0122
-0.0116
-0.0113
-0.0110
-0.0109
-0.0108
-0.0108
-0.0107
-0.0108
-0.0108
-0.0109
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-0.0110
-0.0113
-0.0116
-0.0122
-0.0130
-0.0141
-0.0155
-0.0205
-0.0192
-0.0181
-0.0172
-0.0166
-0.0161
-0.0158
-0.0156
-0.0154
-0.0153
-0.0153
-0.0153
-0.0154
-0.0156
-0.0158
-0.0161
-0.0166
-0.0172
-0.0181
-0.0192
-0.0205
-0.0256
-0.0245
-0.0235
-0.0226
-0.0219
-0.0213
-0.0209
-0.0207
-0.0205
-0.0204
-0.0203
-0.0204
-0.0205
-0.0207
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-0.0209
-0.0213
-0.0219
-0.0226
-0.0235
-0.0245
-0.0256
-0.0310
-0.0300
-0.0290
-0.0281
-0.0274
-0.0269
-0.0264
-0.0261
-0.0259
-0.0258
-0.0257
-0.0258
-0.0259
-0.0261
-0.0264
-0.0269
-0.0274
-0.0281
-0.0290
-0.0300
-0.0310
-0.0366
-0.0356
-0.0347
-0.0339
-0.0332
-0.0326
-0.0322
-0.0319
-0.0316
-0.0315
-0.0314
-0.0315
-0.0316
-0.0319
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-0.0322
-0.0326
-0.0332
-0.0339
-0.0347
-0.0356
-0.0366
-0.0424
-0.0415
-0.0407
-0.0399
-0.0392
-0.0387
-0.0382
-0.0379
-0.0376
-0.0375
-0.0374
-0.0375
-0.0376
-0.0379
-0.0382
-0.0387
-0.0392
-0.0399
-0.0407
-0.0415
-0.0424
-0.0484
-0.0475
-0.0468
-0.0461
-0.0454
-0.0449
-0.0444
-0.0441
-0.0439
-0.0437
-0.0437
-0.0437
-0.0439
-0.0441
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-0.0444
-0.0449
-0.0454
-0.0461
-0.0468
-0.0475
-0.0484
-0.0545
-0.0538
-0.0530
-0.0524
-0.0518
-0.0513
-0.0509
-0.0505
-0.0503
-0.0501
-0.0501
-0.0501
-0.0503
-0.0505
-0.0509
-0.0513
-0.0518
-0.0524
-0.0530
-0.0538
-0.0545
-0.0608
-0.0601
-0.0595
-0.0589
-0.0583
-0.0578
-0.0574
-0.0571
-0.0569
-0.0567
-0.0567
-0.0567
-0.0569
-0.0571
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-0.0574
-0.0578
-0.0583
-0.0589
-0.0595
-0.0601
-0.0608
-0.0672
-0.0666
-0.0660
-0.0655
-0.0650
-0.0645
-0.0641
-0.0638
-0.0636
-0.0635
-0.0634
-0.0635
-0.0636
-0.0638
-0.0641
-0.0645
-0.0650
-0.0655
-0.0660
-0.0666
-0.0672
-0.0738
-0.0732
-0.0727
-0.0722
-0.0717
-0.0713
-0.0709
-0.0707
-0.0705
-0.0703
-0.0703
-0.0703
-0.0705
-0.0707
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-0.0709
-0.0713
-0.0717
-0.0722
-0.0727
-0.0732
-0.0738
-0.0804
-0.0799
-0.0794
-0.0790
-0.0785
-0.0782
-0.0778
-0.0776
-0.0774
-0.0773
-0.0772
-0.0773
-0.0774
-0.0776
-0.0778
-0.0782
-0.0785
-0.0790
-0.0794
-0.0799
-0.0804
-0.0871
-0.0867
-0.0863
-0.0858
-0.0855
-0.0851
-0.0848
-0.0846
-0.0844
-0.0843
-0.0842
-0.0843
-0.0844
-0.0846
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-0.0848
-0.0851
-0.0855
-0.0858
-0.0863
-0.0867
-0.0871
-0.0939
-0.0935
-0.0931
-0.0928
-0.0924
-0.0921
-0.0918
-0.0916
-0.0914
-0.0913
-0.0913
-0.0913
-0.0914
-0.0916
-0.0918
-0.0921
-0.0924
-0.0928
-0.0931
-0.0935
-0.0939
-0.1007
-0.1004
-0.1000
-0.0997
-0.0994
-0.0991
-0.0988
-0.0986
-0.0985
-0.0984
-0.0984
-0.0984
-0.0985
-0.0986
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-0.0988
-0.0991
-0.0994
-0.0997
-0.1000
-0.1004
-0.1007
-0.1076
-0.1073
-0.1070
-0.1067
-0.1064
-0.1061
-0.1059
-0.1057
-0.1056
-0.1055
-0.1055
-0.1055
-0.1056
-0.1057
-0.1059
-0.1061
-0.1064
-0.1067
-0.1070
-0.1073
-0.1076
-0.1144
-0.1142
-0.1139
-0.1136
-0.1134
-0.1131
-0.1129
-0.1128
-0.1126
-0.1126
-0.1125
-0.1126
-0.1126
-0.1128
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-0.1129
-0.1131
-0.1134
-0.1136
-0.1139
-0.1142
-0.1144
-0.1213
-0.1211
-0.1208
-0.1206
-0.1204
-0.1201
-0.1199
-0.1198
-0.1197
-0.1196
-0.1196
-0.1196
-0.1197
-0.1198
-0.1199
-0.1201
-0.1204
-0.1206
-0.1208
-0.1211
-0.1213
-0.1281
-0.1279
-0.1277
-0.1275
-0.1273
-0.1271
-0.1269
-0.1268
-0.1267
-0.1266
-0.1266
-0.1266
-0.1267
-0.1268
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-0.1269
-0.1271
-0.1273
-0.1275
-0.1277
-0.1279
-0.1281
-0.1349
-0.1347
-0.1346
-0.1344
-0.1342
-0.1340
-0.1339
-0.1338
-0.1337
-0.1336
-0.1336
-0.1336
-0.1337
-0.1338
-0.1339
-0.1340
-0.1342
-0.1344
-0.1346
-0.1347
-0.1349
-0.1416
-0.1415
-0.1414
-0.1412
-0.1411
-0.1409
-0.1408
-0.1407
-0.1406
-0.1405
-0.1405
-0.1405
-0.1406
-0.1407
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-0.1408
-0.1409
-0.1411
-0.1412
-0.1414
-0.1415
-0.1416
-0.1483
-0.1482
-0.1481
-0.1480
-0.1478
-0.1477
-0.1476
-0.1475
-0.1474
-0.1474
-0.1474
-0.1474
-0.1474
-0.1475
-0.1476
-0.1477
-0.1478
-0.1480
-0.1481
-0.1482
-0.1483
-0.1550
-0.1549
-0.1548
-0.1547
-0.1546
-0.1544
-0.1543
-0.1542
-0.1542
-0.1541
-0.1541
-0.1541
-0.1542
-0.1542
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-0.1543
-0.1544
-0.1546
-0.1547
-0.1548
-0.1549
-0.1550
-0.1615
-0.1615
-0.1614
-0.1613
-0.1612
-0.1611
-0.1610
-0.1609
-0.1609
-0.1608
-0.1608
-0.1608
-0.1609
-0.1609
-0.1610
-0.1611
-0.1612
-0.1613
-0.1614
-0.1615
-0.1615
-0.1680
-0.1680
-0.1679
-0.1678
-0.1677
-0.1676
-0.1676
-0.1675
-0.1674
-0.1674
-0.1674
-0.1674
-0.1674
-0.1675
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-0.1676
-0.1676
-0.1677
-0.1678
-0.1679
-0.1680
-0.1680
-0.1744
-0.1744
-0.1744
-0.1743
-0.1742
-0.1741
-0.1740
-0.1740
-0.1739
-0.1739
-0.1739
-0.1739
-0.1739
-0.1740
-0.1740
-0.1741
-0.1742
-0.1743
-0.1744
-0.1744
-0.1744
-0.1808
-0.1808
-0.1807
-0.1806
-0.1806
-0.1805
-0.1804
-0.1803
-0.1803
-0.1803
-0.1803
-0.1803
-0.1803
-0.1803
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-0.1804
-0.1805
-0.1806
-0.1806
-0.1807
-0.1808
-0.1808
-0.1870
-0.1870
-0.1870
-0.1869
-0.1868
-0.1868
-0.1867
-0.1866
-0.1866
-0.1865
-0.1865
-0.1865
-0.1866
-0.1866
-0.1867
-0.1868
-0.1868
-0.1869
-0.1870
-0.1870
-0.1870
-0.1933
-0.1933
-0.1932
-0.1931
-0.1930
-0.1929
-0.1928
-0.1927
-0.1927
-0.1926
-0.1926
-0.1926
-0.1927
-0.1927
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-0.1928
-0.1929
-0.1930
-0.1931
-0.1932
-0.1933
-0.1933
-0.1995
-0.1995
-0.1994
-0.1993
-0.1992
-0.1990
-0.1989
-0.1987
-0.1986
-0.1986
-0.1986
-0.1986
-0.1986
-0.1987
-0.1989
-0.1990
-0.1992
-0.1993
-0.1994
-0.1995
-0.1995

The maximum displacement UX

ans =

0.0603

The maximum displacement UY

ans =
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0.1995

» FEM(60,20,0,0,12)

vy =

-3.4273
-3.4329
-3.4379
-3.4423
-3.4461
-3.4493
-3.4519
-3.4539
-3.4553
-3.4561
-3.4564
-3.4561
-3.4553
-3.4539
-3.4519
-3.4493
-3.4461
-3.4423
-3.4379
-3.4329
-3.4273
-3.4262
-3.4319
-3.4369
-3.4413
-3.4451
-3.4482
-3.4508
-3.4528
-3.4542
-3.4551
-3.4554
-3.4551
-3.4542
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-3.4528
-3.4508
-3.4482
-3.4451
-3.4413
-3.4369
-3.4319
-3.4262
-3.4231
-3.4288
-3.4338
-3.4381
-3.4419
-3.4451
-3.4477
-3.4497
-3.4511
-3.4520
-3.4522
-3.4520
-3.4511
-3.4497
-3.4477
-3.4451
-3.4419
-3.4381
-3.4338
-3.4288
-3.4231
-3.4179
-3.4236
-3.4286
-3.4329
-3.4367
-3.4399
-3.4425
-3.4445
-3.4459
-3.4467
-3.4470
-3.4467
-3.4459
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-3.4444
-3.4425
-3.4399
-3.4367
-3.4329
-3.4286
-3.4236
-3.4179
-3.4107
-3.4163
-3.4213
-3.4257
-3.4294
-3.4326
-3.4351
-3.4371
-3.4386
-3.4394
-3.4397
-3.4394
-3.4386
-3.4371
-3.4351
-3.4326
-3.4294
-3.4257
-3.4213
-3.4163
-3.4107
-3.4013
-3.4070
-3.4119
-3.4163
-3.4200
-3.4232
-3.4258
-3.4277
-3.4292
-3.4300
-3.4303
-3.4300
-3.4292
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-3.4277
-3.4258
-3.4232
-3.4200
-3.4163
-3.4119
-3.4070
-3.4013
-3.3899
-3.3955
-3.4005
-3.4049
-3.4086
-3.4117
-3.4143
-3.4163
-3.4177
-3.4185
-3.4188
-3.4185
-3.4177
-3.4163
-3.4143
-3.4117
-3.4086
-3.4048
-3.4005
-3.3955
-3.3899
-3.3765
-3.3821
-3.3870
-3.3913
-3.3951
-3.3982
-3.4008
-3.4027
-3.4041
-3.4050
-3.4053
-3.4050
-3.4041
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-3.4027
-3.4008
-3.3982
-3.3951
-3.3913
-3.3870
-3.3821
-3.3765
-3.3610
-3.3666
-3.3715
-3.3758
-3.3795
-3.3826
-3.3852
-3.3871
-3.3885
-3.3894
-3.3896
-3.3894
-3.3885
-3.3871
-3.3852
-3.3826
-3.3795
-3.3758
-3.3715
-3.3666
-3.3610
-3.3435
-3.3490
-3.3539
-3.3582
-3.3619
-3.3650
-3.3675
-3.3695
-3.3708
-3.3717
-3.3720
-3.3717
-3.3708



86

3. Etude et analyse d’un probléme antiplans électro-viscoélastique

-3.3695
-3.3675
-3.3650
-3.3619
-3.3582
-3.3539
-3.3490
-3.3435
-3.3239
-3.3294
-3.3343
-3.3385
-3.3422
-3.3453
-3.3478
-3.3497
-3.3511
-3.3520
-3.3522
-3.3520
-3.3511
-3.3497
-3.3478
-3.3453
-3.3422
-3.3385
-3.3343
-3.3294
-3.3239
-3.3023
-3.3078
-3.3126
-3.3169
-3.3205
-3.3236
-3.3261
-3.3280
-3.3294
-3.3302
-3.3305
-3.3302
-3.3294
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-3.3280
-3.3261
-3.3236
-3.3205
-3.3169
-3.3126
-3.3078
-3.3023
-3.2787
-3.2841
-3.2890
-3.2932
-3.2968
-3.2998
-3.3023
-3.3042
-3.3056
-3.3064
-3.3067
-3.3064
-3.3056
-3.3042
-3.3023
-3.2998
-3.2968
-3.2932
-3.2889
-3.2841
-3.2787
-3.2531
-3.2585
-3.2633
-3.2675
-3.2711
-3.2741
-3.2765
-3.2784
-3.2798
-3.2806
-3.2809
-3.2806
-3.2798
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-3.2784
-3.2765
-3.2741
-3.2710
-3.2675
-3.2633
-3.2585
-3.2531
-3.2255
-3.2309
-3.2356
-3.2398
-3.2433
-3.2463
-3.2488
-3.2507
-3.2520
-3.2528
-3.2531
-3.2528
-3.2520
-3.2507
-3.2488
-3.2463
-3.2433
-3.2398
-3.2356
-3.2309
-3.2255
-3.1960
-3.2013
-3.2060
-3.2101
-3.2136
-3.2166
-3.2190
-3.2209
-3.2222
-3.2230
-3.2233
-3.2230
-3.2222
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-3.2209
-3.2190
-3.2166
-3.2136
-3.2101
-3.2060
-3.2013
-3.1960
-3.1645
-3.1697
-3.1744
-3.1785
-3.1820
-3.1849
-3.1873
-3.1892
-3.1905
-3.1913
-3.1915
-3.1913
-3.1905
-3.1891
-3.1873
-3.1849
-3.1820
-3.1784
-3.1744
-3.1697
-3.1645
-3.1310
-3.1362
-3.1409
-3.1449
-3.1484
-3.1513
-3.1536
-3.1555
-3.1568
-3.1576
-3.1578
-3.1576
-3.1568
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-3.1555
-3.1536
-3.1513
-3.1483
-3.1449
-3.1408
-3.1362
-3.1310
-3.0957
-3.1008
-3.1054
-3.1094
-3.1128
-3.1157
-3.1180
-3.1199
-3.1211
-3.1219
-3.1222
-3.1219
-3.1211
-3.1198
-3.1180
-3.1157
-3.1128
-3.1094
-3.1054
-3.1008
-3.0957
-3.0584
-3.0635
-3.0680
-3.0720
-3.0754
-3.0782
-3.0805
-3.0823
-3.0836
-3.0844
-3.0846
-3.0844
-3.0836
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-3.0823
-3.0805
-3.0782
-3.0753
-3.0720
-3.0680
-3.0635
-3.0584
-3.0193
-3.0243
-3.0288
-3.0327
-3.0360
-3.0388
-3.0411
-3.0429
-3.0442
-3.0449
-3.0452
-3.0449
-3.0441
-3.0429
-3.0411
-3.0388
-3.0360
-3.0327
-3.0288
-3.0243
-3.0193
-2.9783
-2.9833
-2.9877
-2.9915
-2.9948
-2.9976
-2.9999
-3.0016
-3.0028
-3.0036
-3.0038
-3.0036
-3.0028
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-3.0016
-2.9998
-2.9976
-2.9948
-2.9915
-2.9877
-2.9833
-2.9783
-2.9355
-2.9404
-2.9447
-2.9485
-2.9518
-2.9545
-2.9567
-2.9585
-2.9597
-2.9604
-2.9607
-2.9604
-2.9597
-2.9584
-2.9567
-2.9545
-2.9518
-2.9485
-2.9447
-2.9404
-2.9355
-2.8909
-2.8957
-2.9000
-2.9037
-2.9069
-2.9096
-2.9118
-2.9135
-2.9147
-2.9154
-2.9156
-2.9154
-2.9147
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-2.9135
-2.9118
-2.9096
-2.9069
-2.9037
-2.8999
-2.8957
-2.8908
-2.8444
-2.8492
-2.8534
-2.8571
-2.8602
-2.8629
-2.8650
-2.8667
-2.8679
-2.8686
-2.8688
-2.8686
-2.8679
-2.8667
-2.8650
-2.8629
-2.8602
-2.8571
-2.8534
-2.8492
-2.8444
-2.7962
-2.8009
-2.8051
-2.8087
-2.8118
-2.8144
-2.8165
-2.8182
-2.8193
-2.8200
-2.8203
-2.8200
-2.8193
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-2.8182
-2.8165
-2.8144
-2.8118
-2.8087
-2.8051
-2.8009
-2.7963
-2.7463
-2.7509
-2.7550
-2.7585
-2.7616
-2.7642
-2.7662
-2.7679
-2.7690
-2.7697
-2.7699
-2.7697
-2.7690
-2.7679
-2.7663
-2.7642
-2.7616
-2.7586
-2.7550
-2.7509
-2.7464
-2.6947
-2.6992
-2.7032
-2.7067
-2.7097
-2.7122
-2.7143
-2.7158
-2.7170
-2.7176
-2.7179
-2.7177
-2.7170



3.7. Simulation numérique

95

-2.7159
-2.7143
-2.7122
-2.7097
-2.7067
-2.7032
-2.6993
-2.6947
-2.6414
-2.6458
-2.6497
-2.6532
-2.6561
-2.6586
-2.6606
-2.6621
-2.6632
-2.6639
-2.6641
-2.6639
-2.6633
-2.6622
-2.6606
-2.6586
-2.6562
-2.6532
-2.6498
-2.6459
-2.6415
-2.5864
-2.5908
-2.5946
-2.5980
-2.6008
-2.6033
-2.6052
-2.6067
-2.6078
-2.6085
-2.6087
-2.6085
-2.6079
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-2.6068
-2.6053
-2.6033
-2.6009
-2.5981
-2.5947
-2.5909
-2.56866
-2.5299
-2.5341
-2.5379
-2.5411
-2.5440
-2.5463
-2.5482
-2.5497
-2.5508
-2.5515
-2.5517
-2.5515
-2.5509
-2.5498
-2.5484
-2.5464
-2.5441
-2.5413
-2.5380
-2.5343
-2.5300
-2.4717
-2.4758
-2.4795
-2.4827
-2.4855
-2.4878
-2.4897
-2.4911
-2.4922
-2.4928
-2.4930
-2.4929
-2.4923
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-2.4913
-2.4898
-2.4880
-2.4857
-2.4829
-2.4797
-2.4761
-2.4719
-2.4120
-2.4160
-2.4196
-2.4227
-2.4254
-2.4277
-2.4295
-2.4309
-2.4320
-2.4326
-2.4328
-2.4327
-2.4321
-2.4311
-2.4297
-2.4279
-2.4257
-2.4230
-2.4199
-2.4163
-2.4123
-2.3507
-2.3547
-2.3581
-2.3612
-2.3638
-2.3660
-2.3678
-2.3692
-2.3702
-2.3709
-2.3711
-2.3710
-2.3704
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-2.3695
-2.3681
-2.3664
-2.3642
-2.3616
-2.3586
-2.3551
-2.3511
-2.2880
-2.2918
-2.2952
-2.2982
-2.3007
-2.3029
-2.3046
-2.3060
-2.3070
-2.3076
-2.3079
-2.3078
-2.3072
-2.3063
-2.3050
-2.3034
-2.3012
-2.2987
-2.2958
-2.2924
-2.2885
-2.2238
-2.2275
-2.2308
-2.2337
-2.2362
-2.2383
-2.2400
-2.2413
-2.2423
-2.2429
-2.2432
-2.2431
-2.2426
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-2.2418
-2.2405
-2.2389
-2.2368
-2.2344
-2.2315
-2.2282
-2.2245
-2.1582
-2.1618
-2.1650
-2.1678
-2.1702
-2.1722
-2.1739
-2.1752
-2.1762
-2.1768
-2.1771
-2.1770
-2.1766
-2.1758
-2.1746
-2.1730
-2.1711
-2.1687
-2.1659
-2.1627
-2.1591
-2.0912
-2.0947
-2.0977
-2.1004
-2.1028
-2.1048
-2.1064
-2.1077
-2.1087
-2.1093
-2.1096
-2.1096
-2.1092
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-2.1084
-2.1073
-2.1058
-2.1039
-2.1016
-2.0989
-2.0958
-2.0923
-2.0228
-2.0262
-2.0292
-2.0318
-2.0340
-2.0360
-2.0376
-2.0388
-2.0398
-2.0404
-2.0408
-2.0408
-2.0404
-2.0397
-2.0387
-2.0373
-2.0355
-2.0333
-2.0307
-2.0277
-2.0243
-1.9532
-1.9564
-1.9593
-1.9618
-1.9640
-1.9658
-1.9674
-1.9687
-1.9696
-1.9703
-1.9706
-1.9707
-1.9704
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-1.9698
-1.9688
-1.9675
-1.9657
-1.9636
-1.9611
-1.9582
-1.9549
-1.8823
-1.8854
-1.8881
-1.8905
-1.8926
-1.8944
-1.8960
-1.8972
-1.8982
-1.8988
-1.8992
-1.8993
-1.8991
-1.8986
-1.8977
-1.8964
-1.8948
-1.8928
-1.8904
-1.8876
-1.8844
-1.8101
-1.8131
-1.8157
-1.8180
-1.8201
-1.8218
-1.8233
-1.8245
-1.8255
-1.8262
-1.8266
-1.8268
-1.8266
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-1.8262
-1.8254
-1.8242
-1.8227
-1.8207
-1.8184
-1.8158
-1.8127
-1.7368
-1.7397
-1.7422
-1.7444
-1.7463
-1.7480
-1.7494
-1.7506
-1.7516
-1.7524
-1.7528
-1.7531
-1.7530
-1.7526
-1.7519
-1.7508
-1.7494
-1.7476
-1.7454
-1.7428
-1.7398
-1.6624
-1.6651
-1.6675
-1.6696
-1.6714
-1.6730
-1.6744
-1.6756
-1.6766
-1.6774
-1.6779
-1.6782
-1.6782
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-1.6779
-1.6773
-1.6764
-1.6751
-1.6734
-1.6713
-1.6688
-1.6659
-1.5870
-1.56895
-1.6917
-1.5937
-1.5954
-1.5970
-1.56983
-1.5995
-1.6005
-1.6013
-1.6019
-1.6022
-1.6024
-1.6022
-1.6017
-1.6009
-1.6997
-1.6981
-1.5961
-1.5937
-1.5909
-1.5106
-1.56129
-1.5150
-1.5168
-1.5184
-1.5199
-1.5212
-1.5224
-1.5234
-1.5242
-1.5248
-1.5252
-1.5254
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-1.5254
-1.5250
-1.5243
-1.5232
-1.5218
-1.5199
-1.5176
-1.5149
-1.4332
-1.4354
-1.4373
-1.4390
-1.4405
-1.4419
-1.4431
-1.4442
-1.4452
-1.4460
-1.4467
-1.4472
-1.4475
-1.4476
-1.4473
-1.4468
-1.4458
-1.4445
-1.4427
-1.4405
-1.4380
-1.3551
-1.3570
-1.3587
-1.3603
-1.3617
-1.3630
-1.3642
-1.3652
-1.3661
-1.3670
-1.3677
-1.3682
-1.3686
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-1.3688
-1.3687
-1.3683
-1.3675
-1.3663
-1.3646
-1.3625
-1.3600
-1.2762
-1.2779
-1.2795
-1.2809
-1.2822
-1.2833
-1.2844
-1.2853
-1.2862
-1.2870
-1.2877
-1.2882
-1.2887
-1.2890
-1.2890
-1.2888
-1.2881
-1.2871
-1.2855
-1.2835
-1.2811
-1.1966
-1.1982
-1.1996
-1.2008
-1.2019
-1.2029
-1.2038
-1.2047
-1.2054
-1.2061
-1.2068
-1.2073
-1.2078
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-1.2082
-1.2084
-1.2083
-1.2078
-1.2069
-1.2055
-1.2036
-1.2012
-1.1166
-1.1180
-1.1191
-1.1202
-1.1211
-1.1220
-1.1227
-1.1234
-1.1240
-1.1245
-1.1250
-1.1255
-1.1260
-1.1264
-1.1267
-1.1268
-1.1265
-1.1258
-1.1245
-1.1227
-1.1203
-1.0363
-1.0374
-1.0383
-1.0392
-1.0400
-1.0406
-1.0411
-1.0415
-1.0419
-1.0422
-1.0425
-1.0429
-1.0432
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-1.0436
-1.0439
-1.0441
-1.0441
-1.0436
-1.0424
-1.0407
-1.0383
-0.9557
-0.9565
-0.9573
-0.9580
-0.9585
-0.9589
-0.9592
-0.9593
-0.9593
-0.9593
-0.9593
-0.9594
-0.9595
-0.9597
-0.9600
-0.9603
-0.9604
-0.9601
-0.9592
-0.9575
-0.9551
-0.8750
-0.8757
-0.8763
-0.8767
-0.8770
-0.8771
-0.8770
-0.8768
-0.8765
-0.8760
-0.8756
-0.8752
-0.8748
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-0.8747
-0.8748
-0.8750
-0.8752
-0.8752
-0.8745
-0.8729
-0.8704
-0.7945
-0.7949
-0.7953
-0.7955
-0.7956
-0.7954
-0.7949
-0.7943
-0.7935
-0.7925
-0.7914
-0.7903
-0.7894
-0.7886
-0.7882
-0.7881
-0.7883
-0.7884
-0.7880
-0.7865
-0.7839
-0.7142
-0.7144
-0.7146
-0.7147
-0.7144
-0.7139
-0.7131
-0.7120
-0.7106
-0.7090
-0.7071
-0.7052
-0.7033
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-0.7015
-0.7001
-0.6992
-0.6989
-0.6991
-0.6990
-0.6978
-0.6949
-0.6342
-0.6344
-0.6344
-0.6342
-0.6337
-0.6329
-0.6317
-0.6302
-0.6282
-0.6258
-0.6231
-0.6201
-0.6169
-0.6137
-0.6106
-0.6082
-0.6067
-0.6063
-0.6064
-0.6055
-0.6023
-0.5548
-0.5548
-0.5547
-0.5544
-0.5537
-0.5526
-0.5511
-0.5491
-0.5466
-0.5435
-0.5398
-0.5356
-0.5309
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-0.5258
-0.5204
-0.5153
-0.5110
-0.5084
-0.5080
-0.5074
-0.5040
-0.4759
-0.4758
-0.4756
-0.4752
-0.4744
-0.4732
-0.4715
-0.4692
-0.4662
-0.4624
-0.4579
-0.4524
-0.4461
-0.4388
-0.4307
-0.4218
-0.4126
-0.4042
-0.3991
-0.3992
-0.3941
-0.3973
-0.3973
-0.3971
-0.3968
-0.3961
-0.3949
-0.3931
-0.3907
-0.3874
-0.3832
-0.3779
-0.3714
-0.3636
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-0.3543
-0.3433
-0.3303
-0.3149
-0.2970
-0.2775
-0.2626
-0.2641
-0.3190
-0.3190
-0.3191
-0.3190
-0.3186
-0.3178
-0.3163
-0.3140
-0.3107
-0.3063
-0.3006
-0.2934
-0.2846
-0.2738
-0.2606
-0.2444
-0.2242
-0.1978
-0.1608
-0.1020

The maximum displacement UX

ans =

0.9479

The maximum displacement UY

ans =
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3.4564

k¥:2 Conclusion et perspectives

En conclusion, dans cette derniére partie de la these, nous avons considéré
que le matériel est électro-viscoélastique’ avec des conditions aux limites et
d’une loi de frottement de type de Tresca. Au premier point, dans I'étude de ce
probléme nous négligeons les termes d’inertie dans I'équation du mouvement
ce qui nous conduit a un probleme statique. Nous dérivons une formulation
variationnelle qui sera notée par la suite 2veéleciro-viscoélastique dg ce modele
qui est sous la forme d’'un systéme couplé en premier temps; d’une inéquation
variationelle d’evolution pour le champ des déplacements u(.) avec une équation
variationnelle pour le champ électrique ¢(.).

Des perspectives similaires de convergence seront étudiés dans les prochains
travaux:

- Pour les lois de frottement de type

|euav + poyu+ e6V<p| <g
. (3.76)
0udy + noyu+0vp = —gy; Siu#0 surls.
- Pour les lois de frottement régularisées de type :
. L'tp
00y Tt + noy up + edvpp =—g on Tj. (3.77)

Le calcul scientifique d’une maniére générale, et la méthode des éléments finis
en particulier, sont utilisés de maniére intensive dans tous les secteurs. Toute
amélioration de la performance des méthodes numériques est donc un enjeu
majeur : rapidité, précision, fiabilité...

A long terme, il pourrait étre intéressant d'utiliser une autre méthode de
raffinement de maillage : la méthode des éléments finis. Il s’agit d’'une autre

fiipg, Sofonea, M. Dalah, Antiplane Frictional Contact of Electro-Viscoelastic Cylinders, Electronic
Journal of Differential Equations, Vol. 2007(2007), No. 161, pp. 114.
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maniére d’augmenter la précision de la solution. L'avantage de cette méthode
réside dans 'augmentation des degrés d’interpolation des éléments tout en
conservant la topologie du maillage. Cependant, la difficulté de cette méthode
reste dans sa mise en ceuvre et dans son implémentation.

Enfin, Les perspectives de développement du code de calcul concernent d’
une part les modéles électro-viscoélastiques en 2-D et en 3-D utilisés et, d’
autre part, les méthodes numériques employées. Un vaste travail de validation
des modeles reste a faire et un niveau approprié de description de ce type des
problemes en mécanique de contact reste a définir.






CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES

Pour finir, nous listons quelques perspectives concernant I'extension de nos
axes de recherches vers les problemes électro-viscoélastiques régularisés.

Table des matiéres:
Chapitre 4: Conclusion générale et perspectives

4.1 Conclusion générale et Perspectives

Conclusion genérale et Perspectives

tement pour des matériaux viscoélastiques et électro-viscoélastiques

avec ou sans frottement. Le but principal concernant la solution faible
a été prouvé et justifié sous des hypothéses posées dans chaque probleme
étudie.

DNS ce travail on a étudié deux problémes antiplans de contact avec frot-

Dans l'étude de chaque probleme, nous avons dérivé une forme
faible de chaque probléme sous forme d’une inéquation variation-
nelle d’évolution intégro-différentielle. Notre principal résultat porte

sur l'existence et 'unicité de solutions faibles ainsi, que le comportement de
cette solution pour les probléemes antiplans de contact avec frottement pour des
matériaux viscoélastiques et électro-viscoélastiques .

CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES
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Les perspectives restent nombreuses, on compte faire un travail sur les
problémes antiplans de contact avec loi de frottement régularisés a
partir de ces résultats, pour les problemes étudiés’.

iHacene-Chaouche Soumeya: DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES, FACULTE DES SCI-
ENCES EXACTES, UNIVERSITE DES FRERE MENTOURI CONSTANTINE, B.P. 325 ROUTE
AIN EL BEY, CONSTANTINE 25017, ALGERIE. Decembre 2018.
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AN Quelques inégalités

ANNEXE A: QUELQUES INEGALITES

Dans cet annexe, nous allons présenter quelques inégalités
élémentaires et utiles pour I'étude des problemes posés dans le
chapitre 3. A cet effet, nous introduisons I'espace des fonctions

continues sur l'intervalle [a,b] définit par € ([a, b)) pour tout a,b € R.

Inégalité 1 (Lemme de Gronwall) On suppose que f,g € €(la, b)) sat-
isfont la relation:

b
fH =g +cf f(s)ds,Vtela,bl. (5.1)
a

avec la constante ¢ > 0. Alors, on a:

b
fin=<gmn+ cf g(9)e’"9ds, Yt e [a,bl. (5.2)
a

De plus, si f et g sont non-monotones, alors, l'inégalité 5.2 prend la
forme suivante:
Inégaliteé 2
f(t)<g®)e’"9 Vtea,b). (5.3)
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Inégalité 3 (Inégalité de Young) Soient p,q € R deux exposants con-
jugués avec 1< p <oo et % + % = 1. Alors, on a la majoration suivante :

p q
abs%+%, Va,b=0. (5.4)

Inégalité 4 Soient p >0 avec p € R. Alors, on a la majoration suivante :

lulP Tuv-—u) <

1
" 1.|v|’”+1 + m.w’“, Vi, veR,u#0.  (5.5)

Inégalité 5 (Inégalité de Holder) Soient ue L7 (Q) et ve L9(Q). Alors,
on:
fﬂlu(x)-v(x)ldxs leelliLe o v liLa - (5.6)

Inégalité 6 Lespace 1?(Q) est séparable et vérifié I'inégalité de Cauchy-
Schwarz

IL uX)vX)dx| < ullz2q)llviizg), Yu,ve L2(Q). (5.7)

Inégalité 7 On a les résultats suivants:
lulpz2q) < lully, (5.8)

l0u; ||L2(Q) < llullg, (5.9)

Inégalité 8 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné de I'espace
R4 pour d = 1,2, il existe une constante notée cq telle que

Yue H(l)(Q), ||u||L2(Q) = CQ”vu”LZ(Q). (510)
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