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Titre ;

« Sur une classe de problemes aux limites pour équations aux
dérivées partielles avec conditions aux bords non standards »

Résumeé

Dans ce travail on étudie un probleme mixte avec condition intégrale avec
bornes variables pour les équations aux dérivées partielles du type mixte.

On démontre I'existence et I'unicité de la solution dans un espace fonctionnel de
Sobolev avec poids.

La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la densité
de I'image de I'opérateur engendré par le probléme considéré.

Mots Clés : Equation parabolique de type mixte, inéquation énergétique, Espace
de Sobolev avec poids, Conditions aux bords, Condition intégrale avec bornes variables.



Abstract

In this work, we study a mixed problem with an integral space variable condition
for a parabolic equation of mixed type.

The existence and uniqueness of the solution in functional weighed Sobolev
space are proved. The proof is based on two sided a priori estimates and the density of
the range of the operator generated by the considered problem.

Key Words: Parabolic Equation of mixed type, Three-point boundary condition,
Integral space variable condition, Energy inequalities, Weighted Sobolev Space.
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Chapitre 1

Introduction

Nous étudions dans la présente thése certaines classes de problemes aux limites non
standards.
Nous développons plus exactement la méthode des inégalités énergétiques & de nou-

velles classes de problémes.

La méthode des inégalités énergétiques s’est avérée un outil efficace dans ’étude des
problémes non classiques. De tels problémes ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents
types d’équations : paraboliques, pscudo-paraboliques, hyperboliques ¢t du type mixte ¢t ccla

en utilisant différentes méthodes.
La these est composée d’une introduction et de deux autres chapitres.

Nous commencons par une introduction ot nous présentons ’historique et 'intérét du
théme abordé et nous rappellons certaines notions préliminaires qui seront utilisées par la suite,

A savoir les opérateurs de régularisations.

Au second chapitre nous étudions un probléme mixte avec condition intégrale & une

borne variable pour les équations paraboliques de type mixte. Nous écrivons le probléme sous



forme opérationnelle, et nous décrivons le cadre fonctionnel en précisant les espaces fonctionnels
dans lesquels I’étude est faite. Nous établissons un théoréme d’homéomorphisme. La démons-
tration est basée sur une estimation a priori bilatérale et la densité de ’ensemble des valeurs

de cet opérateur dans ’espace d’arrivée F.

Dans le troisiéme chapitre nous étendons la méthode développée au premier chapitre &
I’étude d'un probléme mixte avec condition intégrale a deux bornes variables pour les équations
aux dérivées partielles du type mixte. Nous décrivons le cadre fonctionnel en précisant les
espaces fonctionnels dans lesquels ’étude est faite. Nous montrons l’existence et 'unicité de
la solution forte. La démonstration est basée sur une inégalité de 1’énergie et sur la densité
de I'ensemble des valeurs de 'opérateur engendré par 'opérateur en question dans I’espace

d’arrivée F'.

Dans la présente thése nous donnons un développement important de la méthode des
inégalités énergétiques a de nouvelles classes de problémes non classiques. Elle comporte des
résultats intéressants et originaux ayant faits ’objet de publications dans des revues interna-

tionales.

La signification physique de base des conditions intégrales (moyenne, flux total, énergie
totale, masse totale, moment...) a été la raison essentielle de l'intérét croissant a ce type de

problémes.

La modélisation mathématique des problémes avec conditions intégrales est rencontrée
en théorie de la conduction thermique [6], [7], [25], [26], [27], dans I’étude des déformations vis-
coélastiques, dans les matériaux & mémoires (en particulier les polymeres), en thermoélasticité
[42], dans les semiconducteurs [1], en physique des plasmas [41] et en biotechnologie. On peut

également citer qu’un nombre important de problémes paraboliques avec conditions non locales



sont rencontrés en théorie quasi statique de thermoélasticité [12], [13].

De tels problémes ont étés étudiés dans [2], [3], [4], [5], [6], [8], [9], [10], [14], [25],
[26], [27], [28], [43], [52] pour une classe d’équations paraboliques, dans [11] pour les équations
pseudo-paraboliques, dans [38] pour les équations hyperboliques et dans [14], [15], [16] pour

les équations du type mixte.

La méthode utilisée dans [4], [5], [14], [15], [17], [18], [28], [52] est celle des inégalités
énergétiques.

La méthode des inégalités de I'énergie, appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle
trouve son origine dans les travaux de 1. G. Petrovski [36] et est utilisée dans la résolution du
probléme de Cauchy lié aux équations du type hyperbolique. Par la suite, des développements
importants de la méthode sont dus a L. Leray [35] et I. Garding [22].

La méthode a été également utilisée et développée dans les travaux de O. A. Ladyzens-
kaya [29] , K. Friedrichs [21], N. I. Yurchuk [45], [46], [47], [48], [49], [50], [51], [52] , Kartynnik
AV 28], M Denche et A L. Marhoune [14], [15], [16], [17] et A L. Marhoune [32], on peut
également citer les travaux de F. Rebbani et V. I. Chesalyn [39], [40] .

Au fait, en 1986 N. I. Yurchuk [52] a utilisé la condition intégrale

(/Olu@,t)dﬁ:eo(t))

pour certaines équations paraboliques, ensuite plusieurs travaux ont été réalisés en modifiant
I’équation ou en utilisant des équations hyperboliques, les équations de type mixte, ...
Jusqu’en 1990 ou Kartynnik A.V [28] a développé la méthode des inégalités énergé-

tiques en prenant la condition intégrale avec une borne variable

l
(/ u(&t)dé = (t),on0<1< 1)
0
a partir de cette période plusieurs autres travaux ont été également réalisés en changeant I’ordre

des dérivées ou en changeant I’équation.



En 2007 A L Marhoune [32] a modifié la condition intégrale en prenant

(/G'U(fﬂt)df‘i‘/lu(ﬁ,t)d&—O,OflO<a§/3< 1)
0 B

ct en prenant une condition périodique au licu des conditions de Neumann-Dirichlet.

Le schéma de la méthode a été donné pour la premiére fois par A. A. Dezin [19], et
qui peut étre résumé comme suit :

D’abord on raméne le probléme posé a une équation opérationnelle :
Lu=F |, uweD(L)

ol 'opérateur L est considéré de I'espace de Banach F dans I'espace de Hilbert /' convenable-
ment choisis.
On établit les estimations a priori pour 'opérateur L.

On démontre ensuite la densité de 'ensemble des valeurs de cet opérateur dans I’espace

Plus précisément nous suivrons dans ce travail I’'un des deux schémas suivant :

Schéma 1
Pour l'opérateur L engendré par le probléme considéré, nous démontrons 'inégalité
énergétique du type

hily < ellZully,  YueD(L) (L.1)

Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant
I’équation donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées et une certaine
fonction poids, et en intégrant sur le domaine.

Le choix de 'opérateur Mu est fondamental, il est dicté par I’équation et les conditions

aux limites. Ensuite dans les topologies fortes des espaces E et F' on construit la fermeture L



de l'opérateur L, et la solution de I’équation
Lu=F, FeF

cst appelée solution forte du probléme considéré. A 1aide d’un passage a la limite, on prolonge
Iinégalité 1.1a we D (f) et ainsi est garantie I’existence de la solution sur I’ensemble des
images R (f) de I'opérateur L

Comme I'image de I'opérateur L est fermée dans F' et que
R (L) =R(L),

pour la démonstration de 'existence de la solution forte pour tout F € F il suffit d’¢tablir la
densité de R(L) dans [’ qui est obtenue & I’aide des opérateurs de régularisation. L’unicité est
déduite de I'inégalité de ’énergie.

Le choix des opérateurs de régularisation est lié au caractére du probléme étudié. Dans
notre cas nous utilisons les opérateurs de régularisation par rapport a la variable ¢ introduite

dans [52] .
Schéma 2
On établit deux estimations a priori bilatérales
[ Lullp < clullg,

[ull g < el Lull g

Il résulte de la premiére estimation que 'opérateur L de E dans F' est continu, et
de la deuxiéme estimation, qu’il admet un inverse continu, et que I’ensemble des valeurs de
lopérateur L est fermé. En d’autres termes, 'opérateur L réalise un homéomorphisme linéaire

de l'espace E sur I’ensemble fermé R(L).



Ainsi, pour démontrer 1'unicité de la solution il suffit de démontrer que R(L) est dense

dans I

La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour 1’étude de beaucoup
de problémes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et
est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans 'application de cette méthode on
trouve des difficultés parmi lesquelles nous citons :

Le choix de I’espace des solutions.
Le choix du multiplicateur.
Le choix de l'opérateur de régularisation.
Les questions sont tellement variées et récentes, que 1’élaboration d’une théorie générale

est encore prématurée. Chaque probléme nécessite une étude spéciale, d’on I’actualité du théme.



1.1 Notions préliminaires

Opérateurs abstraits de régularisation

Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur défini de D(A) vers H avec D (A) = H

Définition 1 On dit que l'opérateur A est un opérateur dissipatif st
Re{Au,u) < 0,Yu € D(A)

Définition 2 On dit que l'opérateur A est accrétif si (—A) est un opérateur dissipatif, i.e.
Re(Au,u) > 0,Yu € D(A)

Définition 3 Un operateur dissipatif A est dit maximal si son extension est A lui méme.

Proposition 1 Soit
Ajumcxﬁx<pmydﬂ

alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est un opérateur dissipatif
(@) (A= ADu| = Re|u|| , Vu € D(A) et pour tout A Tel que Re A > 0
(tii) (A= Au|| > Aul| , Vu € D(A) et pour tout A Tel que A > 0

Démonstration. Supposons que () soit vérifice. Soit u € D(A) et Re A > 0, alors

Re(Au — hu,u) = Re(Au, u) — Re A |[ul|* < —Re X ||u]?

8



donc

| Au — Ml ||ul| > — Re(Au — Au, u) > Re A [|ul®

ceci implique (i) .
Tl est que (iz) imlique (i) .

Supposons que (7ii) soit vraie. Pour tout u € D(A) et A > 0, on obtient
[ Aull* — 2ARe(Au, u) = [|Au — ul* = X* [ul|* > 0

et donc

2A Re(Au,u) < || Aul)?

comme A > 0 est arbitraire, il résulte que Re(Au,u) < 0. m

Théoréme 1 Tout opérateur dissipatif admet un prolongement fermé, ce prolongement est

aussi un opérateur dissipatif.
Corollaire 1 Un opérateur dissipatif maximal est toujours fermé.
Théoréme 2 Tout opérateur dissipatif admet un prolongement maximal dissipatif.

Proposition 2 Soit
A:DA)CX =X (D(A):H)

alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
— A est un opérateur maximal dissipatif
— Im(A — A\I) = H pour un certain \ tel que Re A > 0

— Im(A — M) = H pour tout A tel que A > 0.

Théoréme 3 Soit

A:DA)CX =X (mzH)



alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

— A est un opérateur dissipatif maximal

— A est fermé, {\: ReX >0} C p(A) et ||(A— )7 < (Re))™!

Théoréme 4 Soit

A:D(A)CX =X (TA):H)

un opérateur dissipatif maximal, alors :

- AZle L(H)

- A =1

- lim A-'u=u pour tout u € H, on A7V = (I —cA) ;e >0.

e—0

Démonstration. Soit € > 0 alors
{e:e >0} Cp(A)

donc (A — M) est continument inversible d’ott (A — AI)~! existe, il est borné et il est défini
sur [ tout entier.

Puisque

on déduit que

£
Mais
1

A—ZN=—-Z(I—¢A

(A=) =--(~ed)
d’ou

(A—=D)'=—c(I—-eA)"
e

on pose



on déduit que

Al e L(H)
et en utilisant le théoréme 8, on trouve
ot (2~
donc
A <1

Supposons tout d’abord u € D(A) , d’ou :
IAZ = ull = [I( = eA) " u — ]| = [le(I — eA) " Au| < ef| Au]
Ainsi, par passage a la limite lorsque ¢ tend vers 0, on obtient
Eli_n}oAglu = pour tout w € D (A)

Et comme on a D(A) = H, alors

limOAglu =u pour tout v € H
£—s

Exemple 1 Soit A = % ot

D(A) = {u € Lo(Q)L2(Q) / u(0,t) = 0}

et

Q= (0,1) x (0,7).

Alors A est un opérateur accrétif.

Démonstration. Nous avons

7 l 7
(Au, u) —/%udxdt—/ wu g dm—/u@daﬂdt

11



Donc ) )
(Au,u) + (Au,u) = / |ul® " dw — / lul?|o dx
0 0
Alors

1
2Re(Au, ) :/\u (z,T)|” dx
0

car u(0,2) =0
d’ou

Re{Au,u) >0

Exemple 2 On prend A = g—;, de domaine de définition

, ou 0*u OPu du 5%u
D(A) - {U € L2(0*a) / Ev wa WELZUL CL), U (0) - 07 E (0) - O;w (a) - 0}

Alors A est un opérateur dissipatif.

Démonstration. En effet , nous avons

, “Pu_ ., “ Ou O%u 1|oul?
Re(Au,u) = Re i — 0|y dt — Re Ol or =3

| |ea <0
ot e <

ot3

-1
On pose A1 = (I —cA) ' = (I — 55—2) , pour € > 0.

Les opérateurs A-' ne sont que ceux qui donnent la solution du probleme

A 9y 0%ge
. —e—— =9, g-(0) =0, — (0) =0, =0
9:— 55 =9 9-(0) 5 (0) 5z (@)
Donc lc probléme adjoint cst
Py gz 0*g:

* c — * O — O £ 0 — O. a) = 0
ga atg g7 ga ( ) ? at ( ) 3 012 ( )
Proposition 3 Soit v € Ly(0,a), alors

12



= lim [|AZ e — ull 04 = 0

- lim H - uHLg(O,&) =0

On note par Q = [0,1] x [0,77].

Pour u € Ly(Q2), on note par

Propriétés

- dt" ELQ(Q) k= ,3
D’autre part

— ue(2,0) =0, % (2,7, Tt (2,T), Yae 0,1

- dfk FLQ(Q) k= N

w

De plus on a

— 0t (1,0) = 0, 22 (2, T), L% (2,T), Yae[0,1]

— A7 ull ) < Mlull ) » Ve >0

C1\* -
o H(As ) UHLz(Q) S ||UHL2(Q) 5 Ve >0
o <A;1u’ U>L 2 () <'LL, (A;l)*,U>L2(Q)

Siu € Ly(), 3¢ € Ly(Q), alors

1. %ﬁ‘; € Ly(92), = (a—“)f et u. (2, T) = A1 (u(0,7))

ox

2. 9 — (29" et wf (2, T) = (AZY)" (u(0,7))

3. Siu € Ly(Q) alors

a- lim ||A;1u — u||L2(Q) =0

b- }E}O (A - “HLQ(Q) =0
Exemple 3 On prend A = 25, de domaine de définition
ou 0*u ou
D(A)={ue H=1y0,a) ] — 5 D2 —¢L3(0,a), u(0) =0, i (a) =0}

13



Alors A est un opérateur dissipatif.

Démonstration. En effet , nous avons
2

ou
ot

“0%u_ ou_, ¢
Re(Au, u) = Re Wudt = Re yrid e /0

0

L’opérateur

dont I’adjoint est

A 'z 2 2 3
a les mémes propriétés que l'opérateur A = %.

L’c—inégalité

On applique tout au long de ce travail ’e-inégalité suivante :

1
Re(a,b) < gaQ + Q—EbQ,Ve > 0.

14



Chapitre 2

Probléme mixte avec condition
intégrale & une borne variable pour les

équations paraboliques de type mixte

15



Dans ce chapitre on étudie un probléme mixte avec condition intégrale & une borne variable
pour une classe d’équations paraboliques du type mixte.On démontre ’existence et I'unicité de
la solution dans un espace fonctionnel de Sobolev a poids. La démonstration est basée sur une
estimation a priori bilatérale et sur la densité de I'image de I'opérateur engendré par le probléme

considéré..

2.1 Introduction

Dans le domaine

Q=(0,T) % (0,1),

nous considérons I’équation

Lu =

0%u u 1 0%u
P (amt i Em«&) =) (2.1)

A Téquation ( 2.1) on associe les conditions initiales,

lu = u(0,2)=¢(x), z€(0,1) (2.2)
du
lhu = B 0,2) =¢(z), x€(0,1) (2.3)

la condition au bord du type Dirichlet,
u(t,1)=0, te(0,7), (2.4)
et la condition intégrale,

/lu,(f,g)dg—o, 0<l<l, t€(0,7) (2.5)
l

16



On suppose que les fonctions ¢ et 1 satisfont les conditions données en (2.4) et (2.5), i.e.

e(1) = 0, /lgo(:l;)dx—()
P (1) = 0, /lz/)(x)dac:()

2.2 Préliminaires

Au probleme (2.1)-(2.5) on associe opérateur L = (L, ¢y, {3), defini de E dans F, ou FE
est un espace de Banach constitué des fonctions u € Lo(§2), verifiant les conditions (2.4) et

(2.5), et muni de la norme

&2u | o ( 0u\|?
2 - N o e ; ,
1 O%u | |oul?
2) || 5me| + |5z | d 2.
Jroillf,lgT/o () Uf)t(?:v oz du (2.6)

et I est l'espace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles F = (f, ¢, 1) obtenu comme

complété de I'espace

Ly () x W3, (0,1) x W3 (0,1)

par rapport a la norme

IFIE = e )lE = / 0 () |2 dedi
—i—/o 9(:1:)[

17
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ox

%
ox

l

2] dx (2.7)



ol

le, O<z<l
(9(I)—{I27 <<l (2.8)

En utilisant la méthode des inégalités énergétiques proposée dans [52] , nous établissons
une estimation a priori bilatérale. Alors on montre que 'opérateur L est un homéomorphisme

linéaire entre les espaces F et F.

2.3 Estimation a priori bilatérale

Théoréme 5 Pour chaque fonction uw € E on a l'estimation a priori
[ Lullp < Cullg (2.9)
ot ¢ est une constante indépendante de wu.

Démonstration. De I’équationn (2.1) sous les conditions (2.2) on obtient

Pul> |0 [ u
x 2 < bl <
/QQ(T) |Lu|” dedt < /QH(I) ” 52| T ‘&x <x8t8:ﬁ)

! div|*  |dlul? ! oul®> | 9%u
@t B S . < il
/0 6 (z) [ - de < oiltlgT/o 6 (x) e ‘

dx * otox
En combinant les inégalités (2.10) et (2.11), on obtient (2.9) pour tout u € £. m

2] dxdt (2.10)

et
2

da (2.11)

Théoréme 6 Pour toute fonction u € E, on a l'estimation a priori

lullp < el Lullp (2.12)

e—cT
8

ou la constante o = avec % <c<l1.

18



Avant de démontrer ce théoréme, nous donnons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 1 Pour toute fonction uw € E vérifiant les conditions (2.3).

—ct U —Ct au
— 2.1
/ / o " dndi 2 e (2.13)
1t ou ° 1! dy °
>— [ 0(x)e ™ |— (x der — = [ 0(x)|——| dxdt
> 4/0 (x)e e (x,7)| dx 4/0 (x) 0| de

Proof of lemma. En partant de

ou\ Ou
7ct Y Ay
// (8%) amdfcdt

ensuite en intégrant par parties et en utilisant des inégalités élémentaires, on obtient (2.13) m

Proof of theorem. On définit

1

et
]\['u,:{ lzu, 0<z<l
2?u+xJu I<xr<l1
en multipliant I’équation (2.1) par
02u oot
Mse

et en intégrant sur

Q" =(0,7) x(0,1),
on obtient

2
0%u

2% dxdt

T 1
—ct —ct
Re/ / 'CM]V[_(%?P dxdt = /o /o e “0(x)
PE 2
—ct U a —ct
+Re//9 t”@xc‘)t&rdidtjﬁ //
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en intégrant par parties

Tl 8371 8271
. ct
Re/o /0 9(1?)(’ 9201 Oto. ——dx dt

on obtient

Re// Ct[,uM drrh‘—f— /9( ) d(l;“ dx
fct _LL 1 ! —cT (92’& (T ‘L) ?
/ / AIE dxdt + 2/ [9 (x)e BT dx
2'LL U 2
// o W dxdt + //9 axat dxdt (2.15)

et en utilisant des inégalités élémentaires, on obtient

Re/ / Ltﬁuﬂf—dmdt / / e~0 (x) | Lul® dzdt
1 /7 1 2 1 /7 1 2

+—/ / e 0 (v) dxdt—i——/ /e“ J:,;a
4Jo Jo 2Jo i

ot?
de I’équation (2.1) on a
9 ( 0u\| 1
— (2o )| dadt < < ~0 (x) |Cul® dudt
o <I0t8x> xdt < 2/0 /0 e “0(x)|Lul” dx

%/OT/OleCtQ (x)
A [

en combinant les inégalités (2.14), (2.15) , (2.16) et le lemme 1 on a

€4cT /Q o)

2
9 dxdt. (2.16)

u

0% |?
ozt

d%u

TR dx+

2 P*CT 1
dxdt + - sup/&(a:)

0<t<TJo

e’ ! ul? et 0
1 OilflfT/ 0 (x) p dr + 1 /9( 8_ ( T ) dxdt
1! i |” o
< 2 dedt + = ) | — = ,
< 2/{29 () |Lul” dadt + 2/0 0 (x) o ‘d (2.18)

Comme le membre de gauche de (2.18) est indépendant de 7, en prenant le sup du membre

droit par rapport & 7 sur Uintervalle [0, 77, on obtient I'inégalité désirée. m
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2.4 Reésolvabilité du probléme

Des estimations (2.9) et (2.12), on déduit que 'opérateur L : E — F est continu et que

son image R (L) est fermée dans F' . D’oul Popérateur inverse L~ existe et est continu de R (L)

dans F, ainsi L est un homéomorphisme de £ dans R (L). Pour obtenir I'unicité de la solution,

il suffit de montrer que R (L) = F.

La démonstration est basée sur le théoréme suivant :

Théoréme 7 Soit
Dy(L)y={uve D(L) /lu=0, lju=0}.
Si
/9 (x) Luwdxdt = 0
Q
pour w telle que

O(x)w € Ly (Q)

et tout u € Dy (L), alors w s’annule partout sur €.
Démonstration. En remplacant dans (2.19)

Pu oh 0 ([ Oh
h=—; ou h, T B <15) € Ly(2)

et h vérifiant les conditions au bord (2.4)-(2.5) on obtient

. (1, a ( oh _
/QH (x) hwdxdt = /959(1) e (a, (?:E) Jiwdxdt

1 o[ 0 N
_ /Q () 5 <1’% (:ch,)) Jmdadt

1 0 1
/QI29 () 5 (xh) Jwodzdt + /ngf) (x) (zh) Jiwodxdt
ol

T
Jw = / w(r,x)dr
t

21
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Le membre gauche de (2.20) montre que I'application

1 o ( Oh
xh — /QEH (x) P2 <x%) Jywdxdt

est une fonctionnelle linéaire. Apartir du membre droit de (2.20) il s’ensuit que ceci est vrai si

la fonction w vérifie les propriétés suivantes

0 (x)

3

P Ay 6“”fi<xf%(ﬁw{)ezé@n

x?2 Ox
et

th|m:1 = 0
Pour la fonction w donnée, de légalité (2.19) on définit la fonction

Jrw, 0<ax<l
U—{ 1
—/ Jyw (t,f) %df + Jyw, I<z<l1

Alors on déduit que

/;” (t,€)d€ = —/mldf/;eftw (t.7) d?7+/:th (t,€) de

!
- m/x th (t, 5) %d&,
1
Jpv = (v— Jw) and / v(t,x)dr =0 (2.21)
!

en remplacant h = J;v dans (2.20), ou

t
Jt*v—/v(T,;r) dr,
0

on obtient

L, 0 10 (0 N\,
/QJtv% (M) dxdt = /Qza (:L%Jt v) Muvdxdt (2.22)
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. A ra Y 2
en faisant les mémes calculs que dans le théoréme 2 , en remplacant % par v , et en tenant

compte de (2.21), on obtient

1 /7
/H(x) v)? dadt + —/ / | Jo? <0,
0 20 Ji

alors v = 0, d’ot w = 0. Ceci montre le théoréme 3. =
Théoréme 8 L’image R(L) de L coincide avec F

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement si la
relation

— ! dlu dp dliu dip

0 () Lufdzxdt 0 —— —

/Q () Lufda +/o (z) U duv dx dv dx

qui implique

2 ’

]dzzo (2.23)

F={(fe0)=0.

En particulier, si on met lu = 0 et [;u = 0 dans (2.23), nous concluons & partir du théoreme
3 que f =0, il découle de (2.23)

L dlu dgp ?
0(x) || ——=— dr =20
/0 (T)[ dr dx .

Comme 'image de l'opérateur trace (£1, f5) est partout dense dans 'espace de hilbert muni de

2

dr dx

la norme )
! dol>  |dwl? >
0(x) || —| | dx
[ /0 (z) [ dx dx “
alors
v =09=0.

Et par conséquent, F =0; =
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Chapitre 3

Probléme mixte avec condition
intégrale a deux bornes variables pour
les équations aux dérivées partielles

du type mixte.
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Dans ce chapitre on étudie un probléme mixte avec condition intégrale avec deux bornes
variables pour les équations aux dérivées partielles du type mixte.On démontre l’existence et
Iunicité de la solution dans un espace fonctionnel de Sobolev & poids. La démonstration est
basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la densité de 'image de 'opérateur engendré

par le probléme considéré..

3.1 Introduction

Dans le domainc

Q= {(z.) € (0,1) x (0.T), T > 0}

nous considérons I’équation

0%u Pu

ou la fonction a(t) et ses dérivées sont bornées sur l'intervallel [0, 7] :

0<ag<a(t)<ay,

0< <dn’(t)<
a E— as.
2 = dt >~ U3

A T’équation (3.1) on associe les conditions initiales,

hu=u(x,0)=p(x), ze(0,1),

(3.2)
lu = 2(2,0) = (z), z € (0,1),
la condition au bord du type Dirichlet,
u(0,t) =u(l,t) te(0,T), (3.3)
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et la condition intégrale,
1

/'“u(f,wds T / wl(é, 1) = 0 (3.4)
0

B
a>0, >0, a<f, a+p=1 , te(0,7)

On, les fonctions ¢ et 1 sont données vérifiant les conditions de compatibilité suivantes :
« 1
©(0) = »(1). / p(x)dx + / o(z)dx =0,

0 B
P (0) =1 (1), Oai/,v(;r)dx +/ﬁ Y(x)de = 0.

Lors de I’étude classique de la solution du probléme (3.1)-(3.4), avec la condition (3.4) les

conditions suivantes doivent étre remplies

a(0) (¢ (1) — ¢ (0)) = £(0,0) — f(1,0),

o 1 a 1
a(0) {/o WP (r)dr—l—/ﬁ Y (T)dT} +/0 f(.YJ,O)d.’IZ—f—/ﬁ f(z,0)dx = 0.

La modélisation mathématique de différents phénoménes conduit & des problémes avec des
conditions non locles ou des conditions au bord du type intcgrales . De telles conditions sc
produisent dans le cas ou ’'on mesure une valeur moyenne de certains parameétres & 'intérieur

du domaine,

Dans ce chapitre nous étudions un probléme avec condition intégrale & deux bornes variables
pour une classe d’équations aux dérivées partielles du second ordre.

Au probléme (3.1)-(3.4) on associe l'opérateur
L= (L, {,0)

defini de E dans F, ou E est un espace de Banach constitué des fonctions u € Ly(2), verifiant

les conditions (3.3) et (3.4), et muni de la norme
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2

0%u
dxot

Ou
ot

@
ox

2 u
Otox?

0(x ? Lo
Hu@:/ﬁ dxdt + sup / (=)
o 2 o<t<TJo 2
« 2 .1
+sup/ {|u|2+ }d;t+sup/ {|u|2+
o<t=T Jo 0<t<T J

et I est 'espace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles

2
}dx

ou

ot

F=(f,0,0)
obtcenu comme complété de 'espace
Lo (2) x W3 (0,1) x W3(0,1)
par rapport a la norme

2
d
L

2 _ o [0@) 0 Lo(z) | |dy
||'7:||F—||(fv€0>¢)||F_/QT|f| dfﬁdt‘f‘/o T{ Ir Ir

2
}dx

o 1
2 2 g 2 2 da 36
-/ {y¢y+¢|}r+/ﬁ{\w\+lw!}r (3.6)
ou .
x? O<zrz<a«
0(z) =9 (1-p)? a<z<p
(1—2x)2 <z <1

\

En utilisant la méthode des inégalités énergétiques proposée dans [52], nous établissons
une estimation a priori bilatérale. Alors on montre que 'opérateur L est un homéomorphisme

linéaire entre les espaces I et F.
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3.2 Estimation a priori bilatérale

Théoréme 9 Pour chaque fonction uw € E on a l’estimation a priori

[Lullp < ellullg, (3.7)

ol ¢ est une constante indépendante de u.

Démonstration. De I’équation (3.1) sous les conditions (3.2) on obtient

b(x) 0@) ||Pul* | 5| &u |
/Q \Cul? dadt < 2 / N0 vat || | st (3.8)
" O() | de|” H(x) 0
AW e < s AGZN i 3.9
Yo(x) |dy|? 0(x) | 0%u |?
— |—| dz < — dx 3.10
L5 ff—oialfT/O 2 |oeor] (310)
ePae < sw [
0 0<t<1 Jo
Y | gul?
|]"de < sup —| duz, (3.11)
0 o<t<r Jo | Ot
et
1 1
lpfPdz < sup / lu|? da,
3 0<t<T Jg
1 1 2
\'¢]2dm < sup/ % dz, (3.12)
3 o<t<r Jg | Ot

En combinant les inégalités (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) et (3.12), on obtient (3.7) pour tout

uel m

Lemme 2 /23] Pour u € E,on a

AT

2

2
Oul e (3.13)

ot?

(a7
it [t
0
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Lemme 3 /23] Pouru € E,on a

N P R R
Z_L/B /B 542 d¢ dxg./ﬁ(l—x)

Lemme 4 Pour toute fonction u € E vérifiant les conditions initiales (3.2) et ¢>1 on a

2

2
Ll (3.14)

ot?

1 ou 2 Tt 9% |?
_ e < —
/Oexp( er) 0(x) aw(x,r) dx_/o /o exp (—ct) 0(x) 510 dxdt
1 dgﬁ 2

Démonstration. En partant de
T 1 i
0 (0w Ou
exp(—ct) 0(z)=— | — | =—duzdt,
/0 /O p(=er) 8la)g (w) O
ensuite en intégrant par parties et en utilisant les inégalités élémentaires, on obtient (3.15). m

Lemme 5 Pour toute fonction uw € E wvérifiant les conditions initiales (8.2) et ¢>1 on a

«@ ~T fQY a
/ exp (—er) |u(z, 7)[Pde < / / exp (—ct) ‘_u
0 0o Jo ot
1 T 1
0
/ exp (—er) |u(e, 1) dx / / exp (—ct) ’_u
Démonstration. En intégrant par parties les expressions

T Ju
exp (—er) u —dxdt,

/0 /0 ( ) ot

T 1 C()ﬁ
exp (—cr)u —dudt,

[ ] ety

et en utilsant des inégalités élémentaires on déduit (3.16). m

2 [0
dxdz‘+/ lo>dz,  (3.16)
0

VAN

2 1
dzdt +/ o) da.
B

Théoréme 10 Pour toute fonction u € E, on a lestimation a priori
ullp < K| Lull (3.17)
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ou

et la constante ¢ vérifie

c>1, cay> as. (3.18)
Démonstration. On définit
4
220y 9q [ PuED ge O<z<a
1-p)22 a<z<p
Mu = ¢ ( ) ot
(1-2)22e +2(1—x) [; Zelldg B<z<l

Considérons pour u € E la forme quadratique suivante
T £ _
Re/ / exp (—ct) LuMudzdt, (3.19)
o Jo
ol la constante ¢ satisfait (3.18), obtenue en multipliant I’équation (3.1) par
exp(—ct) Mu,
et en intégrantsur 27, ol
Q" =(0,1) x (0,7), avec 0<7<T,

et en prenant la partie réelle. Intégrant par parties dans (3.19) en utilisant les conditions

au bord (3.3) et (3.4), on obtient

R// tL\[ddt// )82“
e exp (—ct) LuMTudx x)exp ( AIE
L 2u(é, ) 0u(
+§/o /0 exp (—ct) /T 512 d dt + = / / exp (—ct ’/ 07‘2

30
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0*u O%u
—l—Re/ / exp (—ct) 0(x)a ﬁz‘araxﬁﬁd xdt
o*u
+2Re/ / exp (—ct) and:zdtJr?Re/ / exp (—ct) —a—dxdt (3.20)

D’autre part, en utilisant les inégalités élémentaires, le lemme3 et le lemme 4 on obtient

¥

do |2
Re/ / exp (—ct Eu]b[ud¢dt+/ lo|? dJLJr/ o) d.L+/ 0(x) 5
T

// 0(z) exp ( ct)g—
—/O/O exp (—ct) ‘%

du >

dxdt+/ exp (—cr) |u(z, 1) de

1 2
d'cdt—i—/ exp (—er) |ul(z, 7))? d’c—/ / exp (—ct) ‘% dxdt
B

! 8u
+/0 exp (—cr) 6(x) axLT dJL/ / exp (—ct) 6(x) 0150 dJLdt
Pu Ou
+Re/ / exp (—ct) f)(m)ammdmdt
2. 2
+2Re/ / exp (—ct) ?;1 g;jdxdf+2Re/ / exp (—ct) gu gtgdmdt (3.21)

On inteégre une autre fois par parties le deuxiéme, le troisiéme et le qutiéme du membredroit

de (3.21) , en tenant compte des conditions initiales (3.2) et (3.18) on a alors

Tt 0w O%u 0u |?
—eb) 0l dt >
Re/o /0 exp (—ct) H(I)aﬁtﬁxaxaﬁ //exp —ct) )325(91: dxdt >
1 ! 9% 2 1 ! dy |?
5/ exp (—er) O(x)a(r )’afaT(m,T) dJ,—E/O 0(x)a(0) % dx, (3.22)
8u 0*u
— >
Re/ / exp (—ct) 0 07‘2 —dxdt — //exp —ct) ’ dxdt
ou 1
3 exo(cenaln)|Fen) dv"—ﬁ/o a(0) [p [ dr, (3.23)
R / / 1) Ou 82 ——dzdt — / / 1) |— (f it >
e exp (—ct) 5 g (o exp (—ct) T
ou 1
3 [ e -enatn | e dm—ﬁ/ﬁ a(0) [0 da. (3.21)

31



En remplagant (3.22), (3.23) et (3.24) dans (3.21) on obtient

Re/ / exp ( ct)[,u]\[udrdt—i—/n ()|¢2d1‘+/1 a(0) 0 da.

1t ¥
—|——/ 0(x)a(0) ’— d7+/ 2k dr—i—/ o) d
2 Jo dx

dy

+/1(),x dip dT>// ) exp ( )% dxdt
+%/0 exp (—er) O(x)a(r )’(?atam(xj) der/O exp (—er) 6(x) g;(ﬂc 7)| dx
+/0an1) (—cT) |u(:b,7')|2dz+/a exp (—e7) |u(z, 7)|* dx
+/Daexp(—c7')a( ) ?;;(:L’ T) d:z:—l—/ﬂ exp (—c7) a(T) gl:(x 7)| dz. (3.25)

En utilisant des inégalités élémentaires dans la premiére intégrale dans le membre gauche

de (3.25) et en utilisant le lemme 1 et le lemme 2, on obtient

2 2

0%*u

2 171" e e 22 it [ ) o[ Z
. ./0 e |2 [ e |2
v [ e (er) o) | e T>2dx+/“exp< ) Jula, ) do
+/ exp (—er) Julz, 1) dl<16/ / ©) exp (—ct) | Luf? dedt
%/ O(a)a(o) |2 da:—Ir/ ol? m/ ol d
v [ 0| %l e [Cao ot [ oo (3.26)

De ’équation (3.1) on a

T 1 3 2
ag . a0
5 /o /0 0(x) exp (—ct) ’—Otax2

1 T 1
dxdt < 5 / / exp (—ct) 0(x) |Lu|? dadt
o Jo
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dxdt. (3.27)

//exp —ct) )8u

ot?

En combinant les inégalités (3.26), (3.27) on obtient

33 ) a (! dy [*
?/Q 0(z) | Lul dzdtJr?/O G(x){ o

dy 2
dx

} dz + %/ {10 + |o*} der
0

/ {10 + lof*} dz = exp(—T) <32/ / W ot
ag %u Ou Ou 2 1

+/0 exp (—c7) 6(x) Ou dJLJr/anp( ) |u(a, 7)|? da

E)_(L 7)
+/ exp (—er) |u(z, 7)) de + =2 / /

Comme le membre de gauche de (3.28) est indépendant de 7, en prenant le sup du membre

2
a a — dm>. (3.28)

droit par rapport a 7 sur U'intervalle [0, 7], on obtient I'inégalité désirée.. m

3.3 Reésolvabilité du probléme

Des estimations (3.7) et (3.17) on déduit que l'opérateur L : £ — F' est continu et que
son image R (L) est fermée dans F' . D’ou Vopérateur inverse L1 existe et est continu de R (L)
dans F, ainsi L est un homéomorphisme de F dans R (L). Pour obtenir I'unicité de la solution,

il suffit de montrer que R (L) = F. La démonstration est basée sur le lemme suivant :

Lemme 6 Soit

Dy(L)={ue E:liu=0, lu=0}.
Si pour tout u € Dy (L) et un certain w € Lo (£2), on a
/ o(x)Luwdzdt = 0, (3.29)
Q
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where

alors, w = 0.

O<zr<a«

Démonstration. En remplacant Lu par son expression dans (3.29) on a

A partir de

0%u

w(x,t) € Ly ()

on construit la fonction v telle que

v(x,t) =

¢

x

o [o el
w— [ el e

z w(ét) d¢

W g 1=¢

En intégrant par parties par rapport a &, on obtient

(

v+ f; v(&,t)dE

1-p)v

(1—-z)v+ f; v(&, 1)dE

34
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/ng(z)wwdxdtz/ng(z)a(t)a—;;wdxdt.

O<z<a«

(3.30)



qui implique que

Qu 1
[ wtenie~ [ ot —o. (331)
© B
Ainsi, de l'égalité (3.30) on obtient
2. ,
- /Q %mdmt: /Q A(t) %mm, (3.32)
ou
Nv = ¢(:U)’U>
et
0 Ju
Alt)yu = —a (f)% ((é(?’)%)

Introduisons les opérateur de régularisation ¢ [18], [22], [23] et [24],

o -1
Joh = <I+§§> et (J:'),

alors ces opérateurs fournissent les solutions des problémes respectifs :

fiqz%;ﬂ+gg(f) = g()
(3.33)
ge (1) |e=0 = 0,
et
—Edgf;t(t)+.q§ (t) = g()
(3.34)

gE(t) |t:T — 07

et ces opérateurs vérifient les propriétés suivantes :

Pour g € L, (0,T), les fonctions

35



ge = (J¢ ') g et gi=(J") g

sont dans W3 (0,7T) telles que

ge |t:O: 061?92‘ |t:T: 0.

D’ailleurs, J5 commute avec w et on a

T 5 T
/ |ge — 9| dt — 0,/ 9%
0 0

— g‘th — 0 pour§ — 0.

En remplacant

topn
u = / / exp(er)vg (z,7) drdn
0 Jo

dans (3.32), ou la constante ¢ satisfait

2

cao—a3—2—a320,
0

et en utilisant (3.34), on obtient
— u o*u u OvE
- / exp(ct)vg Nvdzdt = —i—/ At) = 5 exp(—ct)——drdt — 5/ ~Sdzdt.  (3.35)
Q Q t ot ot ot

En intégrant par parties chaque terme dans le membre gauche de (3.35) et en prenant la la

partie réelle on obtient

2Re A (t) Ou exp(—c )822 dedt = | a(t)exp(—ct)o(x) ﬁ(w’, T)| dx
ot ot 0 Ozt
+ / exp(—ct)p(z) (ca ) d‘fg)) 6837;75 dedt, (3.36)

da(t) , . 0%u OUF
( § / at atd dt) Re (5 /Q dt (Z)(“”)axat Er dt)
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+ [ atesp(-ctot) | 55| o (3:37)

En utilisant ’e-inégalité on obtient

ot —£ da(t)|*] % |
_ € > S _ ,
Re( f/QA(t)u 5 dmdt) > 2ao/gexp( ct)p(x) o ‘ i dxdt. (3.38)
En combinant (3.36) et (3.38) on obtient
“R / (ct)v: Nodadt >/ (—ct)p() ( cag — ANl P (3.39)
e Qexpc vg Nvdzdt ) > Qexp ct)ol(w) | cao —ay — 52 ) | 5 | dadt 2 0. (3.

En utilisant (3.39), on a

Re/ﬂexp(ct)'v’g"]\_’vd:pdt <0.
Alors, pour & — 0 on obtient
Re/gexp(ct)vﬂda:dt = /Qexp(ct)QS(J:) |v)? dadt < 0.
On conclut alors que v = 0; donc, w = 0, ce qui achéve la démonstration du lemme. =

Théoréme 11 L’image R(L) de L coincide avec F

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement si la

relation

O(x) , — Y 9(2) (dbyudp  dbyudy)
—=Lufdxdl — — o d:
/Q 2 ufdz Jr/0 2 dl‘dIer.Id:U v

« 1
+/ {EluE + Egua} dx + / {ﬂﬂ@ + Eguﬂ} dr =0, (3.40)
0 B

pour tout u € E et (f,p,1) € F, implique que

f=0,0=0 e =0

37



Soit u € Dy(L) alors de (3.40), on conclut & partir du lemme 5 que ¢ f = 0, alors f = 0, ou

zf O<zr<a
of = (1-06)f a<z<pf
(1—2a)f <<l

En prenant u € FE dans (3.40) on obtient :

Y 9(z) (dbyudp  dbyudy o . — 1 . —
/o T{WZJFWE}CMJF/O {€1u99+€2u,1/1}dz+/5 {flu,c,,Jr&wL)}dx—O.

Comme 'image de l'opérateur trace (¢1,s) est partout densedans l'espace de hilbert muni de

la norme

IS

alors, p =0et 1) =0. m

1
2

2 o 1
d 2 2 d 2 )2 d ’
} x+/0 ol + 1) x+/3 (ol 1 o) ]

de
dx

dp

2
‘dw
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Résumé

Dans ce travail on étudie un probléme mixte avec condition intégrale avec bornes variables
pour les équations aux dérivées partielles du type mixte.

On démontre I'existence et I'unicité de la solution dans un espace fonctionnel de Sobolev
avec poids.

La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la densité de I'image

de l'opérateur engendré par le probléme considéré.

Mots Clés : Equation parabolique de type mixte, inéquation énergétique, Espace de So-

bolev avec poids, Conditions aux bords, Condition intégrale avec bornes variables.
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Abstract

In this work, we study a mixed problem with an integral space variable condition for a
parabolic equation of mixed type.

The existence and uniqueness of the solution in functional weighed Sobolev space are
proved. The proof is based on two sided a priori estimates and the density of the range of the

operator generated by the considered problem.

Key Words : Parabolic Equation of mixed type, Three-point boundary condition, Integral

space variable condition, Energy inequalities, Weighted Sobolev Space.
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