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INTRODUCTION

Les phénomènes de contact sont nombreux et jouent un rôle important dans la struc¬
ture des systèmes mécaniques. Le contact des plaquettes avec le disque de frein, du train
d’atterrissage d’un avion avec une piste, des pistons avec la chemise, du train avec les rails,
les frottement des plaques tectoniques, l’écoulement de la lave lors d’une éruption volcanique,

le contact entre une roue de voiture et une route, ne sont que quelques exemples, parmi bien

d’autres, qui montrent que les problèmes de contact avec ou sans frottement entre corps dé¬
formables ou entre un corps déformable et une fondation rigide sont abondants en industrie
et dans la vie quotidienne. Vu l’importance de ces phénomènes, des études considérables
ont été consacrées à la mécanique de contact. Ces études touchent la modélisation, l’analyse

mathématique ainsi que l’approximation numérique.

Les problèmes de contact sans frottement entre un corps déformable et une fondation rigide

ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différentes lois de comportement, on peut citer les
travaux [6, 12].
L’analyse mathématique des problèmes de contact devient encore plus compliquée si on

considère des lois de comportement non linéaires. Des formulations variationnelles et des

résultats d’existences et d’unicité ont été obtenus dans [1,3, 20]dans le cas élastique, vis-

coplastique et viscoélastique.

Pour l’analyse mathématique appliquée à la mécanique de contact, on pourra lire [13, 17, 18].
En ce qui concerne l’analyse numérique on peut regarder [7, 10] et plus récemment [11, 16].
Le but de ce mémoire est l’étude mathématique d’un problème de contact entre un corps

élastique et une fondation rigide. La modéüsation des problèmes de contact d’un corps dé¬

formable avec une base, dépend essentiellement des propriétés mécanique du matériau ainsi

que des conditions aux limites de contact. Dans ce mémoire nous considérons une loi de

comportement non linéaire pour un matériau élastique, dans le processus statique et avec

l’hypothèse des petites transformations. Les conditions de contact sont celles de Signorini.

La méthode utilisée pour étudier ce problème est la suivante:

Nous commençons par la modéüsation du problème mécanique et après avoir précisé les hy¬

pothèses sur les données du problème nous présentons une analyse variationnelle et numérique

pour résoudre ce problème.

Les résultats que nous obtenons concernent l’existence et Punicité des solutions des prob-

3



variationnelles, l’équivalence entre ces formulations variationnelles, la dépendance de la so¬

lution par rapport au paramètre donné et enfin les estimations abstraites d’erreurs suivant

un schéma d’approximation numérique.

Ce mémoire est composé de trois chapitres et une annexe. D est structuré de la manière

suivante:

Dans le premier chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour une bonne compréhension

du problème mécanique qui sera étudié. Nous rappelons quelqiies principes et résultats fon¬

damentaux de la théorie des milieux continus, nous définissons les tenseurs des contraintes

et des déformations, les lois de comportement élastique et enfin les conditions aux limites de

contact sans frottement qui conduisent au problème élastique de Signorini.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions le problème de contact sans frottement entre un

corps élastique et une fondation rigide. Les modèles mathématiques correspondants sont for¬

mulés en fonction des inéquations variationnelles elliptiques. Les conditions aux limites de

contact sont celle de Signorini. Nous donnons, après avoir posé le problème mécanique, deux

formulations variationnelles. Ensuite nous établissons un résultat d’existence et d’unicité

pour chacune de ces deux formulations variationnelles. On poursuit avec un résultat d’équivalence

entre ces deux formulations variationnelles et on étudie ensuite la dépendance de la solution

faible par rapport à un paramètre introduit dans la loi de comportement élastique et on

termine avec une application.

Dans le troisièmechapitre, nous donnons une méthode d’approximation numérique du problème.

On propose un schéma de discretisation de la solution faible du problème mécanique et on

montre que cette solution approchée converge vers la solution faible ensuite on donne les

estimations abstraites d’erreius.

Dans l’annexe on présente quelques résultats classiques sur l’analyse non linéaire dans les es¬

paces de Hilbert, not amment le théorème d’existence et d’unicité concernant les inéquations

variationnelles elliptiques. Nous rappelons aussi les espaces fonctionnels et quelques outils <1(;

l’iuialyse fonctionnel qui seront utiles pour l’étude mathématique du problème mécanique.

Signalons enfin que dans ce mémoire nous avons adopté la convention usuelle de sommation

sur l’indice répété.
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Notations
Dans les définitions qui suivent nous adoptons les notations d’Einstein. On note par:

un domaine de IRn(N = 1, 2, 3).
la frontière de fi.

l’adhérence de fi.

r< (i = 1, 2, 3) une partie mssurable de T.

l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur IRN .

le tenseur identité du seconde ordre sur IRN .

le zéro de IRN et celui de SN.
une constante générique strictement positive.

presque partout.

la norme dans IRN et SN-
la normale unitaire sortante à T.

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel u définies sur fi.
la mesure de lebesgue (N - 1) dimensionnelle de T,.

l'espace des fonctions réelles continûment différentiables sur fi.

l’espace des fonctions indéfiniment déffirentiables et à support compact indu

dans fi.

l’espace des distributions.

fi
r
n

SN
IN
0N

C

PP

l-l
v

u„, UT

me.sr i

Cÿfi)
V{ü)

V\Q)
D = [ip = (<*)/ n 6 P(fi), z = MV} = V(Ü)N.

D = X>(fi)N.
T> = W = (<PV) M; = = T;N} = V(Ü)Ï*".
V' = T>{iï)"*N .

l’espace L‘2{Ü)N.

l’espace L2(fi)"*".
l’cspace//1(fi)".

H

n
ih
W, = {a e H / Diva G //} .

HHr) l’espace de sobolev d’ordre.1, sur T.

l’espace H*(V)N .

l’espace dual de Hï(V).

l’espace dual de H\ •.

IIv
H î(r)
IlV

r,



7 ■’ Hi — * Hr l’application trace pour les fonctions vectorielles.

7„: Hi — � Hr 1’application trace pour les fonctions tensorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes:

le produit scalaire dans H.

la norme dans H.

l’espace dual de H.

le produit de dualité entre H' et H.

la convergence forte de la suite (xn) vers x dans H.

Ci )H

l-lu

(•) -)H'XH
Xn~ÿX

6



Chapitre 1

INTRODUCTION A LA
MECANIQUE DU CONTACT

Le but de ce chapitre est d’établir le modèle mathématique qui décrit le mouvement des mi¬

lieux continus déformables sous Factions des forces extérieurs; c’est-à-dire trouver le système

d’équations aux dérivées partielles posé sur un domaine Q, de IRN (N = 1, 2, 3) associé à

des conditions aux limites.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base de la mécanique des milieux con¬

tinus. Ces rappels porteront sur le tenseur des déformations, le tenseur des contraintes, les

équations de mouvement ainsi que la loi de comportement élastique. Nous présentons aussi

les conditions aux limites de déplacement-traction et les conditions aux limites de contact

sans frottement. Pour plus de détails sur ces notions nous indiquons les travaux [2, 14, 22].

1.1 Géométrie de la déformation

1.1.1 Définition d’un milieu continu

Un mlieu continu est un corps qui occupe à chaque instant t un ouvert borné connexe de

IRN(N — 1, 2, 3) en respectant la continuité de la matière (ni interpénétration, ni formation

de cavité).
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1.2 Tenseur des déformations

Soit il un ouvert de IRN(N = 1,2,3) occupé par le corps élastique dans son état non
déformé. On suppose que il est borné de frontière T régulière.

Soit P une particule matérielle du corps il et soient X = (Xi) ses coordonées à l’instant
t = 0 et x = (xÿ les coordonées à l’instant t > 0 de cette même particule (voir fig.1.1).

*3
As

SiA- t
P

X. \x

X(X,t)

ceei

CL
K

Fig1.1.Visualisation du champ des déplacements.

le mouvement du milieu continu est détertminé par la position courante x de chaque particule

matérielle comme fonction de la position de référence X et du temps t. C’est donc une famille
de fonctions X (.,t): fix IR+ — > IRN (N = 1,2,3), qui vérifie:

x (X,t)= X (X,t)= X + u(X,t) \fXefi,t> 0 tu)

Remarque 1.1 Le champ u défini par (1.1) s’appelle champ des déplacements.

Le gradient de X par rapport aux coordonées de la variable X définit un champ tensoriel sur
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fi noté par F et on a:

F = (Fij) = XxX.

F s’appelle tenseur gradient de la déformation.

Maintenant on suppose que X (., t) est une application bijective et continue; donc son
application réciproque X~l(.,t) : fit — �fi existe et donnée par:

X = X~l{x,t) (1.2)

Au mouvement X on associe le champ des vitesses et le champ des accélérations définis

respectivement par:

dX
V = Ù = -r—(X, t) (1.3)dt

d2X
a = „=ÿ(X,() (1.4)

Soit H également le gradient de u par rapport aux coordonnées de la variable X. C’est-à-dire:

H = (Ha) =Vxu

dut0ùVxU=dxi
On déduit que F = IN + H.

Nous introduisons encore les notations suivantes:

C = FFT = IN + H + HT + HHt.
où HT désigne la transporsée de H.

Le tenseur C défini précédemment s’appelle tenseur des dilatations (tenseur des déformations
de Cauchy).

G =\ (C - IN )
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En composantes on a:

<v>-î>ë*ë*ëë>
Le tenseur G n’est pas linéaire par rapport aux composantes du vecteur de déplacement u.
Dans ce qui suit, nous nous intéressons aux mouvements caractérisés par un vecteur de
déplacement u(X,t ) qui varie lentement avec X. C’est-à-dire les dérivées partielles sont
considérées petites “c’est l’hypothèse des petites transformations” .
Dans ce cas les termes sont négligés et le tenseur G devient un tenseur linéaire e défini

par:

1-( H + HT ) (1.5)£ =

Le tenseur e défini par (1.5) s’appelle le tenseur des déformations linéairisé.

1.3 Tenseur des contraintes

Soit le système matériel soumis à des forces de volumes /(., t) : Qt — � IRN et de surface

h : Tt — > IRN , de la configuration déformée fit et soit le champ de vecteur r(., t) tel que

r(.,t) : ft x E] IRN où Xh = {v G IRN / \v\ = l} est la sphère unité de IRN .
Si x G Tt et u est la normale extérieure unitaire à Ft au point x, alors par définition on a:

h(x,t)ds = r(x, u,t)ds

Remarque 1.2 Le vecteur r(x,i/,t) défini précédemment s’appelle vecteur contrainte de

Cauchy au point x. D’après le théorème de Cauchy; ce vecteur est linéaire par rapport à

u €E; donc il existe un champ de tenseurs cr(.,t) :Qt MN tel que:

T(X,U, t) = (TT(x,t)u,\/x G Qt, t> 0

où MN {N = 1,2, 3) est l’espace des matrices carrées d’ordre N x N.
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De plus a est un tenseur symétrique; c’est-à-dire:

a(x,t) = aT(x,t),Vx G fit, u G E1; t> 0

Le tenseur a(x,t) défini précédemment s’appelle tenseur des contraintes de Cauchy au point

x G fit.

1.4 Equation de mouvement

En utilisant la loi fondamentale de la dynamique, exprimant l’équivalence du torseur des

forces extérieurs et du torseur des accélérations appliquées au système matériel Cl et en
utilisant la loi de conservation de la masse, on obtient l’équation de mouvement suivante:

Diva + / = pü dans fit Vt > 0. (1.6)

où p(., t) : fit — > IR+ est la densité de la masse au point x à l’instant t > 0.
Q(Xÿ •

Div désigne l’opérateur de divergence. C’est-à-dire: Diva = — pour tout i,j = 1,2,3.
OXj

L’équation (1.6) est valable dans la configuration déformée Llt qui est elle même inconue.

Donc (1.6) ne peut pas être utilisée telle quelle; d’où la nécessité de la réécrire dans la con¬

figuration de référence Cl.

Maintenent on suppose que a, u et f sont des fonctions définies sur Cl x [0,T].
On prouve avec certaines hypothèses et avec un changement de notation (voir [2]) que

l’équation (1.6) devient:

Diva + f = pü dans Cl x [0.T] (1.7)

Remarque 1.3 L’équation (1.7) est dite équation de mouvement dans Is cas dynamique.

Si ü = 0 (le cas statique ) ou si pü est négligeable ( le cas quasistatique), l équation (1.7)
devient:

Diva + / = 0 dans fi x [0.T] (1.8)
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L’équation (1.8) est dite équation d’équilibre.

En général, dans la théorie de l’élasticité linéaire, les inconues du problème sont le champ

des contraintes a et le champ des déplacements u qui vérifient l’équation (1.6).

Pour N — 3, les équations (1.7) (dans le cas dynamique) ou (1.8) (dans le cas statique ou

quasistatique) constituent au total trois relations scalaires. Les fonctions inconues sont au

nombre de neuf: les trois composantes (uj) du champ de déplacement et les six composantes

(cTij ) du tenseur des contraintes. Il est évident, que du point de vue mathématiques, il

est bien improbable qu’avec trois équations on puisse déterminer neuf inconnues. Du point

de vue physique, il faut remarquer que les lois de conservations ennoncées sont des lois

universelles, valables pour tous les solides. Donc les équations (1.7) ou (1.8) obtenues à
partir de ces lois suffisaient à déterminer toutes les inconnues, cela signiferait que soumis à

des conditions identiques, les divers milieux continus auraient des comportements identiques,

ceci est naturellement absurdre. Alors les lois de conservation étant insuffisantes à elles seules

pour décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent être complétées par d’autres

relations que l’on désigne sous le vocable de “lois de comportement” et “Conditions
aux limites”.

1.5 Lois de comportement

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu continu,

bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance; leur origine est souvent

expérimentale et c’est toutes une série d’essais qu’il faut réaliser pour établir une loi de

comportement. D’une manière générale, les lois de comportement sont des relations entre le

tenseur des contraintes a et le tenseur des déformations e et leurs dérivées a et è.
Nous présentons ci-dessous les lois de comportement élastique.

1.5.1 Loi de comportement élastique

soit fi C IRN un ouvert borné et connexe et soient a le tenseur des contraintes et £ le tenseur

des déformations.

12



La loi de comportement élastique linéaire est de la forme:

a = £ e

En composantes:

aij — £ijkh £ij (1.9)

où £ = (£ijkh ) est un tenseur d’ordre quatre.

Les composantes £ijkh s’appellent coefficients d’élasticité, elles sont indépendantes du tenseur
des déformations e. Dans le cas homogène et isotrope ( c’est-à-dire le cas où toutes les

directions autour d’un point sont matérièllement équivalentes) les coefficients £ijkh sont des

constantes et elles sont donnés par ( voir [2] p 95):

£ij kh A ô{j 6kh “1“ P- j h bih <5 jk ) (1.10)

où les scalaires A, p sont les coefficients de Lamé; et <5ÿ est le tenseur de Kronecker.

Dans la théorie d’élasticité linéaire, £ est un tenseur symétrique et défini positif. C’est-à-dire:

{Ï)£TXT2 = TX£T2 Vrlf r2 £ SN.
(w)3 c > 0 tel que: £TT > c |r|2 VT €SN.

(1.11)

En général une loi de comportement élastique est de la forme:

<7 = F(s) (1.12)

où F est une application linéaire ou non-linéaire. Mais malheureusement cette loi de com¬

portement ne pas modélliser les phénomènes de fluage et de relaxation, d’où la nécessité

d’introduire d’autres lois de comportement, par exemple les lois de comportement viscoplas-

tiques et viscoélastiques.

Remarque 1.4 Dans le problème qu’on va étudier, nous allons considérer une loi de com-
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portement élastique de la forme:

o = F(e,0).

où 6 est un paramètre donné qui peut être la températeur, l’humidité ou tout autre effet qui

peut influencer sur les propriétés mécaniques du matériau.

1.6 Conditions aux limites

A fin de compléter le modèle mathématique qui décrit l’évolution d’un corps déformable

donné par l’équation de mouvement (1.7) (ou l’équation d’équilibre (1.8)) et la loi de com¬

portement, il faut encore préciser les conditions aux limites.

Les conditions aux limites étudiées dans ce travail sont les conditions aux limites de déplacement-

traction et les cnditions aux limites de contact sans frottement.

1.6.1 Conditions aux limites de déplacement-traction

Soit fi un domaine de IRN dont la frontière T, supposée suffisament régulière est divisée en

deux parties disjointes Ti et r2, et soit v le vecteur normale unitaire extérieur à T.

On considère les conditions aux limites suivantes:

(1.13)sur Tiu = g

crv = h sur r2. (1.14)

La condition aux limites (1.13) est dite condition aux limites de déplacement; sa signification

consiste en ce que le champ des déplacements u est imposé sur r\, la fonction g est donnée.

La condition aux limite (1.14) est dite condition aux ümites de traction; sa signification

consiste en ce que le vecteur des contraintes de Cauchy crv est imposé sur T2 et la fonction
h qui représente la densité des forces surfaciques est donnée aussi.
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1.6.2 Conditions aux limites de contact sans frottement

On considère un corps élastique dont les particules matérielles occupent un domaine il de
IRN ( N = 1,2,3) et dont la frontière T, supposée suffisament régulière est divisée en trois

parties disjointes deux à deux : T = U T*, T* n I\ = 4> V i j.
i=i

Sur les portions et r2, nous imposons les conditions aux limites de déplacement-traction

(1.13) et (1.14); c’est-à-dire le champ des déplacements u est connu sur r\ et le vecteur
contrainte de Cauchy au est connu sur T2.
Sur la partie T3, nous supposons que le corps déformable fl est susceptible d’entrer en contact
avec une base rigide S. Par conséquent, le mouvemnt des particules matérielles de T3 est

restreint à cause de la présence du solide S de telle sorte qu’avant l’appücation des forces
externes, la distance de chaque point x G T3 à S dans la direction de la normale u(x) est
connue et notée par s(x) (voir fig.1.2).

r

X
r3

u{x) s(x)

MM
Fig.1.2. Contact d’un corps déformable avec une base rigide.

Sbit uv = uu la composante du déplacement u dans la direction de u. Nous supposons

Jp contact entre le corps déformable fl et la basse rigide S se produit sans frottement;

15



c’est-à-dire que les mouvements tagentiels sont libres.

Le contact entre le corps déformable et la basse rigide a lieu si et seulement si: uv = s.

Puisque S est un solide rigide, alors le corps fi ne peut pas pénétrer le solide rigide S. Par

conséquent:

(1.15)sur r3u„< s

Pour les points x G r3 telle que uv < s, il n’existe pas de contact entre le corps fi et la basse

rigide 5; donc le vecteur de contrainte de Cauchy au s’annule et on a:

(1.16)u„< s, (Tr — 0 , — 0 sur r3

où aT est la composante tangentielle du vecteur au et av la composante normale du vecteur

au.

Pour les points x G r3 tel que uv ( le contact entre fi et S a lieu ), dans ce cas la basse

S exerce une pression — av (principe de l’action et la réaction ) dans la direction normale

— ■ .s

orientée vers fi. Donc on a:

(1.17)ar — 0 sur r3ov < 0,uv = s,

D’une manière condensée, on peut résumer les conditions ( 1.16 ) et ( 1.17 ) comme suit:

u„< s, av < 0, o , - 0, av(uv — .s) = 0 (1.18)sur r3

Les conditions aux limites (1.18) sont appelées les conditions de Signorini.
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Chapitre 2

PROBLEME ELASTIQUE DE

CONTACT SANS FROTTEMENT

Dans ce chapitre, on étudie un problème de contact sans frottement d’un corps déformable,

sous l’action des forces volumiques et surfaciques, avec une base rigide. Ce problème connu

sous le nom de “ problème de Signorini ” , a été étudié dans [6, 9, 12] pour des matériaux

ayant une loi de comportement élastique linéaire et dans [8, 14, 15, 21, 22] pour des matériaux

viscoplastiques et viscoélastiques.

Notre but ici est l’étude variationnelle du problème de Signorini pour des matériaux élastiques

ayant une loi de comportement non linéaire de la forme:

cr = F(e(u),0)

Dans cette étude, on utilise les propriétés des opérateurs fortement monotones et de Lips-

chitz. Ce chapitre est structuré comme suit:

On modélise tout d’abord le problème mécanique, ensuite on donne deux formulations vari¬

ationnelles (PVi) et (PV2) pour ce problème mécanique. Dans la première formulation
variationnelle, la seule inconnue est le champ des déplacements u, tandis que dans la deux¬
ième formulation variationnelle; la seule inconnue est le champ des contraintes <7.

Pour le problème variationnel (PVi), nous démontrons un résultat d’éxistence et d’unicité

de la solution en utilisant un théorème d ’existence et d’unicité sur les inéquations variation¬

nelles elliptiques de première espèce. Nous prouvons aussi un résultat d’existence et d’unicité
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de la solution pour le problème variationnel (PV2), en utilisant les mêmes arguments. De
plus, nous étudions le lien qui existe entre ces deux solutions variationnelles, ainsi qu’un

résultat de dépandance de la solution variationnelle par rapport au paramètre donné.

2.1 Formulation du problème mécanique et hypothèses

Dans cette partie, on va formuler le problème de contact sans frottement entre un corps

élastique et une base rigide, dans le cas statique.

On se donne un corps élastique occupant un domaine O de IRN ( N = 1, 2, 3) dont la frontière
T, supposée suffisament régulière, est dévisée en trois parties mesurables disjointes r1( T2 et

T3 telle que mes Ti > 0.

On suppose que le champ des déplacements u s’annulle sur Ti, que des tractions superficielles

h s’appliquent sur T2 et que des forces volumiques / agissent sur f2. On suppose aussi que

le corps élastique repose sur une fondation rigide par la partie T3 de sa frontière et que ce

contact se produit sans frottement.
On précise en outre que la loi de comportement du corps O est de la forme:

a = F{e{u),9)

où F est une fonction non linéaire et 9 est un paramètre donné.

Sous ces conditions, on peut formuler le problème mécanique de la manière suivante:

Problème (P): Trouver le champ des déplacements u = (ui) : fi — > IRN et le champ des

contraintes a = (aÿ) : fl — > tels que:

Diva + f — 0 dans D. (2.1)

a = F{£{U),9) (2.2)dans fi

(2.3)sur Piu = 0
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(2.4)au = h sur r2

(2.5)uv < 0, av < 0, aT — 0, auuv = 0 sur r3

Ce problème décrit l’équilibre d’un corps élastique qui occupe le domaine fi C IRN et qui

obéit à la loi de comportement (2.2), soumis à des conditions aux limites mixtes. En effet,

(2.1) représente l’équation d’équilibre, où / sont les forces volumiques, (2.2) représente la
loi de comportement, (2.3) et (2.4) représentent les conditions aux limites de déplacement-

traction et finalement (2.5) représentent les conditions aux limites de contact sans frottement

(conditions de Signorini).
Hypothèses:

Pour l’étude du problème (2.1)-(2.5), on suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées.

F: fix SN X IRK SN telle que:

(a)Il existe rn > ü tel que (F(x,el,0) - F(x1£-i,0))(e i — e2) > m ki — £1|2 •

p.p. xGfi V£i,t2 G SN V9EIRK.
(b) Il existe L\ , L2 > 0 telles que \F(x,£i,di) — F(x,e2, 02)| ≤

< L\ |t i — s2| + Fi |0, — 0%| p.p. x G fi V ti,t)2 €S i\/ V 0\i0‘i G 1 Rÿ .

(c) /' (x,0/v , 0* ) — 0/v-
(d) La fonction x i— * F(x,e,0) est mesurable Lebesgue

p.p. x G fi V î G SN ,V 0 G IRh

(2.6)

(2.7)fell

h t //*(r2)w (2.8)

19



0 € I2(IV* (2.9)

Sous ces hypothèses, on a les remarques suivantes:

Remarque 2.1 L’hypothèse (2.6) nous permet de considérer l’opérateur F.'H-ÿ'H défini

par:

F(e,0)(x) = F(x,£(x),9(x))Ve G H,p.p.x G fi.

En effet, si s G H en utilisant les hypothèses (2.6), il résulte que:

jj’ |M)(:r)|‘i dx = JjF(x,s(x),e)?n dx< fÿUleln + Lÿÿfdx < -4-00.

Donc, F(s,9) G H. Par simplicité, dans la suite on va utiliser la notation F au lieu de F.
On remarque également que d’après les hypothèses (2.6), l’opérateur F : H — + Ft est un

opérateur fortement monotone et de Lipschitz par rapport à s et 6; c’est-à-dire:

(F{si , 0) - F(e2, 0),£I - £2)n > m |£j - £2\2n (2.10)

|/' (£|,0i) — /' {ï-2,0‘i)\n < Li |t[ — s2\n + L‘2 |9\ — 02 ||,2(Q)fc (2.11)

Donc, il résulte que /'’ est inversible et son. inverse F

monotone et de Lipschitz.

est aussi un opérateur fortement

Remarque 2.2 Les hypothèses (2.7) et (2.8) sont des hypothèses de régularité sur les

données f et h: ce sont des hypothèses nécessaires pour que le problème mécanique (2.1)-
(2.7) ait une solution ayant la. régularité: u € l~I\ et. o G Ti\.
Maintenant on définit le sous-espace fermé V de II j par:

V — {u G //, / ya = 0 sur T]} (2.12)
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L2(F)N est l’application de trace vérifiant l’égalité:où 7 : H\

vu e c'inf.7U = Uy

On munit l’espace V du produit scalaire suivant:

(u,v)v = (e(u),e(v))n Vu, u £ V (2.13)

et la norme associée à ce produit scalaire sera notée par |.|u. Puisque les normes |.|v et
|.|H sont équivalentes sur V (grâce à l’inégalité de Kom); on déduit alors que V muni de

ce produit scalaire est un espace de Hilbert.

Soit l’application:

</.«)« + <ÿ>7V)LHV2)» VU G V.v i— +

Des inégalités:

M« ≤ Mu, . M
on déduit que cette application est une forme linéaire et continue sur V ; alors le théorème

de Itiesz- l'Yéchet, entraine l’existence d’un élément unique L £ V tel que:

< Ml/, Vu G//,.

(L,v)v = (f,v)„+ (h, 7ÿ)/;2(i .,) v (2.14)Vu G V

On définit respectivement l’ensemble des “déplacements admissible” Ulld et. l’ensemble des

“contraintes admissible” T.lul par:

0,ui — {u G II i / u = 0 sur T| . u„ < 0 sur r:{} (2.15)

= {T en / {T,S(V))H > (h. r\v vu G umt} (2.16)
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2.1.1 Formulations variationnelles

Dans ce qui suit, on va donner deux formulations variationnelles (PVi) et (PV2) au problème

mécanique(P). Dans la première formulation (PVi), la seule inconnue est le champ des
déplacements u, tandis que dans la deuxième formulation (PV2), la seule inconnue est le
champ des contraintes a.

Lemme 2.1 Supposons que les hypothèses (2.6)-(2.8) sont satisfaites. Si le problème (2.1)-
(2.5) possède une solution régulière (u,a), alors:

u €Uad, (a,e(v)- e{u))n > (L,v - u)v \fv e Uad (2.17)

a e T,ad, {e{u),T -a)n>0 Vr e T,ad. (2.18)

Preuve.
Plaçons-nous dans les hypothèses du lemme précédent. L’appartenance de u à Uad résulte

de (2.3), (2.5) et (2.15).
Soit maintenant v e Uad. En utilisant (5.46) (voir Annexe), il vient:

lv — 7w)i/rx//r = frau(v — u)ds =

= / ai/(v — u)ds + / au(v — u)ds + / au(v — u)di
J ri J r2 J r3

D’après (2.3), (2.15) et (2.4) il résulte que v — u = 0 sur et au = h sur T2.
Par conséquent on a:

<7ÿ(7, JV - 7u)H- XHr = /J T2
u)ds + / ai/(v — u)ds.

J r3
h(v — (2.19)

Soient (uu,uT), {v„,vT) et (fr„, rrT) les composantes des vecteurs u, v et au dans le système

orthonormé (U,T ). En utihsant (2.5) et (2.15), il résulte:

au(v - u) = au(v„- u„) + ar(vT - uT ) = au(vv - uv) = avvv >0 sur T3.
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Pax conséquent, (2.19) devient:

(7ÿ, jv - 7u)H- xHr > / Kv~ u)d*
J r2

(2.20)

En utilisant maintenant (2.1) et (5.47) (voir Annexe), il resuite:

(a,e(v) - e(u))n = (7„cr, jv -7«>ffrXHr + </> « -«)H

D’où par (2.20) il vient:

(cr,du) - e(u))H > (J,v -u)H + (ft, "ru -7«)Lï(r,)» (2.21)

L’inégalité (2.17) résulte maintenant de (2.14) et (2.21).
En prenant v = 2u e Uad, puis v = 0 G Uad dans (2.17) on obtient:

(a,e{u))n = ( L,u)v (2.22)

Soit r €Ead. Par définition on a:

(r,e(u))n > (L,u)v (2.23)

De (2.22) et (2.23) il résulte:

(r - cr, e(u))n > 0 Vr <E Ead (2.24)

En outre, d’après (2.22) on a:

(a,e{u))H = (L,u)v

et d’après (2.17), on a:

(cr, E(V) - e(u))n >{L,v- u) y
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Par addition on obtient:

(<r>e(ü))w > (L,v)v Vv G Uad

C’est-à-dire:

a G Had (2.25)

L’inégalité (2.18) résulte maintenant de (2.24) et (2.25). ■

Remarque 2.3 Compte tenu du lemme précédent et de la loi de comportement (2.2), nous
sommes conduits à étudier les deva formulations variationnelles suivantes pour le problème

mécanique (P).
Problème (PV\): Prouver le champ des déplacements u : Q — * H\ tel que:

u G Uad , (F(e(u), 9), e{v) - e(u))n > (L,v - u)v Vu G Uad (2.26)

Problème ( PV2): Trouver le champ des contraintes a : f2 — * Tii tel que:

17 G Tfad, (F 1(cr,9),T - cr)n>0 Vr G Ead (2.27)

2.2 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie, on donne deux résultats d’existence et d’unicité correspondants aux prob¬

lèmes variationnelles (PVi) et (PV2)-

Théorème 2.1 Supposons que les hypothèses (2.6)-(2.8) sont satisfaites et que mes Ti > 0.
Alors le problème (PV\) admet une solution unique u G H\.

Preuve.

Pour tout w G V fixé et pour tout 9 G L2(IY)fc fixé, l’application v (F(e(w),9),e(v))-n est

une forme linéaire et continue sur l’espace V. Par conséquent, le théorème de Riesz-Fréchet

24



entraine l’existence d’un élément unique Aw E V tel que:

(Aw,v)v = {F(e(w),6),£( v))n Vw, v e V (2.28)

En utilisant (2.10) on obtient:

(Awi — AW2 ,W\ — W2)v > m k(ÿi) — e(l«2)|ÿ Vu»!, IÜ2 E V

D’après l’inégalité de Kom il vient:

(Awi — AW2,WI — w2)v > C \wi — w2\ y VIü!, w2 EV (2.29)

C’est-à-dire l’opérateur A est fortement monotone.

De même, pour tout w\, W2 et v E V, d’après (2.28) et (2.11) on a:

\{Awi - AW2,V)V\ < \(F(e(wx),0) - F(e(w2),0),s(v))\n

< \F(e(wi),0) - F(e(w-i),0)\1l |£(?>)|w

< L\wx - w2\v\v\v Vu E V

Donc:

\Awx — AW2, | < L |ii/| — w21 v Vw i, w-i E V (2.30)

C’est-à-dire l’opérateur A est de Lipschitz.

En plus, 0 E U,ui, donc l’ensemble U,ui est non vide.

Il est facile de voir aussi que V est un ensemble convexe fermé de llx.
Maintenant le théorème (4.3) (voir Annexe) sur les inéquations variationnelles elliptiques de

première éspèce entraine l’existence d’un élément unique v E V tel que:

u E (U (Au, v ■■■ u)v > (L.v - ii) (2.31)Vu t ILii'
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C’est-à-dire:

u G Uad, (F(e(u), 0), e(u) - e(u))H > (L,v - u)v Vu G Uad

Théorème 2.2 Supposons que les hypothèses (2.6)-(2.8) sont satisfaites et que mes I\ > 0.
Alors le problème (PV<i) admet une solution unique o G 7i\.

Preuve.

L’application u i-> (/, v)H + (h,'yv)L2ÿ2)N Vu e V, est une forme linéaire et continue sur V ,

donc il résulte grâce au théorème de Riesz-Fréchet l’existence d’un élément unique Le V tel
que:

(L, v)v = (/, v)H + (h, 7f )x,2(r2)iv Vu e V

Comme:

{e(L),e(v))n = (L,v)v VL, u e V

Alors, E{L) e Eoa; donc Eod 0.
Il est facile de voir que Ead est un ensemble convexe fermé de 7i.

En outre, l’opérateur F : H —> H est fortement monotone et de Lipschitz. Donc son inverse
F~l est également fortement monotone et de Lipschitz.

Alors, le théorème (4.3) (voir Annexe) sur les inéquations variationnelles elüptiques de pre¬

mière espèce entraîne l’existence d’un élément unique a E H tel que:

CT G Eod, (F X(cr,0),T - ar)n > 0 Vr G Ead.

Reste à montrer a G FLi .
Nous avons déjà o G Ead C H et:

(a,e(v))n> (L,v)v Vu G V.

26



En posant v = ±<p et <p G D(Q)N dans cette dernière inégalité et en utilisant(2.14), il résulte
que:

(*»£(¥>))« = {L,<p)v ={f,V>)H + (*,7V)ü«(ra)w

C’est-à-dire:

(a,e(v))n = (f,<p)H V<p e D(D)N (2.32)

D’où Diva = — / G H. Puisque a G H, il résulte a ce qui achève la démonstration. ■

2.3 Equivalence des deux formulations variationnelles

On va commencer cette secction par un résultat faisant le lien entre les solutions respectives

des problèmes variationnelles (PVi) et (PV2). On a le résultat suivant:

Théorème 2.3 Supposons que les hypothèses (2.6)-(2.8) sont satisfaites et soit (u,a ) une
couple de fonctions telles que u G V et a £7i j. Alors, la vérification de deux parmi les trois
assertions suivantes entraîne la troisième.

(1) u est la solution du problème (PV\) obtenue dans le théorème (2.1).
(2) a est la solution du problème (PV-i) obtenue dans le théorème (2.2).
(3) u et a sont liées par la loi de comportement élastique a = F(e(u),9).

Preuve.

(*) (l)+(3)=>(2).
Soit u la solution du problème (PVi) et u, a vérifient:

a = F(e(u),6).

En utilisant (2.26) et la loi de comportement (2.2), on déduit:

{a,e(t>) - e{u))n > ( L, v - u)v Vu G Uad (2.33)
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En prenant v = 2u et v = 0 dans l’inégalité (2.33), il résulte:

(<r,e(ti))w = (L,u)v VueUad (2.34)

Moyennant maintenant (2.33), (2.34) et (2.16), il s’ensuit:

(2.35)

Soit r €Ead. Par définition on a:

(T,£{U))H > (L,u)v (2.36)

De (2.34) et (2.36) il résulte:

(r - a,e{u))n > 0 Vr €£ad

Il vient:

(r — cr, F 1(cr, 0))w > 0 Vr G Eod (2.37)

De (2.35) et (2.37), on déduit que o est la solution du problème (PV2).

(ü)(2)+(3)=>(l).
Soit a la solution du problème (PV2) et u, a vérifient:

a = F(s(u),9).

Nous introduisons les notations suivantes:

E0 = {r € H / (r, e(ï;))w >0 Vv e Uad} (2.38)

?-£(L) (2.39)
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O' — (T — <7 (2.40)

On remarque alors que o 6 £ad o G E0. C’est-à-dire:

£ad = cr + E0 (2.41)

Montrons maintenant que u est la solution du problème (PVi). Prouvons tout d’abord que

u €Uad. Pour cela, supposons que u £ Uad et notons par Pu la projection de u sur le convexe
fermé Uad- On obtient:

(Pu — u,v)y > (Pu — u, Pu)v > (Pu — u,u)v

Alors, il existe a 6 IR tel que:

(Pu — u, v)y > a > (Pu — u, u)v Vv e Uad (2.42)

Soit r l’élément donné par:

r = e(Pu - u) (2.43)

Moyennant (2.42), (2.43) et le produit scalaire (2.13); on obtient:

(r,e(v))n > a > (?, e(u))n Vv €Uad (2.44)

En posant v = 0 dans l’inégalité précédente, on a:

a < 0.

Supposons à présent qu’il existe w G Uad, tel que:

(r,e(w) )n < 0 (2.45)
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Sachant que Xw 6 pour tout A > 0, il vient d’après (2.44) que:

\(T,£(W))H > a VA > 0

En passant à la limite lorsque A — * -foo. On obtient a < — oo. Ceci constitue une contradic¬

tion avec le fait que a E IB. ainsi, on conclut donc que:

(r,e(tu))«> 0 VweUad

Ce qui signifie moyennant (2.38), que ? G E0.
En utilisant (2.41), on déduit.:

T 4- <T G E(ui.

où a est donnée par (2.39).
Comme a est solution du problème (PV2), on a:

(e(u),T - (T)H >0 Vr G Eftrf (2.46)

En appliquant (2.46) pour r = r 4- a G E(M<, on obtient:

{e(u),T)n > (e(u),a- a)H

Ce qui entraînent d’après (2.44) et (2.45) que:

(e(u),<j — à)n < 0 (2.47)

D’autre part, on a a — a G Eo- Donc par définition, on a:

(s(u).o - a)n > 0 (2.48)
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Les inéquations (2.47) et (2.48) sont en contradiction. Ainsi, il s’ensuit que:

U £ Uad (2.49)

En tenant compte maintenant des définitions (2.13) et (2.39), il vient:

{(T,£(V)H = (L,v)v Vu €Uad (2.50)

Ce qui implique à £ Eÿ.

En posant T — a dans (2.27), il vient:

(<r,e(u)n < (L,v)v (2.51)

Sachant d’autre part que a £ E(ui et « 6 U(ld, on obtient aussi:

(a,£(u)n > {L.v)v (2.52)

On conclut alors à partir de (2.51) et (2.52) à légalité:

(a,£(u)n = (L,v)v Vu £ Uad (2.53)

De plus sachant que n £ E(ld- il résulte de:

(a, s(v))n > ( L,v) y Vt; €Uad (2.54)

De (2.53) et (2.54) un déduit:

(<r,t(t>) - e(u))n > (L,t> - u)vVv £ Uad (2.55)

(2.55) et (2.49) entraînent que u est solution du problème (PVi).
{in) (l)+(2) => (3).
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Soit u la solution du problème (PVi) et a la solution du problème (PV2). On pose:

Z = F{e(u),0) G H

D’après l’étape (i ), a est solution du problème (PV2); mais d’après l’unicité de la solution
du problème (PV2), il résulte a — a. D’où:

a = F(e(u),9) eH

■

Remarque 2.4 Les interprétations mécaniques du théorème précédent sont les suivantes:

1) Si le champ des déplacements u est la solution du problème (PV\), alors il existe un
champ des contraintes a lié à u par la loi de comportement a = F(£(u),9), et de plus a est
la solution du problème (PV-n).
2) Si le champ des contraintes a est la solution du problème (PVÿ), alors il existe un champ

des déplacements u lié à a par la loi de comportement a — F(e(u),6), et de plus u est la
solution du problème (PVi).
3)Si le champ des déplacements u est la solution du problème (PV\) et si le champ des con¬

traintes a est la solution du problème (PVi), alors u et a sont liés par la loi de comportement

élastique a = F(£(u),0).

2.4 Dépendance de la solution par rapport au paramètre

donné

Dans ce qui suit, on va étudier la dépendance de la solution du problème mécanique (P) par

rapport au paramètre donné 6.

Théorème 2.4 Sous les hypothèses (2.6)-(2.9), soit ( ) la solution variationnelle du
problème mécanique (P), associée au paramètre 9i ( i = 1,2). Alors, il existe une constante
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positive C qui dépend de Q. T i et. F telle que:

l«i - U2\H] + |rr, - rr2\H) < C \0A - 02\,2{Q)k

Preuve.

Soient (iq, cr,) solution faible du problème mécanique (P) associée au paramètre 0t G L2(1V)A
Alors, on a:

<F(s(ui),0i), e(v) - s(-<h))n > (F?’ -V\)v Vw <E (2.56)

(F(£(W2),02),£(î-’) - £(«2))w > (L,u - W-2)v V<; € (2.57)

En posant maintenant t> = ?/2 dans (2.56) puis r = ux dans (2.57). il vient:

(m«i)ÿ.) - /•'(' ("•2).ÿ). - > 0

Donc:

{F(e(ui),6x) - F(E(U2),OX),S(U2) - £(mi))t<+
(F(S(U2),0X ) - F(e(u2),02),e(«2) “ e(«i))w > 0

De l’inégalité précédente, il résulte:

|(F(e(u2),0i) - F(;(ui),6»1),t(u2) - s(ui))n\ <
< I(F(£(U2),(?I) - F(e(u2):02),~(u2) ~e(u}))u\

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’hypothèse (2.6) dans le membre droit de

cette dernière inégalité puis l’hypothèse (2.6) et l’inégalité de Korn dans son membre gauche,

on obtient:

cm\ux - u2|Wi < L2\0 1 - 02\i:2(n),
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C’est-à-dire:

IW1 — “2IHi — C|0! — 02li2(f j)* (2.58)

D’autre part, on a:

Wi ~ *2\Hl = ki - <T2|H = lÿkK), #i) - F(E(U2),d2)\n

En utilisant l’hypothèse (2.6) et l’inégalité (2.58), il vient:

ki — S C ki — (2.59)

L’inégalité cherchée résulte maintenant de (2.58) et (2.59). ■

Remarque 2.5 Le théorème précédent montre que des petites perturbations dans le paramètre

6 n’entraînent que des petites perturbations dans la solution (u,a) du problème mécanique

(P)-

Application ( Cas unidimensionnel ):
Soit une barre métallique de longueur L = 1, fixée en x = 0 et soumise à son poids et
susceptible de contacter le sole (S).
Nous supposons que la distance de chaque point x G T3 à (S) est connue et notée par s(x).
On pose Cl = [0, l];rx = {0}; T2 = T3 = {1} (voir fig.2.1).

J
3

D
Y Y*

// ////./ ////'/> / 7 / 7 / /7
S

Fig.2.1. contact d’une barre métallique avec le sole.
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Formulation du problème:Trouver le champ des déplacements u : ]ü, l[ — > IR et le champ

des contraintes a : ]0, 1[ •— > IR tels que:

do dans ]0, l[ (2.60)-ÿ+.9 = 0dx

dans ]0,1[ (2.61)a = F{e(u),0) = Ee{u) + f(0)

u(0,9) = 0 (2.62)sur T

(2.63)u(l,6) < s, a(l,6) < 0, a(1.0)(u(l,O) — s) — 0 sur T3

où E est le module de young, 6 est la température, g est l’accélération de la force de gravité

et f : IR —* IR est définie par: /(9) = k(0 — 0q).

Solution:

De (2.60). il vient:

(2.64)o(x,9) = —gx + a

D’autre part:

du (2.65)o(x.O) = Es(u) + f(0) = E— + f(0)

De (2.64) et (2.65), il vient:

du =~Ex+ba~m)dx
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Donc:

1 1 - f(0))x + pu(x,0) =

Comme 0 = «(0, 9) = P, on obtient:

1 1«(*>0) = + g(û - f(0))x (2.66)

De plus, en utilisant la relation (2.63), on aboutit à:

1 1u{l,6) <s& -—g 4- —(a - f(6)) < s.

a(l,0) < 0 -</ + «< 0.

1 1a(l,0)(u(l,0) - a) = Ü & {-g 4- a)(-— g 4- —(a - f{0)) s) = 0. (2.67)

La relation (2.67) entraîne que:

(«=|+W» + /(»)).(a = g) °”

<j. les relations (2.64) et.(2.66) deviennent:i) Si <\

\gxl + j;(g - f{0))xu(x,0) =
rr(x, 0) = -gx 4- $

(2.68)

Dans ce cas: </( 1 . 0) < .s et o{\,0) — ü; c’est-à-dire:

1 (.7 -2/(0)).
2/-;
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ii) Si a —|+ Es + f(9), les relations (2.64) et(2.66) deviennent:

u{x,e) = -\gx* + ±{l + Es)x
a(x,9) = -gx + f 4■ Es + f(9)

(2.69)

Dans ce cas: cr{\,9) < 0 et u(l,0) = s; c’est-à-dire:

Si s = jjr,(g — 2 f(9)), alors les deux solutions (2.68) et (2.69) coincident.

Remarque 2.6 Pour a — g, la barre métallique est libre; et pour a =\+ Es + f(9), la

barre métallique est en contact avec le sole.
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Chapitre 3

Approximation numérique du

problème de contact sans frottement

Dans ce chapitre, on propose une méthode d’approximation numérique de la solution varia¬

tionnelle du problème (PV|), étudié dans le deuxième chapitre.

3.1 Approximation numérique du problème

Dans cette section, nous présentons un schéma d’approximation du problème variationnelle

(PVi). Nous supposons que les hypothèses (2.6)-(2.9) sont vérifiées et que Vh et H'1 sont

respectivement deux sous-espaces de dimensions finies de V et 7t, où h > 0 est un paramètre

de discrétisation. On note aussi par C Vh, un sous-espace de dimension finie de l'espace

des déplacements admissibles Uni- Nous supposons que e{Vh) C Ti.'1 ■

Un schéma de discrétisation du problème variationnelle (PV|) est donné par le problème

suivant:

Problème (PVf): trouver uh tel que:

"" e (l'(e(uh),0),,{vh) - s(uh))nh > (L,vh - uh) Vvh e (3.1)\ >•

Théorème 3.1 Sons 1rs hypotheses (2.fi)-(2.8), lu problème, approché (PV\) admet. un< ■ solu¬

tion unique uh €U\.

Preuve.

Ce résultat peut s’obtenir pai une application directe du théorème (2.1), puisque Vÿ1 est un
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sous-espace de dimension finie de l’espace de Hilbert V.
Notre but maintenant est de trouver les estimations aux erreurs |u — uh|Wi, |er — &h\n-
On a le résultat suivant: ■

Théorème 3.2 Sous les hypothèses (2.6)-(2.8), il existe une constante C > 0 indépendante

du sous-espace Vh telle que:

\u - «*|J + \a -< < CMju- «*|* + |« - v»|v).

Preuve.
On rappelle que pour tout v €Uad, on a:

{[‘\£(u),0),e(v) -e(u))n > (L,v - u)v Vu 6 Uad

Donc, pour v = uh on aura:

(F(s(n),0),e(uh) - e(u))H > (L,uh - u)v

qu’on peut écrire sous la forme:

(F(e(u),0),e(u) - e(uh))n < < L,u - uh)v (3.2)

De l’inéquation (3.1), on a:

[l (e(uh),0),s(vh) - e(uh))n > (L,vh - uh)v

Donc:

(l‘'(-:(uh),0),e(x.’h) (uh))n = (F(e{uh),0),e(tr*) - s(u))n+

+{F(s(uh).0),e:(u) - e(uh))n > {L,vh - vh)v.
D’où:

(ne{uh),0),e(») 4”h))n < (l'(e(n,l)J)),.e(r'‘) - -:(u))n I </,. u" - rh)v (3.3)
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Moyennant (3.2) et (3.3), on obtient:

<F(e(u), 0) - F(e(uh),9),e(u)-£(uh))n < {F(e(uh),9),e(vh)- e(u))H + (L,u- vh)v.
En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que |e(v)|H ≤ |v|K dans le membre

droite de cette dernière inégalité, puis le fait que F est un opérateur fortement monotone et

en utilisant l’inégalité de Korn dans son membre gauche, on obtient:

M \u -uh\l < |F(e(u',),9)|M I*»'1 - u\v + \L\V - u\v (3.4)

De plus, on a:

|F(e(«V)|„ < |F(e(u/*),0)-F(£(u),0)|w + |F(£(«),0)|w<

< Lx |e(t*fc) - e(w)|„+ |F(e(u),0)|w < L\ |Mh - w|v, + |F(e(ti),0)|w

(3.5)

(3.4) et (3.5) entraînent que:

M |M - uh\‘v < h |u*- tt|v |wk - «|v + \L\V |v*- u\v + \F(e(u),9)\n |t/‘- u\v

En utilisant le fait que:

1
ab < -(a2 -I- b2) où a,b £ IR

On aboutit à:

M |» - «*!’ < 7‘ MK - u\‘v f y - u\‘v)+c, 1«* -

Où C, = \t.\v + |/.'(e(»>,0)\u
Supposons que (A/ — >0, donc:

|« - u"\l. < C(|t/‘ - «|* f | M" u\y) Vr* £ Vh.
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Alors:

-u\v) (3.6)

D'antre part , on a:

<rh — F(s(uh),0) et a = F(s(u),9).
Alors:

I"- <7*1 H = IÿW").#) - mUh),6).ŸH < G Hu) - £(»")|; < Ci \u - B‘|JV

En utilisant (3.6), il résulte:

+|v‘-«|v) (3.7)

De (3.6) et. (3.7), il vient:

I” - «*|*K +\a- < C inf - u\2v + |,/* - „|v.) (3.8)

■

Remarque 3.1 : Le théorème précédent montre que le problem,e de l’évaluation de l’erreur

\u — uhÿv+ \(T — ahÿn se ramène à un problème d’évaluation de la quantité inf h(|uh — u|ÿ +
K--U

3.2 Analyse de la convergence

Dans cette section, on analyse la convergence du problème approché (PV(l) vers le problème

(PVt).
Pour cela, on introduit l’hypothèse suivante:

Hypothèse (HPj):
Il existe un sous-espace VQ C V dense dans V et une fonction a(h) > 0 tels que:

Iim«(/,.)=0
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et

mf \v-vh\ <a(h)\v\vvhev'1
Vu €V.

Maintenant on peut étudier la convergence du problème (PVj) vers le problème (PVj).

Théorème 3.3 Soient u (respectivement a) la solution du prblème (PV{), (respectivement
(PV2)) et uh (respectivement ah) la solution du problème (PV{), (respectivement (PV?))
corespondant. à la discrétisation du prblème (PV1). Alors, sous l’hypothèse (HP\), on a le

résultat suivant:

|tt — uh\2y + |a — crh — *ÿ 0, quand h — » 0. (3.9)

Preuve.

Comme Vo est dense dans V , donc pour tout £ > 0, il existe un élément u de V0 tel que:

|« -U\y < £ (3.10)

De plus, on a:

K*“ulv + l“~ulv

Donc:

inf lu* — 7/.I • |ü - uL + inf \vh - uL11 w ,Afcvh 1 'v (3.11)

De (3.10), (3.11) et. l’hypothèse (HPi), il résulte:

«lv < £ + «(/») Mv0inf 1 1'h
nh(Vh

(3.12)

En passant à la limite , quand h tend vers 0, on obtient:

inf \j}h u| — + 0, quand h — ► 0
i-N vh

(3.13)
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Le théorème (3.2) et la relation (3.13) entraînent que:

\u — uh\2y + \a — ah\2n 0, quand h — > 0.

■
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ANNEXE

Dans cette partie, on va rappeler quelques résultats fréquemment utilisé dans notre travail.

Elle est divisée en deux sections. La première est consacrée aux éléments d’analyse non-

linéaire dans les espaces de Hilbert qui sont utilisés dans l’étude des problèmes élastiques.

On y présente ici des résultats sur les opérateurs fortement monotones et les inéquations

variationnelles elliptiques. La deuxième section est consacrée aux espaces fonctionnels. On

introduit ici des espaces de type Sobolev associés à l’opérateur déformation et à l’opérateur

divergence et on présente leurs principales propriétés, notamment le théorème de trace

Pour plus de détails sur cette partie, on peut lire [4, 5, 14, 19, 20,22],

4.1 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de

Hilbert

4.1.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soient H un espace vectoriel réel et (.,.)// un produit scalaire sur //. On note par \.\ri
l’application de H dans IR+définie par:

îMH = (4.1)
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et on rappelle que |.|H est une norme sur H qui vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwartz:

Kÿi/I <M// MH Vu, v G H.

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par (4.1).
Dans la suite, on va supposer que H est un espace de Hilbert.

Soit IL le dual de H, c’est -à-dire l’espace des formes linéaires et continues sur H muni de

la norme:

l(y.«)irxglMIT= SUP
veH

V&H
MH

Où (., -)H'XH représente la dualité entre ht et H.

Théorème 4.1 (théorème de représentation de Riesz-Fréchet).
Pour tout tp € IP, il existe f G H unique tel que:

(<P,V)H-*H = </»«)// VtJ e H

De plus on a:

MH- = I/IH-

Théorème 4.2 Soit K C H un convexe fermé, non vide. Alors pour tout f G H il existe

u G K unique tel que:

1/ — «if, = i/ -H,, (4.2)

De plus, u est caractérisé par la propriété:

u G K, {u,v- u)H >{f,v- u)H (4.3)Vv G K

Le théorème précédent nous permet d’associer à chaque élément f E H l’élément u défini par

(12) ou (4.3).
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On noie u = PKS , Où 1\- : Il —> K s'appelle l'opérateur de projection sur K.

Remarque 4.1 Soit R C II un convexe fermé, non vide et PK l'opérateur de projection
sur K. Alors on a:

\PKA - PKM„< 1/, - h\H v/,, /2 € H (4.4)

4.1.2 Opérateur fortement monotone et inéquation variationnelle

Dans cette section, nous étudions quelques propriétés d'un opérateur fortement monotone

et de Lipschitz dans un espace de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert et A: H — ► H un opérateur non linéaire.

L’opérateur A est dit:

i) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que:

(Au — Av,v — u) H > m|u — vfH Vu, v <E H. (4.5)

il) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que:

\Au — AV\H < M |u — v\H (4.6)Vu, v e fl.

Soient, A : H —* H un opérateur non linéaire. / e H et K une partie non-vide de H.

Un nombre considérable de problèmes aux limites ainsi qu’en mécanique des milieux continus

ont un lien avec le problème suivant:

Trouver u tel que:
(4.7)

ue K, ( AU.,V)H > (f,v)H Vu e K

Le problème (4.7) est appelé ’‘inéquation variationnelle elliptique de première espèce ”.

Lemme 4.1 Soit A : H —+ H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz. Alors A
est également fortement monotone et de Lipschitz.- 1est inversible et son inverse A

Thorme 4.3 Soientt A : H — *ÿ H un opérateur fortement monotone et de Lipshitz et K C H

un convexe fermé non vide. Alors l'inéquation variationnelle elliptique de première espèce
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espèce admet une solution unique.

Le théorème précédent représente un résultat d’existence et d’unicité de la solution pour le

problème (4-7).

4.2 Les espaces fonctionnels

4.2.1 Les espaces de distributions

Soit fi un ouvert de IRN. On note par D(fi) l’espace des fonctions réelles sur fi qui sont

indéfiniment dérivables et dont le support est compact et inclus dans fi et par P(fi) l’espace

des distributions sur fi.

Nous introduisons également les espaces suivants:

D = {v = ta) / v, e »(«), i = l,N}= ©(fi)"

© = {f = ('!•„) / f„= f,i €©(Si), i, J = 1, N} = V(Çl)%xN.

D = {u = ta) / tu e ©(Si), i = 1, N} = ©(fi)".

© = ta = (iT„) / = ait €©(fi), J - 1, /V} = x>-(n)î«"

Les dualités entre les espaces D et D, T> et V seront notées respectivement par (., .)D'XD et

Plus précisément on a:(•> -)v xT>-

(5.1)(Mÿ)DXD = (Ut,ff,)

(5.2)<ÿ»1>XD =
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pour tout u E T>, <p E D, a E T> et * E T> avec la convention usuelle de la somation sur

l’indice répété.

Soit di l’opérateur di — pour les fonctions et pour les distributions. On a:

{diO,*) = -<o, di*) V0 ev'(n), * € î>(Q) (5.3)

On peut également introduire les opérateurs différentiels du premier ordre définis par:

1e : D — ► D, e(<p) = (£„(</>)), ei3(<p) = + %<pj) V», j = 1, N, V(p E D (5.4)

(5.5)Div :V — D, Div* = (6Ç,4>0) V* = 1, JV, V$eî>

On va utiliser les mêmes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les espaces

des distributions sur O:

1
e : D — ► D, e(u) = (£ij(u )), £ij(u) = -(djUi + dluJ) Vi,j = 1, TV, V?/ e I) (5.6)

Div : X> D, Diva = (<9,utJ) Vz = I,7V, Vu Ç X> (5.7)

En utilisant (5.3), on obtient facilement :

(e(u),*)VxV = - (u, Div*)nxl) Vu E D, * E V (5.8)

(a,e{<p))v\v EV.ÿpE D(Diva,<p)l)xl) (5.9)

L’opérateur £ défini par (5.4) pour les fonctions et par (5.6) pour les distributions s’appelle

“opérateur déformation” .

L’opérateur Div défini par (5.5) pour les fonctions et par (5.7) pour les distributions s'appelle
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“opérateur divergence” .

Dans la suite, on va utiliser les espaces suivants:

H = {u= (Ui ) /Uie L2(Q), i = 1, N} = L2(Q)N.

H={a= (ffij) / Gij = aa G L2(ü), i,j = 1, N} = L2(Çl)%*N.

Ces espaces H et 7i sont de Hilbert munis des produits scalaires respectifs:

-L(u,v)H UiVidx (5.10)

W,T)n = / (TijTijdx
Jn

(5.11)

Les normes associées aux produits scalaires (5.10) et (5.11) seront notées respectivement par

MH Mw
Comme L2(Cl) s’identifie à un sous espace de distributions sur O, alors on peut considérer

H C D et 'H C T). Par conséquent, les opérateurs déformation et divergence peuvent être

définis respectivement sur les espaces H et H. Cela nous conduira à l’étude d’autres espaces

fonctionnels.

4.2.2 L’espace de Sobolev Hl(ü)

Soit f2 un domaine borné de IRN de frontière T. Nous supposons que O est un domaine à

frontière Lipschitzienne, c’est-à-dire T est représentable localement comme le graphe d’une

fonction Lipschitzienne sur un ouvert de IRN~X, Cl étant situé localement d’un seul côté de

r.
L’espace de Sobolev Hl(Çl) est défini par:

Hÿü) = {u €L2(ft) / diU e L2(ft), * = 1, N =}
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On sait que if1(O) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:

(u,v)HHU) = (u,v),2{ n) + (diU,div),2{n) (5.12)

et la norme associée:

= ((U,U)H'(Q)Ÿ2Mffi(fi) (5.13)

on a les résultats suivants:

C1ÿ) est dense dans H1(O) (5.14)

if1(fi) c L2(Cl) avec injection compacte (théorème de Rellich). (5.15)

Il existe une application linéaire et continue 7 : H1(fl) — » L2(T)

telle que:

7u = iqr pour tout u G Ca(Q) (5.16)

Remarque 4.2 L2(T) représente l’espace des (classes de) fonctions réelles sur T qui sont
L2 pour la mesure superficielle dT. L’application 7 s’appelle application de trace; elle est
définie comme le prolongement par densité de l’application u —> u-\ r définie pour u G C1(Q).
L’application de trace 7 : H1(Q) — > L2(T) n’est pas surjective, l’image de H1(Cl) par cette
application est notée Hï (T); c’est un sous-espace de L2(T) qui est de Hilbert pour la structure
transportée par 7. On a:

H?(T) C L2( r) avec injection continue. (5.17)

7 : H1(Cl) — ► H 2 (T) est une application linéaire continue et surjective (5.18)

Soit maintenant HQ(CI) l’adhérence de T>(Cl) dans H1(Cl). L’espace HQ(CÏ) est un espace
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fermé de H1(Cl). On note par H 1 (12) le dual de HQ(CÏ); c’est un espace de distributions sur
Cl. On a les résultats suivants:

Le noyau de l’opérateur de trace est HQ(CI).
C’est-à-dire HQ(CÏ) = {Ué //’(fî) / 7« = 0}

(5.19)

4.2.3 Espaces liés à l’opérateur déformation

Pour l’opérateur déformation défini par (5.6), il est naturel d’introduire l’espace:

//1 = {« e H l e(u) e 77} .

Sur /7! on considère le produit scalaire:

(M.v)tfj = («.«)« + (e(«),£(«))« (5.20)

Et la norme associée définie par:

K = Ml + M“)ll (5.21)

On obtient ainsi:

M,i ≤ M 1/, • (5.22)

\4")\u ≤ M n, (5.23)

Donc l’injection de //| dans H et l’opérateur déformation e : tl\ — > 77 .sont des opérateurs

continus. De même, compte tenu de [’identification de II et 77 à des sous-espaces de I) et

T>, en utilisant (5.8) on a:

(•-'(«)> 'PYIïXV I {«, /7/vy) ,/ 0 Va 6 //, tp eV (5.24)

(5.25)(-'(ÿa), y’)a 4 (a. I)ity)„ — 0 Va € //1, 1 €P
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Théorème 4.4 L’espace H\ muni du produit scalaire (5.20) est un espace de Hilbert.

Soit maintenant i/1(0)Ar l’espace de Hilbert produit défini par:

H\Sl)N = {u = (ui)/ui 6 H1{O), i = l,N]

(u, (n)jv = (ui,Vi)Hi(n) (5.26)

(5.27)
i=l,N

Théorème 4.5 On a l’égalité algébrique H\ = H1(0)N et les normes définies par (5.21),
(5.27) sont des normes équivalentes sur Hi.

Remarque 4.3 En utilisant le théorème précédent, il résulte en particulier qu’il existe une

constante C > 0 qui dépend en général de fl telle que:

Ma + k(«)lH ≥ C l«l?ri(n)w G Hx. (5.28)

Compte tenu du théorème (4.5), toutes les propriétés de l’espace H1(fl) peuvent être

transposées pour l’espace H\, par passage aux espaces produits. Plus précisément si on note

rspectivement par H? et L( les espaces H%(T)N et L2(T)N,alors en utilisant (5.14)-(5.20) on

obtient les résultats suivants:

C,1(fî)JV est dence dans Hl. (5.29)

Hi C H avec injection compacte (théorème de Rellich). (5.30)
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Il existe une application linéaire et continue 7 : Hx — > L\
telle que : 7« = ttir pour tout u €Cl(Q)N .

(5.31)

Hp C Lp avec injection continue. (5.32)

-y : H1 Hv est une application linéaire continue et surjective. (5.33)

Le noyau de l’opérateur 7 est HQ(Q)N; c’est-à-dire:

#oW = {« €H,/ 7u = 0}.
(5.34)

L’application 7 définie par (5.31) s’appelle application de trace sur l’espace Hx. Pour tout
u € Hi, l’élément 7u 6 Hp s’appelle la trace de u sur T. Parfois, par simplicité, on va

noter uir ou simplement u au lieu de 71t. La continuité de 7 donnée par (5.33) équivaut à

l’éxistence d’une constante C > 0 qui dépend de Q telle que:

|7«lWrS C\u\Hi Vue#!- (5.35)

Où |.|//r est la norme dans l’espace Hr.
Dans la suite, le dual de Hp sera noté Hv et la norme sur Hr ainsi que le produit de dualité

entre Hv et Hp seront notés par |.|Hr et (., -)nrxHr-
Dans le problème mécanique étudié dans ce mimoire, la frontière T est partitionnée en trois

parties mesurables Ti, T2 et r3; telles que mes > 0.

Nous aurons aussi besoin de l’espace V défini par:

V = {u e H\j 7U — 0 surfi}.

Cet espace est un sous-espace fermé de Hx .

Théorème 4.6 (inégalité de Korn). Soit mes Pi > 0. Alors, il existe une constante C > 0
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dépendant de Q et F[ telle que:

v«e v. (5.36)

La démonstration de ce théorème peut être trouvée dans [19 p. 79] .

Sur V , nous considérons le produit scalaire défini par:

(u,v)v = {s(u),e(v))u Vu,v 6 V (5.37)

Soit, |.|v, la norme associée à ce produit scalaire, c’est-à-dire:

Mu = KMU e v (5.38)

De l’inégalité de Kom (5.36) et de (5.23), il vient, que M#, e-l |.|v, sont des normes équivalentes
sur V , donc (V. |.|v, ) est un espace de Hilbert.

En outre le théorème de trace de sobolev, entraine l'existence d'une constante CQ > 0,

dépendant de Et, T\ et, Ta telle que:

Mt2(r3) < C0 \v\v \fv e V (5.39)

4.2.4 Espaces liés à l’opérateur divergence

Comme dans le cas de l’opérateur déformation il est naturel d’introduire l’espace 7i\ lié à

l’opérateur divergence et définit par:

H\ = {a e H / Diver ê //} .

Sur 7i\, on considère le produit scalaire:

(a, r)Ul = {a, r)H 4- {Diva, Divr)H. (5.40)

Et la norme associée définie par:

M«, = klH + \Diva\l Va <E Hi (5.41)
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On obtient ainsi:

kl H ≤ klW, (5.42)

I Diva\H < klWl (5.43)

Donc l’injection H\ Cl "H et l’opérateur divergence Div : H
continus. De plus, compte tenu de l’identification de H et H h des sous-espaces de D et V,
en utilisant (5.9) on a:

7ï sont des opérateursî

(Diva,ip)DxD = -(a,£(<p))H Mae H, € D (5,14)

(Diva,(f>) a + (a,e(ip))n = 0 Ma E H\, ç E D (5,45)

Théorème 4,7 L’espace H ! muni du produit, scalaire (b.JO) est un espace, de Hilbert.

On a le résultat suivant:

L’espace C'(U)ÿxN défini par:

= {° = ko) / <*ij ="a e C'(D), i,j = l,N}

est dense dans H. De plus, pour tout a E Cl(Q)ÿyN
posantes (atJut), i. j ~ 1 ,N où v — (u j) est la normale extérieur unitaire à T. Comme dans

le cas de l’espace //[, on peut définir une application de trace pour l'espace Ll\ à l’aide de

résultat suivant:

on note par au le vecteur de rom-

Théorème 4.8 11 existe une application linéaire, continue et surjective. 7„ : 7i\
que:

ll„ tellei

/ (5 Ifi)au()dVlly'Uv

x - xpour tout ( Il| cl a e ( ’’ (O)
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Condusion :

Cette étude réalisée est une petite contribution dans les travaux de recherche menés durant ces

deux dernières décennies dans le domaine de l’analyse variationnelle des problèmes de

contact avec ou sans frottement entre un corps élastique ( viscoélastique ou viscoplastique ) et

une fondation rigide ou déformable. Ce domaine n’est pas complètement investi, car les

problèmes de contact thermoélastique, thermoviscoélastique et thermoviscoplastique, pour

des matériaux ayant une loi de comportement non linéaire sont encore ouverts.

Signalons aussi que des études théoriques et numériques récentes sont faites dans le domaine

de la recherche des solutions variationnelle lorsque la surface de contact n’est pas régulière et

que la voie dans cette direction est loin d’être terminée.

;
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Abstract

The object of this memory is the study of a problem of contact without
friction, between a deformable body and a rigid base. We consider a
nonlinear law of behavior for an elastic material. The results obtained relate
to the existence and the low unicity of the solutions, equivalence between
these formulations variational, the dependence of the solution compared to
the parameter given as well as the abstract estimates of the errors of
approximation, by using methods variational. This memory comprises three
chapters and an appendix. In the first chapter, we recall some fondamental
results of the theory of the continuous mediums. In the second chapter we
study the problem of Signorini for an elastic material. The third chapter is
devoted to the approximation of the weak solution. In the appendix, we
recall some results of functional analysis and partial derivative equations
which were useful for the study of our problem.

Key words elasticity, contact without friction, problem of Signorini,
variational inequation, strongly monotonous operator, weak solution.



Résumé :?

L'objet de ce mémoire est l'étude d'un problème de contact sans frottement, entre un

corps déformable et une base rigide. Nous considérons une loi de comportement non
linéaire pour un matériau élastique. Les résultats obtenus concernent l'existence et

l'unicité des solutions faibles, l'équivalence entre ces formulations variationnelles, la
dépendance de la solution par rapport au paramètre donné ainsi que les estimations
abstraites des erreurs d'approximation, en utilisant des méthodes variationnelles. Ce
mémoire comporte trois chapitres et une annexe. Au premier chapitre, nous rappelons

quelques résultats fondamentaux de la théorie des milieux continus. Au second
chapitre nous étudions le problème de Signorini pour un matériau élastique. Le

troisième chapitre est consacré à l'approximation de la solution faible. Dans l'annexe,

nous rappelons quelques résultats d'analyse fonctionnelle et d'équations aux dérivées
partielles qui ont servi pour l'étude de notre problème.

'

!

Mots clés : élasticité, contact sans frottement, problème de Signorini, inéquation

variationnelle, opérateur fortement monotone, solution faible.




