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Introduction

Le but de la régression est de déterminer la maniere dont I'espérance d'une
variable expliquée réelle Y dépend d"une variable explicative X scalaire,
vectorielle ou méme fonctionnelle (ce qui veut dire qu’elle prend ses va-
leurs dans un espace de dimension infinie). Nous cherchons le lien entre
X et Y modélisé par la fonction r vérifiant

Y =r(X)+e,

ol € est I’erreur supposée centrée et indépendante de X, ce qui permet de
montrer que (X ) = E(Y/X). Le probleme consiste donc a déterminer (ou
plutdt a estimer) pour chaque réalisation x de la variable X, la valeur de
la fonction r(z).

Pour caractériser cette fonction, une premiere approche consiste a utili-
ser un modele de régression paramétrique. On suppose que cette fonction
peut s’écrire comme une fonction explicite des valeurs de X. Cette der-

niére peut étre linéaire, par exemple
r(z) =a+ pz,

et on cherche alors a déterminer les meilleures valeurs des parameétres « et
§ compte tenu d"un critére, par exemple celui des moindres carrés. Nous
nous ramenons alors a 1’estimation d’un nombre fini de parameétres. Dans
certains cas nous pouvons disposer pour cette estimation d"un échantillon
{(Xi,Y:),i = 1,...,n} de couples indépendants et ayant chacun la méme
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Introduction 4

loi que (X,Y). Souvent, l'utilisation d’un modele paramétrique n’est pas
justifiée; il est alors possible de se suffire de la seule donnée de I’échan-
tillon pour réaliser une estimation. Ce sera a I'aide d"'un modéle nonpara-
métrique. Dans ce cas on ne dispose d’aucune forme paramétrique pour r
mais seulement d’hypotheses générales de régularité comme la dérivabi-
lité.

Etudier le lien entre deux variables a généralement pour but de prédire
I"'une d’entre elles (variable réponse) étant donné une valeur de 1’autre (va-
riable explicative). Il y a plusieurs fagons d’aborder un probleme de prévi-
sion et 'une des plus utilisées est la régression qui est basée sur 1’espérance
conditionnelle. Pour des raisons de robustesse, deux techniques alterna-
tives sont la médiane conditionnelle et le mode conditionnel. La prédiction
au moyen de la médiane conditionnelle nécessite I'estimation préalable de
la fonction de répartition conditionnelle. Celle du mode conditionnel né-
cessite 1'estimation de la densité conditionnelle. Ces deux méthodes de
prévision ont été largement étudiées. Citons, parmi les innombrables tra-
vaux qui leur ont été consacrés Gannoun et al.| (2003),Samanta et Thava-
neswaran! (1990),Khardani et al. (2011) et Collomb et al.| (1987).

Plusieurs paradigmes d’estimation non-paramétrique de la régression sont
disponibles dont, I’estimation a poids, I'estimation des moindres carrés,
et 'estimation des moindres carrés pénalisés ou spline de lissage. L'esti-
mation a poids se décline en plusieurs modéles dont 1'estimateur a par-
tition, 1’estimateur des k plus proches voisin et I'estimateur & noyau de
Nadaraya-Watson. Ce dernier, qui a été introduit indépendamment par
Nadaraya| (1964) et Watson| (1964), est 'un des plus populaires des mo-
deles de régression non-paramétriques. Son expression est

X))
raw (@ ZYZHK (@ — X0)/hn)’

ou K est une fonction de R dans R et h,, est un parametre réel strictement
positif, appelé parametre de lissage et dont le choix est essentiel.
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Malheureusement dans la pratique, il n’est pas toujours possible d’avoir
a disposition des données completes. La fixation du temps de 'étude par
exemple peut empécher 1’observation de la variable d"intérét pour laquelle
on saura seulement qu’elle dépasse la valeur observée, c’est le cas de la
censure a droite. C’est pourquoi cet estimateur a été généralisé au le cas
ol la variable réponse est censurée a droite par Kohler et al.|(2002). Gues-
soum et Ould Said| (2008, 2010, 2012) ont étudié cet estimateur (qu’ils ont
légerement modifié) aussi bien dans le cas ot les X; sont iid que dans le
cas ot1 les X; sont a-mélangeantes.

Un phénomene de censure a gauche (symétrique du précédent) peut aussi
empécher 'observation du phénomeéne d’intérét pour lequel on saura seule-
ment qu’il est inférieur a la valeur observée. Généralement, la censure a
gauche s’accompagne de la censure a droite comme cela est le cas pour la

censure mixte a laquelle nous nous intéressons dans cette these.

Un exemple d’un tel modele, donné dans [Patilea et Rolin (2006), est de
considérer un systeme de fiabilité qui consiste en 3 composants C;, C; et
Cs avec C et C en série et (5 en parallele avec le systéme en série. Les
variables X, R et L, respectivement les durées de vie de C}, C; et (s, sont
indépendantes et on peut déterminer quel composant est tombé en panne
en méme temps que le systeme. Un autre exemple a été donné par Mo-
rales et al.|(1991) concernant la mort d’arbres plantés par parcelle dans une
ferme. Le modele mathématique est présenté au chapitre

Dans ce contexte, Patilea et Rolin (2006) donnent un estimateur produit-
limite de la fonction de survie de la durée d’intérét X qui généralise le cé-
lebre estimateur de Kaplan et Meier| (1958) et démontrent sa convergence
uniforme presque stire ainsi que sa normalité asymptotique sous certaines
conditions d’identifiabilité. Messaci et Nemouchi| (2011) précisent la vi-
tesse de cette convergence qui est d’ordre +/log logn/n. Shen| (2011, 2012)
propose deux estimateurs alternatifs a celui de|Patilea et Rolin (2006). Vol-
gushev (2009) a donné des estimateurs du quantile conditionnel.
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En ce qui concerne la régression, Messaci (2010) a introduit des estimateurs
a poids de la régression, dont I'estimateur a noyau. Kebabi et al.|(2011) ont
donné des estimateurs des moindres carrés et montré leur convergence
vers la valeur optimale presque stirement. Dans cette thése, nous donnons
un taux de convergence presque complete ponctuelle et uniforme de 'es-
timateur a noyau. Nous y montrons aussi sa normalité asymptotique.

Organisation du document

Dans le chapitre[I} nous présentons le modele de censure mixte et I’estima-
tion de la fonction de survie. Dans le chapitre 2, nous exposons les lois du
logarithme itéré dont nous avons besoin dans la suite et essentiellement
le résultat récent de Messaci et Nemouchi| (2011) relatif a une loi du loga-
rithme itéré de 'estimateur de la fonction de survie sous censure mixte.
Le chapitre 3| présente des estimateurs a poids de la fonction de régression
lorsque la variable réponse est soumise a une censure mixte élaborés par
Messaci (2010) dont I’estimateur a noyau, objet d’intérét de cette thése. Les
chapitres |4 et 5, sont dédiés a I'étude de ce dernier et constituent I’apport
de cette these. Plus précisément au chapitre ], nous donnons une vitesse
de convergence presque complete aussi bien ponctuelle qu'uniforme de
I'estimateur & noyau. Au chapitre [5| est montrée sa normalité asympto-
tique. Le chapitre [f] contient les différentes simulations qui confortent les
résultats théoriques obtenus.



Chapitre 1

Estimation de la fonction de

survie

1.1 Données censurées

Cette these s’intéressant a I’estimation dans un modeéle de censure, com-
mengons par présenter cette notion de censure.

En analyse de survie et en fiabilité, on s’intéresse au temps qui s’écoule jus-
qu’a la réalisation d'un certain événement. On appelle ce temps un temps
de défaillance, la durée de vie, la durée de survie, ou simplement une du-
rée. C’est une variable aléatoire positive et souvent supposée bornée. Cela
peut étre la durée de vie d'un patient apres un traitement, la durée de cho-
mage, le temps de panne d’un appareil, 'dge auquel un enfant apprend
a accomplir une tadche donnée, etc. Il arrive souvent, pour diverses rai-
sons, que la durée d’intérét ne puisse pas étre observée. Cela peut étre dii
a la perte de vue d"un patient, au début ou a la fin de la période d’étude,
etc. Ces valeurs sont censurées. Les valeurs censurées, bien qu’inconnues,
doivent étre prises en compte pour obtenir des estimations correctes et des
conclusions précises. Selon la situation spécifique, la littérature statistique

7



Chapitre 1. Estimation de la fonction de survie 8

contient un grand nombre de procédures qui permettent de tenir compte
des observations censurées. Il existe plusieurs types de censure.

Censure a droite Il y a censure a droite lorsque la durée de survie d’in-
térét est supérieure a la durée observée. Un exemple typique est celui ot
I'événement d’intérét est le déceés d'un patient malade et la durée d’ob-
servation est une durée totale d’hospitalisation (on n’a plus de nouvelles
apres 'hospitalisation) . On peut aussi observer ce genre de phénomene
dans des études de fiabilité quand la panne d’un appareil ne permet pas
de poursuivre I'observation pour 1’appareil objet de notre étude.

Pour ce type de censure, tout ce que 1'on sait est que la vraie durée est
supérieure a la durée observée.

Censure a gauche Il y a censure a gauche lorsque la durée de survie
est inférieure a la durée observée. En fiabilité, I'exemple d'une telle situa-
tion est celui d"un composant électronique monté en parallele avec un ou
plusieurs autres composants. Une panne de ce composant n’entraine pas
nécessairement 1’arrét du systeme : le systéme peut continuer a fonction-
ner (bien que pouvant présenter certaines anomalies) jusqu’a ce que cette
panne soit détectée (par exemple lors d'un contrdle ou en cas de l'arrét
du systeme). La durée observée pour ce composant est alors censurée a
gauche.

Il y a des situations ot les données d’un méme échantillon peuvent étre
censurées soit a droite, soit a gauche. Par exemple, Herbert Leiderman
et al.| (1973) ont étudié 1'age auquel les enfants d’'une communauté afri-
caine apprennent a accomplir certaines taches. Au début de 1’étude, cer-
tains enfants savaient déja effectuer les taches étudiées, on sait seulement
alors que l’age ou ils ont appris est inférieur a leur age a la date du début
de I'étude. A la fin de I'étude, certains enfants ne savaient pas encore ac-
complir ces taches et on sait alors seulement que I’dge auquel ils ont appris
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est supérieur a leur age a la fin de 1’étude.

Dans cet exemple, on trouve dans un méme échantillon des données cen-
surées a gauche aussi bien que des données censurées a droite. Selon le
processus qui génere la censure, on est en présence de censure double
(Turnbull, [1974) ou mixte (Patilea et Rolin/ 2006).

Le modele de Patilea et Rolin (2006) et celui de Turnbull (1974), bien que
similaires, ne sont pas identiques. Dans le modele de Turnbull (1974), on
suppose que 1" est indépendante du couple (R, L) et que P(L < R) =1
alors que dans le modeéle de Patiléa, TR et L sont indépendantes, si on
appelle T' la variable d’intérét, L la variable de censure a gauche, et R
la variable de censure a droite. La similatité vient du fait qu 'on observe
Z =max (min(T, R), L).

Censure par intervalle Dans le cas de la censure par intervalle, on ob-
serve a la fois une borne inférieure et une borne supérieure de la durée
d’intérét. Ceci arrive dans des études de suivi médical ou les patients sont
contrdlés périodiquement, si un patient ne se présente pas a un ou plu-
sieurs contrOles et se présente ensuite apres que 1'événement d’intérét se
soit produit. On a aussi pour ce genre d’expériences des données qui sont
censurées a droite ou, plus rarement, a gauche. Un avantage de ce type
est qu’il permet de représenter les données censurées a droite ou a gauche
par des intervalles du type [a, +o0 et [0, a] respectivement, ce qui permet
de considérer ce modeéle comme étant plus générique. Turnbull (1976) pré-
sente ce genre de censure avec plus de détails.

Les catégories de censure décrites ci-dessus peuvent se décliner en fonc-
tion du mode ou du mécanisme de censure. On obtient alors les types

suivants :
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Censure de typeI L'expérimentateur fixe une date (non aléatoire) de fin
d’expérience. La durée de participation maximale est alors fixée (non aléa-
toire) et vaut, pour chaque observation, la différence entre la date de fin
d’expérience, et la date d’entrée du patient dans ’étude. Le nombre d’évé-
nements observés est, quant a lui, aléatoire. Ce modéle est souvent utilisé
dans les études épidémiologiques.

Censure de type II L'expérimentateur fixe a priori le nombre d’événe-
ments a observer. La date de fin d’expérience devient alors aléatoire, le
nombre d’événements étant, quant a lui, non aléatoire. Ce modéle est sou-
vent utilisé dans les études de fiabilité.

Censure aléatoire C’est typiquement ce modele qui est utilisé pour les
essais thérapeutiques. Dans ce type d’expériences, la date d’'inclusion du
patient dans 1’étude est fixée, mais la date de fin d’observation est incon-
nue (celle-ci correspond, par exemple, a la durée d’hospitalisation du pa-
tient). Ici, le nombre d’événements observés et la durée totale de I'expé-

rience sont aléatoires.

Un probléme important en statistique est celui de 1’estimation de la fonc-
tion de répartition qui décrit completement la loi de probabilité des ob-
servations. Ce qui revient a estimer la fonction de survie qui est le com-
plément a 1 de la fonction de répartition. L'étude d'un tel estimateur est
aussi justifiée par le fait qu’il intervient explicitement dans 1’expression de
'estimateur de la régression que nous nous proposons d’étudier.

Si nous disposons d'un échantillon (X, ..., X)) de vraies réalisations de
la variable X de fonction de répartition F', alors un estimateur naturel de
F est la fonction de répartition empirique, donnée par

1
=1
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C’est un estimateur sans biais et de variance minimale o?(z) = F(z)(1 —
F(x)). Le théoréme central limite assure sa normalité asymptotique et le
théoreme de Donsker| (1952) donne un résultat plus fort qui est sa conver-
gence en tant que processus vers un gaussien.

Le théoréme de Glivenko-Cantelli donne sa convergence uniforme presque
stre, autrement dit sup, g |F,.(z) — F(z)| — 0 presque stirement. Pour les
données a-mélangeantes, ce résultat est amélioré par Collomb et al.|(1985)
en convergence presque complete sous certaines hypotheses.

Ceci est valable quand on dispose d’un échantillon X3, ..., X,,. Mais dans
la pratique, un échantillon est souvent censuré. Dans le cas de la censure
a droite, [Kaplan et Meier| (1958) ont proposé un estimateur de la fonction
de survie (1 — F(z)), qui se réduit au complément a 1 de la fonction de
répartition empirique lorsque les observations sont completes.

1.2 Estimateur de Kaplan-Meier

Soit X1,..., X, un échantillon représentant les durées d’intérét (ces va-
riables sont donc supposées positives), de fonction de répartition F, et
(14, ..., C, un échantillon représentant les temps de censure, que 1’on sup-
pose indépendants des durées d’intérét, de fonction de répartition G. Dans
le modele de censure aléatoire a droite, on observe non pas la durée d’in-
térét X; mais plutodt la plus petite des deux valeurs Z; = min(X;, C;), ainsi
que l'indicateur de censure J; qui vaut 1 si la durée d’intérét est observée,
et 0 si elle est censurée, i.e. §; = 1x,<c;-

Dans ce genre de données, qui sont souvent des durées de survie ou des
données de fiabilité, la fonction de répartition F' est estimée par l'esti-
mateur introduit par Kaplan et Meier| (1958), donné pour z < Z, ou
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Zny = max{Z,...,Z,} par

avec N, (z) = Y1, 1iz,>4). Pour z > Z,,),il y a plusieurs conventions pour
définir F},(2) : Soit on le définit par F,,(Z,)), ce qui fait que F,, peut ne pas
étre une fonction de répartition si Z(,,) est une donnée censurée, soit on le
définit par 0, soit on le laisse non défini.

Cet estimateur a des propriétés assez similaires a celles la fonction de
répartition empirique : la convergence uniforme presque stire (Stute et
Wang| (1993; Winter et al., 1978), la normalité asymptotique (Breslow et
Crowley, [1974; (Gill, 1983), et la loi du logarithme itéré (Foldes et Rejtd,
1981).

Le cas de la censure mixte fera 1’objet des sections suivantes.

1.3 Modéle de censure mixte

Considérons trois variables aléatoires positives indépendantes X, L et R
de fonctions de répartition respectives Fx, F}, et I, et de fonctions de
survie respectives Sx, Sy, et Sg, ou X représente la durée d’intérét et L et
R sont les durées de censure a gauche et a droite respectivement. Dans le
modele I de Patilea et Rolin|(2006), au lieu d’observer un échantillon de X
on observe un échantillon du couple (Z, A) ot Z = max(min(X, R), L) et

0, siL<X <R,
, siL<R<X,
, si min(X, R) < L.

Ce modele considere la censure a droite et la censure a gauche comme
deux phénomenes qui agissent indépendamment 1'un de l'autre mais que
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I'un peut censurer 'autre. |Patilea et Rolin|(2006) ont proposé d’estimer S,
fonction de survie de la variable d’intérét X comme suit.

1.4 Estimation

Considérons H la fonction de répartition de Z, elle peut s’écrire ., H*)(t)
ou
H®(#)=P(Z<t,A=k), pourk=0,1,2.

En notant pour toute application R de R dans R, R(¢_) la limite de R a
gauche de ¢, lorsque cette limite existe, ces fonctions s’écrivent

HO®) = /O Fu(u_)Sn(u_) dFy(u),
H(l)(t):/o FL<U,)Sx(U)dFR(U),

HO (1) = / {1 - S (u)Sn(u)} dFy(u),

et c’est a partir de ces équations que I’estimateur est obtenu.

L'idée est de considérer dans un premier temps ¥ = min(X, R) et L dans
un modeéle de censure a gauche (c’est-a-dire que 1’on considére une donnée
complete si A = 0 ou A = 1 et censurée a gauche si A = 2), et d’estimer
la fonction de répartition de Y, puis l'utiliser pour estimer la fonction de
répartition de la variable d’intérét X en considérant un modele de censure
a droite.

L’estimateur de la fonction de survie Sy ainsi obtenu, en remplagant a la
fin les fonctions H?, HV et H® par leurs estimateurs empiriques, obte-
nus a partir d’'un échantillon (Z;, A;)1<i<n, est donné par :

~ / ! D
Su(Z)) =1-Fu(Z)) = |] {1 - ﬁ(ﬂl\ﬁ_l}

1<1<j
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ol (Z})1<j<m sont les valeurs distinctes des Z; prises dans |’ordre croissant,
et

1<i<n 1<i<n
Dy,
Ui =n ] {1__
Jj—1 N
j<ISM !

pour 0 <! <2etl<j <M.

Soulignons le fait que si L = 0 (pas de censure & gauche), S, se réduit a
I'estimateur de Kaplan-Meier qui lui-méme se réduit au complément a 1
de la fonction de répartition empirique si R = oo.

Patilea et Rolin| (2006) ont introduit cet estimateur et montré sa conver-
gence uniforme presque stire et sa convergence en tant que processus vers
un gaussien sous des conditions d’identifiabilité du modele.

N

S, intervenant plus loin au dénominateur dans les expressions d’estima-
teurs de la fonction de régression, le résultat suivant donne une condition
nécessaire et suffisante pour qu’il s’annule.

Dans un souci de clarté, nous notons dans la suite de ce chapitre Dy; par
Dy ;.

Lemme 1.1. i) Une condition nécessaire et suffisante pour que S‘n(Z,’m) =0
pour la premiere fois et reste nul est : Do, # 0, Dy 3, = 0etVj > ko, Dy ; =
D17j = OSikO 7é M.

ii) S, s'annule pour la premiere fois en Z}, si et seulement si Doy # 0 et
Dl,M - 0

Démonstration. 1. Commengons par montrer que pour tout £ : 0 < £ <
M — 1, nous avons
Uk > Ni. (1.1)
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En effet
U —n (Nk+1 — DQ,(kJrl)) (Nk+2 — D2,(k+2)> o (NM — DQ,M>
‘ Nit1 Nyt Nu
_ (Nk + Do (k41) + D1,(k+1)> o (NM—2 + Do, (1) + Dl,(Ml))
Nk+1 NM—I
X (Nyr—1 + Do + D1 )
N, Ny_
> Foxox MQXNM_lsz.

Nk+1 M-1

Remarquons que s'il existe j tel que j > k avec D, ; # 0 ou D, ; # 0 alors
U, > N,.

2. Soit ky le premier indice & tel que Dy, = U—1 — Nj—1 (le premier k pour
lequel S, (Z}) = 0). Nous avons alors :

Do,ko 7é 0 et D07k0 = Uk:o—l — Nkzo—l- (12)
Par ailleurs
Dy, Dy Dy,
U, 1= 1——=—="2)...[1—-—==2 =(1-="22)U,. 1.3
fo=! n( Nko> ( NM) ( Nko> o (1.3)

D’apres (1.2) et (1.3), il vient

_ (Nkol + Do iy + D1,k0) I
- k:g)
N,

0

et en vertu de (1.1), nous devons avoir D, j, = 0, donc Uy, — Nig alors Dy i, #
0, D1y, =0etVj > ky,Di; =Dy, =0, (au-dela de ky, ce qui montre que
la condition énoncée est nécessaire

Montrons que la condition nécessaire est aussi suffisante. Supposons que
Dy, =0, Do, #0etVj> ko, Dy ; = Do =0, et montrons que Sn(Z,’m) =
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0. Nous avons

Np, — D N, - D
Uy = n < ko 2,ko> < ko+1 2,(k:0+1)) <
Ng,

Nko+1

_n<N’fo—1+D07ko) ( N, )(
N, Nigt1

= Niy—1 + Do iy

avec Dy, # 0, autrement dit Sn(Z,’m) = 0.

Nar—1
Ny

Ny — Doy

Num

)



Chapitre 2

Loi du logarithme itéré pour
I’estimateur de 1a fonction de
survie

La loi du logarithme itéré (notée LIL) pour une somme S, = > | X; de
variables aléatoire indépendantes et de méme loi, remonte a Khinchine et
Kolmogorov dans les années 1920. Depuis, un grand nombre de travaux
ont porté sur des lois du logarithme itéré pour différents estimateurs.

2.1 Loi dulogarithme itéré classique

On consideére une suite (X,,) de variables aléatoires i.i.d. centrées de va-
riance 1, et S, = Y., X;. La loi forte des grands nombres donne une
convergence presque stre de 22 vers 0. Le théoréme de la limite centrale,
donne par contre la convergence en loi de la suite 5—% vers la loi normale

N(0,1). La loi du logarithme itéré, donne un résultat pour une suite inter-

S,

médiaire : 22—, d’ot le nom qu’on lui attribue.

17
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Théoreme 2.1 (Loi du logarithme itéré). Soient (X,,) une suite de v.a. i.i.d.
centrées de variance 1, et S,, = > | X;. Alors :

S,
limsup ———— = V2 p.s.
1in_>5£p vnloglogn V2 p:s

Ce résultat, dGt a Hartman et Wintner|(1941) a été d’abord prouvé pour des
v.a de Bernoulli par Khinchine (1924), puis par Kolmogorov| (1929) pour
des v.a. de loi normale. Une preuve plus moderne de ce résultat est donné
par /de Acosta (1983).

La loi du logarithme itéré pour les fonctions de répartition empiriques a
été démontrée indépendamment par Chung| (1949) et Smirnov dans le cas
des échantillons dans IR, et par Kiefer| (1961) pour R". D’autres lois du loga-
rithme itéré relatives a différentes statistiques ont fait I'objet de plusieurs
travaux. Citons, sans prétendre a 1'exhaustivité, Hall (1981) qui a mon-
tré une LIL pour des estimateurs non-paramétriques de la densité, Hardle
(1984) qui a montré une LIL pour des estimateurs non-paramétriques de
la régression, et Foldes et Rejtd (1981) qui ont montré une LIL pour 1'esti-
mateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie pour des données censu-
rées a droite, résultat que nous rappelons ci-dessous avec la LIL de Kiefer
(1961) puisque nous allons nous en servir.

2.2 Lois du logarithme itéré pour des données
complétes ou censurées a droite
Dans le cas ot F' est la fonction de répartition d"un vecteur de R™ et F,, est

la fonction de répartition empirique associée (cas de données completes),
nous avons
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Théoréme 2.2.

F.(t) — F(t
P | lim sup VI SWscr | Fult) @l <1l| =1 (2.1)
nroo \/ % log logn

Dans le cas de la censure a droite, nous définissons I'estimateur de Kaplan-
Meier, que nous notons par F,, en utilisant la deuxiéme convention page
c’est a dire en posant F,,(z) = 0 pour z > Z,. Pour toute fonction de
répartition W, on note par Ty = sup{t : W(¢) < 1} le point terminal du
support de W et par Iy = inf{t : W(t) # 0} son point initial.

En notant par F (resp. () la fonction de répartition de la variable d’intérét

(resp. de la variable de censure), nous pouvons énoncer le résultat suivant

Théoréme 2.3 (Foldes et Rejt6|(1981)). On suppose que F et G sont continues,
et que T < Tg, alors

— B loglogn _
P (_Ooi31<)+oo|Fn(u) —F(u)|=0 (V—n )) 1.

La condition T < T; pouvant paraitre restrictive, citons le théoréme au-
trement.

Corollaire 2.1 (Foldes et Rejt6 (1981)). Si F' et G sont continues, et si le réel T'
est tel que G(T') < 1, alors

P <_of<uup<w Fo(u) — Fu)| = O <,/k’ng°g”>> =1,

o T* = min{7T,Tr}.

Remarquons que dans le cas de la censure a gauche, on observe X Vv C et
d = lyx>cy. Dans ce cas, 'estimateur de la fonction de répartition /', noté
F,, se déduit de celui de Kaplan-Meier en inversant le temps

~ 0;
A N,(Z;) — 1
A= ] <—Jé(>z) ) ,

0L >z
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avec N, (z) = Y20 1(z.<s- Il vérifie le résultat suivant.

Corollaire 2.2. Si F' et G sont continues et si le réel T vérifie G(T') > 0, alors

P ( sup |En(u) — Flu)| = O (,/loglog”» —1,
T*<u<oo n

ot T* = max{T, Ir}.

Passons maintenant au cas de la censure mixte.

2.3 Loi du logarithme itéré de la fonction de sur-

vie en présence d’une censure mixte

Le modeéle étudié ici est celui de la censure mixte introduit au chapitre
nous utilisons donc les mémes notations, et nous noterons pour toute va-
riable aléatoire U, Fy; (resp. Syy) sa fonction de répartition (resp. de survie).
Nous noterons aussi Ty = sup{t : Fy/(t) < 1} et [y = inf{t : Fy(¢) # 0} les
points terminaux du support de Fy;, et nous supposons que les fonctions
de répartition de X, R et L sont continues. Posons

Su(t) = ] {1 = Do;/(Uj-1 = Nji+ D)} (2.2)

J/Zi<t

C’est une modification nécessaire de S,. Soit H(t) = P(Z < t) la fonc-
tion de répartition continue de 'observation Z, sa fonction de répartition
empirique est H,(t) = > | 1{z,<3/n. La sous-distribution de Z,

F()y=P(Z <t,A=0)= /Ot Fr,(u) Sg(w)dFx (u),

est la fonction de répartition du vecteur aléatoire a trois dimensions (X, X —
R,L—X)aupoint (¢,0,0). Sa fonction de répartition empirique est fn(t) =
Z?:l 1{Zi§t,Ai=0}/n'



Chapitre 2. Loi du logarithme itéré 21

La LIL de Kiefer (théoreme D s’applique a F, et donne

Fy(u) — F
P | limsup SUPucr [ Fn(¥) (w] <1l]=1. (2.3)
n—s00 V/loglogn/2n

En inversant le temps, I'estimateur produit-limite de F7, qui est continue,
est donné par Gy, (u) = [[;/7,5, {1 — D2;/N;}. Remarquons que la LIL de
Kiefer (1961) s’applique a H,, et que de plus le corollaire 2.2| s’applique a
G, (sous 'hypothese sup(Ig, I1,) < Ix) pour obtenir que pour presque tout
w il existe n; et un nombre fixé A tel que pour tout n > n,

sup [Gu(u) = Fi(u) = (How) — H(u))| < A /bgzl#.

Maintenant en tenant compte du fait que (Fy,(u)—H(u)) > Fr,(Ix)Sr(Tx)Sx(u)
dés que Ix < u < T¥x, nous déduisons sous les hypotheses I;, < Ix et
Tr < Tx que pour tout n > ny,

Gol) = Hy(u) > (Fy(u) — H())/2 ps., 24)

pour tout Iy < u < u,, avec

(2.5)

- 2A loglogn
X FL(I)()SR(T)() 2n ’

ou Sy'(s) = sup{x/Sx(z) > s}.

La mesure de hasard associée a X est dA(t) = dFx(t)/Sx(t) qui peut étre
écrite dF (t)/(Fy(t) — H(t)) pour tout ¢ tel que Ix <t < Tx.Pour Ix < u <
T'x, on pose

T) = [ an®) = ~log(Sx(w). Tu(w) = [ dB,0)/(Galt) ~ Hi(0)

Ix

ot T, (u) est obtenue en remplagant F,FetH par leurs estimateurs dans
I'expression de T'(u). Le théoreme suivant donne la loi du logarithme itéré
pour S, estimateur de Patilea et Rolin/ (2006).
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Théoreme 2.4 (Messaci et Nemouchi! (2011, 2013)). Si Sx, Sg et Sy, sont des
fonctions de survies continues, et si sup(Ir, Ir) < Ix et Tx < Tg. Alors

P <_Oosi15)<oo|§n(u) —S(u)|=0 <\/ longmgn>> =1.

Remarquons que I'hypothese sup(I;, Ir) < Ix et Tx < Ty assure 'identi-
fiabilité du modele étudié (cf. Patilea et Rolin) 2006).

La preuve du théoreme est basée sur la décomposition suivante

~

S (u) — Sx(u)] < |§n(u) - Sn(u)| (2.6)
+ [Sn(u) — Sx (u)],

et nous avons

Sn(u) = Sx(u) = (explog Sy(u) — exp(=Tp(u)))
+ (exp(=Th(u)) — exp(=T(u))).

En appliquant le développement de Taylor aux deux derniers termes de
I'expression précédente, nous obtenons

() = Sx () = exp(~0n(w)) (log Su(u) + T, () )
+ 8x(0)(Tw) — Ty(w) 8
by ep(-0@)Tw - Tk @9)

min{—log S, (u), Tn(u)} < 6, (v) < max{—1log S, (u), T,,(u)}, (2.10)

et
min{7T(u), T,,(u)} < 0 (u) < max{T(u), T, (u)}. (2.11)

Nous allons maintenant énoncer et démontrer les quatre lemmes suivants.
Le lemme 2.1 nous fournit un outil pour démontrer les lemmes et
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nous permettant de traiter le premier terme du membre de droite de
(2.6), et les membres de droite (2.7) et (2.8) respectivement.

Lemme 2.1. Pour presque tout w, il existe no(w) tel que si n > ny, alors pour
tout Iy <u<wu,, ki >0etky>000t k =k + ky > 1, nous avons

u dF, (1) - no\7
/IX (Gu(t) = Hy(t)er (F(t) — H(t)k= X (10g10gn) '

Démonstration. Nous avons par (2.4), pour tout n > n,y, pour tout Ix < u <
u, ettout Iy <t <uw

(Golt) - (0" = (PHOZEE) T ps,
c’est a dire,
1 1 < 2k 1
(Galt) = Ha()™ (Fu(t) = H($))™ ™ (Fy(t) = H(1)™ (Fu(t) — H(¢))™

ok
(Fy(t) — H(t)" ™

Posons k = k; + ko, nous obtenons alors

/u MdF, () /u 2k dF(t) N /u M d(F,(t) — F(t))
e (Fo(t) = H@)" I (Fu(6) = H@®)" Jie (Fo(t) — H(t)"

Etudions chacun des deux termes du membre de droite de 1’expression
précédente.

i) Rappelons que
dF(t) = —Fp(t)Sg(t)dSx(t).

De plus, un calcul élémentaire montre que

Fi(t) — H(t) = FL(t)Sr(t)Sx (1),
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Nous pouvons donc majorer le premier terme comme suit

/“ 2k dF(t) :/“ —2k By () Sr(t)d(Sx (1))
e (Fp(u)— Hw)*  Jie  (Fo(t)Sa(t)Sx(t)"
< - 2 /u d(Sx(1))
FF W Ix)SE  (Tx) Jiy  S%(®)
9k
= D (0K (TS5 ()

ii) Quant au second terme, nous avons

(1) - (1) oo oo
| Ew —FaF = PSR b, [0 = FO)
ok1+1

Fut) — F(t)’ .

< su
= FF(Ix)SE(Tx)S% (u) rei

L’'application de (2.5) montre que

2A loglogn

SX(un) Z FL(]X)SR(TX) m )

(2.12)

Puisque u < u,, tenant compte de (2.2) et regroupant les deux termes, il

vient
/“ dE,(t)
1 (Gn(t) — Hy(8))21 (FL(t) — H(t))*
2k 1 2 1

< = 2.13
= PN L0SE (T 8K W) (A = 1> )
- 2k FiYIx)SEH(Tx) y 20 Nep (2, 1
PN (Ix)SE N (Tx) 2k—1 Ak—1 loglogn A k-1

_o 2\
loglogn ’

en tenant compte encore une fois de la relation (2.12).

Nous obtenons bien le résultat annoncé dans le lemme. ]

)
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Lemme 2.2. Nous avons

A - 1

Démonstration. Rappelons I'inégalité suivante, dont nous allons nous ser-
vir pour majorer | S, (u) — S, (u)|. Si pour tout 1 < i <n, |a;| < 1et|b| <1

n n n
Hai_Hbi SZ’(M—M,
i=1 i=1 i=1

alors

Nous avons donc

so-soi= | T {2251 T {omey)

1
_O< (nloglogn)) b5

en appliquant le lemme2.T|pour k; = 2 et k; = 0. O

Lemme 2.3. Nous avons

_ 1
1 T = _ .S.
s [log5,0) +7,()] = O (w/moglogn) p.s

Démonstration. De (2.2), nous déduisons que

1 3
nGp(t) — nH,(t) + l)an@)'

log S, () :/ nlog(l —

Ix
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En outre le développement logarithmique implique que

|log Sy, (u) + To(u)| = C__dR) /I Z (G, (t) — nH,(t) + 1) dF,(t)

) / ana) _dR

T |Jix Galt) = Ha(t) 5+ Gult) — Ha(t)

[ > toe (1) +1)dF, (1)
1=2
v dF,(t

<2 | e i

Il reste a appliquer le lemme 2.1{ pour obtenir le résultat visé. O

Lemme 2.4. Nous avons

sup S (u)|Ta(u) — T(u)| = o( loglog ”) ps.

Ix <u<un n

Démonstration. Remarquons que,

/" (Gn(t) — Ha(t) — (FL(t) — H(Y)) = '
e (Ga(t) = Ha(t) )

“d(F,(t) - F(1)
" / Fu(t) — H(t)

T (u) = T(u)| <

 ~—

< sup [(Gn(t) = Ha(1)) = (Fu(t) = H(1)) Iu (Gl = Hji’;ii%m —H(1))

2sup |Fu(t) — F(1)
FL(I)()SR(T)()S)((U) )

En vertu de (2.3) et (2.13), il s’ensuit que pour n assez grand

T, (u) u)| < 2\/10glogn/2n )+ 149 : (2.14)

IX SR( X )Sx (u)
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Compte tenu de (2.5), nous voyons qu’il existe une constante K, telle que

sup |Tn(u) —T(u)] < K p.s.

Ix <usun

En revenant encore a (2.14), nous déduisons que

sup  Sx(w)|Th(u) — T(u)| = O (, /bglﬂ> p.s. O
Ix <u<up n

Nous sommes maintenant en mesure de donner la démonstration du Théo-
réme

Démonstration du Théoreme[2.4 En vertu de (2.11)), nous voyons que

5 exp(=0, ()T () = TP < 38x()[Ta(w) = Tw)? expl(Tae) — T(w)

< 5 Sx(u)[Tu(u) — T(w)] exp(K).

L'application immédiate du lemme 2.4 donne alors

1

5 exp(—0/,(w)|T,.(u) — T(u)]* = O(y/(loglogn)/n) p.s. (2.15)

Par ailleurs, tenant compte de (2.10), il vient
exp(—0,(u))|log Sy (u) + Ty (u)| < [log Su(u) + Ty (w)l.

Combinant les relations (2.9) et (2.15) avec les lemmes[2.3]et[2.4] nous pou-
vons conclure que, pour Ix < u < u,

1S (1) — Su(u)| = O (\/(log log 1) /n> p.s.

Cette derniere relation, combinée avec I'inégalité

[S(w) = Sx(u)] < |Su(u) = Su(u)| + [Sx (1) — Sa(u)l,

montre que

sup  |Sn(u) — Sx(u)| = O(v/(loglogn)/n)
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pour n suffisamment grand.

La preuve du théoréme est maintenant immédiate en combinant le dernier
résultat avec la relation suivante

sup |S’n(u) — Sx(u)| < |Sx (un)| + |gn(UN) — Sx(un)]- o

Up <u<+00

Nous terminons ce chapitre en donnant un taux de convergence presque
complete de S, (se reporter a 'appendice pour un rappel sur la conver-
gence presque compléte et le taux associé).

Sous les mémes conditions que le théoréme 2.4 nous avons

sup  |Sn(u) — Sx ()] = Oueo(r/(logn)/n). (2.16)

—oo<u<oo

Démonstration. Rappelons que F, =1 — S, et A(t) = J %FXL&“)).

Pour tout ¢ tel que I, < t < Tk, A(t) peut s’écrire

b dF(u)
A®:AEMFHM’

et peut donc s’estimer par

Y dE,(u)
“@iﬁaw—mw'

L'utilisation de 1’équation de Duhamel permet alors d’écrire pour tout ¢ <
0 < min(TR,TX)

[Fn(t) — Fx ()] = (1 — Fx(1))

/t Md(/\n —A)(u)|.
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Posons M, (t) = [;_d(A, — A)(u) et intégrons par parties, nous obtenons

|Fu(t) — Fx(t)] < t %dM( )
S\f—Fx 0= [ (=)
< ﬁ Mo+ || Mn(u)lfF;—i()m
+ ; Mafu) (1= F(o7) 7= Fx(ﬁf((f)_ Fx(u))‘

2(1—Fx(0) +1
= sup | My (u)| . 2.17
T (1 Fx(0)” Ixsfge| ()l (2.17)

Il reste donc a montrer que sup;, <, <y [An(t) — A(t)| = Oq.co. (, / 10%) .

0= 801< | e~ m =
| [ B o)
—: Bo1(t) + Bpal(t). (2.18)
Etudions ces deux termes.
— Puisque Fi(u) — H(u) = F,(u)Sg(u)Sx(u), nous avons
SUpP;, <y<p | F1(v) — Gu(u) + Hy(u) — H(u)| [* dF,
Bralt) < EAREUST0 1 Gul) — Ho(0)

SUPry <uco | FL(1) — Gn(u) + Hn(u) — H(u)|

= 2 F(Ix) Sr(0)Sx (6) inf 1 <uep | Gon(1t) — Ho ()]

Puisque Iy < Ix, le théoreme 1 de Bitouzé et al. (1999) permet d’avoir

sup |G (t) — Fi(t)] = Oq.co. ( bg”) .
Ix<t n
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Par ailleurs, 'application de 1'inégalité DKW (voir Dvoretzky et al.|(1956))

sup |H, (1) — H(t)| = Ogco, ( 10g”> .

donne

teR n
De plus, pour ¢, €]0, Fi,(Ix)Sr(0)Sx(6)], nous avons
P < inf |Gp(u) — Hy(u)| < 50) <P ( sup |Fr(u) — Gp(u) + Hy(u) — H(u)| > 5> :
Ix<u<o Ix<u<6

oue = F1(Ix)Sgr(0)Sx(0)—¢o. Le terme a droite de 1'inégalité est le terme
général d"une série convergente. Nous pouvons donc affirmer que

1
sup Bn,l(t)an.w.( Ogn>. (2.19)

Ix<t<# n

— Intégrons encore par parties, il vient

E,(t) — F(t) Fo(Ix) — F(Ix)
Ba(t) < F(t) — H(t) + Fr(Ix)— H(Ix)
t_ ~ 1
n /IX Fo(u) = F(u))d (m) ‘
2

Fu(u) = F(u)

sup

= Fo(Tx)Sr(0)Sx(0) 1ooves
L Fy(u) — F(u) 1

I e (SRW)Sx(u))‘
L Fy(u) — F(u) 1

1)1 Sawsxw) (FL<u>>

Fo(u) = F(u)

<D sup
Ix<u<f

Y

ou D est une constante déterministe.
Il reste a appliquer le théoréme 1 — m de Kiefer| (1961) pour obtenir

Fofw) = F(w)| = Opr ( 1°g“) . m

sup

n



Chapitre 3

Estimateurs non paramétriques a
poids de la fonction de régression

Ce chapitre est le développement de I'article de Messaci|(2010) dans lequel
estintroduit, entre autres, I’estimateur a noyau de la fonction de régression
lorsque la variable réponse est soumise a une censure mixte, objet princi-
pal d’étude dans cette these.

Etant donné une covariable aléatoire X a valeurs dans R¢, une variable ré-
ponse Y positive et deux variables de censure R et L positives, nous nous
placons dans le contexte de la censure mixte exposé au chapitre (1, Plus
précisément, Y est censurée et nous disposons seulement d’observations
du triplet (X, Z, A) oit Z = max(min(Y, R), L) et

0, siL<Y <R,
siLl <R<Y,
si min(Y, R) < L.

Notre but est de construire des estimateurs r,,(z) de la fonction de régres-
sion r(z) = E(Y/X = z), qui minimisent l’erreur quadratique moyenne,

31
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ce qui revient a faire tendre [ |r(z) — r,(z)[*u(dz) vers zéro, ou p est la loi
de probabilité de X.

Il est bien connu que lorsque Y n’est pas censurée, il existe des estimateurs
(estimateurs a noyau, a partition, des k plus proches voisins, des moindres
carrés, spline de lissage) pour lesquels [ |r(x) — r,,(z)|*u(dz) converge en
probabilité ou presque stirement vers zéro. Voir par exemple Stone| (1977),
Devroye et al. (1994), Lugosi et Zeger| (1995), Kohler| (1997, [1999), Kohler
et Krzyzak| (2001), Gyorti et Walk! (1997) et |Devroye et al.| (1980). Les es-
timateurs a noyau, a partition et des k plus proches voisins font partie
d’une classe d’estimateurs appelés estimateurs a poids, sur les quels nous
revenons ci-dessous.

3.1 Estimateurs a poids

Une classe bien connue et trés utilisée d’estimateurs non-paramétriques
est la classe des estimateurs dits 4 poids qui s’écrivent

ro(x) = Z W,.i(2)Y,

ot les poids W, ;(xz) = W, i(z, X1,...,X,,) € R dépendent de X, ..., X,.
Habituellement les poids sont positifs, leur somme ne dépasse pas 1 et
W,.i(x) est petit si = est « éloigné » de X;. L'idée d’estimer la régression de
cette facon vient du raisonnement suivant : si plusieurs observations sont
disponibles, on peut estimer E(Y/X = ;) par la moyenne des Y; pour
lesquelles les X; correspondantes sont "assez proches" de x.

Estimateur des plus proches voisins Soit k, un parametre de I’estima-
tion, nous posons

si X; est parmi les k,, voisins les plus proche de z,

1
Wii(a) = ¢ .
0, sinon.
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Estimateur a partition Nous utilisons une partition w, = {A,,; : j} de R?
et nous posons

ZZk 114, In](x).

n J(Xk:

Estimateur a noyau Ici K étant un noyau et h,, une fenétre, nous posons

K((z — Xi)/hn)
2 i K((z = Xi)/hn)

Wnﬂ‘ (l‘) =

3.1.1 Cas des données censurées a droite

Lorsque Y est censurée a droite c’est a dire qu’on a seulement des observa-
tions du triplet (X;, Z; = min(X;, C;), 6; = l{y;<c,}), une idée de Carbonez
et al.| (1995) (qui a été reprise par Kohler et al.| (2002)) est de remplacer
W,.i(x)Y; dans 1" expressions des estimateurs par

(3.1)

ou G, est I'estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie G de C;.
8,2;
G(Z)
mais la fonction G étant inconnue, elle a été estimée par G,,. Ce qui a per-

Ceci est motivé par le fait que % >or Wh.i(z) 555 a pour moyenne EW,, Y,

mis a Carbonez et al. (1995) de définir et d’étudier 'estimateur a partition
puis a Kohler et al.|(2002) d’introduire et d’étudier des estimateurs a poids,
les estimateurs des moindres carrés ainsi que estimateurs spline de lissage.

3.1.2 Cas de la censure mixte

Lorsque Y est soumise a une censure mixte, nous estimons pour toute
fonction h: R x R = R, Eh(X,Y) par



Chapitre 3. Estimation non paramétrique de la fonction de régression 34

1 zn: =i (3.2)
n & 8 (Z) ()

ou S*n et Fn sont respectivement les estimateurs de Si et F;, dont nous
rappelons les expressions a la section Ceci est motivé par le fait que

) )
-5 (G0m iy e Bl /(1))
— E(h(X,Y
- E (L) /X.Y) = Sp(Y)FL(Y), (3.3)

si les hypotheses H; 1, Hy 2, Hy 4 ci-dessous sont satisfaites. En effet

Pour tout B dans o(X,Y) (tribu engendrée par le couple (X,Y)) il existe
un borélien C' tel que B = (X,Y)(C). L'indépendance de (X,Y) et (L, R)
permet d’ecrire

B B
= / (Licy<r) dP(x v,L.R)
C'xR2

:/c y (Licy<r) dPx,y) ® dP1 R).
XIRG

Maintenant par le théoreme de Fubini et I'indépendance de R et L, nous
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obtenons

/ (Lazo) dP = / ( / (Licy<r) P (LR)) dP(x.y)
B C \/RL
= / (/ (1l<y> dPL X / (1y<r) dPR> dP(X7y)
C \JR+ R+

= /C (FL(y)Sr(Y)) dPx )
_ / Fu((Y1)Sr(Y1)dP,

car F est continue. De plus, F(Y)Sr(Y) étant clairement mesurable par
rapporta o(X,Y), le résultat en découle.

La suite de ce chapitre est vouée a 1'étude des estimateurs a poids que
nous définirons pour Y dans ce cadre de censure.

3.2 Hypotheses et estimation

3.2.1 Hypotheses

Comme dans la section nous notons pour toute variable aléatoire U,
Fy (resp. Sy) sa fonction de répartition (resp. survie, Sy = 1 — Fy). Ty =
sup{t : Fy(t) < 1} et Iy = inf{t : Fyy(t) # 0} dénotent les points terminaux
du support de U.

Soit H; I'hypothése comprenant les cinq conditions suivantes
- Hy1:Y, Ret L sont indépendantes,
— Hi5:(R,L) et (X,Y) sont indépendantes,
— Hy3:3T <Tgret I > I tels que
VneN,Vi(l1<i<n), A =0=I1<Z<Tas,
- H,4: Fy est continue sur |0, +00],
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- Hy5:Tgr VT < oo0.
Nous aurons aussi besoin de I'hypothese d’identifiabilité suivante

- Hy: Iy <I,<Ip et Tp<Ty.
Remarquons que puisque I, < Z; < Ty dés que A; = 0, I'hypothése H; 3
semble ne pas étre trop restrictive.

3.2.2 Estimation

Notons {IV;, 1 < j < M} les valeurs distinctes de {Z;, 1 <1i < n}, rangées
par ordre croissant. Posons Dy; = > 7" | Lizi—w, A=k} €t N; = >0 Lizicwy.
L’estimateur produit-limite de Sk donné dans Patilea et Rolin (2006) est

~ Dl o Dl

1<I<j J<ISM

Patilea et Rolin/ (2006) ont montré que sous les hypotheses H; et H ;

lim sup |S,(t) — Sgr(t)| =0. p.s. (3.5)

00 e R+

Par inversion du temps, nous obtenons 1’estimateur inversé de celui de
Kaplan- Meier, qui est un estimateur de F}, (censure a gauche) et il est
donné par

vy = 1] {1—#}. (3.6)

j<ISM
En adaptant le théoréme, de type Glivenko-Cantelli, de [Stute et Wang
(1993), nous obtenons

lim sup |E,(t) — Fy(t)] =0 p.s., (3.7)

n—oo IL<t
si F, est continue ce qui est supposé dans I'hypothese H; 4.

Nous pouvons déduire de ’hypothese H, 3 que

Sp(T)>0 et F.(I)>0. (3.8)
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En vertu de (3.5), (3.7) et (3.8), nous obtenons pour n suffisamment grand

So(T)>0 et E,(I)>0 p.s. (3.9)

En vertu de (3.2), nous proposons comme estimateurs poids de r(z)

En appliquant le lemme [I.T]a I'estimateur de Sk, on voit que kq est le plus
petit entier naturel k tel que S,(Z;) = 0 ssi

leO 7£ 07D0k,’0 =0 et VJ > ko l)l‘7 = DO] = 0’

ce qui implique que S, (Z;) # 0 dés que A; = 0. Nous pouvons aussi re-
marquer que F,(Z;) # 0 dans I'expression de r,(z) donnée en (3.10) des
que A; = 0.

3.3 Convergence de r,

Théoréme 3.1. Si les poids W, ; sont positifs, si la somme des poids est au plus
égale a un et si pour toutes les lois de (X,Y") avec |Y'| bornée presque stirement

n—oo

lim | Z WY — r(z)*u(dz) = 0 p.s. (3.11)
i=1
alors sous les hypotheses Hy et Hy, les estimateurs r,, satisfont a

lim Irn(z) — r(x)|Pp(dz) = 0 p.s.

n—oo R4

Démonstration. Introduisons les quantités

ZW )1 #
n,i {A O}S (ZZ)FH(ZZ)
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et

() = Z Wn,z‘@)l{Ai:O}m'

=1

Puisque
[ ) = r@Putdn) <2 [ nale) = iule)Ftde) +4 | | 1ialo) = rofo)Pntd)
w4 [ 17ule) = r(a) (),

la preuve est divisée en trois étapes.

Dans la premiere étape nous montrons que

rn(z) — F(@)]? u(dx) — 0 p.s. (3.12)

Ra
Utilisant (3.8), (3.9), 'hypothese H; et le fait que les poids soient positifs
et que leur somme soit au plus égale & un, nous trouvons pour n suffisam-
ment grand

S (7)) — Sr(Z:
’T’n( ’< Zan 1{A O}Zz ( A) RA( )
Sr(Z:)Su(Z;) Fu(Z;)
Sﬂv%w%M&U—&@y

Sw(T)Su(T) (1)
Donc (3.12) a lieu en vertu de et de I'hypothese H; 5.

Dans la deuxieme étape nous montrons que
|7n () — 7o () Pp(dz) — 0 p.s.,
Rd
dont la preuve se fait de la méme maniére que la précédente mais en utili-

sant au lieu de (3.5).

Finalement, dans la derniere étape il reste a prouver que

7n(2) — 7(2)|? u(dx) — 0 p.s. (3.13)

R4
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Nous pouvons déduire des hypotheses H; 3 et H,

Z4 T,V Tg
0<1s4,— < S
= M= g I EL(Zy) — Se(DFL(D) P

D’autre part, la relation (3.3) nous permet d’écrire

Lia,—01 21 Y,
E X)) = Bl B0 /(X1, Y1)/ X0)] = (X0,
(Satzru(zy! ™ = Plggmn oy P Len=o/ (X YD X0] = (X))
Nous pouvons donc appliquer I'hypotheses (3.11) pour aboutir a (3.13).

]

3.4 Application aux différents estimateurs a poids

Si dans l'expression de 7,

& si X, est parmi les k, plus proches voisin de z,

a) Wyi(z) = kn ,ouk,
0  sinon

est un parametre de l'estimation. Nous obtenons l'estimateur des £,

plus proches voisins noté par r, ;. Le théoreme [3.1| et 'article de |De-

vroye et al.| (1994), nous permettent d’énoncer le résultat suivant.

Corollaire 3.1. Si k, — oo, %" — 0 et si les hypothéses Hy et Hy sont
satisfaites alors

lim rn1(z) — r(x)]Pu(dz) =0 ps.,

n—oo R

si || X — z|| est absolument continue pour tout x € R%.
1 (X « oy
b) Woi(x) =37, #(()Xk)l“‘nj (z), ott (A, ;); est une partition de R? et
i la, :
14 représente la fonctjion indicatrice de I'’ensemble A, nous obtenons
l’estimateur a partition noté par r,, ». D’apres le théoreme[3.1] et ’article

de Devroye et Gyorfi (1983) nous obtenons le résultat suivant.
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Corollaire 3.2. Soit {A, ;} une partition de R? telle que pour toute sphere S
centrée a I'origine

lim max diam(A,;) =0et lim ||{j:A,; NS #0D}|/n=0.
n—oo

n—00 j: A, ;NSH#D

Alors si les hypotheses Hy et Hy sont satisfaites

lim n2(z) — r(2)Pp(dz) = 0 p.s.

n—o0 R

, — _ K(@=Xi)/hn) o N .
Wy.i(x) = ST K((@—X,)/hy) DOUS obtenons 1'estimateur a noyau noté
par r,3, ou K est une fonction noyau et h, est une fenétre positive.
Le théoreme [3.1]et I’article de Devroye et Krzyzak| (1989) impliquent le

résultat suivant.

Corollaire 3.3. Soit K un noyau régulier, c’est a dire K > 0, il existe une
boule Sy, centrée a I'origine et de rayon r > 0, et une constante b telle que
pour tout x € Sy, K(x) > bet [pasup,e, s, K(u)dr < oco.

Si hy, — 0, nhe — oo, alors sous les hypothéses Hy et H,, nous obtenons

lim rn3(z) — r(x)]Pu(dz) = 0 p.s.

n—o0 R



Chapitre 4

Convergence presque complete de
I’estimateur a noyau de la
fonction de régression

Au chapitre 3| nous avons présenté 'estimateur a noyau de la régression
en présence d'une censure mixte et démontré que l'erreur quadratique in-
tegrée entre cet estimateur et la régression converge vers 0 presque sfire-
ment. Dans ce chapitre nous montrons la convergence presque complete
aussi bien ponctuelle qu'uniforme de cet estimateur en précisant les vi-
tesses de convergence (se référer a I’appendice [A| pour un rappel sur ces
notions). Ce travail a fait I’'objet d"une publication dans la revue Statistics
and Probabilty Letters (Kebabi et Messaci, 2012). Dans toute la suite, nous
appelerons r, l'estimateur a noyau de la regression défini dans la section
et considéré pour une variable aléatoire X a valeurs dans R, de densité
f dont nous supposons 1'existence. Pour le reste nous gardons les nota-
tions du chapitre 3| Rappelons que
Zi

Tn(T) = ; Wm(ﬂf)l{Aizo}m 4.1)

41
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ou W, ; est donné par

4.1 Hypotheses

hy : Les fonctions de répartition des variables Y, R et L sont continues,
Iy <I; < ]RetTR < Ty.

hai :ret f sont ¢ fois continuement dérivables dans un voisinage de z.
hg,g : f(ZE) > 0,

hos :lim, oo hy =0,  lim, o 222 = 400.

logn

haa : K estbornée, intégrable, & support compact et [ K (¢)dt = 1.
hos : [UK(t)dt=0,Vj=1,...,0 —1et0<| [tK(t)| < oo.

Soit S un sous-ensemble compact de R.

hy, :7 et f sont £ fois continiment dérivables autour de S

hyo 30 > 0,inf,es f(x) > 0,

hyg :36>0,3C <oo,Vz e S,Vye S:|K(z)— K(y)| < Clz—yl°

Nous terminons la liste des hypotheses par les conditions introduites au

chapitre 3| en vue de traiter notre type de censure.

Hi5 : (R,L)et(X,Y) sontindépendants.

Hyg:3T <Tret I > I telsqueVn e N, Vi(1<i<n), A, =0 = [<
Z; < T p.s.

4.2 Convergence presque complete ponctuelle

Le théoréme suivant donne le taux de convergence presque complete ponc-
tuelle de r,,.
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Théoréme 4.1. Sous les hypotheses hy, ho1—hs 5, Hy 2 et Hy 3, nous avons

() = 1) = O(hy) + Ouco (wﬁ:) .

Démonstration. Posons

An g an 1 e 0] P —
r (‘T) Z ,(m) {A: O}SR(Zz’) L(Zi)
=1
1 n z—X; lia;= yZi
B mzi:1K< hn > SR(gi)}gL(Zi)
LK ()
f’n’N(I)

T @) 2

1 & - X,
fula) = nhZK( )

est 'estimateur a noyau de f, puis effectuons la décomposition suivante

v gle) @)~ f)

ou g = rf. La démonstration du théoréme est alors une conséquence di-

(4.3)

recte des lemmes suivants. ]

Lemme 4.1. Sous les hypotheses hy, h 5 et Hy 3, nous avons

a(2) = Ful) = Opeo Q/ﬁ) .

Démonstration. Les définitions de 7,(x), de 7,,(z) et I hypothese H; 5 nous
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permettent d’écrire

() = ()]

z Zz
< )1 - - - (7)1 e o
ZW”’ {4; O}S ( F ZW {A O}S ( ) L(Zi)

<TZW7“ 1{A =0}

F(Z)Sr(Z;) — (A )SR( )+ Fu(Z)Sr(Z) — Eu(Z:)Su(Z:)
Eo(DSA(T)F () ( )
75U |Fn(tA) Fi(t)] + supyez [Sa(t) — Sr(t)] & W, (2
= Eo(DSu(T)Fr(I)Sr(T) Z

En tenant compte de A, nous pouvons appliquer la relation et le théo-
réeme 1 dans Bitouzé ef al. (1999) . De plus > | W, ;(z) = 1, nous pouvons
donc conclure que

n

Po(@) — Fo(z) = Opeo ( log ") .

De plus, puisque lim,,_,, h, = 0 (hypothése h 3), nous déduisons que

. logn
Tn<$> - Tn<$> - Op.co < nh > . L]

Lemme 4.2. Sous les hypotheses h 1, ha 4, ho 5 et Hy 2, nous obtenons
Bty n(2) = g(x) = O(hy,)

Démonstration. Puisque (X;, Z;, A;) sontii.d., nous avons

e
1 r— X Lia, =1
—F|—K(—=)\E X, ) -
[hn ( B, ) (FLYlSRYl !

E
1 r—u Lia, 03 Y1
- | = X; = w)du — .
/hnK< . )E{FLYlsRYl 1 =u u—g(z)
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L'utilisation de la relation (3.3) permet d’écrire

Lia =01 Ya Y]
E Xi| = —E 1 (X1,1)) /X
{FL Y1)Sgr(Y1) ! Fr(Y1)Sr(Y1) ( {A1= 0}/ 1, Y1) 1

= T(Xl).

Dong, et puisque [ K (¢)dt = 1, nous obtenons

Bivalo) ~ o) = [ o () alw)du ~ g0
— [ (gl = 2bu) = g(a) K ()

Les hypotheses hy 1, ho 4 et hy 5 et le développement de Taylor au voisinage
de = permettent d’écrire

‘(x)dz
Ernn(z) —g(z) = (—1)£hfl/z5K(z)% + o(RY). O

Lemme 4.3. Sous les hypotheses hs 1, ha 3, ho 4 et Hy 3, nous avons

. . logn
Ery n(2) = o n(2) = Opco. < ni )

Démonstration. Nous appliquons 1'inégalité de Bernstein (corollaire A.1).
Pour cela, posons

hn

z—X
{4 =0} et l]Z = Fz — EFZ

Iy =
hn  Sr(Zi)FL(Z)

Il est clair que 7y () — Efy o (z) = % > i, Ui. Envertu des hypotheses hs 4
et H, 3, nous obtenons

T

il < o RO
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Nous devons maintenant borner 02 = EU}, pour cela calculons ET%.

1 1 A 0}22 r — X1
Er? = —E{p_4h= K2 X
h‘n { SH(Z1)FE(Zy) ha, '

= e / o(x — yhy) f(x — yha) K*(y)dy,

ou ¢(u) = E [Szl{(gi—FO%ZZl/Xl = u] En raison des hypotheses hz 1, h24 et
H, 3, nous concluons qu’il existe une constante C' telle que EU? < e =, donc

poure < %7 ~, il vient

nthn

P [|inn(2) — Efya(z)] > ¢] < 2", (4.4)

En vertu de I'hypothese h; 3, nous pouvons poser € = 50, / log " Finalement
pour ¢ suffisamment grand, le terme de droite de (4.4) est le terme général

d"une série convergente. [

Lemme 4.4. Sous les hypotheses hs 1-hs 5, nous avons

Efa(z) — f(z) = O(RL), Efu(x) — fa(x) = Opes ( fi”)
et In > 0, iP (fn(x) < 77) < 00.

Démonstration. La preuve des deux premieres relations se fait de la méme
maniere que celles des lemmes 4.2 et 4.3 en utilisant la constante 1 au lieu

. l{Ai:O} Zi N . . _
de la VarlabAle 5m(Z)F.(z)- 1l reste a prouver la derniére relation. Remar
quons que f,(x ) converge presque complétement vers f(x), donc il suffit

de poser n = f(

P(1h@l <L) <P (1) - 11> 1) =

et de remarquer que



Chapitre 4. Convergence presque complete de I'estimateur a noyau 47

4.3 Convergence presque complete uniforme

Théoreme 4.2. Sous les hypotheses hy, hoz=hos, Hia, His, by, hy, et hyg

Nous avons
|
sup |rp(z) — r(z)| = O(hﬁ) + Op.co. (\/ ogn) )
z€S nhn

Démonstration. Nous suivons la méme démarche que pour la démonstra-
tion du théoreme L'utilisation de la relation (£.2), la décomposition
et les quatre lemmes suivants permettent de déduire directement le

résultat du théoréme. O]

Lemme 4.5. Sous les hypotheses hy, hy 5 et H 3, nous avons

logn
n - An =0 .co. .
iléglr (z) = Pul@)] = Oy (\/ nhn)

Démonstration. La démonstration est la méme que celle du lemme O

Lemme 4.6. Sous les hypotheses ha 4, hos, Hy 3 et b |, nous avons

sup | By, v (2) — g(x)| = O(hy)

€S

Démonstration. En tenant compte de I’hypothése 1, la démonstration se
fait de la méme maniere que celle du lemme O

Lemme 4.7. Sous les hypotheses ha 3, hoa, Hy 3, by, et by, nous avons

. R [logn
sup |ETTL,N($) - 7’TL,]V(:I;)’ = Op.co. ( & ) .
z€S nhn




Chapitre 4. Convergence presque complete de I'estimateur a noyau 48

Démonstration. Dans cette preuve C’ désigne une constante générique. La
compacité de S nous permet d’écrire S C U;™ |ty — Iy, ti + 1| ol [, et z,
vérifient

%

l,=Cz"'et z,~Cn (4.5)

En posant ¢, = arg mingeyy, +,...+.. 1 |2 — t|, nous obtenons
sup |Ef, N (2) — Fpn(2)] < sup |fnn(x) — Frn(ts)]
zes z€S

+sup |Erp n(2x) — Efy N ()]
zeS

+ su[S) |Efnn(te) — Tan(ts)]-
xe

En utilisant les hypotheses H, 3 et h; s nous obtenons

B
A~ ~ ! n
sup PN () = Prn(te) < C [REch
et nous pouvons déduire que
18
sup |Efp n(x) — Efpn(t,)| < C' -
zeS I

Maintenant, en vertu de (4.5) et de I'hypothese H; 3 nous pouvons voir
B .
que hf—’;ﬂ\/nhn — 0, nous en déduisons que pour tout ¢ > 0 et pour n

18 nhy,
P <h7ll+ﬂ logn >5> =0.

Finalement, l'utilisation de la relation (4.4) et (4.5) permet d’obtenir

suffisamment grand

k€l,....2n logn

nh
P Eip n(ty) — fan(ts)] > =
S;ég! o, (tz) — v (t2)] > €0 logn]
B . nhy,
<P | max |Er,n(ty) — o n(tk)] > €0 ]

*”E%hn B+1
B

<2z, 3¢ < (C'n —ac,
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Le choix d’un ¢, suffisamment grand permet d” avoir

n hn
NP [sup | B (te) — Fan(ts)] > 1”— < . 0
1 €S ogn

Lemme 4.8. Sous les hypothéses ha 3=ho 5, hy 1, by 5 et i g, nous avons

€S nhn

sup |Bfu(w) = f(x)] = O(y), sup |Bfa(w) = ful@)] = Opeo ( log">
et >0, Plinf |f.(x)] <) < oo,

Démonstration. La preuve des deux premieres relations se fait de la méme
manieére que celles des lemmes 4.2 et |4.3|en utilisant la constante 1 au lieu
. 1ia;=0}%i
de la Varlable W
vons facilement déduire que pour tout € > 0, > Plsup,cg | fn(z) — f(x)] >

Il reste a montrer la derniére relation. Nous pou-

€] < oco. Maintenant, en vertu de h, inf,es fo(z) < § = sup,eg|fu(z) —

f(z)| > £. 1l suffit de prendre = € = ¢ pour obtenir le résultat visé. [

4.4 Choix du parametre de lissage

Par construction 'estimateur a noyau dépend de deux parametres : Le
noyau K et le parametre de lissage h. Dans la pratique, il faut décider du
choix a faire pour ces deux parametres. Comme d’habitude le noyau n’a
pas une grande influence sur 1’estimateur, par contre le choix de h,, est

essentiel.

Tous les résultats de convergence pour lesquels des vitesses de conver-
gence sont précisées mettent en évidence le role du parametre de lissage.
Pour la convergence presque compléte, nous savons que

r(z) = 17(z) = O(RY) + Og.co (\/ I:Li:b) : (4.6)
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Théoriquement, pour choisir A, il suffit de minimiser le 2¢ membre de (#.6).
La vitesse de convergence presque complete est la méme que lorsque Y
est complétement observée (voir Ferraty et Vieu (2002)). La condition a
imposer a h pour atteindre asymptotiquement le minimum est

n 728151»1
h:C( ) , 0<(C <.
logn

Ceci implique que la vitesse optimale est

rala) = 7(z) = Ope. ((bgn)) ,

Il en est de méme pour la vitesse de convergence presque complete uni-

forme et nous avons

0 n_\
supr(o) 1ol = Oper (1) ).

Notons que la vitesse de convergence presque complete est la méme pour

les données completes et pour les données soumises a une censure mixte.
En ce qui concerne les données censurées a droite, Guessoum et Ould Said
(2008) ont obtenu la méme vitesse mais pour une convergence presque
stre.



Chapitre 5
Normalité asymptotique

La premiere démonstration de la normalité asymptotique de I'estimateur a
noyau a été fournie par Schuster et al.|(1972) qui a étendu le résultat de Na-
daraya|(1964), dans lequel celui-ci montre la normalité asymptotique sous
la condition que Y est borné et que nh? — oo. D’autres démonstrations
sont disponibles dans la littérature statistique (Hardle, 1990; Nadaraya,
1989).

Dans le cas ot1 la variable réponse est censurée a droite, la normalité asymp-
totique de I'estimateur de type Nadaraya-Watson, introduit dans Kohler
et al.| (2002), a été prouvée par Guessoum et Ould Said (2008) pour des
données indépendantes et identiquement distribuées et par Guessoum et
Ould Said|(2012) pour des données a-mélangeantes. Dans ce chapitre nous
montrons la normalité asymptotique de 'estimateur a noyau r,, étudié aux
chapitres 3| et 4 dont nous gardons le cadre et les notations, sauf mention
contraire. Commencons par lister 'ensemble des hypotheses nécessaires a
ce travail et qui sont standard dans le contexte de notre étude.
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5.1 Hypotheses

H, : La fenétre h, vérifie : b, > 0, limy, o0 hy = 0, lim, oo {222 = 400,
loglogn = o(5r), 00 0 < p1 < 1.

Ho : K estborné eta support compacte, [ K (t)dt = 1,ilexiste (: [/ K(t)dt =
0,Vji=1,....0—1et0<|[t'K(t)] < cc.

Hs @ f(z) > 0, g et f sont ¢ fois différentiables dans un voisinage de z, out
g(x) = [yfxy(z,y)dy et fxy(z,y) estla densité du couple (X,Y)
dont nous supposons l'existence.

Hy :lim, ,onh2F1 =0, ot £ est donnée en H, et £ > 2.

v fx,y(zy)

Ms  J1p, )sn(w)0} Folw)Snly)
Hs : Les fonctions de répartition des variables Y, R et L sont continues,
sup(IL, Iy) < IR et TR < Ty.

dy = q(z) deux fois différentiable.

Rappelons les hypotheses H; ; et Hy 3 déja utilisées aux chapitres 3 et[4]
Hi5 : (R,L) et (X,Y) sont indépendantes.

Hy3 :3I' <Tretl > I tellequeVn e N,Vi (1<i<n), ;=0 = <
Z; <Tp.s.

5.2 Résultats et preuve

Notre but est de montrer que

Vb, (ra(z) = r(2)) 2 N(0,5,),

N o i g . D £ s .
ou Y, sera explicitée plus loin et — désigne la convergence en loi. Pour
cela, nous utilisons la méthode delta. Nous pouvons écrire

(@) = > W) liacor - (Zi)Z];n(Zi) _ T}ij(g) (5.1)
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1 & (=X La=gZ
n = K L ;
T (2) nh, ; ( ho, ) Sn(Zi)Fa(Z:)

R - X;
fum:nngK(x% ).

De (5.1), nous pouvons voir que

N (2) _ g(z) _ - ) — " "
rala) = () = B L = o (ran (o). £u(@) — ¢ (o). S (@),

ot g(z) = [yfxy(z,y)dy, et
e: RxR} =R
(z,y) = ¢

est une application différentiable. Donc, pour appliquer la méthode delta

nous allons commencer par déterminer la loi de probabilité de

Vil [(rn (), fa(2)) = (9(2), f(2))]

A cette fin, nous avons besoin des décompositions suivantes

rwmwm=Zmenmqm=mex

ou
Aip(z) =ron(®) = Fan(z), Agn(z) =7un(z) — E(Fan(2)),
Asp(@) = E (Fon(2)) — g(),
Fl,n(J;) - fn(x) - Efn<x> et F2,n(x) - Efn(x) - f(‘r)a
avec

. 1 & l-0Z r—X;
n = : K .
Pan(®) = Th ; Sr(Z)FL(Z) I

Dans la suite 2> désigne la convergence en probabilité. Afin de traiter cha-

cun des termes précédents, nous introduisons les lemmes suivants
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Lemme 5.1. Sous les hypotheses Ha, Hs et H4, nous avons

i) vV/nh,Tap(x) 2.
ii) Side plus, H, 5 est satisfaite, nous obtenons v/nh,, As () 250

Démonstration. i) découle directement de la premiére assertion du lemme
et de I'hypothese H,.
ii) découle du lemmef.2)et de I'hypothese H,. O

Lemme 5.2. Sous les hypotheses He, Hi et Hy 3, nous avons

vV nh, Ay () LN

Démonstration.

Aip(x) =rpn(z) — 7o N (2)

= 1A K
nhn; =g, (Z~)F (Z) ( B, )

_ L r— X
nhy, 2 A0 g (Zz)FL( ) B,

Tz — X;

X[ ( i) (Sr(Zi) — Sn(Zi)) + Sn(Zi) (FL(Zi) — Fn(Zi))]
Sn(Z) n(Z)SR( ) (Z,)

1 « r— X;
Zilga—nn K
i 2 Aok (57

y lFL(Zi) supcg |(Sr(t) = Sn(t))| + Sn(Zi) sup,s g, [Fi(u) — Fn(u)|]
Sn(ZZ) n( Z)SR( z) (Z,)
< 75WPeer [SR(t) — Sn(t)] + Su(l) 8Upys p, [Fulu) — F(u)]
B Sn(T)Sr(T)Fu(I)Fr(1)

Sl ()

.

=

IN
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et puisque nous avons
- F,(I) — Fp(I),

— Supyeg [Sr(t) — Su(t)| = O (w / longog") (Théoreme 2.
— SUP,>7,. [Fu(u) — F(u)| = O («/bgl%), (Corollaire 2.

1 n 1 z—X; ~
- = K ( - ) converge presque stirement,

i=1 hy, -

alors

log logn >
n )

Ap(z) <ec (
et en vertu de ’hypothese H,, il vient v/nh,A;,(z) = O(WRE™ = 0

quand n — oo. O

Lemme 5.3. Sous les hypotheses He, H1—Hs, H1 2 et Hy 3 nous obtenons

Vg (Mg (), T1n(2)) =5 N(0,5,)

_ [ e q(x) g(z)
D, = /K (t)dt (g(@ f(x)) ,
et q(x) est défini a I’hypothese Hs.

Démonstration. Commencons par calculer les variances et les covariances

nécessaires a notre preuve

1.

272 (2=X1

(Z1)

. 7K (55
_ — E? 1{A1:O}—h"
hon Sr(Z1)F1L(Z1)
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i) D’apres la relation (3.3)) et les hypotheses H; et 5 nous pouvons
écrire

. Z2K2< X, )

E |14,
h \ TSR (Z)FR(Z

Z)
B )
:_/m( )( mmﬂw@ﬂmm

Sr(y)F
=— | K? du,
hn/ ( i ) 1)
2fx,y (u,
ot g(u) = [ % X‘;L(;’) dy. Donc
1 Z3K?
—E(1 = K3(t)dt K2 q"(c) dt
hn {A,=0} 52 (Zl>F2 Zl / +ar / ( )q (C) )

ol ¢ est compris entre = et  — th,,. Nous obtenons donc

(o 2
h—nE 1{A1 0}52 (Zl)F2 /K dt—f—O ) (5 2)

ii) En suivantla méme démarche qu’en i) nous obtenons facilement

(22 (o

= hug(@) + o(hy),

donc

1E2 1 —ZlK %) =o(1 5.3
h_n {A1:O}SR(21)FL(Z1) =o(1). (5.3)
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En combinant (5.2) et (5.3)), nous obtenons

Var (Vi Aa,(2)) = a(2) / K2(8)dt + o1). (5.4)

Var (\/n_hnFLn(x)> - hi [EK2 (fchl) _E°K (:'“ZXI)} .

n n n

En procédant comme en 1. i) pour le terme FK? <x;—nX1> et comme

en 1.ii) pour le terme E’K (%) ,nous pouvons déduire, en tenant
compte de I'hypothese H3 que

Var (x/nhnflm(x)) = f(2) / K2(t)dt + o(1). (5.5)
3. Par équidistribution et indépendance des variables (X;, Z;, A;)

Cov <\/n_hnA2,n(x), \/mnm(x)>
1 (1{A10}Zl K (52)

ho, SR(Zl)FL(Zl))

_ hin (1{A10}215§£;T§;1)) B (K <x;—nXl)> |

D’une part, en vertu de la partie 2, nous avons

EK ("’“ ;LnXl) — b f(2) + o(h2)

v ( Ak () ) )

et

1ia.—
=0 g (2 FL(Z))

ce qui nous permet de déduire que

7K (=% _
1g (1“10}&(—%))) EK (x—)(l) = o(1). (5.6)

h'n (Zl)FL(Zl hn
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D’autre part, des calculs analogues a ceux des cas précédents donnent :

Lrls Z i ( /K2 o g(u)d(u)
hy | A0 1SR(Zl)FL Z1
2) / K20)dt + o(hy).  (5.7)
Finalement, en combinant et (5.7), nous obtenons

Cov (\/nhnAQ’n(fL‘)7 \/nhnljl,n(x)> = g(x) / K2(t)dt +o(1). (5.8)

Il reste & démontrer que les combinaisons linéaires de v/nh, A, (z) et
vnh,I' ,(z) sont asymptotiquement gaussiennes. Soient a et b deux
nombres réels. Nous allons appliquer le théoreme central limite de
Lyapounov a la suite W; o1

T, | WY S (Z) FL(Z) s O}S (Z))F (Zz->

() 2 (e (50)))-

Soit 07 = VarW,, sz = > | 07 et pour § > 0, posons 3 = § + 2. Par
'inégalité de Jensen, nous obtenons

+

1a6hg/2E il ZK( e )
nb/2 I, {AiZO}SR( Z) Fr(Z;)

—K .
()

De plus, nous obtenons par 'hypothese H; 3

s B8
1, ZK(hff) 1 E‘K(JC_XZ)
he T SR(Z)FL(Z)| T SE(T)FR(T) B,

E\W,|? < 226~

WS/

+ 228-1 E

n2

E
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ZE—XZ p
E\K
“(50)

en vertu des hypotheses H, et Hs. Donc
— d’une part >, E|W,|? = O ((nh,)'=#/?) — 0, puisque nh,, — oo

et

s/'K (xh_n“) Bf(u)du

— o [IKG)P o = 2hy) dz = O(0,)

etg>2;
— d’autre part, en utilisant les relations (5.4), (5.5) et (5.8), nous obte-
nons

Za = Var( ZW

= a® Var <\/ﬁ)\2n > +b? Var <\/WF1H >
+ 2ab Cov (\/n_hnAgm(x), MFM(JG)>

a;)/KQ(t)dt+b2f(x)/K2(t)dt

+ 2abg(z) / K2(8)dt + of1).

La condition de Liapounov étant satisfaite, le lemme est donc dé-

montré. O]

Théoréme 5.1. Sous les hypotheses Hi—Hg, Hi 2 et Hy 3, nous avons

Vb, (ra(z) — 7(2)) - N(0, 0%(z))
oit o%(x) = % [ K*(t)dt, q étant donné a I’hypothese Hs.

Démonstration. En combinant les résultats des lemmes précédents, nous
obtenons par le théoreme de Mann-Wald

Vb [(ran (@), fu(@) — (g9(2), f(2))] = T ~ N(0,%,).
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Puis la méthode delta nous permet d’avoir
D /
Vnhy (ra(z) —r(z)) — SO(g(x),f(x))(T)
ou ¢’ désigne la différentielle de . En d’autres termes,
D ¢
Vnhy, (ra(z) — r(z)) — N (0, V'S, V)

ot le gradient V' = (g—‘:, g—“;) est évalué au point (g(z), f(z)). Le calcul de

V',V conduit a V'S, Vi = (00 [ 12(4)qy, O



Chapitre 6

Simulation

6.1 Estimateur produit-limite de la fonction de

survie

Dans cette section, nous calculons et représentons graphiquement la fonc-
tion de survie et son estimateur en vue de les comparer dans des situations
simulées de censure mixte. Il s’agit de I'estimateur proposé par Patilea et
Rolin| (2006) et présenté au chapitre 1} Rappelons qu’en présence de cen-
sure mixte, au lieu d’observer un échantillon de la variable d’intérét X,
nous observons un échantillon du couple (Z, A) oit Z = max(min(X, R), L)
et

0, siL<X <R,
, sSiL<R<X,

2, simin(X,R) < L.
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6.1.1 Construction de I’échantillon

Nous commengons par simuler les temps de survie d'intérét {X;, 1 < i < n},
les temps de censure a droite {R;, 1 < i < n} et les temps de censure a
gauche {L;, 1 <1i < n} selon deux modeles et pour trois tailles de "échan-
tillon (n = 100, n = 200 et n = 300) pour chaque modele.
1. Modele 1 (Figure[6.T)
— X suit une loi normale N (7, 2),
— R; suit une loi normale N (9, 1),
— L; suit une loi normale N (1, 2).
2. Modele 2 (Figure
— X, suit une loi exponentielle £(2),
— R; suit une loi exponentielle £(10),
— L, suit une loi exponentielle £(0.2).

Nous prenons alors Z; = max(min(Y;, R;), L;) et A; = 1lyp,<p,<v;} + 2 X

Lmin(yv;,Ri)<L}-

6.1.2 Calcul de I'estimateur

Notons {Z;,1 < j < M} les valeurs distinctes de {Y;,1 < i < n} rangées
par ordre croissant.

Dij =) lviz,4-8)
=1

et §
Ny =D iz,
i=1

Nous calculons alors l’estimateur produit-limite .S, de la fonction de sur-
vie Sx de X donné par

Su(t)= [ {1~ Do/ (Us1 = Nj-1)},

J/Zj<t
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——— Caurbe simuléé —— Courbe simuléé —— Caurbe simuléé
——— Courbe théorique — == Courbe théorique ——— Courbe théorigue

FIGURE 6.2 — Modele 2 : pour n = 100, 200 et 300.

Uj_l =N H {1 —Dgl/Nl}.

J<ISM

Les graphes confirment la bonne performance de l'estimateur ,,, les ré-
sultats s’améliorant avec I'laugmentation de la taille de 1’échantillon, sans
surprise.

6.2 Estimateur a noyau de la régression

Pour donner un apercu de la performance de l'estimateur a noyau, nous
le représentons graphiquement avec la fonction de régression pour des
données simulées selon le processus de censure mixte décrit au chapitre
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Rappelons qu’il est donné par 'expression
1 n z—X; 11a;=01Zi
nhy, Ez’zl K < B ) Sn(Z:)Fn(Z:)
1 n z—X; )
o Y K (T)

Il dépend du noyau K et de la fenétre h, qu’il faut choisir pour calcu-

(1) =

ler 7,,(z). Nous savons que le choix du noyau K n’est pas déterminant, et
nous choisissons le noyau Gaussien. En revanche, le choix de h,, est cru-
cial. Nous calculons la fenétre optimale par minimisation de la distance
maximale entre 1'estimateur et la fonction de régression théorique, pour
h,, € [0.1,2]. Nous prenons le maximum sur l'intervalle S = [1, 5.

Nous considérons le méme modéle de censure que nous simulons dans
la section Ici, la variable censurée est la variable d’intérét Y, variable
expliquée, alors que X est la variable explicative. Nous considérons trois
modeles de régression.

1. Modele 1 (Figure[6.3) Y; = 2X; + 14 0.2,
2. Modele 2 (Figure|6.4) Y; = cos(2X;) + 0.2¢;,
3. Modele 3 (Figure|6.5) Y; = exp(2X; + 1) + 0.2¢;.

Pour ces trois modeles, ¢; suit une loi normale centrée réduite, ¢; est in-
dépendante de X; qui suit une loi normale N(3,3). R; et L; suivent res-
pectivement les lois N (14,1) et N'(0,1) dans le premier modele, N(2,2)
et N'(—2,2) dans le deuxiéeme modele, et N’ (100, 8) et N'(3, 1) dans le troi-
siéme modeéle.

Les figures et[6.5 suggerent la bonne qualité de 1’ajustement pour
des taux de censure autour de 30%, qui de plus augmente avec la taille
de I’échantillon, ce qui est tout a fait naturel. Pour le cas linéaire et ex-
ponentiel I'ajustement est bon des n = 50. Signalons le fait que les tailles
des échantillons sont bien plus petites que celles utilisées par Guessoum
et Ould Said| (2008)) dans le cas de la seule censure a droite.
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FIGURE 6.3 —r(z) = 2241, n = 50, 100, 150 et des taux de censure a gauche
et a droite de (16% ;12%), (11% ; 12%), (8.5% ; 12.5%).

FIGURE 6.4 — r(z) = cos(3x), pour n = 100, 200, 300 et des taux de censure
a gauche et a droite de (17%;12%), (20% ; 11.5%), (20.6% ; 11.3%) respecti-
vement.
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10 20 30 40 5 6 70
10 20 30 4 5 6 70
10 20 30 40 5 60 70

FIGURE 6.5 — r(z) = exp(3z + 1), pour n = 50, 100, 150 et des taux de
censure a gauche et a droite de (15% ; 20%), (15% ; 27%), (16% ; 24%) res-

pectivement.

6.3 Normalité asymptotique

Nous considérons *2= (r,,(z) — r(z)) pour = 0 et nous posons

= 2 (1,(0) = 1(0),

ol ¢ est I'estimateur empirique de l'écart type de (7,(0) —(0)). Nous com-
parons la distribution d’échantillonage de 7, a une distribution normale
centrée réduite dans le cas ot

- r(x)=2z+1,

— r(z) = cos (3x).

Nous simulons B échantillons de taille n et chaque échantillon nous per-
met de calculer une valeur simulée de 7,,. La simulation de chaque échan-
tillon et le calcul de r,(z) sont identiques a ceux de la section L'en-

semble des valeurs de 7,, ainsi obtenues constitue un échantillon R de 7,,.

Nous comparons alors I’histogramme et I’estimateur a noyau de la densité
de 7, a la densité normale centrée réduite. Nous donnons aussi le graphe
des quantiles de 7,, en fonction des quantiles de la loi normale (QQ-plot).
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04

02
Quantiles de T
0

0.4

00

FIGURE 6.6 —n = 100 et B = 200, r(z) = 2z + 1.

La figure montre, de gauche a droite, en trait discontinu la densité
normale centrée réduite superposée a 1’histogramme, puis la méme den-
sité superposée a 'estimateur a noyau de la densité de 7, en trait plein,
et enfin le graphe des quantiles de 7, en fonction des quantiles de la loi
normale centrée réduite, pour une taille n = 100 des échantillons et un
nombre B = 200 d’échantillons. Le test de Kolmogarov-Smirnov appliqué
a I’échantillon de 7,, donne une p-value p = 0.78. La figure |6.7| reprend
les mémes éléments mais cette fois pour n = 300. Le test de Kolmogorov-
Smirnov donne p = 0, 84. Les figures et|6.7| et les résultats du test sont
en faveur d’une bonne approximation par la loi normale de 7,.

Pour le deuxieme modele, le test de Kolmogorov-Smirnov donne p = 0.29
pour n = 100 et p = 0.83 pour n = 300. Les figure[6.8|et[6.9 nous permettent
de tirer les méme conclusions que précédemment pour ce deuxieme mo-
dele.
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Quartiles de T

Quanties théoriques

FIGURE 6.7 —n = 300 et B = 200, r(z) = 2z + 1.

Quartiles de m

Quantiles théoriques

FIGURE 6.8 —n = 100 et B = 200, r(z) = cos(3x).
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FIGURE 6.9 —n = 300 et B = 200, r(z) = cos(3x).



Perspectives

Pour conclure cette thése nous soulevons sous la forme d"une simple liste,
quelques points susceptibles de faire 'objet de futurs travaux.

— Approfondissement de 1'étude sur le choix de la fenétre.

— Etude de la convergence en moyenne quadratique de r,,.

— Ftude d’autres outils de prévision dans ce contexte de censure.

— Etude de la censure double.

— Réalisation d’applications.
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Annexe A

Convergence presque complete et
inégalités de Bernstein

Le concept de convergence presque complete a été introduit par Hsu et
Robbins| (1947). Elle implique la convergence presque stire et se préte bien
aux calculs faisant intervenir des sommes de variables aléatoires. Malgré
cela, elle ne commence a devenir populaire dans la communauté statis-
tique que dans les années 1980 apres les travaux de Collomb. Elle est uti-
lisée surtout en statistique non-paramétrique.

On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X, ),cny converge presque
completement vers une variable aléatoire X lorsque n — oo si
Ve>0, Y P[X,—X|>¢] < o0
neN
et on dit que la vitesse de convergence presque complete de la suite de
variables aléatoires réelles (X, ),en vers X est d’ordre (u,,) si
Jeo >0, Y PIX, — X| > eguy] < o0.
neN

Cette définition du taux a été introduite par [Ferraty et Vieu (2006). Elle
a 'avantage théorique d'impliquer les deux vitesses de convergence clas-
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siques en probabilité et presque stire, et I'avantage pratique d’étre souvent
plus facile a démontrer.

Dans les quinze dernieres années, ce mode de convergence a été tres utilisé
dans des travaux concernant la statistique non-paramétrique des données
fonctionnelles. Dans la section nous rappelons quelques propriétés
relatives a la convergence presque complete. Dans la section nous
introduisons quelques inégalité exponentielles pour des sommes de va-
riables aléatoires, utiles a la démonstration des propriétés de convergence
presque complete

A.1 Propriétés

Rappelons que la convergence presque complete entraine a la fois la conver-
gence presque stre et la convergence en probabilité.

Cette convergence possede les propriétés suivantes
Proposition A.1. Soit [, et [, deux nombres réels et (u,,) une suite denombres
réels tels que lim,, o u,, = 0, alors
i) Silim, o X, =, p.co.etlim,_, Y, =1, p.co., alors
a) lim, (X, +Y,) =1, +1, p.co.,
b) lim,_,(X,Y,) = L., p.co.,
c) lim,,_ o0 Xi = i p.co. lorsque I, # 0.
ii) Si Xy, —ly = Ogeo(un) €t Yy, — 1, = O, co(un), alors
a) (Xn+Y,) =l =1y = Opeo(un),
b) (XoYa) = lily = Opco(un),
c) XL — i = Op.co.(un) lorsque I, # 0.

ii1) Si X, = Op.co.(uy) et lim,, o Y, =, p.co., alors

a) XYy = Opco(Un),
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b) 52 = Opeo.(un), lorsque I, # 0.

Démonstration. ia) La preuve découle immédiatement de 1'inégalité sui-
vante

P((Xu+Y,) = (lo +1,)| > €) < P(1 X0 — L] > §> + P(|Y, -1, > g).

ii a) Il suffit d’appliquer ce résultat a ¢ = ¢,U,,.

ib) Sans perte de généralité, on pose [, = 0. La décomposition suivante
Xo X Yy = Xp(Xo = 1) + X x 1,
nous donne

P((Xa x V)| > 2) < P (V= 11X > 5) + P (11, X0l > 5)

g 9 g
< _ -z - e
<P (lYn | > \/;> +P (|Xn| > \/;) +P (|any| > 2)
g £ g
< — = = -).
<P (W=t > 5) + P (1%l > 5) + P (1%l > 5)

L’'inégalité précédente et la convergence presque complete de X, et
Y, permettent d’écrire

D P(X,Y,] > €) < 0.
neN
ii b) Il suffit d’appliquer le résultat précédent a ¢ = ¢,U,,.
ic) La convergence presque compléte de Y, vers [, implique I’existence
ded >0 (5 =12)) tel que:
> P(|Y,] < 6) < o, (A1)
neN
de plus nous avons
PlE-Lo) =Py =1 > cl,va)
Y, |, °) = n Tyl 7 Ellydn
< PV — 1] > ll,Yal,[Ya] > 8) + P(|¥;, < 8])
< P(|Y, — 1| > &d|ly|) + P(|Y,] < 0).
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En utilisant la relation (A.1)) et la définition de la convergence presque
complete de Y, vers [,, il vient

Ve >0, ZP(

neN

1
l

1
- > e | <oo.
Y, - )
ii c) On procede de la méme maniére pour € = gyU,,.

iii a) La définition de la convergence presque complete de Y,, vers [, im-
plique I'existence de 6 > 0 tel que

> P[Y,] > 4] < co.

neN

La décomposition suivante

P(|Y, Xo| > eUs) = P([YoXo| > eUs, |Ya| < 8) + P(|1 X, Yo > eUn, |Ya] > 6)

< P(|X,| > 671U, + P(|Y,| > 0),

associée a l'inégalité précédente et a 'hypothese X,, = O, (U,),
conduisent a X,,Y,, = O.o(U,). O

A.2 Inégalités de type Bernstein

Soit {X,,,n > 1} une suite de variables aléatoires centrées. Pour démon-
trer la convergence presque complete, nous avons besoin de trouver des

bornes supérieures pour certaines probabilités concernant des sommes de

)

ou éventuellement ¢ décroit avec n. Dans ce contexte, il existe de puis-

variables aléatoires telles que

(|

>z
=1

sants outils probabilistes appelés inégalités exponentielles. On en trouve



Annexe A. Convergence presque complete et inégalités de Bernstein 75

différentes versions dans la littérature. Les inégalités different selon les hy-
potheses imposés aux variables aléatoires Z;. Nous en présentons ici celles
qu’on appelle inégalités de type Bernstein dont la forme convient le plus
a notre travail.

Supposons que {X,,n > 1} est une suite de variables aléatoires réelles,
indépendantes et centrées.
Proposition A.2. Si

|
v > 2, B < () (@)
alors
Ve>0, P X, |>ed,| <2exp{— Y\

0l (a;)1<i<n Sont des réels positifs, b € R* et A2 = a3 + a3 + a3 + ... + a?.

Démonstration. cf. Bernstein| (1946); Uspensky (1937); Yurinskii (1976) [

Corollaire A.1. a) S'il existe une constante positive M < oo, telle que | X;| <

> ¢ <2 —<'n
n expy —————— »,
>~ p 202<1+ J;/IQE)

b) Supposons que les (X;)1<i<, dépendent de n et que 02 = EX?, sil existe
M = M, < oo tel que |X;| < M, si 2 < C < oo etsiu, =n"'o2logn,

M, alors on a

n

>

1=1

VsZO,P(

oit 02 = EX2.

vérifie lim,,_, u, = 0, alors nous avons

1 n
ﬁ ZXz = Oa.co(\/u_n)-
=1

Démonstration. a) En appliquant la proposition[A.2]a a? = 0%, A2 = no” et
b = M nous aboutissons a a).
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b) Comme % tend vers zéro, il suffit de rependre le résultat a) pour
€ = €0,/Un, ONn arrive donc a 'existence d’une constante C’ telle que

1| —&21
P~ 13" X| > U] < 2exp 0087
L 2<1+50 A{fi")
< 2n’c/83.

Pour ¢, bien choisi le terme de droite est le terme général d"une série
convergente. Ainsi s’acheve la preuve de ce corollaire. O
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Résumé

L'objet de cette thése est d’établir des résultats asymptotiques d'un esti-
mateur a noyau de la fonction de régression analogue a l'estimateur de
Nadaraya-Watson mais pour une variable réponse soumise a une censure
mixte. Il s’agit de la vitesse de convergence ponctuelle et uniforme et de
la normalité asymptotique. Le mode de convergence utilisé est celui de la
convergence presque compléte. Cette notion de convergence presque com-

pléte entraine la convergence presque stire.

Nous y développons aussi l'article de Messaci (2010) qui introduit cet es-
timateur et celui de Messaci et Nemouchi (2011) qui démontre une loi du
logarithme itéré de I'estimateur de Patilea et Rolin (2006) de la fonction de
survie. Notons que cet estimateur intervient explicitement dans 1'expres-
sion de I'estimateur a noyau de la régression qui fait I'objet de notre étude.
Nous donnons aussi des illustrations de nos résultats sur des données si-
mulées. Notre cadre de travail est celui de 1’estimation non-paramétrique

de la régression et des données censurées.

Mots clés : Régression non paramétrique, données censurées, estimateur a

noyau, normalité asymptotique, vitesse de convergence.



Abstract

The purpose of this dissertation is to establish asymptotic results of a ker-
nel type estimator of the regression function. This estimator is analogous
to the Nadaraya-Watson estimator but the response variable is subject to
twice censorship. We are conserned with the pointwise and uniform con-
vergence rate and asymptotic normality. The used convergence mode is
the almost complete convergence’s. This notion of almost complete con-

vergence leads to almost sure convergence.

We also develop the article of Messaci(2010) who introduced this estima-
tor and the one of Messaci and Nemouchi(2011) which proves a law of the
iterated logarithm of the estimator of Patilea et Rolin(2006) of the survival
function. Let us note that this estimator is explicitly involved in the ex-
pression of the kernel estimator of the regression that is the subject of our
study. We will also give illustrations of our results on simulated data. Our
framework is that of nonparametric estimation of regression and censored
data.

Key words : Nonparametric regression, censored data, kernel estimator,

asymptotic normality, rate of convergence.
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