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Introduction

Le présent travail est consacré a I’étude de la régularité maximale LT pour une classe
d’équations différentielles opérationnelles du premier ordre sur I’axe réel dans les espaces
de Banach du type UMD.

Il est composé en trois chapitres.

On commence tout d’abord au premier chapitre par une présentation des notions
utiles tout le long de ce travail, a savoir I’espérence conditionnelle, les martingales et leurs
principales propriétés, l'inégalité de Khinchine-Kahane, enfin on termine ce chapitre par
la présentation de la décomposition Schauder.

Le second chapitre est consacré a 1’étude des espaces de Banach du type UMD. On
présente une étude des transformées de Hilbert. Enfin on présente différentes approches
équivalentes des espaces UMD.

Enfin le dernier chapitre est consacré a ’étude de la régularité maximale d’une classe
d’équations différentielles opérationnelles du premier ordre sur tout ’axe réel dans les
espaces UMD. On montre que si ’opérateur est R-bissectoriel alors le probléme en question
posséde la propriété de la régularité maximale Lp. L’etude est basée sur la notion de R-

bornitude.



Chapitre 1
Notions Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle en bref certaines notions connues sur les martingales, la
décomposition de Schauder et sur la r-bornitude.

Soit X un espace de Banach.

1.1 L’éspérance conditionnelle
Soit €2 un ensemble.

Definition 1 : On dit que F' C () est une algébre sur €2, si
1-Q, e F;
2-VEc F.CEeF;
3-VE,Fy € F,E,UFE; € F.

Definition 2 : On dit que F' C ) est une o-algébre sur €2, s
1- Q. P € F;
2-VE ¢ F,CE ¢ F;
8-V (L) € F, UIEi € F. Ou I est quelconque.
ie

Le couple (€, F') est apelé espace mesurable.

Definition 3 : Soit (Q, F) un espace mesurable, on dit que la fonction i : F — R, est

une mesure positive si : ¥ (Ey), .y C F, avec B; N E; = ®, pouri # j, on a
E,) = E,).
n(g.5) S0 (5

Le triplet (Q, F, 1) est dit espace mesuré. Si pu (2) = 1, le triplet (2, F, 1) est apelé espace

de probabilité, et dans ce cas on le note par (0, F,P).



1.1.1 Mesure de Lebegue

Definition 4 Soit €2 un ensemble, F' une algébre sur ) et p une mesure sur F'. On définit

W F— Ry par:
w* (A) = inf {Zu (An) / (Ay) suite dans F' avec A C UAn} :
n=1

Definition 5 : Un ensemble E est dit mesurable au sens de Carathéodory si
pt(A) =p* (ANE)+p* (ANC) VA e Q
L’ensemble de tous les ensembles mesurables au sens de Carathéodory notés par F*.

Theoreme 1 (L’extension de Carathéodory) : Soient F' une algébre sur ), et p une me-
sure sur F. La famille F* (définie précédement) est une o-algébre sur ) contenant F, et

la fonction p* définit une mesure sur F*.

Maintenant en utilisant le théoreme d’extension de Carathéodory on va définir la

mesure de Lebesgue dans R. Posons
Fy ={la,b],]—00,a],]b, +00[,]—00, +0[, a < b,a,b € R} |

et
F— {E CRE=UL, on e Fl} .

Alors F est une algebre sur R. Et soit la fonction m : FF — R, définie par :
1- m(Ja,b]) =b—a;
2- m (]—00, a]) = m (]b, +-00[) = m (]—0c, +00[) = +o0;
3-m <kLZJlIk> = kz:m (1), ou les I sont deux a deux disjoints.

Definition 6 : L’extension m* de m au sens de Carathéodory est appelée la mesure de

Lebesgue sur R.

Definition 7 : Soient (21, Fy) et (Qo, Fy) deuz espaces mesurables, on dit que ’applica-
tion f : )y — €y est une fonction mesurable si

VE, € Fy, f1(E,) € Fi.

Si (Qq, F1,1Py) et (Qq, F5,Py) sont deux espaces de probabilités, on dit que f est une

varriable aléatoire, et si 2o = R, on dit que f est une variable aléatoire réelle.



Exemple 1 : Soit (2, F') un espace mesurable, et E € F. On définit xp : Q2 — R par :

(z) 1, sixekFlE
€Tr) =
XE 0, siz¢ E’

c’est une fonction mesurable car on a :
{xz'(4),AeB®R)} = {2, 2R}
Ou B (R) est la tribu de Boréliens.

Definition 8 : Soient f € L'(F;X), et B C F une sous-o-algébre de l'algebre F.

L’éspérence conditionnelle de f par rapport a B notée par E (f | B) est une fonction

g € L' (B; X) qui satisfait
/ gdP = / fdP,
e e

Exemple 2 : Soient f € L' (F; X), et B C F une sous-o-algébre. Si f est une fonction

B-mesurable alors

pour tout G C B.

E(f1B)=/

1.1.2 propriétés

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité, f € L' (F; X), et soit B C F une sous-o-
algebre de F. Alors on a :
1- L’opérateur

E(|B): L' (F,X)— L'(B,X),

est linéaire.

2- Si%B; C B, C F, alors

E(E(f|%1) |$32) - E<E(f|%2)|%1)
= E(f|%B1)(pp).

Lemme 1 : Pour f € L' (F; X), et B C F une sous—o-algébre de F. L’éspérance condi-
tionnelle de f par rapport & B qui est E (f | B) existe et de plus on a :

[E(f1B)lx < E(flx [B)(pp).
Lopérateur E (. | B) est une projection contractive de L' (F,X) dans L* (B,X) .

Lemme 2 : Soient (f,).~, € L' (F), et B C F une sous— o—algébre de F alors on a :
-8 0< fu 1 f (pp-)alorsO0O < E(f,|B) 1T E(f]|B) (p.p.) (La convergence

monotone) ;



2-Si 0< f, (pp.) alors E <lig%£ffn | %) < ligirole(f | B) (p.p.) ( Le lemme
deFatou) ;

3-Si|fn] < ge LY (F), et fr, — f (p.p) lorsquen — oo, alorson a E (|f, — f| | B)

— 0 (p.p.), de plus il resulte que E (f, |B) — E(f|B) (p.p.) (La convergence

dominée).

Remarque 1 : La troisiéme assersion du lemme précédent peut étre prolongée a un espace
de Banach quelconque, ¢’est-a-dire si | fn|y < g € L' (F), et fn — [ p.p lorsque n — o
(i.e) |fo — flx — O(p.p.) alors on a E(|fn — flx | B) — 0 (p.p.), de plus il résulte
que E(fn | B) — E(f | B) (p.p-)-

Lemme 3 (L’inégalité de Jensen) : Pour une variable alétoire f € L' (F;X), une o-
algebre B C F, et une application continue et conveze ® : X — R, tel que Po f € L' (F)

on a :

Qo E(f|B) < E(®of]|B)(pp)

Corollaire 1 : Pour une sous-c—algébre B C F, L’éspérance conditionnelle est une
projection contractive de LP (F,X) dans L* (B, X) pour 1 < p < oo.

Lemme 4 : Sigc L'(B;B (X,Y)), p€ [1,00), f € L? (F; X), et B C F, alors

E(gf|B)=gE(f|B).

1.2 Martingale

Soit X un espace de Banach.

Definition 9 : Une martingale est une suite f = (fi);—, de variables alétoires sur un
espace de probabilité (0, F,IP) qui sont adaptées par une suite croissante (Fy,).,de sous
o-algébres de F, et tel que la différence définit par o fr = fr — fr_1 (avec fo = 0) satisfait
la condition

Efk| Froa)=0 (1.1)

tel que chaque f; est F—mesurable.

Remarque 2 : on a

1- La condition (1.1) est équivalent a :

fre1=E(fi | Fr-1)- (1.2)

2- Si dans le cas réel au lieu de 'égalité dans(1.2) on a les inégalités “<” ou“>" pour
chaque k = 1,00, alors dans ce cas f est dite une sous-martingale ou supermartingale

respectivement.



Exemple 3 : Soient f € L' (F,X) , (Q,F,P) un espace de probabilité, et soit (F.)p,

est une suite coissante de sous o-algébres de F, alors la suite (fy),, définit par

fo = 0, sik=0
Ll EUI R, sik>1
est une martingale.

1.2.1 Propriétés

Corollaire 2 : Si f = (fi);>, € L' (Q,X)*" est une martingale, ® : X — R une
application continue conveze, tel que ®o f, est intégrable pour k € Z.. , alors (P o fi)re, €

LY ()" est une sous-martingale.

Remarque 3 : Soit (fi),.,; une martingale. Dans le cas ot ® = |.|y , alors (|fi|y)re,

est une sous-martingale non négative.

Corollaire 3 : Si f = (fi);>, € L? (Q, X)** est une martingale sur X, et A € B (X,Y),
alors Af = (Afg)ee, € LP (9, V)" est une martingale sur'Y.

Lemme 5 : Si H est un espace de Hilbert, f € L*> (F,H), et B C F une sous-oc—algébre
de F, alors E (f | B) est la projection orthogonale de f dans L* (B, H), ie f—E (f | B) LL*(B,H).

Corollaire 4 : Si H est un espace de Hilbert, et f = (fi);o, € L*(Q, H)**est une

martingale adaptée & (Fi)y,, alors les differences § fy, sont orthogonales.
1.2.2 L’opérateur maximale et les inégalitées de Doob

Definition 10 : Soit f = (fx),, une martingale verifiant

’f|loo(z+;Lp(Q,X)) = sup ‘fk‘LP(Q,X) < 00,

—00

alors f est dite bornée dans LP.

Definition 11 : L’opérateur mazimal (.)* définit pour la martingale f = (fi)re, €
LY (Q, X)™ par
[T (W) = sup | fi (W)|x -

k—o0

Ainsi la fonction f* est dite fonction maximale de la martingale f.

Remarque 4 : On remarque que L opérateur mazimal (.)* applique surjectivement L' (Q, X )Z+

dans [0, 00]”



Lemme 6 (L’inégalité de Doob dans L') : On a
1-Sig = (g)52, € L' (Q)"" est une sous-martingale non négative adaptée a (By);, .

Alors

k<n

tﬁb(maxgkzt)s / 0o (@) AP () < lonliry - (1.3)

maxgy >t
kgngk*

pour chaque t > 0.

2-Si f = (fr)oey € L (92, X)Z+ est une martingale, alors linegalité (1.3) est satisfaite
avec | fi (w)|y au lieu de g (w).

3-Si f=(fe)ey €0°(Zs, L' (X)) est une martingale, alors

tP(f* 2 0) < [fleez, m(0) -
Lemme 7 : Si les variables aléatoires f,g > 0 verifient :

(P(f > 1) < /gdP,

f>t
pour chaque t > 0, alors on a
|f|LP(Q) < 2_9|9|Lp(9) )
pour chaque p € (1,00].
Lemme 8 (L’inégalitée de Doob dans LP) : Si f € (> (Z4,LP (€;X)),1 < p < oo est
une martingale ou sous-martingale non négative avec X = R, alors :
[Fleez, o)) < 1 |ine) S P leoiz, r@ix) -

On note que la premiere inégalité est satisfaite aussi pour p = 1.

1.3 L’inégalité de Khintchine-Kahane

Definition 12 : Soit (Q, F,P) un espace de probabilité, on dit que les variables aléatoires
X1, ..., X, définies de Q) dans R sont indépendantes si :

I[D(Xl =T, 7Xn = ZUn) = P(Xl = .fl]l) ..P (Xn = I'n>

Definition 13 : Soit (2, F,P) un espace de probabilité, les fonctions de Rademacher
€k, k € Z, sont des variables aléatoires independantes, identiquement distribués définies

sur ) o valeurs dans {—1,1}, c’est a dire
e Q— {-1,1},

et verifiant :

1- e, k € Z., sont des variables aleatoires réelles;
2-P(er (w) = —1) =P (e (w) = +1) = 3;

3-Pe1 (W), yen (W) =P(e1 (w)) ..IP (e, (w)) .

8



Exemple 4 Les fonctions
e, (w) = sign (sin (2°7w)), we€[0,1],k € Z,.
sont des fonctions de Rademacher.

Definition 14 : Soient x1,...,x, € X, ou X est un espace normé, la norme aléatoire de

X1, ..., Ty € X est définit par :

n
E EkTk
k=1

ot (Q, F,P) est un espace de probabilité, 1,k = 1,n sont des fonctions de Radema-

Lr(;X)

cher.

Remarque 5 : On remarque que

1- Pourn=1, on a

AL

"?x‘LP(Q;X) = /‘533|§(dp(w>
Q

3 =

= (lz[x P (e (w) = +1) + |-zlk P (e (w) = —1))

1 1
— (3lafs + 5ty
1
= (elt?
= |z[x.

Alors on remarque que la norme aléatoire d’un seul élément de X est égale & la norme

de cet élément dans X .



2- Pourn =2, on a

P
le121 + 22| 1o, x) = / le1zy + 2o dP (w)
0

B =

= /(‘.ﬁl +l’2’§( + |—£L'1 +$2|§( + ’1’1 — 332“1;( + ’—1'1 — 332‘?() dPP ((JJ)
Q

= (|1 + 22k Pler (W) = Lea (W) = 1) + |[=21 + 22k P (e (w) = —1, 69 (w) = 1)
o1 — 25 Pler (W) = Lea (W) = —1) + |=21 — 22| P61 (W) = 1,62 (w) = —1))

1

1 1 1 o1 ,
= |$1+5€2’x 72 |~y + za + 2 |~"61—9€2’x+§!—1‘1—$2|x

hSA

1
= (ﬁ (lo1 + @2l + =21 + 2ol + 21 — 225 + |21 — $2|§<))

3|

= % Z Z ’€1$1 +€2$2|§(

e1€{—1,1}e2e{-1,1}

Donc pourn € Zy on a :

1
n n p P
ngxk = ngxk dP (w)
=t LP(9X) Q k=1 X
v
VA D> zem #
o \eae{-11} epe{-1,1} [k=1
v
- Z Z ngxk (1 (w),....en (w))
516{7171} EnE{ 11} k=1

n p
- el = -2 [San
X

e1e{-1,1} ene{-1,1} k=1

1
P

1
= | % Z

ne{—1,1}"

anﬂ%

k=1

De plus si e € {—1,1}", on observe que

n

E €LELTE

k=1

n
= E ERTE
k=1

LP(;X) LP(Q;X)

10



Corollaire 5 (Inégalité de Khintchine-Kahane) : Pour 0 < p,q < oo, il existe une

constante finie K, 4, tel que dans chaque espace vectoriel normé on a :

n n
E ErTE E ErTi
k=1 k=1

pour tout x;, € X, et toutes fonctions de Rademacher e, k = 1,n.

S Kp,q

LP(Q;X) L9(Q;X)

o

Si X est complet (Espace de Banach), et la série Y exxy converge dans l'un des
k=1

espaces LP (2; X)), alors elle est convergente dans chacun de ces espaces, et l'inégalité

précédente est vraie pour n = +00.

Remarque 6 : De l'inégalité de Khintchine-Kahane resulte que si on prend pour X'
l’ensemble des familles finies de X munit de la norme aléatoire olors on obtient un espace
normé dont les normes aléatoires sont équivalentes pour tout p, 0 < p < oo. De plus sont

équivalentes a (X’, ||.HL2(Q;X)> .

1.4 La décomposition de Schauder

Definition 15 Soit (z,) >, C X une suite dans 'espace normé X. On dit que la serie

n=1
o0
> wy est
k=1
N 00
1- Convergente vers x, si lim |> x, —x| =0, et on note > x, = .
N—oco | =1 X n=1
e.o]
2- Inconditionnellement convergente, sila serie ) Ty(n) converge pour chaque permutation
n=1

des entiers naturel o € Sz, .
3- Sommable vers x,x € X, si pour tout e > 0, il existe un Fy C Z,,cardFy < oo, tel

que pour tout Fy C F, cardF < oo on a :

E T — T

keF

<e.
X

4- Satisfait aur conditions de Cauchy “Schrinking”, si pour tout € > 0, il existe un
Fo CZy, cardFy < oo, tel que pour tout F C Z, \ Fy, cardF < o0 on a :

>

keF

<e€
X

oo
5- Absolument convergente, si la serie numerique ) |Ty|y est convergente.
k=1

Dans le cas général, c’est-a-dire dans un espace normé quelconque il n’existe aucune
relation d’equivalence entre ces types de convergences, mais il’ya uniquement quelques
implications. Si X est un espace de Banach on résume les relations entre ces types de

convergences dans le lemme suivant :

11



Lemme 9 Soit (z,),—, C X une suite dans l’espace de Banach X. Les assertions sui-

vantes sont equivalentes :

o0
1- > ay, est inconditionnellement convergente ;
k=1

o
2- > xy est sommable;
k=1

3- > xy, satisfait les conditions de Cauchy “Schrinking” ;
k=1

o
4- > Agxy, est convergente pour chaque suite bornée (A,) -, C (*(Z+);
k=1

5- Y egxy, est convergente pour chaque suite bornée (e,)>>, € {—1,1}"*
k=1

6- > 0pay, est convergente pour chaque suite bornée (5,)°°, € {0,1}7+ .
k=1

Definition 16 Une décomposition de Schauder est une suite de projecteurs D = (Dy,);—, C
B(X), tel que :
J—Dle = 0, k 7é l;

2-x = > Dyx, pour tout x € X.
k=1
n
Les opérateurs P, = > Dy, sont dits sommes partielles des projecteurs correspondants a D.
k=1
L’image d’une décomposition de Schauder D = (Dy),—, est l’ensemble ran (D) = OleTcm (P).

n=

Exemple 5 Soient (Q, F,P) un espace de probabilité, X un espace de Banach, et (Fy,)p—, C
F une suite croissante de sous-o-algébres de F tels que Fi, T F. Alors [ = (fr)peq dé-
finie par (fr)rey = OE (.| Fi))iey, €t fo = 0 est une décomposition de Schauder de
LP(F; X),p € [1, 0]

Definition 17 Une décomposition de Schauder est dite inconditionnelle si la serie dans

la définition correspondante est inconditionnellement convergente pour chaque x € X.

Lemme 10 Une famille d’operateurs D = (Dy),-, C B(X) vérifiant DDy = 63, D, est
une décomposition de Schauder si et seulement si ran (D) = X et les sommes partielles

des projecteurs sont uniformément bornées. Dans ce cas chaque projecteur Dy les aussi.

Lemme 11 Si (X});, est une famille de sous-espaces vectoriels fermés d’un espace de
Banach X. Si chaque x € X admet une unique représentation v = > xp, Xy € X
k=1
(i.e, X = ®X}, est la somme directe de Xy). Alors D = (Dy),.., définie par Dyx = xy
est une décomposition de Schauder de X .
Inversement, si D = (Dy,),-, est une décomposition de Schauder, alors Xy, = ran (Dy,)

définit une suite de sous-espaces verifiant les conditions de la premiére assertion du

lemme.

12



Lemme 12 Soit D = (Dy),., une décomposition de Schauder d’un espace de Banach X,

zn:Dkl‘

k=1

alors la nouvelle norme :

]| = sup
neEZy

9

X

est equivalente & |.|y ..

Maintenant soient les opérateurs Ty, A € £* (Z, ) définis par :

TA <2Dkx> = Z)\kal'
k=1 k=1
ou (Dy);~, une décomposition de Schauder .

Lemme 13 Soit (Dy),-, une décomposition de Schauder d’un espace de Banach X. Alors
les propositions suivantes sont equivalentes :

1- D est inconditionnelle ;

2- La famille d’opérateurs (T:) o jyz, dans ran (D) est uniformément bornée ;

2- La famille d’opérateurs (T5)sco1y2+ dans ran (D) est uniformément bornée ;

5-La famille d’opérateurs (13),¢oo(z,) dans ran (D) est uniformément bornée.

Remarque 7 On a
1-Du le lemme précédent on déduit que les propriétés de 2 a 4 sont equivalentes a I

existence d'un ¢ > 0 tel que :

<c
X

Y (1'4)

n
E kT
k=1

n
D
k=1

pour x, € ran (D), k = I,n, pour tout n € Z, et ¢ € {—1,1}** . Respectivement pour
5 €{0,1}7% et X e 1 (Z,) au lieuw de e € {—1,1}"* . Dans ce cas la plus petite constante
¢ dans l'inégalité précédente est dite la constante inconditionnelle et elle est notée par cp.
2-D’aprés le lemme 13, l'inégalité (1.4) reste vraie méme si n = 0o mais pour xy = Dyx.

Et si on remplage xy, par €,z dans l'inégalité précédent on obtient :

X X

avec € = +1,x € ran (Dy).

Corollaire 6 Si (Dy);—, est une décomposition de Schauder d’un espace de Banach X.

Alors Uopérateur Ty, définit précédément est borné si et seulement si A € £ (Zy) .

13



1.5 R-Bornitude

Definition 18 Une famille d’opérateurs S C B (X;Y), ou X et Y sont deux espaces
normés est dite bornée aléatoirement “Randomized bounded” ( R-bornée) si pour un certain
p € [1,00), il existe une constante c finie tel que pour tout n € Z,, et tout T, € I, zy, € X,

et €, des fonctions de Rademacher, k =1,n , on a

n n
E ey E ERTi
k=1 k=1

La plus petite constante ¢ notée par R, () est appelée le “R-bound” de I d’ordre p.

<c (1.5)

LP(Q;Y) LP(9X)

Remarque 8 Soient X,Y deux espaces normés, alors on a :

1- La définition de la R-bornitude est indépendante de l’ordre p, d’aprés l'inégalité de
Khintchine-Kahane, mais R, () dépend de cet ordre p, c’est-a-dire, si S est non R-bornée
pour un seul p € [1,00), donc elle est non R-bornée pour tous les p € [1,00).

2- R, () est verifie les conditions de la norme, en effet, soient I, Sy C B (X;Y)

deuz familles R-bornées, soient T} € 3y, et T¢ € Sq,alors on a

> er (Th + T7) an +

k=1

<

n
E €kT]3[L'k
k=1

n
E ERTy

k=1

n
E €kal£Bk
k=1

LP(Q;Y) LP(Q;Y) LP(Q;Y)

< (Rp (Sl) + Rp (S2))

LP(Q;X)

D’ou
Ry (314 S2) < By (S1) + Ry (S2).

De la méme maniére on peut facilement verifier que
R, (A3) =M\ R, (3), AeC.

ot § C B (X;Y) est une famille R-bornée.
3- La composition des familles R-bornées est une famille R-bornée, de plus on a pour
I CB(Z)Y), et Sy CB(X; Z) linégalité suivante

Ry (3132) < Ry (S1) By (S2).-

ou Z est un espace normé.
4- Chaque ensemble contenant un seul opérateur linéaire borné T € B (X;Y) est

R-bornée et de plus on a :
Rp ({T}) = |T|%(X;Y) :

5- Chaque sous-famille d’une famille R-bornée est R-bornée.
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6- Soient 3, S C B (X;Y) deuz familles R-bornées. Si 0 € SN S, alors SUS est une
famille R-bornée.

7- Toute famille finie d’opérateurs liéaires bornés est R-bornée.

Lemme 14 Soient X,Y deux espaces normés. Alors pour chaque famille R-bornée & C
B(X;Y) ona
R, (SU{0}) = R, (9).

Corollaire 7 Soient X etY deux espaces normés, et S C B (X;Y) on a :

1-51 & est R-bornée, alors elle est uniformément bornée, avec
;UP |T|%(X;Y) < inf R,(9)
€S

2-La réciproque de (1) est vraie si X et Y sont des espaces munis d’un produit

scalaire, et dans ce cas on a
) —
Ry () = sup [Ty x,y) -
TeS

Exemple 6 Si X = L7 (I'y;Hy), Y = L1(Ty; Hy), ou 'y, Ty sont des espaces mesurées
associes aux mesures o-finis i, [ty respectivement, et Hy, Hy sont deux espaces de Hilbert.
Alors S C B (X;Y) est R-bornée si et seulement si

(Z T f ()ﬁ{z) <M (Z | fi ()ﬁ{l)

La(I'2) Lr(I'1)

1
2

pour un certain M fini, et pour tousn € Z, et fr € X, k=1,...,n.

Maintenant on va donner des conditions nécéssaires et suffisantes pour qu’une famille
soit R-bornée.

Lemme 15 Pour montrer la R-bornitude d’une famille S C B (X;Y), il suffit de mon-
trer l'inégalité (1.5) pour toutes suites d’elements distincts Ty, € . Les bonnes constantes

sont les mémes.

Corollaire 8 Pour demontrer la R-bornitude d’une famille dénombrable d’opérateurs § =
(Th)pey € B(X;Y), dl suffit de montrer l'inégalité (1.5) pour toutes suites de troncatures

(T%) s

Lemme 16 (Principe de contraction de Kahane ) : Pour ay, B;, € C, |ag| < |8], zx € X,
e des fonctions de Rademacher, k=1,....,n on a

n n
E ORERTE E 5k€k$k
k=1 k=1

Le coefficient 2 n’apparait pas dans cette inegalité si oy, B;, € R.

<2

LP(9;X) LP(QX)
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Definition 19 Une suite (Sy),, de familles d’opérateurs Sy C B (X;Y) est dite relati-

vement R-bornée par rapport a une suite d’espaces fermés (Xi)p, de X si

n
E EpTi
k=1

<c

LP(Q;Y) LP(Q;X)

pour toute n € Z,, € des fonctions de Rademacher, T}, € Sy, et v € Xp,et k =
1

ooy T

ox

Remarque 9 On remarque qu’une famille & est R-bornée si et seulement si toutes les

suites (Sk)pey » Sk C S, sont relativement R-bornées pour tous les sous espaces (Xj)pe;
X, C X.

Corollaire 9 5i S C B (X;Y) est R-bornée et B(0,r) C C, alors
R, (B(0,7)S) < 2rR,(S).

Le coefficient 2 n’apparait pas dans cette inegalite dans le cas ou on prend [—r,r] au
lieu de B (0,7).

Exemple 7 Soit ® C L* (T') une famille uniformément bornée. Alors

By (o 17 (15X) = L2 (T5X)5 [ = 0f}ucq) < 2500 ol

Lemme 17 Si S C B (X;Y) est R-bornée, et si (Jy),—, est relativement R-bornée par
rapport & (Xy)re, ,alors pour les familles suivantes on a :

1- S est R-bornée et ((‘ )k L est relativement R-bornée par rapport a (Xk)pey ; ou par
S et par (%k)k Lon designe les fermetures fortes respectivement.

2- pour les enveloppes convexes convy et (conv\sk) on a : convy est R-bornée et

k=1’

(conv\sk) est relativement R-bornée par rapport a (Xk)zozl .

k=1
3-1’ensemble

abco () {ZAT neZyNeCT e IR Z|)\|_1}

7=1

est R-borné, de meme que l'ensemble (abco (J)),., est relativement R-bornée par

rapport & (Xy)r—, -On a le meme resultat dans le cas réel.
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Chapitre 2

Espace UMD

Ce chapitre est consacré a une étude détaillée des espaces UMD. On donne les diffé-
rentes définitions équivalentes de ces espaces ainsi que leurs principales propriétés. Pour
le plus de détails on peut consulter également [13].

Soient X un espace de Banach, et (€2, F,P) un espace de pribabilité.

Definition 20 : On dit que l’espace de Banach X admet la propriété des martingales

différences inconditionnelles dans LP , p € (1,00) ou bien UMD — p, si l'inégalité

> erdfi > ok
k=1 k=1

est satisfaite pour un certain M,, par chaque martingale f = (fy)re, € L? (Q;X)Z+ , et
chaque e € {—1,1}"*.

< M, = |fn|LP(Q;X) (2.1)

Lr(Q;X)

Lr(Q;X)

Remarque 10 : On remarque que
1- si on remplace dans linégalité (2.1) “Ofy” par “c0fr “on obtient l'inégalité dans
l’autre sens.

2- La condition (2.1) est équivalente & la condition

< Myl ppa.x)» Pour gp = E(g | Fi) - (2.2)
Lr(Q;X)

Z€k5gk
k=1

Démonstration. En effet, (2.1) implique 2.2. comme (2.1) est satisfaite pour chaque
martingale f = (fi):2, € LP (5 X)™, et or g = ()22, = (E (| Fr));>, est une

martingale alors (2.1) est satisfaite pour g = (gx),-, , c'est-a-dire

Z€k59k 25%
k=1 k=1

M, ‘gn’LP(Q;X)
= MpE (g | ]:n)

< M,

LP(X)

LP(X)

S MP |§|L;D(Q;X) )



ol la derniere inégalité resulte d’aprés la propriete de contractivité de 1’éspérence condi-

tionnelle.
Montrons maintenant que (2.2) implique (2.1). Dans ce but prenons g = f,, et on le
subtituant dans (2.2), on obtient

Y e (B (ful Fi) = E(fu| Fir)) < My | fulpooix) (2.3)
k=1

Lr(Q;X)

or f = (fx)re, . est une martingale, alors

Je=E(fa| Fr),

pour chaque k < n. Ainsi I'inégalitée(2.1) est démontrée. m

Le plus petite constante M, dans (2.1) pour un p donné, et un espace de Banach
X donné est notée par M, (X). Si X ne possede pas la propriétée UMD — p, alors
M, (X) = oco. M, (X) est indépendante de n, c’est-a-dire la propriété UMD — p est
vraie si l'inégalité (2.1) est satisfaite pour tout n. La plus petite constante pour que (2.1)
soit vraie pour un n fixé est notée par M (X), alors il est evident que M (X) T M, (X),

lorsque n — +o00.
Lemme 18 Les constantes M) (X) sont finies, de plus on a :
My (X) < 2n.

Démonstration. En effet :

Z€k5fk ZEk (fk —fk—l)
k=1 k=1

Lr(Q;X) Lr (X))

Z ’fk|LP(Q;X) _'_Z ‘fkflle(Q;X)
k=1 k=1

IA

= D Bl F)l gz + ) 1B (Fu | Fiot)lpoiaxy

k=1 k=1

< D falwsasn 2 alzeax)
k=1 k=1

= 2n |fn|LP(Q;X) 5
d’ou

My (X) < 2n.
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Remarque 11 Si X posséde la propriétée UM D, et comme les fonctions de Rademacher
sont des elements de (> (Z), alors d’aprés le lemme 13 il résulte que la propriété UM D

est equivalente a la R-bornitude de toutes les martingales différences de l’espace X .
Exemple 8 Chaque espace de Hilbert admet la propriété UMD — p, pour p = 2.

Démonstration. En effet, soit H un espace de Hilbert, alors d’aprés le corollaire 4,
toutes les martingales différences sont orthogonales, donc d’aprés le théoréme de phytha-

gore on a

> erbfi
s

= > [6fly
k=1

> 5

k=1

d’ou H posséde la propriétée UMD — 2, de plus on a :

L2(;H)

Y

L2(;H)

M, (X) = 1.

2.1 Transformation martingale

Definition 21 Soit f = (f);>, € L' (Q, X)*" une martingale adaptée o (F1.);>,. Une
suite v = (v)pe, € € (Zy, L™ (), est dite (Fy),,-prédictable si chaque vy, est Fj_1-
mesurable (et vy est Fi-mesurable). Pour de tels f et v, on définit la transformation
martingale (f *v), € L' (Q, X)** par :

k

(fxv), = > vidf;.

Jj=1

Remarque 12 : La transformation martingale f xv = (f xv);-, € L (Q, X)%* définit

aussi une martingale adaptée & (Fy)p—,, en effet

k k—1
FE ((5 (f * U)k | fk,1> = F ((Z’Z}j(Sfj — Zvjéfj> | fk1>
= F (Ukéfk | .,Fk71>
= uE(0fk | Fr1)
=0

1l est aussi facile d’observer que v * . prendre LP-martingale a une LP-martingale.
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Par analogie avec La propriété UM D — p, si I'opérateur ou bien la transformation

martingale est uniformément bornée, c’est-a-dire si on a :

[l x)y S M lio@y o)) fnlo,x)

Pour tout v € £ (Z, L*> (£2)), cette condition est appelée la propriétée MT — p, ou bien

la transformation martingale d’ordre p.

Remarque 13 : La propriétée UMD — p est une cas spécial de la propriétée M'T — p,

avec v =¢ = (g)70, € {—1,1}"".

Les conditions dans les definitions de base UM D — p, et MT — p sont satisfaites pour
des martingales quelconques sur des espaces de probabilités arbitraires.

Maintenant on va donner une condition suffisante sur ’espace de probabilité c’est-a-
dire on va donner des conditions faibles que celles des conditions originales, plus précése-
ment, au lieu de vérifier la condition UM D —p ot MT —p pour des espaces de probabilités
arbitraires, il suffit de vérifier ces conditions pour des espaces de probabilités trés connus
et trés appliquables, et pour cela on va commencer par introduire la notion de ’espace de

probabilités “nicely divisible”.

Definition 22 : On dit qu’un espace de probabilité est “nicely divisible” si chaque en-
semble A de probabilité strictement positive P (A) admet un sous-ensemble de probabilité
cP (A) pour chaque ¢ € (0,1).

Lemme 19 : Si un espace de Banach X satisfait la proprieté UMD —p ou MT — p pour
toute martingale définie sur un espace de probabilité “nicely divisible”, alors il satisfait
la méme condition pour toute martingale sur un espace de probabilités, avec le méme

constante.

Démonstration. Soient (€2, F,P) un espace de probabilité arbitraire, et soit (Fj)-,
une suite de sous-c-algébres croissantes de F. Considérons ’espace produit (2 x [0, 1], F X
F x R,ou m est la mesure de Lebesgue, et R est la tribu des boréliéns de [0, 1], et posons

aussi la o-algebre
%k:{FX [071], FEFk} CF xR

Le but de cette construction est que I'espace produit soit “nicely divisible” si (2, F,P)
est “nicely divisible” ou non.
En effet, pour A € F x R, on a d’aprés Radon-Nikodyme

1

P x m (A) :/P({w,(w,t) € AY)dm (1)

0
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Posons
X

g(m):/]P’(w,(w,t)EA)dm(t).
0

g est une fonction continue croissante avec g (0) = 0,9 (1) = P x m (A). Ainsi g atteind
chaque constante positive r < P x m (A), pour un certain = € (0,1).
Maintenant soit A, = AN{(w,t),t <z} € FxR,et m(A,) = g () = r, pour un certain r
positif, tel que r < Pxm (A). alorsonaPxm (A,) < Pxm (A), comme A, C A € FxR,
et A est arbtraire, donc (2 x [0,1],F x £,P x m) est “nicely divisible”.
Maintenant, si f = (fx),_; est une martingale adaptée a (F),_,, on définit g = (gi),_,
par :

gk (w,t) = fr(w),weQ,te0,1].

On observe que (gi);_, définit aussi une martingale adaptée a (By),_,
En effet, soit G = F x [0,1] € By, (F € F). Alors

/gk(w,t)d(]P’xm)(w,t) _ /1/gk(w,t)dm(t)dIP’(w)

Fx[o,1]
- //f ) dm (1) dP ()
- /fk 1]) P (w)
_ /mw)dﬂm(w)

- /E(fn | F) dP ()

= an<w>dﬂ><w>

_ //f ) dm (1) dP ()

_ //gnwtdm ) dP (w)

_ Mmgnm)dm(t)dm»

g = E (gn | By).

d’ou
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De la méme manicre, si v = (vg);_, € L®(Q)" est (Fy),_,-prédictable, on définit w =
(), par

W (w, t) = vg (W) .

alors il est clair que w = (wy),_, est (By),_,-prédictable.
Si on note par @ (X) le constante définie comme M (X), mais pour un espace de
probabilité “nicely divisible”. Alors

[l =

Q2 [1,0]
Or la propriétée MT — p est vraie pour I'espace “nicely divisible”, donc

s S i
k=1 k=1

Q =

n

> vkd fi

k=

n

> widgn

k=1

p
d(Pxm),
X

P
d(P xm)
X

P < (mr (X))’

P
p
X Qx[1,0]

~ () [ S 6

dp.

p
X
D’ou la propriétée MT — p est vraie pour €2 quelconque, de plus K/[\pﬁ (X) < @ (X). Or
on a toujours 7?171; (X) < M7 (X).Dou le résultat.

Pour la proprieté UMD — p, on observe que cette proprieté est un cas spécial de
MT —penprenant v=w=¢ € {-1,1}". =

Le but du resultat suivant est d’étudier la relation entre la proprieté UMD — p ou

MT —p et la suite de sous-o-algebre qui est adaptée a la martingale, pour cela on rappelle
qu’'une algebre finie est une o-algébre.

Lemme 20 : la proprieté UMD — p ou MT — p est satisfaite si elle vraie pour toute

martingale adaptée a une sous algébre finie.

Démonstration. Soient f = (fi);_, € L? (€; X) une martingale adaptée a (Fy),_,; -

Pour chaque k, nous choisissons une fonction simple s, € L? (Fy; X), telque

sk = 0fulpoiax) <€

cela est possible d’aprés la densité de I'espace de fonctions simples dans L? (Fy; X), et
soit la suite de fonctions simples ¢, € L> (F}), tel que [ty — 6Uk|poc(q) < €, b [t| o) <
|Vk| oo (@) » @VEC (vk) -, une suite prédictable donnée (cela est possible car on peut prendre
ty = inlvgl(%xiﬂ), ol z; se situe entre [lk|jw(q) €t [Vk]pe(q))s €t soit By, l'algebre
engend;ée par sq, ..., Sk, t1, ..., trr1, (i) ,par les E; qui sont dans la représentation canonique
m

Y x;lp, des sy et ty. Alors il est clair que (By);_, est une suite croissante d’algebres finies,
i=1
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et que (tg)p_, est (By),_,-prédictable(car t;, est Bj-mesurable) .

D’autre part on a s est Fjp-mesurable, B, C Fi, donc

E(fis1|Br) = E(E(0ferr | Fr) | Br)
= E((E(ferr | Fr) = E(fe | Fr)) | Br)
= E(fi—fru|Br) =0

Maintenant on définit g par :

Comme
E(6gx | Br1) = E(E(0fr | Br) | Br—1) = E(6fx | Br—1) = 0.

D’oul g est une martingale adaptée a (By);_, .
Pour achever la démonstration, il suffit de demontrer la proprieté MT — p pour f, pour

cela on a :

> b fi
k=1

(V0 fre + tebgr — tkdgk + tesk — tisk + k0 fro — ti0 f)
k=1

LP(9;X) Lr (X))

n

Z (tkOgk + ti (0.fi — si) + ti (s — 0gi) + (vk — k) 0 fk)

k=1

Lr(;X)

+Z (|tk (0.fx — Sk)|LP(Q;X) + [t (s — 69’C)|LP(Q;X) + [(vk — tk) 6fk|Lp(Q;X)> :
Lr(x) k=1

<

> tkdg
k=1

Or d’aprés le choix de s, et t; on a :

[(0.f% = k) o) <€

et
[(Uk = )| ooy < €

D’autre part on a :

Sk = 09kl ooy = 1B (s | Br) = E 6k | Br)lpoo,x)
= |E(sk—dfk| Bk)|LP(Q;X)

Si on note par 7;1\71} la constante qui realise la condition MT — p pour les martingales
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adaptées a des algebres finies, alors :

259k
k=1

n

ka5fk

k=1

> ok

k=1

§fn7; +en+en+e

Lr(Q;X)

> Ogk + sk — s+ 0 fs — 5
k=1

Lr(9;X) Lr(X)

-
< my

+e <2n + |fn|Lp(Q;X))
LP(;X)

< my + Z (|5gk = Skl pogaix) 1Sk — 5fk|Lp(Q;X)) te <2n + |fn|LP(Q;X))

Lr(Q;X) k=1
D 0
k=1

> 5t
k=1

< 7775 +e <2n + @271 + |fn\Lp(Q;X)> :

LP(Q:X)

Or € est tend vers zéro, ainsi on obtient :

n

> ukb fi

k=1

o
< my

> 6
k=1

Lr(Q;X) LP(;X)

D’ou le resultat. m

Pour continuer I’étude on a besoin de quelques notions concernant les algebres finies.

Definition 23 : Une base d’une algébre finie F C 2 sur Q) est une partition de ) en des
ensembles disjoints F; € F, i =1,...,m, tel que chaque F € F est de la forme 'UI]:Z" pour
1€

certain I C {1,...,n}, et on la note par bsF. Les éléments de la base F; € F sont dits les
atomes de F

Il est facile de voir que la base d’une algére finie est unique.

Definition 24 : Une suite croissante d’algébres finies (n,),_, est dite systéme de Haar si

N, admet une base constitué de (k + 1) ensembles de probabilité strictement positive.

Exemple 9 : Dans un espace de probabilité “nicely divisible” on peut construire un sys-
téme de Haar comme suit : n, = {®,Q}, avec la base {Q}. Supposons que la base de n,
est déja construite, alors la base de n, ., est obtenue en prenant un certain H € bsn, qui

est dévisée en deux parties Hy et Hy qui ont des probabilités strictement positives, donc
bsnyy = {H1, Ha} U bsn, \ {H}

Lemme 21 : Dans la définition des espaces UMD — p ou MT — p il suffit de considérer

chaque martingale adaptée a un systéme Haar.

Démonstration. En effet D’aprés les resultats précédents il suffit de demontrer le

lemme pour les martingales adaptées a des algebres finies (Fj);_;-
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Pour une suite (F});_, d’algebres finies, on peut construire un systéme de Haar auxiliére

(M1)=1» tel que,
N C ... Cny, =FC.mp & Finr (2.4)

En effet, supposons que (2.4) est vraie pour un certain i, et on montre qu’elle est vraie
pour i = n.Pour cela posons n, = Fy = {®,2} C F; . Et on commence par construire
N,41 €t montrer que (2.4) est satisfaite pour r + 1 au lieu de r, pour cela , choisissons
F € bsFii1 \ bsn, (Cela est possible car 7, & Fii1),0r chaque elément de F;11 D n,, et
en particulier chaque H € bsn, est union de certains atomes de F;.;. D’autre part bsn,
recouvre €2, alors F' ¢ H, pour un certain H € bsn, (Par exemple H = 2) . Maintenant
on définit bsn, ., par bsn,., = bsn, U{F, H\ F}\{H}, tel que H \ F # ®, est une union
de certains atomes de F;; de probabilité positive, alors (nk);;rll est un systéme de Haar,
de plus (2.4) est satisfaite soit pour r + 1 au lieu de 7, soit n,,; = F;;1, de la méme
maniére, par reccurence on obtient le systéme de Haar pour i + 1 = n.

Maintenant revenons a la demonstration du lemme.

Soit la suite (Fy),_, d’algebres finies, d’aprés la construction précédente on a un systéme

de Haar auxiliére (1;,)n",, tel que
Mo Cn C ... C1ypy =F1 Ty € Ty, = Fan

Sif=(fi)p_; € LP(Q; X) est une martingale adaptée a (Fy),_,, on définit une nouvelle

martingale h par :

Alors on a :
h/Nk = fk7
et
0fx=fr—frr= D 6h.
Np—1<r<Ny
Aussi, si v = (vg)_; € L (Fi—1)" est (Fy),—,-prédictable, on définit w = (wy),_, par :
WN,_ 41 = .. = WpN, =V € L® (Fyq) = L™ (177Nk1>7 alors w est (nk)]kvgl—prédictable.
Ainsi on a :
n Ny,
ka5fk = Zwk5hk
k=1 Lr(O:X) k=1 LP(2:X)
Np,
< (X)) 0
k=1 LX)
Np,
= m, (X) Z5fk
k=1 lLp(X)

D’ou le resultat. m
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Les resultats obtenus précedement ont établits les relations entre la proprieté UM D—p
ou MT — p, 'espace de probabilité et aussi entre la suite des sous-c-algébres adaptées
aux martingales. Maintenant on s’intéresse a la relation entre la proprieté UMD — p et

MT — p, plus précisement on va démontrer I’equivalence entre les proprietées UMD — p
et MT — p.

Proposition 1 : Les proprietés UMD — p et MT — p sont equivalentes avec le méme

constante.

Démonstration. En effet d’aprés le lemme précédent il suffit de demontrer le lemme
pour les martingales adaptées par des systémes de Haar, et comme la proprieté UM D —p
est un cas spécial de la proprieté MT — p, donc il suffit de demontrer que la proprietée
UMD — p implique la proprietée MT — p.

Soit f = (fx)r_; € L” (€2; X) une martingale adaptée a un systéme de Haar (1,),_,, et
soit v = (vg),_, une suite prédictable , alors vgd fi, = A0 fi,, pour un certain A, € R, tel

que [Ax| < |Up[ gy < 1, alors

kaéfk
k=1

Z)\kéfk
k=1

LP(;X) LP(O;X)

n

< max
ee{-1,1}"

€k5fk
1

k=
ka5fk
k=1

D’ott les conditions UMD — p et MT — p sont equivalentes. m

LP(Q:X)

< M, (X)

LP(;X)

2.2 La propriétée UMD —p ou MT — p pour les mar-
tingales de Paley-Walsh

Dans ce paragraphe on se restreind a I’étude d’une classe spéciale de martingales,

dans ce but introduisons certaines notions utiles par la suite.

Definition 25 : Soit Oy, k € Z, des algébres finies engendrées par les partitions de [0, 1]
a 28 intervalles de longueures égales. La suite (Dy),oest dite systéeme de Paley-Walsh,
et la martingale f = (fx),—, € L' (X)) adaptée a (Dy),, est dite la martingale de
Paley- Walsh.

Remarque 14 : D’aprés la définition précédente Dy, k € Z., sont engendrées par :

{[o,27%)  [27%,2-27%) . [1—277,1] }.
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Deﬁnition 26 © La suite (n,)r—, d’algébres finies est dite systéme de Haar dyadic si le
de probabilité de ’element H, € T]T_HCL la probabilité de H € n, ,H D H;,

mpport IP( H)

est toujours de la forme r2=™ m € Z,,r € {1,...,2m — 1}.
Lemme 22 : L’inégalité (2.1) est vraie pour toute martingale f adaptée o un systéme de

Haar si elle est vraie pour toute martingale f adaptée a un systéme Haar dyadic, avec les

meémes constantes M, (X).

n
j=0°
Dans un espace de probabilité “nicely divisible” on peut construire une partition (Gj)’;zo

Démonstration. En effet, pour un systéme de Haar (1,),,, soit bsn, = (H;)

de € tel que la probabilité de G; soit une intégrale multiple de 27, pour certain m € Z.,
et P(H;AG;) < ¢, pour un € > 0 donné. Alors on définit By, k = 1,7, en posant

%k = {zLGJIG“I C {0, ,7’1,} \ zLEJIHZ S T]k} .
D’autre part soit h = (hy),_, la martingale originale adaptée au systéme de Haar (7)), ,
(hg = E (hy, | my)), et soit g = (gx),_, définie par :
gr = E (hn | By)

une martingale adaptée au systéme de Haar dyadic (%By),_, . Donc

i&g(shk
k=1

= | erdhy + erdgi — kb
Lr(O;X) k=1

Lr(Q;X)

< Zak5gk + Zék(mk — ErOGr
k=1 LP(9;X) k=1 Lr(;X)
< m,(v) Z5gk + 2nm]?X | Py, — gk|LP(Q;X)
k=1 1Lp(0;X)

= mp (z)|Y gk — Shy, + Ol

< m,(v) Z(Shk
k=

+ 2nm];a,x |hke = il Lo x)
Lr(0;X)

+2n (m (x) + 1) max |hke = il Lo x) -
LP(Q;X)

Pour compléter la demonstration, il suffit de demontrer que la difference de h; et g
dans LP est controlée par le parameétre € qui est introduit précédement. Pour cela posons
h, = f, or I’éspérence conditionnelle par rapport a une algebre finie peut étre formulée

comme suit :

hie = E(f|n) ZfHklhk

g = E(f[By) = Zfaklc;k

27



ou bsn, = (Hf)fzo,bs%k = (G?)fzo, et fa = ﬁffd]?, ou A est un ensemble de
A

probabilité strictement positive.

Maintenant on commence la demonstration par estimer fj, — fp, si A et B vérifient
P(AAB) < ¢, donc

1 1

1 1 1 1
= M{fdl?’—méfdPer{fdP—WéfdP
1

- P4

Pour le premier terme on a :

[fd]P—gfdP

‘ B

o
=

X AAB
flex) P (AAB)s

IN

1
< flp@xea>1

Or
P (A) —P(B)| <P(AAB).
Alors
fa—Faly < (A flmqu et + BAPB) " fl i P(Q)7e
< P @ et + AP B) ™ fl g &
Or
(P(A)™" = (P(B)-P(A)+P(4)"
= (P(A) — (P(A) —P(B))"
< (P(A) - P(AAB))™
< (P(A) )"

Si on fixe f et A, alors lorsque ¢ — 0, on obtient que |f4 — fg|y — 0.D’autre part on
a:
|fala = [Blelx < |fa— [Blx Lans + | falx V | [l x Lans-
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D’ou

| fala = fB1Bl1@.x) = /’fAlA_fBlBV)J(dP
Q

1

< eP(ANB) +[flox) (P(A) " VP (B) ") P(AAB)
< EP ()¢ + [l o) (P(A) "V (P(A) —e) ) e <&+ [l P(A) e

Ainsi
| fala — [B1B|1pg.x) — 0,lorsque e — 0.

Et finalement comme

iekéhk
k=1

D’ici résulte que

< my (x) +2n (m;f (x) + 1) max |y — gk|LP(Q;X) )

Lr(Q;X)

k=1

LP(;X)

< m? (x)
LP(QX)

ifkéhk
k=1

k=1

LP(;X)
D’ou le résultat. m

Pour poursuivre I’étude, et pour aussi faciliter la présentation du lemme suivant, on a
besoin de certaines notions concernant les fonctions mesurables f définies sur une algeébre
finie F qui est definie sur un ensemble {21, et comme f atteind une valeur constante sur
chaque F' € bsF, alors elle peut etre identifiée & une fonction a domaine bsF. Nous allons
considérer une probabilitée préservant I’isomorphisme Boolién b : F — B, ol B est une
autre algeébre finie sur un autre espace de probabilité (s, B, P) .Dans le cas o on a un
tel b, et une F-mesurable f : Q; — X, identifiée avec une fonction de domaine bsF dans
X, alors on peut définir g dans bsB, par : ¢ = f o b~ !, de plus cette fonction peut étre
identifiée avec une fonction B-mesurable sur 5.

Il est clair que g définie précédement posséde la méme distribution que f. La distri-
bution jointe d’ensembles de variables aléatoires est invariante par rapport & ’application
f— fobl Alorsg= fobt,ouf:Q — X,etb:F — B peut étre définie
d’aprés I'identification précédente comme suit :

g (w2) = f(w1), tels que, wy € b(F) et F' € bsF.

Lemme 23 : Si (n;,),—, est un systéme de Haar dyadic sur (2, F,P), et (Dy),e, est le
systéme de Paley-Walsh. Alors il existe un systéme de Haar dyadic (By,),;—, sur ([0,1],R, m),
tels que :

1- Il existe une probabilité préservant ['isomorphisme Boolién b : n, — B,

2- Ils existent des nombres Ny, k =1,...,n, tels que B, C Dy, et
E(flm)=E(fob™ |By) =E(fob™ D),

pour tout f € L' (n;; X) .
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Démonstration. D’aprés la construction déja faite précédement, plus précisement la
construction d’un systéme de Haar d’un systéme d’algebres finies (Lemme 21). On peut
toujours poser Dg = By = {P,[0,1]}. Supposons ainsi que By, ..., By sont construits
tels que les conditions du lemme soient satisfaites, alors les atomes de B, sont unions
d’intervalles dont les cotés sont des intégrales multipliées par 27 Vx.

D’autre part si bsn, ., est obtenue d’aprés bsn,, en divisant un élement H € bsn, en H,;
P(H1) _
IP’(Hl) -

Premiérement posons Ny = Nj + m.
Or b(H) € By, est une union d’intervalles dont les extrémités sont 2~ et (i + 1) 2Nk,

dont 7 est une intégrale. Pour chaque tel intervalle, soit G; I’ensemble de r premiers sous-

et Hs, tel que r2~™. Alors on va construire B, ; comme suit :

intervalles de longueur 2-V++1 et soit Gy I'ensemble de I'autre 2™ — 7 sous-intervalle de

longueur 2~ ¥++1. Alors posons
bs%kH = bs%k U {Gl, GQ} \ {b (H)}

Ot b est prolongée a une probabilité préservant l'isomorphisme Boolién de 7, ; & By
par :

De cette construction de b, résulte par réccurence que
b: [ — SBn

est une probabilité préservant I'isomorphisme Boolién.

Maintenant nous allons démontrer la deuxiéme condition. On observe premiérement que
d’aprés la construction de By, = b(n,), et fob~! que la premiére egalité est immédiate.
Alors il reste la seconde egalité, pour cela notons par g = fob™ ! € L' (B;; X), et on

commence la démonstration par montrer I'egalité suivante :
E(g|Br-1)=E(g]Dr-1),

Pour g € L' (By; X). En effet, comme (Bj),_, est un systéme de Haar, alors g admet la

decomposition suivante :

g = go+11lg, +122lg,

g0 € L'(Bp_1;X)
Gl, G2 € bS%k \ %kfla Gl U G2 € bS%k,1
g = 0, surG,UQGs.

Or

ElglB)= > lagg [ o
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Et comme gy est B;_;-mesurable, alors E (go | Bx_1) = go. Ainsi, on obtient

m (Gl) r1+m (Gg) T

E ) = 1 )
(9] Br-1) = g0+ m (GLUGy) G1UG>

D’autre part comme Bj_; C Dj_q,alors E (go | Dx_1) = go. De plus, d’aprés la construc-
tion de By, il résulte que chaque intervalle A € bs®j_; est dans G U GG, alors

m(Gy)x1 +m (Gs) x
E ($11G1 + 2216, | ©Nk—1> - ( ;?L(Cll U G< ) =
1 2

Donc
E(g|Br1)=E(g|Dn,_,)-

Alors la deuxiéme propriété résulte par réccurence. Premiéremement on observe que
E(g|Bn)=E (9| D),

Pour g € L' (B,; X) C L' (D,; X) .
Maintenant supposons que la deuxiéme propriété est satisfaite pour un certain k < n, et

on montre qu’elle est vraie pour tous les £ < n, alors

E(g|Bra) =

ot la deuxiéme egalité résulte de : E (g | By) € L' (Bi; X), et E (g9 | Bio1) = E (9| Dy, ) -
La troisieme egalité est déduite d’aprés '’hypothése, enfin la derniére egalité résulte de
I'inclusion Dy, _, C Dy, .

Ainsi la démonstration est terminée. ®

Remarque 15 On remarque que cette derniére condition implique que b est une proba-

bilité préservant [’homomorphisme Boolién de 1, dans Dy,,.

Lemme 24 : Un espace de Banach X satisfait la propriété UMD — p si et seulement
st il satisfait cette propriété pour toute Paley-Walsh martingale. Les bonnes constantes
M,

» (X) sont les mémes.

Démonstration. En effet d’aprés le lemme 22, il suffit de démontrer la propriété
UMD — p pour les systemes de Haar. Alors si f = (fy);_, € LP (£;X) ™ est I'une des

martingales adaptée a (Fy),_,, alors f = (fi),_, € L' (£;X) ", ainsi d’aprés le lemme
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23, on a:

fn|~7:k (fn|fk1

1 p
/ nob D) = E(facd™t|9;))] dm
o 17=1 X

/ faob D)) —E(fpob' D)) dm

o 7=t X

oy (00) [ |52 (B (06 1 D0) ~ B (1 ob [ Dx,.))|
0 k=1 X
=y (0 [ S (B | 7o) = B | )| a.
Q k=1 X

Ainsi la propriété UM D — p est satisfaite pour les martingales de Paley-Walsh, et de plus
M

p
achevée. m

(X) < m,(X). Comme on a toujours l'inégalité inverse, ainsi la démonstration est

Remarque 16 : Un systéme de Paley- Walsh n’est pas un systéme de Haar.

2.3 Ladécomposition de Gundy et la propriété faible-
UMD —p

Pour démontrer la propriétée UM D pour des martingales dans L”, p > 1, on peut

utiliser la notion de transformée martingale qui peut étre donnée par la formule suivante :

|( = f)n|LP(Q;X) < M, (X) |f7L|LP(Q;X) )

ce qui est implique que

sup |(5*f) |Lp QX)) = <M, (X) sup |fn|Lp (Q:X) 1

sy nely
d’ou
e f‘zoo(m,Lp(Q;X)) < M, (X)|f]

Inversement, si cette derniere inégalité est vraie pour chaque martingale (fy),-, , alors

000 (74, LP(23X))

elle est vraie en particulier pour (fy);_,, et comme |fk|L,,(Q;X) = |E(fn | .7-"k)|Lp(Q;X) <
| fuloiixy s * < n. Alors d'ici résulte la premiére inégalité.

Maintenant on va donner une formulation du type faible dans L.
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Definition 27 : On dit qu’un espace de Banach X posséde la propriété faible-UMD si
[inégalité suivante :

AP ((e% f)* > \) < M, |f|£m(Z+,L1m;X»
est satifaite pour une certaine constante M, , pour toute martingale f € L' (£; X)Z+, et

toute suite € = (€x) ez, € {—1, 137+

La propriétée faible-MT" se définie d’'une maniére similaire c’est-a-dire au lieu de € on

prend la suite prédictable v = (vy) kez, -

Lemme 25 : Si f € (> (Zy, L' (; X)) est une martingale adaptée & (Fy)yey, , €t T est

un temp d’arrét, alors

000 (Z 4 ,L1(9;X))

/ Foly dB <[] |

T~<00

Démonstration. On a d’une part en utilisant I’hypohtese
flat = 3 [ Iflcap

{r<oo} k=1 k)
n

3 RAIAMEST:

M=ok

IA

n

= > [ Ualear

k=l 1y

| fnl x dPP

{r<o0}

IA

|fn|L1(Q;X)

< |fl :

000 (Z4 ,L1(9;X))

Ou d’autre part, la premiere inégalité résulte du faite que (| fx| i) ,—, est une sous-martingale
non négative lorsque f € £ (Z, L' (Q; X)) est une martingale, la seconde égalité résulte
de la définition de I’éspérance conditionnelle et que {7 = k} € Fj, la derniere étape resulte
du faite que El {r =k} = {r < oo}. Pour achever la démonstration, il suffit de faire un

passage a la limite lorsque n — co. m

Lemme 26 : Soit f € (*(Z,, L' (Q; X)) une martingale adaptée (Fi)ez, s A >0, et

T un temps d’arrét définit par :
T (w) =inf{n >1:|f, (w)|x > A}
et soit o un autre temps d’arrét. Alors on a

|fn/\0'/\(T—1)‘L1(Q;X) S 2 ‘flé

0 (Z4,L1(9;X)) ’
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et

nAoc—1

FE (1{T:k+1}5fk+1 ‘ fk)

<2 \f|é L
0 (Z 4y, L1 (X))
k=1 L1(;X)

Démonstration. En effet, pour la premiére assertion on a, d’aprés la définition

}fn/\aA(Tq)‘X <A< |fr]y,dans {7 < oo}, et pour {7 = 00} on a }fn/\aA(rq)‘X =|forolx -
Alors

‘fn/\o/\(ﬂ'—l) |L1(Q;X) = / ‘fn/\a/\(T—l) |X dP
Q

- / |fn/\a/\(7'—1) ‘X dP

{r<oc}

= / |fn/\cr/\(7'—1) ‘X dIP+ / ‘fn/\a/\(r—l) X dP
{r<oo} {r=00}

S / ‘fT’Xd]P)‘i‘ / |fn/\o"Xd]P)
{resc} {r=oc}

< Afrlpxy + [ fanel o

< ‘f’eoo(er,Ll(Q;X)) + ’f’EOO(Z+,L1(Q;X))

= 2 |f‘£°°(Z+,L1(Q;X)) )

Pour la deuxiéme assertion on a :

nAo—1 nAo—1
Z E (Lprmpey0fis | Fi)| < E (Lreiiry [0 frslx | i) -
k=1 X k=1
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En utilisant I'inégalité de Jensen on obtient

nAo—1

Z FE (1{7—:k+1}5fk+1 | ]:k)

k=1

< Z / 10 fes1]x dP

LY(2X) F=1 2k}

[

| fresa] x dP
{r=k+1}

~ 2y / Fely dP

k=20 1y

25" [ By | R

F=2 (k)

5 JN

F=2 1k}

) / ful . dP

{r<oo}

— 2 [ |ful P
Q

2‘fn’L1(Q;X)
2[f] :

€0 (24,L1(2;X))

k=1

IA

IN

IN

IN

Lemme 27 :(Décomposition de Gundy) Soit f € (> (Z.., L' (; X)) une martingale adap-
tée a (fk)keZ+7 et A > 0. Alors, il existe une décomposition f = g+ h+ b, ot g,h,b €

L' (X )Z+ sont des martingales verifiants :
1- |g| <4fl. t gl

€0 (24,L1(2;X))
2- oh <4 t;
kX_ﬁll k|L1(Q;X) = |f|£m(z+7L1(Q;X)) €l;

5- AP (b* > 0) < 3|f] .

o0 (2, L1 (9 X))

<2X;

e
7L (X)) €00 (24 ,Lo° (X))

Démonstration. En effet, Premiérement nous définissons les temps 7, o auxilliaires.

Le temps 7 est définie comme dans le lemme précédent, et o est donnée par :

0 (w) = inf {n >1: ZE (1{T:k+1} 16 fralx | fk) > )‘} :

k=1

On remarque que Y E (1g—pi1y [0 ft1|x | Fr) est Fp-mesurable lorsque {o < n}. Or
k=1

{Uzn}e}"n,l,car{aZn}:{agn—l}E,et{agn—l}6.7:”,1.
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Maintenant nous allons définir les martingales g, h, et b par :
dgr = 1{7’>1}5f17
6g = losiy (Lpony0fi — E (Lo i | Fro)) , k> 1.

D’aprés la définition de g on peut facilement vérifier que E (dgx | Fr—1) = 0, c’est-a-dire

qu’on peut facilement démontrer que g définit une martingale adaptée a (Fy) keZy de plus

on a :
k=1
= Zl{ozk}l{r>k}5fk — Zl{JZk}E (Lgrsky0 e | Fr1)
k=1 k=2
nAoA(T—1) n
= Z 0fx — Zl{UZk}E (Lgrsip0 fi | Fio1)
k=1 k=2
nN\o nNo
+> B (L=iyS i | Fir) = DB (Lirmiy0 /i | Fia) -
=2 k=2
Or
nAo nAo nAo
ZE (Lgrsi0fe | Fror) + ZE (L= fi | Foor) = ZE (Lgrory0fi | Fror)
k=2 k=2 k=2
n/N\o
= Y Lo E (0fi | Faca).
k=2

Comme (fi),cz, est une martingale adaptée & (Fy),5, .donc

nAo
Zl{fzk}E(Cka | Fi—1) = 0.
k=2
D’ou
nAocA(T—1) nAc
Gn= Y Ofs+ Y E(Lp=ry0fi | Fia).
k=1 k=2
Alors
nAoc—1
gn = fn/\a/\(T—l) + Z E (1{7:k+1}5fk+1 ‘ ]:k‘) .
k=2—1
Et d’aprés le lemme précédent on a :
nAoc—1
’gn‘Ll(Q;X) = ‘fn/\o/\(T—l)|L1(Q;X) + E (1{T:k+1}6fk+1 ’ fk)
k=1 LY(4X)
< 2|f] 211

22 (24, L1(9;X))

= 4[f] :

20 (24, L1(9;X))

220 (24, L1(9;X))
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Alors
4 f| :

£00(Z4,L1(2;X))

9]

£00(zZy ,L1(2X))

De plus d’aprés les définition de 7 et o on a :

lg] < 2\

£°(24 , L® (X))

Maintenant nous allons définir h et b
5h1 = 1{7:1}5fla
ol = Losiy (Lprey0fn — E (Lreifi | Frcr)) ok > 1.
D’aprés les calculs précédents et les définitions de g et h on a :
Ogk +0hy = loopylir>ry0fe
= 1{0/\7'21@}6fk-
Et finalement on définit b par :
5bk = 5fk — 591@ — 5hk
= ]-{U/\T<k}5fk-

On observe que b; = 0.

D’autre part on a :

Z|5hk|L1(Q;X) - Z/|5hk|xdp
k=1

k=1 Q
— Z / ‘1{T=k}5fk —F (1{‘r:k}5fk | :Fk—l) ’X dP
=1
= Z/ (Lirmiy 0S5l + E (Lir—iy [0.f1l ¢ | Fro1)) dP
=17,
k=10 k)
< 4 / (il « dP.
{r<oo}

Et comme sur {r =k} on a :
|fr—1lx <A <|filx-

Alors

Z‘dhk’Ll(Q;X) < 4/ |fr’XdIED
k=1

{r<o0}

= 4 |fT‘L1(Q;X) :
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D’ou

Z ’6[7;]@‘[/1(97)() S 4 |f‘£°°(Z+,L1(Q;X)) .

k=1
Finalement on termine la démonstration par estimer la probabilité de {b* > 0} .Pour cela

on a

b, = iébk
k=1
= Zl{a/\7'<k}6fk
k=1

n
= > Ok
k=ocAT+1
= O’
pour n < o A 7.0n a aussi

P{b*>0}) <P(r<o0)+P(o<o0),

or P(7 < 00) est égale a P ({f* > 0}) < §|f|e

(74, L1(2X))
De plus d’aprés la définition de o on a :

{O’ < OO} = {ZE (1{T:k+1} ‘5fk+1‘)( | f‘]{;) > )\} ,

k=1
Alors
MNP (0 <o) = A / dPP
{o<0}
< / ZE (Lgrtray [0 frpal x | Fi) dP
{o<o0} k=1
< Z/E (Lgrmpsy [0 fral x | Fi) dP
k=1",
< Z / |6 frv1]x dP
F=lg iy
S 2 / |fT’X dp
{r<o0}
= 2 |fT|L1(Q;X)
S 2 ’f|20°(Z+,L1(Q?X)) ’
Donc
AP ("> 0) <311, oy
[ ]

38



Proposition 2 : Pour tout p € (1,00) la propriété MT — p implique la propriété faible-
MT.

Démonstration. En effet soit X un espace de Banach satisfaisant la condition MT —

p pour un certain p, et soit aussi A > 0 fixée. Soit f € ¢ (Z,, L' (Q; X)) une martingale,

et v une suite prédictable avec |v| ooy LHQX)) S 1; pour démontrer la proposition il suffit
de montrer que :

AP ((v )" > A) < My |f]

000 (74, L1 (X))
pour une certaine constante M,, independante de f, X\ et v. Pour cela on utilise le lemme

précédent, c’est-a-dire on décompose f en trois martingales comme suit :
f=g+h+b,

alors
vk f=vxg+ovxh+uvxb,

et

P((v*f)*>)\)§IP<(v*g)*>g)+P((v*h)*>§)+P((v*b)*>§>.

D’aprés la décomposition de Gundy on a :

Et d’aprés I'inégalité de Doob on a :

B((wenr>3) < 3lown |
3 A €20 (24, L1 (X))
Et comme
, - oh
|(U . )n|L1(Q;X) < kz:; |vk|Loo(Q;X) | k|L1(Q;X)
< S 5n
~ kz_; | k|L1(Q;X)
S 4 ’f|eoo(Z+,L1(Q;X)) .
Alors A &
P ((v x h)” > §) = 2 |f|4°°(Z+vL1(Q;X)) '

Pour achever la démonstration, il suffit d’éstimer P ( (vxg)" > %) . On a d’aprés le lemme

de décomposition de Gundy, g est L!-bornée et L>°-bornée donc par interpolation il résulte
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sa bornitude dans LP,;1 < p < oo. Alors

LA 3 ,
P (U*g) >§ < )\p (U*g) Lr(Q;X)

3P
< )\pppfv*g‘zoo(@m(gx))
3P
< Vpp (M, (X)) |9|§oo(z+,m(sz;x))
3P
< Fpp (M, (X )P |9|eoo (Z4, Lo (X)) |9|Z°°(Z+,L1(Q;X))
3P _ —1yp—1
< Vpp(Mp(X))p (471N )(4|f|eoo(z+,L1(Q;X)))
< 12 M, (X))
< 0Ll e
Ainsi 1
* - D
B (0 f)' > X) < 3 129 (0, COP + 03] Uf] o
D’ou
P((U * f)* > )\) S Mw ’f|Z°°(Z+,L1(Q§X))’
ou

M, = 12°p" (M, (X)) 4 15.

Ainsi la démonstration est achevée. m

Theoreme 2 :(Burkholder 1981) Dans un espace de Banach X les propriétés suivantes
sont equivalentes :

1- X posséde la propriété UMD — p pour tout p € (1,00).

2- X posseéde la propriété MT — p pour tout p € (1,00).

3- X posséde la propriété UMD — p pour certain p € (1,00) .

4- X posséde la propriété MT — p pour certain p € (1,00) .

5- X posséde la propriété faible-UM D.

6- X posséde la propriété faible- MT.

Démonstration. En effet d’aprés la proposition 1, les propriétés (1) et (2), respec-

tivement (3) et (4) sont equivalentes.

(1) = (3) est triviale.

(2) = (4) est triviale.

(4) = (6) (voir la proposition 2).

(5) = (1) la démonstration sera faite par la suite. m

Definition 28 : Un espace X possédant une ou toutes les propriétés du théoréme 2 pré-
cédent est appelé espace UMD.
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Lemme 28 : Soient B,p > 1, et v, > 0, tels que 5P~ < 1. Si les fonctions mesurables f
et g verifient
P(g > pt, f <dt) <oP(g>1),

pour tout t > 0. Alors

'c\»—‘

g
’g’LP(Q) < (1 - 5;0 ) g ’f|Lp(Q) :

Lemme 29 : Soit X un espace de Banach possédant la propriété faible-UMD et f =
(fr)aey une martingale. S’il existe une suite prédictable w = (wy),e, qui domine les

différences de f c’est-a-dire

Alors 35
P((ex f)" >2)\ f*Vw* <5)\)<—5M (X)P((ex f)" >N,

Pour tout A > 0, § € (0,1), et toute suite de signes ¢ € {—1,1}"*
Démonstration. Fixons A > 0, et € € {—1, 1}Z+, et définissons les temps auxilliaires
7; (W) =1inf {k,|(e* f), (W), > jA}, j=1,2.
A(w) = inf {k, | fi (W)]x V wiir () > 0A}

Et notons par :

T, = {Tl<k§72/\A}:{w:)\< max

j<k—1

(g*f)j(w)( <2\,

X

71<k—1

o (1 )l V31 () <01

Alors Tj, € Fi—1, et u = (ug)pe; = (11,)p, est une suite prédictable.

Premiérement on montre que
{lex )" >2\, f*Vw <A} C{(uxexf) > (1-0)A\} (2.5)

Comme X possede la propriété faible-U M D, alors

My (X)

P((u*e*f)*>(1—5))\)§m

|u s f]

000(Z 4, L1(9;X))

D’autre part prouvons que (2.5) est satisfaite. On a

(ux*(ex*f)), Zuké ex f), = Zukgkéfk (2.6)

On remaque d’aprés (2.6) que u * (e % f) = € x (u* f). De plus on remarque que si

(e % f)" > 2 cela implique 7o < 00, et si f* Vw* < d\ cela implique que A = oo, et on a
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aussi toujours 71 < 7.
De plus dans le membre gauche de (2.5) on remarque que 71 < To, en effet, d’aprés

(exf),, = (e*f),y +Er0fr,, ona

(e Fryaly = [Ex )] —10fnlx
> 2X — |w,|y
> (2—0)A
> A

Alors d’ici résulte que 71 < 79 — 1. Donc en calculant le terme :

(uxex* f)r2 - 21{71<kST2AA}6 (e* i

= Z o (ex [y

T1<k<To

= (exf),, —(exf),

Donc
wrenfly =[x Daly=lE Naly
> QA_}(g*f)Tl—l‘X_waJX
> 2\~ A —w,, > A0\

Alors (2.5) est vraie.
Et d’aprés les définitions de u, 7;,j = 1,2, et A il résulte que

|(u * .f)*|X < 35/\1{(5*f)*>)\}'

Et d’aprés I'inégalité de Doob, on a

IN

|(u * f)*|L1(Q;X)
< 30AP((ex f) > N),

| * f‘éoo(z+,L1(Q;X))

d’ou
P((ex f)" >2)\ f*Vw <o) < %Mw (X)P((e*x f)" > N).

Proposition 3 : Si un espace X posséde la propriété faible-UM D, alors il posséde la
propriété UM D — p pour tout p € (1,00).

Démonstration. D’aprés les résultats précédents il suffit de démontrer la propriété

pour les martingales adaptées & des systéemes de Haar standards.
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Si f est une martingale, alors 0 f; est différent de zéro au moins sur un intervale [, =
INJ 12, m (L) = m(I}), I}, I} € bsn,, et Iy € bsn,_,. De plus, il résulte que §f), =
zplp — xplp, pour un certain z, € X. Définissons w = (wy),e, par wy = [0fgly =
|2kl € L (ny_y), alors [6fi|y < wp et w = (wy)pe,est prédictable. De plus wy, <

|frlx + [ fom1ly < 2f%, donc w* < 2f*.
D’aprés les lemmes 28 et 29 on a :

B((ex )" > 21, [ V' < 6) € My (X)P((ex )" > 1),

pour tout 6 € (0,1) et ¢ > 0.
Pour un p > 1 fixé, choisissons § = ¢ (p) plus petit, tel que 2p13—_55]\/[w (X) < 1. En

appliquant le lemme 28 aux fonctions mesurables (e * f)* et f* V w*, on obtient

Sl

D low < (1-27550000) 31V 0,

M| f*V W oy
or w* < 2f*, alors
N ey < My (1 1oy + 10| 1ogey )

S BM; ‘f*|LP(Q) )

et finalement d’aprés 'inégalité de Doob, on obtient :

* ! —
e * f’z°°(Z+¢p(Q;x)) <lexf) |LP(Q) = 3Mpp |f|f°°(z+va(Q;X))

Ainsi la démonstration est terminée. m

Exemple 10 Chaque espace de Hilbert est un espace UMD ; en particulier C et R sont
des espaces UM D.

Exemple 11 : Pour une martingale f = (fi)pe, € (> (Z4, LP (1, H)), p € (1,00), et H

un espace de Hilbert, la fonction carrée Sf définie par :

[e.e]

Sf(w) = | D18 fx @),

k=1

satisfait

8p’f| )§|Sf|LP(Q)§Sp‘f’Z .

€° (24 ,LP (% H) (24 ,LP(QH))
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Démonstration. En effet, comme tout espace de Hilbert est un espace UM D, alors

on a
n b n g
Sont = [ (Swaen) e
k=1 L7(Q) Q k=1
n p
_ / A dP ()
o k=1 L2(Q;H)
n p
< A / D erdfi (w) dP (w)
Q k=t Lp (Y3 H)
n p
= A / D e (W) o AP’ (')
Q/ k=1 Lp(Q;H)
n p
— AT (H) / S 6 4P’ (o)
o k=1 lLe(;H)
n p
= ADMP (H)|) 6fx :
k=1 Lr(Q;H)

ou €, k € Z, sont des fonctions de Rademacher, la premiére égalité résulte du théoréme
de Fubini, et la premiére inégalité de I'inégalité de Khintchine-Kahan.
Pour le reste de la démonstration, c’est-a-dire I'inégalité inverse et la forme finale de la

double inégalité elle résulte de I'inégalité de Khintchine-Kahan et de la formule siuvante :

e f’LP(Q) < |f‘LP(Q) )

ainsi on a alors :

p

Zléfk ()ﬁ{ < APMP (H) |fn|LP(Q;H)7
= Lr(@)

apMp_l (H) |fn|Lp(Q;H) <

pour tout n € Z,, et finalement on a :

8P’f| )

) < Sflpoy < Splfl

£°(Zy ,LP(QH) £ (Z ,LP(QH))

avec s, = a, M, ", et S, = A M, (H). Ainsi la démonstration est achevée. m

2.4 Transformation de Hilbert et Espaces UMD

Soit E un espace de Banach.
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2.4.1 Rappels

Soit X est un ensemblle ouvert de R™, on note par C* (X, E); k = NU {oo}, I’espace
de toutes les fonctions définies sur X a valeurs dans £ dont les dérivées d’ordres inferieurs

ou égales & k sont continues, et en particulier on pose C* (X) = C* (X, K). Et aussi on
pose ¢ (X, E) =C> (X, E), et ¢ (X) =C*(X,K). De plus on a :

& (X,E)=L(c(X);E)
et
€' (X) = L (e (X);K)

Soient X et Y deux espaces topologiques, on écrit X — Y ouz: X — Y, si X
s’'injecte continuement dansY , c’est-a-dire X C Y et 'injection canonique ¢ : X — Y4 :
r — x est continue.

Si X est une sous-ensemble dense de Y ; en écrit X é Y. Ainsi X <5 Y exprime que X
est s’injecte continuement et densement dans Y.

L’espace ®' (X, E) = L (D (X); E) est 'espace des distributions. Pour v € ®' (X, E)

le support de u est définit par :

Supp (u) = X \{z € X; il existe une voisinage U de = € X,
telque u (¢) = 0, pourtoutp € © (U)} .

On note par S (R", E) l'espace de Schwartz, c’est a dire I'espace de toutes les fonctions
définies de R™ a valeurs dans E qui sont & decroissances rapides. Ainsi v € S (R", E) si

et seuleument si u € € (R", E) et

Gk = sup (1+ |x|2)k |0%u (z)] < oo, k,m € N.
TeR™
lo|l<m

En particulier, on écrit S (R") = S (R", K) ;

11 est facile de voire que

D ([R", E) S SR, E) <% ¢ (R, E)

On définit I'espace des distrubutions tempérées & valeurs dans E par :
S"(R*",E)=L(S(R");E),
et
S"(R") =S (R",K),
de plus on a :
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g (R"E)— S (R" E)— 2 (R",E)

L’espace Oy (R™, E) de toutes les fonctions a valeurs dans F définis par : u €
On (R™ E) si et seleument si u € € (R™, E) et pour a € N, il existe m, € N et ¢, > 0,
tel que

0%u (7)) < co (1+ |2)™ 2 € R™

En particulier on a
On (R™) = Oy (R™K).

Il est facile de voire que

S(R" E)— Oy (R", E) — S (R", E)
D’aprés les définition de O,y (R™, K) et S (R, K) , il est facile de voire que 1’application
Oy (R") x S(R",E) — S(R",E)

(m,u) — mu

est bien définie, et bilinéaire. De plus si m € € (R"), alors m € Oy (R") si et seleument si

o — myp € LS (R", E)

De méme on peut remplacer Oy (R") par Oy (R, E), si S (R", E) est remplagé par
S(R™).
Soit u € L' (R™; E') donnée alors

Fu)=1u() = / e~y (2) dx, ¢ € R™

Rn

est la tansformée de Fourier de u, ou

Gy =) o
j=1
Du lemme de Lebegue-Riemann résulte que
FeL(L"(R%E),Co(R" E))
et d’aprés le théoréme de la transformée inverse de Fourier on a
F e Laut (S (R", E))

c’est-a-dire que F est une application continuement inversible de S" (R, E) dans K. Et
de plus on a :

Flu=(@r)"a(Q) = (¢),u € S (R, B)
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out(x)=u(—z);x e R" et uec E® ie (u: R" — E).
La transformée de Fourier & = Fu d’une distribution tempérée u € S’ (R", E') est définie

par :

u(p) =u(®);pe SR
De plus on a la propriété fondamentale de la transformée de Fourier :
(D*u)* = D°u=(*G,ue S (R*,E),a € N

ou D; = —i0;, pour j =1,...,n.

2.4.2 La transformée de Hilbert

Soit € > 0 donnée, définissons (%)a € L1, 10c par :

G)e (T) =7 Xrpze} (1), T ER,
- <G>E’“@>: /90(T>dT—T, p €S (R)

|T|=e

Il est facile de voir qu’il existe une unique distribution tempérée V' P (%), qui est la valeur

principale de %, définie par

(120) =) )~ [ vesn
[71>e

Soit u € S (R, E), on définit la transformée de Hilbert Hu de u par :

1
Hu=Hgu=7n"'VP (;) * 1

et la transformée de Hilbert tronquée H.,e > 0 par :

1
H.ou= HEvau:W_l (;) xu, € >0
€

ng(t):%/w(t—r)d—T:l / 27 g

T s t—17
|T|>e [t—7|>e

ou

pourt e R,ue SR, E).

Quelques propriétés de la transformée de Hilbert

Proposition 4 : Si u € S(R,E), alors on a Hu — Hu dans Oy (R, E), lorsque

e — 0.
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Lemme 30 : On a

(vP (1)) = —insin.

Remarque 17 pour p € [1,00) donné on a
[Hull poipy < cllull oy » v € SR, E).

Alors, comme S (R, E) est dense dans LP (R; E), il existe un unique H € L (LP (R; E)) qui
prolonge H,d’abord noté par H qui est appelée la transformée de Hilbert dans LP (R; E).

Theoreme 3 : Soit E un espace de Hilbert. Alors la transformée de Hilbert est un opé-

rateur auto-adjoint unitaire sur L* (R; E) .

Démonstration. La démonstration résulte comme conséquence directe du lemme 30

et du théréme de Plancherel. m

Lemme 31 : Soit E un espace de Banach, alors Hw € L' ([|t > 2T||; E) ,et de plus on
a:
[ 1Hulat < 2xul
[t >27

pour T > 0,w € L' (R; E) qui satisfait [wdt =0, et Supp (w) C [-T,T].

Démonstration. En effet soit 7' > 0, supposons que v € D (R; E), avec [ wdt = 0,
et Supp (v) C [T — §,T + 6] ; pour un certain 6 € (0,%). Soit ¢ € (0, 1) donng, alors

1
|Holdt = — / ;’(T) dr| dt
s -7
It|>2T [tI>2T ||t—r|>e
. T+6
= - / / v (7) [(t — 7')_1 — til} dr| dt
[t|>2T |-T—6
1 / T+6
< - dt |||
™ ([t| =T —9)t] !
t]>21
2T + 6
< .
— 7TT o 5 ||?)||1

Alors de la proposition 4 résulte facilement que H.v (p) — Huv (@), lorsque ¢ —
0,0 €S R).
Si Supp () C [|t] = 217, on a

+o0
Heou (gp):% / (1) / o(r) [t — )" — Y] drdt
t|>2T o
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pour 0 < & < T, alors H.v () est indépendant de ¢ € (O, %) , pour ¢ € © (R) a support
dans ’ensemble [|t > 27'|]. Ainsi, on a

Heo ([[t > 2T1]) = Ho ([|t > 2T]),

d’ou Hv € L ([t > 2T|]; E) et

2T+
JRLTEE==

[t|>~2T

Theoreme 4 : Soient E un espace de Banach, et supposons que la transformée de Hilbert
est bornée sur LP (R; E), pour certain p € (1,00). Alors H est bornée dans L1 (R; E) et
dans L1 (R; E") pour chaque q € (1,00).

La démonstration de théoréme est basée sur le lemme suivant

Lemme 32 : Soient E un espace de Banach, et soit u € L' (R™; E), a < 0 donné. Alors
il existe v,wy € L' (R™; E) pour k € N | tel que

u:UJrZwk,

avec
o]l < 2", /wkdt 0,
et

loll, + > lhwelly < 3]oll; -

De plus, il existe une suite de cubes i, avec

Supp (wy) C Q,

et
a3 M (Qe) < ull,

ot \, (.) sont les mesures de Lebegues n-dimensionnelles.

La transformée de Hilbert en générale est non bornée sur L? (R; E) pour tous les

p € (1,00) ou E est un espace de Banach quelconque.

Theoreme 5 :[11] Il existe une constante ¢ > 0, tel que pour chaque n, ||H|| > clog (n)
ot
H L2 (R (n) — L2 (R £, (n)

k

ou, o], = max

2%
1<k<n |iZ]

cet |8l =22 !ﬁj’ , pour toutes a € U5 (n), et B € £1(n).
= j=1
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D’aprés ce théoreme il résulte que la transformée de Hilbert est non bornée dans
L2 (R; 4 (n)).

Theoreme 6 : L’espace E est un espace UM D alors la transformée de Hilbert est bornée

pour un certain p € (1,00).

Theoreme 7 : Supposons que E est un espace UMD, 1 < p < 0o , et u € LP (R; E).
Alors Hou — Hu dans LP (R; E) presque partout lorsque e — 0.
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Chapitre 3

Régularité Maximale

3.1 Multiplicateur de Fourier et Espace UMD

Dans ce chapitre on reprend 1’étude faite dans [2] d’une equation differentielle opéra-
tionnelle sur tout I'axe réel a coefficient opératoriel non borné, dans un espace de Banach
du type UMD. On montre que la solution du probléme a la régularité maximale L”. La
méthode d’étude est basé sur le théoréme de Weiss sur les multiplicateurs.

Soit A un opérateur fermé définit dans un espace de Banach X, considérons le pro-

bléme suivant :
u(t)=Au(t)+ f(t), teR (3.1)

3.1.1 Rapels, notations et remarques

Definition 29 Soit 1 < p < oo, on dit que le probléme (3.1) posséde la propriété de la
régularité mazimale LP si pour tout f € LP (R; X), il existe un unique u € W (R; X) N
LP (R; D (A)) vérifiant (3.1).

Rappellons que 'espace W17 (R; X) est constitué des fonctions u € L (R; X), tel
que u' € LP (R; X) et vérifiant

—/U(t)w’(t)dtz/U'(t)w(t)dt,

pour tout ¢ € ®© (R).
Ainsi, u € LP (R; D (A)) est une solution faible de (3.1) si

- / w(t) ¢ () di = / (Au(t) + f (1) (1) dt.

R R

pour tout p € © (R).
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on au € WP (R; D (A)) est une solution faible de (3.1) si et seleument si (3.1)
posséde la propriété de la régularité maximale.
Le probléme (3.1) posséde la propriété de la régularité maximale si et selement s’il

existe une constante ¢ > 0 tel que

”uHWLP(R;X) + HUHLI’(R;D(A)) <c HfHLP(R;X) 5

ou f € LP(R; X) et u est une solution de (3.1).

Definition 30 Un opérateur A est dit bissectoriel si

iR\ {0} C o(A) et sup ||sR(is,A)|| < oo
sek\{0}
Definition 31 Si l'ensemble {sR (is, A); s € R\ {0}} est R-borné, alors l'opérateur A
est dit R-bisectoriel.

Theoreme 8 Supposons que X est un espace UMD. Soit 1 < p < oo les assertions
suivantes sont equivalentes :
- Le probléme (3.1) posséde la propriété de la régularité mazximale LP

- L’opérateur A est R-bisectoriel et inversible.

La démonstration de ce théoréme est basée sur les notions, et les résultats suivants :
Posons F1'D (R; X) = {f € S(R; X), fed (]R;X)}, o D (R; X) est 'espace de
toutes les fonctions ¢ : R — X indéfiniements différentiables et a supports compacts.

Proposition 5 : Supposons que iR C 9(A), soient 1 < p < oo, f € F'D(R;X), et
u € LP(R; D (A)). Alors les assertions suivants sont equivalents :
-u € W (R; X) et u est solution de (3.1).

~

-u e S(R;D(A)), etu(s)=R(is,A) f(s), seR.

Definition 32 Soient X et Y deux espaces de Banach , 1 < p < co. Une fonction M €
C>® (R, L(X;Y)) est un multiplicateur de Fourier LP (R; X) — LP (R;Y) sl existe un
opérateur T : LP (R; X) — LP (R;Y), tel que pour tout f € F 1D (R; X) on a :

TfeSRY) et @(S)ZM(S>}\(S),SER.

Theoreme 9 : Soient X et Y deuz espaces de Banach, soit M € C™ (R;L(X;Y)) tel
que : {M (s),s € R} et {sM'(s),s € R} sont R-bornées dans L (X;Y). Alors M est un
multiplicateur LP (R; X) — LP (R;Y) pour 1 < p < 0.
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Démonstration. du théoréme 8
2 = 1 Supposons que iR C o (A) et que les ensembles {M (s),s € R} et {sM' (s),s € R}
sont R-bornés dans £ (X;Y). Considérons 'application M € C* (R; L (X;Y)) donnée

par :

!

M (s) = R (is, A)

et on va montrer que M satisfait les hypothéses du théoréme, pour cela il suffit de montrer
que les deux ensembles {N (s),s € R} et {sN'(s),s € R} sont R-bornés dans L (X),
ou N (s) = R(is,A). Comme on a N (s) = isR(is,A) — I et sN'(s) = isR(is, A) +
s?R (is, A)2 sont R-bornés d’aprés les hypothéses. Alors d’aprés le théoréme 9, il existe
un opérateur borné

T:IP(R;X)— LP(R;Y),
tel que pour f € F D (R; X) on a

u=TfeS(R;D(A),

et

i (s) = Rlis, A) f (s),
et d’aprés la proposition 5 u est la solution du probléme (3.1) de plus elle vérifie I'inégalité
suivante :
||U’||LP(]R;D(A)) <7 ||f||LP(R;X)
Maintenant soit f € L? (R; X) arbitraire. Alors il existe f,, € F'® (R; X) tel que f,, —
f dans L? (R; X). Soit u,, = Tf,. Alors u,, — u dans L” (R; D (A)). Pour ¢ € ® (R),
on a
- [ @it = [ (A )+ ) o 01,
R R
En faisant tendre n — 0o, on obtient que u est une solution faible de (3.1). Et en uti-
lisant les résultats précédents on obtient que v € WP (R; X). D’ou le probleme (3.1)
admet une solution.

Maintenant montrons l'unicité de la solution du probléme (3.1), pour cela soit u €
W7 (R; X) N LP (R; D (A)) tel que

u'(t) = Au(t) (pp),

on remarque que u € Cp(R;X). Considérons la transformation de Carleman u de u

donnée par :
o0

JeMu(t)dt (Re X > 0)

— [ e Mu(t)dt (ReX < 0)
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t
Alors : C\ iR — X est holomorphe. Soit z = (0). Alors [u(s)ds € D (A) et
0

¢

u(t) =x+Afu(s)ds pour tout t > 0 et comme v’ (t) = Au(t) (p.p). Alors d’ici résulte
0

que A € o(A) \iR,u(N) € D(A) et u(A) = R(A\,A)z. Or iR C p(A), alors u admet

un prolongement analytique, ce qui implique que v = 0. D’ou 'unicité de la solution du
probléeme (3.1).

1 = 2 Supposons que (3.1) posséde la propriété de la régularité maximale LP. Alors,
d’aprés le résultat de Mielk on a iR C g (A). D’aprés les rappels et les remarques de ce
chapitre, il résulte qu’il existe un opérateur borné 7' : L? (R; X) — LP (R; D (A)) tel que
pour f € L? (R; X), la fonction u = T'f est la solution de (3.1). Si f € F1D (R; X), alors
d’aprés la proposition 5ona T'f € S(R; D (A)) et 7/? (s) = R (is, A) f(s) (s € R). Ainsi
la fonction M a valeurs dans £ (X; D (A)) définie par M (s) = R (is, A) est un multipli-
cateur de Fourier de L? (R; X)) — L? (R;Y') Alors d’aprés un résultat de Clément-Priiss
[CPO1], et aussi de [KW04,3.13] il résulte que 'ensemble {M (s) : s € R} C L(X) est R-
borné. Sachant que A : D (A) — X est un isomorphisme, l'ensemle {AM (s) : s € R} C
L(X,D(A)) est R-borné, et que AM (s) =isR (is, A) — I, d’ou le résultat. m
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Résumé

Le présent travail est consacré a ’étude de la régularité maximale L” pour
une classe d’équations différentielles opérationnelles du premier ordre sur ’axe
réel dans les espaces de Banach du type UMD. On montre que le probléme
étudié posséde la propriété de la régularité maximale Lp si et seulement si le
coefficient opératoriel est R-bissectoriel et inversible. L’etude est basée sur la
notion de R-bornitude.
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Abstract

The present work is devoted to the study of L”-maximal regularity for a on
class of first order operator differential equations on the real line in the UMD
Banach spaces. We proove that the considered problem is maximal L —regular
if and only if the operator coefficient is R-bissectorial and invertible. The study

is based on the notion of R-boundedness.
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