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INTRODUCTION

L’objectif de ce travail porte sur la description d’un algorithme d’optimisation capable
de répondre aux exigences de la mécanique des structures.

L’idée de base est de construire ce.t algorithme & partir de deux concepts: gradient
projeté et pénalisation.

Ce travail comprend 3 chapitres:,

Dans le premier chapitre, on pose le probléme de recherche de 'optimum d’une fonc-
tion définie sur un espace de Banach réflexif.

On établit les conditions nécessaires de I’existence d’un tel optimum, puis on carac-
térise la solution du probléme pour la classe de fonctions convexes et gateaux différen-
tiables.

On donne des conditions nécessaires et suffisantes de I’optimum dans le cas o0 ’ensem-
ble des contraintes est défini par des fonctions, ce qui permet de ramener un probléme
d’optimisation avec contraintes & un probléme d’optimisation sans contraintes ou avec
contraintes simples.

Enfin, on applique les résultats obtenus & une classe de fonctionnelles définies sur un
espace de Sobolev.

Dans le deuxiéme chapitre on se concentre sur la description d’un algorithme d’optimi
sation et son application sur un probléme quadratique avec contraintes linéaires (affines)
en dimension finie.

Sachant que la méthode de Uzawa qui n’est que I'application de la méthode du gra-
dient & la fonction duale définie par le Lagrangien classique converge mais lentement.

L’application de Uzawa & la fonction duale définie par Lagrangien augmenté qui n’est
autre qu'un compromis entre la dualité et la pénalisation donne des résultats meilleures.

Dans le chapitre (3), on fait une simulation numérique (des tests ) mettant en evidence

I'efficacité de 1'algorithme.



Chapter 1

Optimisation dans le cas continu:




1.1 INTRODUCTION:

Dans ce chapitre, on va rappeler le probléme d’optimisation d’une fonctionelle définie
sur un espace de Banach réflexif X (optimisation sans contra.aintes ) ou sur une partie
convexe K de cet espace ( optimisation avec contraintes )

On met en évidence un résultat d’existence de I'optimum.

Ensuite, on s’intéresse au cas o la fonctionnelle & minimiser est convexe et giteaux
différentiable ol on donne une caractéristique de I’optimum.

On étudie le cas ol I'espace X est un espace de Hilbert et ’ensemble des contraintes
K est défini par:

K={veEX p(v)<0,1<i<m}

avec:

p;: X — R1<i<m

des fonctions convexes.
. On utilise le Lagrangien pour ramener un probléme d’optimisation avec contraintes
un probléme d’optimisation sans contraintes ou avec contraintes simples.

On termine par le cas ol la fonctionnelle & optimiser est de la forme:
J(u) = Lf (z,u(z),Vu(z))dz

avec
QC R®
u:R*— R™
f OxR*"XR™ =R

dans un espace de Sobolev.



1.2 Résultat général d’existence de 'optimum

Soit X un espace de Banach réflexif, on note par ||.| sa norme, et K un ensemble non
vide de X.

Soit J une fonction de K dans R, on s’intéresse au probléme de minimisation
inf J(v) | (®)

Remarque 1 En pratique K est l'ensemble des contraintes.
Ft dans le cas K = X, il s’agit d’un ;)mbléme d’optimisation sans contraintes.

Définition 1 On appelle solution du probleme (P) tout élément u de K tel que :
J(v) =inf J(v)

ou
J(u) <JWw),Yve K
on dit encore que u est minimum absolu de J dans K
Remarque 2 Mazimiser J(v) sur K est identique & minimiser —J(v) sur K
On introduit les notions suivantes:

Définition 2 X étant un espace de Banach , on rappelle q'une fonction
J: X—-R

est dite semi continue inférieurement sur X (s.c.i) si elle satisfait aur conditions équiv-
alentes:

(1Na € R,{ve X,J(v) <a} est fermé.

(Wi € X diminf J(u) 2 J ().



Définition 3 X étant un espace de Banach , on rapelle q’une fonction :
J :X —-R= RU{+00}
est dite (séquentiellement) faiblement semi continue inférieurement sur X si
lim inf J(uy) > J(u)

quand w, — u dans X faible. ‘
Dorénavant le terme séquerztiellef;zent sera omit, J sera tout simplement dite semi

continue inférieurement. (5] .

Théoréme 1 Soit K un ensemble non vide faiblement fermé de X, on suppose que
J:K — R (J# +00)
est fathlement semi continue inférieurement et

K est borné dans X ou bien K non borné mais lim J(u) = +oo (1.1)

llujl —o0

pouru € K (J est dite coercive sur K ), alors le probléeme (P) posséde une solution

au moins.

démonstration:
Soit a la borne inférieure de J sur K (a est dans [—00, +00[)et (tn),cn une suite

minimisante c’est & dire une suite d’éléments de K tel que:
o= lim J(un)

la suite (u,)est bornée dans K c’est évident si K est borné.



dans le cas ol | llilm J(u) = +o0: supposons le contraire, il existerait alors une sous
Uuj|—00

suite (u, )telle que:
Jim llug || = +o0
n —-+00
ce qui entrainerait

lim J (u,) = +oo
n —o-f-o.o

d’ou a = +00 ce qui est en contradictoire avec I'’hypotheése J # +o0

la suite(uy,) est borné dans X, il existe donc une sous suite (), extraite de (u,) (les
boules fermées sont faiblement compdct dans un Banach réflexif)qui converge vers u dans
X faible. )

K étant faiblement fermé dans X onau € K

Un, — u € K dans X faible
J étant faiblement semi continue inférieurment on a:

o 2lmigt J (1) 2 70

mais a est la borne inférieure de J sur K d’ol
a=J(u)

ce qui prouve que « est fini et u est solution du probléme (P)

Remarque 3 Ce théoréme nous asssure lezistence de solutions pour le probléeme (P)
sous les conditions citées ci dessus, or la condition de semi continuité inférieure faible

est trés délicate & vérifier:

Nous allons nous intéresser alors & la classe des fonctionnelles convexes.



1.3 Minimisation de fonctionnelles convexes
Rappelons les définitions suivantes:

Définition 4 X étant un espace vectoriel , K un ensemble non vide de X, K est dit

conveze st et seulement si:
VA€ 0,1],Vz,ye K, Az +(1-A)y e K

Nous avons le lemme suivant: .

Lemme 1 Tout sous ensemble conveze fermé d’un espace de Banach réflexif est faible-
ment fermé.[6]

Définition 5 X étant un espace vectoriel, K un ensemble conveze de X, une fonction
J:K—R
est die conveze si pour towt z,y de K on a:
J(Az + (1 = A)y) < AJ(z) + (1 - AN)J(y),VA € [0,1]
J est dite strictement conveze si pour tout z,y(z # y) de K on a:
J(Az + (1= A)y) < AJ(z) + (1 = A)J(y),VA €]0,1]

nous avons le

Théoréme 2 Soit X un espace de Banach et soit:

J:X - R=RU{+o0}



une fonctionelle conveze et sems continue inférieurement alors J est semi continue in-

férieurement fatblement.

Maintenant, nous allons caractériser 1’ensemble des solutions du probléme lorsque la

fonctionnelle & minimiser est convexe, citons le

Théoréme 3 Sout K un ensemble conyeze fermé non vide, et soit:

J:K—> R

une fonction conveze sur K et s.c.i (J # +00) on suppose que K est borné dans X ou
bien K n'est pas borné mais li'}m J(u) = +oo alors I’ensemble des solutions de (P) [dont
Uj|—00

Uezistence est assuré par le théoreme (1)] est conveze.
Si on suppose de plus que J est stictement conveze alors la solution de (P) est unique.

1.3.1 Caractérisation de ’optimum
1.3.1.1)Rappel sur les fonctions gateaux différentiable

D’abord on fait un rappel sur la dérivation au sens de gateaux.
On désigne par X un espace de Banach et par J une application.

J: X—=R

Définition 6 (dérivée directionnelle) J est dérivadle en u (u € X) dans la direction
® (P € X) si ! expression:
J(u+ A®) — J(u)
A

a une limite lorsque le scalaire A > 0 tends vers 0.
la limite s’appelle dérivée directionnelle de J en u, elle est notée J (u, ®)

o J(utA®) — J(u)
I (w2) =, A



Définition 7 jygdtecus differenticidiee)J est différentiaole cu sens de gateaur (ou gdteaus

differenticble) en u st on a
(i) J (ud) existe pour tout de X
()b — J{u. ¥ est Linéuie et continuc

On le note gén€rallernent encore Jiuw).alors J (u. &) est aussi noté
Gilu)y=J{u = L(X.R)

1.3.1.2) Caractérisation d’une fonction convexe gateaux différentiable

Pour une fonction gateaux diftérentiable, la convexité peut etre caractérisée par la

Proposition 1 Soix J une jonction gatecut différentiudle et K Z XK concere ulors ¢
est equivale it de dire

(() J convere sur i

() Jivy =2 Slu)— Jlu)ye—uw ctuoe 2 A

de ineme o €5t cquitade at de dire

(') strictement convexe sur iy

() Jie)y>Juy — Ju)v —u ctue = KNou=v

démontration:
{(1}=(i1)

par hypothése on a:

Jiw—=Nuv—u)) SNJ(w)—=(L=NJu). v N= 0.1

[/

Jilu—=Ne —u))—J{u)

lorsque

I

{



on obtient:

(J'(u),v —u) < J(v) — J(u)

par la définition de la G-différentielle
(i)=()

on écrit (ii) pour u et u+ A\ (v — u), puis pour vet u+ A (v —u), A €]0,1]
Jw) 2 Ju+Av—u)) —A{J'(u+A(v—u)),v—u)

J@) 2 Ju+Av—u))+ (1 =N (J(u+A(v—-1w),v—u)

en multipliant ces inégalitées respectivement par (1 —A) et A et en additionnant, il revient:
(1=AN)J(u)+AJ(v) 2 J(u+AMv—u)),Ar€]0,1]

c’est la relation de convexité, d’oQ J est convexe.
({i")=(ii")

pour u # v on a:
Ju+AMyv—uw) <AJ W)+ (1-A)J(u),A€]0,1]

d’ol J convexe

< J(u+A(v—u)—J(u)
- A

(J'(u),v — u) < J(v) = J(u)

(' (), 0 — u) < J (v) = J(w),u # v

(i")=(")
On reprend la démostrartion (ii)==>(i), ici les inégalitées sont strictes d’on la stricte

convexité,

10



1.3.1.3) Caractérisation de 'optimum d’une fonctionelle gadteaux différentiable

Maintenant on va caractériser la solution du probléme (P) lorsque J est gateaux différen-
tiable. '

Nous avons le

Théoréme 4 Sosit: .
J:K — R (K conveze fermé de X )

On suppose que K est borné dans X ou bien K n'est pas borné mais

lim J(u) =400

lull soo

Si J est conveze et G-différentiable dans X ,de différentielle J' alors les deuz conditions
suivantes sont équivalantes :

(a)u € K est solution du probléme (P).

(B){J'(uv),v —u) >0,Yv € K. |

Remarque 4 Si K = X , la condition () est remplacée par:
J'(u)=0
Eneffet ,on peut remplacer v dans () par u F v (v quelconque dans X ) alors:

(J'(u),v—u) 20

(J'(u))v - u) s 0

d’ou

J'(u)=0
Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin de rappeler la proposition suivante:

11



Proposition 2 :St J : X — R est conveze et G-différentiable, alors J est faiblement

sems continue inférieurement. (Pour la démonstration voir: [6])

Démonstration: J étant convexe et gateaux différentiable est faiblement semi con-
tinue inférieurement il existe au moins une solution u du probléme (P)

Supposons (c) vérifiée, alors:

J()>J(w),Yoek

®

en particulier:
A €]0,1[,Av + (1 — A) u est un élément de K, pour tout v € K, alors :

J(Aw+(1-A)u)—J(u)
A

>0,Vve K

passant & la limite
A— 07

le premier membre converge vers
(J'(u), v —u)

et onobtient (3)

réciproquement:

Si u vérifie () alors J étant convexe et G-différentiable on a pour tout v € K

J(v) = J(u) 2 (J'(u),v—u) >0

d’ot:

J(v) > J(u),Yv € K

12



ce qui montre que u est solution du probléme (P)

1.3.2 Caractérisation de 'optimum dans le cas-des contraintes

définies par des fonctions:

Dans cette section, on s'intéresse au probléme:
inf J(v)

veK

ou J est une fonction

J:QcX —R

avec X un espace de Hilbert , £2 un ouvert convexe de X et K est défini par:
K={veQp(v)<0,1 51:5m}
avec les ¢; fonctions convexes
Pt CX —R1<i<m

Rappelons la définition suivante:

Définition 8 On dit que des contmaintes convezes
p  RCX — R/ 1<i<m
sont qualifiées si: ou bien toutes les fonctions p;,1 < i < m sont affines, et l'ensemble
K={vep(v)<£0,1<i<m}

(conveze car Q) conveze) est non vide,ou bien il existe un point i € Q0 tel que: pour tou

13



1<i1<mona:

@i (4) <0 4]
@; () < 0,81 ; n'est pas affine .

Nous allons rappeler les conditions nécessaires et suffisantes de minimum dans le cas

convexe.

Théoréme 5 :Soit
J:QCcX —R

“Phéoréme-6 Une fonction définte sur un ouvert convere 2 d’un espace de Hilbert X et

K={ve Qe (v)<0,1<i<m}
une partie de 2, les contraintes
cp,-:ﬂCiX—»R,lS'iSm

étant supposées convezes. Soit u € K un poind en lequel les fonctions p,,1 <i<m etJ
sont dérwables

(1) Si la fonction J admet en u un minimum relatif par rapport & lensemble K et
31 les contraintes sont qualifiées alors, il existe des nombres \; (u),1 <1 < m tels que les
relations de Kuhn et Tucker:

T )+ 5 X (w)ei (w) = 0
/\i(u)ZO,lSiSm,‘gz\-(u)cp‘-(u)=O

sotent salisfaites
(2) Réciproquement, si la fonction :

J. K — R

14



est conveze et 3'd existe des nombdres N,1 < 1 < m, tels que les relations de Kuhn
et Tucker sotent satlisfattes alors la fonction J admet en u un minimum par rapport a
l'ensemble K [{)

Remarque 5 Les relations de Kuhn et Tucker expriment l’ezistence d’une fonction
m
Juv€eEQCX — J(v) =T (v)+ Y A(u) g (v)
i=1

qui dépend du point u (par Uintermédiaire du vecteur A (u) € RT) tel que

{ J(u) =inf J(v) = J, (u) = 0
J(u) = Ju (u)

En d’awtres termes si l'on connait le vecteur A (u),on est ramené & la condition nécessaire
et suffisante dans le cas conveze que s’i s’'agissait d’un probléme d’optimisation sans

contraintes pour la fonction J,.[{]

Remarque 6 Les relations de Kuhn et Tucker sont & l'origine des techniques de dualité,
que nous abordons dans des paragraphes sutvants.

1.4 Etudede l'optimum de J(u) = jo f(z,u(z), Vu(z))dz

dans des espaces de Sobolev.

D’abord nous aurons besoin de faire un rappel sur les espaces de Sobolev.

1.4.1 Rappel sur les espaces de Sobolev :
Soient {2 C R™ un ouvert et 1 < p < oo.

L'espace de Sobolev W12 (Q) est défini par:

WP (Q) = {u:Q — R dérivable au sens faible tel que u € LF (Q)et

15



Vu e (LP(@)"}

On note:
Lo
lullwss = (lullz> + I VullZs)? si1 <p < +oo

lullwieo = max (|l oo , | V]| ) i p = +00

dans le cas ol p = 2, on note:
¢ W1,2 — Hl
Si 1 < p<-+oo alors W® () est la fermeture de g (2) dans W (2) muni de sa norme,

on dira souvent si  est borné que u € Wy¥ () est tel que u € W (Q), u = 0 sur 89

sl p = 2, on notera parfois

Wo? = Hp -
Wo* () {u € W (Q),u =0 sur 89} [10]

Quelques Propriétées des espaces de Sobolev:

Théoréme 7 Soit § C R™ un ensemble ouvert et 1 < p < o0

() W'?(Q) muni de sa normel.||, ,est un espace de Banach qui est séparuble si
1<p<ooetnréflezif s1 1 < p < o0.

(1) W2 = H! est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit scalaire:

(u,v) =/ﬂu(z)v(:c)dx+L(Vu(a:),Vv(x))dx[5]

Rappelons maintenant une inégalitée appellée inégalitée de Poincaré qui sera d’une

grande utilité ultérieurement

Théoréme 8 (1) Soit Q un ouvert borné de R™a frontiére Lipchitzienne et soit 1 < p<oo

16



alors

lull, < cllVull,

pour touwt u € Wy? () et pour un certain ¢ > 0.
(i) Sin=10=(0,1) et u € W3?(0,1) alors:

lelza < = ] o o7

Dans toute la suite, on va s’interesser & la minimisation de fonctionnelles de type:

o

Iw) = [ 1@, u(@), Vu(a))dz

avec:
(H1) Q ouvert borné de R™ a frontiére Lipchitzienne.

(H2) u: Q2 — R™ et donc Vu € R™™.

(H3) f : 2 x R™ x R™™ — R est une fonction continue vérifiant:

|£(,u, 0l < a(z, |u], [€])

avec a est croissante respectivement par rapport a |u|, |{| et locallement intégrable en z,

mais on va se restreindre aucas m= loun=1.

1.4.2 Convexité de f(x,u,.)

Cas ou J semi continue inférieurement faiblement

Citons le:

Théorédme 9 Soit  C R® un ensemble borné ouvert

f:OXR®™xR"™ — R

17



vérifiant les hypothéses si dessus, s J est semi continue inférieurement pour la topologie

faible* dans W*°( Q, R™), alors f(z,u,.) est conveze. [5]

Remarque 7 Il est clair que si J est semi continue inférieurement pour la topologie
faible dans WP( Q, R™) alors J est semi continue inférieurement pour la topologie faible*
dans Wh( Q, R™) d’ous la nécessité de la convezité de f(z,u,.) pour la semi continuité
inférieure faible dans W?( Q, R™).[5]

Remarque B La condition de continuité de f peut étre affatblie en considérant les fonc-
tions de Carathéodory. ’

Rappellons la définition de ces fonctions

Définition 9 Soit @ C R® un ensemble ouvert et soit :
f:QxR™x RN -R= RU {0}

alors f est dite de Carathéodory si:
(1) f(z,.,.) est continue presque partout dans
(2) f(.,u,{) est mesuradle en z pour tout (u,{) € R™ x RN,

Cas ou J Convexe

Citons le:

Théoréme 10 Soient J et f définies comme ci dessus, Si J est conveze sur W0]°°( Q,R™),
alors f(z,u,.) est conveze pour tout z € Q) et pour tout u € R™. 5]

Remarque 9 Comme la convezité de J sur Wy¥ implique la converité de J sur Wy

alors la convezité de f(z,u,.) est nécessaire pour la convezité de J sur W,*.

Démonstration 1 De l’hypothése (HS), on déduit que J est semi continue inférieure-

ment sur Wy'( Q, R™), donc du théoréme (2) on a J est semi continue inférieurement
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pour la topologie faible* dans Wy ™( 2, R™), et en utilisant le théoréme (9) on déduit que
f(z,u,.) est conveze.[5]

L’inverse du théoréme précédent n’est pas toujours vrai, pour des contres exemples

voir: {5].

1.4.3 Semi continuité inférieure faible de J

Nous avons vu au théoréme (9) qu’une condition nécessaire pour que J soit semi continue
inférieurement pour la topologie failfle dans W®est que f(z,u,.) soit convexe, Nous
allons voir dans la suite que cette condition est suffisante.

Citons le théoréme suivant:

Théoréme 11 : Soit Q un ouvert borné de R™, soit :
f:QxR™x RN -R= R U {0}
une fo.nction de camthéodory vérifiant :
f(=,1,Q) 2 (a(2),€) +5(2)

presque partowt dans 2 pour tout(u,{) € R™ x RN, pour une certaine fonction

ae (L«' (n))N

et
§+ ql =1

be L*(Q) et ot (.,.) désigne le produit scalaire dans RN.

Soit:

J (v, Q)= jﬂf(x,u(:z:),((:c))d:c
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Supposons que f (z,u,.) est conveze et que
u, —u dans (LP ())",p>1

¢, —C dans (LY Q)Y ,g>1
alors:

lminf J (w, () > J (%,0) 4

Remarque 10 Observons d'abord que.le cas des calculs des variations ’'(i_d)-
(=Vuetu:R* — R™

est contenu dans le théoréme ci dessus ,en choisissant p = q,N = nm, alors la convezité
de f(z,u,.) est suffisante pour avoir la s.c.i faible de la fonctionelle

T =,V = [ f(z,u(e), Vu(@)ds

dans WiP(Q, R™).
Donc: en résumant les deuz théorémes (9) et (11), on trouve g'une condition nécessaire
et suffisante pour que J sott s.c.i faiblement dans W'?® est que f(x,u,.) soit conveze.

1.4.4 Continuité faible —Intégrale invariante
La continuité faible

Théoréme 12 Soit Q@ C R™ un ouvert borné, sotent f et J définies comme ct dessus,
alors J est continue pour la topologie faible* sur W™ si et seulement si f(z,u,.) est
affine, c’est & dire: s’il eziste

g:Qx R™ — R™
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h:QxR™ >R

continues tel que:

f(zu,0) =9 (2,u),{) +h(z,u)

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans R™™(5)

Remarque 11 Des résultats similaires peuvent étre obtenus dans W'®, mais en posant
des restrictions sur g et h ,en particulier g (z,u) € r () quand u € W?( Q).

Démonstration 2 La nécessité de la condition est immédiate en appliquant le théoreme(9)
car 81 J est continue pour la topologie faible* alors J est s.c.i faiblement* et donc f est
conveze. la fonction —J est égalament s.c.i fasblement* ce qui implique —f convere. f
et —f sont converes cela entruine que f est affine. inverssement: si u, —udansWh®

alors v, —U dans L™ et on déduit la conclusion de la continuité de g et h.[9]

Intégrales invariantes:

On s'intéresse dans ce paragraphe aux intégrales invariantes, c’est & dire les intégrales

constantes une fois les conditions aux limites sont fixées.

Théoréme 13 Soit QO C R™ un ouvert borné & frontiére C* par morgeauz et soit :
f:QxR™xR"™ = R
une fonction C*™ vénifiant :

If (z,w, Q)| < a(z, |y, K1)

pour tout (z,u,{) € QX R™ X R™™ ot a est croissante respectivement par rapport & |ul, €|
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et bocallement intégrable en z et :

J(w) = [ f(@,u(), Vu(2))dz

les deur conditions sutvantes sont égquivalentes :
(1) J est invariante (i_e)

J(u) = constante

pour towd:
u € ug + W™ (Q,R™)

(2) il eziste '

p:QxR™ — R*

B:Q— R

fonctions p™tel que :

o .

(2,0) = (-0 (2,) ,¢) + divagp (2, 4) + 0 (=)

pour towd

(z,u,{) € 2 x R™ x R™

ot (.,.) désigne le produit scalaire dans R™™ et pour

_3_¢ (2, ) %‘Pn%CPQ, ......... 1 5gPn stMm=1 }
Bu L0, s 2 sin=
5~ e stim=1
8z
divgp (z,u) = { =1
%f sin =
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en particulier si { = Vu alors:

f (2,4, Vu) = divzp (z,u(z)) + B (z) [5]

Démonstration 3 (2)==(1)
Soit f une fonction tel que:

J(u) = Lﬂ(x)d:z:-i—/;divxcp (z,u(z))dz

et comme u = ug sur OS,nous avons 1;ar intégration par parties que J est constante.
(1)=(2) -
On suppose par ezemple que m = 1.
Si J est constante alors J est continue pour la topologie faible*, et donc, il existe g et h
tel que:

f (2,5,0) = {9 (z,u),{) +h (z,u)

et comme f est o™ alors g,h € p™

par hypothése nous avons:

- du
J(u) = ./n 3 gi(z,u) B, + h(z,u)dz = constante
=1 e

en choisissant:
u € ug + Wg™ (Q,R™)

v € pg° ()
nous aquons.

d .0 ou id Ov
EJ(U‘PE'U)Je:O = ,/()Zggi(x’u)aziv+,/r;;g‘(x’u)3—%

i=1
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o
+ [) Eh (z,u) vdzdz

:[)v[—;%g(z,u)+%h(m,u)] dz

on obtient alors pourtoulz € Qetuc R

o ,' LA
'é;h (z) u) = d"vzg (:L‘, u) 2‘2 5—:;9{ (xi u)

sowl :
()Oi(mlnnnnnn)nznau)' = Kgi(zlann)n)nnnxnas)ds)
T = 1 n

ous aqvons
810 = (P, ceeverrerienrnanes ©,) alors

—h (z,u) = div, (z,u) ) = -—a—dw,go(:c u)

ou ' ou ou !
et donc:

Dans cette partie on va appliquer les résultats obtenus pour I'existence du minimum

pour notre probléme:

Théoréme 14 Soit 2 un ensemble ouvert borné deR™ a frontiére Lipchitzienne,soit:

fiQxR™"xR™ —R=RU {oo}
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une fonctwon de Carathéodory vérifiant la condition de coercivité

f(zu(z),{) >2a(z)+b|¢f

presque partowt dans 2 pour tout (u,{) € R™ x R et poura € L'(Q),b > 0 et
p > 1 supposons que:

f (@ u(a), )

est conveze et soit :

J(u) = Lf (z, u(z),, Vu(z))dz

supposons qu’il eziste & € ug + WP (Q, R™) tel que:
0 que
J (%) < o0

alors: .
it {J ) € w0 + W (2, B7))

atteint son minimum.[5]

Démonstration 4 Nous avons besoin uniquement de montrer que J est coercive sur
w2 (Q,R™).
de la condition de coercivité de f nous avons pour tout u € ug + Wo?

J(u) > '/na.(:«v)d:z:-*-b‘/Q |Vu (z) dx
en utidisant 'inégalité de Poincaré nous avons :
lu = wollge < K (IIVulZ +1)

on déduil que :
lullfs.» < K (IVull}s +1)
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et donc:
J(u) 2 o|ullfye +8

oua >0 et € R,et commep> 1, l'espace WP est réflexif, en appliquant le théoréme
(1) on obtient le résultat. '

1.4.5 Caractérisation de I’optimum

On considére toujours la fonctionnelle:
J(u) = /ﬂf (z,u(z),Vu(z))dz

On introduit quelques notations :
Si ¢ € R*™ (¢ matrice) on écrit :
[

... a]

M,

et donc si

u:R* — R™

7
5

alors: Vu =

Sum Sum

| T e
Dans cette partie, on considére le cas générale m > 1,n > 1.
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Proposition 3 Soit  un ouvert borné & frontiére lipchitzienne,et soit:
f QxXxR*"xR"™ — R

une fonction p?, supposons que L€ ¢? (Q, R™) est solution du probléme:
=
inf {J (w) = /ﬂf (a:,u(:c).,Vu (z))dz,u € ug + W()]’P(Q,R"‘)}

alors U est caractérisé par: pour tout x € ,

[—div (2—2:. (.2,V a)) + 5‘?:_,;‘ (z.%,V ﬁ)]lsigm =0 [5]
Remarque 12 Sin = 1, (E) est réduit ¢ un systéme d’'équations différentielles ordi-
nasres
Sim =1, (E) est réduit & une équation au dérivées partielles
Si m,n>1, (E) est réduit & un systéme d’équations auz dérivées partielles
Si m =1 et f(z,u,.) est conveze alors on doit avoir (pourvu que f € p?)

n 32 f
2, 3G,

MAj > 0,VA € R

qui est dans le contexle d’une équation au dérivées partielles, la condition d’éllipticité

usuelle.

Remarque 13 Comme u est minimum, on doit avoir:

J (a) <J (a +e¢)

pour tout € s (82, R™) et pour tout e € R, et vue les hypothése sur f,u, ¢ la fonctionelle
J ('E +e<p) considérée comme fonction de € est différentiable et comme u est minimum,
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on doit avorr:

=0

et comme f et usont (2, on peut intégrer par parties et vu le fait que ¢ est arbitraire

dans @3 (€2, R™) on a le résultat.

1.5 Notions générales sur Lagrangien et point selle:

Soient V et M deux ensembles quelconques et :
L:VxM—R

une fonction, on dit que (u,A) € V x M est un point selle de la fonction L si le point u

est un minimum pour la fonction:
L(,A):veV—L(v,A)ER
et si le point A est un maximum pour la fonction:
L(u,.):pe€M — L(u,u) €ER
autrement dit si

sup L (u, u) = L (u,A) =inf L (v, A)
u v
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Revenons & notre probléme :

2% )

et supposons que:
1)X est un espace de Hilbert
et suposons en outre que:

2) le convexe K est définie par des contraintes convexes

K={veX,p(v)<0,1<i<m}

L’intéret de la notion du point selle est le suivant:
Sous certaines conditions toute solution u du probléme (P) est également premier argu-

ment d'un point selle (u, A\)d’une fonction convenable:
L:XxM—R
(Ma déterminer )

appelée le Lagrangien associé du probléme (P) considéré

et réciproquement

Si (u,A) est un point selle de ce méme Lagrangien L alors u est solution du probléme (P)

Définissons le Lagrangien associé au probléme (P) ci dessus comme étant la fonction:

L(v,p)e X xR?——»L(v,p)ng(v)—i-ip,-(pi (v)

=1
le deuxiéme espace M est donc RT[4]

Nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 15 (1) Si (u,A) € X x RT est un point selle du lagrangien L, le point u qui
appartient & l'ensemble K est solution du probléme (P).
(2) On suppose les fonctions J et p; (1 < i < m) convezes, dérivables en un point
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u € K et les contraintes qualifiées, alors si u est solution du probléme (P), il existe au
moins un vecteur A € R, tel que le couple (u,\) € X x R7? soit point selle du Lagrangien
L [4]

1.5.1 Fonction duale - Probléme dual.

Nous avons établi que I’ensemble des solutions du probléme (P) trouver u tel que:

J (u) =32}f{](v)
K={véX,p(v)<0,1<i<m}

coincide avec I'ensemble des premiers arguments des points selles du Lagrangien:
L(v,\)e X xR} — L(v,A)=J(v)+ Y Aep; (v)
t=1

Si donc I'on connaissait I'un quelconque disons A des seconds arguments de ces points
selles le probléme (P) avec contraintes serait remplacé par le probléme sans contraintes

(P,) trouver uytel que:
{ uy, € X
L (ux,A) 21}2;( L(v,A)
sachant que A vérifie:
L (ux,A) =inf L(v,}) =S inf L(v,p)
donc )\ est déterminé comme solution du probléme (Q) trouver A tel que :

G(A) =sup G (1) @
A€ Rm



ou I'application G est définie par:
G:R! —R

G (p) =inf L(v,p)

(Q) est appelé probléme dual de (P) et-de méme u € R™ est applée variable duale de la
variable v de X. [4]
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Chapter 2

Optimisation dans le cas discret:
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2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on s’intéresse & la description d’un algorithme d’optimisation basé
sur les deux concepts gradient projeté et pénalité et ses applications en mécanique des
structures.

Pour mettre en évidence cet algorithme, on résoud un probléme quadratique avec
contraintes linéaires. .

Un résultat de convergence de I’algorithme est démontré dans le cas quadratique ainsi
le rayon de convergence est calculé.

Pour simplifier le probléme, on va analyser le:

2.2 Probléme d’optimisation unidimensionnelle

Considérons le probléme suivant :
Etant donnée une fonction f € L?(}0, 1[) sur I'intervalle [0, 1], trouver une fonction u

tel que:

Iy = jnf oA (e)da ~ [ v(e) (2)da

sous la contrainte : ((P))
Jou(z)dz <c
Un exemple de situation physique ol ce probléme est rencontré est celui du
déplacement vertival u(z) au point z d’une corde tendue entre les extrémités = 0
et ¢ = 1 soumise & une densité de charge verticale f(z).
La solution de ce probléme est donc le déplacement u de moyenne inférieure ou égale
& ¢ qui minimise I’énergie potentielle élastique J(v) qui est la somme de 1’énergie des

déformations 3 [j v'?(z)dz et I'énergie potentielle des forces exterieures fj v(z)f(z)dz.



2.2,1 Existence et unicité de la solution du probléme

Iexistence de la solution:
On pose:
1
K ={ue 80,1, [ ulehz <c)
1°) H}(]0, 1]) est un Banach réflexif.

2° .a) la convexité de K:

On a d’une part :

VA €10,1[,Vuj,uz € K : Auy + (1 — Auz € Hy(J0,1])

(car H{}(]0, 1]) est un espace vectoriel).

et d’autre part:

i

/\‘/: uy(z)dz + /01 ug(z)dz
< Xe+(1-A)c=c

A "Our(2) + (1 = A)ua(e))dz

donc K est convexe

2° .b) la fermeture deK.

Soit (#n)n C K une suite de K c'est & dire :

(v € HY(0,1] et [ wn(e)ds <)

avec:

u, — u dans Hy(]0, 1))

on montre que u € K.

On sait que u € H}(]0, 1() car celui ci est complet, donc il suffit de montrer que :

/: u(z)dzr < ¢
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comme u, tends vers u dans H{(]0, 1]) alors:
u,, tends vers u dans L?(]0, 1])

On a:

1 1
foes [
0 0

[ [ s
< ([,l(un - u)’dz)?

et donc:

1 1
/ u, tends vers / u
(1} 0

1
_/uSc
0
donc K est fermé.
3)L . inuité inféri faible de J:

La fonction J est convexe et continue dans H}(]0, 1[) donc semi continuité inférieurement

ce qui entraine

faiblement
2°)La coercivité de J
On a d’aprés ’'inégalitée de Poincaré :

1 / 2 2
| @ @) de 2 afulfjy
donc J est infini A 1’infini c’est & dire :

lim J (u)= +o00

llull oo

donc le probléme posé posséde une solution.



L’unicité de la solution:

La fonction J est convexe strictement, donc elle admet un minimum unique.

2.3 Discrétisation du probléme continu

La méthode des éléments finis consiste & transformer le probléme continu & un probléme
algébrique qu’on peut résoudre par des méthodes classiques.

Pour construire une approximation uy, de u, on va choisir un sous espace de X = H}(]0, 1|)
constitué de fonctions continues affinés par intervalles, de fagon plus précise: Soit N un

entier naturel et

1 . —
h= N+l (h est le pas de discrétisation)

& ce pas h on associe les points:
a; =ih,0<i< N +1
qui subdivisent Dintervalle [0,1] en N + 1 intervalles appellés éléments
K; = [ai,ai+1),0<i <N

de longueur A.
On choisit alors pour sous espace de dimension fini de X = H}(]0, 1[) I'espace

Xy = {v € C®(0,1),v|x€ P,0<i < N}

ol P,désigne ’espace des fonctions polynémes de degré inférieure ou égal a 1.

Remarque 14 L’espace H}(]0, 1 est égal & l'espace des fonctions continues sur [0,1) et
vérifie v(0) = v(1) =0
dimX,. =N
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la suite des fonctions:(p;), ;< définies par:
@i (aj) =65, 1 <j<N

constituent une base de X, [10]
la fonction p; est définie analytiqguement par:

1- 1%1 81 T € [a;_1,a:41]

0 aileur

pi (z) =

On détermine une fonction up € X & l'aide de ses coordonées dans la base (p;)<;<n
c’est & dire des nombres:

U =un(a),1 <i<N

On approche la solution du probléme (P) par la soltion du probléme (P),) suivant:

J(uh) :l)?;.f %ji)l v;lg(.’l:)da: - f(; v,,(:c)f(a:)d:z:
sous la contrainte : ((Pn))

Jo un(z)dz < ¢

L’existence de solutions pour le probléme (P;) :

Le probléme (P,) est un probléme de minimisation d’une fonctionnelle qui est continue et
strictement convexe sur un convexe fermé d’un espace de dimension finie donc il admet
une solution unique.

La méthode que 'on vient de décrire est convergente c’est & dire la solution u, du

probléme (P,,) converge vers la solution « du probléme (P) dans H*(]0, 1)) :

lim Jlu — u|

37



De plus, il existe une constante C indépendante de A telle que, si la solution u appartient
a ’espace H2(]0,1[) on a:
lu — up|| < Ch lu|2,]0,1[

c’est & dire que la convergeance est d'ordre 1.[10)

2.3.1 Ecriture algébrique du probléme (P;) :

Soit:
1 N i+l i+1
J(up) = 3 3 [f cu?(z)dz — f u,,(m)f(:z:)d:c]
& .1=0 Qg G
On peut écrire: )
==t s z € fayg,ai)
¢ () = { 222 i z € [a,,8441]
0 ailleur

et on peut définir sur chaque élément [a;,a,41] deux fonctions:

{ HORECS

N (2) = =5

On a:

1

131, . 242 _ 1 .2 U

th[“mwx]:ui’\i +uyN = AN \

U;

’ Voo | -“.'1

uh-][afﬂt-#-l]:u‘}Ai +ugA] = —% -'1‘-] )

L

_1] -

2 - h ]

th[“i»“H—l] - [ u& u? ] 1 [ __']; _’1; ] 2
h

U;
1 1 1
u' J2 — 1 2 p _7!-5 u‘
h [a‘)a'l"f'l] - u‘ ut 1 1 2
“hT k2 Uy



f(@)un(z) = f(@')[/\] A?]lu‘:}

donc: .
M w2 (z)dz = ul u? th Th w
E h ( )d [ e Uy ] [ __% +% [u?
et .
[ t@un(eda = | foor fapNi@e oo f(@)¥enz | [ .
on a: 1 h 1
j: @\ (adz = / 2 (£))AN(z (£))dt
[ tamiens =3 [ 1@ o
2(t) = %(1 ~ e+ %(1 + £)ais
On met :
g (t) = flz ()N (z (1)
et

g (t) = fz ()N (= (1))

alors par la méthode de Gauss on a:
o 1 hr, 1
[ @ @de =5 (o () + 6k ()]

[:‘ﬂ f(@)N(e)dz =~ g [ (0) + 62 (22)]
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avec

thh=—ty=

ol

Rappellons qu’en utilisant la méthode de quadrature de gauss dans l'intégrale d’une

fonction g sur [—1, 1] I'erreure est donnée par :

. 5(o1\4
E(g) = 5—2;%)—9(4)
Cel-1,1 1]
Soient: '
( Uy -}
Uy

' . 00...10..0
u = et,B‘-z
) [00.0001..0}

1, .
/; u, (z)°dz=u

N DA §
S B P P BHu
* 1 1
h

1=0

N

[ femmiarte =3 (306 )+ (D), 5162 1) + 52 )] B

=0
On note:



1 X 11
h'|=0‘ 11

et

=0 L*

N .
=3 [% (6! () + 6 (), 5P (1) + o7 (t.o.))] B,

D’autre part on a:

Lluh(x)dx '-—- g:/:m[)\,-’ /\,2] ::;1
=[S 8]
On met: N
=y [ )8

Le probleme algebrique est donc:

i (u) = inf 2vTv — bty
J( ) vERN 2
sous la contrainte

Atu<c
Remarque 15 I est clair que la matrice ' est une matrice symétrique définie positive.

v

Dans la suite on va s'intéresser & des algorithmes d’optimisation de fonctionrelles

quadratiques définies dans R" avec des contraintes linéaires.
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2.4 Lagrangien et Lagrangien augmenté:

Minimiser:
Qy) = 3¥'Ty - ¥d
avec des contraintes d'inégalités (2.1)
Aty - F <0

ony,be R*, FeR™,
I’ : une matrice carré symétrique définie positive
A : une matrice de n lignes et m colonnes.

On définit le Lagrangien par: .
L(y,2) = Q(y) + X(A'y — F)

011/\€R;'_‘

Donc les conditions d’optimalité sont :

Py+ A\ —b=0
A(Aty — F) = 0 (2.2)
A>0et Aly—F <0

et pour le cas Ay — F =0 sont :

r AN-b=0
v (2.3)
Aly—F=0
Si la matrice I" est facile & inverser on écrit :
—ATAN=F - AT (2.4)
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sinon on préfére garder les deux inconnus A et y.

En mécanique de structure le —A représente le vecteur de déplacements et y représente

les contraintes.

On définit le Lagrangien augmenté par:
r 2
Le(y,2) = Ly, ) + 5 Ay~ F
donc les conditions d’optimalité sont:
(C+rAAYy+ AA—(b+rAF) =0

MAy-F)=0
A>0 et Aly—F <0

et pour le cas A'y — F =0 sont :

(T+rAA )Yy + AN - (b+rAF) =0
Ay—F =0

Lemme 2 inf {Q(y),y € R* et A'y — F <0} =inf sup L(y,A)

VER™ >0 eR™
En effet si:
Aly - F <0
alors
sup  L(y,A) = Q(y)
A20 ) eR™
sinon

sup L(y,A) = +o0
A20, eR™



On va maintenant définir la fonction duale:

Définition 10 La fonction p(A) =yi€n}£" L(y,A) = L(yx, A) est appelée fonction duale. y»
est Uinfimum de L(y,\) pour A fizé.

On va regarder le lien entre la fonction duale et primale:

Lemme 3 Pour tout y € R® et A € R™ on a:

QW) = P((Y) + 5~ w)TlW —w) - N(4'y = F)

En effet:
déf 1, t
P)'S L(m, A) = 53T — 30 + (154 - FA
et
AN —b=-Twy
on déduit:
1
p(A) = —Ey;I‘yA — F'\
et
1
Q) —p(N) = (¥ — T - ) + ¥ Ty =) + F'
et comme:
Fy; —-b=—-AA
d’ou le résultat.

On va établir un lien entre le probléme primal et le probléme dual:

Théoréme 16 Si la matrice I' est définie positive et les colonnes de la matrice A sond
linéairement indépendantes alors:

p(\) < Q(y) pour tout y € R™ tel que A'y — F <0 et tout A€ R™,A >0
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et on a l'égalité si et seulement si y* est la solution du probléme d’optimisation et \* est

le multiplicateur de Lagrange associé. ie

Démonstration 5 Pour A > 0 Uinégalité p(\) < Q(y) est une application directe du
lemme précédent. .

St y\+ satisfait les conditions d’optimalité précédentes pour un certain A* et en plus vérifie
L(ys, A%) = yien}gﬂ L(y,\*) alors p(A°) = Q(w+) d’une part, et d’autre part, Si y* est la
solution du probléme primal, la condition d’optimalité pour un A* > 0 est satisfaite.

2.4.1 Analyse de Lagrangien augmenté:

On va analyser |'utilisation de Lagrangien augmenté pour la programmation quadratique:

minimiser
Q(y) = 3y’ Ty —yd 5)
Aly—F <0
avec contraintes d’inégalités
ony,b€ R*,F € R™, et I est une matrice de n x n, symétrique dee 1 el A est

une matrice de n lignes et de m colonnes avec n > m et les colonnes sont linéairements
indépendants. Le principe de décomposition des coordonnés conduit a I'introduction au

probléme équivalent:
Q(y) avec contraintes

g<0 (2.6)

Aty—F—-q=0
On introduit une variable de saut pour rendre les contraintes d’inégalitées a des
contraintes d’égalitées plus une contrainte simple ¢ < O facile & dualiser. Maintenant on

va utiliser Lagrangien augmenté.



Lagrangien classique est:

L(y,q,p) =Qy) + p'(A'y—F —q) . (2.7)

et Lagrangien augmenté est:
. LTI 2
L:(y,94) = Ly, 1) + 5 |4ty — F -4

Dans la section suivante on démontre la convergence de 1'algorithme de Uzawa appliqué

a des problémes quadratiques avec des contraintes d’inégalitées.

2.4.2 Convergence de ’algorithme de Uzawa avec contraintes
d’inégalitées.
On va établir I’égalité de point selle de Lagrangien et de Lagrangien augmenté:

Proposition 4 Soit (y*,q*, u*) le point selle de Lagrangien augmenté L.(y, q, u) alors il
est le point selle de Lagrangien L(y, q, p).

Démonstration 6 Il faut noter que la minimisation de Q(y) avec les contraintes définies

précédement est équivalente & la minimisation de:
T 2
Qr(:9) = QW) + 5 [|4'y — F — 4| (2.8)

avec les mémes contraintes. La minimisation de Q, avec ces contraintes est ezactement
le probléme de Lagrangien augmenté.
Le point selle de L, est caractérisé par:

OL,
Voy € R™, 24z, g2, ut)by = 0 (2.9)
oy
s s aL" - - .
V5q:q_q avec q 1q$0a—a_q_(yrrq”/-‘r)‘5q20 (210)
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) w VL .
Teu T R — iyl oyl bu = U
oL S

- On calcule les déricees purticites de L,
al.

¢/ o

—_— " (f)L. . t
g = =Squ — oAty - Fo—g)
g

L.

cp=eoutdAly = F —q)

15/[@'
donc on a: .
Ayl - F =yl =v
: Cyp b~ Ay =u

Ty S U =g =g ez Uievee ¢ X0

Ny = Dy = by = Sy Ay reyf A(ATy = F =gy

Les truis derniéres conditions cuiactérsent veen le point selle de Lagiungien Liy.q. u).

Lalgorithme de Uzawa pouwr Lagrangien augmente:

Maximiser la fonction:

Pl = int {Lr(y.q.;x), 4 =< R™. ¢ LU,y = R"
en utilisant la méthode du sradient.
Théoréme 16 :On posc

[o=1—-rdd
br - b - I“’{F

{2.15)



La description de 1 ‘algorithme de Uzawa

On calcul les yp,qn solutions de:
Dlyn — b —rAgn + A, =0
2)(q = n)*(ptn +1(A'Yn — F — ga)) < 0
pour tout ¢ <0

(2.16)

et py,,, soldion de
3) bns1 = bo + pa(A'Yn — F — gn)

Si0 < a<p, <P <2r lasuite (yn, gn, 4, ) caractérisée par l'algorithme est convergente.

*

Démonstration 7 Soit yu = u,, alors p.(,) = Le(Yn, Gn, Bn) 0% Yn, @n S0TE caractérisés
par :
B (Y, Gy 1) = 0
BLr (Y, Gns in)(q — Gn) 2 0 pour tout ¢ < 0 ; gu <0

La positivité de la matrice I implique Vunicité de (Yns @n)-
La condition %Lyn = 0 donne la premiére équation de l'algorithme,; la condition Qg‘—;-(q -
gn) > 0 donne la deuziéme équation de l'algorithme.

Le gradient de p,(u) est:

dpr(Hn) oL,

du ou = M ('qun,l»‘n)&/‘

QVEC Yn,gn satisfont:

L"(y'h 4n, ,“n) = Pr (“n)

donc de (2.14) on a:

dp. (i,
"p_d(“—)‘s“ = 8 (A'yn — F — ga)
H

Les formules précédentes peuvent étre facilement vérifiées dans le cas des contraintes
d’égalité.
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1l est clair maintenant que:

dpe ()
Bnt1 = Ha + pn(T)

est bien définze.
le point selle est caractérisé par:

Iy —b, —rAg* + Au* =0
(g—g")(u +r(A'y* —F —¢q*)) <0

(2.17)
ou
{ At,ya - F _-qa — 0
On pose
Y=Y ~ Y Gn=Gn — Q" € pn= Py — 4
par soustraction des équations (2.16) des éguations (2.17) on a :
Hni1=Hn +pn(At ?{n - Q_n)
et
2 2 2
Bapal = ||Hal] +2pPa pr (AF Yn = q_n) + P?a A Un = n (2.18)

On choisit ¢ = q, dans la deuziéme inéquation de (2.17) et ¢ = q* dans la deuziéme
inéquation de (2.16) et on les additionne on a:

= g (M +7(A Yo —9a)) SO

ou

Gnbn +7 G (A" Un = ga) 20
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par soustraction la premiére équation de (2.16) de la premiére égquation de (2.17) on a:

Cen —TrAgu +Ap,=0 . (2.19)
la formule
I, =T+rAA
donne
L yn +7A(A Yn — ) + A p,=0 (2.20)
on multiplie par — - on a:
— Y Pyn -1 o A(A Yy —ga)— v Ap,=0 (2.21)

on ajoute (2.21) & (2.18) on obtient:

2

~Vn Tt (g0 A) fn 7 [A" Y — gl 20
d’ou )
(97 = Vo A) 1 2Vn T Yo +7 1A Yo — g
on substitut cette inéquation dans (2.18) on a:
2 2 2
|| = lial| < =200 v T vl +(0% — 270,) | A" 4 —

la suite est décroissante si

Hn

2y, T yn
pn—2r< — =

5:Pn 2> 0
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2
en particulier si 0 < a < p, < B < 2r, la suite “yn, est strictement décroissante.la suite

2 2

Bni1|l — [{4a]| tend vers zéro. d’ou:
Yo T % 0
o
d’ol
: Yn— 0
gn— 0

et comme les colonnes de A sont linéairement indépendantes :

B 0.

Remarque 16 1) La démonstration a été élaborée de fagon & élargir & des problemes
non li.néaires.

2)Pour appliquer cet algorithme il faut résoudre & chaque itération les systémes non
linéaire en y et q.

La deuziéme égquation de (2.16) s’écrit aussi

(Tq - TQn)t(/‘n + T(Atyn - F) - r(In) <0
c’est & dire:
rgn = P_(p, + r(A'ya — F)

avec:P_ défini par:
(P_(z))i = min(z;,0);1<i<m
Dans cette section on va calculer le rayon de convergence de 1’algorithme de Uzawa

appliqué a des problémes quadratiques avec contraintes d’égalitées afin de voir la bonne
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convergence de l’algorithme.

2.4.3 Rayon de convergence de la méthode de Uzawa

Dans cette section on va appliquer la méthode de Uzawa pour minimiser :

Q(y) = 3y'Ty — yb
avec des contraintes d’égalités (2.22)
Ay—F =0

Il est intéressant de remarquer que l'introduction du variable de saut et la contrainte
g = 0 ne change rien dans la condition du point selle de Lagrangien augmenté.

Lagrangien augmenté du probléme original est :
r 2
L(%:9,3) = L(y,) = Q) + N(A'y — F) + 5 | A'y - F (2.23)

L’algorithme de Uzawa consiste ici & résoudre itérativemnent:

8L
Véy € R*: ——6y =0
oy
c’est & dire :
Ceyn — b + AN, =0
avec:
I, =T +rAAt
b, =b+rAF
et

Ant1 = A + pn(Aty“ - F)

apr ., _ 9L,
d) oA = A\

(¥, A)

L’optimum (y*,\") satisfait la condition :
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Fey* b, + AN =0
Ay*—F =0

ﬁ : (2.24)

| A" = A"+ p, (A — F)

Si on pose
Yn=Yn — ¥, ):n: An — A°
on obtient :
A 1=, +pnAt Yn
- - - (2.25)
Cryn +AA=0
On considére le probléme des valeurs et vecteurs propres :
trouver (o4, w;) tel que:
AA‘w.- = a‘-I‘wi (226)
donc
Frw; = (1 + rog)lwy (2.27)

c’est & dire que le w; est le vecteur propre associé & la valeur propre:(1 + ray).

On multiplie la premiére équation de (2.25) par A et on pose u,= A A, on obtient:

Pri1=Hp +PRAA Y
- - - (2.28)
[ yn +u,=0

On élimine y, de la premiére équation de (2.28) par 'utilisation de la seconde
Hnr1=Hn _PnA‘4‘F:1 “_u

on a:

AAT Ty = I,

+roy
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On décompose le vecteur u,, suivant la base ['w; :

“n=2#; lw;
- 7=

on déduit que :

Pt = ~Pa T o o
ou
/J':H-lq (1 pn1+ra‘)p'n
Il est évident que ui— O si et seulement si :
-1<1-
p"l +roy

pour ¢; > 0 L’ inégalité droite donne seulement p, > 0 et I'inégalité gauche donne:
1 .
pn<2(a+r)pour1$1SN

ceci est équivalent  p, < 2( +r) ol ay est la plus grande valeur propre. En choisissant
p = on obtient :

1 1
1+7ro bn

/‘iz+1=
Si r est suffisament grand I’algorithme converge mais la solution y, de:

Ceyn — b + AN =0

est mauvaise car [, est mal conditionnée.
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Pour r fixé, le p optimal se calcule de la fonction:

p—)ll_pl-l—'ra‘vl

c’est & dire p,, est I'intersection de :
. [+
P l-prls
et

[+ 3
p— —l+prits

donc
2+r(a; +an)

Pop =T ranay + (o + ay)

pour ce choix de pon a:

- o)
an

< ¢ ur 1 <i< N

!
Pt

et dans ce cas

popt>r

et la convergence est plus vite que pour p = r. Malheureusement le choix de p,, est
seulement théorique: a, et ay sont généralement difficiles a evaluer.

Pour 7 = 0 (la méthode de Uzawa pour Lagrangien classique)

2
p”‘_al-%-an

_donc

1 -2
< ——n

& i
>
1+a~

Hn

B pour 1 <i <N

Dans le cas 2 est trés petit le rapport de convergence est proche de un. La méthode

est impraticable, ceci montre bien I'intérét de Lagrangien augmenté.
p grangu
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2.4.4 Remarque sur le probléme des valeurs propres

Sioon multiplie a gauche 'équation suivante par «':

AdTw, = o T

<
on deéduit que o, » 0,

Certainies valeurs propres peuvent etre nulles: en effet. comnrie - est une matrics
dlordre noet de s colonnes ndaivement indépendantes (> m). Lespace assoclé aux

G, = Uest le nonvead de A7

—

Ay = 0 impligue 4 = 0 et done: A4% = o implique que w = ANer A7 dautre pact

d, = T et done la décamposition:

unplique avec le vecteur propre wy
PR o rr | «1‘ Tt TN N Y - [‘ . l e .
Wy M, =, wyl ty (les Vecleuls propres ot Griidgunaux

Puisque g, = A4 N\, alors wi4 N, = 0 pour wy dans le novau de A" done gt == 0. Finalenieat

4, Na pas de composantes dans le novau de A" done les valewrs propres utilisées dans

Panalvse de Ialeorithme sont strictement positives.

[T est clair que Nutilisation des vecteurs propres est purement théorique.

2.5 Algorithme du gradient

On sait que si L est une matrice de 2 lignes ot colonnes, alors @

R™ = I Ay = Ker(AY)



Soit le probléme suivant:
Minimiser:
Q(y) = 3¥Ty — b
avec des contraintes d’égalités.
Ay—F =0 |
On définit 1'algorithme suivant :
On part d'un point y'9, tel que A*y(® = F
y™*Vest, donné par:
¥ = ¢ — pRar(an(VQ (v7)) ((2.29))

o0 B4ty est Popérateur de projection sur Ker(A")

2.5.1 Motivation de I’algorithme:

Si y est solution du probléme posé alors :
dA € R™ tel que : (y,A) soit point selle de:

1
L(y,A) = 54Ty — ¢’ + X (A'y - F)

ce qui implique:

Ty—b+A\=0

c’est A dire:

Ty —b=—A\= A(-1)

et ce qui est équivalent & dire:
V@ (y) =Ty —b € Im(A)

ce qui implique

Beray)(VQ (v)) =0
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donc

V=Y — pRara(VQ (¥)) ((2.30))

ce qui explique (2.29)

2.5.2 Etude de la convergence de I’algorithme:

Des deux relations (2.29) et (2.30), nous avons:

o =y = v - v~ pBaaian(VQ &) - VQW)|
= |y - y”2 K4 (¥ - ¥, Baran(VRQ (v*) - VQ()) +
7| Baca (V@ ) ~ B (V)|

on pose :
™) =y _y

d’une part nous avons:

| Bara(VR (4) — Buran(VQW)||* < IVQ (™) - VRW)IP

o @ -9

Iy o — o

IN

d’autre part : I'opérateur R, 4ty est un opérateure symétrique,c’est & dire:

V:C, y € Rn) <$) lex(A‘)(?J)) = <y: ‘PIWI(A')(:D)>

donc:

(v™ — 4, Bar(a(VQ (") - VQ()) = (Buaran®™ - 1), VQ (") - VQ(y))
= (¥ -y, VQ (") - VQ(v))
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= (y™ -y, T(y™ - y))
ay® o

v

donc

I e R i R e S

= (1+ 20 - 2p0) e

on peut choisir p de telle sorte que 1*+ p? |I'||* — 2pc soit inférieur a 1.

il suffit de prendre :
0<p< 2
2
Tl

avec ce choix de p l'algorithme converge.
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Chapter 3

Simulation numérique:



Nous avons construit un programme PRIN1 pour calculer numériquement les solutions
de quelques problémes rencontrés en mécanique des structures avec contraintes linéaires

en utilisant la méthode du Lagrangien augmenté décrite dans le chapitre précédent.

3.1 Présentation du programme PRIN1:

Le programme PRIN1 comporte les étapes suivantes:

a) Lecture des données: permettant la description du maillage élément finis;

Coordonnées des deux bouts de 14 frontiére de I'intervalle.

nombre de noeuds total des noeuds éléments finis.

b) Construction de la table des coordonnées des noeuds éléments finis ainsi que la
table de connectivité des éléments.

c) Construction des matrices de rigidité élémentaires, des matrices des contraintes
élémentaires et vecteurs élémentaires puis assemblage de ceux-ci pour former la matrice
de rigidité globale , la matrice des comlsraintes globale ainsi que le vecteur global.

dj Optimisation de la fonctionnelle obtenue ( avec contraintes )

Pour réaliser toutes ces opérations, on a construit une bibliotheque de sous pro-
grammes, présentons les successivement:

Sous programmes utilisés par le programme PRIN1:

VMAIL: lit les données permettant la description du maillage éléments finis, ensuite
géneére les noeuds par interpolation linéaire, construit et imprime les tables de coordonées
de noeuds globales et de connectivité des éléments.

EL:lit les parameétres physiques, puis fait appel pour chaque élément, aux sous pro-
grammes suivants:

- ELEMO: construit la matrice et le vecteur élémentaire aprés avoir calculé leur coéf-
ficients par le schéma d’intégration numérique de Gauss [11]
ASSEM: Construit la matrice étendue (resp.le vecteur étendu) par expanssion de la

matrice élémentaire (resp. le vecteur élémentaire) et la matrice des contraintes grace a
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des insertions de lignes et de collonnes (resp. de composantes ) de zéro.
additionne les matrices et les vecteurs étendus
(Ces deux étapes sont effectuées simultanément)
COND: Les conditions aux limites sont introduites:

Dans le cas homogene u(0) = 0, u(1) = 0 : On remplace les éléments de la premiére

ligne, la derniére ligne, la premiére colanne, derniére colonne de chaqu’une des matrices
globales (de rigidité et des contraintes) par des zéro et pour le vecteur globale, on remplace
sa premiere composante ainsi que sa derniére composante par zéro.

Dans le cas non homogéne( u(0) = a, u(1) = b ): On modifie le vecteur force.

OPTI1: optimisation de la fonctionnelle obtenue avec contraintes linéaires par I’algorithme
décrit ci dessous:
Algorithme du sous programme OPTT1:
Lecture des données:(I", b, A, F, p,r, nmax, €, 4, q, y, nldiv, n2div)
calculde I', =I' + rAA®
calcul de b, = b +rAF

calcul de Au

Appel du sous programme QY (T, b, Ay, 4, q,y, €, n max, r, nldiv)

Si nldiv = —1 alors
n2div = —1
(algorithme divergeant)
retour

Fin Si

p=ptpAy—F —q)

calcul de ||p(Ay — F —q)|

Si ||p(Aty — F — g)|| < € alors
(g,y, ) solution

retour
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Fin Si
Fin Pour.
n2div = —1
Ecrire (Algorithme divergeant)
Retour.



L, L S ol Al

OPT"(T. br AJF, P T, AMRX, £, 1,4, .nldlv.n.zdlv) F:

POSSAN

200,

. e S e,
%

Dimension T'(a.x),b@),F(m), A(m,m), u(m), y(n) , q(m), Ap@m)

AN

Début

Cakulde I'=T+rAAt
Cakulde b, =birAF

1

APPEL & QY

n2dw=-1 oui —»
Non

wprplAYy-F-q)

S=norm (p(A'y-F-q)

Oui

8<§ P
/ >

Noa
\ 4

n2div=1

retour <

Organigranme du sous programme OPTI1
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Algorithme du sous programme QY

-Lecture des données:(I',, b, Ay, 4, ¢, y, €, nmax, r, nldiv)

Goua (i) = q(3)
I'in Pour
Résoudre le systéme linéaire I', y=b, + rA¢ — Au (Appel au sous programme
Gauss)

p=p+r(dty—F)

q(i) = min(0, 7 (1))
Fin Pour
calcul de ||g — qou|
Si |lg — qaal|| < € alors
(¢, y) solution
retour
Fin Si
Fin Pour
nldiv = —1.
Ecrire (Algorithme divergeant)(g,, y,)diverge
Retour



Kok A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A,

'y
QY Ty b, ,AF, Apji, q, oL, mmaxy ,ndiv) E
[

................................................

PSP,

Dimeasion ['(n,n),b @), F(m), A(am), Au@®), q(m) ,q,,(m) y(0), p@m),v(m)

Début

i

Résoudre le systéme Inéaire
T y=btrAq-Ap (gauss)

Y

V= pir(AYy-F)

ﬂk—'

QualiFmun(0,1/r V(i)

S=nom(qqq44)

Qs (D=q(i)

(=] .

Organigramm 58 programme Q
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Remarque 17 -Pour calculer la somme , la différence de deux vecteurs on a construit
un sous programme appellé somuct

-La transposée d’une matrice est calculée en appellant le sous pr.'ogmmme Transp.

-La somme ou la différence de deur matrices est effectuée én appellant le sous pro-
gramme somalr.

-le produit de deuz matrices est calculé en appellant le sous programme Promat.

-Pour calculer la norme d’un vecteur on a construit un sous programme appellé

norvct.

-Pour résoudre le systéme linéaire rencontré dans le sous programme QY on fait appel
au sous programme Gauss. [4§] '

Maintenant, on va présenter |'organigramme du programme PRIN1.
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" Extralt les coordonnées
f " de neud édémentaire

‘ de la table globale
v

. s Pour chaque élément
l Impression de résultats. E ¥ <n

<
=1
ot

o0

Organigrammye dy programme PRINT

Organigramme(3):Programme PRIN1




Afin de vérifier la performance du programme PRIN1 nous proposons des tests d’
applications ol nous sommes en mesure d’avoir une solution analytique.

A ce propos, nous avons besoin de rajouter quelque sous programmes a notre biblio-
théque .

Dans ce qui suit nous allons donner leur noms ainsi que leur fonctions

Sous programme SOLEXA: Calcul la valeure de la solution exacte au noeuds
(éléments finis)

Sous programme ERROR:Extrait la solution exacte (sortie du Sous programme
SOLEXA ) et la solution approchée (;ortie du programme OPTI1) puis fait appel aux
sous programmes suivants: .

Sous programme L1:Calcul ’erreur entre la solution exacte et approchée en norme
L1

Sous programme L2:Calcul ’erreur entre la solution exacte et approchée en norme
L2.

Sous programme Linf:Calcul 'erreur entre la solution exacte et approchée en
norme L

Sous programme Relat:Calcul 1’erreur entre la solution exacte et approchée en
norme relative.

Ces sous programmes ont été enchainés au programme principal de la maniére suiv-

ante:
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U AR o A o A A A AR Al R AP Al AR A A A A 20
Progmmme PRIN1 E
[ v §

@]

~

E )
o

Solexa

[ Impression des résultats E

Calaul de la valeur de

X neuds,

ERROR

la solution exacte

Extrait la solution exacte et approchée

|

l

l

L1

L2

Linf

RELAT

Organignmme du programme PRIN] enchsinée s prgrammes, SOLEXA ¢t ERROR

Organigramme(4):Programme PRIN1 enchainé 8 SOLEXA et ERROR
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3.1.1 Exemples d’applications du programme PRIN1

Exemple 1 Soxd a4 minimiser la fonctionnelle suivante:

J(u) = 3 [ v (z)dz — 2 f§ u(z)dz
sous la contmainte : (P)
Jo wz)de < - %

sachant que la solution analytique ezacte est:

u(z) = 2 — 4z

Pour un maillage fixé ( nombre de noeuds total égal & 60 ), la table (1) et les troix
graphes ci dessous [Figure(1) , Figure(2), Figure(3)] représentent la valeur de la fonction
en chaque itération , l'erreur en normes (L!, L2, L relative) entre deux itérations

(deux multiplicateurs de Lagrange), ainsi que le multiplicateur de Lagrange associé.
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I mu el er2 ainf iy)
1 0,5960 0,4040 0,1630 0,4040 -9,14
2 0,3550 0,2410 0,0580 0,2410 -10,1
3 0,2120 0,1430 0,0206 0,1430 -10,5
4 0,1260 0,0855 0,0073 0,0855 -10,6
5 0,0754 0,0510 0,0026 0,0510 -10,6
6 0,0450 0,0304 9,23E4 0,0304 -10,7
7 0,0269 0,0181 3,28E4 0,0181 -10,7
8 0,0161 0,0108 1,16E4 ° 0,0108 -10,7
9 0,0097 0,0064 4,13E-5 0,0064 -10,7
i: le puméo de'itération
erl 1’ emreur en nonne L1
&2 : Pareur en norme 12
eriaf :I’ avauxr en nomme Linf
Ky) da valer de la fonction en chaque Rération
mu: le multiplicateur de Lagrauge mssocié en chaque
isérstion

Table (1)
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—— j(y)Les valeurs de la fonction en chaque itération
— A La valeur minimal exacte de la fonction
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07 { Le multiplicateur de lagrange en
fonction des itérations
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Figure(3)

D’aprés les résultats numériques obtenus par le programme PRIN1 enchainé aux
sous programmes SOLEXA et ERRbR, la solution approchée (calculée par le pro-
gramme PRIN1) est trés proche de la solution exacte (calculée par le sous programme
SOLEXA ) par exemple pour un maillage fixé (nombre de noeuds total nnt = 60),0on
a les résultats suivants:

La table (2) et les deux graphes ci déssous [Figure(4) , Figure(5)] représentent le dé-
placement exacte et approché en chaque noeud ainsi que la différence entre les deux

déplacement.
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un
CWYWOANUL B WN - M

12
13
14
15
1€

19
20
21
22
23
24
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
30
37
38
39
40
41
42
* 43
44
45
46
48
49
50
51
5
53
54
55
56
57
58
59
€0

%1
.000D+00
.678D-01
.136D+00
.203D+00
.271D+00
.339D+00
.475D+00
.542D+00
.610D+00
.746D+00
.814D+00
.881D+00
.949D+00
.102D+01
.115D+01
.122D+01
.129D+01
.136D+01
.142D+01
.149D+01
.156D+01
.168D+01
.176D+01
.183D+01
.190D+01
.197D+01
.203D+01
.210D+01
.217D+01
.224D+01
.231D+01
.237D+01
.244D+01
.251D+01
.258D+01
.264D+01
.271D+01
.278D+01
.285D+01
.292D+01
.298D+01
.305D+01
.319D+01
.325D+01
.332D+01
.335D+01
.346D+01
.353D+01
.359D+01
.366D+01
.373D+01
.380D+01
.386D+01
.393D+01
.400D+01

I :le mméro du neeud

xi:la coordonnées du nceud
u [i):la solution approchée au neud numére i
uexct(iyla solution exacte au nceud |
u(xijuexct(ixla différence entre la solution exacte
et la solution approchée

x) uext (i)
.000D+00 .000D+00
-.268D+00 -.267D+00
-.527D+00 -.524D+00
-.777D+00 -.772D+00
-.102D+01 -.101D+01
-.125D+01 -.124D+01
-.1€68D+01 -.167D+01
-.189D+01 -.188D+01
-.208D+01 -.207D+01
-.244D+01 -.243D+01
-.2¢1D+01 -.255D+01
-.277D+01 -.275D+01
-.291D+01 ~.290D+01
-.305D+01 -.303D+01
-.330D+01 -.328D+01
-.341D+0C1 -.339D+01
-.352D+01 -.349Dp+01
-.3¢1D+01 -.359D+01
-.369D+01 -.367D+01
-.37¢D+01 -.374D+01
-.383D+01 -.381D+01
-.393D+01 -.391D+Q1
-.397D+01 -.394D+01
~-.400D+01 ~.397D+01
-.401D+01 | -.399Dp+01
-.402D+01 -.400D+01
-.402D+01 ~-.400D+01
~.401D+01 ~.399D+01
-.400D+01 -.397D+01
-.3%7D+01 -.384D+01
-.393D+01 -.391D+01
-.389D+01 -.386D+01
-.383D+01 -.381D+01
-.37¢D+01 -.374D+01
-.369D+01 -.367D+01
-.361D+01 ~.359D+01
-.352D+01 -.349D+01
-.341D+01 -.339D+01
-.330D+01 ~.328D+01
-.318D+01 -.31eD+01
-.305D+01 -.303D+01
-.291D+01 -.290D+01
~.261D+01 -.259D+01
-.244D+01 -.243D+01
-.227D+01 -.225D+01
-.208D+01 -.207D+01
-.189D+01 -.188D+01
-.168D+01 -.167D+01
-.147D+01 -.146D+01
-.125D+01 -.124D+01
-.102D+01 -.101D+01
-.777D+00 -.772D+00
-.527D+G0 -.524D+00
~-.268D+00 -.2€7D+00
.000D+00 .000D+00

BY)uext (i)

.000D+00
-.167D-02
-.328D-02
-.483D-02
-.633D-02
-.777D-02
-.105D-01.
-.117D-01
-.129D-01
-.152D-01
-.162D-01
.172D-01
.181D-01
-.190D-01
-.205D-01
-.212p-01
-.219D-01
-.224D-01
.230D-01
.234D-01
.238D-01
-.244D-01
.247D-01
.248D-01
.250D-01
.250D-01
.250D-01
.250D-01
.248D-01
.247D-01
.244D-01
-.242D-01
.238D-01
.234D-01
~.230D-01
.224D-01
-.219D0-01
.212D-01
.205D-01
~-.198D-01
.190D-01
.181D-01
.162D-01
-.152D-01
.141D-01
.129D-01
.117D-01
.105D-01
-.915D-02
-.777D-02
~.633D-02
-.483D-02
-.328D-02
-.167D-02

.000D+00

|

t

!

t

Lasolution exacte et approchée calculée aux
s Gl i

Table(2)

~J
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u(xi) La soluiton approchée
uext(i) La soluiton exacte
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Figure(4): représente le déplacement réel et approchée d’un point x
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La table (3) et les troix graphes ci dessous [Figure(6),Figure(7),Figure(8)] représentent
I’erreur entre la solution exacte et approchée pour chacue maillage, le multiplicateur de
Lagrange associé a chaque maillage en normes (L!, L2, L™, relative), ainsi que la valeur

de la fonction pour chaque maillage.

nnt  erl er2 erinf erlatl mu J(3)
10 443D-01 .268D-02 .739D-01 .184D-01 .348D-01 -.105D+02

20 .223D-01 .633D-03 .353D-01 .876D-02 .151D-01 - 105D+02
30 .186D-01 .431D-03 .289D-01 .718D-02 .119D-01 -.106D+02
40 .174D-01 372D-03  267D-01 .664D-02 .108D-01 -107D+02
50 .168D-01 347D-03 .258D-01 .640D-02 .103D-01 -.107D+02
60 .165D-01 .334D-03 .252D:01 .627D-02  .101D-01  -.107D+02
70 .164D-01 327D-03 .249D-01 .620D-02 .990D-02 -.107D+02
80 .163D-01 .322D-03 .247D-01 .615D-02 980D-02 -107D+02
90 .162D-01 319D-03 .246D-01 .611D-02 973D-02 -.107D+02

100 .162D-01 .317D-03 .245i)-OI .609D-02  968D-02 -107D+02

nnt: nombre de nceuds total

erlerreur en normel!

er2:crreur en normel?

erinferreur en normeLoc(Linf)

erlatlerreur en normeRelative

mu: le multiplicateur de Lagrange associé

J(y): la valeur de la fonction pour chaque maillage

Table(3)

77



L'erreur entre le déplacement approché et exacte

0,080
C.075
0,070
0,065
0,000
0,055
0.050
0,045
0,040
0,035
0,030
0.025
0,020
0.015
0,010
0,005

0,000
[*]

erl L'erreur L1

er2 L'erreur L2
ennf L'erreur Linf
~-- -- eflat1 L'erreur relauf

Le nombre de noeuds

Iigure (6)

Le muttiplicateure de Lagrange associé

0.035

0,030

0.025

0.020

0,015

0,010

um Le multiplicateure de Lagrange

:

B

g}

Figure(7)
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l La valeur de Ja fonction pour chaque maillage - ]
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Figure (8)

3.2 Preésentation du programme PRIN2:

Pour calculer numériquement les solutions de quelques problémes rencontrés en mé-
canique des structures avec contraintes d’égalitées en utilisant la méthode du Lagrang-
ien augmenté décrite dans le chapitre précédent., Nous avons construit un programme
PRIN2 semblable au programme PRIN1 (sauf au lieu d’appeller le sous programme
OPT1I1 il fait appel au sous programme OPTI2.

OPTI12:(optimisation de la fonctionnelle obtenue avec contraintes linéaires)

Algorithme du sous programme OPTI2

Lecture des données:(T', b, A, F, p, 7, nmax, €, 4,y, jmeth)
Si ymeth = 0 alors
r=0
Fin Si
-calculde 'y =T + rAA*
-calcul de b, = b+ rAF
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Résoudre I'yy = b, — Au
p=up+p(dy—F)
calcul de p | Aty — F||
Si p||A*y — F|| < € alors
(y, 4) solution
retour
Fin Si
Fin Pour
(Yn, i) divergeante
Ecrire (Algorithme divergeant)
Retour.

Remarque 18 On affecte la valeur z€ér0 & la variable jmeth st on veut uttliser le La-
grangien et la valeur un st on veut utiliser le Lagrangien augmenté.



B n a A oo e A oA AR A A A A A A A LA A A A A A A A A A oSS A
.

OPTL2 (I, b, AF, p, I, &, Bmax, g,y Jmeth) %
"3

L A hﬁm s n R A

Dhuension I'(n,n) , b@) , F(m), A(n,m), p(m), y(n) .'g E"
~ Iv
&

Début

Jmeth=0 oui

Non

Calcul ¢t [ =['+rAAt
Cakul de b, =b+rAF

LY

Résoudre I’ y=b,-Ap

v

w=utp(A'y-F)

v

S=norm p{A'y-F)

o )

Orgsnigramme du sou programme OPTI2

Organigramme (5)
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] g de nceud démentaire

OPTI2 - de la table globale

| Impression de résultats. E four chmlue element
l o dmo ......... :
I assem E
.......... \ S
i cond F
Organigramme dy programume PRINZ

Organigramme(6): Sous programme PRIN2

Remarque 19 Le progamme PRINZ peut étre lui auss: enchainné au deur sous pro-

grammes SOLEXA et ERROR de la maniére suivante:
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EmTY
..... Yo
OPTI2 i
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L Salexa E - Solexa

v Calcul de 1a valeur de la sokution exacte
..... " emaaaa aux neuds.

L Impression des resultats E

ERROR

Extrait la solution exacte et approchée

I

L1 L2 Linf RELAT

Organigramme du programme PRIN2 enchainée aux prgrammes, SOLEXA ¢t ERROR

Organigramme(7): Programme PRINZ enchainé & SOLEXA et ERROR



3.2.1 Exemples d’applications du programme PRIN2

Exemple 2 Sou# ¢ mimimuser la fonctionnelle suivante:

J(u) =3 [§ u*(z)dz — 2 [§ u(z)de
sous la contrainte :

Jo u(z)dr = -3

sachant que la solutwon analytique exacte est:

u(z) = £° — 4z

1)EN UTILISANT LE LAGRANGIEN (JMETH=0)

Les résultats numériques obtenus par le programme PRIN2:

((P)

La table(4) et les deux graphes ci dessous [Figure(9),Figure(10)] représentent la valeur

de la fonction en chaque itération ainsi que I'erreur entre deux itérations ( entre deux

multiplicateurs de Lagrange) en normes: (L! ,L? ,L® | relative).et cela pour un nombre

de noeuds total égal & 60.



1 erl
- I .333D-00
2 249D+00
3 .116D~00
4 .342D-01
5 .253D-01
6 .118D-01
7 .552D-02

er2  ennt
284D-00  .533D-00
619D-01  .249D-00
A35D-01  .116D+00
294D-02 342D-01
641D-03  253D-01
J140D-03  .118D-01
.3041)—04. .552D-02

alta Jiyv)

533D+00 -.800D-01
467D~00 -.101D-02
467D+00 -.105D~02

,467D~()0‘ -.106D-02
467D+00 -.107D~02
467D~00 -.107D-02
467D+00 -.107D-02

Lerreur entre deux itérations gRultip. De lagr.)
J(v):la valeur de la fonction en chaque itération

Table(4)

e J(y) La valeur de la foncton enchaque itératon
-8.0 r -—-— A L3 valeur minimal exacte de 1a of nction
85
£ |
2 o}
e (]
2
= T .
¥ s
- % 100
-105 r
11 o 1 1 —d A 1 4 1
1 2 3 4 S [} 7
itérations

Figure (9)
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Figure(10)

D’aprés les résultats numériques obtenus par le programme PRIN2 enchainé au
sous programmes SOLEXA et ERROR, la solution approchée ( calculée par le pro-
gramme PRIN2) est trés proche de la solution exacte (calculée par le sous programime
SOLEXA) aux noeuds ¢léments finis

La table (5) et les deux graphes [Figure(11),Figure(12)] ci dessous représentent la
solution exacte et la solution approchée en chaque noeud ainsi que la différence entre les

deux solutions et cela pour nnt ( nombre de noeuds total ) égal & 60.
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—— V(xi) SOLUTION APPROCHEE
——— uext(i) SOLUTION EXACTE
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Figure(11)
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Figure(12)

La table (6) et les troix graphes [Figure(13),Figure(14),Figure(15)]ci dessous représen-
tent l'erreur entre la solution exacte et la solution approchée en normes (L!, L2, L*®,
relative) et cela pour différents maillages ( faire varier le nombre de noeuds total a
chaque fois), le multiplicateur de Lagrange pour chaque maillage ainsi que la valeur de
la fonction pour chaque maillage.



nnt erl er? erinf erlatl mul (y)
10 A235D-01 2461-02 J08D-01 176D-01 301D-01 -10.3
20 201D-01 S12D-03 317D-01 789D-02 103D-01 -1043
30 .1€3D-01 .330D-03 253p-01 .€28D-02 .711D=-02
40 .150D-01 .278D~03 231D-01 .574D-02 .603D-02
50 144D-01 .256D-03 .221D-01 .550D-02 .554D-02
0 .141D-01 .244D-03 .216D-01 .537D~-02 .528D-02
70 .140D-01 .238D-03 .213D-01 .529D-02 .512D-02
80 .138D-01 .234D-03 .211D-01 .524D-02 .502D~-02
90 .138D-01 .231D-03 .205D-01 .520D-02 .4985D-02
100 .137D-01 .229D-03 .208Db-01 .518D-02 .490D=-02

erl:emeur en normd.

er2:erreur en nonud.?

erinferreur en normd.~

erlatlerreur en normRelative

mu: le multiplicateur dd_agrange

J(y): La valeur de la fonction pour chaque maillage

Table(6)




Temreur entre la solution exact et approchée

0075
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La vaieur de la fonction pour chaque mailiage ]
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Figure (15)

2)EN UTILISANT LE LAGRANGIEN AUGMENTE ( JMETH#0 )

Les résultats numériques obtenus par le programme PRIN2:

La table (7) et les deux graphes ci dessus [Figure(16),Figure(17)] i dessous représen-
tent la valeur de la fonction en chaque 1tération ainsi que lerreur entre deux itérations (
entre deux multiplicateurs de Lagrange) en normes:( L', L? L, relative.) et cela pour

un nombre de nocuds total égal & 60.
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i erl
1 .404D+00
2 .241D+00

- 3 .143D+00

4 .855D-01
B 5 .510D-01
6 .304D-01
7 .181D-01
- 8 .108D-01
9 .643D-02

er2 erinf alfa Iy)
.163D+00 .404D+00 .404D+00  -913D+01
379D-01 .241D+00 .596D+00 -.101D+02

.206D-01 .143D+00 .596D+00 -.105D+02

731D-02 .855D-01 .596D+00 - -.106D+02
.260D-02  .510D-01  .596D-+00 -.106D+02
923D-03 . 304D-01  .596D+00  -.107D+02
.328D-03 .181D-01  .596D+00 -.107D+02
.116D-03 .108D-01  .596D+00 -.107D+02

414D-04 .643D-02 .596D+00 -.107D+02

L’erreur entre deux itérationsiultip. Delagr.)

J(y): la valeur de la fonction en chaque
itération

l.[] : I’:[I:“[ :‘ n I]QEII]I’]
E . E ], I o r

Table (7)




—— J(y) La valeur de la fonction en chaqus
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D’aprés les résultats numériques obtenus par le progranune PRIN2 enchainé au
sous programmes SOLEXA et ERROR, la solution approchée ( calculée par le pro-
gramme PRINZ2) est trés proche de la solution exacte (calculée par le sous programme
SOLEXA) aux noeuds éléments finis

La table(8) et les deux graphes ci dessous [Figure(18),Figure(19)] représentent la
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solution exacte et la solution approchée en chaque noeud ainsi que la différence entre les

deux solutions et cela pour nnt ( nombre de nocuds total ) égal a 60.
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k]

T

La solution exacte et approchée calculée aux nceuds éléments finis

I :le numéro du neeud

xi :k coordonnées du neud

u (i) :la solution approchée au neauthéro i

uexct(ixla solution exacte au neiad

ugi)uexct(ixla différence entre la solution exacmesolution approchée

Table(8)




C solution approchée
— D solution exact

le déplacement verticl du point x
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ost S~
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ie point x
Figure(19)

La table (9) et les deux graphes [Figure(20),Figure(21),Figure(22)] ci dessous représen-
tent I’erreur entre la solution exacte et la solution approchée en normes (L, L?,L*, relative)
et cela pour différents maillages (faire varier le nombre de noeuds total a chaque fois),ainsi

que la valeur de la fonction pour chaque maillage.
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nnt

10
20
30
0
50
60
70
80
n

100

erl

442D-01
.222D01
.185D-01
A172D-01
.167D-01
164D-01
162001
.161D-01
161Dl
.160D-V1

erlerreuwr cn normd.}
€r2:erreur ca normd?

erinfarreur ca normd.”

er2

.267D-02

.625D-03
A24D-03
.366D-03
341003
.329D-03
321D-03
.316D-03
.313D-03
311D-03

eriatlemewr co nomRRelative
mu:le multiplicateur dc Lugrange assovic
J(y):Lu vdeur de La tonction pour chaguc maillage

ert
.136D-01

.350D-01
287D0l
.265D-01
.255D-01
.25uD-u1
.247D-01
245D-01
244D-01
243001

erlatl

183D-01

871D02
712002
659D-02
.635D-02
.622D-02
.614D-02
.609D-02
.606D-02
.603D-02

miy)
347D01 -10,40
150D<01 -10,43
J11ED-6) -10,50
107D-01 -10,52
.102D-01 -10,60
994D02 -10,61
.978D02 -10,7
968D02 -10,7
961D02 -10,7
957D-02 -10,7

Table (9)
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r Le multiplicateure de Lagrange
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3.3 Présentation du programme PRINS3:

Pour calculer numériquement les solutions de quelques problémes rencontrés en mé-
canique des structures avec contraintes d’égalitées en utilisant la méthode du GRADI-

ENT décrite dans le chapitre précédent., Nous avons construit un programme PRIN3
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semblable au programme PRIN1 (sauf au lieu d’appeller le sous programme OPTIL;
il fait appel au sous programme GRAD.

Fonction du sous programme GRAD:optimisation de la fonctionnelle obtenue avec

contraintes linéaires par la méthode du gradient).
Algorithme du sous programme GRAD
Lecture des données:(T",b, A, F, p, nmax, £, y)

Pouri=1,....cccccnrnninnninn , MIMax
Y =Y — pPxerar)(Ty — b)
_calcul de p ||PK9,(A,)(Py _ b)”'
Si ||p(A*y — F — q)|| < € alors .
y solution
retour
Fin Si
Fin Pour
La suite (y,)diverge
Ecri;‘e (Algorithme divergeant)
Retour.



GRAD (I'b.A.Fp.nmaxg.y)

* Y=ypP((Ty-b)

" S=p.normP(y-b)

g

Oul

S<t:/

NON

Organigramme(8): sous programme GRAD
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Programmd’RIN3

MJ\L&" oo

[ V mail ]
v
l EL j(-- EL .
] E s (rait Ios coorduonnées
GRAD ——-»[ GRAD ] Munb.'rxmbale“
v N
[ Impression de résultats. _; our chaque clement
I elemo J
| v
17 assem I
\
I cond

Qrganigramme du programnRRIN3

Organigramme(9): Programme PRIN3
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Remarque 20 Lc¢ programme PRIN3 pcut étre lui aussi cnchainné aur deux sous

programmes SOLEXA ¢t ERROR de la maniére suivante:

Programm®RIN3

| VMAIL ]

[ GRAD ]
]
[ Solexa fe
\

|

\J

[ ERROR  f———

[ Impression des résultats

Solexa

L1

Organigramme(10;:Programme PRIN3 enchainé ¢ SOLEXA ¢t ERROR




3.3.1 Exemples d’applications du programme PRINS3:

Exemple 3 Sou#t ¢ minmamuser la fonctionnelle sutvante:

J(u) =1 ffu'(z)dz — 2 f§ u(z)dx
sous la contrainte : ((P))

fo u(z)dz = —32

sachant que la solution analytique ezacte est:

u'(a:) =z - 4z

D’aprés les résultats numériques obtenus par le programme PRIN3 enchainé au
sous programmes SOLEXA et ERROR, la solution approchée (calculée par le pro-'
gramme PRIN3) est trés proche de la solution exacte (calculée par le sous programme
SOLEXA) par exemple pour un maillage fixé ( nombre de noeuds total nnt égal a 60),
on a les résultats suivants:

La table (10) et les deux graphes ci dessous [Figure(23),Figure(24)] représentent la
solution exacte et la solution approchée en chaque noeud ainsi que la différence entre les

deux solutions et cela Pour p fixé
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1 X1
1 .000D~00
2  .678D-01
3 .136D-00
4 .203D~00
5 .271D~00
6 .339D-00
8 .475D-00
9 .542D-00
10 .610D-00
11 .678D-00
13 814D~00
14 .881D-00
15 949D-00
16 .102D-01
17 .108D-01
18 .115D-01
19 .122D-0l
20 .129D-01
22 142D-01
23 .149D-01
24 .156D-01
25 163D-01
26 .169D-01
27 .176D)-01
28 .183D-01
29 19%0D-01
30 .197D-01
31 .203D-01
32 .210D-01
33 .217D-01
34 224D-01
35 .231D~01
36 .237D-01
38 .251D-01
39 .258D-0!
40 .264D-01
41 .271D-01
42 .278D-01
43 .285D-01
4 .292D-01
45 .298D-01
47 .312D-01
48  .319D-01
49 .325D-01
30 .332D-~0!
51 .339D+01
52 .346D-01
53 .333D-01
54 .359D-01
35 .366D-01
56  .373D-~01
57 .380D-01
58 .386D-01
59  .393D-0l
60  .400D-01
I :le nazud

u)
.000D-00
-.264D~00
-518D-00
-763D-00
-.999D-00
-.123D~01
-165D-01
-.185D+01
-.204D-01
-.222D-01
-.256D-01
-.271D-01
-.286D-01
-.300D-01
-.312D-01
-324D-01
-.335D-01
-.345D-01
-.363D-01}
-.371D-01
-377D-~0})
-.383D-01
-.388D-01
.392D-01
395D~ 01
397D -01
.399D-01
.399D-01
.399D-01
397D-01
-.395D~01
-.392D-01
-.388D-01
-377D-01
-.370D-01
-.362D-01
-.353D-01
-.343D- 01
-333D-01
-.321D-01
-.308D-01
-.280D-01
-.264D-01
-.247D-01
-.230D-01
-.211D~01
-.192D-01
-171D-01
-.149D-01
- 127D~ 061
-.103D-01
- 79D -00
-.336D-00
-.273D-00
.000D-00

\Xi:la coordonnée du naud

U i) :1a solutionaexacte au nacud i
Exct(i} 1a solution approchéc au nazud

L ijuexct(i) la différence entre le déplacement réel et approchée

uext(1)  ugi)uext(i)
.000D+00 .000D~00
-.267D-00  .300D-02
-324D-00  .604D-02
-772D-00  .909D-02
-101D-01  .121D-01
-124D-01  .152D-01
-167D-01  .210D-01
-.188D-01  .238D-01
-.207D-01  .265D-01
-223D-01  .290D-01l
-259D-01  .334D-01
-2715D+01  .333D-01
-290D-01  .368D-01
-303D~01  .381D-01
-316D-01  .390D-01
-328D-01  .395D-01
-.339D-01  .397D-01
-349D-01  .394D-01
-367D-01  .376D-01
-374D-01  .361D-01
-381D-01  .341D-0]
-.386D-01 .3)J6D-01
-391D-01  .2881)-01
-394D~01  .255D-01
-397D-01 219Dl
-.399D-01  .179D-01
-400D-01  .137D-0l
-400D+01 91402
-399D:01  440D-02
-.397D-01 -484D-03
-394D-01  -.546D-02
-.391D-01 -103D-01
-386D-01 -.134D-01
-374D-01  -.249D-01
-367D+01 -.293D-01
-359D~01 -.334D-01
-349D~01  -.372D-01
-.339D-01  -.404D-01
-328D-01 -.432D-01
-316D-01 -435D-01
-303D~01 -471D-0}
-273D-01 -.485D-01
-.259D+01 -.482D-01
-243D-01  -472D-01
-225D+01  -4356D-1
-207D~01 -.433D-01
-.188D-01 -.404D-01
-167D-01 -.368D-01
- 146D-01  -328D-01
- 124D-01  -.282D-01
-101D-01 -.231D-01
-772D+00 -.177D-01
-524D-00 -.120D-01
-267D-00 -.607D-02
.000D-00 .000D-00

FigureLa solution exacte et approchénamds éléments finis

Table (10)

104




-——- V(Xi) La solution approchée
uext(i) La solution exacte
o
E
E
o
Q -1 F
=2
©
3 L
E 2 Y
2 /
é 7
- s o
8 3 - \\\ s
% N P ,'/'/
< Yk e
© N~
CEE '
1 1 ° I 1 1 A
o 1 2 3 4
Le point x
Figure(23)
L]
g 0.10 - [ —— EU(xi)-uexct(xi) ]
g .
© s -
% N
3 T ' \
- 4 \
g | . \
E e
8 0.00 r - ’
o
a
¥
2
o 005 -
= \
@ " /
8 SN
5 0,10 -
'g ol e R " i 4 - 1 eswd
'E 0 1 2 3 4
-~ Le point x
Figure(24)

La table (11) et le graphe [Figure(25)] représente I'erreur entre la solution exacte et

la solution approchée en normes (L}, L%,L*,relative) pour différents maillages.
Pl ) P g
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nt erl erl ennt’ erlatl
10 .295D-01  .127D-02  .337D-G1  .123D-0I

20 179Dl H431D03  374D-01 .705D-02

30 272D01  935D-03  491D0L (10SD-01

40 .303D-01  .169D-02 .646D-01  .139D-01 -
50 439Dul 249D02  .802DU1  .168D-01

60 3L0D-01 329D-02  .930D-01  .191D-01

70 333D01 0 3%D02 IHDrw 203Dl

80 .333DU1 L.w:vbu A12D0 210D01
W ATDUL 476D02 117D+ 217D-01
100 .596D-ul .525D-02  123D+W0 .226D-01

L'erreur catre la solution exacie ¢t la solution
approcher pour chaque mailluge

Nut: nombre de nacuds total
Erl: emreur en nonne L1

Er2 : I'erreur en nonue L2

Enat’: I'erreur ¢n nombind’
Erlatl:Verreur en nomie relative

‘Lable(11)

L'erreur entre le déplacement réel et approché

er1 L'erreure L1
er2 L'erreure L2
013 erinf L'erreure Linf
0,12 - - erlatl L'erreure relatif |
0.11

0.10

0,09 s
0,08
0,07 g

0.06 rd

- N \ I
0.04 ,,(\ ‘

0.03 ‘
0.02 I
0.01

0,00 " e PR vt | i i N A

(<]

20 40 &0 & 100
Le nombre de noeuds

“igure(25)
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Pour différent maillages; (faire varier le nombre de noeuds a chaque fois), Nous avons

les résultats suivants (Pour p fixé(p=0.01 )

nombre de noeuds total La valeur optimale de la fonction

10 —10.53291801711
20 ' —10.63500994057
. 30 ~10.64911113369
- 40 —10.65964991001
50 ’ —10.64867400060
) 60 ' —10.663600806
70 —10.664392055
80 —10.664717151

Remarque 21 :Une idée pour améliorer la convergence de l'algorithme est d’introduire
des modifications sur cette méthode en faisant varier la valeur de p.
Dans ce but on a construit un sous programme GRA D2 qui sera appellé par le programme

PRIN3S ( au lieu d’appeler le sous progamme GRAD)

Algorithme du sous programme GRAD?2
Lecture des données:(I", b, A, F, p, nmax, €, y)

Pourj=1,...ccovvrrrnnnn. ,m
yaa(7) = y(5)
Fin Pour.
B QYaa) = Q(y)
Pouri=1,.ccccrrvnunnnnnnn. , Maz

calcul de ”PK”(At)(VQ(y))”
Si ”PKer(A‘)(VQ(y))” < ¢ alors
B y solution
Retour
- Fin Si
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Appel a RO
10 Y= Yad — pPKer(A’)(VQ (v)
calcul Q(y)
Tant que Q(y) > Q(vaa) faire
p=14
Alleza 10
Fin Tant que

Fin Pour. ‘

Q(vaa) = Q(y)

Fin Pour

Ecrire (Algorithme divergeant)

Retour. .
Algorithme du sous programme RO

RO (4, VQ(Y), Pker(a)(VQ(¥), €, Q(¥))
Si |Q(y)| < 0.5 alors

— 1
P = 19Q0) Peoriat, (VR

sinon
— 0.05[Q(y.
P = T9Q0)Prer(ar) (VR
Finsi
Retour
Fin.

EXEMPLE D’APPLICATION:
En reprenant le méme exemple précédent, On obtient le graphe ci dessous [Figure(26)]
qui représente la décroissance des valeurs de la fonction en chaque itération (et cela pour

un maillage fixé).
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La valeur de la fonction en chaque itération

La valeur de la fonction

10 F

-
-
-
L

-12

ltérations

Ligure (26)

Pour différent maillages; (faire varier le nombre de noeuds a chaque fois), Nous avons

les résultats sulvants:

nombre de noeuds total La valeur optimale de la fonction

10 —10.5333499578
20 —10.6370406989
30 —10.653969799
40 —10.639649910
30 —10.662222731
60 —10.663600806
70 —10.664392055
30 —10.664717151
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b

CONCLUSION

Dans ce travail, on a décrit un algorithme d’optimisation des problémes non linéaires.

Afin d’atteindre cet objectif, on a rappelé dans le premier chapitre les notions fonda-
mentales de |'optimisation et la caractérisation de I’optimum. Dans le deuxiéme chapitre
on a décrit un algorithme d’optimisation d'un probléme quadratique avec des contraintes
linéaires d’inégalités. Un théoréme de convergence a été démontré, de plus on a calculé
le rayon de convergence dans le cas des contraintes d’égalités. L’idée principale de cet
algorithme est basé sur la connection de deux algorithmes:

-L'algorithme du gradient projeté de la fonctionnelle duale.

-L’algorithme de pénalisation.

Dans le troisitme chapitre on a donné une série de tests numeériques présentant

efficacité de I’algorithme.
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Abstract

In this work we are interested by develloping an algorithm of optimisation of a
quadratique problem with contraiuts. (linearity contraints).

The notion of duality transform the problem said primal problem at a serie of
problems easy to solve

Our purpose is to construct this algorithm using the advantageous of this method
and the method of penality. .

Key words:Optimisation, duality, Lagrangian and augmented Lagrangian , con-

vexe.Analysis



Résumé

Ce travalil consiste & développer un algorithme d’optimisation d’un probléme de
programmation quadratique avec contraintes linéaires.

La dualité permet de transformer le probléme posé dit probléme primal 4 une suite
de problémes faciles a résoudre et la n.léLhode de pénalisation permet d’améliorer la_-
convergence de l'algrritlune.

Notre objectif est d’utiliser les avantages des deux méthodes précédentes.

Mots clés: Optimisation, dualité, Lagrangien et Lagrangien augmenté, Analyse

convexe.
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Résumé

Ce travail consiste a développer un algorithme d’optimisation d’un probléme de
programmation quadratique avec contraintes linéaires .

La dualit¢ permet de transformer le probléme posé dit probléme primal a une suite de
problémes faciles a résoudre et la méthode de pépalisation permet d’améliorer la convergence de
I’algorithme.

Notre objectif est d’utiliser les avantages des deux méthodes précédentes.

Mots clés : Optimisation, dualité, Lagrangien et Lagrangien augmenté, Analyse convexe .
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Résumé

Ce travail consiste a développer un 'algon'thme d’optimisation d’un probleme de
programmation quadratique avec contraintes linéaires .

La dualité permet de transformer le probléme posé dit probléme primal a une suite de
problémes faciles a résoudre et la méthode de pépalisation permet d’ameliorer la convergence de
I’algorithme.

Notre objectif est d’utiliser les avantages des deux méthodes précédentes.

Mots clés : Optimisation, dualité, Lagrangien et Lagrangien augmenté, Analyse convexe .
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