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INTRODUCTION

L’objectif de ce travail porte sur la description d’un algorithme d’optimisation capable

de répondre aux exigences de la mécanique des structures.

L’idée de base est de construire cet algorithme à partir de deux concepts: gradient

projeté et pénalisation.

Ce travail comprend 3 chapitres:.

Dans le premier chapitre, on pose le problème de recherche de l’optimum d’une fonc¬

tion définie sur un espace de Banach réflexif.

On établit les conditions nécessaires de l’existence d’un tel optimum, puis on carac¬

térise la solution du problème pour la classe de fonctions convexes et gâteaux différen¬

tiables.

On donne des conditions nécessaires et suffisantes de l’optimum dans le cas où l’ensem¬

ble des contraintes est défini par des fonctions, ce qui permet de ramener un problème

d’optimisation avec contraintes à un problème d’optimisation sans contraintes ou avec

contraintes simples.

Enfin, on applique les résultats obtenus à une classe de fonctionnelles définies sur un

espace de Sobolev.

Dans le deuxième chapitre on se concentre sur la description d’un algorithme d’optimi

sation et son application sur un problème quadratique avec contraintes linéaires (affines)
en dimension finie.

Sachant que la méthode de Uzawa qui n’est que l’application de la méthode du gra¬

dient à la fonction duale définie par le Lagrangien classique converge mais lentement.

L’application de Uzawa à la fonction duale définie par Lagrangien augmenté qui n’est

autre qu’un compromis entre la dualité et la pénalisation donne des résultats meilleures.

Dans le chapitre (3), on fait une simulation numérique (des tests ) mettant en evidence

l’efficacité de l’algorithme.
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Chapter 1

Optimisation dans le cas continu:
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1.1 INTRODUCTION:

Dans ce chapitre, on va rappeler le problème d’optimisation d’une fonctionelle définie

sur un espace de Banach réflexif X (optimisation sans contraintes ) ou sur une partie

convexe K de cet espace ( optimisation avec contraintes )
On met en évidence un résultat d’existence de l’optimum.

Ensuite, on s’intéresse au cas où la fonctionnelle à minimiser est convexe et gâteaux

différentiable où on donne une caractéristique de l’optimum.

On étudie le cas où l’espace X est un espace de Hilbert et l’ensemble des contraintes

K est défini par:

K = {v€ X,tpi (ü) < 0,1 < i < m}

avec:

<Pi 'ÿ X R,1 < i < m

des fonctions convexes.

On utilise le Lagrangien pour ramener un problème d’optimisation avec contraintes à

un problème d’optimisation sans contraintes ou avec contraintes simples.

On termine par le cas où la fonctionnelle à optimiser est de la forme:

J(u) = Jaf (x> u(x) > Vu (*))dx

avec

ÜC Rn

u : Rn — � Rm

f : n x Rn x Rm -+ R

dans un espace de Sobolev.
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Résultat général d’existence de l’optimum1.2

Soit X un espace de Banach réflexif, on note par ||.|j sa norme, et K un ensemble non

vide de X.

Soit J une fonction de K dans R, on s’intéresse au problème de minimisation

inf Jlv)
veK v ' (P)

Remarque1 En pratique K est l’ensemble des contraintes.
Et dans le cas K = X, il s’agit d’un problème d’optimisation sans contraintes.

Définition 1 On appelle solution du problème (P) tout élément u de K tel que :

3 3{y}

où

J(u) < J(v),Vv G K

on dit encore que u est minimum absolu de J dans K

Remarque 2 Maximiser J {v) sur K est identique à minimiser —J(v) sur K

On introduit les notions suivantes:

Définition 2 X étant un espace de Banach , on rappelle q’une fonction

J : X —> R

est dite semi continue inférieurement sur X (s.c.i) si elle satisfait aux conditions équiv¬

alentes:

(Ijk/a G R,{ v G X,J(v) < a} est fermé.

(2)iù G X :liminf J(u) > J(Ü).
U — *U
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Définition 3 X étant un espace de Banach , on rapelle q’une fonction :

J : X —*R= R U {+00}

est dite (séquentiellement) faiblement semi continue inférieurement sur X si

liminf J(uy) > J(u)

quand vu, — - tt dans X faible.

Dorénavant le terme séquentiellement sera omit, J sera tout simplement dite semi
continue inférieurement.[5]

Théorème 1 Soit K un ensemble non vide faiblement fermé de X, on suppose que

J : K -> R (J ï +00)

est faiblement semi continue inf érieurement et

K est borné dans X ou bien K non borné mais lim J(u) = +00
NI-00 * (U)

pour u 6 K ( J est dite coercive sur K), alors le problème (P) possède une solution

au moins.

démonstration:

Soit a la borne inférieure de J sur K (a est dans [— oo, +oo[)et (un)n6ÿ une suite

minimisante c’est à dire une suite d’éléments de K tel que:

a — lim J (un)
n— *+00 '

la suite (u„)est bornée dans K c’est évident si K est borné.
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dans le cas où lim J(u) = +oo: supposons le contraire, il existerait alors une sous

suite (un- )telle que:

(lim ||un.|| = +oo
r» — »+oo

ce qui entraînerait

lim J (un') -- +oo
n! — »+oo

d’ou a — 4-oo ce qui est en contradictoire avec l’hypothèse J +oo

la suite(un) est borné dans X, il existe donc une sous suite (u)ÿextraite de (un) (les
boules fermées sont faiblement compdct dans un Banach réflexif)qui converge vers u dans

X faible.

K étant faiblement fermé dans X on a u £ K

u1Xj — �u € K dans X faible

J étant faiblement semi continue inférieurment on a:

û 3 Os) ≥ 3 <M)

mais a est la borne inférieure de J sur K d’où

a = J (u)

ce qui prouve que a est fini et u est solution du problème (P)

Remarque 3 Ce théorème noua ossaure l’existence de solutiona pour le problème (P)
aoua les conditions citées ci dessus, or la condition de semi continuité inférieure faible

est très délicate à vérifier.

Nous allons nous intéresser alors à la classe des fonctionnelles convexes.
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1.3 Minimisation de fonctionnelles convexes

Rappelons les définitions suivantes:

Définition 4 X étant un espace vectoriel , K un ensemble non vide de X,K est dit
convexe si et seulement si:

VA G [0,1], Va:, y G K,\x + (1 — A)y G K

Nous avons le lemme suivant:

Lename 1 Tout sous ensemble convexe fermé d'un espace de Banach réflexif est faible¬

ment fermé.[6]

Définition 5 X étant un espace vectoriel, K un ensemble convexe de X, une fonction

J : K —* R

est dite convexe si pour tout x,y de K on a:

J{\x + (1 - A )y) < AJ{x) + (1 - A)J(y), VA G [0, 1]

J est dite strictement convexe si pour tout x,y(x y) de K on a:

J(Xx + (1 - A )y) < AJ(x) + (1 - \)J(y),VA G ]0, 1[

nous avons le

Théorème 2 Soit X un espace de Banach et soit:

J : X — �R = R U l+ooJ-
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une fonctionelle convexe et aemi continue inférieurement alors J est semi continue in¬

férieurement faiblement.

Maintenant, nous allons caractériser l’ensemble des solutions du problème lorsque la
fonctionnelle à minimiser est convexe, citons le

Théorème 3 Soit K un ensemble conyexe fermé non vide, et soit:

J : K —> R

une fonction convexe sur K et s.c.i (J +oo) on suppose que K est borné dans X ou

bien K n'est pas borné mais lim J(uj = +oo alors l'ensemble des solutions de (P) [dont
l’existence est assuré par le théorème (1)] est convexe.

Si on suppose de plus que J est stictement convexe alors la solution de (P) est unique.

1.3.1 Caractérisation de l’optimum

1.3.1.1)Rappel sur les fonctions gâteaux différentiable

D’abord on fait un rappel sur la dérivation au sens de gâteaux.

On désigne par X un espace de Banach et par J une application.

J : X —y R

Définition 6 (dérivée directionnelle) J est dérivable

si t expression:

(u G X) dans la directionen u

A

a une limite lorsque le scalaire À > 0 tends vers 0+.
la limite s'appelle dérivée directionnelle de J en u, elle est notée

J(u + A3>) - J(u)/(u,4>) = lim
■X-Æ+ A
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Définition 7 (gâteaux dijféientiuodite)J est difféientiaoie au sens de gâteaux (ou gâteaux

diffeientiaole) en u si on a:

(i) J (u.'ï' j existe pour tout 3' de X
(u)i‘ — • J (u. i-) est linear,t et continue

On le note génémliement encore J [u).alors J { uA- ) est aussi noté

Ciu) = J (u) 7 LIX.R)

1.3.1.2) Caractérisation d’une fonction convexe gâteaux différentiable

Pour une fonction gateaux différentiable. 1« convexité peut eue caractérisée par la

Proposition 1 Soit J une fonction gâteaux différentiable et K Z X.K conceit alors il

est equivalent de dut :

(i) J convexe sur K

I u j J{v) > J(u) - J'[u )ÿ v - u. . r u. c - lé

de me me il est équivale ut de dut :

1 1 'IJ strictement convexe sur K

( Il ')J\V)>J{u) — V - U. .7 II. V é K. U rn V

démont rat ion:

(i )=ÿ(ii )

par hypothèse on a:

J [a — A( v - u)) < A J{v) - (1 - A) J {a). :\ -ï ü. 1_

d'où
J [a — A(c — u)) — J (u) < J(t') - J{u)

A

lorsque

A - u~

9



on obtient:

(J'(u),v — u) < y(v) — J{u)

par la définition de la G-différentielle

(ü)=*(i)
on écrit (ii) pour uetu + A(u-u), puis pour v et u + A (v — u) , À €]0, 1[

J (u) > J(u + A(ü — u)) — A (J'(u + A (v — it)), v — u)

J (w) > J(u + A(i> — u)) + (1 — A) {J'(u + A (v — u)), v — u)

en multipliant ces inégalitées respectivement par (1—A) et A et en additionnant, il revient:

(1- A )J (u) + AJ (v) > J(u + A(v- u)), A €]0, 1[

c’est la relation de convexité, d’où J est convexe.

(i’)=Kü’)
pour u v on a:

J(u + A(w - it)) < AJ (ÿv) + (1- A )J (u) , A € ]0, 1[

d’où J convexe

J(u + A(v -u)- J (u){J'(u),v-u) < < J(v) - J(u)A

(J'(u), v — u) < J (v) — J(u),uÿv

On reprend la démostrartion (ii)=>(i), ici les inégalitées sont strictes d’où la stricte

convexité.
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1.3.1.3) Caractérisation de l’optimum d’une fonctionelle gâteaux différentiable

Maintenant on va caractériser la solution du problème (P) lorsque J est gâteaux différen¬

tiable.

Nous avons le

Théorème 4 Soit

J : K — + R (K convexe fermé de X)

On suppose que K est borné dans X ou bien K n’est pas borné mais

lim J(u) = +oo
||u||-»oo

Si J est convexe et G-différentiable dans X ,de différentielle J' alors les deux conditions

suivantes sont équivalantes :

(a)u 6 K est solution du problème (P).
(P){J'(u)tV — u) > 0,Vu 6 K.

Remarque 4 Si K = X , la condition (P) est remplacée par.

J' (u) = 0

Eneffet ,on peut remplacer v dans (P) par u qF v ( v quelconque dans X ) alors:

(J'{u),v-u) >0

et

(J'(u),v-u) <0

d’où

J'(u) = 0

Pour démontrer ce théorème, nous aurons besoin de rappeler la proposition suivante:

11



Proposition 2 :Si J : X —* R est convexe et G-différentiable, alors J est faiblement

serai continue inférieurement.(Pour la démonstration voir [6])

Démonstration: J étant convexe et gâteaux différentiable est faiblement semi con¬

tinue inférieurement il existe au moins une solution u du problème (P)
Supposons (a) vérifiée, alors:

J (v) > J (u) ,Vv G K

en particulier:

A 6 ]0, 1[ , Xv + (1-A) u est un élément de K, pour tout v 6 K, alors :

J (Xv + (1 — A) u) — J (u) >0,Vu€K
A

passant à la limite

A -» 0+

le premier membre converge vers

(j'(<*),»-«>

et on obtient (/?)
réciproquement:

Si u vérifie (/3) alors J éteint convexe et G-différentiable on a pour tout v G K

J(v) - J (u) > {J'(u),v - u) > 0

d’où:

J(v) > J(u),Vv 6 K

12



ce qui montre que u est solution du problème (P)

1.3.2 Caractérisation de l’optimum dans le cas-des contraintes

définies par des fonctions:

Dans cette section, on s’intéresse au problème:

æF(”)

où J est une fonction

J :Q CX R

avec X un espace de Hilbert , Cl un ouvert convexe de X et K est défini par:

K = {v €fi, <pt (v) < 0,1 < i < m}

avec les <pi fonctions convexes

K : fî C X R,l < i < m

Rappelons la définition suivante:

Définition 8 On dit que des contraintes convexes

(pi : n C X R, 1 ≤i ≤ rn

sont qualifiées si: ou bien toutes les fonctions <pit 1 < i < m sont affines, et l’ensemble

K = {v € (u) < 0,1 < i < m}

(convexe car Q, convexe) est non vide,ou bien il existe un point ù € tel que: pour tout

13



1 <i<mona:
Vi (ù) < 0

tpi (ù) < 0, ai pi n’est pas affine
U)

Nous allons rappeler les conditions nécessaires et suffisantes de minimum dans le cas

convexe.

Théorème 5 .Soit

J : cicx R

Théorèmed Une fonction définie sur un ouvert convexe Q d’un espace de Hilbert X et

K = {v e Q}(pi (v) < 0,1 < i < m}

une partie de ù, les contraintes

iPi-.ÜCX R,l <i<m

étant supposées convexes. Soit u € K un point en lequel les fonctions <pt,l < i < m et J

sont dérivables

(1) Si la fonction J admet en u un minimum relatif par rapport à l’ensemble K et
si les contraintes sont qualifiées alors, il existe des nombres A» (u) ,1 < i < m tels que les

relations de Kuhn et Tucker:

J' («)+ ê Mu)ri (u) = 0
i=1

Mu) > 0, 1 < * < m, £ Mu)Vi (u) = 0
»=1

soient satisfaites

(2) Réciproquement, si la fonction :

J .K R

14



est convexe et s'il existe des nombres A,,l < i < m, tels que les relations de Kuhn

et Tucker soient satisfaites alors la fonction J admet en u un minimum par rapport à

l'ensemble K{4]

Remarque 5 Les relations de Kuhn et Tucker expriment l’existence d'une fonction

(v) = J (v) +'$2\i (u) <p4 (v)Ju : v e Cl C X
t=i

qui dépend du point u ( par l’intermédiaire du vecteur A (u) € R+) tel que

J(u)=inf:J(v)=ïSu(u) = 0

J(u) = Ju (u)

En d’autres termes si l’on connaît le ■vecteur A (u),on est ramené à la condition nécessaire

et suffisante dans le cas convexe que s’il s’agissait d’un problème d’optimisation sans

contraintes pour la fonction Ju.[4]

Remarque 6 Les relations de Kuhn et Tucker sont à l’origine des techniques de dualité,

que nous abordons dans des paragraphes suivants.

1.4 Etude de l’optimum de J(u) = f(x,u(pc),Vu(x))dx
dans des espaces de Sobolev.

D’abord nous aurons besoin de faire un rappel sur les espaces de Sobolev.

1.4.1 Rappel sur les espaces de Sobolev :

Soient R C R” un ouvert et 1 < p < oo.

L’espace de Sobolev Wlj> (R) est défini par:

Wlj> (R) = {u : R — �R dérivable au sens faible tel que u € Lp (R) et

15



Vu € (LP(!2))”}

On note:

INI*., = (NIL + IIVuiK,)’ à i < v < +oo

llullw‘.« = max (IMILOO , II Vu||Loo) si p = +oo

dans le cas où p — 2, on note:
' W1* = H1

Si 1 < p<+oo alors WQ* (fl) est la fermeture de (fl) dans Wlj> (fl) muni de sa norme,
on dira souvent si fl est borné que u G WQ* (fl) est tel que u G Wlj> (fl), u = 0 sur ôfl
si p — 2, on notera parfois

Wo’2 = i/o1 '

WQ* (fl) = {u G Jy1** (fl) , u = 0 sur <9fl} [10]

Quelques Propriétées des espaces de Sobolev:

Théorème 7 Soit fl C Rn un ensemble ouvert et 1 < p < oo

(i) Wlj> (fl) muni de sa norme||.||lj(esl un espace de Banach qui est séparable si
1 < p < oo et réflexif si 1 < p < oo.

(ii) W1-2 = H1 est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit scalaire:

(u,v) = j u(x)v(x)dx+ J (Vu(x),Vv(x))dx[5]

Rappelons maintenant me inégalitée appellée inégalitée de Poincaré qui sera d’une

grande utilité ultérieurement

Théorème 8 (i) Soit fl un ouvert borné de Rnà frontière Lipchitzienne et soit 1 < p<oo

16



alors

Mÿ<C||VU||L,

pour tout u e WQ* (Cl) et pour un certain c > 0.

(it) Si n = l,Cl = (0,1) et u e (0, 1) alors:

Dans toute la suite, on va s’intéresser à la minimisation de fonctionnelles de type:

J(«) = fQ /.(*, u(x),Vu(x))dx

avec:

(HI) D ouvert borné de Rn à frontière Lipchitzienne.

(H2) u : Cl — * Rm et donc Vu € Rnm.

(H3) / : Cl x Rm x R""1 — ► R est une fonction continue vérifiant:

!/(*.«,01 ICI)

avec a est croissante respectivement par rapport à |u[ , |£| et locallement intégrable en x,

mais on va se restreindre au cas m=loun=l.

1.4.2 Convexité de f(x,uv)

Cas où J semi continue inférieurement faiblement

Citons le:

Théorème 9 Soit Cl C Rn un ensemble borné ouvert

f : Cl x Rm x R' -*• R

17



vérifiant les hypothèses si dessus, si J est serai continue inférieurement pour la topologie
faible* dans Wl,oa{ Cl,Rm), abrs f(x,u,.) est convexe. [5]

Remarque 7 H est clair que si J est semi continue inférieurement pour la topologie

faible dans Wlj>( Cl, Rm) alors J est semi continue inférieurement pour la topologie faible*
dans jy1,0o( Cl,Rm) d’où la nécessité de la convexité de f(x,u, .) pour la semi continuité
inférieure faible dans

Remarque 8 La condition de continuité de f peut être affaiblie en considérant les fonc¬

tions de Carathéodory.

Rappelions la définition de ces fonctions

Définition 9 Soit Cl C Rn un ensemble ouvert et soit :

f :ClxRmxRN R U {oo}

alors f est dite de Carathéodory si:
(1) f{x, .) est continue presque partout dans Cl

(2) f(.,u,Ç) est mesurable en x pour tout (u,Ç) e Rm x RN .

Cas où J Convexe

Citons le:

Théorème 10 Soient J et f définies comme ci dessus, Si J est convexe sur WQ’°°( Cl,Rm),
alors f(x,u, .) est convexe pour tout x & Cl et pour tout u G Rm. [<5]

Remarque 9 Comme la convexité de J sur WQ'P implique la convexité de J sur

alors la convexité de f(x,u, .) est nécessaire pour la convexité de J surWÿ.

Démonstration 1 De l’hypothèse (HS), on déduit que J est semi continue inférieure¬

ment sur Wù1,00( Cl,Rm), donc du théorème (2) on a J est semi continue inférieurement
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pour la topologie faible* dans WQ,00( f2,iïm), et en utilisant le théorème (9) on déduit que

f(x,ut.) est convexe.[5]

L’inverse du théorème précédent n’est pas toujours vrai, pour des contres exemples

voir: [5].

1.4.3 Semi continuité inférieure faible de J

Nous avons vu au théorème (9) qu’une condition nécessaire pour que J soit semi continue

inférieurement pour la topologie faitële dans WlJ,est que f(x,ut.) soit convexe, Nous

allons voir dans la suite que cette condition est suffisante.

Citons le théorème suivant:

Théorème 11 ; Soit fi un ouvert borné de Rn, soit :

f : Cl x Rm x RN —>R= R U {oo}

une fonction de carathéodory vérifiant :

/(*,“. C) > (*(*)>0 +HX)

presque partout dans Cl pour tout(utQ G Rm x RN , pour une certaine fonction

(*>>)"a G

et

1+4 = 1
9 9

b G Lx (Cl) et où (., .) désigne le produit scalaire dans RN .
Soit:

J JQÿX,U (*))***
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Supposons que f (x,u, .) est convexe et que

>üdans (IS{Q))m,p> 1uu

< dans (L'ifyf ,q > 1C

alors:

limrnf J (uv, C„) > J (û, C) l«5]

Remarque 10 Observons d’abord que.le cas des calculs des variations ’(i_ d)-

C = Vu êtu :Rn Rm

est contenu dans le théorème ci dessus ,en choisissant p = q,N = nm, alors la convexité

de f(x,u, .) est suffisante pour avoir la s.c.i faible de la fonctionelle

J (it) = J (tt, Vu) = J f(x,u(x),Vu(x))dx

dans

Donc: en résumant les deux théorèmes (9) et (11), on trouve q’une condition nécessaire

et suffisante pour que J soit s.c.i faiblement dans Wlj> est que f(x,u, .) soit convexe.

1.4.4 Continuité faible -Intégrale invariante

La continuité faible

Théorème 12 Soit Cl C Rn un ouvert borné, soient f et J définies comme ci dessus,
alors J est continue pour la topologie faible* sur Wl,oa si et seulement si f{x,u,.) est
affine, c’est à dire: s’il existe

g :Cl x Rm -+ R™
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et
h : fix Rm — » R

continues tel que:

/(*>“>0 = <0(*,u)iO + M*'.U)

où (., .) désigne le produit scalaire dans iî,lTO[5]

Remarque 11 Des résultats similaires peuvent être obtenus dans Wlj>, mais en posant
des restrictions sur g et h ,en particulier g (x,u) G 1/ (ft) quand u G Wlj,( ft).

Démonstration 2 La nécessité de la condition est immédiate en appliquant le théorème(9)
car si J est continue pour la topologie faible* alors J est s.c.i faiblement* et donc f est
convexe, la fonction —J est égalament s.c.i faiblement* ce qui implique —f convexe, f

et -f sont convexes cela entraine que f est affine, inverssement: si uv üdansWl,°°

alors u» — dans L°° et on déduit la conclusion de la continuité de g et /i.[5]

Intégrales invariantes:

On s’intéresse dans ce paragraphe aux intégrales invariantes, c’est à dire les intégrales

constantes une fois les conditions aux limites sont fixées.

Théorème 13 Soit ft C Rn un ouvert borné à frontière C1 par morçeaux et soit :

f : ft xRm x R™1 -> R

une fonctionC°° vérifiant :

1/ (*,**.01 < a (x, |u| , ICI)

pour tout (xt u, Ç) G ft x Rm x Rnm où a est croissante respectivement par rapport à |tt| , |£|
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et looallement intégrable en x et :

J (“) = L f (X> U (*) ’ Vu (*))dx

les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(1) J est invariante (i_e)

J(u) — constante

pour tout:

ue*uo + wÿ,00(«,-RTO)

(2) ü existe

<p : Cl x Rm — > Rn

0:ft R

fonctions p°°tel que :

df (*, u,C) = (- (x,u) , C) + divx<p (x, u) + P (x)

pour tout
(x.u.Ç) €Ü x Rm x R™

où .) désigne le produit scalaire dans Rnm et pour

st m = 1.....St n = 1
d

|ÿstn=l
divx(p(x,u) =
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en particulier si Ç = Vu alors:

f ( x, u, Vu) = (z,u(x)) + /9 (x) [5] .

Démonstration 3 (2)=ï(l)
Soit f une fonction tel que:

J (u) = (x) dx + Jÿdivxtp (x, u (x)) dx

et comme u — UQ sur dCl,nous avons par intégration par parties que J est constante.
(!)=*(*)
On suppose par exemple que m = 1.

Si J est constante alors J est continue pour la topologie faible*, et donc, il existe g et h
tel que:

/(x,u,C) =.(ÿ (*,u),0 +M*,u)

et comme f est (p°° alors g,h €<p°°

par hypothèse nous avons:

■*(“)= Jnè&(x>u)ÿ- + h(x,u)dx = cons tan te

en choisissant:

u €uo + WQ’°° (Cl, i2TO)

et

®e¥$"(n)

nous avons:

£./<«+ il*+ /„!>(*,»)£
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+ jf ~ÿh (x, u) vdxdx

m f n Q Q= Ja » [-Eâï«(*.“) + â:'1(*.«)J
on obtient alors pour tout x 6 S1 et u e R

d • n d—h (x, u) = divxg (x,u) =£ (*. u)

50ti ;

.>>>>.*»,«> =....... .......) )

i = 1, .n

nous avons :

Si<p=(<plt ■<Pn) aU)r3:

-j-h (x, u) = diu* (x, u) j divx<p (x, u)

et donc:

h (x, u) = /3 (x) + dit/* (y> (x, u))

Dans cette partie on va appliquer les résultats obtenus pour l’existence du minimum

pour notre problème:

Théorème 14 £oti Q un ensemble ouvert borné deRn à frontière Lipchitzienne,sott:

>R=R U{oo}/ : D x Rm x iTm
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une fonction de Carathéodory vérifiant la condition de coercivité

f(x,u{x)X) > a (*) + 6 ICI'

presque partout dans ft pour tout (u,Ç) € iT x ER1 et pour a G L1 (Cl) ,b > 0 et
p > 1 supposons que:

f (x,u (z) , .)

est convexe et soit :

J (u) = (xt u (a?) , Vu (x))dx

supposons qu’il existe ù EUQ + WQ* (h, JR1) tel que:

J (ù) < oo

alors:

inf [J (u) , u G uo + WQ* (ft, /T)}
atteint son minimum.[5J

Démonstration 4 Nous avons besoin uniquement de montrer que J est coercive sur
Wlj> (Çl,Rm) .

de la condition de coercivité de f nous avons pour tout u Ç. UQ + WQ*

J (u) ≥ Jÿa(x)dx + b Jn |Vu (x)\p dx

en utilisant l’inégalité de Poincaré nous avons :

11« - UOIÜ, ≤ K (l|Vu||i, + l)

on déduit que :

NIH-..» ≤ K (l|Vu|lï, + l)
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et donc:

J(u) >a|HÿllP+/9

ou a > 0 et /3 G R,et comme p > 1, l’espace Wlj> est réflexif, en appliquant le théorème

(1) on obtient le résultat.

1.4.5 Caractérisation de l’optimum

On considère toujours la fonctionnelle:

J (u) = jf / (x, u (x) , Vu (x))dx

On introduit quelques notations :

Si £ € Rnm (Ç matrice) on écrit :

ci ci

=c=

• ccr
et donc si

u : Rn — ► Rm
&U 1

dzi • * dxn

alors: Vu =

&Um
L dx\ ' 9x„

Dans cette partie, on considère le cas générale m > l,n > 1.
9um
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Proposition 3 Soit fi un ouvert borné à frontière lipchitzienne,et soit:

f :ClxRm x Rnm R

une fonction p2, supposons que ÜE <p2 (fï}Rm) est solution du problème:

|J (u) = f (x, u (x) , Vu (x))dx,u E UQ + WQ* (fi, i?m)jinf

alors u est caractérisé par: pour tout x € fi,

H"{% (*ÿ '“•v °)) + (*• v “)] = 0 [5]
l<»<m

Remarque 12 Si n = 1, (E) est réduit à un système d’équations différentielles ordi¬

naires

Si m— 1, (E) est réduit à une équation au dérivées partielles

Si m,n>l, (E) est réduit à un système d’équations aux dérivées partielles

Si m = 1 et f(x,u, .) est convexe alors on doit avoir (pourvu que f E <p2)

qui est dans le contexte d’une équation au dérivées partielles, la condition d’éllipticité

usuelle.

Remarque 13 Comme u est minimum, on doit avoir:

J < J +£<pj

pour tout q> E <p% (fi,iîm) et pour toute E R, et vue les hypothèse sur f,u, <p la fonctionelle

considérée comme fonction de e est différentiable et comme û est minimum,J +epj
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on doit avoir:

(u +eÿ)je=o = (j‘ ,yÿ
(x,u,V ü) <pt}dx

= 0

et comme f et u sont <ÿ2, on peut intégrer par parties et vu le fait que (p est arbitraire

dans ipQ(Çl,Rm) on a le résultat.

1.5 Notions générales •sur Lagrangien et point selle:

Soient V et M deux ensembles quelconques et :

L.V x M — >n

une fonction, on dit que (u, A) €V x M est un point selle de la fonction L si le point u

est un minimum pour la fonction:

L(.,A) :t> <= V — ► L{v,\) e R

et si le point A est un maximum pour la fonction:

L(u,.) : fie M — ► L (u, fi) e R

autrement dit si

sup L (u, fi) = L (u, A) =inf L (v, A)
b *
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Revenons à notre problème :

inf J (v)
veK K '

et supposons que:

1)X est un espace de Hilbert

et suposons en outre que:

2) le convexe K est définie par des contraintes convexes

K = {t> €X,(fii (v) < 0,1 < i < m}

L’intérêt de la notion du point selle est le suivant:

Sous certaines conditions toute solution u du problème (P) est également premier argu¬

ment d’un point selle (tt, A)d’une fonction convenable:

L : X x. M — ► R

(M à déterminer )
appelée le Lagrangien associé du problème (P) considéré

et réciproquement

Si (u, A) est un point selle de ce même Lagrangien L alors u est solution du problème (P)
Définissons le Lagrangien associé au problème (P) ci dessus comme étant la fonction:

— * L (v, /i) J (v) + £ iWi (v)
i=i

L(v,n) eX xR™

le deuxième espace M est donc i?+ [4]
Nous avons le théorème suivant:

Théorème 15 (1) Si (u, A) Ç X x JR% est un point selle du lagrangien L, le point u qui

appartient à l’ensemble K est solution du problème (P).
(2) On suppose les fonctions J et (1 < i < m) convexes, dérivables en un point
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u € K et les contraintes qualifiées, alors si u est solution du problème (P), il existe au
moins un vecteur A 6 Æ+, tel que le couple (u, A) G X xÆ™ soit point selle du Lagrangien

LUI

1.5.1 Fonction duale - Problème dual.

Nous avons établi que l’ensemble des solutions du problème (P) trouver u tel que:

J(u) =;nf. J(v)
K = {v G X,(pi (v) < 0,1<i<m}

coincide avec l’ensemble des premiers arguments des points selles du Lagrangien:

m

£ («, A) € X X Jïf — » £(v,A) = J (v)+ £\fp,(#)
l-l

Si donc l’on connaissent l’un quelconque disons A des seconds arguments de ces points

selles le problème (P) avec contraintes serait remplacé par le problème sans contraintes

(P*) trouver u*tel que:

uxeX
L(ux,A) = mf L(v,X)

sachant que A vérifie:

L (uA , A) = inf L (u, A) = sup inf L(v, fi)
l'tA

donc A est déterminé comme solution du problème (Q) trouver A tel que :

G (A) = sup G (fi)

A eR™
(Q)
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où l’application G est définie par:

G : R™ R

G (é0 = inf L(v,n)
v£X

(Q) est appelé problème dual de (P) et-de même pi € R™ est applée variable duale de la

variable v de X. [4]
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Chapter 2

Optimisation dans le cas discret:
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2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la description d’un algorithme d’optimisation basé

sur les deux concepts gradient projeté et pénalité et ses applications en mécanique des

structures.

Pour mettre en évidence cet algorithme, on résoud un problème quadratique avec

contraintes linéaires.

Un résultat de convergence de l’algorithme est démontré dans le cas quadratique ainsi

le rayon de convergence est calculé.

Pour simplifier le problème, on va analyser le:

2.2 Problème d’optimisation unidimensionnelle

Considérons le problème suivant :

Etant donnée une fonction / € L2(}û, 1[) sur l’intervalle [0,1], trouver une fonction u

tel que:
J(u) 2 Sa «*(*>** ~ Jov(x)f{x)dx

((P))' sous la contrainte :

So u(x)dx < c

Un exemple de situation physique où ce problème est rencontré est celui du

déplacement vertival u(x) au point x d’une corde tendue entre les extrémités x = 0

et x = 1 soumise à une densité de charge verticale f(x).
La solution de ce problème est donc le déplacement u de moyenne inférieure ou égale

à c qui minimise l’énergie potentielle élastique J(v) qui est la somme de l’énergie des

déformations JQ v'2(x)dx et l’énergie potentielle des forces extérieures JQ v(x)f(x)dx.
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2.2.1 Existence et unicité de la solution du problème

l'existence de la solution:

On pose:

= {u e HQ (]0, 1[ , u(x)dx < c}K

1°) (]Q, 1[) est un Banach réflexif.

2° .a) la convexité de K :

On a d’une part :

VA e ]0, l[,Vu1)U2 G K :\ui + (1-A)u2 G /ÿ(]0,1[)

(car i/o(]0,1[) est un espace vectoriel).
et d’autre part:

(Aui(x) + (1 — X)u2(x))dx = A jf ui(x)dx+ u2{x)dx

< Ac + (1 — A)c = c

donc K est convexe

2° .b) la fermeture deK.

Soit (un)» C K une suite de K c’est à dire :

(u,, G #o(]0,1D et [ Un{x)dx < c)
Jo

avec:

Un — * u dans HQ(]0,1[)

on montre que u G K.

On sait que u € HQ(]Q,1[) car celui ci est complet, donc il suffit de montrer que :

f u{x)dx < c
Jo
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comme Un tends vers u dans if,}(]0, M) alors:

u„tends vers u dans L2(]0, 1[)

On a:

ir-r-i - ir i'K-llin -IX <

- (Ja ~ ufdxÿ

et donc: r /o‘“tin tends vers

ce qui entraine
î/„ u < c

donc K est fermé.

IVÿTia semi continuité inférieure faible de J:

La fonction J est convexe et continue dans //Q(]0, 1[) donc semi continuité inférieurement

faiblement

2°)La coercivité de J

On a d’après Pinégalitée de Poincaré :

J {u'(x))2dx > a |M|îil0.i[

donc J est infini à l’infini c’est à dire :

lim J (u)— -t-oo
11«11—00

donc le problème posé possède une solution.
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L’unicité de la solution:

La fonction J est convexe strictement, donc elle admet un minimum unique.

2.3 Discrétisation du problème continu

La méthode des éléments finis consiste à transformer le problème continu à un problème

algébrique qu’on peut résoudre par des méthodes classiques.

Pour construire une approximation uh de u, on va choisir un sous espace de X = HQ (]0, 1[)

constitué de fonctions continues affinés p>ar intervalles, de façon plus précise: Soit N un

entier naturel et
1 (h est le pas de discrétisation)h = N+1

à ce pas h on associe les points:

cti = ify,0 ≤ i ≤ N + 1

qui subdivisent l’intervalle [0, 1] en N + 1 intervalles appellés éléments

Ki = [oÿûi+ij.O <i <N

de longueur h.

On choisit alors pour sous espace de dimension fini de X = //Q(]0, 1[) 1 espace

x„= {* e c,Q0,iD,»U.e A.» < < < N}

où Pidésigne l’espace des fonctions polynômes de degré inférieure ou égal à 1.

Remarque 14 L’espace i/o(]0,1[ est égal à l’espace des fonctions continues sur [0, 1] et
vérifie v(0) = u(l) = û

dimXh =N
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la suite des fonctions:(<pt)1<i<N définies par:

<pi(aj) = 6iJ,l<j<N

constituent une base de Xh[10]
la fonction est définie analytiquement par.

1 - six e [a»_i,ai+i]
0 ailleur

<Pi (*) =

On détermine une fonction Uh € Xh àJ’aide de ses coordonées dans la base

c’est à dire des nombres:

Ui = uh(oi),l<i<N

On approche la solution du problème (P) par la solution du problème ( Ph) suivant:

AO =inf\JQ v'h2(x)dx - /o1 vh{x)f(x)dx

sous la contrainte :

fo uh(x)dx < c

((PH))

L’existence de solutions pour le problème (Ph) :

Le problème (P/,) est un problème de minimisation d'une fonctionnelle qui est continue et

strictement convexe sur un convexe fermé d’un espace de dimension finie donc il admet

une solution unique.

L’estimation de l’erreur:

La méthode que l’on vient de décrire est convergente c’est à dire la solution uh du

problème (P>,) converge vers la solution u du problème (P) dans iPQO, 1[) :

lim||u-ut||
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De plus, il existe une constante C indépendante de h telle que, si la solution u appartient

à l’espace /ÿ(JO,1[) on a:

llu“ «*11 ≤ Ch MüJO.lf
c’est à dire que la convergeance est d’ordre 1.(10]

2.3.1 Ecriture algébrique du problème (Ph) :

JK) =\Z [£*'“*(x)dx ~ £K+l uh(x)f(x)dx]
Soit:

On peut écrire:
S=ÿ=L si * 6 [üiÿOi]

si a: € k,oi+1]
0 ailleur

<Pi (x) =

et on peut définir sur chaque élément [a,-,aj+i] deux fonctions:

*}(*) = “P
( X )

_
On a:

«î— uiÿi + U* A? — A* A?|

“UkA+ii = “.lAi + = [ -J i ]
ni

ni
n]

= [ ni u? ] [“1 i] U?h

h ni- [ «4 U? ] ni

38



f(x)UK (z) = /(z) [A* \i ]
= [ /MA; /MA? ] J

donc:

+i -i *>
-i +*J [«*£*"<»(.)*>- [w «?]

et

jT+ /(xK(x)dx = [ J£+l /(*)Aj(*)d* JTÿ1 f(x)X2i[x)dx ] J,

jT /(a:)Aÿ(«)dx = jf j
/(ar (OK- (æ (*))«**

jT+l f(x)>ÿ(x)dx = \f_x /(*{t))\j(x ( t))dt

*(0 = 5U “ *K + 5(* + *K+i

on a:

avec

On met :

*?(*)=/(»«)*?(*«)

et

alors par la méthode de Gauss on a:

f(x)*î(x)dx «| (ii) + &1 (f2)]

jfl+l f{x)>Z{x)dx « [y? (<l) + £/? (*2>]
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avec

“--““T
Rappelions qu’en utilisant la méthode de quadrature de gauss dans l’intégrale d’une
fonction g sur [—1,1] l’erreure est donnée par :

• 2S(2!)4
“ 5 x (4!)m 19(0

avec:

[-1.1] [H]

Soient:

U2

0 0.. . 1 0 . . 0
et, Bi =u =

0 0 . 0 0 0 1 . . 0

Un

h -i/ uh(xfdx = u 5Z B*
J0 »=o

JQ f(x)uh(x)dx =£ (il) + g] (i2)),|(a? (il) + 0? (is))J

B* u
I

/> h

On note:
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1 * 1 1r = Bi
1 1

et

&t =\C ô(5i (*0 + 9Î (*2)), -z(9i (*i) + 9i fc)) Bi
»=o L- ù

D’autre part on a:

iïMx)dx = sri« *] U?

■ Lin*.' «H-
On met:

'‘‘"SITU* Aî]A]
Le problème algébrique est donc:

j (u) = inf ÀvTw — b*v

sous la contrainte

A‘u < c

Remarque 15 U eut clair que la motrice T est une matrice symétrique définie positive.

Dans la suite on va s’intéresser à des algorithmes d’optimisation de fonctionnelles

quadratiques définies dans Rn avec des contraintes linéaires.

41



2.4 Lagrangien et Lagrangien augmenté:

Minimiser:
Q{y) =Wr y ~

avec des contraintes d’inégalités

Aty — F <0

(2.1)

où y,beRn ,F e Rm,
T : une matrice carré symétrique définie positive

A : une matrice de n lignes et m colonnes.

On définit le Lagrangien par:

L(yt\) = Q(y) +\t(Aty-F )

où A G -R™

Donc les conditions d’optimalité sont :

Ty + AX -b = 0

Xt{Aty -F)= Q

X > 0 et Aly - F < 0

(2.2)

et pour le cas A1y — F = 0 sont :

Ty + AX-b = 0

A*y - F = 0
(2.3)

Si la matrice T est facile à inverser on écrit :

-Aÿ-'AX = F - A'T-'b (2.4)
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sinon on préfère garder les deux inconnus A et y.

En mécanique de structure le —A représente le vecteur de déplacements et y représente

les contraintes.

On définit le Lagrangien augmenté par:

LrM = Hv,X)+ \\A‘v-ff
donc les conditions d’optimalité sont:

(r + rAA*)y + AA — (6 + rAF) = 0

A\Aty - F) = 0

A > 0 et A*y — F < 0

et pour le cas A*y — F = 0 sont :

(r + rAA*)y + AX - (b + rAF) = 0

A*y - F = 0

Lemme 2 inf (<5(î/), y € Rn et Aly - F < 0} = inf sup L(y, A)

En effet si:

Aty-F< 0

alors

sup L(y,A) = Q(y)

sinon

sup L(y,A) = +oo
\>oMK*
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On va maintenant définir la fonction duale:

Définition 10 La fonction p(A) = mfÿ L(y, A) = L(yx,X) est appelée fonction duale, yx

est l’infimum de L(y , A) pour A fixé.

On va regarder le lien entre la fonction duale et primale:

Lemme 3 Pour tout y 6 Rn et A G Rm on a:

Q{y) = J»((A) + \{y- yx)*r(y - y\) - A‘(A*y - F)

En effet:

P(A) L(yx.X) = isÿrsft - îd» + WxA -

et

AX — b = -Tyx

on déduit:
1p(X) = --yt>ryx-Ft\

et
Q(y) — p(A) = - yA)*r(y -yx) + y'pyx -b)+ F*A

et comme:
Tyx — b — —AX

d’où le résultat.

On va établir un lien entre le problème primed et le problème dual:

Théorème 16 Si la matrice T est définie positive et les colonnes de la matrice A sont

linéairement indépendantes alors:

p(X) < Q(y) pour tout y € Rn tel que A*y — F <0 et tout X € Rm, X > 0
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et on a l’égalité si et seulement si y* est la solution du problème d’optimisation et A’ est
le multiplicateur de Lagrange associé, ie

p(A*) = Q(y')

Démonstration 5 Pour A > 0 l’inégalité p{\) < Q(y) est une application directe du

lemme précédent.

Si y\‘ satisfait les conditions d’optimalité précédentes pour un certain A* et en plus vérifie

L(y\,Xm) = mfÿ L(y,A*) alors p( A*.) = d’une part, et d’autre part, Si y* est la

solution du problème primai, la condition d’optimalité pour un A* >0 est satisfaite.

2.4.1 Analyse de Lagrangien augmenté:

On va analyser l’utilisation de Lagrangien augmenté pour la programmation quadratique:

minimiser
Q(y) = y - ifb

A'y- F < 0
r5)U: ]lA-h I f”\iT

avec contraintes d’inégalités

où y,b € Rn , F £ Rm, et T est une matrice denxn, symétrique dé A est

une matrice de n lignes et de m colonnes avec n > m et les colonnes sont linéairements

indépendants. Le principe de décomposition des coordonnés conduit à l’introduction au

problème équivalent:
Q{y) avec contraintes

- q< 0

A'y - F - q = 0

On introduit une variable de saut pour rendre les contraintes d’inégalitées à des

contraintes d’égalitées plus une contrainte simple q < 0 facile à dualiser. Maintenant on

va utiliser Lagrangien augmenté.

(2.6)
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Lagrangien classique est:

Hv,q, y) = Q(y) + y‘(A‘y - F -q) (2.7)

et Lagrangien augmenté est:

LT (y,9, n) = L(y, q, fi) + T- \\A*y -F- ç||2

Dans la section suivante on démontre la convergence de l’algorithme de Uzawa appliqué

à des problèmes quadratiques avec des contraintes d’inégalitées.

2.4.2 Convergence de l'algorithme de Uzawa avec contraintes

d’inégalitées.

On va établir l’égalité de point selle de Lagrangien et de Lagrangien augmenté:

Proposition 4 Soit (y*,9*, A4*) te point selle de Lagrangien augmenté Lr(y,q,n) alors il

est le point selle de Lagrangien L(y,q, g).

Démonstration 6 Rjaut noter que la minimisation de Q(y) avec les contraintes définies

précédement est équivalente à la minimisation de:

Qr(y,q) = Q(y) +\||.A*y -F- çf (2.8)

avec les mêmes contraintes. La minimisation de Qr avec ces contraintes est exactement
le problème de Lagrangien augmenté.

Le point selle de Lr est caractérisé par:

V6y€R’‘,ÿ(y;,q;,K)Sy = 0 (2.9)ày

dLr (2.10)(yr‘»9r‘./0<59 > 0V<5q — q — q* avec q*,q < 0, dq
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ÜL..
7tV F"‘.--iy;..q;..y:)tu 0

On calculé u-s dédîtes partielits de. L,

O l

<hrLty - f'J'Jy -b)~ éy'Afj - rty’ A(Af y - F - q) iï.12)
Oy

ÔLr
i'q — -èyp - rCq(Aly - F - q) i > /aq

OLr
éfj = tu’ [A1 y - F - y)dy

donc ou a:

A’ y: - F - q‘=ù

Zyl - 6 - .dp; = u

T q < u. — [q — y,! )rp,*. U. ticec y" < 0

Les trois dernières conditions caractérisent oie n le point se Ile de Layrunyien L(ij.q.y).

L'algorithme de Uzawa pour Lagrangien augmente:

Maximiser la fonction:

Mp ) = inf ' Lr{y. y. p ) , y L R"'.q < u. y û Rn •

en utilisant la méthode du gradient.

Théorème 16 :0n pose
rr = r - /\4.4f

id. lô)
br = h - MF
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La description de l ’algorithme de Uzawa

On calcul les yn,qn solutions de:

1)rr2/n -br- rAqn + Apn = 0

' 2 )(q - qnYiVn + riA'y» -F- qn)) < 0

pour tout q < 0
(2.16)

et pn+1 solution de

3) Pn+1 = Pn + PniAtyn ~ ~ qn)

SiO < a < pn < P < 2r, la suite (y,,, qn, Pn) caractérisée par l’algorithme est convergente.

Démonstration 7 Soit p = pn, alors pr{pn) — Lr{yn> Çn, Pn) oùyn)qn sont caractérisés

par :

=0

-qn)ÿ 0 pour tout q < 0 ; qn < 0

La positivité de la matrice V implique l’unicité de (yn,qn)•
La condition = 0 donne la première équation de l’algorithme; la condition q —
qn) > 0 donne la deuxième équation de l’algorithme.

Le gradient de pr(p) est:

dPr{Pn) c QLr, scàP = dpdp

avec yn>qn satisfont:

Lr(yn,qn,Pn) = Pr(Pn)

donc de (2.14) on a:

-'4— */•= -F -la)dp

Les formules précédentes peuvent être facilement vérifiées dans le cas des contraintes
d’égalité.
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Il est clair maintenant que:

est bien définie.

le point selle est caractérisé par:

Try* —br— rAq* + Ap.' — 0

(9-î‘)V+r(AV-F-g*))< 0
(2.17)

ou

A'y* - F -y = 0

On pose

yn=yn-y‘,qn=qn-qé etnn=nn-n
par soustraction des équations (2.16) des équations (2.17) on a :

/Vt-l=Pu +Pn(A* Sfo ~ 9n)

et
22 2

+ 2p„p* (v4* yn-q„)+ pl A‘ yn - q„ (2.18)Pn-t-1 = P*

On choisit q = gn dans /a deuxième inéquation de (2.17) et q = g* dans Za deuxième

inéquation de (2.16) et on les additionne on a:

- q*n (Pn +r(A‘3/n “ 9n)) < 0

OU

9ÿ« +»•£ (A* yn - gn) > 0
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par soustraction la première équation de (2.16) de la première équation de (2.17) on a:

Tr yn -T A qn +A pn= 0 (2.19)

la formule

rr = r + rAAt

donne

T y» +rA{At yn - qn) + A pn= 0 (2.20)

on multiplie par — yÿon a:

-Vn r yn -r MA* Vn - qn)~ y*n A pn= o (2.21)

on ajoute (2.21) à (2.18) on obtient:

2

-y*n r Vn +(9«-yn A) Pn ~r A* Vn ~ >0

d’où
|2

(?« -Vn A) Pn>vh?Vn +r A* yn -çj

on substitut cette inéquation dans (2.18) on a:

2 22

< -2Pn yl r yln +(pl - 2rpn) A‘ yn\Pn+i - Qn\Pn

la suite pn est décroissante si

2y‘ r yn
Pn - 2r < 2 >Pn ≥ 0

A* Vn ~ Qn
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2
en particulier si 0 < a < pn < (3 < 2r, la suite pin est strictement décroissante.la suite

2 2— /ij tend vers zéro, d’où:/Vfi

A r yn-ÿ 0

\A?yn ~9n 0

d’où
y»-* 0

. qn-> o
et comme les colonnes de A sont linéairement indépendantes :

Mn-0.

Remarque 16 1) La démonstration a été élaborée de façon à élargir à des problèmes

non linéaires.

2)Pour appliquer cet algorithme ü faut résoudre à chaque itération les systèmes non

linéaire en y et q.

La deuxième équation de (2.16) s’écrit aussi

{rq- — F) — rqn) < 0

c’est à dire:

rqn = P-(j*n+ r(AtVn ~ F)

avec:P_ défini par:

{P-(x))i = min(zi,0);1 < i < m

Dans cette section on va calculer le rayon de convergence de l’algorithme de Uzawa

appliqué à des problèmes quadratiques avec contraintes d’égalitées afin de voir la bonne
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convergence de l’algorithme.

2.4.3 Rayon de convergence de la méthode de Uzawa

Dans cette section on va appliquer la méthode de Uzawa pour minimiser :

Q(y) = Wrv ~ Vth
(2.22)avec des contraintes d’égalités

A*y - F = 0

Il est intéressant de remarquer que l’introduction du variable de saut et la contrainte

q = Û ne change rien dans la condition du point selle de Lagrangien augmenté.

Lagrangien augmenté du problème original est :

Lr(y,q,A) = 1.(3/, A) = Q(y) + \'{A'y - F) +|||/t*y -ff (2.23)

L’algorithme de Uzawa consiste ici à résoudre itérativement:

dLrV6y e Rn : -ÿ-6y = 0
oy

c’est à dire :

rrî/n ~ br + AXn — 0

avec:
rr = r + rAAt

br = b + rAF

et

Xn+l =K+Pn(Atyn~ F).

dPr dLr.dx6x = -âxÿ'x)
L’optimum (y*, À*) satisfait la condition :
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rry* -br + AV = 0

Ay* - F = 0
(2.24)

ou

\' = Y +pn(Aty'~ F)

Si on pose

î/n— ÎAi y ) An— Aa — A

on obtient :
V+i=A„+pnAt yn

rÿyn +A An= o
(2.25)

On considère le problème des valeurs et vecteurs propres :

trouver (a»,u;<) tel que:

AAtw, = <*1ÿ (2.26)

donc

rrWi = (1 +rOj)rttij (2.27)

c’est à dire que le tu* est le vecteur propre associé à la valeur propre:(l + rcÿ).
On multiplie la première équation de (2.25) peu: A et on pose pn= A\n on obtient:

Mn+i=f*_n +PnAA* Vn

Tr Vn -I- pn= 0
(2.28)

On élimine yn de la première équation de (2.28) par l’utilisation de la seconde

Pn+l=Pn ~PnAAtVr 1 /in

on a:

AA'Fz'Twt = — - ■ Twi1 + rOi
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On décompose le vecteur pn suivant la base Tto» :

/ÿn=XX Tuji

on déduit que :

Mn+l /4 Pn x + ra_ Pn

ou

-Pnlÿtra)p\
Il est évident que pln— * 0 si et seulement à :

ou"Kl ~Pn < 1
1 +raj

pour (Xi > 0 L’ inégalité droite donne seulement pn> 0 et l’inégalité gauche donne:

pn < 2(— + r) pour 1 < i < N
a*

ceci est équivalent à pn < 2(ÿ+r) où est la plus grande valeur propre. En choisissant

p = r on obtient :
1/4+i= /41 +rcti ~

Si r est suffisament grand l’algorithme converge mais la solution yn de:

FrVn -br + AXn = 0

est mauvaise car Tr est mal conditionnée.
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Pour r fixé, le p optimal se calcule de la fonction:

c’est à dire pûpl est l’intersection de :

et

donc
2 + r(gt -H aN)

2raiaN + (ax + aN)Popt = r +

pour ce choix de p on a :

1 -
p'n pour 1 < i < NA» < t

1 + + 2rax

et dans ce cas

Popt > Tr¬

et la convergence est plus vite que pour p — r. Malheureusement le choix de pÿ est

seulement théorique: ai et aÿ sont généralement difficiles à évaluer.

Pour r = 0 (la méthode de Uzawa pour Lagrangien classique)

2
Popt =

ai + aN

donc

UJ<Y— ÎÏÂ pour 1 < » <
I I as

Dans le cas est très petit le rapport de convergence est proche de un. La méthode

est impraticable, ceci montre bien l’intérêt de Lagrangien augmenté.
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2.4.4 Remarque sur le problème des valeurs propres

Si on multiplie à gauche l'équation suivante par tr:

a , — u , r u

on déduit que u, > 0.

Certaines valeurs propres peuvent etre nulles: en effet, comme .-l est une matrice

d'ordre n et de m colonnes linéairement indépendantes (n > m). L'espace associé aux

= 0 e»t le novau de ,-ir.

A y = ù implique y = u et donc: d.-Ct* u implique que ir -£ Ae/vF. d’autre pan

il,,-. lin A et donc la décomposition:

U t

l'a-.

implique avec le vecteur propre u a

uü uuhau ile» vecteurs propres sont F orthogonaux

Puisque. p„= .1 A„alors üQ.-I A„- 0 pour uu dans le noyau de .P donc --- u. Finalement

n'a pas de composantes dans le noyau de .F donc les valeurs propres utilisées dan»

l’analyse de l’algorithme sont strictement positives.

Il est clair que l'utilisation des vecteurs propre» est purement théorique.

Algorithme du gradient2.5

On sait que »i . I est une matrice de a ligne» >.-i ni colonnes. alors :

PL = Lui. A) -p A'tr(.-F)



Soit le problème suivant:

Minimiser:
Q{y) = tyry -

avec des contraintes d’égalités.

A*y - F = 0

On définit l’algorithme suivant :

On part d’un point y(0\ tel que Atyÿ = F

donné par:

,<«ÿ>) = ÿw-/ÿM)(VQ(!r)) ((2.29))

où PÿaiA*) est l’opérateur de projection sur Ker(At)

2.5.1 Motivation de l’algorithme:

Si y est solution du problème posé alors :

3A € Rm tel que : (y, A) soit point selle de:

L(y, A) = jVr»- y‘b + A* {A‘y -F)
ce qui implique:

Ty - b + AX = 0

c’est à dire:

ry - b = -AX = A(-A)

et ce qui est équivalent à dire:

VQ{y) = ry-beIm{A)

ce qui implique

iW)(V<?(y)) = 0
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donc

y = y- VQ (y)) ((2.30))

ce qui explique (2.29)

2.5.2 Etude de la convergence de l’algorithme:

Des deux relations (2.29) et (2.30), nous avons:

-pfl»n«)(vç(ir)-v«(»)f
= II/0 - yf - 2p{/»- y, VQ (y*) -VQ(y)) +
/ ||fl_n.)(VQ (v*) - JW)(VQ(y)f

-y

on pose :

e(n) = y{n) _
y

d’une part nous avons:

||>W.,(VQ(y“)-iW.)(V<?(v)f < l|VC?(y“)-V(?(y)||2
= «r (*“-«)!*
< ru2||v(“)-!/||2

d’autre part : l’opérateur FÿIA1) est un opérateure symétrique,c’est à dire:

Vz.y € Rn\ (®, PvsaÿV)) = (î/,iW*‘)(aO)

donc:

(/‘’-y.JWrfVÇfy'J-VÇty)) = (lUtA.)(y™-y)yQ(yn)-VQ(y))
= {yW-y,V(3(y“)-V<J(y))
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= (v'-’-v.rfyW-j,))
> a |y*n) — ÿ||2

donc

K-f ≤ ||e<1%pW|Mf-2H|e‘ir
= (l+p2||rf-2pa)|eWf

on peut choisir p de telle sorte que 1*+ p2 ||r||2 — 2pa soit inférieur à 1.

il suffit de prendre :
2a

0 <p<

avec ce choix de p l'algorithme converge.
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Chapter 3

Simulation numérique:
0

«

I

!

:
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Nous avons construit un programme PRIN1 pour calculer numériquement les solutions

de quelques problèmes rencontrés en mécanique des structures avec contraintes linéaires

en utilisant la méthode du Lagrangien augmenté décrite dans le chapitre précédent.

3.1 Présentation du programme PRIN1:

Le programme PRIN1 comporte les étapes suivantes:

a) Lecture des données: permettant la description du maillage élément finis;

Coordonnées des deux bouts de lâ frontière de l’intervalle.

nombre de noeuds toted des noeuds éléments finis.

b) Construction de la table des coordonnées des noeuds éléments finis ainsi que la

table de connectivité des éléments.

c) Construction des matrices de rigidité élémentaires, des matrices des contraintes

élémentaires et vecteurs élémentaires puis assemblage de ceux-ci pour former la matrice

de rigidité globale , la matrice des contraintes globale ainsi que le vecteur global.

d) Optimisation de la fonctionnelle obtenue ( avec contraintes )
Pour réaliser toutes ces opérations, on a construit une bibliothèque de sous pro¬

grammes, présentons les successivement:

Sous programmes utilisés par le programme PRIN1:

VMAIL: lit les données permettant la description du maillage éléments finis, ensuite

génère les noeuds par interpolation linéaire, construit et imprime les tables de coordonées

de noeuds globales et de connectivité des éléments.

EL:lit les paramètres physiques, puis fait appel pour chaque élément, aux sous pro¬

grammes suivants:

ELEMO: construit la matrice et le vecteur élémentaire après avoir calculé leur coéf-

ficients par le schéma d’intégration numérique de Gauss [11]
ASSEM: Construit la matrice étendue (resp.le vecteur étendu) par expanssion de la

matrice élémentaire (resp. le vecteur élémentaire) et la matrice des contraintes grâce à
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des insertions de lignes et de collonnes (resp. de composantes ) de zéro.

additionne les matrices et les vecteurs étendus

(Ces deux étapes sont effectuées simultanément)
COND: Les conditions aux limites sont introduites:

Dans le cas homogène ix(0) = 0, u(l) = 0 : On remplace les éléments de la première

ligne, la dernière ligne, la première colonne, dernière colonne de chaqu’une des matrices

globales (de rigidité et des contraintes) par des zéro et pour le vecteur globale, on remplace

sa première composante ainsi que sa dernière composante par zéro.

Dans le cas non homogène( u(0) = a, u(l) = b ): On modifie le vecteur force.

OPTI1: optimisation de la fonctionnelle obtenue avec contraintes linéaires par l’algorithme

décrit ci dessous:

Algorithme du sous programme OPTI1:
Lecture des données:(r, b, A,F,p,r, nmax, e, p,q, y,nldiv,n‘2div)

calcul de Tr = T -f rAA*
calcul de br = b + rAF

Pour i=l,

calcul de An
Appel du sous programme QY(rr, br , Ap, p, q, y,e,n max,r,nldiv)
Si nldiv = — 1 alors

n2div = — 1

(algorithme divergeant)
retour

,,nmax

Fin Si

A* = I* + P(A‘y- F - q)
calcul de \\p(Aty — F — q)||
Si \\p(Aty - F — q)|| <e alors

(q,y, p) solution

retour
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Fin Si

Fin Pour.

n'ldiv — — 1

Ecrire (Algorithme divergeant)
Retour.
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OPTll(r, k, AJf, p, r, uiu,£,jt,<J |
>x-XfrX-XpMCcÿx-x-xÿx.x-X/*x<-Xv-x-xÿx-xÿX'4frX-XfrX0ÿXÿx*x-x-x-x-:-xÿx-x««*x-XfrKfrXÿxÿ-x.xÿ

Diacaiion H»*), b(n) , F(m), A(a,m), JI(«X *(») , l(»), Aÿ(M)

Début

Calm1 de r,-r-HAAt
Calcul de b, =b+rAF

t
1-1. ...,nm«

♦

î
Calcul de Afi

i
APPEL à QY

ouin2d»v=-l

Non

jiÿ+ptAV-F-q)

1 '
Sÿuonu (p(A'y-F-q)

Oui
s< £ *ÿ

Non

n2div=-l
>

Omaiammt du tou» programme OPT11
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Algorithme du sous programme QY
-Lecture des données:(rr,&r, An,y,,q,y,£,nmax,r,nldiv)

Pour j = 1, yiimax

Pour i=l,

9ow(i) = q(i)

,m

Fin Pour

Résoudre le système linéaire Fr y=br + rAq — Ajj. (Appel au sous programme

Gauss)

H = fi + r{A'y- F)
Pour i=l

q(i) = min(0,
Fin Pour

calcul de ||ç — ÇOM||
Si ||q -qud\\ -<£ alors

(ç, y) solution

retour

m t

Fin Si

Fin Pour

nldiv = — 1.

Ecrire (Algorithme divergeant)(g„, y„)diverge

Retour
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QV (Tr,h, ,AJ, Ajiÿi , q, yjrÿt, uinÿ , Bdtv) lS
yyyyA-:->yyyMyyyÿÿyyÿyyyyyMwyyyy.<-i</yyyjÿ:ÿy-yyyyÿyyyyÿyJ-yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyÿ.yyyyyyyyyJi.:ÿ:.-..-M:.:..-

DiBCBitoa !>,»), !>,<ÿ), i(m), A(bÿb), AJS(B) , 4(01) , ),j(n), Jltp),v<i«)
:-:

Début

>r\ à=l.. ~.m

jr

V (i)=q(i)

I*<c >1-1,. .,nmax

V
Résoudre le système linéaire

T jHï,+rAq-Ap. (gauss)

±
V— p.+iÿA'y-F)

ï >< 1-1 m►

u
qÿUÿmntO.l/r V(i)

±
S=monn(q-<]dd)

Oui
8< C >ÿ

Non

><1-1, jn

1 r
eu, (i>q(i)

V

ndiv--l
udiv-+l

■*retour

Organigramme du igQg programme QY

Organigramme (2)



Remarque 17 -Pour calculer la somme , la différence de deux vecteurs on a construit
un sous programme appellé somvct

-La transposée d’une matrice est calculée en appellant le sous programme Transp.
-La somme ou la différence de deux matrices est effectuée en appellant le sous pro¬

gramme somatr.
-le produit de deux matrices est calculé en appellant le sous programme Promat.
-Pour calculer la norme d’un vecteur on a construit un sous programme appellé

norvct.
-Pour résoudre le système linéaire rencontré dans le sous progmmme QY on fait appel

au sous progmmme Gauss.[4]

Maintenant, on va présenter l’organigramme du programme PRIN1.
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Programme PRIN1

jLuPour LD DM dt e tf donné

I
V mail

I 3EL EL

ï Extrait les coordonnât
de nœud élémentaire

[ Opd î de la table globaleoptl X■>

\T
chaque élémentf>ÿ

Impression de résultats.

.V.

1dons

J!
assent r

T

Icoud

Oryiignÿmÿ dij programme PMN1

Organigramme(3):Programme PRIN1
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Afin de vérifier la performance du programme PRIN1 nous proposons des tests d’

applications où nous sommes en mesure d’avoir une solution analytique.

A ce propos, nous avons besoin de rajouter quelque sous programmes à notre biblio¬

thèque .
Dans ce qui suit nous allons donner leur noms ainsi que leur fonctions

Sous programme SOLEXA: Calcul la valeure de la solution exacte au noeuds

(éléments finis)
Sous programme ERRORExtrait la solution exacte (sortie du Sous programme

SOLEXA ) et la solution approchée (sortie du programme OPTI1) puis fait appel aux

sous programmes suivants:

Sous programme Ll:Calcul l’erreur entre la solution exacte et approchée en norme

L1

Sous programme L2:Calcul l’erreur entre la solution exacte et approchée en norme

L2.

Sous programme Linf:Calcul l’erreur entre la solution exacte et approchée en

norme L°°

Sous programme Relat:Calcul l’erreur entre la solution exacte et approchée en

norme relative.

Ces sous programmes ont été enchainés au programme principal de la manière suiv¬

ante:
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Programme PRIN1 >;

±
VMAIL

y
iEL

I
IOPT11

V

iSoieu Soiexa

1 Calcul de la valeur de la solution exacte
ai iv rwviute

ERROR

T

IImpression des résultats

i ERROR

Extrait la solution exacte et approchée

i i i
RELATL2 LUL1

OrgaagnmnK du programme PUNI oduîntt aux pignmmcs, SOLlXAciEKlQK

Organigramme(4):Programme PRIN1 enchainé à SOLEXA et ERROR
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3.1.1 Exemples d’applications du programme PRIN1

Exemple 1 Soit à minimiser la fonctionnelle suivante:

J(u) = * JQ u'2(x)dx - 2 /04 u(x)dx
sous la contrainte :

So u(x)dx < -f
(P)

sachant que la solution analytique exacte est:

u(x) = x2 — 4x

Pour un maillage fixé ( nombre de noeuds total égal à 60 ), la table (1) et les troix

graphes ci dessous [Figure(l) , Figure(2), Figure(3)j représentent la valeur de la fonction

en chaque itération , l’erreur en normes (L1, L2, L°°,relative) entre deux itérations

(deux multiplicateurs de Lagrange), ainsi que le multiplicateur de Lagrange associé.
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cnnf My)i cri cr2mn

0,5960 0,4040 0,1630 -9,141 0,4040

2 0,3550 0,2410 0,0580 0,2410 -10,1

3 0,2120 0,1430 0,0206 0,1430 -10,5

0,1260 0,0855 0,0073 0,08554 -10,6

5 0,0754 0,0510 0,0026 • 0,0510 -10,6

6 0,0450 0,0304 9.23E-4 0,0304 -10,7

7 0,0269 0,0181 3.28E-4 0,0181 -10,7

0,0161 0,0108 1.16E-4 * 0,0108 -10,78

0,0097 0,00649 4.13E-5 0,0064 -10,7

I : le mÆuao dc1’kdrcOoc
crl J’cnrcur cn Doom LI
<rZ : farcur «a norme L2
«W:i’ erreur en norme Liof
J(J) ii velcix de U fonction en cheque eermuu

: le multiplicauur de Legrauge euoài cn cheque
iteration

Tkble (1)
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0.7 L* multiplicateur de lagrange en
fonction des itombons

■V 0.6
§
X 0.5

I «&
J!

0.3-8
£
£ 0.2-t 0.0

2 6 a 104

Itérations

Figure(3)

D’après les résultats numériques obtenus par le programme PRIN1 enchainé aux

sous programmes SOLEXA et ERROR, la solution approchée (calculée par le pro¬

gramme PRIN1) est très proche de la solution exacte (calculée par le sous programme

SOLEXA ) par exemple pour un maillage fixé (nombre de noeuds total nnt — 60),on

a les résultats suivants:

La table (2) et les deux graphes ci dessous [Figure(4) , Figure(5)] représentent le dé¬

placement exacte et approché en chaque noeud ainsi que la différence entre les deux

déplacement.
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1 »0 uext (i) iu() -uext (i)xi. G00D+00. 678D-01
.136D+0G. 2 03D+00. 271D+ÛÛ
. 339D+00
. 475D+00
.542D+00
. 610D+00
.746D+00
.814D+00.881D+OQ
. 949D+ÛÛ
.1Û2D+01.115D+01
.122D+01.129D+Q1
.136D+Û1.142D+Û1.149D+01
.156D+01.169D+01.176D+01.183D+01.190D+01.197D+01. 203D+Û1. 210D+01.217D+01.224D+01
.231D+01
-237D+01.244D+Q1
.251D+01.258D+01. 2 64D+01. 271D+01
.278D+01
.285D+01. 292D+Û1.298D+Û1.3Û5D+01.319D+Û1.325D+01
.332D+Û1
.339D+01.34 6D+Q1
.353D+01. 359D+01. 366D+01
.373D+01.38ÛD+01.366D+01
.393D+01. 4 00D+01

.ÛÛOD+OO
-.268D+00- . 527D+ÛÛ
-.777D+0Û
-.102D+01-.125D+Û1

168D+01
-.189D+01
-.208D+01
-.244D+01
-.261D+Û1
-. 277D+01
- . 2 91D+Û i

1 . OÛOD+QÛ
-.267D+00
- . 524D+ÛÛ
-.772D+0Û

101D+01
-.124D+01
-.167D+01-.188D+01-.207D+01-.243D+01
-. 259D+01
-. 275D+01-.29ÛD+ÛI
-.303D+Q1-.328D+01
-.339D+01

34 9D+-01
-.359D+01
- . 367D+01
-.374D+01
-.381D+01
-.391D+Q1
-.394D+01-.397D+01
-.399D+Û1
-. 4 00D+01-. 4 00D+01-.399D+01
-.397D+01
-.394D+01
-.391D+01
- . 386D+Û1
-.381D+01
-.374D+01
- . 367D+01-.359D+01
- . 349D+01
-.339D+01
-.328D+Û1
-.316D+Û1-.303D+01
-.290D+Û1
-. 259D+Û1
-.243D+01-.225D+01
-.2Q7D+01

188D+01
-.167D+01
-.146D+01

124D+01
101D+01

-.772D+00

.ÛÛÛD+OO
-.1670-02
-.328D-Û2-.483D-Û2

633D-Û2
-.777D-02
-.1050-01.
-.1170-01
-.129D-01
-.152D-01
-.I62D-01
-.1720-01
-.161D-01
-.190D-Û1
-.205D-01
-.2120-01
-.219D-01
-.224D-01
-.230D-01
-.234D-01
-.238D-01
-.2440-01
-.247D-01

2
3
4
5
6
8
9

10
12
13
14
15
16 -. 3Q5D+01

-.3300+01
-.341D+01
-.352D+01
-.361D+01-.369D+Û1
- .37 6D+01-.383D+Q1
-.393D+01*
- . 397D+01

8
19
20
21
22
23
24
26
27
28 -.400D+Û1 -.248D-Û1
29 -. 4Û1D+01-. 4 02D+01

-. 402D+01
-. 401D+01- . 400D+01
-.397D+01
-.393D+Q1
-.389D+01
-.383D+01
-.37 6D+01
-. 369D+Û1
-.361D+01 '

-.352D+01
-.341D+01
- . 330D+Û1
-.3180+01-.305D+Û1
-.291D+01-. 261D+Q1-.2 4 4D+Q1
-.227D+Û1-. 2 08D+01
-.189D+01
-.168D+01
- .147D+01
-.125D+01
-.1020+01
-.777D+00
-.527D+GÛ-.2 68D+Û0. OOOD+OO

-.250D-01
-.250D-01
-. 250D-01-.250D-01
-. 248D-01
- .247D-01-.244D-01
-.242D-01
-.238D-01
-.234D-01
-. 230D-01
- .224D-01
-.2190-01
-.212D-01-.205D-01
-.198D-01
-.190D-Û1
-.181D-01
-.162D-01-.152D-Û1
-.141D-01
-.129D-01
-.117D-Û1
-.105D-01
- . 915D-02
- .777D-02-.633D-02
-. 4 83D-02
- . 328D-02
-.167D-Û2

.OOOD+OO

30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

• 43
44
45
46
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57

CO 4n , /"\ A-.5ÿ JJTüU58
59 -.267D+00.OûûD+OO60

I a vnlutinn piurtp et approchée calculée aux
nœuds élpmpnts; fini»

1 :1e nunéro du nœud
xi :1a coordonnées du nœud
u (ti) :1a solution approchée au nœud numéro i
uexct(i}la solution exacte au nœud i
u(xi)-ueict(iÿla différence entre La solution exacte
et U solution approchée

Table(2)
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-u(xi) La soiuiton approchée
-uext(i) La soiuiton exacte

û
X

1
°- -1
■3
g
I 3

S
6 3O -J

5-
T)

5 -4

û 2 3I 4

Lepoint x

Figure(4): représente le déplacement réel et approchée d’un point x

|-E u(xi)-u«xct(i) |ig. Q.ÛÛÛ

Tjj -Ü.ÛÛ5

|
E -o.oio

fi

f-
±

0.015

I
O

-0.020

g
§ -0,025

£« 2 3Û 1 4
Jj Le point x

Figure(5)
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La table (3) et les troix graphes ci dessous [Figure(6),Figure(7),Figure(8)] représentent

l’erreur entre la solution exacte et approchée pour chaque maillage, le multiplicateur de

Lagrange associé à chaque maillage en normes (L1 , L2 , L°° , relative), ainsi que la valeur

de la fonction pour charpie maillage.

nnt erl
10 443D-01

erlatl
268D-02 739D-01 184D-01 348D-01
er2 erinf J(y)mu

105D+02

.223D-0120 633D-03 353D-01 876D-02 151D-01 105D+02

30 . 186D-01 431D-03 289D-01 .718D-02 .119D-01 -.106D+02

174D-01 372D-03 267D-01 .664D-02 108D-01 -107D+0240

.168D-0150 347D-03 258D-01 640D-02 103D-01 107D+02

60 .165D-01 334D-03 252D-01 .627D-02 101D-01 I07D+02

70 164D-01 .327D-03 .249D-01 620D-02 990D-Ü2 -.107D+02

80 .163D-01 322D-03 .247D-01 .615D-02 .980D-02 -.107D+O2

90 .162D-01 319D-03 .246D-01 611D-02 .973D-02 107D+02

100 .162D-01 317D-03 245D-01 609D-02 968D-02 - 107D+02

I .’erreur pirtrp la snhrrinn etartp et appmfhw»
Pour chaque maillage

nnt:nombre de nœuds total
erl erreur ennomieL1
er2:erreur en normeL2
erinf erreur en normeLx(Linf)
erlatlerreur en normeRelative
mu: le multiplicateur de Lagrange associé
J(y): la valeur de la fonction pour chaque maillage

Table(3)
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er1 L’erreur L1
-er2 L’erreur L2
-erinf L’erreur Linf------ertat! L’erreur relauf

T5 o.ow r
B C.075 -
jj Q.Û70 -
«<D 0.065 -
o 0.Û6Û -

0.056 -
« 0.050 -
g 0.045 -
§ 0.Û4Q -
S 0.035 -
■f. 0.030 -
$ 0.025 -

0.020 -
Jj 0.015 »

ft 0.010 -
5 0.005 -
? 0.000 -

\

0 20 40 60 60 100

Le nombre be noeuds

Figure (6)

um Le multipltcateure de Lagrange
0,035

• 0.030
&e

0.0255
■8
£ 0.020

1
S£ 0.015
jt;

i 0.010JS
0 20 40 60 60 100

Le nombre de noeuds

Figure(7)
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-10,40
L« val«ur d> I» fonction pour chaqu» mailUa» • |

-10,45

g
■g -1050

— -1055
-S
i-IOJBO
«

“ -1055

-10.70

0 20 40 60 60 100

nortjbra d* noauds total

Figure (8)

3.2 Présentation du programme PRIN2:

Pour calculer numériquement les solutions de quelques problèmes rencontrés en mé¬

canique des structures avec contraintes d’égalitées en utilisant la méthode du Lagrang¬

ien augmenté décrite dans le chapitre précédent., Nous avons construit un programme

PRIN2 semblable au programme PRIN1 (sauf au lieu d’appeller le sous programme

OPTI1 il fait appel au sous programme OPTI2.

OPTI2:(optimisation de la fonctionnelle obtenue avec contraintes linéaires)
Algorithme du sous programme OPTI2
Lecture des données:(r,b, A,F, p,r,n max, t, /i, y, jmeth)
Si jmeth = 0 alors

r =0

Fin Si

- calcul de Tr = T + rAA1

- calcul de br = b -f rAF

Pour j = 1, ,nmax
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Résoudre Try = br — Ap,

n= n+ p{Aty-F)
calcul de p \\Aty — F||
Si p ||A*y — F\\ < £ alors

(y,p) solution

retour

Fin Si

Fin Pour

(!/»> Pn) divergeante

Ecrire (Algorithme divergeant)
Retour.

Remarque 18 On affecte la valeur zéro à la variable jmeth si on veut utiliser le La¬
grangien et la valeur un si on veut utiliser le Lagrangien augmenté.
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OPTI2 (T, b, A*F,p, r, s* Max,sfjÿbidli) i
■y>wyyj»vwy/y<WjMAyiWwawwwyjwwftvwjtf.vw�wftw/AWlAWiW�w/.»�»w�wf>�wyw.>ni

Dtuaulon r(«ji) , b<p) , F(m), A(aj«), ,4»), jr(n)

Dibul

ouiJmcth=0 ■*

Non rK)

Calcul <ft rr-r+rAAt
Calcul de br=b+rAF

JJS.
i-i.>

J
Résoudre Fry=br-An

J
4=>iÿp(A'y-F)

v
S-norm p(A‘y*F)

Oui
f< e

Non
1 f

retour

Organigramme du IOU programme OPTD

Organigramme (5)
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Programme PSINZ

Pour uo pas de BfeUggg tl dorait

1
V mall

Y
ELEL V

ï Extrait 1m coordonné*»
Je noeud élémentaire

de la table globaleVOPTE OPTI2>

\' ï
Pour chaque élément
► IImpression de résultats. i l Kdemo ?

v
astern

y
cond

Qry«nigramme du programme PRIN7

Organigrammeÿ): Sous programme PRIN2

Remarque 19 Le programme PRIN2 peut être lui aussi enchainné au deux sous pro¬

grammes SOLEXA et ERROR de la manière suivante:
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yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyj/

Prof ntnmt PRIN2

V
VMAIL Ï

t
EL V.y

r
OPTI2

v
{Solela Soiexa

1 Calcul de la valeur de la solution exacte
aux nrenrts

ERROR

f
Impression des résultats 1f ERROR

Extrait la solution exacte et approchée

± v V
M L2 Uuf RELAT

Organigramme du programme PHIN2 œdiânlc aux pigrammc», SOLEXA et ERROR

Organigramme(7): Programme PRIN2 enchaîné à SOLEXA et ERROR
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3.2.1 Exemples d’applications du programme PRIN2
Exemple 2 Soit à minimiser la fonctionnelle suivante:

Sou'2(x)dx ~ 2 /o u(x)dx
sous la contrainte :

Jo u\x)dx - -f
m)

sachant que la solution analytique exacte est:

u(x) = x2 — 4x

1)EN UTILISANT LE LAGRANGIEN (JMETH=0)
Les résultats numériques obtenus par le programme PRIN2:

La table(4) et les deux graphes ci dessous [Figure(9),Figure(10)j représentent la valeur

de la fonction en chaque itération ainsi que l’erreur entre deux itérations ( entre deux

multiplicateurs de Lagrange) en normes: (L1 , L2 , L00 , relative).et cela pour un nombre

de noeuds total égal à 60.
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er2 ennf alla J(»crii

1 .5330-00 .284D-00 533D-00 533D-00 800D-01

2 .249D-00 .619D-01 .249Dÿ00 .467Dÿ0Ô 1Û1D-02

3 116D-00 .1350-01 116D-00 .467DTOO 105D-02

4 .542001 .294D-02 .542001 467D-00 -.106Dr02

5 253D-01 .641D-03 .253D-01 467D-O0 -.107DT02

6 .11804)1 .14004)3 .11804)1 .467D-00 -.1070-02

7 .55204)2 .3040-04 .55204)2 .467D.00 -.1070-02

L'erreur entre deux iterations çâultip. De lagr.)
J(y): la valeur de la l'onction en chaque itération

Erl : Terreur en normfel
Er2 . l’erreur en nonrfc2
Erinf: Terreur en normËinf
Erlatl : Terreur en normcfrlfltivp

Tablc(l)

-------J(y) La valeur üe la forvcLoc. enenaque iteration

— - A La valeur minimal exacte oe la crf fiction-ô.û

-Ô.5

I
£ -9.0
2
Æ

-95

S
■® -10.05
.3

-105

x-11 0
2 3 51 6 74

itérations

Figure (9)
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1 ERREUR U
er2 ERREUR 12---erinf ERREUR Linf

0 6

0.5
S

I1 03

s 0,2

\
CN

\I
5g 01

.0)

00

2 31 4 5 76

itérations

Figure(10)

D’après les résultats mmiériques obtenus par le progranune PRIN2 encliainé au

soirs programmes SOLEXA et ERROR, la solution approchée ( calculée par le pro¬
gramme PRIN2) est très proche de la solution, exacte (calculée par le sous programme

SOLEXA) aux noeuds éléments finis

La table (5) et les deux graphes [Figure(ll),Figure(12)] ci dessous représentent la

solution exacte et la solution approchée en chaque noeud aiirsi que la différence entre les

deux solutions et cela pour nnt ( nombre de noeuds total ) égal à 60.
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La solution exacte ef approchée JUY ritfiid.s ( élt-inent

1 :1e numéro du nœud
xi :b coordonnées du nœud
u(xi):lu solution approchée au nœud numéro i
ueict(i)la solution exacte au nuiud
u(xi>uexct(i)ia différence entre la solution exacte
et la solution annrochée

Table(5)
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-V(xi) SOLUTION APPROCHEE
-uexl(i) SOLUTION EXACTE

0
x
■e
1-,
5

h
I
8 4

1"
Jt -*

o 2 3. Le point x

Figure(ll)

5g
| ---Eu(xi)-uexct(i) |k

0.000
ÜJ
£t \
£ -O.üûs

2
UJ

§
û.

•0.010

/\

\a /LU <0.015
U

2
LU

\-0.020

LU
0 2 32 LE POINT Xg

Figure(12)

La table (6) et les troix graphes [Figure(13),Figure(14),Figure(15)]ei dessous représen¬

tent l’erreur entre la solution exacte et la solution approchée en nonnes (L1, L2, L°°,
relative) et cela pour différents maillages ( faire varier le nombre de noeuds total à

chaque fois), le multiplicateur de Lagrange pour chaque maillage ainsi que la valeur de

la fonction pour chaque maillage.
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erl er2 erinf erlatlnnt mul(y)

425D-OI10 .2460-02 .7080-01 176D-01 301D-01 -10.3

20 .201D-01 .5120-03 .3170-01 ,78S»O-02 .1030-01 -10.45

30 .1630-01 .330D-03 • -3 kj kj _L . 6280-02 .711D-Û2

40 .150D-01 . 278D-03 . 231D-01 . 574D-02 . 603D-02

50 1 /1 /in_01
• ± H H L>— U1 . 256D-03 . 221D-01 .5500-02 .554D-02

60 .141D-01 . 244D-03 .216D-01 .537D-02 .52SD-02

70 .1400-01 . 238D-03 .2130-01 .52 9D-02 .512D-02

80 .1390-01 .2340-03 .2110-01 .524D-02 . 502D-02

90 .1380-01 . 2310-03 . 209D-01 .520D-02 . 495D-02

100 .137D-01 •229D-03 . 208D-01 .5180-02 . 490D-02

erl:erreur eu nonudJ
er2:erreur ou nonni2
erinf eneur eu nonn<J_,“
erlallerreur en nomuRelativc
mu: lo multiplicateur JtLagrungc
J(y): La valeur de la l'onolion pour chaque maillage

Table(6)
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0.075
2 0.070

0.065
0.060

m 0.065
0.060
0.046

ft> 0.040
Q 0.065
5 0.030

0.026
m 0.020
|0.015

5 0,010

g 0.005
® 0.000

0

Q erreur L1
C erreur 12
Û erreur ünf

- E erreur relative
i \

\

\»

ï \
\
\

2

20 40 dû ao 100

la îiombre de noeuds

F?gurc(l3)

Le muftiplicateure de Lagrange
0.030 \

\
0.Q26« \

Im \
0.020 \

\S
0.015*y

■5.
0.010

i \
M

0.ÛÛ5

x
dû 100400 20 60

le nombre de noeuds

Figure(14)
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[ La valeur de la fonction pour chaque maillage
-10,3

o ’104

i
J2 -10.5
■S
5
m -10.6

J3
-10,7
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Npmbre de noeuds total

Figure (15)

2)EN UTILISANT LE LAGRANGIEN AUGMENTE ( JMETHÿO )
Les résultats numériques obtenus par le programme PRIN2:

La table (7) et les deux graphes ci dessus [Figure(10),Figure(17)] ci dessous représen¬

tent la valeur de la fonction en chaque itération ainsi que l'erreur entre deux itérations (

entre deux multiplicateurs de Lagrange) en normes:( L1, L2, L°°, relative.) et cela pour

un nombre de noeuds total égal à 60.
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erinf alfaer2 J(y)erlî

1 404D-r00 .163D+00 .404D+00 .404D+00 -.913D+01

2 .241D+00 579D-01 .241D+00 .596D+00 101D+02

105D+023 .143D+00 206D-01 ,143Dÿ0Û .596D+0Û

4 .855D-01 .73 ID-02 .855D-01 .596D+00 -.106D+02

106D+025 .510D-01 .260D-02 .510D-01 .596D+00

107D+026 304D-01 .923D-03 . 304D-01 .596D+00

107D+027 .181D-01 .328D-03 181D-01 .596D+00

8 .108D-Û1 . 1 16D-03 .108D-01 596D+00 107D+02

107D+029 643D-02 .414D-04 643D-02 596D+00

L'erreur entre deux itérationsK&iltip. DeLagr.)
J(y): la valeur de la fonction en chaque

itération

Fri • l’erreur en normL.1
Fr2 : l’erreur en normfc,2
Frinf: l’erreur en normkinf
Frlatl : Fermr en nomia'plative

'Fable (7)
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-J(y) La valeur de la (onction en chaqu
-A La valeure minimal de la fonction

.§
I
!- \
i
5
j *10.5

"11
0 2 û 8 104

iteraüons

Figure(l(j)

-erl erreur L1
-er2 erreur L2
-ennf erreur Linf

o.* \
\î

T 0.3

I 0.2

1 0.1

(N

0.0

0 2 6 a 104

itérations

Figure(17)

D’après les résultats numériques obtenus par le progranune PRIN2 enchainé au

sous programmes SOLEXA et ERROR, la solution approchée ( calculée par le pro¬

gramme PRIN2) est très proche de la solution exacte (calculée par le sous programme

SOLEXA) aux noeuds éléments Unis

La table(8) et les deux graphes ci dessous [Figure(18),Figure(19)] représentent la
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solution exacte et la solution approchée en chaque noeud ainsi que la différence entre les

deux solutions et cela pour tint ( nombre de noeuds total ) égal à 60.

91



V

r

■w.

*:

2 T

: j •23 31'
i

T'E f 'r#151-0
105E-U

o
c r c

r “ r

r-I-T
o f

I.rO
1L-0

T

15JL-V:4 /ÿ1C r

O1 i_'f 1Ô2D-
170D-C

o

: C.

1 - r 150D-
15cL-
265D-

■
■ *r C

1C:

*4 :
T “»

C i

:Jc
J

: C r J ~ T C

4 4 o-
4 70-

*, •T

l-TO-rc T

?• J T 4
• r I.'. ::J

U r

00—
j i .i” 520-T

J Z 4 cJ

i.1
Z r4

r- K,

*ÿ bZ>-J ' c c
».

■ O». T J J»

S
r■: •î

Z ■- vZ--Z J T i..

L
brZ :~i -s -
C

Z ET 01r
:•

•j C Z C -r O

21>L1 --1
r 1410-j

3L-:l
Z 0-T

T

r ■- »
T »~1

r T

Z
•i

7*i

■Û2 r

La solution exacte et approchée calculée aux nœuds éléments finis
I :1e numéro du nœud
xi :k coordonnées du nœud
u (il) :1a solution approchée au naudiéro i
u?ict(i):la solution eiacte au nœiid
uçti)-uexct(i):la différence entre la solution exact*évolution approchée

Table(8)
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C solution approchée
-D solution exact

o
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■ü
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Figure(18)

!
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ï
ï
fi -0.010
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\ /-0.015

■8 -0.020
M
S
fc -0.025

§
0 2 31fi

le point xI

Figure(19)

La table (9) et les deux graphes [Figure(2Û),Figure(*2l)>Figure(22)] ci dessous représen¬

tent l’erreur entre lasolution exacte et lasolution approchée ennonnes (L1,L2,L°°,relative)
et cela pour différents maillages (faire varier le nombre de noeuds totalà chaque fois),ainsi

que la valeur de la fonction pour chaque maillage.
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Le multiplicateure de Lagrange
associé à chaque maillage0 035
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Figure (22)

3.3 Présentation du programme PRIN3:

Pour calculer numériquement les solutions de quelques problèmes rencontrés en mé¬

canique des structures avec contraintes d’égalitées en utilisant la méthode du GRADI¬

ENT décrite dans le chapitre précédent., NOILS avoits construit un programme PRIN3
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semblable au programme PRIN1 (sauf au lieu d’appeller le sous programme OPTI1;
il fait appel au sous programme GRAD.

Fonction du sous programme GRAD:optimisation de la fonctionnelle obtenue avec

contraintes linéaires par la méthode du gradient).
Algorithme du sous programme GRAD
Lecture des donnéesÿrÿ.ÿF,ÿ, nmax,£r,y)
Pour i=l, ,,nmax

y = y - pPKer(A‘){ÿy ~ b)
-calcul de p ||Pffer(4')(r!/ “ *)||
Si \\p(Aly - F - q)|| -< £ alors .

y solution

retour

Fin Si

Fin Pour

La suite (yn)diverge

Ecrire (Algorithme divergeant)
Retour.
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GRAD (T.b.AFp.nmaxp.y)

I
J=1 aniax

• Y=y-pP((Ty-b)

S=p.normP(ry-b)

T
OUIS<x

NON

c Retour

Organigramme(8): sous programme GRAD
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Progrumnui*RIN3

I
as de in;Pour uii p; aill.iÿfdonné

1
V mail

Y
[ ELEL <-

Fvtrait les eiumlonnéts
di' nieuil élémenlaire

(il- lu tu l> lo loha le
.Y

1G RAI) GRAD►

;
J\>ur ehutiue élèiiiéntImpression de résultats. I

elemo

Y
asscm

Y
cond

QritfjiigjiiiuihtrlttfieiyitiiuifcRl-Nd

Organigraimne(9): Programme PRIN3
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Remarque 20 Le programme PRIN3 peut être lui aussi nichainné aux deux sous

programmes SOLEXA et ERROR de la manière suivante:

PrograrmnPRI N3

Y
VMAIL

Y
EL

T
GRAD

{Sulexa Solexa

Y aux nœuds.
ERROR

Y
Impression des résultats { ERROR

uiui 11
Extrait la solution exacte ei approchée

u i ±
L1 L2 Iinf RELAT

Organigramme du programnijRt Vtrniutiiiiv auprynimmasSOI .F V \t K R RPR

Organigramme(lüj:Programme PRIN3 enchaîné à SOLEXA et ERROR
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3.3.1 Exemples d’applications du programme PRIN3:
Exemple 3 Soit à minimiser la fonctionnelle suivante:

J(u) =\ /0 u'2{x)dx - 2 JQ u(x)dx
sous la contrainte :

Jo u(x)dx = -y

((P))

sachant que la solution analytique exacte est:

it(x) = x? — 4x

D’après les résultats numériques obtenus par le programme PRIN3 enchainé au

sous programmes SOLEXA et ERROR, la solution approchée (calculée par le pro¬

gramme PRIN3) est très proche de la solution exacte (calculée par le sous programme

SOLEXA) par exemple pour un maillage fixé ( nombre de noeuds total nnt égal à 60),
on a les résultats suivants:

La table (10) et les deux graphes ci dessous [Figure(23),Figure(24)] représentent la

solution exacte et la solution approchée en chaque noeud ainsi que la différence entre les

deux solutions et cela Pour p fixé
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up) ue\t(i) uçi)-uext(i)
1 .0000-00 .0000-00 .OOODrOO .0000-00
2 .67813-01 -.264D-00 -.2670-00 .3000-02
3 .1360-00 -.5180-00 -.524D-00 .604D-02
4 .2030-00 -.7630-00 -.7720*00 .9091>02
5 .2710-00 -.9990-00 -1010-01 .1210-01
6 .339D*00 -.1230-01 -.1240-01 .1520-01
8 .475D-00 -.1650-01 -.1670-01 .21013-01
9 .542D-00 -.1850-01 -.1880-01 .2380-01
10 .610D-00 -.2040-01 -.2070-01 .265001
11 .678D-00 -.222D-01 -.2250-01 .290001
13 .8140-00 -.2560-01 -.2590-01 .334001
14 .8810-00 -.2710-01 - 275D-01 .3530-01
15 .9490-00 - 286D-01 -.290D*01 .3680-01
16 .102D-01 -.300D-01 -.3030-01 .381D-01
17 .1080-01 -.3120-01 -.3160-01 .39013-01
18 .1150*01 -.3240-01 -.3280-01 .3950-01
19 .122D-01 -.335D-01 -.3390-01 .397D-01
20 .1290*01 -.3450 01 -.3490-01 .3940-01
22 .142D-01 -.3630-01 -.3670*01 .37613-01
23 .1490*01 -.3710*01 -374D-01 .3610-01
24 .1560-01 -.3770-01 -.3810-01 .3410-01
25 .1630*01 -.3830-01 -.3860-01 .3J60-01
26 .1690-01 -.3880*01 -.3910-01 .2880-01
27 .1760-01 -.3920-01 -.3940-01 .2550-01
28 .1830-01 -.3950-01 -.3970-01 .2190-01
29 .1900-01 -.3970-01 -.3990*01 .1790-01
30 .197D-01 -.3990-01 -.400D-01 .1370-01
31 .2030-01 -.3990*01 -.4000-01 .9140-02
32 .2100-01 -.3990*01 -.3990- 01 .4400-02
33 .217D*01 -.3970-01 -.3970-01 -.4840-03
34 .224D-01 -.3950-01 -.3940-01 -.5460-02
35 .2310-01 -.3920-01 -.3910-01 -.1050-01
36 .2370*01 -.3880-01 -.3860-01 -.1540-01
38 .2510-01 -.377D’01 -.374D-01 -.2490-01
39 258D-01 -.3700*01 -.3670-01 -.2930-01
40 264D-01 -.362D-01 -359D-01 -.334D-01
41 .2710-01 -.353D-Û1 -.3490-01 -.3720-01
42 .2780-01 -.343D*01 -.3390-01 -.40413-01
43 .285D-01 -.3330-01 -.3280-01 -.4320-01
44 292D-01 -.3210-01 -316D-01 -.4550-01
45 .2980-01 -.3080-01 -.3030-01 -.4710-01
47 .3120-01 -.2800*01 -.2750*01 -.4850-01
48 .3190-01 -.2640*01 -.259D-01 -.4820-01
49 .3250*01 -.2470-01 -.2430-01 -.47213-01
50 .3320-01 -.2300-01 -.2250-01 -.4560-01
51 .3390-01 -.2110-01 -.2070-01 -.4330-01
52 346D-01 -.192D-01 -.1880-01 -.4040-01
53 .3530-01 -171D-01 -.1670-01 -.3680-01
54 359D-01 -.149D-01 -.1460*01 -.3280-01
55 .3660-01 -.1270-01 -.1240-01 -.28213-01
56 .3730-01 -103D01 -.1010-01 -.23113-01
57 .3800*01 -.7900*00 -.7720*00 -.17713-01
58 .3860*01 -.5360-00 -.52413-00 -12013-01
59 .3930*01 -.2730*00 -.2670-00 -.6070-02
60 .4000*01 .0000*00 .0000*00 .OOOOÔÜ

i xi

FigureLa solution eiacte et approchéfiocnds éléments Unis

1 :1c nœud
Xj:1a coordonnée du nœud
l. (U) la solulionaexacte au nœud i
Exct(i) la solution approchée au nœud
l (*i>uexrt(0 1« différence entre le déplacement réel et approchée

Table (10)
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-----v(xi) La solution approchée
-uext(i) La solution exacte

o \
X

I
CL -1
■a
5« /-2Si /C

/0>
Ê /-3 \g
Œ

%
-43

0 21 3 A

Le point x

Figure(23)

O

|-EU(xi)-uexct(xi) |0.10

«
TB
4S 0.“ \

\/? \
E
S 0.00
1«
Z -°-05
§

4>
/g

g -0.10
-Sc« 20 1 3 A

5 Le point x

Figure(2-1)

La table (11) et le graphe [Figure(25)j représente l’eiTeur entre la solution exacte et

la solution approchée en nonnes (Ll, L2,L°°,relative) pour dilférents maillages.
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Pour différent maillages; (faire varier le nombre de noeuds à chaque fois), Nous avons

les résultats suivants (Pour p fixé(/>=0.01 )

nombre de noeuds total La valeur optimale de la fonction

-10.53291801711

-10.63500994057

-10.64911113369

-10.65964991001

10

20

30

40

50 -10.64867400060

60 -10.663600806

70 -10.664392055

80 -10.664717151

Remarque 21 :Une idée pour améliorer la convergence de l’algorithme est d’introduire

des modifications sur cette méthode en faisant varier la valeur de p.

Dans ce but on a construit un sous programme GRAD2 qui sera appelle par le programme

PRIN3 ( au lieu d’appeler le sous programme GRAD)

Algorithme du sous programme GRAD2
Lecture des données:(r,b, A,F, p,nmax,£, y)
Pour j = 1, ,,m

yud{j) = y(j)
Fin Pour.

Q(yud) = Q(y)
Pour i = l,

calcul de ||PW)(VÇ(V))|
Si ||Pjc.r(ÿ)(V(5(v))| < £ aloes

y solution

Retour

,,nmax

Fin Si
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Appel à RO

y =Void- pPKer(A')(yQ(y)
calcul Q(y)
Tant que Q(y) > Q(yud) faire

P = 2

Allez à 10

Fin Thnt que

Pour j = 1,

10

m

Vddij) = y{j)
Fin Pour.

Q(yud ) = Q(y)
Fin Pour

Ecrire (Algorithme divergeant)
Retour.

Algorithme du sous programme RO
RO (y,VQ(y), PKer(A')(VQ(y),e, Q(y))
Si |Q(y)| < 0.5 alors

P = WM,PKÿAt)W{v))
sinon

- - 0 05|Q(i/)l
P ~ (VQ(y)ÿKer(At)(VQ(y))

Finsi

Retour

Fin.

EXEMPLE D’APPLICATION:

En reprenant le même exemple précédent, On obtient le graphe ci dessous [Figure(26)j
qui représente la décroissance des valeurs de la fonction en chaque itération (et cela pour

un maillage fixé).
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La valeur de la fonction en chaque itération
2

o

§ -2
G
§
4—

\
-4

iS
■o -6L-

> -a
as

-10

-12
0 10 20 30 40 50

Itérations

Figure (20)

Pour différent maillages; (faire varier le nombre de noeuds à chaque fois), Nous avons

les résultats suivants:

nombre de noeuds total La valeur optimale de la fonction

10.533349957810

-10.637040698920

-10.65396979930

-10.65964991040

-10.66222273150

60 -10.663600806

-10.66439205570

-10.66471715180
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CONCLUSION
Dans ce travail, on a décrit un algorithme d’optimisation des problèmes non linéaires.

Afin d’atteindre cet objectif, on a rappelé dans le premier chapitre les notions fonda¬

mentales de l’optimisation et la caractérisation de l’optimum. Dans le deuxième chapitre

on a décrit un algorithme d’optimisation d’un problème quadratique avec des contraintes

linéaires d’inégalités. Un théorème de convergence a été démontré, de plus on a calculé

le rayon de convergence dans le cas des contraintes d’égalités. L’idée principale de cet

algorithme est basé sur la connection de deux algorithmes:

-L’algorithme du gradient projeté de la fonctionnelle duale.

-L’algorithme de pénalisation.

Dans le troisième chapitre on a donné une série de tests numériques présentant

l’efficacité de l’algorithme.
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Abstract

Lri this work we axe interested by develloping an algoritlun of optimisation of a

quadratique problem with contraints.(linearity contraints).

The notion of duality transform the problem said primal problem at a serie of

problems easy to solve

Our purpose is to construct this algoritlun using the advantageous of this method

and the method of penality.

Key words:Optimisation, dualityÿ Lagrangian and augmented Lagrangian , con-

vexe.Analysis



Résumé

Ce travail consiste à développer un algorithme d’optimisation d’un problème de

programmation quadratique avec contraintes linéaires.

La dualité permet de transformer le problème posé dit problème primai à une suite

de problèmes faciles à résoudre ei la méthode de pénalisation permet d’améliorer IéL-

convergence de l’algrritlune.

Notre objectif est d’utiliser les avantages des deux méthodes précédentes.

Mots clés: Optimisation, dualité, Lagrangien et Lagrangien augmenté, Analyse

convexe.
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Résumé

Ce travail consiste à développer un algorithme d’optimisation d’un problème de

programmation quadratique avec contraintes linéaires .

La dualité permet de transformer le problème posé dit problème primai à une suite de

problèmes faciles à résoudre et la méthode de pénalisation permet d’améliorer la convergence de

l’algorithme.

Notre objectif est d’utiliser les avantages des deux méthodes précédentes.

Mots clés : Optimisation, dualité, Lagrangien et Lagrangien augmenté, Analyse convexe .
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Résumé

Ce travail consiste à développer un algorithme d’optimisation d’un problème de

programmation quadratique avec contraintes linéaires .

La dualité permet de transformer le problème posé dit problème primai à une suite de

problèmes faciles à résoudre et la méthode de pépalisation permet d’améliorer la convergence de

l’algorithme.

Notre objectif est d’utiliser les avantages des deux méthodes précédentes.

Mots clés : Optimisation, dualité, Lagrangien et Lagrangien augmenté, Analyse convexe .
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