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Résume

Dans ce travail on étudie une classe de problemes avec conditions aux limites du type intégrale a
bornes variables.

On démontre Pexistence et 'unicité de la solution dans un espace fonctionnel de Sobolev a poids.
La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la densité de I'image de

'opérateur engendré par le probleme considére.

2010 Mathematics Subject Classification : 35B45, 35K20, 35M10.
Mots clés : Equations paraboliques, Inégalités de ’énergie, Espaces de Sobolev avec poids, Condi-

tions intégrales avec bornes variables, Opératenrs de régularisation.



Abstract

In this work, we study a class of problem with an integral space variable condition for a parabolic
equation.

The existence and uniqueness of the solution in functional weighted Sobolev space are proved. The
proof is based on two sided a priori estimates and the density of the range of the operator generated

by the considered problem.

2010 Mathematics Subject Classification : 35B45, 35K20, 35M10.
Key words : Parabolic Equations, Three-point boundary conditions, Integral space variable condi-

tions, Energy inequalities, Weighted Sobolev spaces, Regularization operators.
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§ Introduction

0.1 Problématique

ous étudions dans la présente these certaines classes de problémes aux limites non standards.
Nous développons plus exactement la méthode des inégalités de 1’énergie a de nouvelles

classes de problemes.

.« Cette méthode s’est avérée un outil efficace dans I’étude des problémes non classiques.
[ De tels problemes ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents types d’équations :
paraboliques, pseudo-paraboliques, hyperboliques et du type mixte et cela en utilisant différentes

méthodes.

i La signification physique de base des conditions intégrales (moyenne, flux total, énergie

totale, masse totale, moment,...) a été la raison essentielle de 'intérét croissant a ce type

de problémes.

\/\19\ La modélisation mathématique des problemes avec conditions intégrales est rencontrée en
théorie de la conduction thermique Ij 6,7, 211, [26]-[28], dans I’étude des déformations viscoélas-
tiques, dans les matériaux 2 mémoires (en particulier les polymeres), en thermoélasticité @ [45]],

dans les semi-conducteurs I] [1], en physique des plasmas Ij [44] et en biotechnologie. On peut
également citer qu'un nombre important de problémes paraboliques avec conditions non locales

sont rencontrés en théorie quast statique de thermoélasticité Ij [13] 14].

De tels problemes ont étés étudiés dans @ [2]-[16]], [18]]-[110, [15], [25]-[29], [41}, 46} 56] pour une
classe d’équations paraboliques, dans @ [12]] pour les équations pseudo-paraboliques, dans @ [37,
41]] pour les équations hyperboliques et dans @ [[15]]-[17], pour les équations du type mixte.

La méthode utilisée dans Ij [4, 5 15} [16}, 18} [19}, 29, [56]] est celle des inégalités de I’énergie.

Mentouri
©2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques Constantine



0.1 Problématique 3

La méthode des inégalités de I’énergie, appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle, trouve son
origine dans les travaux de L G. PETROVSKI @&[39], utilisée dans la résolution du probléme de
Cauchy lié aux équations du type hyperbolique. Par la suite, des développements importants de la
méthode sont dus a L. LERAY %[38] et I. GARDING %[23].

La méthode a été également utilisée et développée dans les travaux de O. A. LaDYzENskavA @y [30]
, K. FRIEDRICHS &[22], N. I. YURCHUK @ [48]]-[56], A.V. KARTYNNIK I] [29], M. DENCHE & A. L.
MARHOUNE et all I] [[15]]-[[18]], [31]-[36], on peut également citer les travaux de F. REBBANI et V.I.
CHESALYN Ij [42,143]].

Au fait, en I] 1% [156] N. 1. YUrcHUK a utilisé la condition intégrale

pour certaines classes d’équations paraboliques, ensuite plusieurs travaux ont été réalisés en modi-
fiant I’équation ou en utilisant des équations hyperboliques, les équations de type mixte.
Jusqu’en 1990 ou A.V. KARTYNNIK Ij [29] a développé la méthode des inégalités de 1’énergie en

prenant la condition intégrale avec une borne variable

/
Ju(x,t)dx:go(t), ou 0</<1,

0

\ . O . JOR a4 /4 4 b
a partir de cette période plusieurs autres travaux ont été également réalisés en changeant ’ordre des
dérivées ou en changeant I’équation.

En 2007 A. L. MARHOUNE @ [34] a modifié la condition intégrale en prenant

a 1
Ju(x,t)dx—l—f u(x,t)dx=0, ou 0<a<fB<1l,a+B=1,
0 B
et en prenant aussi une condition périodique au lieu des conditions de Neumann-Dirichlet.

Le schéma de la méthode a été donné pour la premiére fois par A. A. Dezin @ [20], et qui peut étre

résumé comme suit :
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0.1 Problématique 4

D’abord on ramene le probleme posé (&) a une équation opérationnelle :
Lu=F, wueD(L),

ou 'opérateur L est considéré d’un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F convena-
blement choisis.

On établit les estimations a priori pour I'opérateur L. On démontre ensuite la densité de I’en-
semble des valeurs de cet opérateur dans ’espace F.

Plus précisément nous suivrons dans ce travail I'un des deux schémas suivant :

Pour I'opérateur L engendré par le probléeme considéré, nous démontrons I’'inégalité de I’énergie du
type

l#llg < cllLullg, VueD(L). (1.1)
Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant ’équation
donnée par un opérateur Mu contenant la fonction # ou ses dérivées et une certaine
fonction poids, et en intégrant sur le domaine.
Le choix de l'opérateur M u est fondamental, il est dicté par ’équation et les conditions aux limites.
Ensuite dans les topologies fortes des espaces E et F on construit la fermeture L

de Popérateur L, et la solution de I’équation
Lu=F,

est appelée solution forte du probléme considéré. A I'aide d’un passage a la limite, on prolonge
P’inégalité (1.1) & # € D(L) et ainsi est garantie existence de la solution sur I’ensemble des
images R(L) de opérateur L.

Comme I'image de Popérateur L est fermée dans F et que
R(L)=R(L),

pour la démonstration de P’existence de la solution forte pour tout F € F il suffit d’établir la densité
de R(L) dans F qui est obtenue a I’aide des opérateurs de régularisation. L'unicité est déduite de

I'inégalité de I’énergie (1.1).

Mentouri
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0.2 Contenu de la these 5

Le choix des opérateurs de régularisation est lié au caractere du probléme étudié. Dans notre cas

nous utilisons les opérateurs de régularisation par rapport a la variable ¢ introduits dans Ij [56].

On établit deux estimations a priori bilatérales
1Llp < ¢ |lllg,

/
llullg < ¢ [[Lullg,

Il résulte de la premiere estimation que 'opérateur L de E dans F est continu, et de la deuxieme
estimation, qu’il admet un inverse continu, et que ’ensemble des valeurs de 'opérateur L est fermé.
En d’autres termes, ’'opérateur L réalise un homéomorphisme linéaire de I’espace E sur ’ensemble
fermé R(L).

Ainsi, pour démontrer P'existence de la solution il suffit de démontrer que R(L) est dense dans F.
La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour I’étude de beancoup de problemes de
la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et est développée dans un cadre
abstrait élégant. Mais dans Lapplication de cette méthode on tronve des difficultés parmi lesquelles nous
citons :

» Le choix de I’espace des solutions.

» Le choix du multiplicateur.

» Le choix de opérateur de régularisation.

0.2 Contenu de la these

Dans la présente thése nous donnons un développement important de la méthode des inégalites
de I’énergie a de nouvelles classes de probléemes non classiques. Elle comporte des résultats

intéressants et originaux ayant faits ’objet de publications dans des revues internationales.

g La these est composés d’une introduction et de trois chapitres. Le premier chapitre est un rap-
pel d’analyse fonctionnelle, et les autres constituent la contribution principale de la problématique

étudiée dans ce travail de recherche.

Nous commengons par une introduction oti nous présentons Ihistorique et I'intérét du théme
abordé et nous rappelons certaines notions préliminaires qui seront utilisées par la suite, a savoir les

opérateurs de régularisations.

Mentouri
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0.2 Contenu de la these 6

Au second chapitre nous étudions un probléme avec condition intégrale a deux bornes variables
pour une équation parabolique. Nous écrivons le probleme sous forme opérationnelle, et nous
décrivons le cadre fonctionnel en précisant les espaces fonctionnels dans lesquels I’étude est faite.
P P q
Nous établissons un théoréme d’homéomorphisme. La démonstration est basée sur une estimation
P

a priori bilatérale et la densité de ’ensemble des valeurs de cet opérateur dans ’espace d’arrivée F.

Dans le troisitme chapitre nous étendons la méthode développée au second chapitre & I’étude
d’un probléme avec condition intégrale & bornes multi-variables pour une équation aux dérivées
partielles. Nous décrivons le cadre fonctionnel en précisant les espaces fonctionnels dans lesquels
I’étude est faite. Nous montrons I’existence et ['unicité de la solution forte. La démonstration est
basée sur une inégalité de I’énergie et sur la densité de ’ensemble des valeurs de I'opérateur engendré

par 'opérateur en question dans I’espace d’arrivée F.

Mentouri
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Chapitre1 <

Rappels et notations

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utilisés tout au long

de ce travail. Pour plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement données.

@ Références

O H. Brezis; Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications, Masson (1993).
O H. Tanabe, Equations of Evolution, Pitman, London (1979).

1.1 Notions préliminaires

On se place dans un cadre hilbertien (H, — H,), ou H, est un espace de Hilbert sur K=R ou C,

muni de la norme |.|; et le produit scalaire (.,.);, ( = 1,2).

1.1.1 Opérateurs linéaires

De maniére générale, un opérateur linéaire est une application A : 2(A) C H;, — H, linéaire, ou
9(A) est le domaine de définition de I'application linéaire A, qui est un sous-espace vectoriel de H,,
que ’on suppose en général dense dans H,. Lopérateur A : 2(A) = H, — H, est dit borné si la

quantité
1Al = sup {|Aulyy,, u€D(A), |u]y, =1}

Mentouri
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1.1 Notions préliminaires 8

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur Z(A), et lorsque Z(A) est dense
dans H,, A s’étend de maniere unique a un opérateur borné sur H,.

e Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace vectoriel
de H, x H, défini par G(A) = {(v, Av), veZ(A)}.

Pour tout opérateur linéaire A : 2(A) C H, — H,, on note par :
N(A)={h € D(A), Ab =0} (noyau de A),

R(A)={h,=Ah,, h; € Z(A)} (image de A).

1.1.2  Opérateurs bornés

On note £ (H,,H,) (resp. £ (H,)) ’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de H, dans

H, (resp. des endomorphismes continus de H,) muni de la topologie de la convergence uniforme :

|B”|2

Be %(H,H,), ”B”.,%(HI,HZ): sup .
wer\o} %],

Définition 1.1.1. On dit qu’une application linéaire continue § € £ (H,, H,) est inversible ssi il

existe une application §’ € £ (H,, H,) telle que
S'oS=1I,, SoS'=I,.
Lapplication §’ si elle existe est unique. On notera §' = S~ et
Inv(H,H,):={S € £(H,H,), S inversible }.

Théoréme 1.1.1. [Théoréme des isomorphismes de Banach]

Toute bijection linéaire continue S € £ (H,, H,) est inversible.

Définition 1.1.2. Soit A € Z(H). On appelle ensemble résolvant de A, I’ensemble
o(A) = {/1 € C; A, = (Al —A) est inversible (<= bijectif )}

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté
o(A)i=C\ p(A).
On appelle rayon spectral (noté spr(A)) la borne supérieure du spectre en module, i.e.,

spr(A) := /lsua) |A|-
co

Mentouri
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1.2 Opérateurs abstraits de régularisation 9

» Le spectre d’un opérateur borné est un compact non vide.

Le spectre ponctuel de A (noté 0 ,(A)) est 'ensemble des A € C tels que A, soit non injectif :
A€o ,(A)<=N(4,) # {0}.

Un élément A € o ,(A) est dit valeur propre de 4, il lui correspond un 0 # » € H tel que Ab = Ab

que I’on appelle vecteur propre correspondant a A.

Définition et Proposition 1.1.1. Soit § € Z(H,, H,). Alors il existe un unique opérateur
S* e ¥(H,,H,), appelé adjoint de S, qui vérifie la relation suivante :

(Shy,by),=(h,8*hy),, Vh eH, Vh,eH,.
De plus, on a les propriétés suivantes :
ISi=lisl, s =(57) =S
Si S est bijectif (=> inversible), alors S* Iest aussi, et (§*)™' = (§71)".
Définition 1.1.3. Soit H un espace de Hilbert. On dit que A € £ (H) est auto-adjoint si A =A".

A=A" <= (Ax,y)=(x,Ay), Vx,y€H.

1.2 Opérateurs abstraits de régularisation
Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur défini de (A) vers H avec 2(A) = H.
Définition 1.2.1. On dit que I'opérateur A est un opérateur dissipatif si
Re (Au,u) <0, VuePA).
Définition 1.2.2. On dit que I'opérateur A est accrétif si (—A) est un opérateur dissipatif, i.e.
Re(Au,u) >0, VuePA).
Définition 1.2.3. Un operateur dissipatif A est dit maximal si son extension est A lui méme.

Proposition 1.2.1. Un operatenr A a domaine dense est dissipatif si et seulement si

A+ Dul| < |[(A=Dull,  Vue2(A).

Mentouri
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1.2 Opérateurs abstraits de régularisation 10

Proposition 1.2.2. Soit A : D(A) C H — H avec 9(A) = H, alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :
1. A est un opératenr dissipatif.
2. |I(A= AD)ul| > ReA||u||, Yu € D(A) et pour tout A tel que Re A > 0.
3. [[(A=AD)u|| > Al|u||, Yu e D(A) et pour tout A tel qgue A> 0.

Théoreme 1.2.1. Tout opératenr dissipatif admet un prolongement fermé, ce prolongement est aussi un

opératenr dissipatif.
Corollaire 1.2.1. Un opératenr dissipatif maximal est toujonrs fermé.

Théoreme 1.2.2. Tout opérateur dissipatif admet un prolongement maximal dissipatif.

Proposition 1.2.3. Soit A: 2(A) C H — H avec 9(A) = H. Si A est un opératenr dissipatif, alors les

propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est un opératenr dissipatif maximal.
2. Im(A — AI) = H pour un certain A tel que A > 0.
3. Im(A — AI) = H pour tout A tel que Re A > 0.

Théoreme 1.2.3. Soit A: 9(A) C H — H avec 9(A) = H un opératenr dissipatif, alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :
1. A est un opératenr dissipatif maximal.

2. Aest fermé, {A: ReA >0} C p(A) et on a de plus ||(A — /U)_l“ <(ReA)L.

Théoréeme 1.2.4. Soit A: 9(A) C H — H avec D(A) = H un opératenr dissipatif maximal, alors :
1. Al e Z(H).

2 4z =1

3. limAZlu = u pour tout u € H, ont A;l = —-cA) " e>0.

e—0

Exemple 1.2.1. Soit

A D(A) = {n € L(Q): u(0,t)=0}, Q=(0,1)x (0,T).

:E’

Alors A est un opératenr accrétif-

Mentouri
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1.2 Opérateurs abstraits de régularisation 11

Preuve. On a

poy= [ P adnae [ a7 d ¥ fxd
( u,u)_JEu x t_Juuo X_JME xdt,

Q 0 Q

donc
1 1 1
(An,u) + (Au,u) :J |I/t|2 )de —J |u|2|odx =2Re (Au,u) :J |u(x,T)|2dx,
0 0 0

car #(0,x) =0, d’ou
Re(Au,u) >0

3

d
Exemple 1.2.2. On prend A= T de domaine de définition
t

du I*u Pu du 3’u
D(A)=1{u e H=L,(0, a) e pealey € L,(0,a), #(0) :O,E(O):O,ﬁ(a) =0;.
Alors A est un opératenr dissipatif-
Preuve. En effet, on a
F O%u 3%u [ Oudu 1]dul
Re(Au,u):Re —udt =Re——u|; —Re dt:—— ,_, <O.
at’ at? Jt 9t 2t

3

%
Onpose AZ' =(I —cA)™' =(I - 5;) !, pour ¢ > 0.

Les opérateurs A~' ne sont que ceux qui donnent la solution du probléme

3 2

g2 b =g, 0=0, =0, Th=0

Dont le probléme adjoint est
53¢ ggf 52g*

8. te—5 =8 8(0=0 —=(0)=0, —=()=0.
Proposition 1.2.4. Soit v € L,(0,a), alors
- lal—r»% AE_l% " L,(0,4) =0
- lim |7y —a]|, =0

Mentouri
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1.2 Opérateurs abstraits de régularisation 12

Soit 2 =[0,1] x [0,7]. Pour # € L,(2), on note par

ale

u,
1 tk“eLz(Q),/e:O,B
2w (x.0)=0, (e Ty =0 32”5( T)=0, Vx €[0,1]
. ) =V, —/— ) =V, —/—/—— ) =\, S ) .
u(x 3, x 3,2 x x
; 2w L(Q), k=03
. € ’ =\,
gk 7
4. 9*(x,0)=0 37)5 T)=0 327)j T)=0,V 0,1
. N 5 =0, —(x, =\, - ) =\, € s L]
ol(1,0) =0, ZE(0 T)=0, ==(x.7)=0, ¥xe[0.1]
5, |A‘1u <|l#|| , Ve>o.
¢y L@
6. ||(A-1)*@ <ol Ve>o.
¢ Ly(8Y) L)

7. <A;1M,W>L2(Q) = <u,(A;1)*7)>L2(Q).

) du
8. SiueL,(R), —

€ L,(f2), alors
dx
Ju, du, Jdu
- ——€L,(Q),deplusona — =(=), et u_(x, T)=A""(#(0, T)).
dx dx dx* ¢ ‘
du’  Ju

= (=) et ul(x,T)=(AZ")"(u(0,T)).
3x gx N £ e
9. Siu€L,(f),alors

- lim ||A_1u —u =0.
ol L,©)

- lim|{|(A7"Y % —u =0.
e=0 € Ly ()

On applique tout au long de ce travail I’e-inégalité suivante :

€ 1
lab| < =|af* + —|b|?, Ve > 0.
2 2e
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Chapitre2 <

Probléme aux limites avec condition intégrale &
deux bornes variables pour certaines classes d’équations

paraboliques

Dans ce chapitre on étudie un probléme avec condition intégrale a deux bornes variables pour une

classe d’équations paraboliques. On démontre I’existence et I'unicité de la solution dans un espace

fonctionnel de Sobolev a poids. La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et

sur la densité de I'image de 'opérateur engendré par le probleme considéré.

2.1 Position du probleme

Dans le domaine
Q;=(0,1)x(0,7),0< T <0

.17 57 . , . .
nous considérons ’équation aux dérivées partielles :

2u=2" 2 (a0 SE) =), (50€Q @
n=———\a(x,t)=— | =f(x,t), (x,2)€Qyp, :
dt  Ox Ix !
ou la fonction a(x, t) et ses dérivées sont borneés sur I'intervalle [0, 7] :
0<a,<a(x,t)<a
0 e, )<
<a,<—(X,t)< a,.
2 at 3
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2.1 Position du probléme 14

A I’équation (2.1) on associe la condition initiale,
lu=u(x,0)=¢(x), x€(0,1), 2.2)
la condition au bord du type Dirichlet,
u(0,t)=u(1,t), t€(0,T), 2.3)

et la condition intégrale,

1

Jau(g,t)d§+f/(§,t)d§:o, 0<a<pf, a+pB=1, t€(O,T). (2.4)

On suppose que la fonction ¢ satisfie les conditions de compatibilité données en (2.3) et (2.4), i.e.

1

o(x)dx —|—fﬂ p(x)dx =0.

a

bO=p(1), |

0

Au probléme (2.1)-(2.4) on associe 'opérateur L = (%, (), défini de E dans F, ou E est un espace

de Banach constitué des fonctions # € L,(Q), vérifiant les conditions (2.3) et (2.4), et muni de la

norme
it = [ oo |22 4|24 ] ava f@)‘?”zd
= —_— —_— t -
u||g N x 3, + e x +O;1:£T o (x e x
a 1
+supf |u|2dx+supf |u|*dx, (2.5)
0<t<T Jo 0<t<T Jj

et I est Pespace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles F = (f, ¢), obtenu comme complété

de Pespace

Ly(Qr) x W) (0,1)

par rapport a la norme

IFIR =2 o)l = fQ 0(x) |/ dxdi + f 0(x)| ¢/ dx

a 1
+f |<p|2dx+j |gp|2dx, (2.6)
0 B
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2.2 Estimation a priori bilatérale 15

ou
x? O0<x<a
0)={ (1-p) 2 << @7)
(1—x)? B<x<l.

En utilisant la méthode des inégalités de I’énergie proposée dans [56] , nous établissons une estima-
tion a priori bilatérale. Alors on montre que 'opérateur L est un homéomorphisme linéaire entre

les espaces E et F.

2.2 Estimation a priori bilatérale
Théoreme 2.2.1. Pour toute fonction u € E, on a lestimation a priori

1Ll [, < Ry (1]l 2.8)
ont ky est une constante indépendante de u, i.e. by = max(2,4a’,1+ 4a;T).

Preuve. De I’équationn (2.1) on obtient

— — ) — || .
A T e\ Ok
Or 2 2 2
d ( )3% <229u +2292u
— ) — — —.
ax \"V x| = ox “ dx?
D’ou
5 Iul’ ,|9%u ? 5 : dul’
J@(x)|.§fu| dxdt§2J O(x) | |=—| +2a5|=—| | dxdt+4a.T sup J@(x) —| dx. 2.9)
dt H Ix? 3 0<t<T dx
Qr Qr 0
D’autre part, sous la condition (2.2), on a
1 12 1 Iul
f@(x))<p) dx < sup f@(x) —| dx, (2.10)
0<t<T dx
0 0
a a 1 1
f|<p|2dx§ sup f|u|2dx, et f|gp|2dx§supf|u|2dx. 2.11)
0<t<T 0<t<T
0 0 B B
En combinant les inégalités (2.9)-(2.11), on obtient (2.8) pour tout # € E.
Mentouri
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2.2 Estimation a priori bilatérale 16
Lemme 2.2.1. [24] Pour toute fonction u € E, on a
al a 2 a 2
1 du(é,t) du
- —dE| dx < | x*|=| dx,
|| =5 s 2
0 [x 0
(| auE,n : 1 dul’
u(é,t u
— | || —===2d¢&| dx< | (1—x)*|=| dx. 2.12
4 J J de ¢ - J ( ) de @12
B 1B B
Théoreme 2.2.2. Pour toute fonction u € E, on a lestimation a priori
[lllg, < Ry 1L I (2.13)
ot la constante
exp(cT)max(8 /4+34/84,1)
T min(8/2,1/2,842/16)
avec
aé —8a,a, 5
8 =—5—>0, ¢>(5/ay+3/4)a. (2.14)
2a,a;
Preuve du théoreme 2.1.2. On définit le multiplicateur suivant :
23%( " "‘3%( E ey <
x“—(x,t)+2x | —(&,0)dE, <x<a
dt . dt
,dn
a(x,t)Mu(x,t)=5 (1=7) 3—(x,t), a<x<pf
t
du *Ju
(1—xY—=—(x,t)+2(1—x) | —=—(&,t)dE, [B<x<l.
t 5 dt
On considere pour # € E la forme quadratique suivante :
T rl -
ReJ J exp(—ct) LuMudxdt,
0o Jo
ou la constante ¢ vérifie la condition (2.14), obtenue en multipliant I’équation (2.1) par
exp(—ct)Mu,
en prenant la partie réelle et intégrant par parties sur
Q;=(0,1)x(0,r), 0<T<T.
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2.2 Estimation a priori bilatérale 17

Calculons d’abord :

1 _ a _ B _ 1 _
Re <J .ZMMudx> = Re <f .ZuMudx+J .SfuMudx+J ‘ZMMudx> (2.15)
0 0 a B

=Re(1,)+ Re(L,) + Re(1;).

[ J“l zé’ﬁé’ud f 3%3 du 4
vT ) ar s T  drax \"ax )
@ du(&, t)
— —dx
*L 7 U ot 5) It
*2x [ (% du(&,t) d [ du
‘07<L 7 d5>%<“%>‘”

= I+ + 1+,

Or

En utilisant une intégration par parties, on aura

dudu 3%
Illzj XEEdX_J a[
o Jl ,0u 0 3% dee ,du(a,t) du(a,t) J ,0u 3%u i
o = ) N o \f e )T T T o ) Y 9xdiax
"‘2 dudu @1 234353%
+f “ 2t ox ’“‘f S axarax”
“2x [ [ u(,t) du *du(é,t)
Rel. = Re| = d8) Zdxe=| - d
“s eL 4<Jx ER £>3t Joaf ER 5

* x da du(é,t)
- == d
fo azé’xJ; dt £l
“2x [ (% du(&,t) d [ du * Jdu
I, = —| £ —2u(0,0) | ZZdxs2| 42
4 fo p <L EP d§> &’x< 9x>dx u( tJ dx+ ugtdx

* Jdudu x da du(&,r)
-2 ——dx -2 d —d
o dxdt L 29x <f 1 5) Ix
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2.2 Estimation a priori bilatérale 18

Par suite
R (1)_f"‘x2 du zd R ,du(a,t) du(a,t) R J“ ,du J%u J
W= |G TN\ o e )T, Y ek aian
“ 9% du “x23a d7 u 1| (e duE,e) |
2Re | xZ—Z dx—Re| 2227774 - d&| d
* ejoxazaxx "’Laaxatax x+£a£ 2 4¢|

[ 52|20 st amamenton [ Foasvame w2

J— —_ — t —_ —_

, 20x|), o ¥ = 2Reu(@t) | Frdx+2Re | uzrdx
- f"‘ Qué’ﬁd IR J"‘xé’a faaﬁ(g,t)dg 3%d )16
— e ; X%E X — e , ;E ) at Z X. ( )

De méme, on a

I, = Jﬂ (l_ﬁ)zﬁg—ﬁdx—fﬁ (1—ﬁ)25’_ﬁi a@ dx
S a Jdt Jdt R a Jdtdx \ Jdx
= L+

Une intégration par parties, donne

2

PA1—=BYIudu P(1—=BY|u
L, = ——dx = -
2 L a Jt Stdx Ja a dt ax,
et
P1—-BY23u 3 [ du du dul”
I = — —_ - d - — 1— f
2 f 2 Jt0x <“ax> * [( g axl
A du I*u P(1— )Y dadudu
—_— 2_ — — — —
+L S NP R J PRNE P P M
Donc , P
B(1—=pB)Y|0u dudu
Re([z):J ﬂIB E dx—Re |:(1—ﬁ)255i|
P du 3°u P(1—=B)Y3adudn
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2.2 Estimation a priori bilatérale 19

On a aussi

"(1—x)?du du Y(1—xydu d [ Fu
] = J ——dX—J V= \a—= dx
) 5 a dt dt 5 a dt dx \ Ix
[ ([0, ) 2,
i a B at dt

20 —x) [ (* Fu(,1) d [ du
_L a <J,5 at d§>a<45>dx

= L+ 5+ L+ 1,

Or, par une intégration par parties,on trouve

; _fl(l—x)zau&’ﬁd _fl(l—x)2
T Jéi a EE = Jéj a

2

dx.

du
ED

I, = _fl(l—x)zgﬁ d <aa—%> dx=(1—ﬁ)zgz(ﬁ’t>3%(ﬂ’t)—2f1(1—x)3_73_%dx

5 a Jtdx\ Ix dr  Ix 5 dt Ix
"(1—x)?du da du 11 ,dn I*u
‘Jﬁ < 9i9x0x ”Jﬁ( ) e gt
12(1— * 9u(E, J 1] x du(E, 2
Rely; = ReJ M(J e t)af) —%deJ —f n(e t)df dx
B a i at at B al|ls at
H1=x)dal|(*duE&,t) |
o4 dé| dx.
+J:3 a*> Jx Jﬂ dt £ dx

B Y2(1—x) [ (* du(,t) d [ du B L Ju
L, = —flg ; <Jﬁ EP d§> o <45> dx = —2%(1,t)fﬁ de

U Ju ! dudu
—|—2f ué)—dx—i-Zf (1—x)——dx

i t B dt dx
Y(1=x)dadu [ (*du(,t)
) -— dé ) dx.
Jlg a Jdxdx <Jﬂ at £> *

D’ou
dun

dt

Re(l,) = Ll (1 —ﬂx)z

dx + Re <(1—,5)

,37(B,1) au(@t))
d
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2.2 Estimation a priori bilatérale 20

- fll 3%3%d Jl(l— )zguaaﬁud
TR | ) g TR T aiaR e

R fll dun I*u i fll Jxé’u(f,t)dé, J
tRe | =07 7™+ 2, —a

YA —x)da|(*du(&,t)
+Jﬁ " EJ EP d& dx—ZReultJ—dx
e [ 0 axvare [(1-0) 2t
+ eJﬁ n x + eJﬁ( —X)EE x
YU —x)dadu [ [*u(&,t)
—2R _— d& )dx. 2.18
eJﬁ a dx dx <Jﬁ dt §> * ( )
En remplagant (2.16)-(2.18) dans (2.15), en tenant compte des conditions (2.3) et (2.4), on obtient
R J1-5~” Mud —Jle(x) Iul d RJ@ o ey
o T )= ) T | a | ) T e axa

O(x)du da du |
_Ref A enact +f .
0 0

a Jdtdxdx a
* x da
_Jo 2 Ix

'(1—x) da
L
5 a x

2

“9u&,t) |’
L = A&l d
I

“Au(&,t) |
- d&| d
Igd »fﬁ dt 5

J,@x )

d¢| d

J“ Su;é' ,t)

a

du
dx+2ReJ n—-dx
o Ot
U Ju ?x da du(¢, t)
2R —dx—2R o
" "’fﬁ”at . efoa&’x J P ’5>

—2ReJ( X)da ou <J 3”(;5 t)d5> (2.19)
5

at

i Jx0x

Regardons maintenant les deux derniers termes de (2.19) :

_2Ref§%<ﬁ 3”5 ?) §>—dx = —2ReLa%<L 3”25 )d§>
x dadu

=227 gy

Jadx dx
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2.2 Estimation a priori bilatérale 21

Z—Ladl La gz(f,t)dg‘zdx_Joa 2(3@)2

dt a dx
Z_LadlLaaﬁ(&t)dg,rdx_fol@(ﬁ)z
—2Re

at a Jdx
1
_L;

Alors, I’égalité (2.19) devienne

Iunl’
Ix
oul’
Ix

X

dx.

De méme

Uonedu (2R
a Jdx Jdx dt

f; 37(5,t)d52d _L (Z)éz)

dt
du

e[ ) » [ 202

O(x)u da du * x da
—Ref Axjoucach . f
0 0

d§>dx2

d
Ix *

dun I*u

)3; axatdx

- dx—l—ReJ O(x

f dn(&,t)

at d§

a Jdt dxdx 2 Ix

* Ju U Ou
+2Ref M—dx+2Ref u—-dx
o Jt s It

5 '0(x) da Iul’
- f — 3

Regardons encore le troisieme et le quatriéme terme de (2.20), en utilisant les inégalités élémentaires

dx——jé)()
2)s a

J - (g{’t)dé"zdx < J_ f“éu;i,w

L Euéf ,t)

dx. (2.20)

et lelemme 2.1.1,0n a

. Jlﬁ(x)gﬁaaé’ud S J O(x) da
Re| @ T1) G =

oul’
ED

du

et

2
dg‘d

2

J"’x&’a
o a’dx

IA
|

d¢| d

IA
|
x
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2.2 Estimation a priori bilatérale 22

D’ou
2 . a9,
dx > 4— O(x)|—=—

do 0 gt

J“"x&’a 4
—O;Z X.

Alors, en tenant compte de la condition (2.14), I'inégalité (2.20) sera écrite sous la forme

f 8%25 t)

d{‘d > 4—f

Lulludx ) > 8 PR

f uMudx J x+ ef (x)xgxé’t x

+2R Ja O et 2R Jl T e 25 [ oy 9l 221)
eouzx eﬂuzx—id—oo xE X. 2.

En multipliant (2.21) par exp(—ct) et intégrant de 0 a 7, on obtient

du
ED

(x T edrvare [ [ O rxd
t t —Cct)u— t
J J x)exp(—c 3x 5.2, %* + eJO JO exp(—c )%é’t X

+2Rej J exp(—ct) M—dxa’t——J J O(x)exp(—ct)

Intégrons par parties le deuxieme, troixieme et le quatrieme terme du membre droit de I'inégalité

T rl T rl 2
Rej f exp(—ct) LuMudxdr > 3J J O(x)exp(—ct) dxdt
o Jo o Jo

dxd . (2.22)

(2.22) par rapport a ¢, on aura

f f o(x 9% %u ded 1f1 6 Jdu(x,7) zd
t t=- —

x)exp(—c EI Y X 2. exp(—ct)0(x) Em X
1 19 du(x,0) 2d c (" 19 du 2d J 593
_EJO (x) E® x+§J;J; (x)exp(—ct) 52| 4* t. (2.23)

1 a
J j exp (—ct %_dth_EJ exp(—ct)|u(x, )| dx

——J | (,0)* dx + = J J exp(—ct)|u|*dxdt. (2.24)

f J exp(—ct %_dth_EJ exp(—ct)|u(x, )| dx
g
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2.2 Estimation a priori bilatérale 23

1 1 T rl
_EJIB |u(x,0)|2dx+§f J/j exp(—ct)|u|*dxdt. (2.25)
0

Remplagant (2.23)-(2.25) dans (2.22), en tenant compte de la condition initiale (2.2) et la condition
(2.14), on obtient

2
dx >

gpl

T 1 - a 1 1 11!
Ref J exp(—ct).ffuMudxdt+f |g0|2dx+f |g0|2dx+—f O(x)
0o Jo 0 B 2 Jo

du(x,7) 2

X

dx

2
1 11!

dxdr+ EJ O(x)exp(—cT)
0

u
t

3“01 O(x)exp(—ct) i

#5200 [ otrespien

du

X

2
dxdt

+J exp (—ct)|u(x, 7))  dx + Jﬁ exp (—ct)|u(x, )| dx. (2.26)
0

Regardons maintenant la premiére intégrale du membre gauche de I'inégalité (2.26), on a

1 - a x2 &)Z
Re f exp(—ct) LuMudx :Ref exp(—ct) Lu——dx
0 0

a t

@ x * Ju(&,
+ReJO exp(—ct),&”u% <J ;é; t)d§> dx

(1- B du fl (1-xpd7

p de+Re ﬂexp(—ct).ffu — 5,4

! 20—x) [ (* Pu(,t)
+R€Jﬁ exp(—ct) L u . <f,@ EP df) dx

B
+ReJ exp(—ct)ZLu

= ReJ, + ReJ, + ReJ; + Re], + ReJ. (2.27)
En appliquant I’ — inégalité et le lemme 2.1.1, on trouve

@ x*Ju
Re], = Re| exp(—ct)Lu——dx
0 a at
2
2 (% x? ,
dx+— | —exp(—ct)|Lul| dx.
8 0 612

S

@ du
—J x*exp(—ct)
0

at

IN

8
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2.2 Estimation a priori bilatérale 24

Re], = ReJoanp(—ct)Zu7 <J S t>d§>d

dt

BN azzd 32 (*x Py
< EJO x“exp(—ct) > x+§ : d—zexp(—ct)| u|"dx.
B 1-B? %
Re], = Ref exp(—ct)jfu( alB) g—t x
S (P ul’ 34 (£ (1-B)
< 2 _py P s o _ 2
< 5 L (1—B) exp(—ct) EP 5 L - exp(—ct)|Lu|"dx.

! (1—x) du
Re], = ReJ exp(—ct)Lu —dx
B a dt

2

= 8J1<1 exp(—ct)| 22 +2J1(1_x)2 (~ct)|Zuld
< 3 , —x) exp(=ct)| o 3 7 exp(—c u| dx.
1 2(1— * Ju(&,
Re], = Refﬁ exp(—ct) Lu ( . %) <f/6 %éi t)d§> dx
= gflu fespien)| 22| (H) (—et)|Luld
S g 5 X) exp (4 Z 8 az exp (4 u X.

En remplagant dans (2.27), et intégrant de 0 & 7, on obtient

J J exp(—ct) LuMudxdr < — f J O(x)exp(—ct) dxdt
T 1(9(3(?) 5
—f > (—ct)|Lu|"dxdt. (2.28)
0o Jo 4
Substituant (2.28) dans (2.26), ce qui donne
38 (7 (! ! du(x,7) 2
—J J O(x)exp(—ct)|=—| dxdt+=| O(x)exp(—c7) dx
4 Jo Jo 0 dx

+——2—%J f O(x)exp(— ct)a
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2.2 Estimation a priori bilatérale 25

1

+Jaexp( ) |u(x, T)|2dx+Jﬂ exp(—ct)|u(x, ) dx

10(x) 1 (! 12
f f —exp —ct)| L ul dxdt+2f @(x))<p dx

a 1
+f |<p|2dx+f o) dx. (2.29)
0 s
De I’équation (2.1), on a
%u < du +5’a du
“lox2|=1a: x| x|
alors , , ,
3 32 S| u ) 28 [ 3a\?*|u
—_ — | < == +—= | |_|__ - -
16 I x? 4 |dt 4 dx dx
D’ou

2

dxdt

32

L[ ool

Ox)exp(—er) | Ll dxdi 4o 1ﬁ)9 expicet)| 2
il 30K ;

du
dxdt<+ JJ@ Jexp (—ct) R

2
‘ dxdt. (230

En combinant les inégalités (2.29) et (2.30), en tenant compte de la condition (2.14), on aboutit a

), Lo

Jdu(x,T)
dx

1 1 2 a
dxdt+2J 0(x) dx+f | (x, 7[> dx
0 0

f o, )P dx+_f J

<exp(cT)8/4+34/8a)) | O(x)|Lul’dxdt
Qr

1 1 , a 1
+—J <9(x)|gp |2dx+J |g0|2dx+f o> dx. (2.31)
2 J)o 0 8

Comme le membre droit de (2.31) est indépendant de 7, en prenant le sup du membre gauche par

dxdt

rapport a T sur I'intervalle [0; 7], on obtient I'inégalité désiree.

Mentouri
©2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques Constantine



2.3 Résolvabilité du probleme 26

2.3 Résolvabilite du probleme

Des estimations (2.8) et (2.13), on déduit que I'opérateur L : E — F est continu et que son image
R(L) est fermée dans F . D’oti 'opérateur inverse L ™" existe et est continu de R(L) dans E, ainsi L est
un homéomorphisme de E dans R(L). Pour obtenir I’existence de la solution, il suffit de montrer
que R(L)=F.

La démonstration est basée sur le Lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Soit
Dy(Ly={u€E:{u=0}.

St pour u € Dy (L) et une certaine o € L,(Q) on a

P(x)Luwdxdt =0, (2.32)
on
X O<x<a
p(x)=4 (1-5) a<x<f
(1—x) B<x<l.
Alors, o =0.
Preuve De (2.32),0n a
du
gb —wdxdt_ ¢ < X, t)—> wdxdt. (2.33)
dx
Pour la fonction w (x, t) donnée, on introduit la fonction
a)—J w(g’t)df O<x<a
v(x,t)= w a<x<pf
w—f w(g’t)df B<x<1.
p 1-¢

En intégrant par parties par rapport a £, on obtient

x‘v+fav(§,t)d§ O<x<a
Nf():()ﬁ(x)a): (1—ﬁx)‘vx aﬁxfﬁ

(1—x)’v+fﬁ v(&,t)dE B<x<l.
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2.3 Résolvabilité du probleme 27

Ceci implique que

a 1
("o, 1) = f o(&,)dE =0,
Jo B

Le.

(av(é’,t)d£+J v(&,t)dE =0.
Jo B

Alors de I’égalité (2.33), on a

Ju_—_
_ _%vadxdtzj A(t)u@dxdt, (234)
Qr dt Qr
ou
n d . du
(=2 ( $e)ae,) 5=

Introduisons les opérateurs de régularisation par rapport a ¢, [18], [22], [23] et [24],

S (; I\ Y
] . = +e E et <]€ >
alors ces opérateurs fournissent les solutions des problemes respectifs :

dg. (t)

€ dt +g5(t):g(t)g5(t)|t:020’ (235)
et d ( )
“(t

e g (=8 (08, (0] =0, (2.36)

et ces opérateurs vérifient les propriétés suivantes :
Pour g € L,(0,T), les fonctions g, = (]5_1> getg = <]E_1>* g sont dans Wzl (0, T) telles que

8. |t:O:O et g; |z:T: O’
%

Dailleurs, /' commute avec 37 etona
- t

T T )
J |ga_g|2dt—’0, J g:—g’ dt — 0 poure — 0.
0

0

En remplagant dans (2.34) # par la fonction de régularisation #, = (J~')u, et utilisant la relation

DA(

—1 -1 -1 T) -1
A =] A7) +e). 7]5 .
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2.3 Résolvabilité du probleme 28

Puis, en prenant I’adjoint de Popérateur ™!, et intégrons par parties par rapport a ¢ dans le membre

gauche, on obtient

do’ — JA _—
J uN [ == dxdt:f A(t)u'vfdxdt—l—sj —u v'dxdt. (2.37)
Q dt Q : Q at €

Par passage a la limite, Nous satisfons I’égalité (2.37) pour toute les fonctions vérifiant les conditions
(2.2)- (2.4) telles que

BT
Ix’

du

<¢(x)%> €L,(Q) fori=0,1.

Dopérateur A(t) admet dans L,(0,1), un inverse continu satisfant

1

J:A_l(t)gdx + Jﬁ A7 (t)gdx =0.

Donc la fonction #, peut-étre représentée sous la forme

u, :]5_1A_1Au.

Alors, on a

JA A (A

—_—u, = t t)u.

= A (DAn
Par conséquence, I’équation (2.37) devienne

dv; |
J uN | —= dxdt:J A(t)u(v*+€Affuf> dxdt, (2.38)
Q 3t Q £ £ €

ou A’(t) est I'opérateur adjoint de A, (t).

Le membre gauche de I’égalité (2.38) est un fonctionnel linéaire continu en #. Alors la fonction b, =

dh a ah
V' + cA'v" admette des dérivées d(x)— € L,(Q), o <¢(x) 5> € L,(€2), et les conditions
; ¢ x

dx dx

suivantes sont veérifiées

d e
hs |x=0 :O’ hs |x=1 :O’ ¢()C)—|

=0. 2.39
Em (2.39)

x=1 "

Lopérateur A’(¢) est borné dans L, (£2). Pour ¢ suffisament petit, on a HEA:(t)

< 1, par suite
L, ()

Popérateur I +eA’(t) admet un inverse borné dans L, (12).
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2.3 Résolvabilité du probleme 29

*

De plus, ——— sont des opérateurs bornés dans L, (£2). Alors, on conclu que la fonction v7 ad-
L do; J do; . :
mette des dérivées p(x)—=—= € L,(Q), =— ( ¢(x)—== ) € L, (), et les conditions suivantes sont
dx dx dx
satisfies .
o
’U: |x=0 = O’ 7}: |x=1 - O’ ¢(X)—E |x:1 =0. (240)

dx
Alors, pour ¢ suffisament petit la fonction v a les mémes propriétées que la fonction 5,. De plus,

v satisfie la condition intégrale (2.4).

Posons
t
u= f exp(ct)v’ (x,7)dT,
0
alorson a
u(x,0)=¢(x)=0, x€(0,1)
et
u(0,t) = J exp(ct)v. (0,7)dT =0,
0
u(l,t) = J exp(ct)v. (1,7)dT =0,
0
d’ou

u(0,t)=u(1,t), t €(0,T).
En remplagant donc

u= J exp(ct)v! (x,7)dT,
0

dans (2.34), ou la constante ¢ satisfait

2

eay
cag—a,——2=>0, 2.41)
4y
et en utilisant (2.36), on obtient
— Iu dv;
—f exp(ct)vafudxdt:J A(t)uexp(—ct)—dxdt—ef Aty n—=dxdt. (2.42)
Qr ) Qr di Qr dt
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Intégrons par parties le premier terme du membre droit de (2.42) par rapport a x, ensuite par rap-

port a ¢, on trouve

du rrrrad du du
JQTA(t)MCXp(—Ct)dedt = —fo |:fo Z(gb(x)a(x,t)%) exp(—ct)zdx} dt

= t ou t o dxdt
= QT¢(x)a(x, )3x exp(—c )ﬁxat xdt.

du d%u du d du
gb(x)a(x,t)aexp(—ct)axgtdxdt = L |:J d(x)a(x,t)=— 3 — exp(— Ct)gt(é’x)dt:| dx

u !
= |:f d(x)a(x,t) —exp( ct)adx]

0
(x,1)

Qr

Iul

exp(—ct)|—=—
x

dxdt

[ g
Qr

2,
d(x)a(x,t)exp(—ct) dxdt

u

dx
du d%u

- N ng(x)a(x,I)Zexp(—ct)axatu’xdt.

Qr

D’ou
du(x, T)[
d
dt ‘ *

2ReJ A(t)uexp(—ct —dxdt—f d(x)a(x, T)exp(—cT)

da(x,t)
+JQT exp(—ct)p(x) <ca (x,t)— EP >
De méme, on a

do* 'rer 2 du\ J
—EJQTA( )uﬁdxdt_sfo [L o <¢(x)a(x t)g—> 3_( )dti|

_ — 0 da(x,t) du —J 3%u
_—gJQT V.o <¢(x) 3, 3x> dxdt —5J v’ 3% <gz§(x)a(x,t)3xgt> dxdt.
Or

Ao - ([ <¢< ez,

J o ) du
Ox
Mentouri
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_EJ T;;% <gz§(x)a(x,t)aé:;t>dxdt — _gr Uol <gz5(x)a % 1) jzoff >dx} dt

92,
= f ¢(x)a x,t) dxdt
. dxdrt
= ¢ Ja(x,t)exp(ct) —8| dxdr.
dx

D’ou

2 J ) Qv_:d y 2 gv_f Qa(x,t)gud 4
— t\y — t = - -_— t
e ¢ o (t)u EP X el e o, Tx &(x) P X

2

dxdt.

*

€ o d(x)a(x,t)exp(ct) 5’_

En appliquant I’c-inégalité sur I’égalité précédente, on obtient

EPR —¢
Re (—EJQTA( )Mzdxdt> oy JQTeXp(—ct)gﬁ(x)

En combinant (2.42), (2.43) et (2.44), en tenant compte de (2.45), on obtient

da
Ix

10ul

- dxdt.

(x,2)

2

—Re <f exp(ct)vfﬂdxdt) ZJ exp(—ct)p(x) <cao —ay— Z> |u,|*dxdt > 0.
Qr Qr a

0
En utilisant (2.45), on aura

ReJ exp(ct)v:mdxdt <o0.
Qr

Alors, pour ¢ — 0 on obtient

Ref exp(ct)vNodxdt :f exp(ct)p(x)|v|*dxdt <O.
Qr Q

T

On conclut alors que v =0, donc, w =0, ce qui acheve la démonstration du lemme.

Théoréme 2.3.1. L’image R(L) de L coincide avec F

(2.44)

(2.45)

©2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques
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2.3 Résolvabilité du probleme 32

Preuve. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement si la relation

_ 1 a 1
9(x)$%fdxdt+f <9(x)——dx+f 5%?dx+f (ugdx =0 (2.46)
Qr 0 0 B

pour tout # € E et (f,¢) €F, implique que f =0et ¢ =0.
Soit # € Dy(L) alors de (2.46), on conclut & partir du lemme 2.2.1 que ¢ f =0, alors f =0; ou

xf O<x<a

bf =1 (1=-B)f a<x<p

(1—x)f B<x<l.

En prenant # € E dans (2.46) on obtient :

1 dludo p 1
J Q(x)—u—gpdx+J Zu?dx+f lupdx =0.
0 dx dx 0 B

Comme I'image de 'opérateur trace £ est partout dense dans I’espace de Hilbert muni de la norme

1 2 a 1 :
U 0|52 | + | tpPax | |¢|2dx}
0 0 B

do
dx

alors ¢ =0.
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Chapitre3 <

Probléme aux limites avec condition intégrale au
bord multi-variables pour certaines classes d’équations
paraboliques

Dans ce chapitre on étudie un probleme avec condition intégrale a bornes multi-variables pour les
équations aux dérivé partielles.

On démontre I’existence et ["unicité de la solution dans un espace fonctionnel de Sobolev a poids.
La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la densité de 'image de

'opérateur engendré par le probleme considéré.

3.1 Position du probleme

Dans le domaine
Q={(x,t)e(0,1)x (0, T), T >0}
nous considérons I’équation
2u=T0a) = fe) 6.0
=——a(t)—== s L), .
T T T

ou la fonction a(t) et ses dérivées sont bornées sur 'intervalle [0; 7] :

0<¢<a(t)<c,

da(t) <

0<g <

C}.
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3.1 Position du probleme 34

A I’équation (3.1) on associe la condition initiale
Cu=u(x,0)=g¢(x), x€(0,1), (3.2)
la condition au bord du type Dirichlet
uw(0,t)=u(B,t)=u(y,t)=u(l,t), t€(0,7T), (3.3)

et la condition intégrale

1

Jan(x,t)dx+2fyu(x,t)dx+f u(x,t)dx =0, (3.4)
0 5 5

O<a<f<y<d<l, eea=1-8=y-4, t€(0, 7).

Ou, la fonction ¢ est donnée vérifie la condition de compatibilité suivante

2(0)= 0(5) = o) = p(1), f () +2 Jﬂygo(x)dw L o()dx =0.

Lors de I’étude classique de la solution du probleme (3.1)-(3.4), avec la condition (3.4) les conditions

suivantes doivent étre remplies

" "

a0 {p (0)+ ¢ (B)— ¢ (r)— ¢ (D} = F(1,0)+ £(1,0) = £(5,0) - £(0,0),

4(0) { L ’ o (x)dx+2 J}; o (x)dx + f; go”(x)dx} = JO ’ f(x,0)dx

+2 Ly F(x,0)dx + J; F(x,0)dx.

La modélisation mathématique de différents phénomenes conduit a des problémes avec des condi-
tions non locales ou des conditions au bord du type intégrales. De telles conditions se produisent
dans le cas o 'on mesure une valeur moyenne de certains parameétres a I'intérieur du domaine.
Dans ce chapitre nous étudions un probléme avec condition intégrale a bornes multi-variables pour
une classe d’équations aux dérivées partielles du second ordre.

Au probléme (3.1)-(3.4) on associe ’opérateur

L=(2,0)

Mentouri
©2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques Constantine



3.2 Estimation a priori bilatérale 35

défini de E dans IF, ou E est un espace de Banach constitué des fonctions # € L,(Q), vérifiant les
conditions (3.3) et (3.4), et muni de la norme
2

2 2

5 p(x) | |Pu 3%u le(x) du
= — — | dxdr —| d
=], 5[5 o] e ], |5
a ¥ 1
+ sup f |u|>dx + sup f |u|*dx+ sup f |u|*dx, (3.5)
0<t<T Jo 0<t<TJp 0<t<T J§
et IF est ’espace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles
F=(f,9)
obtenu comme complété de P’espace
L,(2) x W;(o, 1)
par rapport a la norme
2
p(x) Lp(x)|de :
I =1l = [ 20 dnais [ 21 g [t
Q 0 X 0
y 1
+J |g0|2dx+f lo|*dx, (3.6)
B )
ou
x2, x €]0,a],
plx)= (}/_ﬁ);’ , x €[, f]U[y,d],
(}/_x) +(x_ﬂ)’ XE[IB,}/],
(1—x)%, x€[8,1].

En utilisant la méthode des inégalités de I’énergie proposée dans [56], nous établissons une estima-
tion a priori bilatérale. Alors on montre que 'opérateur L est un homéomorphisme linéaire entre

les espaces E et F.

3.2 Estimation a priori bilatérale

Théoreme 3.2.1. Pour toute fonction u € E, on a lestimation a priori
2
1Ll < e lell (3.7)

onl ¢, est une constante indépendante de u, i.e. ¢, =2max(1,c;).
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Preuve De I’équation (3.1), sous la condition (3.2), on obtient
Iul’ I?ul’
f ()|$|ddt<2fp() — l=—| | dxdt. (3.8)
Q Q 3 gt axz
d Ua(x) | ul’ x
J ) gp dx < sup J P) —| dx, et |gp| dx < sup J |u* dx. (3.9)
0 dx o<i<tJo 2 |dx 0<t<T
y y 1 1
f lo|*dx < sup f |u|*dx, et J lp|*dx < sup f |u|* dx. (3.10)
B 0<t<T B S 0<t<T J§&
En combinant les inégalités (3.8), (3.9) et (3.10), on obtient (3.7) pour tout # € E.
Théoreme 3.2.2. Pour toute fonction u € E, on a lestimation a priori
1l < s Ll (3.11)
ou
exp(cT)max(49,2c,)
Cs = —
) (13 CO)
min(—, ¢,, —
32792
et la constante ¢ vérifie
€y > G5 (3.12)
Avant de démontrer ce théoréme, nous donnons tout d’abord le lemme suivant :
Lemme 3.2.1. [24] Pour toute fonction u €E, on a
bl du(E, 2y 2 b Iul’
dx <4| (x—a)*|—| dx,
L L C9r de - L ( ) dt
blrxouE,e) [ b Iul’
—= 74 dx<4f b—x)|—| dx.
L L dt d - . ( ) at
Mentouri
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Preuve du Théoréme 3.1.2. On définit

23% “Qu(g,t)
xz+2xJ; EP dé&, x €]0,a],
(r—BY 5 xe[a,f]U[r.8],
u du * Ju(&,
N s ]} e
rdu(&,
+2e- ) | i, serpn,
23% xﬁ%(cf,t) x
(1_X)E+2(1_X)L Ep dé, xe[8,1[.

On consideére pour # € E la forme quadratique suivante :
T rl -
Re f f exp(—ct)LuMundxdt,
o Jo
ou la constante ¢ vérifie la condition (3.12), obtenue en multipliant I’équation (3.1) par
exp(—ct)Mu,
prenant la partie réelle et intégrant par parties sur

Q"=(0,1)x(0,7), 0<r<T.

Calculons d’abord :
L— Vou___ V%u__
Re J LuMudx | =Re —Mudx—a(t)f —Mudx
0 0 gt 0 3x2
=Re(L,)+a(t)Re(L,). (3.13)
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Or
L, = 18”M_al
N
“du [ ,Iu * Ju(&,r)
= | = (i
Lﬁt <x 3t+ xfx Ep df)a’x

BOudn
— 2 — —
+(y = B) ER atdx

[°4

r du D %
v 5 =P e AP

* Jdu(,t) r du(é,r)

+2(y—x)Jﬂ Ep d£+2(x—/3)Jx EP d£i| dx
S 9udn

2
+ = p) ) Ezdx
L ou 237 *du(&,r)
+J3 =, |:(1—x) E+2(1_x)J3 3, d£i| dx
= Ly+Lp+Lis+Liy+Ls.

.y . . / s 7
Par une intégration par parties, évaluons les intégrales L,,, L), L5, L, et L5 :

Ona
*Ju du * du(é,r)
L, = — (x*—=—+2 dé |d
! L8t<x 3t+xL dt 5) ¥
= |ul’ “ 9 u “ 9u(E, )
2
- s o
Jox EP dx + O St(x)<Jx EP df)dx,
d’ou , ,
@ \Ju e du(é,r)
— 21
ReLll_JO b dx-{—fo Jx EP d&| dx.
De méme 623,
udu
Lo=(r-pB7| ===
12 (}/ /6) 5 at gt X,
donc
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On a aussi
v du du ad
Ly = | 5o |r=x 5 +(=By5-
13 J,B dt |:(7/ 2 dt Te=p) dt
 9u(E ¢ v du(é,t
_|_2(}/_x)J u(& )d§+2(x—ﬁ)f %ég )d£i| dx,
g ot ) t
alors
y oul
Rel, = f [(r =) +(x = BF] | 5| dx
5 t
14 xJ ; ? r rad ’ ’
Tl “ED) . s [ “E0 ie| g,
sllp 9t gl o
Et
L , 33%376[
w==5) , At It X
d’ou Slaul?
Rel =(r—ﬁ)2f 5| dx.
14 , ot
Finalement L 19, 1 % - xé’ﬁ(f,lf)dé, d
15—LE ( —x)z-i- ( —x)L at x,
d
onc 1 oul | romEn [
Reszfé\(l_x)2 En dx+fa fa dt de| dx.
Par suite
1 3 ? ¢ a&) Eat ’
Re(L) = fop(x) 3—1:‘ dx+Jo f %ét )dﬁ‘ dx
% ) ’ rd :
+J f u(&,t)dg dx+f %(g’t)df dx
p 5 It X dt
1 xé) 2
+f J %(&t)dg‘ e
s |Js t
Le. 1 aul’
RE(Ll)ZJ p(x) En dx. (3.14)
0
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Regardons maintenant le terme

192y

L= - o Ix?

0{32

- _Jo Jx?
—(y =B

r 9%u

-, 7

r J%u

-, 7
—(}’—/3)

192,
J&’x

—Mudx

,du * Ju(&,t)
< EP +2x£ EP df)d

Fﬁgzué’ﬁd
o a2 a”
i 0% ¥ IH(E, 1)
=757 2= | o iz |
[ ,du r du(é,t)
_(x—/ﬁ)z+2(x—,6)£ EP d§i| dx
(% 3%u aﬁd

o ar
[(1—x)2—+21— )J dg]

= Ly+Ly+Ly+Ly+ Lyt Ly

e . . ’ . . ’
Utilisons encore une fois une intégration par parties pour évaluer L, Ly, Ly3, Ly, Lys €t Ly, :

Ona 2, P FTED
“ u u(c,t
L, =— — +2x
2 J E <x EPa f 2 dg)
d’ou
du(a,t) ,du(a,t) *Iu  I*u
RelL,, = —Re o %2, + Re x Qxé’td

—R 2u(0 f —d +2R f —d
,t 9 .
e 14( ) X e u X

De méme, on a

/332%5’14
. Ox2 3t
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alors

On a ausst

donc

Et

\

d’ou

Ona

Rl — Re < 2P, >( _py wc&r))
/63% 32_
MU

(7% du * Jdu(é,t)
Lzs—_Jﬂ W |:(}/—x) &,_"'2(}/ )J:B P d5i| dx,

du(B,t)
dx dt

R JVQM Qz_d
el | ZR0 = G

rdu r du
—2Re ( u(y,t) | —=—dx |+2Re u—dx

Rel,, = Re<

g ot at
r 3% du du(é,t)
no==[ S |- prSsae=p) | 2l a
duly, duly,
R€L24 - —Re< &()}; t)(y_ﬂ)z ;}; t)>
rdu d%u
+Re< Er 3x9td>
v du v Ju
—2Re <u(,6,t)Jﬁ de) +2Re <J,3 uzdx> .

_ 3%y du
—(r=25) WE X,

14
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alors

Enfin, on a

d’ou

RelL, = Re<

R 13u1 zazﬁd
R 35( _X) dxdt *

U Ju
—2Re <u(1 t J —dx> + 2Re <J u—dx).
S dt

Re(Ly=Re [ p 224 3.15
) =Re (| p) e s 3.15)

Par suite

~—"

—2Re <%(O,t)fa§dx+M(ﬂ,t)fygdx—i-u(y,t)fy@dx—|—u(1,t)f1 @dx>
o Ot g ot g ot s Ot
+2Re <Jau§dx+2 yug—dx—l— 1%§dx>.

o OJt dt s Jt

En tenant compte des conditions (3.3) et (3.4), alors (3.15) devienne

Rewy=re( [ 2L g ) pare ([ wlaxw2 [ waxs [ wZea
e(L,)=Re JOP(X)ZQthx +2Re ME x+ ME x+ nzx

(3.16)
En remplagant (3.14) et (3.16) dans (3.13), en multipliant par exp(—ct) et intégrant de 0 a T on

erxp —ct .ZuMudxdt>ff p(x)exp(—ct)

obtient

' dxdt
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du I*u T (e du
f f x)exp(—ct)a— dxdt—l—ZRef j exp(—ct)auzdxdt
o Jo

dx dxdt
T(r du Tt du
+4Ref J exp(—ct)au—dxdt+2ReJ J exp(—ct)an——dxdt. (3.17)
o Jp dt 0 Js de

Intégrons par parties le deuxieéme, troixieme, quatrieme et le cinquiéme terme du membre droit de

I'inégalité (3.17) par rapport a ¢t en tenant compte de la condition initiale (3.2) et la condition (3.12)

on obtient
R fol du azﬁd J >J1exp(—cr) au(x,r)z
—cCt t)— t —_—
|| entmenpat TS Zdnde 2 | T )| ST
11 dlu 201 T 18
—EL px)a | % (3.18)

REJTJaexP(—ct)a(t)M?dxdt ZJaMﬂ(f)W(x,f)lzdx—Jaﬂwﬂzd’c’ (3.19)
) t o 2 2

0

X 7 exp(—cT) 5 ra(0) =,
J J exp(—ct)a u—dxdt>J ——a(7)|u(x, 7)| dx—J —|lul"dx, (3.20)
E] 5 2 5 2

J J exp(—ct a(t)ug—dxdt>J %ma(fﬂu(x,fﬂzdx—'[1@|€u|2dx. (3.21)
)

En remplagant (3.18), (3.19), (3.20) et (3.21) dans (3.17) on obtient

f f exp(—ct).fuMudxdt%—Ja ()|€u|2dx+2Jﬁy 2(O) | dx

! ! dﬁu du
J;\ aO)|lu dx + = JO p(x)a(0) dx>JJ x) exp( ct) dxdt
1t du(x,
+5 [ exptemptriate)| =5 W || est-ennolutr o ds
v 1
+2f exp(—CT)a(T)|u(x,T)|2dx—I—J exp(—ct)a(t)|u(x, )| dx. (3.22)
B 8

Mentouri
©2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques Constantine



3.2 Estimation a priori bilatérale 44

En appliquant e — inégalité sur la premiére intégrale du membre gauche de I'inégalité (3.22) et le

lemme 3.1.1 0on a

T rl T ra
ReJ J exp(—ct)Z%Mudxdtf%J f x?exp(—ct)|Lul dxdt
o Jo 0 Jo

Iul

17JTJ“ 5 ( )
+— x“exp(—ct)|—
32 Jo Jo P

dxdt

+16J f (y — BV exp(—ct)| L u|* dxdt + — f f (y — B)*exp(—ct) dxdt
+16JJ [(r = x)+ (x — BY] exp(—ct)|Luf dxdt
JJ y—x) +(x— B)*] exp(— ct)i) dxdt

+16J f (y — BPexp(—ct)| L uf dxdt+—fj y — B)exp(—ct) i

t el ) 17 7 (1 oul?
+16f j (1—x) exp(—ct)|Lul dxdt—i——f f (1—x) exp(—ct)|—=—| dxdt.  (3.23)
0o Jé 32 0 J& dt

De (3.23) on tire que

f f exp(—ct fuMudxdt<l6J J x)exp(—ct)|Lul’ dxdt

Iy

On combine (3.22) et (3.24) on obtient

e

+L exp(—ct)a(t)|u(x, )| dx+2fﬂ exp(—ct)a(t)|u(x, )| dx

+L exp(—ct)a(t)|u(x, )| alx§16jo fo p(x)exp(—ct)|Lu|"dxdt

314 2
dxdt. (3.24)

du(x,) 2

d
dx *

1 1
dndi 4L . j exp(—c7)p(x)a(r)
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@ 1! dl Y !
+J a(0)|€u|2dx+—f p(x)a(0)|— * dx+2f a(O)|€u|2dx+f aO)[lu)?dx.  (3.25)
0 2 Jo dx Jii 8
de I’équation (3.1) on a
1) 3%u <5 Iul’ 2L ul
t —_— —_—
“Wge| =f | T
d’ou )
219%u <1 du 1,2 5
x| =3|ac| T3
par suite on a
2 T &)2
%Of f p(x>exp( ct) d dr < J f exp(—ct)|Lul dxdt
o Jo
fj exp(—ct)|—=— dxdt (3.26)
En combinant les inégalités (3.25) et (3.26) on obtient
1 9 2
exp( cT)( JJ P) dxdt+coJ p(x) | Gulx, 7) dx
0 3x

a y 1
cof |M(x,T)|2dx +2€OJ |M(x,7)|2dx+coj |u(x,r)|2a’x
0 : 5

2 ol 92y 1 dliunl?
+C—0f f Px) d dt S49J @|$u|2dxdt+clf P) el dx
2J)oJo 3 x? o 3 o 2 |dx
a y 1
clf |€14|2dx+261f |€M|2dx+clf |0ul’ dx. (3.27)
0 B 5

Comme le membre de droit de (3.27) est indépendant de 7, en prenant le sup du membre gauche

par rapport a 7 sur I'intervalle [0; 7], on obtient I'inégalité désirée.
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3.3 Résolvabilite du probleme

Des estimations (3.7) et (3.11) on déduit que I'opérateur L : E — F est continu et que son image
R(L) est fermée dans F. D’oti Popérateur inverse L' existe et est continu de R(L) dans E, ainsi L
est un homéomorphisme de E dans R(L).

Pour obtenir I’existence de la solution, il suffit de montrer que R(L) = F. La démonstration est

basée sur le lemme suivant :

Lemme 3.3.1. Soit
Dy(L)y={u€E :{u=0}

St pour u € Dy (L) et une certaine w € L,(2) on a

f q(x)Luwdxdt =0, (3.28)
Q
on
X, x 6]0 ]
q(x)=1{ r—5,
l—x, «x E [é‘ 1[
Alors, w =0.

Preuve De (3.28) on a

du__ d%u
Jﬂq(x)szdxdt:fﬂq( Ya(t )gfwdxdt (3.29)

Pour la fonction w (x, t) donnée, de I’égalité (3.28) on définit la fonction

‘w(x,t)—faw(?t)dé', x €]0,2],

v(x,t) =1 w(x,t), x €[a,d],

‘w(x,t)—f(: w(g’t)dg, xe[8,1].

Une intégration par parties par rapport a ¢ nous donne

xv+Jav(§,t)d£, x €]0,a]

(r - Ble, x€[a, 6] Uly,d]
192=19 (- /57’+J5 o(E,0)dE,  xe[By]

(1—x)v +J;v(§,t)d§, xe[8,1]
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ceci implique que
J Co(E,1)dE =0, f "o, 1)dE =0, f o(&,0)dE =0,
0 8 5

Le.

| <£r>d5+2f <5r>d5+f W(EE =0,

On remplace dans (3.29) g(x)w par Nv on obtient

du— ?u_—_
JQENvdxdt:JQa(t)WNvdxdt.
Donc
8 - a
_f O Nodrdt = J J <x@+J a(g,t)dg>
Q adt x
T rp
J J )/ Blvdxdt
T rry r
J J <;/ ,37)+J E(E,I)af)dxdt
B B
T ré
f f }/ Blvdxdt
v
T x
J f <1—x)'v+J 5<g,t)dg>dxdt.
o )
Une intégration par parties par rapport a x, donne
J auN_d 4 JT re g du 1]
Qgtvx ) a()xaxvx

rrp g du —1ed
—LJ 5<a<t><y—,6>5>v xdt
rrr g du
_ L | —<a(t)(y—ﬁ)£>5dxdt

rro g du\ _
—J;) J Z <d(t)(7/ —ﬁ)%> ‘Udth
rrt g du\ _
—L ). 7% <a(t)(1—x)g—> vdxdt.
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D’ou
du— _
—f —N‘dedt:f A(t)uvdxdt, (3.30)
o dt Q
ou
Nov=¢q(x)v,
et
Aty === (gl 3
t = —— t)—
8 2x \ TR 5%
Introduisons les opérateurs de régularisation par rapporta ¢ [18], [22], [23] et [24],] ' = <I + e
- t
et (]E_1> ’
alors ces opérateurs fournissent les solutions des problemes respectifs :
dg.(t) B B
e— —t&()=g(t)g.()|-=0 (3.31)
et .
dg:(¢) ,
et ()=8(0)8 (1)].=r =0 (3.32)

et ces opérateurs vérifient les propriétés suivantes :

Pour g € L,(0,T), les fonctions g, = <]3_1> getg = <]5_1>* g sont dans W (0, T) telles que

8. |t=O: 0 et g: |t=T: 0.
d

Drailleurs, /' commute avec Er etona
N t

T T )
J |g5—g|2dt—>0, f g:—g) dt — 0 pour e — 0.
0

0

En remplagant
t
u= f exp(cT)v!(x,T)d T
0

dans (3.30), ou la constante ¢ satisfait

ec
cco—c;——>>0 (3.33)
‘o
et en utilisant (3.32), on obtient

— ou dv*
—J exp(ct)v' Nodxdt = J A(t)nexp(—ct)—=—dxdt — 5J A(t)u——dxdzt. (3.34)

0 ‘ 0 adt Q ot
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3.3 Résolvabilité du probleme 49

Intégrons par parties le prmier terme du membre droit de (3.34) par rapport a x, ensuite par rapport

at,on trouve

' du du

A T pede = — [ dx | d
L (t)uexp(—ct)z xat = —L [L %<q(X)a(t)Z> exp(—ct)z xi| t

B du d%u dd
= fﬂq(x)a(t)%exp(—ct)axat xdt.

Or
du Qzﬁdd B du Qé’ud 4
J et ovteng Totwar = [[][ ”tae"““”z%) ik

du g
= U t)—exp( ct)zdx}

dﬂ(t Iul’
J exp(—ct)|=—| dxdt
dx
ul’
dxdt

+c JQ q(x)a(t)exp(—ct) M

X

du 3%u ded
—Lq(x)a(t)aexp(—ct)&)x&)lt xdt.

D’ou
.y o, L . au(x,T)zd
efﬂ (t)uexp(—ct)z x t_Efo a(T)g(x)exp(—cT) 3, x
1 da(t)\ |u Za,’ J \3s
+EJQq(x)exp(—ct) <ca(t)— o > M xdt. (3.35)
De méme, on a
At gyd d 4 ou\ 9 =] 4=
_5J ()u? x t_sL [JO 3_< (x)a(t)%> Z(’UE) t:| x =

—J d()audd —Jd 3%u dxd
_gf ng <q( ) 7 3x> X t—sJQ 5%<q(x)a(t)8xat> xdt.
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Or
—d da(t)du [ — da(t)du
— qug‘g<q(x) 7 Z> dxdt = —EL |:JO vc”%(q(x) ' %> a,’xi| dt
dv'  da(t)du
= ¢ ) ax“ q(x) ' dedt,
et
—d 3%u Oy — 3%u
_efﬂveg <q(x)a(t)gxat> dxdr = —EL [L V5T <q(x)a(t)8xat> dxi| dt
5”0_: 3%u
= ¢ QEq(x)a(t)&)xé)ta’xdt
dv: [
= EJ g(x)a(t)exp(ct)|—==| dxdt.
Q dx
D’ou o o
Re (—EJ A(t)u@dxdt> = Re (5 gv:q(x)dd(t)a—udxdt>
Q dt o Ix dt Jdx
L2
+€J q(x)a(t)exp(ct)|—=—=| dxdt. (3.36)
Q dx

En utilisant I’e-inégalité sur le premier terme du membre droit de (3.36), on aura

Jv da(t) du v ||da()|| du
Re| =2807% 0 5 _|Z% i
dx dtr Jdx dx || dt ||Ix
S 1 da(t) 2 oul’ ¢ dv |’
- ZCOCXP( t) dt | |d ZCXP(C) Ix |’
d’ou
R dov* da(t)&’ud 4 S € f da(t) dED 2d J
—dxdt - —ct — t
“\° q dx APTRY P 2 Qq(x)exp( t) dr | |ox| “*
i t d :2d dt
-2 [ awesten)| 52| ds
ec; dul’
> —— | g(x)exp(—ct)|=—| dxdt
2¢, Jo dx
L2
—ff " | dxd
- | ayespien)| 5= dnde.
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Alors (3.36) devienne

2

dxdt. (3.37)

ECZ

P :
Re —EJA(t)u—dedt >——=| g(x)exp(—ct)
Q dt

2CO Q

du

X

En combinant (3.34), (3.35) et (3.37),en tenant compte de (3.33) on tire que

2
dxdt <0,

ec

2
~ %
Re <J exp(ct)vavdxdt) < —J q(x)exp(—ct) <CCO —e— _3> u
Q ) Q ¢ /|2

X

Le.
Re <J exp(ct)fujmdxdt> <0. (3.38)
Q

Alors, pour ¢ — 0 on obtient
ReJ exp(ct)vNovdxdt :f g(x)exp(ct)|v[*dxdt <O.
Q 0

On conclut alors que v =0, donc w =0, ce qui achéve la démonstration du lemme.
Théoréme 3.3.1. L’image R(L) de L coincide avec F.

Preuve De 'inégalité (3.7) résulte que 'opérateur L : E — F est continu, et 'inégalité (3.11) montre
que Popérateur inverse L™ 'existe et aussi continu, et que R(L) I'image de L est fermeé. Par suite
'opérateur L est un homéomorphisme de E vers I’ensemble fermé R(L). Si on arrive a démontrer
que R(L) =T, dans ce cas L devient un homéomorphisme de E vers F.

D’ou pour chaque F = (f,¢) € IF le probleme (3.1)-(3.4) admet une solution unique qui est # =

L™'(F).En effet,comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = IF si et seulement si la relation

_ U p(x)dlun dp g Y 1
f@g%fdxd”rf p(x)—”—goderJ Zuaderf fuaderf lupdx =0, (3.39)
q 3 o 2 dx dx 0 8 8

pour tout # € E et pour tout (f, ¢) € F, implique que f =0 et ¢ =0.
Soit u# € Dy(L) alors de (3.39), on conclut & partir du lemme 3.2.1 que ff =0, alors / =0; ou

xf, x €]0, ],
0f={ (r=8)f, =x€lad],
(1—=x)f, xe€[8,1],

En prenant # € E dans (3.39), on obtient :

Lp(x)dlun dg @ f :
f"(x)_”_g"dwf m@dwf zuwﬁf (uGdx =0,
o 2 dx dx 0 ) 8
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Comme I’image de I'opérateur trace ¢ est partout dense dans I’espace de Hilbert muni de

Jo ' p(2x>

la norme .
b

2 a y 1
dot | lpPan [ loPdns [ JoPax | |
0 5 s

do
dx

alors ¢ =0.
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