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FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES
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� Résumé

Dans ce travail on étudie une classe de problèmes avec conditions aux limites du type intégrale a

bornes variables.

On démontre l’existence et l’unicité de la solution dans un espace fonctionnel de Sobolev à poids.

La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la densité de l’image de

l’opérateur engendré par le problème considéré.

2010 Mathematics Subject Classification : 35B45, 35K20, 35M10.

Mots clés : Equations paraboliques, Inégalités de l’énergie, Espaces de Sobolev avec poids, Condi-

tions intégrales avec bornes variables, Opérateurs de régularisation.



� Abstract

In this work, we study a class of problem with an integral space variable condition for a parabolic

equation.

The existence and uniqueness of the solution in functional weighted Sobolev space are proved. The

proof is based on two sided a priori estimates and the density of the range of the operator generated

by the considered problem.

2010 Mathematics Subject Classification : 35B45, 35K20, 35M10.

Key words : Parabolic Equations, Three-point boundary conditions, Integral space variable condi-

tions, Energy inequalities, Weighted Sobolev spaces, Regularization operators.
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§ Introduction

0.1 Problématique

Nous étudions dans la présente thèse certaines classes de problèmes aux limites non standards.

Nous développons plus exactement la méthode des inégalités de l’énergie à de nouvelles

classes de problèmes.

Cette méthode s’est avérée un outil efficace dans l’étude des problèmes non classiques.

De tels problèmes ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents types d’équations :

paraboliques, pseudo-paraboliques, hyperboliques et du type mixte et cela en utilisant différentes

méthodes.

La signification physique de base des conditions intégrales (moyenne, flux total, énergie

totale, masse totale, moment, . . .) a été la raison essentielle de l’intérêt croissant à ce type

de problèmes.

La modélisation mathématique des problèmes avec conditions intégrales est rencontrée en

théorie de la conduction thermique [6, 7, 21], [26]-[28], dans l’étude des déformations viscoélas-

tiques, dans les matériaux à mémoires (en particulier les polymères), en thermoélasticité [45],

dans les semi-conducteurs [1], en physique des plasmas [44] et en biotechnologie. On peut

également citer qu’un nombre important de problèmes paraboliques avec conditions non locales

sont rencontrés en théorie quasi statique de thermoélasticité [13, 14].

De tels problèmes ont étés étudiés dans [2]-[6], [8]-[11], [15], [25]-[29], [41, 46, 56] pour une

classe d’équations paraboliques, dans [12] pour les équations pseudo-paraboliques, dans [37,

41] pour les équations hyperboliques et dans [15]-[17], pour les équations du type mixte.

La méthode utilisée dans [4, 5, 15, 16, 18, 19, 29, 56] est celle des inégalités de l’énergie.
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0.1 Problématique 3

La méthode des inégalités de l’énergie, appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle, trouve son

origine dans les travaux de I. G. PETROVSKI [39], utilisée dans la résolution du problème de

Cauchy lié aux équations du type hyperbolique. Par la suite, des développements importants de la

méthode sont dus à L. LERAY [38] et I. GARDING [23].

La méthode a été également utilisée et développée dans les travaux de O. A. LADYZENSKAYA [30]

, K. FRIEDRICHS [22], N. I. YURCHUK [48]-[56], A.V. KARTYNNIK [29], M. DENCHE & A. L.

MARHOUNE et all [15]-[18], [31]-[36], on peut également citer les travaux de F. REBBANI et V.I.

CHESALYN [42, 43].

Au fait, en 1986 [56] N. I. YURCHUK a utilisé la condition intégrale

1
∫

0

u(x, t )d x = ϕ(t ),

pour certaines classes d’équations paraboliques, ensuite plusieurs travaux ont été réalisés en modi-

fiant l’équation ou en utilisant des équations hyperboliques, les équations de type mixte.

Jusqu’en 1990 où A.V. KARTYNNIK [29] a développé la méthode des inégalités de l’énergie en

prenant la condition intégrale avec une borne variable

l
∫

0

u(x, t )d x = ϕ(t ), où 0< l < 1,

à partir de cette période plusieurs autres travaux ont été également réalisés en changeant l’ordre des

dérivées ou en changeant l’équation.

En 2007 A. L. MARHOUNE [34] a modifié la condition intégrale en prenant

α
∫

0

u(x, t )d x +

1
∫

β

u(x, t )d x = 0, où 0<α≤β< 1, α+β= 1,

et en prenant aussi une condition périodique au lieu des conditions de Neumann-Dirichlet.

Le schéma de la méthode a été donné pour la première fois par A. A. DEZIN [20], et qui peut être

résumé comme suit :

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri
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0.1 Problématique 4
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D’abord on ramène le problème posé (P ) à une équation opérationnelle :

Lu = F , u ∈D(L),

où l’opérateur L est considéré d’un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F convena-
blement choisis.
On établit les estimations a priori pour l’opérateur L. On démontre ensuite la densité de l’en-
semble des valeurs de cet opérateur dans l’espace F.

Plus précisément nous suivrons dans ce travail l’un des deux schémas suivant :

Schéma 1

Pour l’opérateur L engendré par le problème considéré, nous démontrons l’inégalité de l’énergie du

type

‖u‖E ≤ c ‖Lu‖F , ∀u ∈D(L). (1.1)

Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant l’équation

donnée par un opérateur M u contenant la fonction u ou ses dérivées et une certaine

fonction poids, et en intégrant sur le domaine.

Le choix de l’opérateur M u est fondamental, il est dicté par l’équation et les conditions aux limites.

Ensuite dans les topologies fortes des espaces E et F on construit la fermeture L

de l’opérateur L, et la solution de l’équation

Lu = F ,

est appelée solution forte du problème considéré. A l’aide d’un passage à la limite, on prolonge

l’inégalité (1.1) à u ∈ D(L) et ainsi est garantie l’existence de la solution sur l’ensemble des

images R(L) de l’opérateur L.

Comme l’image de l’opérateur L est fermée dans F et que

R(L) = R(L),

pour la démonstration de l’existence de la solution forte pour tout F ∈ F il suffit d’établir la densité

de R(L) dans F qui est obtenue à l’aide des opérateurs de régularisation. L’unicité est déduite de

l’inégalité de l’énergie (1.1).

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri
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0.2 Contenu de la thèse 5

Le choix des opérateurs de régularisation est lié au caractère du problème étudié. Dans notre cas

nous utilisons les opérateurs de régularisation par rapport à la variable t introduits dans [56].

Schéma 2

On établit deux estimations a priori bilatérales

‖Lu‖F ≤ c ‖u‖E ,

‖u‖E ≤ c
′ ‖Lu‖F ,

Il résulte de la première estimation que l’opérateur L de E dans F est continu, et de la deuxième

estimation, qu’il admet un inverse continu, et que l’ensemble des valeurs de l’opérateur L est fermé.

En d’autres termes, l’opérateur L réalise un homéomorphisme linéaire de l’espace E sur l’ensemble

fermé R(L).
Ainsi, pour démontrer l’existence de la solution il suffit de démontrer que R(L) est dense dans F.
La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour l’étude de beaucoup de problèmes de

la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et est développée dans un cadre

abstrait élégant. Mais dans l’application de cette méthode on trouve des difficultés parmi lesquelles nous

citons :

É Le choix de l’espace des solutions.

É Le choix du multiplicateur.

É Le choix de l’opérateur de régularisation.

0.2 Contenu de la thèse

Dans la présente thèse nous donnons un développement important de la méthode des inégalités

de l’énergie à de nouvelles classes de problèmes non classiques. Elle comporte des résultats

intéressants et originaux ayant faits l’objet de publications dans des revues internationales.

La thèse est composés d’une introduction et de trois chapitres. Le premier chapitre est un rap-

pel d’analyse fonctionnelle, et les autres constituent la contribution principale de la problématique

étudiée dans ce travail de recherche.

Nous commençons par une introduction où nous présentons l’historique et l’intérêt du thème

abordé et nous rappelons certaines notions préliminaires qui seront utilisées par la suite, à savoir les

opérateurs de régularisations.

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri
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0.2 Contenu de la thèse 6

Au second chapitre nous étudions un problème avec condition intégrale à deux bornes variables

pour une équation parabolique. Nous écrivons le problème sous forme opérationnelle, et nous

décrivons le cadre fonctionnel en précisant les espaces fonctionnels dans lesquels l’étude est faite.

Nous établissons un théorème d’homéomorphisme. La démonstration est basée sur une estimation

a priori bilatérale et la densité de l’ensemble des valeurs de cet opérateur dans l’espace d’arrivée F.

Dans le troisième chapitre nous étendons la méthode développée au second chapitre à l’étude

d’un problème avec condition intégrale à bornes multi-variables pour une équation aux dérivées

partielles. Nous décrivons le cadre fonctionnel en précisant les espaces fonctionnels dans lesquels

l’étude est faite. Nous montrons l’existence et l’unicité de la solution forte. La démonstration est

basée sur une inégalité de l’énergie et sur la densité de l’ensemble des valeurs de l’opérateur engendré

par l’opérateur en question dans l’espace d’arrivée F.

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri
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Chapitre 1

Rappels et notations

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utilisés tout au long

de ce travail. Pour plus de détails, des références à la littérature seront systématiquement données.

Références

� H. Brezis ; Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications, Masson (1993).

� H. Tanabe, Equations of Evolution, Pitman, London (1979).

1.1 Notions préliminaires

On se place dans un cadre hilbertien (H1 −→ H2), où Hi est un espace de Hilbert sur K=R ou C,

muni de la norme |.|i et le produit scalaire (., .)i , (i = 1,2).

1.1.1 Opérateurs linéaires

De manière générale, un opérateur linéaire est une application A : D(A) ⊆ H1 −→ H2 linéaire, où

D(A) est le domaine de définition de l’application linéaire A, qui est un sous-espace vectoriel de H1,

que l’on suppose en général dense dans H1. L’opérateur A : D(A) = H1 −→ H2 est dit borné si la

quantité

‖A‖= sup
�

|Au|H2
, u ∈D(A), |u|H1

= 1
	

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri
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1.1 Notions préliminaires 8

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D(A), et lorsque D(A) est dense

dans H1, A s’étend de manière unique à un opérateur borné sur H1.

• Tout opérateur A est complètement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace vectoriel

de H1×H2 défini par G(A) =
�

(v, Av), v ∈D(A)
	

.

Pour tout opérateur linéaire A :D(A)⊆H1 −→H2, on note par :

N(A) =
�

h ∈D(A), Ah = 0
	

(noyau de A),

R(A) =
�

h2 =Ah1, h1 ∈D(A)
	

(image de A).

1.1.2 Opérateurs bornés

On note L (H1, H2) (resp. L (H1)) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de H1 dans

H2 (resp. des endomorphismes continus de H1) muni de la topologie de la convergence uniforme :

B ∈L (H1, H2), ‖B‖L (H1, H2)
= sup

u∈H1\{0}

|B u|2
|u|1

.

Définition 1.1.1. On dit qu’une application linéaire continue S ∈ L (H1, H2) est inversible ssi il

existe une application S ′ ∈ L (H2, H1) telle que

S ′ ◦ S = IH1
, S ◦ S ′ = IH2

.

L’application S ′ si elle existe est unique. On notera S ′ = S−1 et

Inv(H1, H2) :=
�

S ∈L (H1, H2), S inversible
	

.

Théorème 1.1.1. [Théorème des isomorphismes de Banach]

Toute bijection linéaire continue S ∈L (H1, H2) est inversible.

Définition 1.1.2. Soit A∈L (H ). On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ(A) :=
n

λ ∈C; Aλ = (λI −A) est inversible (⇐⇒ bijectif )
o

.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté

σ(A) :=C \ρ(A).
On appelle rayon spectral (noté spr(A)) la borne supérieure du spectre en module, i.e.,

spr(A) := sup
λ∈σ(A)

|λ|.

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri

Constantine



1.2 Opérateurs abstraits de régularisation 9

É Le spectre d’un opérateur borné est un compact non vide.

Le spectre ponctuel de A (noté σp(A)) est l’ensemble des λ ∈C tels que Aλ soit non injectif :

λ ∈ σp(A)⇐⇒N(Aλ) 6= {0}.

Un élément λ ∈ σp(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 6= h ∈ H tel que Ah = λh

que l’on appelle vecteur propre correspondant à λ.

Définition et Proposition 1.1.1. Soit S ∈L (H1, H2). Alors il existe un unique opérateur

S∗ ∈L (H2, H1), appelé adjoint de S, qui vérifie la relation suivante :

(S h1, h2)2 = (h1, S∗h2)1, ∀h1 ∈H1, ∀h2 ∈H2.

De plus, on a les propriétés suivantes :

‖S‖= ‖S∗‖, S∗∗ = (S∗)∗ = S.

Si S est bijectif (=⇒ inversible), alors S∗ l’est aussi, et (S∗)−1 = (S−1)∗.

Définition 1.1.3. Soit H un espace de Hilbert. On dit que A∈L (H ) est auto-adjoint si A=A∗.

A=A∗⇐⇒ (Ax, y) = (x,Ay), ∀x, y ∈H .

1.2 Opérateurs abstraits de régularisation

Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur défini de D(A) vers H avec D(A) = H .

Définition 1.2.1. On dit que l’opérateur A est un opérateur dissipatif si

Re 〈Au, u〉 ≤ 0, ∀u ∈D(A).

Définition 1.2.2. On dit que l’opérateur A est accrétif si (−A) est un opérateur dissipatif, i.e.

Re 〈Au, u〉 ≥ 0, ∀u ∈D(A).

Définition 1.2.3. Un operateur dissipatif A est dit maximal si son extension est A lui même.

Proposition 1.2.1. Un operateur A a domaine dense est dissipatif si et seulement si

‖(A+ I )u‖ ≤ ‖(A− I )u‖ , ∀u ∈D(A).

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri
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1.2 Opérateurs abstraits de régularisation 10

Proposition 1.2.2. Soit A : D(A) ⊂ H → H avec D(A) = H , alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. A est un opérateur dissipatif.

2. ‖(A−λI )u‖ ≥ Reλ‖u‖ , ∀u ∈D(A) et pour tout λ tel que Reλ > 0.

3. ‖(A−λI )u‖ ≥ λ‖u‖ , ∀u ∈D(A) et pour tout λ tel que λ > 0.

Théorème 1.2.1. Tout opérateur dissipatif admet un prolongement fermé, ce prolongement est aussi un

opérateur dissipatif.

Corollaire 1.2.1. Un opérateur dissipatif maximal est toujours fermé.

Théorème 1.2.2. Tout opérateur dissipatif admet un prolongement maximal dissipatif.

Proposition 1.2.3. Soit A :D(A)⊂H →H avec D(A) =H . Si A est un opérateur dissipatif, alors les

propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est un opérateur dissipatif maximal.

2. Im(A−λI ) =H pour un certain λ tel que λ > 0.

3. Im(A−λI ) =H pour tout λ tel que Reλ > 0.

Théorème 1.2.3. Soit A :D(A)⊂ H 7→ H avec D(A) = H un opérateur dissipatif, alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. A est un opérateur dissipatif maximal.

2. A est fermé, {λ : Reλ > 0} ⊂ ρ(A) et on a de plus




(A−λI )−1




≤ (Reλ)−1.

Théorème 1.2.4. Soit A :D(A)⊂H 7→H avec D(A) =H un opérateur dissipatif maximal, alors :

1. A−1
ε
∈L (H ).

2.







A−1
ε








≤ 1.

3. lim
ε→0

A−1
ε

u = u pour tout u ∈H , où A−1
ε
= (I − εA)−1, ε > 0.

Exemple 1.2.1. Soit

A=
∂

∂ t
, D(A) = {u ∈ L2(Ω) : u(0, t ) = 0} , Ω= (0,1)× (0,T ).

Alors A est un opérateur accrétif.
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1.2 Opérateurs abstraits de régularisation 11

Preuve. On a

〈Au, u〉=
∫

Ω

∂ u

∂ t
ud xd t =

1
∫

0

u u
�

�

�

T
0 d x −

∫

Ω

u
∂ u

∂ t
d xd t ,

donc

〈Au, u〉+ 〈Au, u〉=
1
∫

0

|u|2
�

�

�

T d x −
1
∫

0

|u|2 |0d x = 2Re 〈Au, u〉=
1
∫

0

|u(x,T )|2 d x,

car u(0, x) = 0, d’où

Re 〈Au, u〉 ≥ 0.

Exemple 1.2.2. On prend A=
∂ 3

∂ t 3
, de domaine de définition

D(A) =
¨

u ∈H = L2(0,a) :
∂ u

∂ t
,
∂ 2u

∂ t 2
,
∂ 3u

∂ t 3
∈ L2(0,a), u(0) = 0,

∂ u

∂ t
(0) = 0,

∂ 2u

∂ t 2
(a) = 0

«

.

Alors A est un opérateur dissipatif.

Preuve. En effet, on a

Re 〈Au, u〉= Re

a
∫

0

∂ 3u

∂ t 3
ud t = Re

∂ 2u

∂ t 2
u
�

�

�

a
0 −Re

a
∫

0

∂ u

∂ t

∂ 2u

∂ t 2
d t =−

1

2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

|t=a ≤ 0.

On pose A−1
ε
= (I − εA)−1 = (I − ε

∂ 3

∂ t 3
)−1, pour ε > 0.

Les opérateurs A−1
ε

ne sont que ceux qui donnent la solution du problème

gε− ε
∂ 3 gε
∂ t 3

= g , gε(0) = 0,
∂ gε
∂ t
(0) = 0,

∂ 2 gε
∂ t 2
(a) = 0.

Dont le problème adjoint est

g ∗
ε
+ ε

∂ 3 g ∗
ε

∂ t 3
= g , g ∗

ε
(0) = 0,

∂ g ∗
ε

∂ t
(0) = 0,

∂ 2 g ∗
ε

∂ t 2
(a) = 0.

Proposition 1.2.4. Soit v ∈ L2(0,a), alors

– lim
ε→0








A−1
ε

u − u









L2(0,a)
= 0,

– lim
ε→0








(A−1
ε
)∗u − u










L2(0,a)
= 0.
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1.2 Opérateurs abstraits de régularisation 12

Soit Ω= [0,1]× [0,T ] . Pour u ∈ L2(Ω), on note par

uε =A−1
ε

u, v∗
ε
= (A−1

ε
)∗u.

On a les propriétés suivantes :

1.
∂ k uε
∂ t k

∈ L2(Ω), k = 0,3.

2. uε(x, 0) = 0,
∂ uε
∂ t
(x,T ) = 0,

∂ 2uε
∂ t 2
(x,T ) = 0, ∀x ∈ [0,1].

3.
∂ k v∗

ε

∂ t k
∈ L2(Ω), k = 0,3.

4. v∗
ε
(x, 0) = 0,

∂ v∗
ε

∂ t
(x,T ) = 0,

∂ 2v∗
ε

∂ t 2
(x,T ) = 0, ∀x ∈ [0,1].

5.







A−1
ε

u









L2(Ω)
≤ ‖u‖

L2(Ω)
, ∀ε > 0.

6.







(A−1
ε
)∗v









L2(Ω)
≤ ‖v‖

L2(Ω)
, ∀ε > 0.

7.
¬

A−1
ε

u, v
¶

L2(Ω)
=
¬

u, (A−1
ε
)∗v
¶

L2(Ω)
.

8. Si u ∈ L2(Ω),
∂ u

∂ x
∈ L2(Ω), alors

–
∂ uε
∂ x
∈ L2(Ω), de plus on a

∂ uε
∂ x
= (
∂ u

∂ x
)ε et uε(x,T ) =A−1

ε
(u(0,T )).

–
∂ u∗

ε

∂ x
= (
∂ u

∂ x
)∗
ε

et u∗
ε
(x,T ) = (A−1

ε
)∗(u(0,T )).

9. Si u ∈ L2(Ω), alors

– lim
ε→0








A−1
ε

u − u









L2(Ω)
= 0.

– lim
ε→0








(A−1
ε
)∗u − u










L2(Ω)
= 0.

On applique tout au long de ce travail l’ε-inégalité suivante :

|ab | ≤
ε

2
|a|2+

1

2ε
|b |2, ∀ε > 0.
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Chapitre 2

Problème aux limites avec condition intégrale à
deux bornes variables pour certaines classes d’équations
paraboliques

Dans ce chapitre on étudie un problème avec condition intégrale à deux bornes variables pour une

classe d’équations paraboliques. On démontre l’existence et l’unicité de la solution dans un espace

fonctionnel de Sobolev à poids. La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et

sur la densité de l’image de l’opérateur engendré par le problème considéré.

2.1 Position du problème

Dans le domaine

QT = (0,1)× (0,T ) , 0< T <∞

nous considérons l’équation aux dérivées partielles :

L u =
∂ u

∂ t
−
∂

∂ x

�

a (x, t )
∂ u

∂ x

�

= f (x, t ), (x, t ) ∈QT , (2.1)

où la fonction a(x, t ) et ses dérivées sont borneés sur l’intervalle [0,T ] :

0< a0 < a(x, t )≤ a1,

0< a2 <
∂ a

∂ t
(x, t )≤ a3.
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2.1 Position du problème 14

A l’équation ( 2.1) on associe la condition initiale,

`u = u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0,1), (2.2)

la condition au bord du type Dirichlet,

u(0, t ) = u(1, t ), t ∈ (0,T ), (2.3)

et la condition intégrale,

∫ α

0
u(ξ , t )dξ +

∫ 1

β

u(ξ , t )dξ = 0, 0<α≤β, α+β= 1, t ∈ (0,T ). (2.4)

On suppose que la fonction ϕ satisfie les conditions de compatibilité données en (2.3) et (2.4), i.e.

ϕ(0) = ϕ(1),
∫ α

0
ϕ(x)d x +

∫ 1

β

ϕ(x)d x = 0.

Au problème (2.1)-(2.4) on associe l’opérateur L = (L ,`), défini de E dans F, où E est un espace

de Banach constitué des fonctions u ∈ L2(QT ), vérifiant les conditions (2.3) et (2.4), et muni de la

norme

‖u‖2
E =

∫

QT

θ(x)







�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

+

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2





d xd t + sup

0≤t≤T

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x

+ sup
0≤t≤T

∫ α

0
|u|2 d x + sup

0≤t≤T

∫ 1

β

|u|2 d x, (2.5)

et F est l’espace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles F = ( f ,ϕ), obtenu comme complété

de l’espace

L2(QT )×W 2
2 (0,1)

par rapport à la norme

‖F ‖2
F = ‖( f ,ϕ)‖2

F =
∫

QT

θ(x) | f |2 d xd t +
∫ 1

0
θ(x)

�

�ϕ′
�

�

2 d x

+
∫ α

0
|ϕ|2 d x +

∫ 1

β

|ϕ|2 d x, (2.6)
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2.2 Estimation a priori bilatérale 15

où

θ(x) =







x2 0< x ≤ α
(1−β)2 α≤ x ≤β
(1− x)2 β≤ x < 1.

(2.7)

En utilisant la méthode des inégalités de l’énergie proposée dans [56] , nous établissons une estima-

tion a priori bilatérale. Alors on montre que l’opérateur L est un homéomorphisme linéaire entre

les espaces E et F.

2.2 Estimation a priori bilatérale

Théorème 2.2.1. Pour toute fonction u ∈E, on a l’estimation a priori

‖Lu‖2
F ≤ k1 ‖u‖

2
E , (2.8)

où k1 est une constante indépendante de u, i.e. k1 =max(2,4a2
1 , 1+ 4a2

3T ).

Preuve. De l’équationn (2.1) on obtient

|L u|2 ≤ 2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

+ 2

�

�

�

�

�

∂

∂ x

�

a (x, t )
∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

�

2

.

Or
�

�

�

�

�

∂

∂ x

�

a (x, t )
∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

�

2

≤ 2a2
3

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

+ 2a2
1

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2

.

D’où

∫

QT

θ(x) |L u|2 d xd t ≤ 2
∫

QT

θ(x)







�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

+ 2a2
1

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2





d xd t + 4a2

3T sup
0≤t≤T

1
∫

0

θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x. (2.9)

D’autre part, sous la condition (2.2), on a

1
∫

0

θ(x)
�

�

�ϕ
′
�

�

�

2
d x ≤ sup

0≤t≤T

1
∫

0

θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x, (2.10)

α
∫

0

|ϕ|2 d x ≤ sup
0≤t≤T

α
∫

0

|u|2 d x, et

1
∫

β

|ϕ|2 d x ≤ sup
0≤t≤T

1
∫

β

|u|2 d x. (2.11)

En combinant les inégalités (2.9)-(2.11), on obtient (2.8) pour tout u ∈E.
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2.2 Estimation a priori bilatérale 16

Lemme 2.2.1. [24] Pour toute fonction u ∈E, on a

1

4

α
∫

0

�

�

�

�

�

�

�

α
∫

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

�

�

2

d x ≤
α
∫

0

x2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x,

1

4

1
∫

β

�

�

�

�

�

�

�

x
∫

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

�

�

2

d x ≤
1
∫

β

(1− x)2
�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x. (2.12)

Théorème 2.2.2. Pour toute fonction u ∈E, on a l’estimation a priori

‖u‖2
E ≤ k2 ‖Lu‖2

F , (2.13)

où la constante

k2 =
exp(cT )max(δ/4+ 34/δa2

0 , 1)

min(δ/2,1/2,δa2
0/16)

,

avec

δ =
a2

0 − 8a1a3

2a1a2
0

> 0, c > (5/a0+δ/4)a
2
3 . (2.14)

Preuve du théorème 2.1.2. On définit le multiplicateur suivant :

a(x, t )M u(x, t ) =































x2∂ u

∂ t
(x, t )+ 2x

∫ α

x

∂ u

∂ t
(ξ , t )dξ , 0< x ≤ α

(1−β)2
∂ u

∂ t
(x, t ), α≤ x ≤β

(1− x)2
∂ u

∂ t
(x, t )+ 2 (1− x)

∫ x

β

∂ u

∂ t
(ξ , t )dξ , β≤ x < 1.

On considère pour u ∈E la forme quadratique suivante :

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp (−c t )L uM ud xd t ,

où la constante c vérifie la condition (2.14), obtenue en multipliant l’équation (2.1) par

exp(−c t )M u,

en prenant la partie réelle et intégrant par parties sur

Qτ
T = (0,1)× (0,τ), 0≤ τ ≤ T .
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2.2 Estimation a priori bilatérale 17

Calculons d’abord :

Re
�
∫ 1

0
L uM ud x

�

= Re

 

∫ α

0
L uM ud x +

∫ β

α

L uM ud x +
∫ 1

β

L uM ud x

!

(2.15)

= Re(I1)+Re(I2)+Re(I3).

Or

I1 =
∫ α

0

1

a
x2∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x −

∫ α

0

1

a
x2∂ u

∂ t

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x

+
∫ α

0

2x

a

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂ u

∂ t
d x

−
∫ α

0

2x

a

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x

= I11+ I12+ I13+ I14.

En utilisant une intégration par parties, on aura

I11 =
∫ α

0

1

a
x2∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x =

∫ α

0

1

a
x2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x.

I12 = −
∫ α

0

1

a
x2∂ u

∂ t

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x =−α2∂ u(α, t )

∂ t

∂ u(α, t )

∂ x
+
∫ α

0
x2∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ t∂ x
d x

+
∫ α

0
2x
∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x −

∫ α

0

1

a
x2 ∂ a

∂ x

∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x.

ReI13 = Re
∫ α

0

2x

a

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂ u

∂ t
d x =

∫ α

0

1

a

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

−
∫ α

0

x

a2

∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x.

I14 = −
∫ α

0

2x

a

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x =−2u(0, t )
∫ α

0

∂ u

∂ t
d x + 2

∫ α

0
u
∂ u

∂ t
d x

−2
∫ α

0
x
∂ u

∂ x

∂ u

∂ t
d x − 2

∫ α

0

x

a

∂ a

∂ x

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂ u

∂ x
d x.
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2.2 Estimation a priori bilatérale 18

Par suite

Re(I1) =
∫ α

0

x2

a

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x −Re
�

α2∂ u(α, t )

∂ t

∂ u(α, t )

∂ x

�

+Re
∫ α

0
x2∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ t∂ x
d x

+2Re
∫ α

0
x
∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x −Re

∫ α

0

x2

a

∂ a

∂ x

∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x +

∫ α

0

1

a

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

−
∫ α

0

x

a2

∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x − 2Re u(0, t )
∫ α

0

∂ u

∂ t
d x + 2Re

∫ α

0
u
∂ u

∂ t
d x

−2Re
∫ α

0
x
∂ u

∂ x

∂ u

∂ t
d x − 2Re

∫ α

0

x

a

∂ a

∂ x

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂ u

∂ x
d x. (2.16)

De même, on a

I2 =
∫ β

α

(1−β)2

a

∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x −

∫ β

α

(1−β)2

a

∂ u

∂ t

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x

= I21+ I22.

Une intégration par parties, donne

I21 =
∫ β

α

(1−β)2

a

∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x =

∫ β

α

(1−β)2

a

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x,

et

I22 = −
∫ β

α

(1−β)2

a

∂ u

∂ t

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x =−
�

(1−β)2
∂ u

∂ t

∂ u

∂ x

�β

α

+
∫ β

α

(1−β)2
∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d x −

∫ β

α

(1−β)2

a

∂ a

∂ x

∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x.

Donc

Re(I2) =
∫ β

α

(1−β)2

a

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x −Re
�

(1−β)2
∂ u

∂ t

∂ u

∂ x

�β

α

+Re
∫ β

α

(1−β)2
∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d x −Re

∫ β

α

(1−β)2

a

∂ a

∂ x

∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x. (2.17)
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2.2 Estimation a priori bilatérale 19

On a aussi

I3 =
∫ 1

β

(1− x)2

a

∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x −

∫ 1

β

(1− x)2

a

∂ u

∂ t

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x

+
∫ 1

β

2(1− x)

a

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂ u

∂ t
d x

−
∫ 1

β

2(1− x)

a

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x

= I31+ I32+ I33+ I34.

Or, par une intégration par parties,on trouve

I31 =
∫ 1

β

(1− x)2

a

∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x =

∫ 1

β

(1− x)2

a

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x.

I32 = −
∫ 1

β

(1− x)2

a

∂ u

∂ t

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x = (1−β)2
∂ u(β, t )

∂ t

∂ u(β, t )

∂ x
− 2
∫ 1

β

(1− x)
∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x

−
∫ 1

β

(1− x)2

a

∂ u

∂ t

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x
d x +

∫ 1

β

(1− x)2
∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d x.

ReI33 = Re
∫ 1

β

2(1− x)

a

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂ u

∂ t
d x =

∫ 1

β

1

a

�

�

�

�

�

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

+
∫ 1

β

(1− x)

a2

∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x.

I34 = −
∫ 1

β

2(1− x)

a

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂

∂ x

�

a
∂ u

∂ x

�

d x =−2u(1, t )
∫ 1

β

∂ u

∂ t
d x

+2
∫ 1

β

u
∂ u

∂ t
d x + 2

∫ 1

β

(1− x)
∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x

−2
∫ 1

β

(1− x)

a

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x.

D’où

Re(I3) =
∫ 1

β

(1− x)2

a

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +Re
�

(1−β)2
∂ u(β, t )

∂ t

∂ u(β, t )

∂ x

�
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−2Re
∫ 1

β

(1− x)
∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x −Re

∫ 1

β

(1− x)2

a

∂ u

∂ t

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x
d x

+Re
∫ 1

β

(1− x)2
∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d x +

∫ 1

β

1

a

�

�

�

�

�

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

+
∫ 1

β

(1− x)

a2

∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x − 2Re u(1, t )
∫ 1

β

∂ u

∂ t
d x

+2Re
∫ 1

β

u
∂ u

∂ t
d x + 2Re

∫ 1

β

(1− x)
∂ u

∂ t

∂ u

∂ x
d x

−2Re
∫ 1

β

(1− x)

a

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x. (2.18)

En remplaçant (2.16)-(2.18) dans (2.15), en tenant compte des conditions (2.3) et (2.4), on obtient

Re
�
∫ 1

0
L uM ud x

�

=
∫ 1

0

θ(x)

a

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +Re
∫ 1

0
θ(x)

∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d x

−Re
∫ 1

0

θ(x)

a

∂ u

∂ t

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x
d x +

∫ α

0

1

a

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

−
∫ α

0

x

a2

∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ 1

β

1

a

�

�

�

�

�

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

+
∫ 1

β

(1− x)

a2

∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x + 2Re
∫ α

0
u
∂ u

∂ t
d x

+2Re
∫ 1

β

u
∂ u

∂ t
d x − 2Re

∫ α

0

x

a

∂ a

∂ x

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂ u

∂ x
d x

−2Re
∫ 1

β

(1− x)

a

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x. (2.19)

Regardons maintenant les deux derniers termes de (2.19) :

−2Re
∫ α

0

x

a

∂ a

∂ x

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

∂ u

∂ x
d x = −2Re

∫ α

0

1
p

a

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

×
x
p

a

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x
d x
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≥−
∫ α

0

1

a

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x −
∫ α

0

x2

a
(
∂ a

∂ x
)2
�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x

≥−
∫ α

0

1

a

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x −
∫ 1

0

θ(x)

a
(
∂ a

∂ x
)2
�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x.

De même

−2Re
∫ 1

β

(1− x)

a

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x ≥

−
∫ 1

β

1

a

�

�

�

�

�

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x −
∫ 1

0

θ(x)

a
(
∂ a

∂ x
)2
�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x.

Alors, l’égalité (2.19) devienne

Re
�
∫ 1

0
L uM ud x

�

≥
∫ 1

0

θ(x)

a

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +Re
∫ 1

0
θ(x)

∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d x

−Re
∫ 1

0

θ(x)

a

∂ u

∂ t

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x
d x −

∫ α

0

x

a2

∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

+2Re
∫ α

0
u
∂ u

∂ t
d x + 2Re

∫ 1

β

u
∂ u

∂ t
d x

−2
∫ 1

0

θ(x)

a
(
∂ a

∂ x
)2
�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x. (2.20)

Regardons encore le troisième et le quatrième terme de (2.20), en utilisant les inégalités élémentaires

et le lemme 2.1.1, on a

−Re
∫ 1

0

θ(x)

a

∂ u

∂ t

∂ a

∂ x

∂ u

∂ x
d x ≥−

1

2

∫ 1

0

θ(x)

a
(
∂ a

∂ x
)2
�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x −
1

2

∫ 1

0

θ(x)

a

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x.

et

∫ α

0

x

a2

∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x ≤ α
∫ α

0

a3

a2
0

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

≤
a3

a2
0

∫ α

0

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

≤ 4
a3

a2
0

∫ α

0
x2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x.
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D’où

−
∫ α

0

x

a2

∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x ≥−4
a3

a2
0

∫ α

0
x2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x ≥−4
a3

a2
0

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x.

Alors, en tenant compte de la condition (2.14), l’inégalité (2.20) sera écrite sous la forme

Re
�
∫ 1

0
L uM ud x

�

≥ δ
∫ 1

0
θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +Re
∫ 1

0
θ(x)

∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d x

+2Re
∫ α

0
u
∂ u

∂ t
d x + 2Re

∫ 1

β

u
∂ u

∂ t
d x −

5

2

a2
3

a0

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x. (2.21)

En multipliant (2.21) par exp(−c t ) et intégrant de 0 à τ, on obtient

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp (−c t )L uM ud xd t ≥ δ

∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t

+Re
∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t + 2Re

∫ τ

0

∫ α

0
exp (−c t ) u

∂ u

∂ t
d xd t

+2Re
∫ τ

0

∫ 1

β

exp (−c t ) u
∂ u

∂ t
d xd t −

5a2
3

2a0

∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t . (2.22)

Intégrons par parties le deuxième, troixième et le quatrième terme du membre droit de l’inégalité

(2.22) par rapport à t , on aura

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t =

1

2

∫ 1

0
exp (−cτ)θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u(x,τ)

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x

−
1

2

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u(x, 0)

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x +
c

2

∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t . (2.23)

Re
∫ τ

0

∫ α

0
exp (−c t ) u

∂ u

∂ t
d xd t =

1

2

∫ α

0
exp (−cτ) |u(x,τ)|2 d x

−
1

2

∫ α

0
|u(x, 0)|2 d x +

c

2

∫ τ

0

∫ α

0
exp (−c t ) |u|2 d xd t . (2.24)

Re
∫ τ

0

∫ 1

β

exp (−c t ) u
∂ u

∂ t
d xd t =

1

2

∫ 1

β

exp (−cτ) |u(x,τ)|2 d x
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−
1

2

∫ 1

β

|u(x, 0)|2 d x +
c

2

∫ τ

0

∫ 1

β

exp (−c t ) |u|2 d xd t . (2.25)

Remplaçant (2.23)-(2.25) dans (2.22), en tenant compte de la condition initiale (2.2) et la condition

(2.14), on obtient

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp (−c t )L uM ud xd t +

∫ α

0
|ϕ|2 d x +

∫ 1

β

|ϕ|2 d x +
1

2

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�ϕ
′
�

�

�

2
d x ≥

δ
∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t +
1

2

∫ 1

0
θ(x)exp (−cτ)

�

�

�

�

�

∂ u(x,τ)

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x

+(
c

2
−

5a2
3

2a0

)
∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t

+
∫ α

0
exp (−cτ) |u(x,τ)|2 d x +

∫ 1

β

exp (−cτ) |u(x,τ)|2 d x. (2.26)

Regardons maintenant la première intégrale du membre gauche de l’inégalité (2.26), on a

Re
�
∫ 1

0
exp (−c t )L uM ud x

�

= Re
∫ α

0
exp (−c t )L u

x2

a

∂ u

∂ t
d x

+Re
∫ α

0
exp (−c t )L u

2x

a

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

+Re
∫ β

α

exp (−c t )L u
(1−β)2

a

∂ u

∂ t
d x +Re

∫ 1

β

exp (−c t )L u
(1− x)2

a

∂ u

∂ t
d x

+Re
∫ 1

β

exp (−c t )L u
2(1− x)

a

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

= ReJ1+ReJ2+ReJ3+ReJ4+ReJ5. (2.27)

En appliquant l’ε− inégalité et le lemme 2.1.1, on trouve

ReJ1 = Re
∫ α

0
exp (−c t )L u

x2

a

∂ u

∂ t
d x

≤
δ

8

∫ α

0
x2 exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +
2

δ

∫ α

0

x2

a2
exp (−c t ) |L u|2 d x.
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ReJ2 = Re
∫ α

0
exp (−c t )L u

2x

a

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

≤
δ

8

∫ α

0
x2 exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +
32

δ

∫ α

0

x2

a2
exp (−c t ) |L u|2 d x.

ReJ3 = Re
∫ β

α

exp (−c t )L u
(1−β)2

a

∂ u

∂ t
d x

≤
δ

4

∫ β

α

(1−β)2 exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +
34

δ

∫ β

α

(1−β)2

a2
exp (−c t ) |L u|2 d x.

ReJ4 = Re
∫ 1

β

exp (−c t )L u
(1− x)2

a

∂ u

∂ t
d x

≤
δ

8

∫ 1

β

(1− x)2 exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +
2

δ

∫ 1

β

(1− x)2

a2
exp (−c t ) |L u|2 d x.

ReJ5 = Re
∫ 1

β

exp (−c t )L u
2(1− x)

a

�
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

≤
δ

8

∫ 1

β

(1− x)2 exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +
32

δ

∫ 1

β

(1− x)2

a2
exp (−c t ) |L u|2 d x.

En remplaçant dans (2.27), et intégrant de 0 à τ, on obtient

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp (−c t )L uM ud xd t ≤

δ

4

∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t

+
34

δ

∫ τ

0

∫ 1

0

θ(x)

a2
exp (−c t ) |L u|2 d xd t . (2.28)

Substituant (2.28) dans (2.26), ce qui donne

3δ

4

∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t +
1

2

∫ 1

0
θ(x)exp (−cτ)

�

�

�

�

�

∂ u(x,τ)

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x

+(
c

2
−

5a2
3

2a0

)
∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t
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+
∫ α

0
exp (−cτ) |u(x,τ)|2 d x +

∫ 1

β

exp (−cτ) |u(x,τ)|2 d x

≤
34

δ

∫ τ

0

∫ 1

0

θ(x)

a2
exp (−c t ) |L u|2 d xd t +

1

2

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�ϕ
′
�

�

�

2
d x

+
∫ α

0
|ϕ|2 d x +

∫ 1

β

|ϕ|2 d x. (2.29)

De l’équation (2.1), on a

a

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

≤

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t
−L u

�

�

�

�

�

+
∂ a

∂ x

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

,

alors
δ

16
a2

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2

≤
δ

4

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

+
δ

4
|L u|2+

2δ

16

�

∂ a

∂ x

�2
�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

.

D’où

δ

16

∫ τ

0

∫ 1

0
a2θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2

d xd t ≤+
δ

4

∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t

+
δ

4

∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)exp (−c t ) |L u|2 d xd t +

2δ

16

∫ τ

0

∫ 1

0
(
∂ a

∂ x
)2θ(x)exp (−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t . (2.30)

En combinant les inégalités (2.29) et (2.30), en tenant compte de la condition (2.14), on aboutit à

δ

2

∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t +
1

2

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�

�

�

∂ u(x,τ)

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ α

0
|u (x,τ)|2 d x

+
∫ 1

β

|u (x,τ)|2 d x +
δa2

0

16

∫ τ

0

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2

d xd t

≤ exp(cT )(δ/4+ 34/δa2
0)
∫

QT

θ(x) |L u|2 d xd t

+
1

2

∫ 1

0
θ(x)

�

�

�ϕ
′
�

�

�

2
d x +

∫ α

0
|ϕ|2 d x +

∫ 1

β

|ϕ|2 d x. (2.31)

Comme le membre droit de (2.31) est indépendant de τ, en prenant le sup du membre gauche par

rapport à τ sur l’intervalle [0;T ], on obtient l’inégalité désirée.

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri

Constantine



2.3 Résolvabilité du problème 26

2.3 Résolvabilité du problème

Des estimations (2.8) et (2.13), on déduit que l’opérateur L : E→ F est continu et que son image

R(L) est fermée dans F . D’où l’opérateur inverse L−1 existe et est continu de R(L) dansE, ainsi L est

un homéomorphisme de E dans R(L). Pour obtenir l’existence de la solution, il suffit de montrer

que R(L) = F.
La démonstration est basée sur le Lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Soit

D0 (L) = {u ∈E : `u = 0} .

Si pour u ∈D0 (L) et une certaine ω ∈ L2 (QT ) on a
∫

QT

φ(x)L u$d xd t = 0, (2.32)

où

φ(x) =







x 0< x ≤ α
(1−β) α≤ x ≤β
(1− x) β≤ x < 1.

Alors, ω = 0.

Preuve De (2.32), on a
∫

QT

φ(x)
∂ u

∂ t
$d xd t =

∫

QT

φ(x)
∂

∂ x

�

a (x, t )
∂ u

∂ x

�

$d xd t . (2.33)

Pour la fonctionω (x, t ) donnée, on introduit la fonction

v (x, t ) =























ω−
∫ α

x

ω(ξ , t )

ξ
dξ 0< x ≤ α

ω α≤ x ≤β

ω−
∫ x

β

ω(ξ , t )

1− ξ
dξ β≤ x < 1.

En intégrant par parties par rapport à ξ , on obtient

N v =φ(x)ω =



















xv +
∫ α

x
v(ξ , t )dξ 0< x ≤ α

(1−β) v α≤ x ≤β

(1− x)v +
∫ x

β

v(ξ , t )dξ β≤ x < 1.
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Ceci implique que
∫ α

0
v(ξ , t )dξ =

∫ 1

β

v(ξ , t )dξ = 0,

i.e.
∫ α

0
v(ξ , t )dξ +

∫ 1

β

v(ξ , t )dξ = 0.

Alors de l’égalité (2.33), on a

−
∫

QT

∂ u

∂ t
N vd xd t =

∫

QT

A(t ) uvd xd t , (2.34)

où

A(t ) u =−
∂

∂ x

�

φ(x)a (x, t )
∂ u

∂ x

�

.

Introduisons les opérateurs de régularisation par rapport à t , [18], [22], [23] et [24],

J−1
ε
=
�

I + ε
∂

∂ t

�−1

et
�

J−1
ε

�∗

alors ces opérateurs fournissent les solutions des problèmes respectifs :

ε
d gε (t )

d t
+ gε (t ) = g (t ) gε (t ) |t=0 = 0, (2.35)

et

−ε
d g ∗

ε
(t )

d t
+ g ∗

ε
(t ) = g (t ) gε (t ) |t=T = 0, (2.36)

et ces opérateurs vérifient les propriétés suivantes :

Pour g ∈ L2 (0,T ), les fonctions gε =
�

J−1
ε

�

g et g ∗
ε
=
�

J−1
ε

�∗
g sont dans W 1

2
(0,T ) telles que

gε |t=0= 0 et g ∗
ε
|t=T= 0,

D’ailleurs, J−1
ε

commute avec
∂

∂ t
, et on a

∫ T

0
|gε− g |2 d t −→ 0,

∫ T

0

�

�

�g ∗ε − g
�

�

�

2
d t −→ 0 pour ε−→ 0.

En remplaçant dans (2.34) u par la fonction de régularisation uε = (J
−1
ε
)u, et utilisant la relation

A(t )J−1
ε
= J−1

ε
A(τ)+ εJ−1

ε

∂ A(τ)

∂ τ
J−1
ε

.
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Puis, en prenant l’adjoint de l’opérateur J−1
ε

, et intégrons par parties par rapport à t dans le membre

gauche, on obtient

∫

Ω
uN
�

∂ v∗
ε

∂ t

�

d xd t =
∫

Ω
A(t ) uv∗

ε
d xd t + ε

∫

Ω

∂ A

∂ t
uεv

∗
ε
d xd t . (2.37)

Par passage à la limite, Nous satisfons l’égalité (2.37) pour toute les fonctions vérifiant les conditions

(2.2)- (2.4) telles que

∂ i

∂ x i

�

φ(x)
∂ u

∂ x

�

∈ L2 (Ω) for i = 0,1.

L’opérateur A(t ) admet dans L2(0,1), un inverse continu satisfant

∫ α

0
A−1(t )g d x +

∫ 1

β

A−1(t )g d x = 0.

Donc la fonction uε peut-être représentée sous la forme

uε = J−1
ε

A−1Au.

Alors, on a
∂ A

∂ t
uε =Aε(t )A(t )u.

Par conséquence, l’équation (2.37) devienne

∫

Ω
uN
�

∂ v∗
ε

∂ t

�

d xd t =
∫

Ω
A(t ) u

�

v∗
ε
+ εA∗

ε
v∗
ε

�

d xd t , (2.38)

où A∗
ε
(t ) est l’opérateur adjoint de Aε(t ).

Le membre gauche de l’égalité (2.38) est un fonctionnel linéaire continu en u. Alors la fonction hε =

v∗
ε
+ εA∗

ε
v∗
ε

admette des dérivées φ(x)
∂ hε
∂ x
∈ L2 (Ω) ,

∂

∂ x

�

φ(x)
∂ hε
∂ x

�

∈ L2 (Ω) , et les conditions

suivantes sont vérifiées

hε |x=0 = 0, hε |x=1 = 0, φ(x)
∂ hε
∂ x
|x=1 = 0. (2.39)

L’opérateur A∗
ε
(t ) est borné dans L2 (Ω) . Pour ε suffisament petit, on a








εA∗
ε
(t )









L2(Ω)
< 1, par suite

l’opérateur I + εA∗
ε
(t ) admet un inverse borné dans L2 (Ω) .
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De plus,
∂ A∗

ε
(t )

∂ x
sont des opérateurs bornés dans L2 (Ω) . Alors, on conclu que la fonction v∗

ε
ad-

mette des dérivées φ(x)
∂ v∗

ε

∂ x
∈ L2 (Ω) ,

∂

∂ x

�

φ(x)
∂ v∗

ε

∂ x

�

∈ L2 (Ω), et les conditions suivantes sont

satisfies

v∗
ε
|x=0 = 0, v∗

ε
|x=1 = 0, φ(x)

∂ v∗
ε

∂ x
|x=1 = 0. (2.40)

Alors, pour ε suffisament petit la fonction v∗
ε

a les mêmes propriétées que la fonction hε. De plus,

v∗
ε

satisfie la condition intégrale (2.4).

Posons

u =
∫ t

0
exp(cτ)v∗

ε
(x,τ)dτ,

alors on a

u(x, 0) = ϕ(x) = 0, x ∈ (0,1)

et

u(0, t ) =
∫ t

0
exp(cτ)v∗

ε
(0,τ)dτ = 0,

u(1, t ) =
∫ t

0
exp(cτ)v∗

ε
(1,τ)dτ = 0,

d’où

u(0, t ) = u(1, t ), t ∈ (0,T ).

En remplaçant donc

u =
∫ t

0
exp(cτ)v∗

ε
(x,τ)dτ,

dans (2.34), où la constante c satisfait

ca0− a3−
εa2

3

a0

≥ 0, (2.41)

et en utilisant (2.36), on obtient

−
∫

QT

exp(c t )v∗
ε
N vd xd t =

∫

QT

A(t ) u exp(−c t )
∂ u

∂ t
d xd t − ε

∫

QT

A(t ) u
∂ v∗

ε

∂ t
d xd t . (2.42)
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Intégrons par parties le premier terme du membre droit de (2.42) par rapport à x, ensuite par rap-

port à t , on trouve
∫

QT

A(t ) u exp(−c t )
∂ u

∂ t
d xd t = −

∫ T

0

�
∫ 1

0

∂

∂ x

�

φ(x)a(x, t )
∂ u

∂ x

�

exp(−c t )
∂ u

∂ t
d x
�

d t

=
∫

QT

φ(x)a(x, t )
∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t .

Or
∫

QT

φ(x)a(x, t )
∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t =

∫ 1

0

�
∫ T

0
φ(x)a(x, t )

∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂

∂ t
(
∂ u

∂ x
)d t
�

d x

=
�
∫ 1

0
φ(x)a(x, t )

∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂ u

∂ x
d x
�T

0

−
∫

QT

φ(x)
∂ a(x, t )

∂ t
exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t

+c
∫

QT

φ(x)a(x, t )exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t

−
∫

QT

φ(x)a(x, t )
∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t .

D’où

2Re
∫

QT

A(t ) u exp(−c t )
∂ u

∂ t
d xd t =

∫ 1

0
φ(x)a (x,T )exp(−cT )

�

�

�

�

�

∂ u(x,T )

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x

+
∫

QT

exp(−c t )φ(x)
�

ca (x, t )−
∂ a(x, t )

∂ t

�

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t , (2.43)

De même, on a

−ε
∫

QT

A(t ) u
∂ v∗

ε

∂ t
d xd t = ε

∫ 1

0

�
∫ T

0

∂

∂ x

�

φ(x)a(x, t )
∂ u

∂ x

�

∂

∂ t
(v∗
ε
)d t
�

d x

=−ε
∫

QT

v∗
ε

∂

∂ x

�

φ(x)
∂ a(x, t )

∂ t

∂ u

∂ x

�

d xd t − ε
∫

QT

v∗
ε

∂

∂ x

�

φ(x)a(x, t )
∂ 2u

∂ x∂ t

�

d xd t .

Or

−ε
∫

QT

v∗
ε

∂

∂ x

�

φ(x)
∂ a(x, t )

∂ t

∂ u

∂ x

�

d xd t = −ε
∫ T

0

�
∫ 1

0
v∗
ε

∂

∂ x

�

φ(x)
∂ a(x, t )

∂ t

∂ u

∂ x

�

d x
�

d t

= ε
∫

QT

∂ v∗
ε

∂ x
φ(x)

∂ a(x, t )

∂ t

∂ u

∂ x
d xd t ,
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et

−ε
∫

QT

v∗
ε

∂

∂ x

�

φ(x)a(x, t )
∂ 2u

∂ x∂ t

�

d xd t = −ε
∫ T

0

�
∫ 1

0
v∗
ε

∂

∂ x

�

φ(x)a(x, t )
∂ 2u

∂ x∂ t

�

d x
�

d t

= ε
∫

QT

∂ v∗
ε

∂ x
φ(x)a(x, t )

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t

= ε
∫

QT

φ(x)a(x, t )exp(c t )

�

�

�

�

�

∂ v∗
ε

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t .

D’où

Re






−ε
∫

QT

A(t )u
∂ v∗

ε

∂ t
d xd t






= Re






ε
∫

QT

∂ v∗
ε

∂ x
φ(x)

∂ a(x, t )

∂ t

∂ u

∂ x
d xd t







+ε
∫

QT

φ(x)a(x, t )exp(c t )

�

�

�

�

�

∂ v∗
ε

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t .

En appliquant l’ε-inégalité sur l’égalité précédente, on obtient

Re






−ε
∫

QT

A(t ) u
∂ v∗

ε

∂ t
d xd t






≥
−ε
2a0

∫

QT

exp(−c t )φ(x)

�

�

�

�

�

∂ a

∂ x
(x, t )

�

�

�

�

�

2 �
�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t . (2.44)

En combinant (2.42), (2.43) et (2.44), en tenant compte de (2.45), on obtient

−Re
�
∫

QT

exp(c t )v∗
ε
N vd xd t

�

≥
∫

QT

exp(−c t )φ(x)

 

ca0− a3−
εa2

3

a0

!

|ux |
2 d xd t ≥ 0. (2.45)

En utilisant (2.45), on aura

Re
∫

QT

exp(c t )v∗
ε
N vd xd t ≤ 0.

Alors, pour ε−→ 0 on obtient

Re
∫

QT

exp(c t )vN vd xd t =
∫

QT

exp(c t )φ(x) |v |2 d xd t ≤ 0.

On conclut alors que v = 0 , donc,ω = 0 , ce qui achève la démonstration du lemme.

Théorème 2.3.1. L’image R(L) de L coincide avec F
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Preuve. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement si la relation

∫

QT

θ(x)L u f d xd t +
∫ 1

0
θ(x)

d`u

d x

dϕ

d x
d x +

∫ α

0
`uϕd x +

∫ 1

β

`uϕd x = 0 (2.46)

pour tout u ∈E et ( f ,ϕ) ∈ F, implique que f = 0 et ϕ = 0.

Soit u ∈D0(L) alors de (2.46), on conclut à partir du lemme 2.2.1 que ψ f = 0, alors f = 0 ; où

ψ f =







x f 0< x ≤ α
(1−β) f α≤ x ≤β
(1− x) f β≤ x < 1.

En prenant u ∈E dans (2.46) on obtient :

∫ 1

0
θ(x)

d`u

d x

dϕ

d x
d x +

∫ α

0
`uϕd x +

∫ 1

β

`uϕd x = 0.

Comme l’image de l’opérateur trace ` est partout dense dans l’espace de Hilbert muni de la norme







∫ 1

0
θ(x)

�

�

�

�

�

dϕ

d x

�

�

�

�

�

2

+
∫ α

0
|ϕ|2 d x +

∫ 1

β

|ϕ|2 d x







1
2

alors ϕ = 0.
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Chapitre 3

Problème aux limites avec condition intégrale au
bord multi-variables pour certaines classes d’équations
paraboliques

Dans ce chapitre on étudie un problème avec condition intégrale à bornes multi-variables pour les

équations aux dérivé partielles.

On démontre l’existence et l’unicité de la solution dans un espace fonctionnel de Sobolev à poids.

La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la densité de l’image de

l’opérateur engendré par le problème considéré.

3.1 Position du problème

Dans le domaine

Ω= {(x, t ) ∈ (0,1)× (0,T ), T > 0}

nous considérons l’équation

L u =
∂ u

∂ t
− a(t )

∂ 2u

∂ x2
= f (x, t ), (3.1)

où la fonction a(t ) et ses dérivées sont bornées sur l’intervalle [0;T ] :

0< c0 ≤ a(t )≤ c1,

0< c2 ≤
da(t )

d t
≤ c3.

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri

Constantine



3.1 Position du problème 34

A l’équation (3.1) on associe la condition initiale

`u = u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0,1), (3.2)

la condition au bord du type Dirichlet

u(0, t ) = u(β, t ) = u(γ , t ) = u(1, t ), t ∈ (0,T ), (3.3)

et la condition intégrale

∫ α

0
u(x, t )d x + 2

∫ γ

β

u(x, t )d x +
∫ 1

δ

u(x, t )d x = 0, (3.4)

0<α <β< γ <δ < 1, et α= 1−δ = γ −β, t ∈ (0,T ).

Où, la fonction ϕ est donnée vérifie la condition de compatibilité suivante

ϕ(0) = ϕ(β) = ϕ(γ ) = ϕ(1),
∫ α

0
ϕ(x)d x + 2

∫ γ

β

ϕ(x)d x +
∫ 1

δ

ϕ(x)d x = 0.

Lors de l’étude classique de la solution du problème (3.1)-(3.4), avec la condition (3.4) les conditions

suivantes doivent être remplies

a(0)
¦

ϕ
′′
(0)+ϕ

′′
(β)−ϕ′′(γ )−ϕ′′(1)

©

= f (1,0)+ f (γ , 0)− f (β, 0)− f (0,0),

a(0)
¨
∫ α

0
ϕ
′′
(x)d x + 2

∫ γ

β

ϕ
′′
(x)d x +

∫ 1

δ

ϕ
′′
(x)d x

«

=
∫ α

0
f (x, 0)d x

+2
∫ γ

β

f (x, 0)d x +
∫ 1

δ

f (x, 0)d x.

La modélisation mathématique de différents phénomènes conduit à des problèmes avec des condi-

tions non locales ou des conditions au bord du type intégrales. De telles conditions se produisent

dans le cas où l’on mesure une valeur moyenne de certains paramètres à l’intérieur du domaine.

Dans ce chapitre nous étudions un problème avec condition intégrale à bornes multi-variables pour

une classe d’équations aux dérivées partielles du second ordre.

Au problème (3.1)-(3.4) on associe l’opérateur

L= (L ,`)
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défini de E dans F, où E est un espace de Banach constitué des fonctions u ∈ L2(Ω), vérifiant les

conditions (3.3) et (3.4), et muni de la norme

‖u‖2
E =

∫

Ω

p(x)

3







�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

+

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2

d xd t + sup
0≤t≤T

∫ 1

0

p(x)

2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x







+ sup
0≤t≤T

∫ α

0
|u|2 d x + sup

0≤t≤T

∫ γ

β

|u|2 d x + sup
0≤t≤T

∫ 1

δ

|u|2 d x, (3.5)

et F est l’espace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles

F = ( f ,ϕ)

obtenu comme complété de l’espace

L2(Ω)×W 2
2 (0,1)

par rapport à la norme

‖F ‖2
F = ‖( f ,ϕ)‖2

F =
∫

Ω

p(x)

3
| f |2 d xd t +

∫ 1

0

p(x)

2

�

�

�

�

�

dϕ

d x

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ α

0
|ϕ|2 d x

+
∫ γ

β

|ϕ|2 d x +
∫ 1

δ

|ϕ|2 d x, (3.6)

où

p(x) =











x2, x ∈]0,α],
(γ −β)2, x ∈ [α,β]∪ [γ ,δ] ,
(γ − x)2+(x −β)2, x ∈ [β,γ ] ,
(1− x)2, x ∈ [δ, 1[.

En utilisant la méthode des inégalités de l’énergie proposée dans [56], nous établissons une estima-

tion a priori bilatérale. Alors on montre que l’opérateur L est un homéomorphisme linéaire entre

les espaces E et F.

3.2 Estimation a priori bilatérale

Théorème 3.2.1. Pour toute fonction u ∈E, on a l’estimation a priori

‖Lu‖2
F ≤ c4 ‖u‖

2
E , (3.7)

où c4 est une constante indépendante de u, i.e. c4 = 2max(1, c2
1 ).
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Preuve De l’équation (3.1), sous la condition (3.2), on obtient

∫

Ω

p(x)

3
|L u|2 d xd t ≤ 2

∫

Ω

p(x)

3







�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

+ c2
1

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2





d xd t . (3.8)

∫ 1

0

p(x)

2

�

�

�

�

�

dϕ

d x

�

�

�

�

�

2

d x ≤ sup
0≤t≤T

∫ 1

0

p(x)

2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x, et
∫ α

0
|ϕ|2 d x ≤ sup

0≤t≤T

∫ α

0
|u|2 d x. (3.9)

∫ γ

β

|ϕ|2 d x ≤ sup
0≤t≤T

∫ γ

β

|u|2 d x, et
∫ 1

δ

|ϕ|2 d x ≤ sup
0≤t≤T

∫ 1

δ

|u|2 d x. (3.10)

En combinant les inégalités (3.8), (3.9) et (3.10), on obtient (3.7) pour tout u ∈E.

Théorème 3.2.2. Pour toute fonction u ∈E, on a l’estimation a priori

‖u‖2
E ≤ c5 ‖Lu‖2

F , (3.11)

où

c5 =
exp(cT )max(49,2c1)

min(
13

32
, c0,

c2
0

2
)

,

et la constante c vérifie

c c0 ≥ c3. (3.12)

Avant de démontrer ce théorème, nous donnons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.2.1. [24] Pour toute fonction u ∈E, on a

∫ b

a

�

�

�

�

�

∫ b

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x ≤ 4
∫ b

a
(x − a)2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x,

∫ b

a

�

�

�

�

�

∫ x

a

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x ≤ 4
∫ b

a
(b − x)2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x.
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Preuve du Théorème 3.1.2. On définit

M u =



































































x2∂ u

∂ t
+ 2x

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ , x ∈]0,α],

(γ −β)2
∂ u

∂ t
, x ∈ [α,β]∪ [γ ,δ] ,

(γ − x)2
∂ u

∂ t
+(x −β)2

∂ u

∂ t
+ 2(γ − x)

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

+2(x −β)
∫ γ

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ , x ∈ [β,γ ] ,

(1− x)2
∂ u

∂ t
+ 2(1− x)

∫ x

δ

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ , x ∈ [δ, 1[.

On considère pour u ∈E la forme quadratique suivante :

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp(−c t )L uM ud xd t ,

où la constante c vérifie la condition (3.12), obtenue en multipliant l’équation (3.1) par

exp(−c t )M u,

prenant la partie réelle et intégrant par parties sur

Ωτ = (0,1)× (0,τ), 0≤ τ ≤ T .

Calculons d’abord :

Re
�
∫ 1

0
L uM ud x

�

= Re
�
∫ 1

0

∂ u

∂ t
M ud x − a(t )

∫ 1

0

∂ 2u

∂ x2
M ud x

�

= Re (L1)+ a(t )Re (L2) . (3.13)

© 2011 LAKHAL Fahim Département de Mathématiques U Mentouri

Constantine



3.2 Estimation a priori bilatérale 38

Or

L1 =
∫ 1

0

∂ u

∂ t
M ud x

=
∫ α

0

∂ u

∂ t

�

x2∂ u

∂ t
+ 2x

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

+(γ −β)2
∫ β

α

∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x

+
∫ γ

β

∂ u

∂ t

�

(γ − x)2
∂ u

∂ t
+(x −β)2

∂ u

∂ t

+2(γ − x)
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ + 2(x −β)

∫ γ

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

+(γ −β)2
∫ δ

γ

∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x

+
∫ 1

δ

∂ u

∂ t

�

(1− x)2
∂ u

∂ t
+ 2(1− x)

∫ x

δ

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

= L11+ L12+ L13+ L14+ L15.

Par une intégration par parties, évaluons les intégrales L11, L12, L13, L14 et L15 :

On a

L11 =
∫ α

0

∂ u

∂ t

�

x2∂ u

∂ t
+ 2x

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

=
∫ α

0
x2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ α

0

∂ u

∂ t
(2x)

�
∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x,

d’où

ReL11 =
∫ α

0
x2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ α

0

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x.

De même

L12 = (γ −β)
2
∫ β

α

∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x,

donc

ReL12 = (γ −β)
2
∫ β

α

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x.
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On a aussi

L13 =
∫ γ

β

∂ u

∂ t

�

(γ − x)2
∂ u

∂ t
+(x −β)2

∂ u

∂ t

+2(γ − x)
∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ + 2(x −β)

∫ γ

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x,

alors

ReL13 =
∫ γ

β

�

(γ − x)2+(x −β)2
�

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x

+
∫ γ

β

�

�

�

�

�

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ γ

β

�

�

�

�

�

∫ γ

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x.

Et

L14 = (γ −β)
2
∫ δ

γ

∂ u

∂ t

∂ u

∂ t
d x,

d’où

ReL14 = (γ −β)
2
∫ δ

γ

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x.

Finalement

L15 =
∫ 1

δ

∂ u

∂ t

�

(1− x)2
∂ u

∂ t
+ 2(1− x)

∫ x

δ

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x,

donc

ReL15 =
∫ 1

δ

(1− x)2
�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ 1

δ

�

�

�

�

�

∫ x

δ

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x.

Par suite

Re (L1) =
∫ 1

0
p(x)

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ α

0

�

�

�

�

�

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x

+
∫ γ

β







�

�

�

�

�

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x +

�

�

�

�

�

∫ γ

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2





d x

+
∫ 1

δ

�

�

�

�

�

∫ x

δ

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ

�

�

�

�

�

2

d x.

i.e.

Re (L1)≥
∫ 1

0
p(x)

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x. (3.14)
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Regardons maintenant le terme

L2 = −
∫ 1

0

∂ 2u

∂ x2
M ud x

= −
∫ α

0

∂ 2u

∂ x2

�

x2∂ u

∂ t
+ 2x

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

−(γ −β)2
∫ β

α

∂ 2u

∂ x2

∂ u

∂ t
d x

−
∫ γ

β

∂ 2u

∂ x2

�

(γ − x)2
∂ u

∂ t
+ 2(γ − x)

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

−
∫ γ

β

∂ 2u

∂ x2

�

(x −β)2
∂ u

∂ t
+ 2(x −β)

∫ γ

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

−(γ −β)2
∫ δ

γ

∂ 2u

∂ x2

∂ u

∂ t
d x

−
∫ 1

δ

∂ 2u

∂ x2

�

(1− x)2
∂ u

∂ t
+ 2(1− x)

∫ x

δ

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x

= L21+ L22+ L23+ L24+ L25+ L26.

Utilisons encore une fois une intégration par parties pour évaluer L21, L22, L23, L24, L25 et L26 :

On a

L21 =−
∫ α

0

∂ 2u

∂ x2

�

x2∂ u

∂ t
+ 2x

∫ α

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x,

d’où

ReL21 = −Re
�

∂ u(α, t )

∂ x
α2∂ u(α, t )

∂ t

�

+Re
�
∫ α

0

∂ u

∂ x
x2 ∂

2u

∂ x∂ t
d x
�

−Re
�

2u(0, t )
∫ α

0

∂ u

∂ t
d x
�

+ 2Re
�
∫ α

0
u
∂ u

∂ t
d x
�

.

De même, on a

L22 =−(γ −β)
2
∫ β

α

∂ 2u

∂ x2

∂ u

∂ t
d x,
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alors

ReL22 = Re
�

−
∂ u(β, t )

∂ x
(γ −β)2

∂ u(β, t )

∂ t

�

+Re
�

∂ u(α, t )

∂ x
(γ −β)2

∂ u(α, t )

∂ t

�

+Re

 

∫ β

α

∂ u

∂ x
(γ −β)2

∂ 2u

∂ x∂ t
d x

!

.

On a aussi

L23 =−
∫ γ

β

∂ 2u

∂ x2

�

(γ − x)2
∂ u

∂ t
+ 2(γ − x)

∫ x

β

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x,

donc

ReL23 = Re
�

∂ u(β, t )

∂ x
(γ −β)2

∂ u(β, t )

∂ t

�

+Re
�
∫ γ

β

∂ u

∂ x
(γ − x)2

∂ 2u

∂ x∂ t
d x
�

−2Re
�

u(γ , t )
∫ γ

β

∂ u

∂ t
d x
�

+ 2Re
�
∫ γ

β

u
∂ u

∂ t
d x
�

.

Et

L24 =−
∫ γ

β

∂ 2u

∂ x2

�

(x −β)2
∂ u

∂ t
+ 2(x −β)

∫ γ

x

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x,

d’où

ReL24 = −Re
�

∂ u(γ , t )

∂ x
(γ −β)2

∂ u(γ , t )

∂ t

�

+Re
�
∫ γ

β

∂ u

∂ x
(x −β)2

∂ 2u

∂ x∂ t
d x
�

−2Re
�

u(β, t )
∫ γ

β

∂ u

∂ t
d x
�

+ 2Re
�
∫ γ

β

u
∂ u

∂ t
d x
�

.

On a

L25 =−(γ −β)
2
∫ δ

γ

∂ 2u

∂ x2

∂ u

∂ t
d x,
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alors

ReL25 = −Re
�

∂ u(δ, t )

∂ x
(γ −β)2

∂ u(δ, t )

∂ t

�

+Re
�

∂ u(γ , t )

∂ x
(γ −β)2

∂ u(γ , t )

∂ t

�

+Re

 

∫ δ

γ

∂ u

∂ x
(γ −β)2

∂ 2u

∂ x∂ t
d x

!

.

Enfin, on a

L26 =−
∫ 1

δ

∂ 2u

∂ x2

�

(1− x)2
∂ u

∂ t
+ 2(1− x)

∫ x

δ

∂ u(ξ , t )

∂ t
dξ
�

d x,

d’où

ReL26 = Re
�

∂ u(δ, t )

∂ x
(1−δ)2

∂ u(δ, t )

∂ t

�

+Re
�
∫ 1

δ

∂ u

∂ x
(1− x)2

∂ 2u

∂ x∂ t
d x
�

−2Re
�

u(1, t )
∫ 1

δ

∂ u

∂ t
d x
�

+ 2Re
�
∫ 1

δ

u
∂ u

∂ t
d x
�

.

Par suite

Re (L2) = Re
�
∫ 1

0
p(x)

∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d x
�

(3.15)

−2Re
�

u(0, t )
∫ α

0

∂ u

∂ t
d x + u(β, t )

∫ γ

β

∂ u

∂ t
d x + u(γ , t )

∫ γ

β

∂ u

∂ t
d x + u(1, t )

∫ 1

δ

∂ u

∂ t
d x
�

+2Re
�
∫ α

0
u
∂ u

∂ t
d x + 2

∫ γ

β

u
∂ u

∂ t
d x +

∫ 1

δ

u
∂ u

∂ t
d x
�

.

En tenant compte des conditions (3.3) et (3.4), alors (3.15) devienne

Re (L2) = Re
�
∫ 1

0
p(x)

∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d x
�

+ 2Re
�
∫ α

0
u
∂ u

∂ t
d x + 2

∫ γ

β

u
∂ u

∂ t
d x +

∫ 1

δ

u
∂ u

∂ t
d x
�

.

(3.16)
En remplaçant (3.14) et (3.16) dans (3.13), en multipliant par exp(−c t ) et intégrant de 0 à τ on

obtient

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp(−c t )L uM ud xd t ≥

∫ τ

0

∫ 1

0
p(x)exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t
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+Re
∫ τ

0

∫ 1

0
p(x)exp(−c t )a

∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t + 2Re

∫ τ

0

∫ α

0
exp(−c t )au

∂ u

∂ t
d xd t

+4Re
∫ τ

0

∫ γ

β

exp(−c t )au
∂ u

∂ t
d xd t + 2Re

∫ τ

0

∫ 1

δ

exp(−c t )au
∂ u

∂ t
d xd t . (3.17)

Intégrons par parties le deuxième, troixième, quatrième et le cinquième terme du membre droit de

l’inégalité (3.17) par rapport à t en tenant compte de la condition initiale (3.2) et la condition (3.12)

on obtient

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp(−c t )p(x)a(t )

∂ u

∂ x

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t ≥

∫ 1

0

exp(−cτ)

2
p(x)a(τ)

�

�

�

�

�

∂ u(x,τ)

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x

−
1

2

∫ 1

0
p(x)a(0)

�

�

�

�

�

d`u

d x

�

�

�

�

�

2

d x, (3.18)

Re
∫ τ

0

∫ α

0
exp(−c t )a(t )u

∂ u

∂ t
d xd t ≥

∫ α

0

exp(−cτ)

2
a(τ) |u(x,τ)|2 d x −

∫ α

0

a(0)

2
|`u|2 d x, (3.19)

Re
∫ τ

0

∫ γ

β

exp(−c t )a(t )u
∂ u

∂ t
d xd t ≥

∫ γ

β

exp(−cτ)

2
a(τ) |u(x,τ)|2 d x −

∫ γ

β

a(0)

2
|`u|2 d x, (3.20)

Re
∫ τ

0

∫ 1

δ

exp(−c t )a(t )u
∂ u

∂ t
d xd t ≥

∫ 1

δ

exp(−cτ)

2
a(τ) |u(x,τ)|2 d x −

∫ 1

δ

a(0)

2
|`u|2 d x. (3.21)

En remplaçant (3.18), (3.19), (3.20) et (3.21) dans (3.17) on obtient

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp(−c t )L uM ud xd t +

∫ α

0
a(0) |`u|2 d x + 2

∫ γ

β

a(0) |`u|2 d x

+
∫ 1

δ

a(0) |`u|2 d x +
1

2

∫ 1

0
p(x)a(0)

�

�

�

�

�

d`u

d x

�

�

�

�

�

2

d x ≥
∫ τ

0

∫ 1

0
p(x)exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t

+
1

2

∫ 1

0
exp(−cτ)p(x)a(τ)

�

�

�

�

�

∂ u(x,τ)

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ α

0
exp(−cτ)a(τ) |u(x,τ)|2 d x

+2
∫ γ

β

exp(−cτ)a(τ) |u(x,τ)|2 d x +
∫ 1

δ

exp(−cτ)a(τ) |u(x,τ)|2 d x. (3.22)
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En appliquant l’ε− inégalité sur la première intégrale du membre gauche de l’inégalité (3.22) et le

lemme 3.1.1 on a

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp(−c t )L uM ud xd t ≤ 16

∫ τ

0

∫ α

0
x2 exp(−c t ) |L u|2 d xd t

+
17

32

∫ τ

0

∫ α

0
x2 exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t

+16
∫ τ

0

∫ β

α

(γ −β)2 exp(−c t ) |L u|2 d xd t +
1

64

∫ τ

0

∫ β

α

(γ −β)2 exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t

+16
∫ τ

0

∫ γ

β

�

(γ − x)2+(x −β)2
�

exp(−c t ) |L u|2 d xd t

+
17

32

∫ τ

0

∫ γ

β

�

(γ − x)2+(x −β)2
�

exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t

+16
∫ τ

0

∫ δ

γ

(γ −β)2 exp(−c t ) |L u|2 d xd t +
1

64

∫ τ

0

∫ δ

γ

(γ −β)2 exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t

+16
∫ τ

0

∫ 1

δ

(1− x)2 exp(−c t ) |L u|2 d xd t +
17

32

∫ τ

0

∫ 1

δ

(1− x)2 exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t . (3.23)

De (3.23) on tire que

Re
∫ τ

0

∫ 1

0
exp(−c t )L uM ud xd t ≤ 16

∫ τ

0

∫ 1

0
p(x)exp(−c t ) |L u|2 d xd t

+
17

32

∫ τ

0

∫ 1

0
p(x)exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t . (3.24)

On combine (3.22) et (3.24) on obtient

15

32

∫ τ

0

∫ 1

0
p(x)exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t +
1

2

∫ 1

0
exp(−cτ)p(x)a(τ)

�

�

�

�

�

∂ u(x,τ)

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x

+
∫ α

0
exp(−cτ)a(τ) |u(x,τ)|2 d x + 2

∫ γ

β

exp(−cτ)a(τ) |u(x,τ)|2 d x

+
∫ 1

δ

exp(−cτ)a(τ) |u(x,τ)|2 d x ≤ 16
∫ τ

0

∫ 1

0
p(x)exp(−c t ) |L u|2 d xd t
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+
∫ α

0
a(0) |`u|2 d x +

1

2

∫ 1

0
p(x)a(0)

�

�

�

�

�

d`u

d x

�

�

�

�

�

2

d x + 2
∫ γ

β

a(0) |`u|2 d x +
∫ 1

δ

a(0) |`u|2 d x. (3.25)

de l’équation (3.1) on a

a2(t )

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2

≤ 2

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

+ 2 |L u|2 ,

d’où
c2

0

6

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2

≤
1

3

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

+
1

3
|L u|2 ,

par suite on a

c2
0

2

∫ τ

0

∫ 1

0

p(x)

3
exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2

d xd t ≤
∫ τ

0

∫ 1

0

p(x)

3
exp(−c t ) |L u|2 d xd t

+
∫ τ

0

∫ 1

0

p(x)

3
exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t . (3.26)

En combinant les inégalités (3.25) et (3.26) on obtient

exp(−cT )







13

32

∫ τ

0

∫ 1

0

p(x)

3

�

�

�

�

�

∂ u

∂ t

�

�

�

�

�

2

d xd t + c0

∫ 1

0

p(x)

2

�

�

�

�

�

∂ u(x,τ)

∂ x

�

�

�

�

�

2

d x

+c0

∫ α

0
|u(x,τ)|2 d x + 2c0

∫ γ

β

|u(x,τ)|2 d x + c0

∫ 1

δ

|u(x,τ)|2 d x

+
c2

0

2

∫ τ

0

∫ 1

0

p(x)

3

�

�

�

�

�

∂ 2u

∂ x2

�

�

�

�

�

2

d xd t






≤ 49

∫

Ω

p(x)

3
|L u|2 d xd t + c1

∫ 1

0

p(x)

2

�

�

�

�

�

d`u

d x

�

�

�

�

�

2

d x

+c1

∫ α

0
|`u|2 d x + 2c1

∫ γ

β

|`u|2 d x + c1

∫ 1

δ

|`u|2 d x. (3.27)

Comme le membre de droit de (3.27) est indépendant de τ, en prenant le sup du membre gauche

par rapport à τ sur l’intervalle [0;T ], on obtient l’inégalité désirée.
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3.3 Résolvabilité du problème

Des estimations (3.7) et (3.11) on déduit que l’opérateur L : E → F est continu et que son image

R(L) est fermée dans F. D’où l’opérateur inverse L−1 existe et est continu de R(L) dans E, ainsi L

est un homéomorphisme de E dans R(L).
Pour obtenir l’existence de la solution, il suffit de montrer que R(L) = F. La démonstration est

basée sur le lemme suivant :

Lemme 3.3.1. Soit

D0(L) = {u ∈ E : `u = 0}

Si pour u ∈D0 (L) et une certaine w ∈ L2 (Ω) on a
∫

Ω
q(x)L uwd xd t = 0, (3.28)

où

q(x) =







x, x ∈]0,α],
γ −β, x ∈ [α,δ],
1− x, x ∈ [δ, 1[,

Alors, w = 0.

Preuve De (3.28) on a
∫

Ω
q(x)

∂ u

∂ t
wd xd t =

∫

Ω
q(x)a(t )

∂ 2u

∂ x2
wd xd t . (3.29)

Pour la fonction w (x, t ) donnée, de l’égalité (3.28) on définit la fonction

v(x, t ) =



















w(x, t )−
∫ α

x

w(ξ , t )

ξ
dξ , x ∈]0,α],

w(x, t ), x ∈ [α,δ],

w(x, t )−
∫ x

δ

w(ξ , t )

ξ
dξ , x ∈ [δ, 1[.

Une intégration par parties par rapport à ξ nous donne

q(x)w =



































xv +
∫ α

x
v(ξ , t )dξ , x ∈]0,α]

(γ −β)v, x ∈ [α,β] ∪ [γ ,δ]

(γ −β)v +
∫ γ

β

v(ξ , t )dξ , x ∈ [β,γ ]

(1− x)v +
∫ x

δ

v(ξ , t )dξ , x ∈ [δ, 1[
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ceci implique que

∫ α

0
v(ξ , t )dξ = 0,

∫ γ

β

v(ξ , t )dξ = 0,
∫ 1

δ

v(ξ , t )dξ = 0,

i.e.
∫ α

0
v(ξ , t )dξ + 2

∫ γ

β

v(ξ , t )dξ +
∫ 1

δ

v(ξ , t )dξ = 0.

On remplace dans (3.29) q(x)w par N v on obtient

∫

Ω

∂ u

∂ t
N vd xd t =

∫

Ω
a(t )

∂ 2u

∂ x2
N vd xd t .

Donc

−
∫

Ω

∂ u

∂ t
N vd xd t = −

∫ T

0

∫ α

0
a(t )

∂ 2u

∂ x2

�

xv +
∫ α

x
v(ξ , t )dξ

�

−
∫ T

0

∫ β

α

a(t )
∂ 2u

∂ x2
(γ −β)vd xd t

−
∫ T

0

∫ γ

β

a(t )
∂ 2u

∂ x2

�

(γ −β)v +
∫ γ

β

v(ξ , t )dξ
�

d xd t

−
∫ T

0

∫ δ

γ

a(t )
∂ 2u

∂ x2
(γ −β)vd xd t

−
∫ T

0

∫ 1

δ

a(t )
∂ 2u

∂ x2

�

(1− x)v +
∫ x

δ

v(ξ , t )dξ
�

d xd t .

Une intégration par parties par rapport à x, donne

−
∫

Ω

∂ u

∂ t
N vd xd t = −

∫ T

0

∫ α

0

∂

∂ x

�

a(t )x
∂ u

∂ x

�

vd xd t

−
∫ T

0

∫ β

α

∂

∂ x

�

a(t )(γ −β)
∂ u

∂ x

�

vd xd t

−
∫ T

0

∫ γ

β

∂

∂ x

�

a(t )(γ −β)
∂ u

∂ x

�

vd xd t

−
∫ T

0

∫ δ

γ

∂

∂ x

�

a(t )(γ −β)
∂ u

∂ x

�

vd xd t

−
∫ T

0

∫ 1

δ

∂

∂ x

�

a(t )(1− x)
∂ u

∂ x

�

vd xd t .
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D’où

−
∫

Ω

∂ u

∂ t
N vd xd t =

∫

Ω
A(t )uvd xd t , (3.30)

où

N v = q(x)v,

et

A(t )u =−
∂

∂ x

�

q(x)a(t )
∂ u

∂ x

�

.

Introduisons les opérateurs de régularisation par rapport à t [18], [22], [23] et [24], J−1
ε
=
�

I + ε
∂

∂ t

�−1

et
�

J−1
ε

�∗

alors ces opérateurs fournissent les solutions des problèmes respectifs :

ε
d gε (t )

d t
+ gε (t ) = g (t ) gε (t ) |t=0 = 0 (3.31)

et

−ε
d g ∗

ε
(t )

d t
+ g ∗

ε
(t ) = g (t ) g ∗

ε
(t ) |t=T = 0 (3.32)

et ces opérateurs vérifient les propriétés suivantes :

Pour g ∈ L2 (0,T ), les fonctions gε =
�

J−1
ε

�

g et g ∗
ε
=
�

J−1
ε

�∗
g sont dans W 1

2
(0,T ) telles que

gε |t=0= 0 et g ∗
ε
|t=T= 0.

D’ailleurs, J−1
ε

commute avec
∂

∂ t
, et on a

∫ T

0
|gε− g |2 d t −→ 0,

∫ T

0

�

�

�g ∗ε − g
�

�

�

2
d t −→ 0 pour ε−→ 0.

En remplaçant

u =
∫ t

0
exp(cτ)v∗

ε
(x,τ)dτ

dans (3.30), où la constante c satisfait

c c0− c3−
εc2

3

c0

≥ 0 (3.33)

et en utilisant (3.32), on obtient

−
∫

Ω
exp(c t )v∗

ε
N vd xd t =

∫

Ω
A(t )u exp(−c t )

∂ u

∂ t
d xd t − ε

∫

Ω
A(t )u

∂ v∗
ε

∂ t
d xd t . (3.34)
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Intégrons par parties le prmier terme du membre droit de (3.34) par rapport à x, ensuite par rapport

à t , on trouve
∫

Ω
A(t )u exp(−c t )

∂ u

∂ t
d xd t = −

∫ T

0

�
∫ 1

0

∂

∂ x

�

q(x)a(t )
∂ u

∂ x

�

exp(−c t )
∂ u

∂ t
d x
�

d t

=
∫

Ω
q(x)a(t )

∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t .

Or
∫

Ω
q(x)a(t )

∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t =

∫ 1

0

�
∫ T

0
q(x)a(t )

∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂

∂ t
(
∂ u

∂ x
)d t
�

d x

=
�
∫ 1

0
q(x)a(t )

∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂ u

∂ x
d x
�T

0

−
∫

Ω
q(x)

da(t )

d t
exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t

+c
∫

Ω
q(x)a(t )exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t

−
∫

Ω
q(x)a(t )

∂ u

∂ x
exp(−c t )

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t .

D’où

Re
∫

Ω
A(t )u exp(−c t )

∂ u

∂ t
d xd t =

1

2

∫ 1

0
a(T )q(x)exp(−cT )

�

�

�

�

�

∂ u(x,T )

∂ t

�

�

�

�

�

2

d x

+
1

2

∫

Ω
q(x)exp(−c t )

�

ca(t )−
da(t )

d t

�

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t . (3.35)

De même, on a

−ε
∫

Ω
A(t )u

∂ v∗
ε

∂ t
d xd t = ε

∫ 1

0

�
∫ T

0

∂

∂ x

�

q(x)a(t )
∂ u

∂ x

�

∂

∂ t
(v∗
ε
)d t
�

d x =

−ε
∫

Ω
v∗
ε

∂

∂ x

�

q(x)
da(t )

d t

∂ u

∂ x

�

d xd t − ε
∫

Ω
v∗
ε

∂

∂ x

�

q(x)a(t )
∂ 2u

∂ x∂ t

�

d xd t .
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Or

−ε
∫

Ω
v∗
ε

∂

∂ x

�

q(x)
da(t )

d t

∂ u

∂ x

�

d xd t = −ε
∫ T

0

�
∫ 1

0
v∗
ε

∂

∂ x

�

q(x)
da(t )

d t

∂ u

∂ x

�

d x
�

d t

= ε
∫

Ω

∂ v∗
ε

∂ x
q(x)

da(t )

d t

∂ u

∂ x
d xd t ,

et

−ε
∫

Ω
v∗
ε

∂

∂ x

�

q(x)a(t )
∂ 2u

∂ x∂ t

�

d xd t = −ε
∫ T

0

�
∫ 1

0
v∗
ε

∂

∂ x

�

q(x)a(t )
∂ 2u

∂ x∂ t

�

d x
�

d t

= ε
∫

Ω

∂ v∗
ε

∂ x
q(x)a(t )

∂ 2u

∂ x∂ t
d xd t

= ε
∫

Ω
q(x)a(t )exp(c t )

�

�

�

�

�

∂ v∗
ε

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t .

D’où

Re






−ε
∫

Ω
A(t )u

∂ v∗
ε

∂ t
d xd t






= Re






ε
∫

Ω

∂ v∗
ε

∂ x
q(x)

da(t )

d t

∂ u

∂ x
d xd t







+ε
∫

Ω
q(x)a(t )exp(c t )

�

�

�

�

�

∂ v∗
ε

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t . (3.36)

En utilisant l’ε-inégalité sur le premier terme du membre droit de (3.36), on aura

Re







∂ v∗
ε

∂ x

da(t )

d t

∂ u

∂ x






≥ −

�

�

�

�

�

�

∂ v∗
ε

∂ x

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

da(t )

d t

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

≥ −
1

2c0

exp(−c t )

�

�

�

�

�

da(t )

d t

�

�

�

�

�

2 �
�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

−
c0

2
exp(c t )

�

�

�

�

�

∂ v∗
ε

∂ x

�

�

�

�

�

2

,

d’où

Re






ε
∫

Ω

∂ v∗
ε

∂ x
q(x)

da(t )

d t

∂ u

∂ x
d xd t






≥ −

ε

2c0

∫

Ω
q(x)exp(−c t )

�

�

�

�

�

da(t )

d t

�

�

�

�

�

2 �
�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t

−
εc0

2

∫

Ω
q(x)exp(c t )

�

�

�

�

�

∂ v∗
ε

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t

≥ −
εc2

3

2c0

∫

Ω
q(x)exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t

−
ε

2

∫

Ω
q(x)a(t )exp(c t )

�

�

�

�

�

∂ v∗
ε

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t .
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Alors (3.36) devienne

Re






−ε
∫

Ω
A(t )u

∂ v∗
ε

∂ t
d xd t






≥−

εc2
3

2c0

∫

Ω
q(x)exp(−c t )

�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t . (3.37)

En combinant (3.34), (3.35) et (3.37),en tenant compte de (3.33) on tire que

Re
�∫

Ω
exp(c t )v∗

ε
N vd xd t

�

≤−
∫

Ω
q(x)exp(−c t )

 

c c0− c3−
εc2

3

c0

!�

�

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

�

�

2

d xd t ≤ 0,

i.e.

Re
�∫

Ω
exp(c t )v∗

ε
N vd xd t

�

≤ 0. (3.38)

Alors, pour ε→ 0 on obtient

Re
∫

Ω
exp(c t )vN vd xd t =

∫

Ω
q(x)exp(c t ) |v |2 d xd t ≤ 0.

On conclut alors que v = 0, donc w = 0, ce qui achève la démonstration du lemme.

Théorème 3.3.1. L’image R(L) de L coincide avec F.

Preuve De l’inégalité (3.7) résulte que l’opérateur L :E→ F est continu, et l’inégalité (3.11) montre

que l’opérateur inverse L−1existe et aussi continu, et que R(L) l’image de L est fermeé. Par suite

l’opérateur L est un homéomorphisme de E vers l’ensemble fermé R(L). Si on arrive à démontrer

que R(L) = F, dans ce cas L devient un homéomorphisme de E vers F.
D’où pour chaque F = ( f ,ϕ) ∈ F le problème (3.1)-(3.4) admet une solution unique qui est u =
L−1(F ).En effet,comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement si la relation
∫

Ω

p(x)

3
L u f d xd t +

∫ 1

0

p(x)

2

d`u

d x

dϕ

d x
d x +

∫ α

0
`uϕd x +

∫ γ

β

`uϕd x +
∫ 1

δ

`uϕd x = 0, (3.39)

pour tout u ∈E et pour tout ( f ,ϕ) ∈ F, implique que f = 0 et ϕ = 0.

Soit u ∈D0(L) alors de (3.39), on conclut à partir du lemme 3.2.1 que θ f = 0, alors f = 0 ; où

θ f =







x f , x ∈]0,α],
(γ −β ) f , x ∈ [α,δ],
(1− x ) f , x ∈ [δ, 1[,

En prenant u ∈ E dans (3.39), on obtient :
∫ 1

0

p(x)

2

d`u

d x

dϕ

d x
d x +

∫ α

0
`uϕd x +

∫ γ

β

`uϕd x +
∫ 1

δ

`uϕd x = 0.
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Comme l’image de l’opérateur trace ` est partout dense dans l’espace de Hilbert muni de

la norme






∫ 1

0

p(x)

2

�

�

�

�

�

dϕ

d x

�

�

�

�

�

2

d x +
∫ α

0
|ϕ|2 d x +

∫ γ

β

|ϕ|2 d x +
∫ 1

δ

|ϕ|2 d x







1
2

,

alors ϕ = 0.
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