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Résumé:

Les modéles linéaires mixtes sont largement utilisés dans plusieurs domaines (surtout en
génétique quantitative; en médecine; en biologie ; ou en écologie). Ces modeles saverent
Sadapter convenablement aux données longitudinales et aux mesures répétées équilibrées ou
déséquilibrées, également en présence de données manquantes.

Cette these présente I'estimation des paramétres d'un modeéle linéaire mixte, ainsi que ceux
générant sa matrice de variance-covariance, d'une part; d'autre part, la recherche d'un choix
parcimonieux de la structure de cette matrice a été concrétisée par 'application d'une premiéere
approche a un exemple de données dentaires. L "approche considérée est celle du maximum de
vraisemblance (ML) ou du maximum de vraisemblance restreinte (REML). Les équations
normales obtenues sont souvent non linéaires, d'ou I'utilisation pour leur résolution de
procédés itératifs ou algorithmes, tels que, Newton-Raphson; I'algorithme EM ou celui des
scores de Fisher.

Nous introduisons ensuite une deuxieme approche; c'est celle des modéles de quasi-
vraisemblance et de quasi-vraisemblance éendue, d'ou I'utilisation des modéles linéaires
généralisés (GLM). Une extension de ces modéles, nous a permis d'introduire les modeles
marginaux. Ces derniers, utilisent les équations d'estimation généralisées (GEE).

Enfin, nous terminons ce travail par la confrontation de cette approche a la premiére, celle
des modéles a effets aléatoires utilisant le maximum de vraisemblance (ML) ou le maximum

de vraisemblance restreinte (RE ML).

Mots clés : Algorithme des scores de Fisher; EM algorithme; Estimation des composantes
de la variance; GEE; Modéles linéaires mixtes; Newton-Raphson; Structure de Variance-

Covariance.



Summary :

The mixed linear models are largely used in several fields (especially in quantitative
genetics; medicine; biology; ecology...). These models prove to adapt suitably to the
longitudinal data and repeated balanced or unbalanced measurements, also in the presence of
missing data.

This thesis presents, on the one hand, the estimate of the parameters of a mixed linear
model, like those generating its variance-covariance matrix; on the other hand, the search for
a parsimonious choice of the structure of this matrix was concretized by the application of a
first approach to an example of dental data. The considered approach is the maximum
likelihood (ML) or restricted maximum likelihood (REML) applied to mixed linear models.
The obtained normal equations are often nonlinear, from where the use of iterative processes
or agorithms for their resolution, such as, Newton-Raphson; the EM algorithm or the Fisher
SCoring ones.

We introduce then a second approach; it isthat of the quasi-likelihood models and extended
guasi-likelihood, from where the use of the generalized linear models (GLM). An extension of
these models, enabled us to introduce the marginal models. The latter, use the generalized
estimating equations (GEE).

Lastly, we complete this work by the confrontation of this approach to the first, that of the
random effects models using the maximum likelihood (ML) or restricted maximum likelihood

(RE ML).

key Words : EM algorithm; Estimate of the variance components, Fisher Scoring

Algorithm; GEE; Mixed Linear Models; Newton-Raphson; Variance-Covariance Structure.
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Introduction

La fréquence des données groupées en biologie, en épidémiologie, dans les prob-
lemes de santé ou ceux du vivant en général est & 1'origine de 'intérét croissant des
biostatisticiens pour les méthodes d’analyses statistiques adaptées surtout aux don-
nées corrélées. Le choix d’un modéle statistique parmi une famille de modéles et d’une
meéthode d’analyse parmi tant d’autres, n’est pas une tache facile. Ceci dépend du
domaine d’application, de 'objectif visé, de la structure de I’échantillon ou du degré

de dépendance & l'intérieur des groupes d’individus.

L’objectif de cette thése est ’estimation des paramétres d’un modele linéaire mixte
ainsi que ceux générant sa matrice de variance-covariance d’une part en utilisant dif-

férentes méthodes ou différents procédés itératifs ; d’autre part, mettre en évidence

" "

I'importance de cette matrice, le choix de sa structure qui donnera le " meilleur
modele; son effet sur les paramétres de régression dans le contexte des tests d’hy-
pothéses. Finalement, chercher son importance dans le cadre des équations d’csti-
mation généralisées ( GEE ) par rapport a la matrice de corrélation de travail dans
le cadre des modeéles marginaux; autrement dit, nous sommes en présence de la "

confrontation " ou de la " compétition " entre deux grandes familles de modeles ; les

modeéles linéaires mixtes et les modéles marginaux.

Dans la premiére partie de cette thése , nous rappelons la méthode d’analyse mul-
tivariée (" Multivariate analysis " ), nous décrirons les modeles linéaires mixtes, puis

on passe & l'estimation des paramétres d’'un modele linéaire mixte général ainsi que



ceux générant sa matrice de variance-covariance ( qui n’est pas forcémment une com-
binaison linéaire de matrices connues ). La méthode d’estimation utilisée est le max-
imum de vraisemblance (ML) ou le maximum de vraisemblance restreinte (REML),

en utilisant le EM algorithme.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons a la matrice de variance-covariance
d’un modele linéaire mixte ; aux différentes structures possibles pour celle-ci, afin d’en
choisir " le meilleur modéle " ; ainsi qu’a I'influence de cette matrice sur les effets fixes.
La méthode d’estimation utilisée est le ML ou le REML utilisant les deux algorithmes
Newton-Raphson et Fisher-scoring. Un exemple classique de données de croissance a

été étudié afin d’atteindre notre but.

Le troisieme chapitre est consacré aux rappels sur les modeles linéaires général-
isés, sur des extensions de ceux-ci; cela a permi d’introduire les modéles de quasi-
vraisemblance ( QL ) et de quasi-vraisemblance étendue. Nous nous sommes intéressés

par la suite a la fonction variance de ces modéles et & son estimation.

Le chapitre quatre, est une extension ou prolongement du précédent. Dans cette
partie, nous introduisons les modéles marginaux. Ceci fait I'objet de la deuxiéme ap-
proche d’estimation qui est celle de la résolution d’équations, appelées équations d’es-
timation généralisées ( GEE ). Cette méthode se subdivise en deux autres méthodes (
GEEL ) et ( GEE2 ). La premiére est appliquée lorsque l'on s’intéresse uniquement a
Iestimation de leffet fixe et la corrélation est vue comme un parameétre de nuisance.

La seconde est pour sa part appliquée lorsque 1’'on s’intéresse aux deux quantités.



Enfin le chapitre cing concerne la comparaison entre les deux familles de modeles

( les modeles linéaires mixtes versus les modeéles marginaux ).






Chapitre 1

Estimation des composantes de la
variance dans un modéle a effets

mixtes.

1.1 Notions préliminaires

Les études longitudinales sont des études ot chaque individu est observé en deux
occasions ou plus sur des périodes étendues ( en tenant compte du temps ). Pour ce
qui est des mesures répétées, ce sont des mesures qui sont prises durant une période
d’étude qui est tres courte (en tenant compte des conditions expérimentales ), (Ware

1985 ).

Le livre de Diggle; Liang et Zeger 1994 ( liere édition ),2002 ( seconde édition ),
est un ouvrage complet traitant de ’analyse de données longitudinales.

9
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Pour ce qui est des mesures répétées un ouvrage complet est celui de Lindsey 1993.

Dans les dispositifs longitudinaux, on s’intéresse a l’étude du comportement (
changement d'un caractére ) d’un individu & travers le temps, ainsi qu’aux effets des
covariables sur les plans des réponses de l'individu. Les mesures faites peuvent étre
par exemple, la pression du sang; le niveau du cholestérol ; le volume respiratoire ; le

glucose du serum;...etc.

Notons d’autre part, que la plupart des modeéles stochastiques de mesures en séries
peuvent étre classés comme des modeles multivariés et complets (il n’y a pas de

données manquantes ) ou comme des modeles a effets aléatoires a plusieurs niveaux.

Dans les premiers, on suppose que chaque vecteur des observations suit une loi
gaussienne et la matrice de variance-covariance de ce vecteur a une forme générale ou
sans structure (7 Unstructured 7).

Cette approche que l'on peut qualifier par approche multivariée ( 7 Multivari-
ate analysis 7) devient compliquée surtout quand la dimension de cette matrice de
variance-covariance est grande ou quand les données sont fortement déséquilibrées (
nombres d’observations différents chez les individus, par exemple ), aussi quand on a
des données manquantes. Il faut ajouter a cela que les modeles complets multivariés

ne permettent pas l'estimation des effets aléatoires des individus.

Pour ce qui est des modeles aléatoires & deux niveaux, la plupart d’entre eux
peuvent étre décrits soit comme des modeles de croissance ( étude de la variation

intra-individus et estimation des caractéristiques des différentes populations ), ou
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comme des modeles de mesures répétées ( effets individus supposés constants mais il

y a une variation des effets expérimentaux ).

Notons que les modeles a effets aléatoires a deux niveaux sont utilisés pour I'i-
dentification des parameétres des individus et celle des caractéristiques de population
et fréquemment leur forme aboutit a une situation déséquilibrée. Ce genre de mod-
éles, sont les modéles linéaires mixtes. Nous allons insister dans notre travail sur ces
modeles. Ces modeéles linéaires mixtes sont intéressants, car d’une part les données
traitées ne doivent pas étre forcemment équilibrées ; d’autre part, on a une modélisa-

tion explicite des effets intra et inter individus.

Dans cette premiere partie de notre travail, nous allons considérer un modeéle
linéaire mixte et essayer d’estimer les parameétres de ce modele; ainsi que ceux

générant sa matrice de variance-covariance.

1.2 Modéles

1.2.1 Courbes de croissance

Formulation de Laird et al. 1987. Soit le modéle linéaire mixte :

v = Xioo+ Zibi+e;,, i=1,...m (1.1)

1; : observations faites sur le iéme individu.

a : vecteur inconnu des parametres de population, de dimension (p X 1).



12

X; : matrice du dispositif liant y; & «, connue, de dimension (n; x p) avec n; le
nombre d’observations de I'individu 4.

b; : vecteur inconnu des effets individus, aléatoire de dimension (k x 1) ; variables
supposées indépendantes et suivent N (0, D).

Z; : matrice du dispositif liant y; & b;, connue, de dimension (n; x k).

Les erreurs e; sont des variables indépendantes et suivent N (0,021, .. ).

Ce modele mixte peut étre appliqué pour des courbes de croissance. Pour cela, il
faut spécifier les caractéristiques de la courbe de croissance de chaque individu puis
modéliser les paramétres des courbes de croissance comme des fonctions linéaires des

caractéristiques de I'individu, comme nous allons le faire.

Spécifiquement pour les courbes de croissance, on suppose que :

yi = ZifS, +e;, i=1,..m (1.2)

y;, Z; et e; définis précédemment.

La composante Z; 3, définit la courbe de croissance de I'individu. Les paramétres
aléatoires /3; sont uniques pour chaque individu. Ces variables (3, sont indépendantes
et suivent N(A;a, D).

a et D définis précédemment ; A; de dimension (¢xp), ¢’est la matrice du dispositif.

Donc :

E(yz) = ZZ‘AiOé = XZ‘O[

et
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Var(y;) = oI’

!+ Z,DZT

ou

Il s’ensuit que B; = A;a 4+ b;. Donc b; peut étre vu comme un vecteur des résidus
représentant la déviation des parameétres de croissance des individus par rapport aux

parameétres de croissance de la population, contrairement aux résidus ordinaires défi-

nis par r; = y; — X;Q.

Des exemples d’études de courbes de croissance ont été traités par Potthoff et Roy
1964 ; Rao 1965 ; Grizzle et Allen 1969 ; un autre exemple a été traité par Rochon et

Helms 1989, dans le contexte des modeles ARMA.

1.2.2 Modéles linéaires mixtes

Les modeéles que nous allons utiliser seront du type :

yi = X, + &, i=1,...m (1.3)
Qui peuvent aussi s’écrire :
En prenant :
gi=2Z; bj+e, i=1,...,m. dansle modele donné par la formule (1.3) :

y; : observations faites sur le iéme individu.
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a : vecteur inconnu des parametres de population, de dimension (p X 1).

X, : matrice du dispositif liant y; & «, connue, de dimension (n; x p) avec n; le
nombre d’observations de 'individu 1.

b; : vecteur inconnu des effets individus, aléatoire de dimension (k x 1).

Z; » matrice du dispositif liant y; & b;, connue, de dimension (n; X k).

Ces modeles qui sont des modéles linéaires mixtes sont souvent appelés modeéles
a deux niveaux (7 two-stage models " ).
Un exemple est ’étude appliquée a des données longitudinales, faite par Laird et

Ware 1982.

Etape 1 :
V?,y7:X,(¥+Z¢ b,,;+e7¢, 1= 1,...,m
Les variables e; sont indépendantes et suivent N (0, I2;), « et b; fixes.

Dans cette étape, on est intéressé par la variation intra-individus ( 7 within indi-

vidual variation ” ) et qui est formulée par R;.

Etape 2 :

Les b; sont supposées indépendantes et suivent N(0, Dy, o fixes.

Dans cette étape, on est intéressé par la variation inter-individus (” between in-
dividual variation ”) et qui est formulée par D.

Les y; sont indépendantes et suivent N(X;a, Z;,DZ T + R;).

Pour simplifier les calculs, on peut prendre dans un premier temps :

Ri =020 oo ( erreurs homogenes ).
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Par la suite, on peut généraliser en prenant R; et D quelconques, générées par un
paramétre inconnu 6

Soit donc 0 = ()« parametre tel que : R; = R;(0) et D = D(0).

Une généralisation de ce modéle linéaire mixte a été faite par Jones et Boadi-
Boateng 1991, ou R; n’est plus nécessairement diagonale; e; est décomposée en une

composante autoregressive et une erreur de mesure.

1.2.3 Estimation des parameétres du modéle et ceux de sa

matrice de variance-covariance.

Pour estimer « , b; et 0 , on a deux méthodes

liere Méthode :

Pour estimer « et 8 , on a une approche basée sur le maximum de vraisemblance
( ML), ( Foulley 1991 p75).

Ayant f(y/b; o, 0) dans la premiére étape et f(b; 0) dans la deuxiéme, d’ou f(y; 0, a);

alors on maximise la loi marginale de ¥ et qui est donnée par :

F(y:0,0) = / F(y/b; 0, 0)  (b)db

Pour estimer b; , on applique une méthode qui consiste & trouver un estimateur
dont I'erreur du carré moyen ( 7 MSE ” ) est la plus petite de la combinaison linéaire
A a+M,b, avec X' o supposé estimable ( version du théoréme de Gauss- Markov étendue

aux effets aléatoires, Harville1976 ; approche revue par Harville 1977 ).
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2iéme Méthode :

Vu que les estimateurs des composantes de la variance sont biaisés dans la méthode
du ML, on propose une alternative basée sur une formulation bayesienne. On estime
0 en maximisant la vraisemblance marginale de y aprés avoir intégré sur « et b;. On
se donne en plus une loi a priori pour « ( typiquement, on n’a aucune information

sur o, parameétre modélisant la population). on maximise donc :

fso) = [ [ F/sas0np @) e)ivaa (15)
RF Rk
Approche considérée par Harville (1974 ;1976 ) et Dempster et al.1981. Cette méth-

ode donne un estimateur du maximum de vraisemblance restreinte ( " REML"). On
rappelle I'équivalence qu’on a entre l'estimateur REML et celui de Bayes ( Foulley

1991 p90 ).

Les estimateurs de Bayes empiriques de « et de b; sont les moyennes estimées des
distributions conditionnelles. Ces estimateurs sont données par les formules (1.20) et

(1.21).

L’estimateur REML est aussi obtenu ( Patterson et Thompson 1971 ) en max-
imisant la vraisemblance de 8 basée non pas sur y mais sur n — p contrastes d’erreur

( Harville 1977 ), choisis tels que :

Eu'y)=0<=u'y=0

Exemple : choix de contrastes d’erreur pour trouver ’estimateur REML
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Cette approche est basée sur ’écriture de la vraisemblance d’une combinaison
linéaire des données Ly libre des effets fixes; qui est donc telle que : LX = 0. On
obtient une telle combinaison linéaire en travaillant sur un vecteur r des résidus des

données ajustées par leur estimateur des moindres carrés, soit

r:y—Xa'O

a® est Pestimateur des moindres carrés ordinaires de o et qui est solution de :

XTXa® = XTy

Si 'on pose Py = X(XTX)~X"; A~ étant un inverse généralisé de A et My =

I — X(XTX)=XT =] — Px. On a conformément aux propriétés des projecteurs Px

et Mx :
Xao® = Pxy
r=Myy
ou encore :
PxX =X

My =0
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On peut donc choisir comme combinaison linéaire L la matrice My définie par
(I — Px) appelée aussi projecteur sur 'espace orthogonal a 'espace C'(X) engendré
par les colonnes de X. Comme rangMyx = N — rangX, avec N = dimy, il suffit
de considérer N — rangX éléments du vecteur r ou combinaisons indépendantes de
celui-ci. Ce sous vecteur 7* des résidus ou contrastes d’erreur ( Harville, 1977 ) étant

défini, il reste a exprimer sa vraisemblance ( elle est donnée dans Searle, 1979, et

qu’on retrouve plus loin, Chapitre 2 ).

1.2.4 Estimation

1.2.4.1 Estimation de « et de b; en supposant la variance connue :

Var(y)) =V, = Z,DZF + R;,  i=1,..m (1.6)
soit :
Wi= V"
o = (EXTWX) H(EXTWiy,) (1.7)

L’estimateur de a est celui maximisant la vraisemblance basée sur les distributions
marginales des données et il est a variance minimum ( souvent appelé "BLUE" ).

Pour sa part, I'estimateur de b; est donné par :
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b = DZTWi(y; — X.) (1.8)

b; n’est pas ’estimateur du maximum de vraisemblance mais I'estimateur de Bayes
empirique

( souvent appelé¢ "BLUP" ).

b = E(bs /i, 0, 0) (1.9)

Puisque « et b; sont des fonctions linéaires de y, les expressions de leurs erreurs

standards peuvent étre facilement calculées et sont données par :

Var(a) = (SXTW,X;)

i

et

Var(b) = DZT {m WX (EXTWiX) T XT w;} Z;D

i
Remarque :

On peut aussi avoir « et b; en résolvant le systéme de Henderson (1959 ), qui est

repris dans Searle (1971) :

XI'R7'X, XIR;‘Z o XTR; 'y,
= (1.10)

ZIR'X, ZI'R;'Z;+ D! bi ZIR 'y,
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Ce systéme est obtenu en dérivant par rapport a « et & b; la densité conjointe de

y; et b; et qui est donnée par :

f i bi) = g(yi/bi)h(b;) (L.11)

f(yv‘,: b7) =

C’exp {*1/2(:% - XZ’OK - Z,L’bz‘)TRi_l(yi — XZ'OZ — Zzbz)} exp *1/2();TDL_11)2

ou C est une constante de normalisation contenant notamment les déterminants

de R;' et de D.

Récemment, un algorithme résolvant ce systéme ainsi que l'estimation des com-
posantes de la matrice de variance-covariance a été donné par Witkovsky (2002),

utilisant le logiciel Matlab.

1.2.4.2 Estimation de « et de b; avec la variance inconnue :

On estime la variance ou le parameétre 6 qui la génére. On a deux estimateurs pour
6. estimateur du maximum de vraisemblance (ML) noté par 6, et estimateur du
maximum de vraisemblance restreinte ( ou résiduelle ) noté par 6z( ou @rgyr, ). Pour
calculer ces deux estimatcurs, on applique le EM algorithme ( Dempster ct al. 1977 ;

Dempster et al.1981 ).

Remarque :
Dans cette partie, le EM algorithme n’est pas appliqué a des données incomplétes

mais plutdt pour estimer des paramétres aléatoires non observables.
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1.2.5 Algorithme EM

Soit X une variable aléatoire de densité f(z/60) ot 0 est un paramétre inconnu.
Supposons que X ne soit pas complétement observée; c’est-a-dire que 'on observe
une partie Y de X. Soit Y = Y(X), une variable aléatoire de densité g(y/6). Soit t(x)
un vecteur de statistiques exhaustives pour 6. L’algorithme EM (E pour espérance
et M pour maximisation ) a pour but de trouver la valeur de 6§ qui maximise la
vraisemblance ¢g(y/f) étant donnée une valeur de y. Cette maximisation ( équations

normales ) donne I’équation suivante :

E(t(x)/0) = E(t(z)/y,0) (1.12)

L’algorithme EM utilise deux étapes pour résoudre cette équation en 6.
liére étape :

E-Step : On calcule la quantité :

t(z) = E(t(x)/y,0). (1.13)

2iéme étape :

M-Step : On résout I'équation cn 6 :

E(t(z)/0) = t(). (1.14)

En d’autres termes, dans le E-Step, étant donnée une valeur initiale pour 0 ; o®
sa valeur a I'étape (p). A I'étape (p + 1), on calcule la valeur de ¢(x) notée par t® et

qui est donnée par :
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t®) = E(t(x/y, g(p))

Dans le M-Step, étant donnée la valeur de t®) calculée dans le E-Step, on résout

+1)

I’équation en 9P 1) et qui est donnée par :

E(t(x)/é)(p“)) — ¢

1.2.5.1 Utilisation du EM algorithme pour calculer ’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance.

Pour mettre le probléme des données longitudinales de cette étude dans le contexte

des données incomplétes, on considére que e; et b; sont des observations ( en plus de

Yi ).

Les estimateurs des composantes de 6 sont basés sur des formules quadratiques
de b; et de ¢;.

1 . = 27
Par exemple, si R; = o ]n,ixni

et D matrice arbitraire de dimension (k x k) définie
non négative, on

utilisera la statistique ( exhaustive pour le parameétre 6 ) %e;ei pour estimer o2 et
la statistique Xi]bib; pour estimer D.

résultats : ( cf calculs dans la partie 1.2.5.3, ¢i-dessous ).

Les estimateurs de o2 et de D sont donnés par :

o = (Seje;/Xn;) = t/Yn; (1.15)
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D = %bib;/m (1.16)
Soit # un estimateur de 6, on calcule :

h=F {%]e/ei Jyr.a(), é} = [61(9)/éi(é) + tracevar(es ys: ol8), é)} (1.17)

h=E {?bibg Jys.a(0), é} o [i;,;(é)i;,;(é)’ +var(b; yi; al0), é)} (1.18)

ol :

e:(6) = Eles/y:0(6).6) = yi — X,0(6) — Ziby(6)

Pour obtenir 'estimateur du maximum de vraisemblance, 0 A, ON commence par
une valeur initiale convenable de 9 ( estimation préalable ) ensuite , on fait des
itérations entre (1.17) et (1.18) définissant le E-step et (1.15) et (1.16) définissant le
M-step. A la convergence, on a non seulement 9 a/mais aussi a(9 M) et b(@ A7) Tésultant
du calcul du dernier E-Step ( en utilisant toujours (1.17) et (1.18) avec 0 A & la place

de 0).

1.2.5.2 Utilisation du EM algorithme pour calculer 1’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance restreinte REML :

Etape 1 :



24

Vi,yi:Xia—l—Zibi—l—ei, 2: 1,...,7”

o et b; fixes.

Etape 2 :

a« N(0,I'),b; ~ N(0,D), D = D(0), cov(a,b;) =0

Puisque généralement I' ne peut étre estimé car on n’a aucune information sur
a; prenons I'™! = 0. Un estimateur de 6 est obtenu en maximisant la vraisemblance

marginale limite de € quand I'"! — 0 sachant g, c’est & dire on cherche # maximisant :

fos0) = i [ /o)) b

RP Rk

= Flipl()/f(y/;(?,a)f(a)da
RP

_ nmo/f(y/;e,a)exp_u/z)a’r1a|r|—1/2da (1.19)

-1
RP

Harville (1976) a montré que cette vraisemblance limite est équivalente 4 la vraisem-
blance restreinte.

Les estimateurs de Bayes empiriques sont :

Bla/y.T~ = 0,08) = a(0x) (1.20)



BE(bi/y,T"' =0,05) = E(bi/y:;, «(0r)0r) = bi(0r)
Calcul de g : application du EM algorithme.

M-Step : le méme que dans a).

E-Step :analogue a a) avec a éliminé du calcul par intégration.

tAl = E(Xe/e;/yi0) =2 {6}(9)’6}(9) + tracevar(e; /y;; 9)}

7

t;:E{§Mwwﬁ}:§{M@@@Y+vw@#wﬁﬂ

ou :

e:(0) = v — Xiar(0) — Zibi(0)

On peut se référer a Stiratelli et al.(1984).

1.2.5.3 Calculs :

En utilisant les notations de Laird et al.(1987), on a :

™) = (SXIVW) X) (S XDy,

W [Z<vV)} -t

E(VV) — 0-22[ + ZlD(‘V)ZLl

25

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)
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bEW) _ D(VV)ZZ{Wi(W)TZ(W) (1.26)

ou :
"'z(W) =Y — Xia"™).
E-Step :
~ (W) (W) (W)
t1 = E{Zei’ei/y@a(ﬁ ),9
AWy - . ~W) (W)
= X lei(0 Ve (0 )+ tracevar(eify; (0 )0 ) (1.27)
- (W) ) W)
A (W) - (W) LW (W)
= |60 )b(0 ) +wvar(b/y;a@ )0 ) (1.28)
M-Step :

o A(WH1) (WD) ~ (W)
EE 67;/6’7‘/(,1/,(9 ), 9 = tl

(W) (W) (WD) (WD)
=3 [ei(() )ei (0 )+ trvar(e;/a(0 ), 0 )]

~ (W) ~ (W) ~ (W)
— Eni(ch)(WH) — tl = (0'2)(‘/V+1) - tl /ETLZ - tl /J\T (129)
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ou :
N =Xn;, tr = trace.
1

D’ou :

(0_2)(W+1) —

/
{,Z{M‘”—ZW} [z +(az><‘v>tr<f—<o2><W>w;‘W>)}}/N (1.30)

et :

DWHD = » [bgw)bgw)' + var(bz:/y)] /m.

i

(2

pWH) — y [bgmbgm' + D (] — ZQVI/i(W)Z,;D(W))} /m. (1.31)

Pour 'estimateur REML, on a :

(02)(W+1) _

. !
(U = 2] [0 28]+ @t = @AY 3

et :

DWWy —y [bgmbgw 4 DT — Zp™) ZiD(W))} /m. (1.33)

i
Ou:

W) — Wi(w) [I _ Xi(ZX{Wi(W)Xi)_lXJW}(W)} _
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A la convergence, on a en plus :
V;Lr(gy) = (Xi?X{Wi(OO)X,-)*l oo : "Indice" de la convergence.
Var(b; — b;) — DI — 20p™) 2, D).

Des calculs analogues sont donnés dans Foulley (1991 p92).

Remarques :

1) Le choix des valeurs initiales est déterminé par la forme du modele et les
caractéristiques des données.

Suivant Cook (1982b), des valeurs initiales acceptables sont les estimateurs des

moindres carrés ordinaires, qui sont donnés par :

ap = (XX X))~ S Xy,

b; = (Zgzi)ilzz{(yz‘ - Xi&o)

.2 /

~ 1 ~ “
oy = @‘Z/;@/z‘ - %%JX{ZH - ?brzzif(yi — Xiag)) /(N — (m —1)qg — p)

Ou:

- -2
p=dima; q=dim6 et Dy = (Xb;b./m) — o,X(Z!Z;)~L /m.

2) Pour inverser X; qui sert & calculer W ; de méme que pour avoir YX/W; X, on
(2

simplifie les calculs en utilisant 1’identité :

VVZ- = |:I — Zi<0'2D_1 + Z;ZZ)_IZ{] /0'2.
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La dimension de (62D ' + Z!Z;) qui est égale & k; X k; est généralement plus
petite que celle de ¥; et qui est égale & n; X n; ; dans le cas contraire, on a la troisiéme
remarque ¢i-dessous.

3) Quand la dimension de D est grande par rapport & n; ( on a moins d’observa-
tions que de parametres ) , il est plus efficace du point de vue des calculs d’utiliser les
décompositions matricielles de Cholesky que d’inverser ¥; ( Laird et al.1987, p 100;
Lindstrom & Bates 1988, p 1015 ).

Notons que cette décomposition n’est pas la factorisation de Cholesky.
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Chapitre 2

Modélisation de la matrice de
variance-covariance en modéles

linéaires mixtes.

2.1 Introduction

Le modéle adéquat pour analyser des données longitudinales ou des données in-
complétes et / ou déséquilibrées correspondant & des mesures répétées est le modele
linéaire mixte. Plusieurs travaux ont été faits dans ce domaine ( Harville1977 ; Laird
et Warel982 ; Jennrich et Schluchter 1986 ; Lindstrom et Bates 1988 ; Chi et Reinsel
1989 ; Littell et al.2000; Park et al. 2001). Un ouvrage traitant ces modeles, est celui

de Verbeke et Molenberghs 2000.

Pour Pestimation des paramétres fixes et aléatoires, nous avons la méthode du

31
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maximum de vraisemblance (ML) ou celle du maximum de vraisemblance restreinte
(REML). D’autre part, parmi ces auteurs, certains ( Jennrich et Schluchter1986 ; Park
et al. 2001 p2453, entre autres ) ont montré qu'une modélisation parcimonieuse de
la matrice de variance-covariance du modele améliore 'efficacité des estimateurs des
parametres de régression ( les effets fixes ). Pour cette raison, nous allons consid-
érer dans cette partie plusieurs structures de la matrice de variance-covariance des

observations afin d’en choisir la "meilleure".

On considére les modeles les plus répandus de mesures répétées déséquilibrées
avec des matrices de variance-covariance structurées. Pour calculer les estimateurs
du maximum de vraisemblance (ML) des paramétres de régression et ceux de la

covariance, on utilise ’algorithme de Newton-Raphson ou celui des scores de Fisher.

2.2 Modéle

Le modéle de base est un modeéle général du type :

v = Xi + &, 1=1,...n (21)

Jennrich et Schluchter 1986 ont dréssé une table comprenant différentes structures
pour la matrice de variance-covariance des observations ou la plupart des structures

étaient linéaires du type :

% = 200G
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ol :
> est la matrice de variance-covariance du modéle.
G1, ...G, matrices connues.

01,...0, parametres & estimer.

2.3 Algorithmes pour le maximum de vraisemblance.

2.3.1 La fonction vraisemblance et les équations d’estima-

tion.

Le logarithme noté par A\ de la vraisemblance des données ¥y, ..., est :

A = const.. — (1/2)ijlog |2 — (1/2)%‘4(%— — XiB8) S (i — Xip) (2.2)

le vecteur S des scores et la matrice hessienne H sont :

Ss OA/08
g— _ (2.3)
S, 0X/0
Hyy Hy 2\/0B98  0°A/0BO0
H= _ (2.4)
Hos Hup D20/0BO0  0°)/9000

Les expressions des éléments de S et de H sont :
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Sp = BX[¥ e, (2.5a)
0
[Sal, = (1/2)%157“(1(?62;1(67;6; —Y)E s r =1, (2.5b)
Hps = -2 X%1X; (2.6a)
0
[Hpol,;, = —Xi]X{jE;lEirE;lei;j =1,.,pr=1..4q (2.6b)
0 0
[Hgo),, = —(1/2)%tracey; 'Y, 5 (2e;eh — X)%; 125
00
—}—(1/2)%(61@; — ) s =14 (2.6¢)
ou :

0 00
e =Y — X[ 8 = azi/aHTS 21‘,7«,5 = 3221‘/597«395

0 00
Les éléments de X;et de X; , ssont respectivement les dérivées premiéres et secon-

des des éléments de X; par rapport a 0y, ...0,.

2.3.2 Algorithmes de Newton-Raphson et ’Fisher-scoring’ :

Principes : L’algorithme de Newton-Raphson utilise la matrice hessienne H ; tandis

que ’algorithme ’Fisher-scoring 'utilise a la place de H son espérance.

Newton-Raphson :
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-1

5 B Hgp Hpge Ss
= - (2.7)
5 et 6 sont des valeurs actuelles.
"Fisher-scoring’ :
EHgzs = —ZX;E;lXi (2.8a)
EHgy = 0. (2.8b)
0 0
E[Hggl,, = —(1/2)Stracey; ' %, ' Sigir, s =1, .., q (2.8¢)

Puisque EHgy = 0, les nouvelles valeurs 3 et 6 sont obtenues en résolvant I’equa-

tion (2.7) sous forme de deux équations séparées.
Les nouvelle valeurs ¢ sont aussi obtenues par la méthode des moindres carrés

généralisés ( 'GLS’ ) avec les poids %, .

~

§= (SX[5, X)) (EXIS ) (29)

Les nouveaux estimateurs # sont alors calculés ( équation 2.7 ) par :

=0+ 1.5 (2.10)

avec lpg opposée de la matrice hesienne E [Hyg| définie par (2.8¢) et Sy calculé

a partir de (2.5b) en utilisant les nouveaux résidus e; = y; — X; 3. Ceci présente une
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légere modification de la définition de I'algorithme des scores dans lequel Sy est calculé

en utilisant la nouvelle valeur 8 au lieu de la valeur actuelle .

2.3.3 Fonction de vraisemblance restreinte ( résiduelle )

Tl est bien connu que les estimateurs du maximum de vraisemblance des com-
posantes de la variance sont biaisés. En effet, dans l'estimation du maximum de
vraisemblance on ne tient pas compte que leffet fixe (5 est aussi estimé. La méthode
introduite par Patterson et Thompson 1971, consiste & modifier la vraisemblance en
une vraisemblance restreinte qui tient compte de 'estimation de 'effet fixe et qui
donne des estimateurs sans biais des composantes de la variance.

Le logarithme noté par Aggasr de la vraisemblance restreinte des données y1, ...y,

est :

Anpmr = const.. — (1/2)Slog || — (1/2)2(y; — XiBYS (y — XiB)

—(1/2)%log | X% X, (2.11)

2.4 Autres Modéles

2.4.1 Modéle AR(1)RE

Dans leur étude longitudinale, Laird et Ware 1982 considéraient un modéle linéaire
mixte avec des erreurs indépendantes. Jennrich et Schluchter 1986 ont dréssé une table

ou les erreurs n’étaient pas indépendantes mais admettaient différentes structures
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pour leurs covariances. Il s’est avéré a travers des exemples que combiner des effets
aléatoires et des erreurs suivant un AR(1) ( ou d’autres séries chronologiques, AR(p) ;
MA(q); ARMA(p,q);...) donnait une structure plus ou moins parcimonieuse pour
la matrice de variance-covariance ( Chi et Reinsel 1989 ). Le modele issu de cette

combinaison sera intitulé modele AR(1)RE.

2.4.1.1 Modéle

Yk = X8+ Cpri + g, kE=1,.. N (212)

yy, : observations faites sur le kierne individu; vecteur de dimension (T} X 1)

[ : vecteur inconnu des parametres de population, de dimension (n x 1).

X}, : matrice du dispositif liant y;, a 3, connue, de dimension (T}, x n) .

Tk : vecteur inconnu des effets individus, aléatoire de dimension (m x 1). 75 «
N0, I'sem)

C} : matrice du dispositif liant y; a 3, connue, de dimension (T X m) .

uy, @ vecteur inconnu des erreurs intra-individus, aléatoire de dimension (7 x 1).

U AR(I)

Uy = PUg—1 + Eki—15Eki—1 ~ N (0, (72) (2.13)

La matrice de variance-covariance du modele est :

S = cov(yp) = CLT'Cy + €Y. (2.14)
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avec :

o2, matrice de covariance de uy.

2.4.1.2 Estimation

Pour estimer les paramétres du modeéle on applique ’algorithme des scores de

Fisher.

Remarquel :

Pour tester la présence de I'autocorrélation, un test des scores a été proposé par

chi & Reinsel 1989.

Remarque?2 :
Dans un contexte analogue, d’autres auteurs se sont intéréssés aux tests en modeéles
linéaires mixtes; on peut citer Jacqgmin 1994 ; Park et al.2001; Robert-Granié et

Foulley 2002.,...entres autres.

2.4.2 Modele a amortissement exponentiel

Ce modele a été ramené par Munoz et al.1992. Il englobe comme cas spécial le
modele C.S ("Compound Symmetry") considéré par Jennrich et Schluchter 1986 ; le
AR(1) et le MA(1) mais pas le AR(1)RE. Ce modele est intitulé modele & amortisse-

ment exponentiel et il est noté par DE ( "Damped Exponential").
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2.4.2.1 Modéle

y; ~ MV N(X,3;0%Vi(7,0;5:)),0 <y < 1,0 < 0. (2.15)

Le j, k (j < k) élement de V; est :

Corr(yij, yix) = [Vi(7,0; 515, = ’y(s“ﬁ‘g”)ﬁ (2.16)

2 . « 4 , -, 0
La corrélation entre deux observations séparées par s unités de temps est v* ; v est
la corrélation entre deux éléments séparés par 1 -unité de temps; 6 est le parameétre

d’amortissement.

Le cas 0 = 0 correspond au modele C.S dont la matrice de corrélation est :

Corr(Yit, Yirrs) = Ls=oy + VI {s-0y (2.17)

Le cas § = 1 correspond au modele AR(1) dont la matrice de corrélation est :

Corr(Yit, Yirrs) = ’Y‘Sl (2.18)

Le cas  — oo correspond au modéle MA(1) dont la matrice de corrélation est :

Corr(Yit; Yirrs) = Irs=0y + 7s=1 (2.19)

14 fonction indicatrice de ’ensemble A.
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2.4.2.2 Estimation

Pour lestimation des parameétres du modéle, on utilise ’algorithme de Newton

Raphson ( Munoz et al. 1992).

Remarquel :
Si0 < 6 <1, on obtient une famille de structure de corrélation dont la vitesse

de décroissance de la corrélation est entre celle du ” compound symmetry” et celle du

AR(1).

Remarque? :
Autres modeéles alternatifs a celui-ci :

a) Modele AR(2) caractérisé par :

Yt — P1Ys—1 — Gols—2
b) Modele AR(1)RE vu précédemment dans 2.4.1
Le travail suivant, qui a fait I’'objet d’une publication, résume la plupart des mod-

¢les que 'on rencontre fréquemment dans les analyses longitudinales ou celles des

mesures répétées déséquilibrées.
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2.5 modéles linéaires mixtes

Résumé

Les mesures répétées faites sur une méme unité expérimentale sont souvent cor-
rélées qu’elles soient prises & travers le temps ou & travers ’espace. La plupart des
statisticiens, surtout ceux utilisant les modeéles marginaux ( Liang et Zeger 1986 ),
négligent cette corrélation ou la covariance entre les observations et la considérent
comme un parameétre de nuisance et ne s’intéressent qu’a la moyenne des observa-
tions. Dans ce travail, on s’est intéressé & des données correspondant & des mesures
répétées. Pour mettre en évidence I'importance de la matrice de variance-covariance,
on a considéré un modele linéaire général avec différentes structures de cette matrice.
Enfin, en comparant les différents modéles correspondant aux différentes structures a

travers un exemple, on conclut au choix du ” meilleur ” modéle.

Mots clés : Mesures répétées déséquilibrées ; modele linéaire mixte ; matrice de

variance-covariance.

2.5.1 Introduction

Dans le domaine biomédical, la répétition des mesures dans un méme groupe ou
chez un méme sujet entraine une corrélation entre les observations dont le traite-
ment doit étre spécifique. Le modéle multivarié, ainsi que les techniques des séries
chronologiques sont en particulier inadaptées a cause des problémes calculatoires

d’une part; d’autre part 'effet aléatoire de 'individu ainsi que la corrélation inter-
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individu n’ont pas de formes explicites dans ces contextes, d’ou le passage & d’autres
modéles.

Quand les observations sont équilibrées, c’est-a-dire en nombres égaux, il est facile
de modéliser directement la matrice de variance-covariance ( en utilisant par exemple
une forme générale, "Unstructured"). Cependant, souvent les nombres des observa-
tions sont inégaux; dans cette situation il est plus commode d’utiliser des modeles
mixtes dont les parameétres aléatoires produisent naturellement une structure de cor-
rélation entre les observations. Cette structure est importante, car dans une analyse de
mesures répétées, généralement on veut savoir 8’il y a une signification entre différents
traitements par exemple; ou, on veut faire des tests pour savoir si certaines variables
ont des effets significatifs sur les résultats. La signification des effets des covariables
dépend beaucoup du choix de la structure de la matrice de variance-covariance. Donc
il est important de prendre un choix parcimonieux pour la structure de cette matrice.
Une alternative au modeéle 'multivarié’ dont la matrice de variance-covariance admet
une forme générale ( 'Unstructured’ ) consiste a utiliser des modeles linéaires mixtes
qui paraissent bien s’adapter a cette situation. Ces modéles sont de plus en plus util-
isés pour I'analyse de données incomplétes et / ou déséquilibrées correspondant a des
mesures répétées. Le choix de la matrice de variance-covariance ainsi que les prob-
lémes calculatoires sont en partie résolus ces derniéres années avec I'introduction et la,
mise en oeuvre par la procédure PROC MIXED de SAS ou par BMDP5V. Plusieurs
travaux ont été faits dans ce domaine ( Harville 1977 ; Laird & Ware 1982 ; Jennrich
& Schluchter 1986 ; Lindstrom & Bates 1988 ; Chi & Reinsel 1989 ) et récemment

Park & Lee 2002.
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Dans ce papier, nous allons analyser des données de mesures répétées ( données
de Potthof & Roy 1964 ). Notre objectif est de choisir une structure parcimonieuse
pour la matrice de variance-covariance. Dans la section2, on introduit un modeéle
mixte simple; par la suite, on utilise un modele linéaire général mixte qui s’applique
pour des mesures répétées équilibrées ainsi que déséquilibrées. Dans la section 3, on
considéere différentes structures de la matrice de variance-covariance. Un exemple est
utilisé dans la section 4. Dans la section 5, des ajustements de plusieurs modéles
y sont donnés en utilisant la procedure PROC MIXED de SAS (Littell et al.1996).
Dans la section 6 , des comparaisons des ajustements des différentes structures de la

matrice de variance-covariance sont faites afin d’en choisir le "meilleur” modéle.

2.5.2 Modéle

Dans cette partie, nous allons considérer un modéle mixte simple. Soit ¢ le nombre

de groupes de sujets; n; : nombre de sujets correspondant au groupe .

Chaque sujet est mesuré ¢ fois. Soit Y;;;, la valeur de la réponse mesurée a I'instant
k sur le sujet j dans le groupe i, ¢ = 1,...,9,5 = 1,....n; et k = 1,...,t.. Notons que
Deffet fixe du modele spécifie la valeur moyenne des Y;;;, et est donné par E( Y, ) =
pijy, - Leffet aléatoire du modéle spécifie la structure de la covariance des observations.

On suppose que les observations des différents sujets sont indépendantes, donc :
Cov(Yijk, Yirjn) = 0 pour i # i’ ou j # j' .
Cov(Yijk, Yiy) = or; , covariance entre les mesures aux instants k£ et [ sur le

méme individu.
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o = 07 est la variance a I'instant k .
Soit Y;; = (Y1, Yije, ..., Yy ) vecteur des données aux instants 1,...,¢ de Pindi-
vidu ;7 dans le groupe ¢.

Le modeéle en notation matricielle est donné par :

Yij = g + i
ti; = (Wajis iy - - > Bige)! 5 €i5 = (€ij1s €igas - - - Eige)!
La moyenne et la variance de Y; sont : E(Y;; ) = pi; et V(Yi; ) = Vij;Vij est
la matrice de dimension (tat) avec I'élément o}, figurant dans la ligne k et la colonne

l. Le vecteur des données pour tous les sujets est :

Y = (Y], ...Y!

1no

! ! ! !

gn)’

De méme

. o / ’ / ’ JARY;
EQY) = 1= (115 s Ml oos g5 oo Hags -+ Higps ooy Hgn)

_ / / / ! ! / /
€= (€11, 1 Ehms 2 €915 0y s+ 5 Eg1y o5 Eg)

D’ou le modele (1) :

Y=p+e (1)

Et V(Y )=V =diag(V)
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Ou diag(Vi;) est la matrice block diagonale avec V;; dans chaque block.
En prenant :
u=Xp et e=2U+e,

on obtient le modele (2) :

Y = XB+ZU +e (2)

X : matrice du dispositif liant Y a 3.
[ : vecteur des effets fixes.

Z : matrice du dispositif liant Y a U.
U : vecteur des effets aléatoires.

e : vecteur des erreurs.

Soit G = V(U) et R = V(e), alors si U et e sont indépendantes, la matrice de

variance-covariance des données est donnée par l'expression (3) :

V(Y)=2GZ' + R (3)

Dans la plupart des applications de mesures répétées, ZGZ" représente la partie

inter-sujets et R représente la partie intra-sujets.

2.5.3 Structures de la covariance

Dans cette partie, nous présentons plusieurs structures pour la matrice de

variance-covariance caractérisées par Uexpression (3). Cependant, nous allons consid-
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érer la covariance et la corrélation entre deux observations aux instants & et [ sur le

méme sujet et non pas la covariance ou la corrélation totale du modele (2).

2.5.3.1 Simple Structure (SIM) :

CO”(YEJM Yz’jl) =0sik#1 ’V(Yijk) = UQSIM (4)

Cette structure suppose les observations indépendantes( méme sur le méme sujet
) et ont des variances homogenes données par :V (Yix) = 0%y, -

La corrélation est :

Corr(lag) = 0. (5)

2.5.3.2 Structure du ” Compound symmetry ” ( C.S )

Cov(Yijr, Yijl) = O%S,b si k#1 aV(Yijk) = U%?S,b + U%s,w (6)

Dans cette situation, les observations sur le méme sujet ont des covariances ho-
mogenes ainsi que les variances.

La corrélation est donnée par :

Corrcs(lag) = UQCS,h /(Ugcs,h + 0Gsw) (7)

On remarque que la corrélation ne dépend pas du lag.
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2.5.3.3 Structure AR(1)

k-1
Cov(Yijk, Yij) = UiR(l)plAR(‘l) (8)

Pour cette structure, les variances sont homogénes et sont données par :

2
V (Vi) = O AR(1)- (9)
On remarque que les covariances ne sont pas égales et qu’elles décroissent vers

zéro quand le lag croit.

Les corrélations sont données par :

lag

Corrarwy(lag) = Papa) (10)

2.5.3.4 Structure AR(1)RE

Cette structure est une structure autorégressive avec effet aléatoire pour le sujet.

k-1
Cov(Yije, Yij) = UiR(l)RE,b + UiR(l)RE,Wp'AR(‘l)RE (11)

Les variances sont homogénes et sont données par :

V(Yijr) = (UiR(l)RE,b + UZAR(l)RE,W) (12)

La corrélation est donnée par :

CO?“TAR(l)RE(lCLQ) =



48

k—1
(013(1)315@ + 0124R(1)RE,WP‘AR(|1)RE)/(UiRQ)RE,b + UiR(l)RE,W) (13)

2.5.3.5 Structure Toeplitz ( TOEP )

Cov(Yijk, Yiji) = 0ropp, k| (14)

La covariance dépend du lag.

La variance est :

V(Yijk) = UQTOEP- (15)

La corrélation est donnée par :

Corrropp(lag) = 010EPIg [TroRp (16)

Tous les éléments en dessous de la diagonale |k — [| = lag sont oo EP,|k—1|

Ou k est la ligne et [ est la colonne.

2.5.3.6 Covariance Sans structure ( Unstructured "UN" )

Cov(Yijr, Yiji) = oun (17)

La structure "Unstructured" ne présente aucune forme pour la matrice de covari-

ance; c’est une forme générale.
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2.5.4 Exemple

Le premier outil d’analyse de mesures répétées ou de données longitudinales est
la représentation graphique des observations en fonction du temps. Cette premiére
analyse est une analyse exploratoire. Elle est basée sur de simples graphes qui peuvent
donner des renseignements ou des informations importantes. Cela permet par exemple
d’identifier les individus anormaux c’est & dire ceux dont les observations sont des
valeurs aberrantes. Nous allons prendre un exemple classique celui de Potthoff et Roy
1964, repris par Jennrich et Schluchter 1986. On s’intéresse & un ensemble de données
de croissance concernant 11 filles et 16 garcons. Pour chaque sujet, on mesure la
distance ( en mm ) séparant le centre pituitaire et la fissure pterygomaxillaire aux
différents ages : 8;10;12 et 14 ans ( probléme de chirurgie dentaire ). Les données sont
analysées en utilisant la procédure PROC MIXED du systéme SAS. Les données des
filles ainsi que celles des garcons sont représentées graphiquement en fonction de I’Age
dans les figures 1 et 2. Les moyennes de ces données sont représentées graphiquement

en fonction de I’dge dans la figure 3.



50

32

314
304
20]
28
27
26
25
24
23
22
21
204
194
184
17

Distance

Figl. Distance vs age (boys)

28

N N
® 3
1 1

Distance
N
h

20 4

|
N\
L

Fig2. Distance vs age (girls)

28

27

26

25

b4 |

23 4

Distance moyenne (mm)

22

1

/ |
_— /./

/.
T T T T T
9 10 11 12 13
Age (années)

L3
[}
T
8

Fig3. mean distance (boys and girls)




ol

On remarque qu’il n’y a pas d’anomalies au sujet de ces données, sauf peut étre
pour la figure représentant les distances des garcons, ou le neuviéme garcon a la plus
petite valeur a I’age de 10 ans et la plus grande & 1’age qui suit ; on peut penser que ce
sont ou du moins 'une des deux valeurs ( probablement la deuxiéme ) est une valeur
aberrante. D’autre part, la figure 3 montre que les distances moyennes des garcons

sont toujours plus grandes que celles des filles.

2.5.5 Ajustement

La matrice de variance covariance de la structure "Unstructured" est représentée
dans la table I. Celles des autres modéles, sont représentées dans la table II. Dans
la table II, nous avons représenté uniquement la premiére ligne de la matrice de

variance-covariance de chaque modeéle ; ainsi que pour la matrice de corrélation.

Tablel. Estimateurs de la covariance en utilisant le REML

AG1 AG2 AG3 AG4
1.499E-7
-0.00043  2.8059
-0.00035 1.2017 3.6886

-0.00049 1.8411 2.4203 3.7174
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Tablell. Estimateurs de la covariance et de la corrélation en utilisant le REML

AG1 AG2  AG3 AG4

1.Simple

2.7764 0.0 0.0 0.0

1.0 0.0 0.0 0.0
2.C.S

2.8014 0.8264 0.8264 0.8264
1.0 0.2950 0.2950  0.2950
3.AR(1)

2.7639 0.8399 0.2552  0.07755
1.0 0.3039 0.09234 0.02806
4. AR(1)RE

2.7964 0.8427 0.7928  0.7915
1.0 0.3013 0.2835  0.2830
5.Toeplitz

2.8231 0.8068 1.0517 -0.9162
1.0 0.2858 0.3725  -0.3245

Les estimateurs des parameétres de la matrice de variance- covariance et ceux de
la corrélation sont :
2
.2 )
~2 ~

9

~2 ~2 -~
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~2 ~ ~ ~
5) Toeplitz IGT()EP:2'8231; UTOEPQZO.SOGS; 0TOEP3:1-0517§ UTOEP4:‘O-9162

6) Unstructured : les valeurs des estimateurs sont données dans la table T.

2.5.6 Comparaison des différentes structures en utilisant les
résultats des ajustements.

TableITl. AIC (Akaike’s information criterion) et BIC (Baye’s information crite-

rion)
Covariance structure AIC  BIC
1.Simple 411 412.3
2.Compound symmetric 402.9 405.5
3.Autoregressive(1) 404.9 407.5

4. Autoregressive(1) with random effect for patient 404.9 408.8
5.Toeplitz 396.0 401.2
La comparaison des différentes sructures de la matrice de variance -covariance
ou des différents modeles est basée sur les résultats figurant dans la table ITI. Générale-
ment, le "meilleur" modele est celui qui admet le plus grand AIC ou le plus grand
BIC. Suivant ce critére notre préférence va au modeéle dont la structure de la covari-
ance est celle du modele AR(1)RE. Il est bien évident qu’on n’a pas tenu compte du
premier modele (Simple) quoiqu’ il admette les plus grandes valeurs pour le AIC et
le BIC. Ce modele ne reflete pas une situation réelle car il suppose que les données

sont indépendantes sur le méme sujet.
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Chapitre 3

Etude de la fonction variance pour
des données longitudinales utilisant

une extension des modéles linéaires

généralisés ( "GLM’ ).

3.1 Définition d’un modéle linéaire généralisé

Etant donné vy, y9, ..., ¥n, des variables aléatoires indépendantes telles que :

Yi = H; T & (3.1)

Un modgle linéaire généralisé est la donnée :
a) D’une loi de distribution des ¢;

95
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b) D’une matrice X de dimensions (nzm) de variables explicatives; ceci définit
un prédicteur linéaire n = X (.

¢) D’une fonction de lien g, inversible telle que g(u) = X6.

3.2 Extensions des modéles linéaires généralisés.

3.2.1 Introduction

Wedderburn 1974, en introduisant la quasi-vraisemblance ( ’QL’ ), définie ci-
dessous, élargissait le champ des modeéles linéaires généralisés en remplacant les hy-
potheéses sur les distributions au sujet des composantes aléatoires dans le modéle par
de faibles hypothéses dans lesquelles, seuls les moments d’ordre un et deux existent
et sont suflisants pour cette quasi-vraisemblance pour faire les différentes estimations

et inférences comme pour une vraisemblance.

Nelder et Pregibon 1987, introduisaient la quasi-vraisemblance étendue qui permet

de comparer les différentes forme de la fonction variance.

3.2.2 Quasi-vraisemblance ; Quasi-vraisemblance étendue ; fonc-

tion variance et son estimation.
3.2.2.1 Quasi-vraisemblance

Supposons les observations y1, ya, ..., Yn, indépendantes, de moyennes p, = p

et de variances Var(y;) = V(p,) = V(u); V étant une fonction connue.
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On définit ( Wedderburn 1974 ) le log de la quasi-vraisemblance pour une obser-

vation de moyenne i et de variance V' (p) par :

m

Qi 1) = / (v — )V (u)du (3.2)

Cette formule est équivalente a la suivante :

(0Q /o) (y; 1) = (y — ) /V (1) (3.3)

3.2.2.2 Déviance

On définit ( Nelder et Pregibon 1987 ) la déviance par :

Dly:p) = —2{QUy: 1) — Qys )} = —2 / (v — )V (u)du (3.4)

On suppose de plus que :

9(m:) = 2 B et Var(ys) = oV () (3.5)
g : fonction de lien, connue et strictement monotone et différentiable.
x; ‘Vecteur associé de dimension ¢.
[ : paramétre inconnu.

¢ : paramétre de taille ou de dispersion, inconnu.

Remarques :
1) ¢ est introduit pour tenir compte d'une éventuelle grande dispersion.

2) Ce paramétre peut ne pas étre estimé.
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3.2.2.3 Quasi-vraisemblance étendue

On définit ( Nelder et Pregibon 1987 ) la quasi-vraisemblance étendue pour

une observation par :

Q" (y; 1) = (=1/2) log {276V (y)} — (1/2)D(y; ) /¢ (3.6)
Un estimateur de ¢, obtenu en maximisant la quasi-vraisemblance étendue totale,

est :

¢ = D(y; p)/n (3.7)

Cette expression représente la déviance moyenne.
Les estimateurs de 8 obtenus en maximisant QT sont les mémes que ceux obtenus
en maximisant (), ce sont donc les estimateurs du maximum de quasi-vraisemblance

( Wedderburn 1974 ; Mc Cullagh 1983 ). Ceci est du au fait que Q* est une fonction

linéaire de @ ( Nelder et Pregibon 1987).

En général, la fonction V' (x) dépend d’un parameétre inconnu 0, d’ou :

Var(y) = ¢Vy(u) (3.8)

En plus, on propose généralement Vy(p) = ;¢ ( Modéle de Pregibon 1984 ).
Pour § = 0,1, 2, 3, on a les fonctions variances associées aux lois normale, poisson,

gamma et inverse de Gauss respectivement.

Pour la fonction variance de la famile Vy(u) = u?, la déviance s'écrit :
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Do(y; 1) = 2{ylog(y/1) — (y — 1)} , f=1

Dy(y; ) = 2{(y/p) — log(y/p) — 1}, 0 =2

Dy(y; p) = 2{y* " = 2= O)yp' " + (1 = 0)p> "} /(1 = 0)(2 = 0), ailleurs

On peut aussi considérer le modele général de Quasi-vraisemblance ( Pregibon

1984) :

Remarquel :
Il faut utiliser la Quasi-vraisemblance étendue pour déterminer ¢, car la Quasi-
vraisemblance admet une solution triviale avec ¢ infini, cette solution est pénalisée

par la présence de log ¢ dans la Quasi-vraisemblance étendue.

Remarque 2 :
Pour la loi de Poisson, Binomiale, Binomiale négative, ( dans les cas discrets ),
on utilise 'approximation de Stirling k! = (27)"2k*e~* dans le logarithme de la

vraisemblance pour avoir la Quasi-vraisemblance étendue.

Exemple :

Loi de Poisson de paramétre



60

fly;p) = (e7"u”) /!

Logf(p;y) = —p + ylog p — log y! ~ —p + ylog pu — log [(2my)'/*ye ]

~ —p+ylogpu — (1/2)log(2my) — ylogy +y

Calculons la Quasi-vraisemblance étendue, notée par Q.
Par définition :
Q' (yi 1) = (=1/2)log {27V (y)} — (1/2)D(y; 1) /¢

Pour une loi de Poisson : ¢ =1, V(y) =y

Diy:p) = —2 / {ly — u)/uy du = 2 {ylogly/u) — (y — 1)}

Dot :

Q' (y; 1) = (=1/2)log {27y} — (1/2) {2ylog(y/p) — 2(y — 1)}

= (—1/2)log{2my} —ylogy — ylog u+y — p

On voit bien que cette Quasi-vraisemblance étendue est équivalente 4 la vraisem-

blance.
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3.2.2.4 Inférence concernant les paramétres non linéaires.

Pour estimer #, on utilise les intervalles de quasi-vraisemblance profil ( des

calculs sont donnés dans Nelder et Pregibon 1987).
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Chapitre 4

Modéles marginaux - équations

d’estimation généralisées

4.1 Introduction

Dans beaucoup d’applications, I'intérét essentiel réside dans la moyenne ; les variance-
covariances sont vues comme des paramétres de nuisance. Cependant, nous avons deux
conséquences en ignorant cette matrice de variance-covariance :

i) Les inférences concernant le parameétre de régression peuvent étre incorrectes.

ii) Les estimateurs des coefficients de régression seront inefficaces.

Aussi, pour mettre en évidence I'importance de cette matrice de variance-covariance,
nous allons considérer deux approches. La premiére, la plus traditionnelle est basée
sur la fonction vraisemblance (ML) mais elle s’est avérée insuffisante dans le sens ou
elle aboutit a des estimateurs biaisés asymptotiquement quand la matrice de variance-
covariance n’est pas complétement spécifiée. Une ’amélioration’ peut étre considérée

63
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en utilisant la fonction vraisemblance restreinte ( ou résiduele ) (REML). Cependant,
ces deux méthodes sont basées sur la connaissances des distributions qui sont fréquem-
ment gaussiennes ( ou a la limite exponentielles ). Donc cette approche du maximum
de vraisemblance est appliquée lorsque les données sont approximativement normales
et beaucoup d’études ont été faites dans ce contexte en utilisant des modéles linéaires
mixtes pour analyser des données longitudinales ou des mesures répétées déséquili-
brées. Parmi les auteurs ayant utilisé cette approche, on peut citer : Harville1977;
Laird et Ware 1982; Jennrich et Schluchter1986; Lindstrom et Bates1988, Foulley
et al.2000; Littel et al. 2000; Park et Lee 2002;... entre autres. La plupart de ces

travaux ont été faits dans le contexte du modéle linéaire mixte.

La deuxiéme approche est appliquée pour des données normales ou non normales
mais elle est souvent appliquée pour le second cas. Cette méthodologie plus récente
basée sur les modeles linéaires généralisés ("GLM’) qui sont développés dans le livre de
‘référence’ de Mc Cullagh et Nelder1989, et I’estimation de quasi-vraisemblance ("QL’)
développée par Wedderburn 1974, en a été une grande alternative et qui a aboutit
par la suite aux équations d’estimations généralisées ("GEE’) développées par Liang
et Zeger 1986. Beaucoup de travaux ont été publiés par la suite dans ce contexte,
qui est celui du modeéle marginal. On peut citer par exemple, Liang et Zeger 1986 ;
Zeger et Liang 1986 ; Zeger, Liang et Albert 1988 ; Zhao et Prentice 1990 ; Prentice et
Zhao 1991 ; Liang et al.1992; Fitzmaurice et Laird 1993 ; Park 1993 ; Crowder 1995;

Crowder 2001 ;...entres autres.

Dans le chapitre 2, nous avons utilisé la premiére approche a des modeéles linéaires
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mixtes. Dans cette partie, nous allons utiliser la deuxiéme approche a des modeéles

marginaux.

4.2 Analyse de données longitudinales utilisant

les "GLM’

4.2.1 Introduction

Dans cette partie, on propose une autre extension des GLM pour analyser des
données longitudinales ; ces données ne sont pas supposées suivre une distribution de
probabilité gaussienne, on suppose seulement une forme de la distribution marginale

a chaque instant ( Liang et Zeger 1986 ).

4.2.2 Notations et modéle

Soit :

yir : vecteur des résultats du iéme individu & Uinstant ¢, de dimension (p x 1);
t=1,...,n;;1=1,..,\.

xy : vecteur des covariables de dimension (p x 1).
T .

Y; = (Yi1, s Yin,) ! : vecteur des résultats de dimension (n; x1) et X; = (21, ..., Tjn, )

matrice des valeurs des covariables de dimension (n; X p) pour le ieme sujet.

Supposons que la densité marginale de y;; est donnée par :

JWir) = exp [{yibie — a(bi) + b(yr) } &) (4.1)
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Ou :
O = h(n;1), My = TS, la fonction h est monotone et différentiable. Avec cette

formulation, on a ( Mc Cullagh et Nelder 1983) :

E(yi) = '(031); Var(ya) = a"(04)/¢ (4.2)

/ Ny, e 4 LN . . 2
avec a et a dérivées premiére et seconde de la fonction a, qui est supposée connue.
¢ : paramétre de taille.

Des calculs pour démontrer (4.2) sont donnés dans Annexe A.

4.3 Equations d’estimation

4.3.1 Equation d’estimation et indépendance

Pour estimer 5, on introduit les équations d’estimation. On suppose que
les observations répétées pour un sujet sont indépendantes. Sous cette hypothése
d’indépendance, les équations scores de I'analyse de vraisemblance ont la forme suiv-

ante :

Ur(B) = %.:Xz’TAiSi (4.3)

A; = diag(df; /dn,, et S; =Y; — a/(0), ( on suppose que n; = n, données équili-

brées ).

L’estimateur de /3 noté par 3; est solution de I'équation (4.3) ci-dessus.
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( Une méthode de résolution est donnée dans Liang et Zeger 1986 ; peut aussi étre

calculé en utilisant le logiciel GLIM, Baker & Nelder 1978).

Soit : A; = diag(a”(0)), matrice de dimension (n x n). Sous de faibles conditions

de régularité, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1 :
L’estimateur 3; est consistant ( Rao 1973, p364 ) et I{/2(3;—3) est asymptotique-
ment gaussien quand K — oo avec une moyenne nulle et une matrice de covariance

V; donnée par :

Vi o= lim K(EXTAAANX) T EX] Aicov(V)AX,).(SX] AANX) ™
K—oo * i i

= lim K{IL(8)} ' L(B)-{H(9)} (4.4)
Preuve : Cas particulier du théoréme 2, ci-dessous, en posant R(«) = [

4.3.2 Equations d’estimation généralisées

Dans cette partie, on tient compte de la corrélation ( éventuellement de fagon
grossiére ) des observations répétées sur le méme sujet pour augmenter l'efficaciteé.

Soit :

Vi = AP R(a) A /g (4.5)

La matrice R(«) qui est de dimension (nan) est appelée matrice de corrélation de

travail ( "Working correlation matrix’ ) ; on a supposé les données équilibrées (n; = n).
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Les équations d’estimation généralisées sont données par :

DIV 1S =0 (4.6)

D; =d{d'(0y)} /dB = A;AX; ou A; = diag(a”(0;)), matrice de dimension (n X

L’estimateur . de [ est solution de I'équation (4.6) ci-dessus.

Une méthode de résolution est donnée dans annexe C; c’est celle des moindres

carrés pondérés itérativement ( 'IRLS’ ).

Remarques :

1) Si R(a) = 1, (4.6) se réduit a (4.3).

2) Vi, Ui(B3,0) = DI'V;7LS; est la méme fonction que celle obtenue de la quasi-
vraisemblance de McCullagh 1983, sauf que dans cette partie, V; est non seulement
une fonction de 5 mais aussi de «.

L’équation (4.6) peut étre réexprimée comme une fonction de 3 seulement, en
remplagant o dans (4.5) et (4.6) par &(Y,/S,qb), un estimateur de «, qui est K'/?
consistant quand (3 et ¢ sont connus ; ¢’est-a-dire qui est tel que : K/ 2(&—&) = Op(1).

Excepté pour des choix particuliers de R et de &, le paramétre de taille ¢ reste
généralement présent dans (4.6). Pour compléter le processus, on remplace ¢ par
q’)(Y B), qui est un estimateur K 1/2 consistant quand 3 est connu.

Par conséquent (4.6) devient :

2 U8, a{8,0(8)}] =0 (4.7)
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et B est défini comme solution de cette équation, (4.7).

Théoréme 2 :

Sous de faibles conditions de régularité et sachant que :

1/2

i) o estimateur K'? consistant connaissant 3 et ¢.

ii) ¢ estimateur K'/? consistant connaissant 3 .
if) |00 (8,6)/06| < H(Y, ) aui est Op(1).

Alors :

K2 (Be — () est asymptotiquement gaussien quand /' — 0o avec une moyenne

nulle et une matrice de covariance Vi donnée par :

Ve = lim K(SDI'V, D) =Y (SDIV, eou(Y,) V7 Dy).(SDI V1 Dy) (4.8)

K—oo
Preuve :

Soit a*(3) = a {ﬁ qu(B)}, et sous certaines conditions de régularité, un

développement de Taylor de U; (8¢, o) au voisinage de 3 nous donne :

KG9 =[5 - ot @) /K] [uisaeh ]

ou :

5 oD ; 0 . da*(B)
%Ui {/67a (/3)} = O—BUZ {5,& (6)} + |:%Uz {5,@ (/6)}:| : 06

== Ai + BZC
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Soit /3 fixé, un développement de Taylor de U; {f3,a*()} au voisinage de «

nous donne :

K K K
YU {B,a"(B)} XU {B,a} N XU {B,at 1

1/2 *
ZalE = e 50 .K.K 2 (a* —a) +op(1)

= A"+ B*C" +o0p(1) (4.10)

OUi {3, P g
On a : B* = op(1), car les % sont linéaires en S; dont les moyennes sont

nulles, et avec les 3 conditions i) - iii), on a :

o= KV [d {/3, W)} —a{B, o} +alf 8} - a}

da
K1/2 bl
o

(8,6).(6" — ¢) + a {B,6} —a| = Op(1).

Par conséquent, XU; {3, a*(3)} /K'/? est asymptotiquement équivalent a A*
2
dont la distribution asymptotique est une multigaussienne de moyenne nulle et de
matrice de covariance :

DIV, cov(Yi)V; ' D,

[%13%0 ’ e (4.11)

Finalement, en remarquant que B; = op(K), C'= Op(1) ct que £ A; /K converge

quand K — oo vers —XDIV,'D;/K ; on a le résultat.

i

Remarque : « et ¢ sont estimés de différentes maniéres ( Liang et Zeger 1986 ).

Estimation de « et de ¢ : & une itération donnée, o et ¢ peuvent étre estimés a

partir des résidus de Pearson définis par :
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it = {y,ﬁ - a,(éit)} / {a”(éit)}l/z (4.12)

ou A;dépend de la valeur actuelle de 3.

¢ peut étre estimé par :

L1

i -2
o =3t X"ry /(N —p),  on N=Xn (4.13)

Un estimateur ( consistant ) de « peut étre obtenu en fonction de 1'expression

suivante :

Différents estimateurs sont donnés suivant différents exemples ( Liang et Zeger
1986 ). Estimations données dans annexe B.

Des estimateurs pour ¢ sont donnés dans Mc Cullagh et Nelder 1983, p 83.
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Chapitre 5

Les Modéles a effets aléatoires

versus les modéles marginaux.

5.1 Introduction

Les données longitudinales sont caractérisées par le fait que pratiquement les
observations répétées dans un groupe de sujets ou chez le méme sujet tendent & étre
corrélées ; contrairement aux cas des modeles linéaires généralisés ( ’GLM’ ), ( Mc
Cullagh & Nelder 1983 ) et ceux de quasi-vraisemblance ( Wedderburn 1974 ; Mc
Cullagh 1983 ), ou les observations sont supposées indépendantes. L’objectif dans
cette partie est de décrire la moyenne marginale d’une réponse (y;;) pour le sujet ¢
a linstant ¢t en fonction des variables (), d'une part; d’autre part, comparer les

modeéles mixtes a effets aléatoires avec les modéles marginaux.

On considére deux approches ( Zeger, Liang & Albert 1988 ).

73
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liere Approche :

L’hétérogéneité dans les paramétres de regression peut étre modélisée ex-
plicitement ; on se référera pour cela a 'approche SS ( Spécifique au sujet ), ( ’Sub-
ject Specific’ ). Cette approche est surtout utile quand l'objectif est la réponse d'un
individu plutot que celle d’une population ; par exemple dans les études de courbes

de croissance ( chapitre 1).

2iéme Approche :

La réponse d’un modéle moyennant sur une population peut étre modélisée
comme une fonction des covariables sans tenir compte de I'hétérogéneité, explicite-
ment d'un sujet a autre. Les coéfficients de regression ont une interprétation de la
population platot que pour un individu d’ou l'utilisation de I'expression moyennant

sur une population (> PA : Population-Averaged ).

5.2 Modéles SS et PA

5.2.1 Modéle SS

Les modeles a effets mixtes permettent de définir I’espérance conditionnelle de la
variable réponse.

Soit (y;) la réponse a linstant ¢ pour individu i ,(x;) vecteur des variables
fixes de dimension (p x 1) ,out=1,...n;eti=1,... k, (z;) vecteur de variables (
généralement un sous ensemble de (z;;) ) de dimension (¢ x 1), associé au vecteur a

effets aléatoires b; et de dimension(q x 1),et soit p;, = E(yi:/b;). Sous le GLM mixte
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("Generalized linear mixed model” noté par certains auteurs par GL2M ), on a :

h(uiy) = l’/z'tﬁ + Zlitbiy Var(yu/bi) = g(ui).¢ (5.1)

h est la fonction de lien et g est la fonction variance.

Les b; sont supposées indépendantes et suivent une distribution mixte ( notée par

F).

Objectifs : estimer (3; les paramétres de F' et éventuellement ¢.

5.2.2 Modéle PA

Comme leur nom I'indique, les modéles marginaux ont pour objectif de modéliser
Pespérance marginale de la variable réponse.

On s’intéresse & :

Hie = E(Yir)- (5.2)

Supposons donc :

W (py) =2 B, Var(ys) = g" ()0 (5.3)

[£* décrit comment la réponse moyenne, plitot que la réponse d’'un sujet, dépend
des covariables. Seuls les modeles PA décrivent la covariance des observations répétées

pour un sujet ; les modeéles SS expliquent la source de cette covariance.

Un avantage des modeles PA est que la réponse moyenne sur une population pour
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une valeur donnée (), est directement estimée a partir des observations sans tenir
compte de la distribution des b;.

Sous le modele GLM mixte dans 5.2.1, formule (5.1), on a :

i = E(yir) = E(E(yir /i) = F{;h—l(%,itﬁ + 2 ubi)dF (b;) (5.4)

Cette formule nous permet de passer du modéle SS au modeéle PA.

5.3 Equations d’estimation généralisées pour les

modéles PA et SS

Dans cette partie nous allons décrire des équations d’estimation généralisées qui
ajustent ait le modele SS ait le modele PA pour des données longitudinales.

Pour plus de détail, on se référera a Liang et Zeger 1986 ; Zeger et Liang 1986.(
Rappelons que cette méthode d’estimation a été introduite pour la premiere fois
par Gilmour et al. 1985 dans le contexte des modeéles linéaires généralisés mixtes et

developpée par la suite par Liang et Zeger en 1986 ).

5.3.1 Estimation des coefficients de regression

Pour modéliser la moyenne marginale y,,, on suppose que :

W (k) = 2w, Var(yu) = ¢ ()0

Soit :
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My = E(Ui) = (h*fl(iblﬂﬁ*)a e h*fl(fliwﬁ*))

et

Ai - dlag(g*(uzl), crey g*(luim))
Un estimateur de 3%, noté par 3* est solution des équations d’estimation général-

isées ("GEE") et qui sont données par :

U(5) = SV @) — ) (5.5)

Avec yi; transposée de pet Vi(a) = Ag/QR(a)A;/Q.

Liang et Zeger 1986, ont montré que /3* est consistant et est asymptotiquement (
lorsque k — 00) gaussien ayant uniquement une spécification correcte de la moyenne
et les conditions de régularité usuelles.

Un estimateur dit estimateur robuste ou estimateur ’Sandwich’ de la variance de

Pestimateur 5% est donné par :

V. = AJO’IJ%JWO’I (5.6)
ﬁ*
ou :
Op; 1 O,
M, =YX—"V !
0 i 0/3* ) 0/3*
et X
o , o

M, = %ﬁi Vi y — ) (i — ) Vit
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Cet estimateur est aussi consistant méme quand cov(y;) # V; ( Zeger, Liang &

Albert 1988 ).

Remarquel :
Pour le modele SS, 3 est aussi solution des mémes équations ( les équations GEE
(5.5)); seulement on a donné comme exemple dans le modéle SS, le modele GLM

mixte, donc pour trouver 3, nous avons la démonstration qui suit :

Pour utiliser 'approche (GEE) pour le modeéle GLM mixte, calculons p; et V;.
Ayant les moments conditionnels dans (5.1) et la distribution £ des effets aléa-

toires, 'espérance marginale de y; a la forme de (5.2).

La matrice de covariance marginale notée parV;, est donnée par :

Vi=Cov {E(yz/bz)} +E [COU(yz’/bi)] (5.7)

ses éléments sont définis comme suit :

Exemple la covariance entre le siéme et le tieme élément est donnée par :

WVila = [ (s = i) (i — i )AEF (b;) + o1 (s = t) [ g(uss)dF (bi)

ou :
uy = h=Ya' 3B+ 2 4b;) et I 4 fonction indicatrice de ensemble A.

Ayant calculé p,; et V; pour chaque sujet, on calcule 3 dans I'équation (5.5).

Remarque? :
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Quand k est grand relativement a n; et F' est donnée ( par exemple une distribution

gaussienne avec une moyenne nulle et une matrice de variance- covariance notée par

D ), un développement de Taylor au voisinage de (b; =

0), de la fonction réciproque

de la fonction de lien, donne ( & partir des équations (5.1) et (5.7)) I'approximation

suivante :
_1 ’ 8ffl
Cov(y;)) ~ Cov |h™ (z 4B3) + "
ng hfl(x'Aﬁ)+a_'
g it b,
~ LiZDZ Li+ bA; ~ V,
ou :

-1

L; = diag { 80
u

3 (x’q-,tmbfﬂ

(U)au = Jflz‘tﬁ§t =

(f,itﬁ)bi] +

-1

1, ..., nz}

En utilisant V;comme approximation de V;, on a conditionnellement & £ l'ap-

proximation asymptotique suivante :

VK= 8) = NO.V:)

~—=1l~-=-1~-1

Vo= My My M,

ou :

~ Oy~ 0,
M, =3—V :
0o 03
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et

oy,

3

B

~ opy =~ - SN
My = 2aa Vi = m) e — ) Vi

5.3.2 Estimation de D et de ¢

L’approximation (5.8) donne des estimateurs ” peu fiables ” ou grossiers de D, on

les cstime par :

Vi~ L;Z:DZ ;L; + dA;

D’ou :

D~ (Z.Z) ' Z LN (V; — 0 A) L  Zi(Z 1 2) 7

ct

) 1 ' ’ -l -
D=-%(Z iZ) 2Ly |(yi—n

)

N - ~ =1
D — ) — A | Ly Zi(Z:Z;) (5.9)

Le parameétre de taille ¢ est estimé & partir des termes diagonaux de la matrice
de covariance.

Notons que :

E(@/z’t - Mit)Q = ¢9(Mit) + (Litt)QZ/it‘DZit

ce qui donne :
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- Z;(yit - Mz‘t)Q - (Litt)2Z/itDZz‘t
== -
g(:u’it)

Pour estimer /3 et (D, ¢) simultanemment, on résout les équations itératives (5.5)

et (5.9).
Conclusion :

Pour les modeéles PA, seule la fonction de lien doit étre correctement spécifiée
pour avoir des estimateurs consistants des parameétres de regression ; par contre, dans
les modeéles SS il faut ajouter a cette condition la distribution paramétrique F des

effets aléatoires ( en pratique F' est supposée gaussienne ).
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Notes et discussion :

Des avantages et des inconvénients des modéles marginaux et des équations d’esti-
mation généralisées sont évoqués dans plusieurs travaux , on peut citer ceux de Zhao
et Prentice 1990 ; Prentice et Zhao 1991 ; Liang et al.1992 ; Fitzmaurice et Laird 1993 ;

Park 1993 ; Crowder 1995 ; Lindsey et Lambert 1998 ; Crowder 2001 ;...entres autres.

Rappelons que Liang et Zeger 1986 ont introduit leur approche pour l'analyse de
données corrélées. Leur idée était de modéliser 'espérance marginale de la variable
réponse et d’en estimer les parameétres de régression par la résolution des équations
d’estimation généralisées. Ces équations font intervenir une matrice de covariance (
ou de corrélation ) de travail dépendant d’un parametre «, cette matrice est arbitraire
et peut ne pas étre correctement spécifiée. Ils proposent par la suite un estimateur
de la variance des parameétres de régression ( 3 ) dit estimateur robuste ou estima-
teur ’sandwich’ et démontrent que les estimateurs de 5 et de leurs variances sont
convergents méme si la matrice de covariance ou de corrélation de travail est mal

spécifiée.

Prentice 1988 a étendu cette idée dans le contexte de réponses binaires en in-
troduisant des équations d’estimation pour le parameétre de corrélation noté par .

L’objectif était d’estimer conjointement les parameétres de régression et de corrélation.

Prentice et Zhao 1991 et Zeger et Liang 1992 ont généralisé cette méthode pour

une réponse quelconque.

Crowder 1995, a travers des exemples pris pour la matrice de corrélation de travail



83

et pour la vraie matrice de corrélation a montré que 'estimateur de o peut ne pas étre
consistant ( voire ne pas exister du tout ); ceci reléve un probléme dans la premiére
hypothése du théoréme 2 de Liang et Zeger 1986 ; c’est-a-dire, pour satisfaire cette
hypothése, il faut trouver les situations oit I’estimateur de a est K/2 consistant,

c’est-a-dire les situations ol K1/2(& —a) = 0,(1).

Park et Shin 1999, ont critiqué le travail de Crowder 1995 et ont contredit les
résultats de 'auteur par des simulations; cependant, ces simulations étaient faites
sur des échantillons de petites tailles ( n = 25 et n = 100 ). Qu’en est-il donc pour
les grands échantillons; car, on rappelle que le travail de Crowder 1995 a porté sur
de grands échantillons ayant remis en cause ceux, asymptotiques, de Liang et Zeger

1986.

Crowder 2001, pour y rémédier aux inconvénients des équations d’estimation
généralisées de Liang et Zeger 1986, a proposé des améliorations de celles-ci en com-
binant une approche notée GE ( 'Gaussian Estimation’ basée sur le maximum de
vraisemblance ) avec celle des équations GEE. Cette méthode est beaucoup plus
basée sur la méthode GE, o 'auteur concluait par le remarque suivante, est qu’il est
plus avantageux et plus facile de maximiser une fonction ( exemple la vraisemblance
) et qu'un maximum existe presque toujours, méme s'il est local ; que de résoudre des

équations ( exemple les GEE ) qui peuvent parfois ne pas admettre de solutions.

D’autres auteurs ont éssayé d’apporter des améliorations concernant les équations
GEE.

Notamment, Lipsitz, Laird et Harrington 1991, ont proposé 1'odds ratio ( OR )
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par paire comme mesure de l'association intragroupe a la place de la corrélation ou
de la covariance.

Liang ; Zeger et Qaqish 1992, ainsi que Fitzmaurice et Laird 1993, ont aussi utilisé
I’odds ratio.

Des comparaisons entre 'approche du Maximum de vraisemblance et celle des

équations GEE ont été faites par Park 1993 qui concluait au choix de la premiére.

Lindsey et Lambert 1998, ont souligné des avantages et surtout des désavan-
tages des modeles marginaux ( par exemple un traitement peut étre trés bon en
moyenne alors qu’il est mauvais pour chaque sujet ). Par contre ont souligné les au-
teurs, ces modeles peuvent étre appropriés pour des études descriptives, telles que
les études épidémiologiques. Cependant, ce sont des modeles qui ne peuvent étre ap-
pliqués qu’avec une grande précaution dans les études expérimentales, tels que les
essais cliniques. Des exemples sont donnés par les auteurs pour comparer les modeles

marginaux versus les modéles conditionnels.

Hall et Severini 1998 , ont proposé une extension des GEE afin d’améliorer 1’éf-
ficacité des estimateurs des parameétres d’association «. Leur méthode est intutilée

meéthode EGEE ( ’extended generalized estimating equations’).

Enfin, notons que Hu et Lachin 2001, ont insisté sur le fait que différentes matrices
de corrélation de travail aboutissent a différentes conclusions par le biais d’une étude

sur le traitement du diabéte.

En se basant sur les résultats de la littérature conclus par ces différents auteurs, on
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peut dire que le choix de la matrice de corrélation de travail , voire le choix méme de
la méthode GEE est assez délicat et que cette méthode reste trés discutable ; surtout,

vis-a-vis de celle du maximum de vraisemblance.
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Conclusion et Perspectives

Le premier objectif de ce travail de recherche était basé sur le choix de la matrice
de variance-covariance dans un modele linéaire & effets mixtes, d’une part; d’autre
part, vu que le choix de cette matrice est assez délicat et vu son inffluence sur les

parametres ( fixes ) de régression, ceci nous a permis de passer a d’autres modeles.

Dans un premier temps, on a commencé par introduire les modeéles de quasi-
vraisemblance puis leur extension a donné naissance aux équations d’estimation général-
isées. La comparaison des deux approches, la premiére, celle du maximum de vraisem-
blance appliquée aux modéles linéaires mixtes avec la seconde, qui est celle de la réso-
lution des équations d’estimation généralisées dans le cadre des modéles marginaux ;
est assez difficile car chacune des deux méthodes appliquée relativement aux deux

familles de modeéles, a ses avantages et ses inconvénients.

Nous sommes en présence de la confrontation ou de la compétition de deux familles

de modéles. Les modeles linéaires a effets mixtes et les modéles marginaux.

Les premiers ont été largement utilisés dans plusieurs domaines ( surtout en géné-
tique quantitative ; en médecine ; en biologie ; ou en écologie ). Ces modeles s’avérent
s’adapter convenablement aux données longitudinales et aux mesures répétées équili-

brées ou déséquilibrées, également en présence de données manquantes.

7

Pour les seconds, ils sont d’actualité. Beaucoup d’auteurs les ont comparés a
) - hes classi . A A . a3 : N - sles
d’autres approches classiques et ont essayé d’apporter des améliorations a ces modeles

N

( ou & ces équations GEE ). Par exemple approche du maximum de vraisemblance
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et GEE, Park 1993 ; méthode EGEE ("Extended Generalized Estimating equation’)
Hall et Severini 1998 ;Pseudo-vraisemblance restreinte pour données discrétes, Evans
et al.2001 ; Combinaison GE et GEE, Crowder 2001 ;...etc). Cette deuxiéme approche,

reste donc un champ assez ouvert et trés discutable.



88

REFERENCES

[1] Baker,R.J & Nelder,J.A.1978.The GLIM System. Release 3. Generalized Lin-
ear Interactive Modelling. Oxford : Numerical Algorithm Group.

[2] Chi,E.M. & Reinsel,G.C. Models for longitudinal data with random ef-
fects and AR(1) errors. JASA June 1989,Vol.84,No.406, pp.452-459.Theory and
Methods.

[3] Cook N. 1982h, A fortran programm for random-effects models. Technical
report Harvard school of public health, dpt of biostat.

[4] Crowder M.1995. On the use of a working matrix correlation in using GLM
for repeated measures. Biometrika, 82,2,pp407-10.

[5] Crowder M.2001. On repeated measures analysis with misspecified covariance
structure. JRSS B,63,partl,pp.55-62.

[6] Dempster A.P.; laird N.M. & Rubin D.B.1977. Maximum likelihood with
incomplete data via the E-M algorithm. Jrss B39, 1-38.

[7] Dempster A.P.; Rubin D.B.& Tsutakawa R.K.1981. Estimation covariance
component models. Jasa 76, 341-353.

[8] Diggle P.J.;Liang K.Y.&Zeger S.1..1994.Analysis of longitudinal data. Ox-
ford science publications.

[9] Diggle P.J. ;Heagerty P. ;Liang K.Y.&Zeger S.1..2002. Analysis of longitudinal
data. 2nd edn. Oxford : Oxford university press.

[10] Dixon WJ,(ED.) BMDPstatistical software manual volume 2. University of
California press : Berkley, CA,1988.

[11] Fitzmaurice G.M. & Laird N.M.1993. A likelihood based method for
analysing longitudinal binary responses. Biometrika 80,1,pp141-51.

[12] Foulley J.1..1991. Estimation des composantes de la variance en modéles
linéaires. DEA de Stat.1991/1992. Paris INSERM.INRA 78252 Jouy en Josas.

[13] Foulley J.L.,Jaffrézic F& Granié C.R. 2000. EM-REML estimation of co-
variance parameters in gaussian mixed models for longitudinal data analysis.
Genet.Sel.Evol.32,129-141.

[14] Gilmour A.R.,Anderson R.D. & Rae A.1.1985. The analysis of binomial
data by a generalized linear mixed model. Biometrika 72,593-599.

[15] Grizzle J. &Allen D.1969, Analysis of growth and dose-response curves.
Biometrics 25, 357-381.

[16] Hall B. & Severini T.1998.Extended Generalized Estimating Equations for
clustered data.JASA V93,N444,1365-1374.

[17] Harville,D.A.1974. Bayesian inference of variance components using only
errors contrasts. Biometrika 61, 393-385.

[18] Harville,D.A.1976, Extension of the Gauss Markov theorem to include the
estimation of random effects. Ann.Stat., V4,384-395.



89

[19] Harville,D.A.1977. Maximum likelihood approaches to variance components
estimation and to related problem. JASA,V72,No358,pp320-329.

20] Henderson C.R.; Kempthorne O.; Searle S.R. & Vonkrosigk C.N. 1959.
Estimation of environmental and genetic trends form records subject to culling.
Biometrics 15, 192-218.

21] Hu M. & Lachin J.M.2001.Application robust estimating equations to the
analysis of quantitative longitudinal data.Stat.Med.V20,122,3411-3428.

22] Jacqmin-Gadda H. 1994.Tests d’homogeénéité pour les modeles linéaires
généralisés. Applications a I’étude des variations géographiques du déficit cog-
nitif chez les personnes agées. Theése pour le Doctorat de I'université de Paris
VIL

23] Jennrich,R.I. & Scluchter M.D.1986. Unbalanced Repeated-Measures Mod-
els with Structured Covariance Matrices. Biometrics 42,805-820.

24] Jones,H.R. & Boadi-Boateng. Unequally spaced longitudinal data with
AR(1) serial correlation. Biometrics 47,161-175 Mar. 1991.

25] Laird, N.M & Ware,J.H. Random effects models for longitudinal data. Bio-
metrics, 38, 963-974. December 1982.

126] Laird,N.M. ; Lange N. & Stram D.1987. Maximum likelihood computations
with repeated measures : application of he E-M algorithm. JASA Mar. 1987,
V82, N397, pp97-105.

27] Liang,K.Y.& Zeger, S. 1..1986. Longitudinal data analysis using GLM.
Biometrika 1986 73, 1, ppl13-22.

28] Liang,K.Y. ; Zeger, S. L. & Qaquish B.1992. Multivariate regression analysis
for categorial data. JRSS B, 54,N1,PP3-40.

29] Lindsey, J.K.1993. Models for repeated measurements. New York : Oxford
University Press.

130] Lindsey, J.K.& Lambert ,P.1998. On the appropriateness of marginal models
for Repeated Measurements in Clinical Trials. Stat.In Med.1998,17,447-469.

31] Lindstrom M.J. & Bates D.M.1988. Newton-Raphson and E-M algo-
rithm for linear mixed effect models for repeated -measures data. Jasa
Dec.1988,V83,N404, pp 1014-1022.

132] Littell R.C. ;Milliken G.A. ;Stroup W.W.& Wolfinger R.D.1996. System for
mixed models. SAS institute inc : Cary,N.C., 1996.

133] Littell.R.C. ;Pendergast J.& Natarajan R. Modelling covariance Structure
in the analysis of repeated measures data. Statist.Med. 2000;19 : 1793-1819.

134] Lipsitz S.R.;Laird N.M. & Harrington D.P.1991.Ggeneralized estimating
equations for correlated binary data : using odds ratio as a measure of associa-
tion.Biometrika 78,153-160.

135] McCullagh P. & Nelder J.A.1983. Generalized linear model. Chapman and
Hall London.



90

[36] Munoz A. ; Carey V. & al.1992. A parametric family of correlation structures
for the analysis of longitudinal data. Biometrics 48, 733-742.

[37] Nelder J.A. &Pregibon D.1987. An extended quasi-likelihood function.
Biometrika , 74,2,pp221-232.

[38] Park T.1993. A comparaison of the GEE approach with the maximum
likelihood approach for repeated measurements. Stat.Med. V12,1723-32.

[39] Park T. & Shin D-Y.1999.0n the use of working correlation matrices in the
GEE approach for longitudinal data.Commun.Statist.-Simula.28(4),1011-1029.

[40] Park T. Park J.K. & Davis C.S.2001. Effects of covariance model assump-
tions on hypothesis tests for repeated measurements : analysis of ovarian hor-
mone data and pituitary-pterygomaxillary distance data. Statist.Med. ;20 :2441-
2453.

[41] Park,T.& Lee,Y.J. 2002. Covariance models for nested measures data :
analysis of ovarian steroid secretion data. Statist.Med. ;21 :143-164.

[42] Patterson,H.D. & Thompson,R.1971.Recovery of inter-block information
when block sizes are unequal. Biometrika 58,545-54.

[43] Potthof,R.F. & Roy,S.N.1964.A generalized multivariate analysis of vari-
ance model useful especially for growth curve problems. Biometrika 51,313-36.

[44] Prentice R.1.1988.Correlated binary regression with covariates specific to
each binary observation.Biometrics 44,1033-1048.

[45] Prentice R.L. & Zhao L.P.1991. Estimating equations for parameters in
means and covariances of multivariate discrete and continuous responses. Bio-
metrics 47, 825-839.

[46]  Pregibon D.1984. Review of GLM by McCullagh and
Nelder.Ann.Stat.12,1589-96.

[47] Rao C.R.1965. The theory of least squares when the parameters are stochas-
tics and its application to the analysis of growth curves. Biometrika 52, 447-458.

[48] Robert-Granié¢ C. & Foulley J.L.2002. [lustration des procédures de tests
des effets fixes et des effets aléatoires en modeles mixtes. Journées didactiques
INRIA Modeéles Mixtes.

[49] Rochon J. & Helms R.W.1989. Maximum likelihood estimation for incom-
plete repeated measures experiments under an ARMA covariance structure.
Biometrics 45, 207-218, Mar.1989.

[50] SAS TInstitute inc.SAS/STAT Software : Changes and Enhancements
through Release 6.12. SAS Institute Inc. :Cary,NC,1997.

[51] Searle,S.R.1971. Topics in variance component estimation. Biometrics 27,
1-76.

[52] Searle,S.R. 1979. Notes on variances components estimation : a detailled
account of maximum likelihood and kindred methodology. Paper BU 673-M,
Cornell University Ithaca.



91

(53] Stiratelli R. ;laird N.M. &Ware J.H. 1984. Random-effects models for serial
observations with binary responses. Biometrics 40, 961-971.

'54] Verbeke G. & Molenberghs G. 2000. Linear Mixed Models for longitudinal
data. New York : Springer.

(55] Ware J.H.1985. Linear models for the analysis of longitudinal studies. Amer-
ican Statistitian 39, 95-101.

56] Wedderburn R.W.M.1974. Quasi-likelihood function ; GLM and the Gauss-
Newton method. Biometrika, 61,3,439-447.

57] Witkovsky V.2002. Matlab algorithm mixed.m for solving Henderson’s
mixed model equations. Institute of Measurement Science Slovak Academy of
Sciences.

58] Zhao L.P. & Prentice R.L.1990 Correlated binary regression using a
quadratic exponential model. Biometrika 77,642-648.

59] Zeger S.L & Liang K.Y.1986. Longitudinal data analysis for discrete and
continuous outcomes. Biometrics 42, 121-130.

60] Zeger S.L. & Liang K.Y.1992.An overviewof methods for the analysis of
longitudinal data.Statistics in medecine 11,1825-1839.

61] Zeger S.L & Liang K.Y. & Albert P.S.1988.Models for longitudinal data :
a generalized equation approach. Biometrics 44, 1049-1060.



92

Annexe A

Expressions de la moyenne et de la variance pour les GLM ( Modéles

Linéaires Généralisés ).
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Expressions de la moyenne et de la variance pour les GLM ( Modé¢les

Linéaires Généralisés ).

Supposons que la densité marginale de y; est donnée par :

f(yis 0i, 0) = exp {[[yi0i — 0(0:)] /a(P)] + c(ys; &)}

Pour une distribution normale, on a :

f(yu 9i7 Qb) = \/{);7 exp [yl _ ,ui)Q/O_Q]

= oxp { [yi; — 13/2] /o® = (1/2) [(y:/ o) + Log(2ma®)] }

Donc, on peut poser :

0; = 11:0(0;) = (117 /2); ¢ = 0%:0(0) = ¢

et

c(yi; 0) = —(1/2) [(yi/0?) + Log(2m0?)]

(A1)

(A2)

Le logarithme de la vraisemblance en utilisant la formule A1, noté par [; est donné

par :
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li(eiv @ l/z‘) = Logf(?/i; 0;, ¢) (AS)

Alors la moyenne et la variance de y;, peuvent étre déduites & partir des relations :

ol;
E((?Hi) =0 (A4)
et
2l i 5
Nous avons donc, a partir de (A3) :
Li(0i, 3 y:) = [[yi0s — b(0:)] /a(@)] + clyi; 0) (A6)
Donc :
S [w—v0)] fato) (a7
et
Pl
oF =" (0:)/a(9) (A8)

D’on, a partir des équations (A4) et (A7) ona :

B(g) = [ = 10)] Jato) =0

et donc :
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E(y:) = p; = b (6,)

De fagon similaire a partir de (A5); (A7) et (A8) ona :

et donc :

Var(y) =" (0:).a(¢)
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Annexe B

Estimation des paramétres « et ¢ figurant dans la formule (4.5)
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ANNEXE B
Estimation des paramétres o et ¢ figurant dans la formule (4.5)
Exemple 1 :’ Indépendance structure ’
R(a) = Ry, matrice de corrélation quelconque. Si R(a) = Ry = I, la ma-
trice identité, on obtient les équations d’estimation dans le cas de I'indépendance (
cf.équation (4.3)). Cependant pour n’importe quelle structure pour RO,BGet \}Gsont

consistants.

On peut écrire :

1,sit=1¢"
oy = corr (Y, Yiv) = (B1)
0,sit#t"
Exemple 2 :
Soit : av = ((,Yh ...,Q’nyfl)t

ol oy = COTT(Z/it,Z/z‘,t-i-l), pour t=1,...n—1

Un estimateur naturel de oy, sachant 3 et ¢ est donné par :

ap = ¢§:If7“z‘t7“z‘,t+1/(K —p) (B2)

Dans cet exemple, R(«a) est supposée étre tridiagonale avec Ry i1 = .
Un estimateur de ¢ n’est pas nécessaire pour estimer [F,et Vgquand les oy ci-
dessus sont utilisés car les ¢ qui figurent dans la formule de a; sont supprimés dans le

calcul de V; . Comme cas particulier, prenons s = 1 et ay = «(t = 1,...,n — 1). Alors,

« peut étre estimé par :
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a=3""ay/(n—1) (B3)

Exemple 3 :
Soit s = 1 et supposons que corr(y;, yir) = a pour tout t # t'. C’est une structure
de corrélation échangeable obtenue & partir de modéles a effets aléatoires avec un

niveau aléatoire pour chaque sujet ( exemple dans Laird et Ware 1982). Pour ¢ donné,

a peut étre estimé par :

A - 1
f— K . ) K_ . o — pa—
oy = ¢£1t§/r1tr1t / {%)_1 27"Ll(nZ 1) p} (B4)

Comme dans ’exemple 1 et 2, un estimateur de ¢ n’est pas nécessaire pour obtenir

Exemple 4 :

Soit (207*r(y7;t, yit/) = ol Pour Y gaussiennes, cette structure de corrélation est
semblable & celle d'un processus autoregressif d’ordre un, AR(1) ( Feller,1971 p 89
). Puisque sous ce modele, F (71%, 7:#/) ~ olt=¥l on peut estimer a par la pente de la
regression de Iog('r;ﬁ;t/) sur log([t — t')|. Dans cet exemple, un estimateur de ¢ est

nécessaire pour determiner . et V.

Exemple 5 :
Considérons R(«) totalement non spécifiée, c’est a dire telle que s = n(n — 1).

Dans cet exemple, R peut étre estimée par :
¢

Kisz;l/ 28,51 A7 Y2 (B5)
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Notons que pour ce cas, les équations (4.6), ( équations GEE données dans le
chapitre 4 ) et (B5) ensemble donnent les équations de vraisemblance actuelles (
ou courantes ) si les Y; suivent une distribution gaussienne multivariée. De plus, la

covariance asymptotique, Vi, se réduit & :

ZjD;fcovfl(Yi)Di !
A K (B6)

car I? est la vraie matrice de corrélation. De méme, aucun estimateur de ¢ n’est

exigé pour obtenir S..
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Annexe C

Résolution des équations GEE
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ANNEXE C
Résolution des équations GEE
1-Maximum de vraisemblance pour les GLM ( Modeles Linéaires Généralisés ).

Supposons que la densité marginale de y; est donnée par :

T (is 05, ¢) = exp {{[wi0; — 0(0:)] /()] + c(ys; &)} (C1)

Le logarithme de la vraisemblance, [; est donné par :

li(ei: b; y,) = Logf = Hyi@i - b(eiﬂ /CL(¢)] + c(yi; @) (02)

Pour N obscrvations, on a :

L(B) = =V,

=1

D’autre part,

ol;  0l; 00; Op; On;

= =1,...
9B, ~ 96,8, 0m, 08,7 ~ (C3)
puisque
ol; /
5. = v =P )] falo) (C4)
et puisque

1

1= b (6;) et Var(y) = b (6;).a(6) (C5)
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D’ou

8 L "
aZ. =b (0;) = Var(y;)/a(¢) (C6)
Aussi, puisque
w:Etﬁ-I"‘—a L=y (C7)
li Pl Z]’ﬁﬂj K

Finalement, puisque

n; = 9(;) (C8)

% dépend de la fonction de lien du modéle.

En récapitulant , on a :

O _ (yi—m) al) Op
dp; a(¢)  Var(y;) on, ™"

_ (yi — j1;) O

- Var(y;) on;

7

Et les équations de vraisemblance sont :

. — 1) O
sov (Wi — 1) i g
=1 Var(y;) on,

j=1, ..t (C10)

Ces équations de vraisemblance qui sont équivalentes aux équations GEE de Liang
et Zeger 1986, sont non linéaires en fonction de 5. Leur résolution pour trouver ’es-
timateur de 3, noté par B, necessite des méthodes itératives, qui seront discutées

ci-dessous.
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[algorithme que nous allons utiliser est celui des scores de Fisher et donc, la

vitesse de convergence de § vers 3, dépend de la matrice d’information. Soit donc :

2l
961,05;

ol;
9P,

dl;
08,

E( )= —E(52-)(57)

(i —14)  Op (yi — ) Oy

=-F i T
Var(y:) " on, Var(y,) " on,
TinTij oJTh 2
— 11
Var(y) 3m) (©1h
Donc

O*L(j3) N TinTi; O, ,
— ) =-yN Y 2 hij=1,..t 12
((’%h@ﬂj) =1 Var(y;) 377) o 7 (C12)

LB
981,08,

La matrice d’information, dont les éléments sont : F( ), est donnée par :

Inf=XWX (C13)

Ou W est la matrice diagonale, dont les éléments suivant la diagonale principale,

sont :

= Vart) o, (e

et X’ : transposé de X.

2-Algorithme de résolution

On rappelle 'algorithme de Newton Raphson ;
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F+D — gk _ (H(’”‘))fl 4™ (C15)

82L(/‘3) )

Les éléments de H sont :( 55,07,

Ceux de ¢, sont : (‘% B

L’algorithme des scores de Fisher est :

B+ — gk 4 ([nf(k))*l 4™ (C16)
D’ou :
Inf® gUetl) _ py ¢k) gk) L (k) (C17)
Ou les éléments de Inf® . sont donnés par : F (_3;;(?@))’ évalués en f3 ®.
J

La partie droite de 'équation (C'17), est le vecteur dont les éléments sont donnés

par :
N _Ziniy Olivysi)| | on Wi = ) - Opy Cl8
i =1 Var(y;) (577;:) B+ =1 Var(y;) il on; (C18)
Ou p; et gf; l sont évalués en [a’(k').
Donc :
Inf® 3® L o®) — xryp k) *) (C19)
Ou :

W® est la matrice W évaluée en 3.
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et

2(%) est le vecteur dont les éléments sont :

: ) A On.
o = 5y (s — i) ()™

=

on,
="+ (g — P (T ® (C20)

D’ou la forme de I'équation (C'17);

(X'WW® X))kt — x7p(R) (k) (C21)

Ces équations, sont les équations normales dans la méthode d’ajustement des
moindres carrés pondérés pour un modeles linéaire, avec 2*) comme variable dépen-
dante; X, la matrice du modéle et les matrices W) sont les poids.

Les solutions de ces équations sont données par :

BN = (xX'W® X) (X0 (C22)

Dans cette formulation, le vecteur z est une forme linéarisée de la fonction de lien
au point g, évaluée en y, c’est adire :
on;

9(yi) = g(w) + (i — pa)g () = m; + (i — M)y =4 (C23)

Cette variable dépendante ajustée z, ou variable dépendante de travail ( "Working

k)

dependant variate’), a pour iéme élément, la valeur approximée par zz( pour le kieme
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cycle du schéma itératif. Pour ce cycle, on fait une régression de z¥) en X avec les
poids W® pour obtenir un nouveau estimateur S+, Cet estimateur nous donne
une nouvelle valeur du prédicteur linéaire et qui est donnée par : ) = X ﬁ(kﬂ)
et une nouvelle valeur ajustée pour la variable dépendante, z*t1) pour le prochain

cycle.
L’estimateur du maximum de vraisemblance est la limite de 3 (k) quand k£ — oo.

En conclusion, 'estimateur du maximum de vraisemblance resulte de la méthode
des moindres carrés pondérés itérativement, dont les poids changent a chaque cycle.
Ce processus est appelé méthode des moindres carrés répondérés itérativement ( 'TRLS

pour iterative reweighted least squares’).

Pour commencer le processus, on utilisc les données y comme valcurs initiales de
lestimateur de u. Ceci détermine ’estimateur initial de la matrice de pondération W

et alors, 'estimateur initial de (.



