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INTRODUCTION

Etant donné un ensemble non vide X, muni de deux topologies 0, et 0,, il est
facile de caracténiser les éléments de (X, 0,) et (X, 0,), ainsi que leurs ouverts, leurs
fermés, leurs bases, ...etc.

Par contre, s1 nous considérons ’ensemble X, muni des deux topologies 0, et
0,, plusieurs problémes se posent, a savoir la structure de (X, 0, U 6,) qui n’est pas
en général un espace topologique, ct la caractérisation des éléments de cet espace.

En 1983, Monsieur Igor Zuzcik introduit une nouvelle classe d’espaces, quiil a
nommée r-espaces topologique [1], comme étant une généralisation des espaces
topologiques usuels, ou plusieurs questions trouvent leurs réponses.

Dans le présent travail nous essayons de développer quelques notions données

par Igor Zuzcak dans [1], [2] et [3].

Dans le chapitre | :

nous nous intéressons a démontrer que les espaces polytopologiques. ¢’est i

dire, de la forme | X , 9.\ avec 0; topologies usuelles, sont des r-espaces et

I e

1

a introduire la notion de r-topologie induite.



Dans le chapitre 11 :

On étudie les bases d’un r-espace, et leurs propniétés et particulierement les
n
bases d’un r-espace | X, U 0. |, ainsi que la caractérisation des ensembles

R

d’une polytopologie.

Dans le chapitre 111

On introduit la notion de r-suites généralisées, et leur convergence, la relation
‘qui existe entre r-suites généralisées et r-filtres [6] sur un r-espace, tout en faisant

I’analogie avec les notions topologiques usuelles [4] et [3].

Dans le dernier chapitre :

On s'intéresse a la notion de continuité dans un r-espace (continuité, continuité
en un point, r-continuité) et on introduit une classe d'applications qui présentent
d’autres particularités en plus de la continuité, qu’on appelle applications totalement

continues [6].



CHAPITRE O

RAPPELS SUR LES R-ESPACES [1]

Etant donné un ensemble non vide X, et une relation p définie sur P(X) :
ensemble de parties de X, on considére les propriétés suivantes de p :

R)VAcX,ABc X telque ApB

R)opod

R3)StApBalorsAcB

Ry)SiApBalorsBpB

Rs) Si A ¢ B et B p B alors il existe un sous-ensemble C de X tel que

ApCetCcB.
R¢) Si A p B alors il n’existe pas de sous-ensemble C de X tel que A ¢ C ¢ B,

et CpC.

Définition 1 :

La relation p vérifiant les propriétés R; - R est appelée relation de fermeture
sur P(X).
La paire (X, p) est appelée r-espace.

Définition 2 -

(X, p) un r-espace, si pour les sous ensembles A et B de X on a :A p B, alors

on dit que B est la fermeture de A.



Le sous-ensemble A de X qui vérifie A p A est dit fermé, le complémentaire
d’un fermé est appelé ouvert.

Définition 3 -

Un sous ensemble A de X est appelé intérieur de B ¢ X s1 (X - A) est la
termeture de (X - B).
La relation ¢ définie sur P(X) par :

Ao B & (X-B)p(X-A), est appelée relation d’inténeur relative a p.

Theoréeme 1:

(X, p) un r-espace, © la relation d'inténeur relative a p, alors o satisfait :

K,)VAg_X,HBgX' telque Bo A

K;) X o X

K;)SiBo Aalors Bc A

Ky)SiBo Aalors Bo B

K;) Si B ¢ A et B o B alors 1l existe un sous-ensemble C de X tel que C o A et
B cC.

Ks) Si B o A alors il n’existe pas de sous-ensemble C de X tel que Bc C c A

et Co(C.

Theoreme 2:

Soit o une relation définie sur P(X) qui satistait les propriétés K, - K. On

définit sur P(X) la relation p par :



(ApB) e (X-B)o (X - A), alors p est la relation de fermeture sur P(X),
(X, p) est un r-espace ¢t o la relation d'intéricur relative a p.

Donnons les notations suivantes qui seront souvent utilisées dans ce qui suit :
X un ensemble non vide, Fc P (X),AcXctxe X:
£ =1{B eV, AcB}
F ={B e¥,B c A}
Fx)={® e€¥;x € B}

Theoréme 3:

Soit (X, p) un r-espace alors la classe des fermés de X :
r={A c X, ApA} vérifie :
Q)d, Xen

Q,) V A c X et B € 41, il existe un élément minimal C de 41 tel que
AcCcB.

Theoreme 4 :

Soit X un ensemble non vide, T < P(X) vérifiant Q; et Q,, définissons sur
P(X) la relation p comme suit :

A p B & B est I'élément minimal de at............ (*)

Alors p vérifie toutes les propriétés R, - Ry et t est la classe de tous les fermés

du r-espace (X, p).



Théoréeme 5 :

Soit (X, p) un r-cspace, T la classe de tous les fermés de X, alors la classe de
tous les ouverts de X :

D={A c X/ (x - A) e 7}, vérili¢ les conditions :
Q)¢,XeD

Q'z )V Ac X, et Be *D, il existe C élément maximal de *D tel que Bc C c A.

Theoréeme 6 :

Soit X un ensemble non vide et D ¢ P(X) vérifiant Q| et €} alors, la classe
r={A c X: (X - A) € D} véritie Q) et €2, et D est précisément la classe de
tous les ouverts du r-espace (X , p), ol p est la relation définie sur P(X) par (*).

Remarque 1 :

Un r-espace peut étre défini a partir de :

1) - La relation p vérifiant les propriétés R, - Re, ou

2) - La relation o vérifiant les propriétés K, - K, ou

3)-Laclasset vériﬁanf les propriétés Q) et €2,), ou

4) - La classe D vérifiant les propriétés Q;) et Q)
Remarque 2 :

(X', 1) un espace topologique, t la classe de tous les fermés de X, on défimit la
relation p sur P(X) par :

A p B & B est la fermeture de A.



1 est clair que p vérifie les propriétés R, - Rg.
Remarque 3 :

Dans un r-espace X, un sous ensemble A, peut avoir plusieurs fermetures ou
plusieurs inténeurs.
Remarque 4 :

Etant donné un ensemble fin1 X, toute partie de P(X) contenant X et ¢, véritie

Q, et ) donc c'est un r-espace.

Définition 4 -

Un sous-ensemble de X de la forme {x} U A avec x € X et A ouvert cst
appelé prévoisinage de x. Un voisinage de x est un ouvert qui contient X.

Deéfinition 5 -

(X, D) un r-espace, Ac X

Acstouvertssi:VxeA,‘v’VleD,3V2éDtclquc{x} v V,cV.cA

' AeD
30)]
X




CHAPITRE |

ESPACES POLYTOPOLOGIQUES

ET R - TOPOLOGIES INDUITES

I - Espaces polytopologiques:

Proposition 1:

St (x, 01), (x, 62)‘, e » (X, Op) sont n - espaces topologiques, alors

n
(x , U 9‘) est un r-espace.
1

i~

Démonstration :

(x, 01) espace topologique, 61 |a relation d'intérieur associée a 0,

(x, 8) espace topologique, oy, 1a relation d'intérieur associée a 0,

n
On note par ¢ la relation d'intérieur correspondante & D = (J & et définie
i=1

comme suit :

VAcX,V Gi , 3 Ai € Gi tq AioiA (Aj inténeur de A)



et on considére la famille [ = { A, }]. i

stilexiste 1, telque Ajc A; Vj=#1,alors Ajc A

Sinon:AicA Vi= 1, n.

Montrons que (X , D) est un r-espace en utilisant la définition (2) d'un r-
espace.
-K)DVAcX,3Bc X telque BoA?

ona: VAC;X, dBic Xtelque Bigi A

soit 1 = {Bi}i: s

Siilexisteio =1, n tel que BycB, Vj#igalors B, o A.

Sinon B;c A Vi=1, n.
etparsuite: VAc X,3IBcX/BoA.
-K)XoX?

ona:Xo;X Vi=1,n I1={A}_ —={X}=>XcX

i=T.n
-Ky)SiBoA = Be {A},_ =3jtelque B=A
=>AjgjA > AjcA 1€ BCA
-Ky)SiBoAalorsBaB?
soit BE€X/BoA = Jjtelque BoyA —E2» Bo;B
SiBjc B V) alors Bo B.

Sinon B;c B V1 et en particulier pour B, = B.



-Ks)SiBcAetBoBalors3CcX/CoAetBcC?

soitBc A etBo B, -

—8) 5, 3¢, c Xtelque Cjo;Aet B C;.

Stilexiste k/V(j#k)CicCy > CioAetBc CjcCy
Sinon V) Cjoc A et Bc ( C.q.F.D.

;KG)SchA alors il n'exaste pasde Cc Xtelque Bc CcAetCa C?
Bo A = 1) tel que BojA —Xs) 5 il n’existe pas de C'tel que
BcCcA et C'o(C
=i n’existe pasde C' telque BcCcAetCoC.

C.q.F.D.

II - Notion de r-topologie induite:

On sait que dans les espaces topologiques, par exemple (X , D), le Systeme
D*={ANB/ BeD}, Ac X, construit une topologic sur A,((A , D?) est
un espace topologique), cette propriété n'est pas vraie dans le cas de r-espaces,
donc,st (X, D) est un r-espace (A, DA ) ne l'est pas en général.

Donnons le contre exemple suivant :

Exemple

G étant l'algébre universelle.

D= {Sous—ensemblcs de G} U { ¢ }

10



D est une r-topologie, en effet, montrons que D satisfait les deux conditions
Q) et Q).
Q) , ¢, G e D (évident)

Q'z) soit A c G , le systtme “D = {k € G/ k ¢ A} est ordonné

particllement par la relation d'inclusion, etona ¢ € *D = *D # ¢
d'autre part, il est clair que la réunion d'une chaine arbitraire de sous-algébres de G
appartenant a *D est une sous-algébres de G appartenant a D, et par suite d'aprés
le théoréme de Zom , on a :

V B e D, 3 C maximal de *D tel que B < C ce qui démontre le)
SoitAcG; D*={KnA,1qK e D}
On remarque que (A , DA) n'est pas une r-topologie car K m A n'est pas une

sous algebre.
Par contre, dans le cas d'espaces polytopologiques (X, D)

tel que : D=Dyu Dyu ... u D, (D;: topologies usuelles)

D* constitue une r-topologie sur A eton a :

DA - | DA

1=1

11



CHAPITRE Il

NOTIONS DE BASES DANS LES R-ESPACES

En utilisant les mémes notations introduites dans l'article [2], on donne la
définition suivante :
Définition 1 : (X, D) un r-espace
Une cl;sse B D est dite base de D, si elle_vériﬁe les deux conditions
suivantes :
1°/SiAeDetxe A,aiorsBVe B telque xe VcCA.
2°/SiAcBcX,AeD,xeB-AetVVep,VcA

3V, e Dtel que ({x} v V)V, cB,alors3V, e Dtel que
({x} v A)gVocB

Remarque 1 :

Si (X, D) est un espace topologique et D la classe de tous les ouverts de X,
4‘110rs la classe T < D qui satisfait la condition 1%/ de la définition, est une base de D
au sens des r-espaces (ie la condition 2°) se déduit de la lm).
En effet :
Soit © < D tel que la condition 1°) est satisfaite, montrons que 2°) l'est aussi :

AcBcX,AeD,xeB-A

13



sotye A=>3Vert telquey e Vc AcB (daprés 1°)
= 3V, € Dtel que ({x} v V)c V, < B (d'apres la condition méme)
alors 3V, =(V, U A) e Ditel que ({x} U A) c V,cB CQEFD

Theoreme 1 :

Soit X un ensemble non vide, D, et D, deux topologies sur X et soit

D =Dj uD,, on sait que (X, D) est un r-espace, alors on a I'équivalence suivante :

AED@V{XI , x2}cA,§JVeDte,lquc:{)(1 , XQ}ngA.

Démonstration :

Condition nécessaire (C N) :
SoitAcX,AeD, ‘v’(xl, h,l) e-A2,3V=Ae D tel que {xl , x2}gV c A.
(CS) :soit Ac Xetxe A,V e Dtlque Vc A, caste t-d
V, € D tel que {x}ch;Vlg'A?
Ona: D:Dl'uDz, supposons que V € D,
par hypothéseona: V {x, y,}cA,ElV'ie Dtélque {x, y,} cVicA
a) Silexistey € Atq V', € D onaura:
V.=V, uVeDjetdonc ({x} U V)c V, c A= Aouvert.
b) parcontresi V y; € A, Vl €D,

comme VEAona:Vy eV, 3V eD, tel que: {x,y,leVca

14



SoitK= UV, , VcK
Yi €V

¢t dans ce cas, onprend V, =K € D, c D et on aura :

({x} U V) €K c A= Aouvert.

Ce qut achéve la démonstration.

Définition 2 -

Soit D =D, U D, , D, et D, deux topologies usuelles.
On considere le r-espace (X, D) et P < D. On dit que P est unce p-base de D SSi
AeDoV {x, , x2}cA, 3V ePtelque {x, , xz}ngA.

Caractérisation des ensembles d'une polytopologie :

Soit (X, D) un r-espace avec D=Dj u Dy uD3,D; (1 =1, 3) sont des
topologies usuelles, alors on a I'équivalence suivante :

AeDeoVEF c A,CardF<3,3UeD telque FcUcA

Démonstration -

CN:Soit AeD, VF ¢ A, (CardF<3),3U=AeD telqueFcUcA

CS:

Soit A- < X, supposons que VF < A(Card F <3)3 U € D tel que
FcUcAetmontronsqueAe D(ie: VX €e A,VV € AD,EIVl e D tel que

({x} U V)ev,ca

15



-Soitx € A, et V € *D, prenons V e D, existe t-il V, e Dtel que:

({x} UV)cVv cay?

a) Sl existe F < A(Card F < 3 et x € F) pour lequel U e D, on aura :
({x} U V)c FUVCUUVCA

donc il extste V - Uu V tel que ({x} U V) cV,cAdouAeD

b)SiVFcA (Card F < 3) et F contenant x , les ensembles U ne sont pas dans D,

dans ce cas, prenons tous les points xj € V tel que 3 Wj € D, et
{Xi , X)W cA
ctsoit K=UW;
i
*S1 VK, il suffit de prendre V, = K
*SiVeK,alors3x, e V-K, commex, e V=3Me D tel que
{xl , X, , X}cM cA
(Mj ¢ D, , car sinon il serait inclu dans K)

donc M; € D, et soit L = UMj
J

# 81V c L il suffit de prendre V '=L

#SiVezL=3x e VL,x,e V>IN, eDtelque {x, , X5, x} c N, cA

Nke<
D

Si Ny € Dy= N, c L = x, e L (contradiction)

3

16



Si N, € D = N, c K = x, € K (contradiction)
et donc forcement Vc L (C.Q.F.D).

Généralisation :

On peut généraliser ce résultat a n espaces topologiques :
soit (X , D) un r-espace avec D = D, U D, U .... D, , alors on a l'équivalence
sulvante :
AeDeoVFcA(CardF<n),3UeD tq FcUcCA.

Théoreme 2

Soient (X, D)), (X, Dy) deux espaces topologiques de bases respectives 13, el
B., alors (X, D, w D) est un r-espace de base B, U B,.

Démonstration

Posons D = D, u D, et B = B, u Bs. (D est un r-espace d’apprés la
proposition] chapitre I).
Montrons que B est une base de D.

1°) soit A € D, supposons que A € D;, D, étant une topologie de base B, alors
VxeA,3VeB cBtlque xe VcA

2°) soit W un sous - ensemble de X et A € Dielque Ac W.

Supposons que A € D, etx € W - A,

Soity, e A= 13 V,, € BicBtelquey,e V, c A (d'apres 17)

ct d'aprés la supposition 1l existe V;i € D tel que: ({X} ) Vyl,) C V;‘l c W

17



a)-Si Vy"l eD = (V;; v A) € D, €D, d'ou l'existence de :

V2=(Vj v A) e Dtel que ({x} w A) c Vo W ce qui donne 2°),

b) - Si V;: g D, ie V;; € D,ona:pourtoutyy, € A, 3 Vyke B tel que

Y€ Vy, c Aetdaprésla suppo;sition, 3 Vy. € Dtel que ({x} v Vyu) cV,cW, |
s'l existe Vy"k € D,, on aura le méme résultat que dans a) sinon, il suffit de prendre

V= U Vy" € D,, on aura alors :
YeeA Ok

Yk € Aetyy € V;‘k = YklgA _{yk} c y}g;\ V;k ykIgA{Yx} =A

DAC uV;‘k , sion pose V= UAV;k on aura l'existence de V,=AuV e D,cD .
Y € '

telque ({x} U A)cV,cW dou 2°).

Remarque 2 :

Ce résultat n'est plus valable dans le cas de trois espaces (X , D;) , (X, Dy),

(X, Ds) de bases respectives B, , Bz, B;. Donnons le contre exemple suivant :

Exemple

Soit X=1{x,,%,,%,, y}
Bi={{x. v}, {x}. {x}}
B,={{x,. v}, {u}. {x:}}
By={{x, v}, {x}. {x}

18



(X, D)), (X, Dy)et (X, Ds) sont des espaces topologiques de bases respectives B, ,
B, et B;.

D=1, X, {x. v}, e}, fods foxl fxovh fx vl
D:=1¢. X, o vh, {x. o}, faoxh o vk g xa s ol
Di=16. X, {x. v}h. {x}. ks b, {0 % vh {3 o
on va montrer que 8 = B; U B, U B, n'est pas une base du r-espace
D=D,uD,u D,

Sionprend A= {x,, x,} €D.

B={x1,x2,x3} c X et AcB.

Xx=x3 € B\A

OnvoitqueV Ve3 VcA,3V,eD telque {x}uVcVgB

mais il n'existe pas V, € D tel que : {x} WAc V.¢ B.

donc la condition 2°) de la définition n'est pas satisfaite. C.q.F.D.

Théoreme 3:

Soient D, , D, et D; trois topologies sur X, de bases respectives B, , B, et B,
etsoit B, = {A, U A,/(A,, A,) e B?|alors B= B, U B, UB, est une base de
D= Dl () D2 (& D3.

Démonstration :

1°) soit A € D (supposons que A € D)

19



VxeA,3V,eB telquexe VicA,V,=V,uV, e B cB
donc:VAeD,VxeA,IV,eB telque xe V,cA

29)sotAcEcX,AeDet xoe ENA,

X; € A, soit V) € B tel que il existe W e D satisfaisant : {xo} vV,cWcE

supposons que V, € B, c B.
a)siWeD,,onprendk,=WUA e D;cD tel que

{x,} UAck,cE CqFD.
b)siW g D,, soitW € D,

'sixge A:>3V2€ B, telque x, € Vo, A

W, : tous les ouverts de D, contenant V, et x, , et soit k, = IlJ W;
(*)Si A ck,, on prend k = k;, ce qui donne ({xo} U A) ckcE.
MSiAck,=>3Ix3e A-ky=>3V3€ B, telquex; € V;C A
par hypothése ona: V,u V; € B, cB.
Considérons tous les U; tel que ({xﬂ} vV, u V3) c Uj cE.
U;j € Ds (car sinon 1l serait inclu dans k; or x3 € Uj et x5 ¢ k)
et soit k3 = [,J U
(@) stAck;,onprend k =kj;, et ({xo} V) A) ckcE
(@smon, Azck;=>3Ixse A-ky,xqe A>3V, eB, tqxye V,cA,ona:

V3 U V, € B, c B, et supposons l'existence de M, tel que :

20



({x,} U V, U V,) c M, cE, on a alors deux possibilités :

M, € D, ou bien M, € D;.

(*) st My € D, = M, c k; contradiction avec x3 € A-k, et x3 € M,.
(*)siMye Dy=>M,ck, contrad?ction avec X4 € A-k; et x4 € M,.

et donc forcement A c k; (ce qui achéve la démonstration).

Généralisation :

Soient D, ..., D, n topologies sur X de bases respectives B, , B, , ...

soit :

B;={Al VAU ..U An;,/Ak € B k= m}
alors B = B, u B, U ... U B, est une base de D tel que :
D=D,uD,u.uD,

Démonstration :

1) AeD(AeD);Vxe A=3IVeBtelque:

xeVcA,orV=VuVu..V(n-1)fois=>Ve B cB

et donc :

VAeD,VxeA,3VeB telquexe VcA.

2°%)sotAcEcX,AeD;cD,x e (E-A)etsupposonsque V Ve B

(Ve B)VcA,3WeDtelque({x,} v V)cWCcE.

a)SiWeDl,onprendk=AuWechDtelque({xo} u A)ckcE

21
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b) SiW ¢ D, soitwe D,
onprendx; € A=V, e B telquex; € V,c A.

considérons tous les ouverts Wi de D, contenant V, et le point x,

et soit k, = llJ Wi .
1° Cas : si A c kg, il suffit de prc?;ndre k=k; et({x,} U V,) ck,cE.
gf_C_a_grsiAAczkg,B& €A-ki,x3e A=>3V; e Btel que
X3 € V3 A, par hypothése on a : VgQ V; e B, cB.
Considérons tous les Uj tel que ({xo} vV, u V3) cUcE.
U; € D5 (car sinon 1l serait inclu dans k; , or x3 € Uj et x3 ¢ k»)
et soit ky = IJJ U;.
OSiAck3,onprendk=k;et({x0} ] A) ckcE

O'SiAczk3,3x4€A-k3,x4€A:>3V4eB1 / x4 € Vic A, pour
VouVs; uVe B;CB,BWkeDtelque({xo} vV,uV,u V4)chc:E,
Wi e D, Wy g Dyet Wy ¢ Ds.

Prenons Wy € D; et soit k; = IkJ Wi

(*) st Ac kyon prend k = k4

sinon 1 x5 € A - ky...

on suppose qu'on arrive a l'ordre n, c'est & dire, qu'il existe k, € D,.
ppose q q
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(#)s1Ack,,onprend k =k,
(#) sinon 3 xp11€ Ak, , Xpr1 € A=> 3 Ve By /X € Vi C A

ona:; UV, u..VUV, e€BcB

“/’.
pour V'e B, 3w e D tel que ({x,} U V)cwcE
Dn-l
W) €
Dy

*siw € D, = w; €k, , contradiction avec le fait que x,+, € A - K, et

Xn+1 € W

donc forcement Ack, C.q.FD.
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CHAPITRE Il

NOTION DE R-SUITES GENERALISEES

Définition 1 :

Un ensemble non vide , S muni de la relation ">" est dit r-dirigé si :
1) VseS;s2s
2°)V (s1,s82) € §*,3sp e Stel que sy > sy et sy >s,.

Définition 2 :

Soient (X , D) un r-espace et S un ensemble r-dirigé. On appelle r-suite
généralisée de points de X, toute application f tel que :
f:S— X
s —> f(s) = Xg €t on note (Xg)s ¢ s

Limite d'une r-suite généralisée :

Définition 3 -

Soit (X, D) un r-espac?:, (Xs)s e s une r-suite généralisée de points de X, et
AcX
On dit que (Xg)s « sCOnverge vers X, relativement 3 A ssi ¢
VVeVa(Xo),dsoeS,s>spona:x; € Veton note :

2.‘2 Xs = Xo ou (x,), s~ Xo. avec
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Va(x) = [D,(x,)] = {Bc X/3V eD,(x,), V< B}

Da(Xo) : ensembles de voisinages de X, contenant A.

Theéoréme 1:

Soient A € B © X, (X)s ¢ s une r-suite généralisée qui converge vers X,
relativement a A, alors (X,); « s converge vers X, relativement a B.

Démonstration :

Soit Ve Vg (x0) =3 V' € Dp(xo) : V' ¢ Valors B&V' et V' voisinage de xg,
or AcB=>VeVi(xp)etdonc:Ispe S telque Vs:s2s;,x, €V
= (Xs)ses B Xo.

Théoreme 2

Soit (X , D) un r-espace, A < X, alors A est ouvert si et seulement si, pour
toute r-suite généralisée (X,)s ¢ s qui converge vers X € A relativement a B € 3
(Bbasede D)(Bc A) ke S telque x,€¢ A Vs=k.

Démonstration :

C.N : soit (X,)s « s une r-suite généralisée qui converge vers X € A relativement a
BBcA)©VVeVyx),3Is50eS/VseS,s2spona:xs¢V (BeD)
ona:BeD et BCA.

A étant ouvert, alors 3 Ve B tel que ({x} UuB cV,cA

:?oV4e Vex)=>3JkeS telque x; € V& Vs2k
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inversement :

sotAcX,BefB,BcA et XEA.

et soit (Xg)s e s une r-suite généralisée tel que (xs)s s~ 5> X, (1e VVe Vpx),
dspeS,VseS s2sponaxs e V)ettelleque:éike S, xx €A Vs2k.
sspetkeS=3teS tq t=spett>k (S ensemble r-dirige).
donc:VVeVpx),q3teS tq Vs2t x,e Vaxx,e A>VcAorVe VyXx)
donc A € Vg(x) = A ouvert.

Dans ce qui suit, nous exposerons une méthode de construction d'une r-suite
généralisée a partir d'un r-filtre et vice-versa, a savoir que la notion de r-filtres a été
étuciié en détails dans [6].

Nous citerons ici quelques définitions qu’on va utiliser dans notre travail.

Définition d'un r-filtre (*)

X un ensemble donné, F < P(X), on dit que F est un r-filtre sur X, sl vérifie
les axiomes suivants :
NFzO
1V A,BeF,AnB=0J
m)V AeF,BcX,AcBalorsBeF.

Limite d'un r-filtre (**)

(X, D) un r-espace, F un r-filtre sur X , A c X. On dit que x, € X est limite

de F relativement a A s1 V(%) = [(Da(X0)] < F et on note :
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lim F=%pouF—— xq
A

Bases de r-filtre :

X un ensemble donné , B < P(X)/
-prO
-VA,BeB,AnB=J
Alors B est appelée base de r-filtre qu'elle engendre c-a-d du r-filtre

F=[B]={AgX/3VeB,VgA}

Construction d'une r-suite généralisée a partir d'un r-filtre :
g

Proposition 1:

(X, D) un r-espace, F un r-filtre sur X.

Soit:S={(A, x); A e Fetx € A} alors :
l'ensemble S est r-dirigé par la relation ">" définie comme suit :

(A,x)2(B,y)e®xeAnB, (A,BeFalorsAnB=zJ)

Démonstration -

1VAeF,VxeA,xe AnAS(A,X)2(A, x) = "2" est réflexive.

2% soient (A, x)et (B,y)e S existet-il (C,z)e S telque (C,z)>(A,x) et
€C.02B.9)?

Ona:A,Be F=>AnB=#Jalors 3z € An B, et par suite 1l existe
(C,z)=(A,z)eS telque : (C,z)2(A,x) et (C,2)2(B,y)

eneffet:ze AnC=A et zeCnB=AnB.
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et par suite S est r-dirigé.
A partir d'un r-filtre F , on obtient alors une r-suite généralisée définie de la

fagon suivante :

f:S X

(A, X)) X@a.x»

qu'on note : Xg = (X(A, X))(A, X) €S

Construction d'un r-filtre a partir d'une r-suite généralisée

Proposition 2:

(X, D) un r-espace , (%), ¢ s une r-suite généralisée de points de X.

Soit F, = {A c X,dkeS,x, e AVs2 k} alors : Fy est un r-filtre.

Démonstration

1) ¢ ¢ F,(par définition de Fy)

ii)AeertBeFx:;AmB;t@.
ona:AeF,=23keS,xse A Vs2k
BeF,=>3keS,x;eB Vs2k
kietke S=>ilexistek € S telque k>k, et k>k,et ;e AnB Vs2k et
par suite AN B # &. |
m)soitAeF, , AcBcX.
AeFx:>3keS,xseA'\7’szkor(AcB):>xseB:> Vs2k,

xs€ B=>BeF,
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Conclusion -

F est un r-filtre sur X, construit a partir de la r-suite généralisée (X,)s ¢ s.

Théoreme 3:

(X', D) un r-espace, F un r-filtre sur X, (x¢) la r-suite généralisée construite a

partir de F, alors le r-filtre construit a partir de (xg) est égal a F.

Démonstration -

Soit F un r-filtre sur X
S={(A,x);A eF,x e A}
(xF) = (X(a. x))A, v e s T-suite généralisée construite a partir de F.

E,={G c X/ 3(A. %) €8x, €8 (A % 2 (A, %)

F

3

X

o r-filtre construit a partir de Xg.

Montrons que F = F,_ ?
*)SoitAeF>A+JalorsTae A telque (A,a)e S
soit(B,y)e S telque (B,y)2(A,a)<>ye AnB.

=>xp.yy€EANBcA=>xre Adpartirdurang (A,a)=>A e k|

et FcF

Xp

*) Inversement : soitAe F, =3(B,y)e S /xg € A

V(G,2)eS:(G,2)2(B,y) ona:xg ,€A=zeA,Vz2el
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:GngrGng AeF

= {F cF

Xp

ce qui donne I'égalité : F = F, .

Théeoreme 4 :

Soient (X , D) un r-espace, F un r-filtre sur X et (X;)s s une r-suite généralisée
sur X, on a alors les deux équivalences suivantes :

1)(Xs)SEST_>X @Fx——l\'—%){ x e X
2)1:-—‘;\—"))( @XF—A—)X.

Démonstration

1)

C.N ) : soit (X;)s s une r-suite généralisée sur X tel que :
(xs)——A—>x<:>VVeVA(x), Is,eS,VseS s2s,. Ona:x, eV
:>VeFx::>VA(x)ch:>Fx———A—->x.

C.S) : Fy le r-filtre construit sur X a partir de la r-suite généralisée (X;)s s tel que :

Fy—x & vaX)cFy = Vwevax),3keS,VseS,s>2S,s2k, xs,ew
= (Xskses — X
2) En utilisant la proposition 1 (ie la construction du r-filtre K, a partir de la r-suite

généralisée (xg) on déduit la deuxieme équivalence a partir de la premiére.
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Theéeoréeme 5 :

(X, D) un r-espace, xo € X, A c X, on dit que X, est un point adhérent a une
partie (B c X)) relativement a A si et seulement si, 1l existe une r-suite généralisée de
points de B qui converge vers X, relativement a A.

Démonstration :

C.S : Soit (X3)s es une r-suite généralisée de points de B qui converge vers xg

relativement a A, etsoit Ve Va(xg) >3 s0€S,VseS s2s;,x€ V

D'autre part X, € B = V n B # & = x; est un point adhérent a B relativement a A.
C.N : Da(x¢) : ensemble de voisinage de X, contenant A

-Da(x0) 2 @ .
-V V,,V,eDpx), Vin Vo2 Q.

Alors Da(Xo) est une base de r-filtre qu'elle engendre

ie F=[Daxo)] =Vaxo)={K c X;3V e D,(x,) , Vc K}

Va(Xo) est un r-filtre qui converge vers X, alors on peut construire une r-suite
généralisée qui converge vers X (Prop 1 et Th 4).

Considérons maintenant la r-suite généralisée de points de B :

(x(v % )( Jes tel que Xy, x) € VN B # et montrons quelle converge vers x,.
' V,X) €

Soit V e Vu(xo), exaste t-1l (w,x) € S telque V(u,y)e S(u,y)2(w,x)

ona:Xy,y € VY
VeVax)=>Vz2D3 =>3IxeV telque (V,x) e S prenons (w, x) = (V, x)
(w,y)2(V,x)@yevnu =>xy,yyevnucV CqFD.
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CHAPITRE IV

LIMITES ET CONTINUITES

Définition 1 -

(X, Dp) et (Y, D;) deux r-espaces, D, et D, étant les classes de tous les ouverts
de X et Y respectivement.
Soitf: X ——— Y, alors f est dite continue ssi :
VA eD,, f'(A)eD,.

La continuité en un point X, dans un r-espace peill étre introduite de la méme

maniére que dans un espace topologique :

Définition 2 :

Soit Xy € X, f: X —— Y fest dite continue en X; SSi :
V V € D[f(%0)], 3 U € D(xg) tel que {U)c V.

Dans un r-espace, la continuité en tout point x € X, n'entraine pas la continuu¢

de f
N4V Ao

Exemple 1 -
Soit X un ensemble infin1 D, , D, ¢ P(X)

D, = {¢, tous les sous-ensembles infinis de X, et tous les sous-ensembles

de X ayant exactement 10 k éléments k = 1, 3, 5,...}
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D, = {¢, tous les sous-ensembles infinis de X, et tous les sous-ensembles de X ayant
exactement 10 k éléments k = 1, 2, 4, 6, ...}

(X, Dy) et (X, D,) sont deux r-espaces.

Considérons f: (X, D,) — (X, D,)

x — f(x) =x

soit Xg € X, f(xq) = Xo
et soit V e D(f(xo)] ie V e Dyetf(x,) € V,alorsIuc V=FV),
u contient exactement 10 éléments telque X, e uetu=fuy)cV=>ue D
et par suite f est continue en X, € X.

D'autre part, il est clair que si V c X et V contient 20 éléments alors V e D,
mais £'(V) = V ¢ D, ce qui montre que f n'est pas continue.

Définition 3 :

(X, D)) et (Y, D) deux r-espaces, f : X —— Y |, x, € X f est dite
r-continue en X Si :
V V e D[f(x,)] et V U prévoisinage de %o tel que f{U)c V , il existe
U, € D(x0) telque Ug U etf(U))c V.

Dans l'article [3], on démontre les résultats suivants :

a) f continue ssi f est r-continue en tout point X5 € X

b) Si fest r-continue en X,, alors f est continue en X,

¢) Dans un espace topologique, f r-continue en x, < f continue en X,.
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Considérons l'application f : (X , D, v Dz) —> (y , Dy v D4) et donnons
la définition suivante :

Définition 4 -

festr-continueenxp € X ssiV Ve D[f(x))], Vxe X telquef(x) e V,

AU, € Dyu D, tel que {x , xo} cUetf(U)cV.

On va démontr§r que dans le cas de r-topologies de la forme D; U D, | les
détfinitions 3 et 4 sont équivalentes.

en effet :

Notons par (1) et (2) les seconds membres des déf 3 et 4 respectivement.
(D :? (2) faisons un raisonnement par l'absurde, supposons que (1) est satisfaitc
mais, 3V € D[f(xg)] et x € X tel que f{(x) € Vet V.U € D, u D, tel que

{x,x,} cU, f(Uy) g V. contradiction avec (1).

@)= (1)

Soit V € D[f(xo)] et U prévoisinage de X, tel que f{(U) c V
ona:f(U)cVeVy={x)eflU);f{x)e V
donc pour x € Uc X tel que f(x) e V,3U, € D,uD,tel que {x , xo} c U,
et flU)cV (pér hypothése).
U, € D, u D, et xo € U, = U, voisinage de X, d’autre part pour tout x € U

tel que f(x) € V, on ax € Uy = U c U, et par suite la condition (1) est vérifiée

C.q.F.D.
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Remarque 1 :

Etant donnée deux applications £: (X, D;) —— (Y, D;) et
g (Y,Dy)) —> (Z, D), dans le cas général des r-espaces, si { est r-continue en x,

et g r-continue en (%), alors gof n'est pas toujours r-continue en X,.

Exemple 2 -

Di=1{¢, X, {x}, {x. %}, L x
D:=1{o, Y. {vo}, {v:}}
Dy={0. Z, {202, }}
fx))=y: gof(x1) =2z
f est r-continue en X, ; en effet :
U={x};3U,={x,,x,} tqUcU et RU)cV
si V=1{y,}

U={x,x%,},3U,=U et (U)cV.
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s1 V =Y, 1l suffit de prendre dans tous les cas U, = X de méme, on montre que g st
r-continue en yy = f(x,).
siW={z ,2z,} — U= {Y1} ,AU,=Utelque Uc U, etg(U)cW
siW=2Z2Z onchoisitU, =Y.
Par contre, on voit bien que pour W = {2 | z,} et U prévoisinage de x, tcl que
U={x,,x,, X, | avec goflU) = {2, , z,}< W il n'existe pas de voisinage U,
de x, tel que U c U, et gof(U) € W, ce qui montre que gof n'est pas r-continue en X;.
On peut voir que, la composée de deux applications est r-continue dans les cas
suivants :
1) si f r-continue en X, et g continue
i) si f r-continue en X,, f ouverte et g r-continue en f(x,)
ii1) si f r-continue en X,, g r-continue en f(xo) et V W voisinage de g[f(x)] , V U € D,
tel que flU) c g”'(W), 3 Vouvert de Y
tel que f{lU) c V c g''(W).

Démonstration :

{:(X,D)—>(Y,Dy)

g:(Y,D)) —> (Z,D5)
~1) Soit W un voisinage de gof(xo) et U un prés voisinage de X, tel que gof(U) c W
alors f(U) c g™ (W).

existe t-11 U, voisinage de X, tel que U c U, et gof(U;) c W. -
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Ona:
gol(xp) € W € D3 = f(x0) € g''(W) e D, (car g continue)
g"'(W) ouvert de Y contenant f{x,), donc voisinage de f(x,), et il vérifie
fU) c g(W).
f étant r-continue en X,, alors 1l existe U, voisinage de x, tel que U c U, et
f(U)) c g'(W) = gof(U)) c g[g(W)] = W = gof est r-continue en Xq.
-11) Soit W un voisinage de gof(x,) et U prévoisinage de X, tel que got(U) ¢ W.
U=Uuvu {xo} avec U' € D.
V=1f{U)=f{U)u {yo} est un prévoisinage de yo = {(xy) (car {(U') est un ouvert
de Y) et 1l venfie g(V) c W.
g étant r-continue en y, = 3 V), voisinage de yy tel que V. V, et g(V,)) c W.
V. voisinage de f(x,) et U prévoisinage de x, tel que f{U) ¢ V, alors, puisque f est
r-continue en X, , 3 U, voisinage de x, tel que U c U, et f{U,) c V,
= gof(U)) < g(V,) € W et gof est r-continue en X,
_1i1) Soit W un voisinage de gof(x,) et U un prévoisinage de x, tel que gof(U) ¢ W
alors f(U) c g’'(W).
U=Uuv {Xo} tel qqu‘ e D,
ona: U cU= f{U)c f(U)cg(W)
et d'aprés I'hypothése iii), il existe V € D, tel que f(U') c V c g'/(W)

Sionprend M=V U {f (xo)} ., M sera un prévoisinage de f(X,) = yo
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tel que g(M) = g(V) U {gof(x,)} c W

= 3 M, voisinage de y, tel que M ¢ M, et g(M,) € W (g r-continuc)

(f r-continue)

= 3 U, voisinage de X, tel que U c U, et f(U)) ¢ M,
= gof(UpcgM)c W
= gof est r-continue en X,.
Remarque 2 :
On peut montrer sur un exemple, qu'aucune des conditions 1) , 1) et 1it) n'est

suffisante pour que gof soit r-continue.

X Y Z

Dl={¢a X, {Xl’ Xzz} > {Xs}}
D, = {¢, Y, {Y1} , {Y2}}
D3:{¢,Z> {Zx}}
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U=1{x},3U,={x,, x,} /Uc U, et gof(U)) = {z,} cW

Siw={z}
U= {x,,%x,},3U,=U/gol(U) - {2,} ¢ W .
U={x}, 30 ={x, x}
U={xl,x2},3U1=U

SiW=2

U={x,,x,},3U;=X
U=X,3U,=X
Donc gof est r-continue en Xx.

-1) g n'est pas continue :
SiW={z} eD; g'(W)={y,, y,} ¢ D
-11) f n'est pas ouverte :
{xl ’ Xz} € Dy, mais f({xl , Xz}) = {Y1 ’ yz} ¢ D,
_1i1) g n'est pas r-continue en y, = f(x;)
St W= {zl} ,U= {yl , yz} , il n’existe pas U, telque Uc U, etgU;))cW.
on revient aux r-espaces de la forme (X , D; U D;) et on démontre la proposition

sutvante :

proposition 1:f:(X,D) —> (Y,Dy)Dy,g:(Y,Dy) —> (Z, Dy)

Dy, D, et D3 sont de la forme D; U D;.
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S1 f est r-continue en X, et g r-continue en f{X,) = y, , alors gof est r-continue en
Xo.

Démonstration -

Soit W e D{gof(xy)] , x € X tel que gof(x) e W
existe t-1l U; € D, tel que {)\ , xo} c U, et gof{(U)cW ?
ona:W e D[gof(xp)] , x € X tel que gof(x) e W = f(x) € Yetg[l(x)] e W
(g étant r-continue en {(xy)) = 3 U, € D, tel que {f(x) , f(xO)J1 c Us et g(U;) cW.
onal,; e Dyetf(x) € Uy = U, € D[f(x0)] et f(x) € U,
(f r-continue en xp) = 3 U; € D, tel que {xo , x} c U, et f{U;) c U..
Donc : V W € D[gof(x0)] , x € X tel que g[f(x)] € W, 3 U, e D, tel que
{x , xo} c U, et g[f(Up)] = gof(U;) c g(U,) € W = gof est r-continue en X,.

Proposition 2:

Soient (X , D)) et (Y, D) deux r-espaces et A ¢ X.
On dit que l'application f : X ——> Y est continue si et seulement si, pour toute
r-suite généralisée (X;)scs d'éléments de X, qui converge vers X, € X relativement a A,
la r-suite généralisée [f(x,)]scs converge vers f(xo) relativement a f(A).

Démonstration -

C.N ) Soit W € Dya)[f(x0)], [ étant continue, alors : V=1 (W) e Da(xy)

(VeD;,AcVetx; e V)et comme (Xg) —> Xo, alors il existe sy € S tel que
Vs>spona: x,e V=1 (W) et par suite f(x;) e W= [{(Xs))scs ——— (%)

f(A)
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?
CS)SoitBe D, = fi(B) e D,
BeD,=C=X-Bestunfermé dansy.
Soit X, un point adhérent a £'(C) relativement 3 A < (d'aprés le théoréme 5 du

chapitre III) il existe une r-suite généralisée de points de f'(C) qui converge vers X,

Th 1IES
relativement & A, qu'on note (Xg)ses = (f(Xs))ses ——> (%) < f(xg) est
: par hypothése f(A)
un point adhérent a C, donc x, € f'(C) fermé.
fi(C)=f(X-B)=Y - f!(B) = f'(B) est ouvert .

ie f'(B) € D, = fest continup.

Dans [6] on a introduit une classe d'applications qui présentent d'autres
particularités en plus de la continuité, et qu'on a nommé lapplications totalement
continues, définies de la fagon suivante :

Définition
(X, D)), (Y, D;) deux r-espaces, f une application continue de X dans Y,

A,BcY/AnB=etBe D,

f est dite totalement continue au point x € X si : elle vénfiée la condition suivante :

Scpour tout voisinage W de f{x) contenant B on a W n A # & alors V V voisinage de x

contenant f'(B)ona: VA fi(A)= .

* { est totalement continue sur X, si elle est totalement continue en tout point x € X.

Proposition 3:

(X, Dy), (Y, D,) deux r-espace et f une application continue définie de X dans

Y. f est totalement continue en tout point x € X Ssi :
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VA,BcY telque AnB =0 B e Dy, 3 (f(X))ses r-suite généralisée de points
de Y tel que a partir d’un certain rang f{(x,) appartient a A et pour laquelle f{(x) est un
point adhérent relativement a B aiors, il existe dans X une r-suite généralisée (xy)
tel que a partir d’un certain rang x; € M, f{M) c A et pour laquelle x est un point
adhérent relativementa N € D, , F(N )< B.

Démonstration -

C.N : f(x) point adhérent a [f(x;)]scs relativement a B < WeDg[fx)], Ik € S tel que
Vs2k, f(x;) € Vet comme f(x;) € A a partir d'un certain rang, alors on pecut d‘irc
qu'a partir d'un certainrangona : f{(x,) e ANV=>VnNn A3 VYV e Dy[f(y)],

V N A # O et comme f est totalement continue en x = V U voisinage de x contenant

f'B)ieVUe D, (x)ona: UnfiA)=D.

£1(x)
Posons M = f'(A) et N = f'(B) € D, (car f continue) donc on a :

vV UeDnx) UnM =, sion considére la suite (xs) telquex, € UNn M # I

alors (X,)ses €st une r-suite généralisée d'éléments de M < X, qui converge vers x

relativement & N (voir démonstration du théoréme III-5).

Th 1113
= X est un point adhérent a (x;) relativement a N.

C.S ) Montrons que f est totalement continue en tout pomtx € Xie VA, BcC,

BeD,, AnB=0,S1iWe Dy[f(x)]jona: WnA+x I =>V Ve Drl(B)(x):

VA =O.

Soient A,BcY,BeD,, AnB=ZetWe Dy[f(x)] telque WNn Az =
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3 (ys)ses r-suite généralisée de points de Y qui converge vers f(x) relativement a B =
f(x) est un point adhérent a (ys)ses relativement a B, ce qui donne par hypothése
l'existance d'une r-suite généralisée d'¢léments de X, et tel que x; € M a partir d'un
certain rang et {M) c A et pour laquelle x est un point' adhérent relativement &
NeDetfN)cB=>VVeVyx),IkeS telque Vs>2k,x,e Vet x, e M,
4 partir d'un certain rang = M N V = J a partir d'un certain rang , {M) ¢ A =
M) c A =M c rl(A) = A A V = O, dautre part {N) c B =

N c (B)

donc V V voisinage de x contenant £'(B), V contient N = t{(A) A V = &

VVeD,,(x)etdonc f est totalement continue.

1(8)
Proposition 4:

(X, D)), (Y, Dy) deux r-espaces, f une application continue définie de X dans
Y; alors { est totalement continu'e en tout point X € X ssi :
VA,BcY,AnB=J, B e D, il existe une r-suite généralisée (ys) dans Y qui
converge vers f{(x) relativement a B et telle qu'a partir d'un certain rang ky € S,
ys € A alors 1l existe dans X une r-suite généralisée (Xs)scs telle qu’a partir d'un
certain rang X € M, f{(M) < A et qui converge vers X relativement 4 N € D tel que
f(N)c B.

Cette proposition découle directement de la proposition 3 et du Théoréme I11-5.
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