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INTRODUCTION

Etant donné un ensemble non vide X muni de deux topologies Û! et 02, il est

facile de caractériser les éléments de (X 0i) et (X Ô2), ainsi que leurs ouverts, leurs

fermés, leurs bases,...etc.

Par contre, si nous considérons l’ensemble X muni des deux topologies 0, et

02, plusieurs problèmes se posent, à savoir la structure de (X, 0i 02) qui 11'est pas

en général un espace topologique, et la caractérisation des éléments de cet espace.

En 1983, Monsieur Igor Zuzcâk introduit une nouvelle classe d’espaces, qu’il a

nommée r-espaces topologique [1], comme étant une généralisation des espaces

topologiques usuels, où plusieurs questions trouvent leurs réponses.

Dans le présent travail nous essayons de développer quelques notions données

par Igor Zuzcâk dans [1], [2] et [3].

Dans le chapitre I :

nous nous intéressons à démontrer que les espaces polytopologiques, c’est à

dire, de la forme X , \3 0. avec 0i topologies usuelles, sont des r-espaces et
V = V '

à introduire la notion de r-topologie induite.
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Dam le chapitre 11 :

On étudie les bases d’un r-espace, et leurs propriétés et particulièrement les

bases d’un r-espace X , 0- , ainsi que la caractérisation des ensembles
> \ 'J

d’une polytopologie.

Dans le chapitre III

On introduit la notion de r-suites généralisées, et leur convergence, la relation

qui existe entre r-suites généralisées et r-fïltres [6] sur un r-espace, tout en faisant

l’analogie avec les notions topologiques usuelles [4] et [5],

Dans le dernier chapitre :

On s'intéresse à la notion de continuité dans un r-espace (continuité, continuité

en un point, r-continuité) et on introduit une classe d'applications qui présentent

d’autres particularités en plus de la continuité, qu’on appelle applications totalement

continues [6].
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CHAPITRE 0

RAPPELS SUR LES R-ESPACES [1]

Etant donné un ensemble non vide X, et une relation p définie sur P(X) :

ensemble de parties de X, on considère les propriétés suivantes de p :

Ri) VAçX,3BçX tel que A p B

R2) (j) p (J>

R3) Si A p B alors AçB

R4) Si A p B alors B p Et

Rs) Si Aç B et B p B alors il existe un sous-ensemble C de X tel que

ApCetCçB.

Ré) Si A p B alors il n’existe pas de sous-ensemble C de X tel que AçCc B,

et CpC.

Définition 1 :

La relation p vérifiant les propriétés Ri - Ré est appelée relation de fermeture

sur P(X).

La paire (X , p) est appelée r-espace.

Définition 2 :

(X , p) un r-espace, si pour les sous ensembles A et B de X on a :A p B, alors

on dit que B est la fermeture de A.
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Le sous-ensemble A de X qui vérifie A p A est dit fermé, le complémentaire

d’un fermé est appelé ouvert.

Définition 3 :

Un sous ensemble A de X est appelé intérieur de B ç X si (X - A) est la

fermeture de (X - B).

La relation CT définie sur P(X) par :

A CT B <=> (X - B) p (X - A), est appelée relation d’intérieur relative à p.

Théorème 1 :

(X , p) un r-espace, CT la relation d'intérieur relative à p, alors cr satisfait :

K]) VAçX,3BçX tel que B a A

K2) X a X

K3) Si B a A alors B ç A

K4) Si B CT A alors B CT B

K5) Si B çz A et B CT B alors il existe un sous-ensemble C de X tel que C CT A et

BçC.

K*) Si B CT A alors il n’existe pas de sous-ensemble C de X tel que BcCç A

et C CT C.

Théorème 2 :

Soit CT une relation définie sur P(X) qui satisfait les propriétés K! - Kÿ. On

définit sur P(X) la relation p par :
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(A p B) <=> (X - B) CT (X - A); alors p est la relation de fermeture sur P(X),

(X , p) est un r-espace et CT la relation d'intérieur relative à p.

Donnons les notations suivantes qui seront souvent utilisées dans ce qui suit :

X un ensemble non vide, FçP (X), AçXetxe X:

= {B G Y ; A ç B}

A}

F(x) = {B G ¥ ; X e

Théorème 3 :

Soit (X , p) un r-espace alors la classe des fermés de X :

T = {A ç X , A pA} vérifie :

Q,)i X G i

Q2) V A ç: X et B G AT, il existe un élément minimal C de Ax tel que

AçCçB.

Théorème 4 :

Soit X un ensemble non vide, t ç P(X) vérifiant Qi et Q2, définissons sur

P(X) la relation p comme suit :

A p B <=> B est l'élément minimal de At. (*)

Alors p vérifie toutes les propriétés - R* et T est la classe de tous les fermés

du r-espace (X , p).

5



Théorème 5 •

Soit (X , p) un r-cspace, x la classe de tous les fermés de X, alors la classe de

tous les ouverts de X :

D - {A ç X / (x - A) G r}, vérifie les conditions :

Q'j) <t> , X e D

4) V AçXetBe AD, il existe C élément maximal de AD tel que B ç C ç A.

Théorème 6 :

Soit X un ensemble non vide et D ç P(X) vériliant QL et Ci, alors, la classe

T - {A ç: X : (X - A) e D} vérifie et Q2 et D est précisément la classe de

tous les ouverts du r-espace (X , p), où p est la relation définie sur P(X) par (*).

Remarque 1 :

Un r-espace peut être défini à partir de :

1) - La relation p vérifiant les propriétés Ri - Rÿ, ou

2) - La relation a vérifiant les propriétés Ki - K*, ou

3) - La classe x vérifiant les propriétés Qi) et Q2), ou

4) - La classe D vérifiant les propriétés Qt) et Qj )

Renuirque 2 :

(X , x) un espace topologique, x la classe de tous les fermés de X, on définit la

relation p sur P(X) par :

A p B O B est la fermeture de A.
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Il est clair que p vérifie les propriétés R, - R*.

Remarque 3 :

Dans un r-espace X, un sous ensemble A, peut avoir plusieurs fermetures ou

plusieurs intérieurs.

Remarque 4 :

Etant donné un ensemble fini X, toute partie de P(X) contenant X et <J), vérifie

Qj et ) donc c'est un r-espace.

Définition 4 :

Un sous-ensemble de X de la forme {x} KJ A avec x G X et A ouvert est

appelé prévoisinage de x. Un voisinage de x est un ouvert qui contient x.

Définition 5 :

(X , D) un r-espace, AçX

A est ouvert ssi : V x G A , V V! G D, 3 V2 G D tel que {x} VJ V, ç V2 ç A.

A G D
V, ) y,

x
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CHAPITRE 1

ESPACES PQLYTOPOLOQIQUES

ET R - TOPOLOGIES INDUITES

I - Espaces polytopoloqiques :

Propos i t i on 7 :

Si (x , 0j) , (x , 02), .... , (x , 0n) sont n - espaces topologiques, alors

x , [J 0i ] est un r-espace.
i = 1

Démonstration :

(x , 0i) espace topologique, ai ja relation d'intérieur associée à 0,

(x , 0n) espace topologique, an ia relation d'intérieur associée à 0n
n

On note par a la relation d'intérieur correspondante à D = U et définie
i = i

comme suit :

V A c X, V0. , 3 Aj £ 0. tq A.aÿA (Aj intérieur de A)
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et on considère la famille I ={ A; }. = 1 , n

si il existe i, tel que Aj ç A, V j * i , alors A,a A

Sinon : Ai a A V i = 1 , n.

Montrons que (X , D) est un r-espace en utilisant la définition (2) d'un r-

espace.

-KO V AçX,3BçX tel que BoA?

on a : V A ç X 3 Bi ç X tel que Bi CT1 A

soit I = {Bji = 1 , n >

Si il existe i0 " 1 , n tel que Bj çB1() V j * i0 alors B,o a A.

Sinon Bi a A V i = 1 , n .

et par suite :VAçX,3BçX/BoA.

- K2) X a X ?

I = {A.X-n = {X}ÿXaX.

- K3) Si B a A => Be {Aâ _
r— 3 j tel que B = Aj

on a : X ai X V i = 1 , n

:=>AjCTjA=>AjÇ:A ie BçA.

- KO Si B a A alors B a B ?

(K)soit BçX/BoA => 3 j tel que B aj A * BCTJB
Si Bj ç B V j alors B a B.

Sinon Bj a B V i et en particulier pour Bÿ = B.
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- Ks) Si B ç; A et B CT B alors 3CçX/CoAetBçC?

soit BçA et B CT B,

(KQ -> 3 Cj ç X tel que Cj CTJ A et B ç: Cj.

Si il existe k / V (j * k) Cj ç= Ck => Ck CT A et B ç Cj ç= C*.

Sinon V j Cj CT A et B ç Cj C.q.F.D.

- 1Q) Si B CT A alors il n'existe pas de C ç X tel que B c: C ç= A et C CT C ?

IM.B CT A 3 j tel que Bcjj A -> il n’existe pas de C tel que

BcC'çA et C CT) C

=> il n’existe pas de C tel que BcC'ç Act C'CTC.

C.q.F.D.

II - Notion de r-topoloqie induite :

On sait que dans les espaces topologiques, par exemple (X , D), le Système

DA = {AflB / BeD}, A c X, construit une topologie sur A,((A , DA) est

un espace topologique); cette propriété n'est pas vraie dans le cas de r-espaces,

donc,si (X , D) est un r-espace (A , DA) ne l'est pas en général.

Donnons le contre exemple suivant :

Exemple :

G étant l'algèbre universelle.

D = {Sous-ensembles de G} IJ { <f> }
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D est une r-topologie, en effet, montrons que D satisiait les deux conditions

Q,) et Q2).

Q,) , cj> , G e D (évident)

Q2) soit A c G , le système AD = {k G G / k ci A) est ordonné

partiellement par la relation d'inclusion, etonaÿ GAD =>AD (j)

d'autre part, il est clair que la réunion d'une chaîne arbitraire de sous-algèbres de G

appartenant à AD est une sous-algèbres de G appartenant à AD, et par suite d'après

le théorème de Zom , on a :

V B e AD , 3 C maximal de AD tel que B ç C ce qui démontre Q2 )

Soit Ac G ; DA = {K n A , tq K e D }

On remarque que (A , DA) n'est pas une r-topologie car K n A n'est pas une

sous algèbre.

Par contre, dans le cas d'espaces polytopologiques (X , D)

tel que : D = Dicj D2 ... u Dn (Di : topologies usuelles)

DA constitue une r-topologie sur A et on a :

DA = Û DA
i = 1



CHAPITRE II

NOTIONS DE BASES DANS IES R-ESPACFS

En utilisant les mêmes notations introduites dans l'article [2], on donne la

définition suivante :

Définition 1 : (X , D) un r-espace

Une classe p c D est dite base de D, si elle vérifie les deux conditions

suivantes :

1°/ Si A e D et x e A, alors 3 V € P tel que xeVcA.

2°/ Si Ac B c X , A e D , x e B-A et V V e p.VcA,

3 Vj e D tel que ({x} u V) c Vjc B, alors 3 V2 € D tel que

({x} u A)çV2CB

Remarque 1 :

Si (X , D) est un espace topologique et D la classe de tous les ouverts de X,

alors la classe xcD qui satisfait la condition 1°/ de la définition, est une base de D
ire

au sens des r-espaces (ie la condition 2°) se déduit de la 1 ).

En effet :

Soit T c D tel que la condition 1°) est satisfaite, montrons que 2°) l'est aussi :

AcBcX.Ae D , x e B-A
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soit yeA=>3Vei tel que y G VcAcB (d'après 1 °)

=> 3 Vj G D tel que ({x} V) cz VJ CZ B (d'après la condition même)

alors 3 V2 = (Vj u A) e D tel que ({x} CJ A) œ V2 CZ B C.Q.F.D

Théorème 1 :

Soit X un ensemble non vide, Dj et D2 deux topologies sur X et soit

D = D} u D, , on sait que (X , D) est un r-espace, alors on a l'équivalence suivante :

AeDoV {xj , x2}c A , 3 V G D tel que {xj , x2}çVçA.

Démonstration :

Condition nécessaire (C N) :

Soit A ç X , A e D, V (xj , xÿ,) e A2 , 3 V = A e D tel que {xj , x2}çV çA.

(C.S) : soit A ç X et x e A , V G D tel que V çz A , existe l-il

Vj G D tel que {x} u V ç Vt ç A ?

On a : D = Dt u D2 , supposons que VGD)

par hypothèse on a : V {x , y , }cz A , 3 V'i G D tel que {x , y , } cz V, ç A

a) S'il existe A tq V'i G DJ on aura :

= Vj V G Di et donc ({x} u VjcVÿAÿA ouvert.

b) par contre si V yi G A , Vj G D2
V ç= A on a : V yj G V, 3 Vj G D2 tel que : {x , y, } cz V, çz Acomme
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Soit K = (J Vj , VcK
Yi eV

et dans ce cas, on prend Vl = K e D2 c: D et on aura :

({x} u V) cK çA=> A ouvert.

Ce qui achève la démonstration.

Définition 2 :

Soit D - Dj D0 , Dj et D,, deux topologies usuelles.

On considère le r-espace (X , D) et P a D. On dit que P est une p-base de 1) SSi :

A e D O V {xj , x2} cz A , 3 V G P tel que {x, , x2]çVçA.

Caractérisation des ensembles d’une polvtopologie :

Soit (X , D) un r-espace avec D = Dj o D2 D3 , Dj (i = 1 , 3) sont des

topologies usuelles, alors on a l'équivalence suivante :

Ae D» VF ç: A, Card F < 3 , 3 U e D tel que FçUçA

Démonstration :

C.N : Soit A G D , V F ç A, (Card F < 3) , 3 U = A G D tel que Fç U ç A

C.S :

Soit A ç X , supposons que V F ç A(Card F < 3) 3 U G D tel que

Fç U ç A et montrons que A G D (ie : V x e A , V V G AD, 3 V G D tel que

({x} V)cV,çA)
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- Soit x G A, et V G AD, prenons V G Dr existe t-il V G D tel que :

({x} u VjcVÿA)?

a) S'il existe F (Z A(Card F < 3 et x G F) pour lequel U G D( on aura

({x} u VjçFuVçUuVçA

U o V tel que ({x} V) ç V, ç A d'où A G 1)donc il existe V.

b) Si V FçA (Card F < 3) et F contenant x , les ensembles IJ ne sont pas dans D

dans ce cas, prenons tous les points xj G V tel que 3 Wj G D, et

{xj , x}cWj a A

et soit K U W;

* Si V c K , il suffit de prendre V, - K

* Si V (Z K , alors 3x,e V - K , comme xÿ e V => 3 Mj G D tel que

{x, .xÿxJcMjÇA

(Mj G , car sinon il serait indu dans K)

donc Mj G D3 et soit L = UMj
j

# Si V c L il suffit de prendre Vj'= L

#SiV(zL=ÿ3x3G V-L , G V => 3 Nk G D tel que {x2 , x3 , x} a Nk cz A

D2
Nk G

D3
Si Nk G D3 => Nk CL=>XJG L (contradiction)
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Si Nk G D2 => Nk cz K => G K (contradiction)

et donc forcement V cz L (C.Q.F.D).

Généralisation :

On peut généraliser ce résultat à n espaces topologiques :

soit (X , D) un r-espace avec D = D, D2 o . Dn , alors on a l'équivalence

suivante :

A G D« VFçA (Card F < n) , 3 U G D tq F ç U ç A.

Théorème 2 :

Soient (X , Di) , (X , D2) deux espaces topologiques de bases respectives B, et

B2, alors (X , Dt CJ D2) est un r-espace de base Bi o B2.

Démonstration :

Posons D = Ü! KJ D2 et B = Bi u B2. (D est un r-espace d’apprés la

proposition! chapitre I).

Montrons que B est une base de D.

1°) soit A G D, supposons que A G Di , Ü! étant une topologie de base Bh alors

V x G A , 3 V G Bj c B tel que x G V cz A.

2°) soit W un sous - ensemble de X et A G D tel que A c W.

Supposons que A G D! et x G W - A.

Soit y) G A 3 Vyi G Bi <z B tel que y!G Vyicz A (d'après 1°)

et d'après la supposition il existe V* G D tel que : ({x} u Vyj ) cz V* cz W
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a) - Si V* € Di => (V* uA)e DjC D, d'où l'existence de :

V2 = ( V* u A) € D tel que ({x} u A) C= V2 CZ W ce qui donne 2°).

b) - Si V* É Di ie V* G D2 on a : pour tout yk G A , 3 Vyk G B tel que

yk G V>kc A et d'après la supposition, 3 VJGD tel que ({x} u Vyk) <= VJcW,

s'il existe V*k G DI, on aura le même résultat que dans a) sinon, il suffit de prendre

V = U V* G Dfc on aura alors :
ykeA y“

yk G A et yk G Vy => U {yk} c U V*
ykeA yk e A 7k

=>AcuVyk
, si on pose V = U Vyk on aura l'existence de V2 = A uV e D2 a D

U.{y,} -A
yk eA

tel que ({x} u A)CV2CW d'où 2°).

Remarque 2 :

Ce résultat n'est plus valable dans le cas de trois espaces (X , DO , (X , D2),

(X , D3) de bases respectives Bi , B2 , B3. Donnons le contre exemple suivant :

Exemple :

Soit X = {xj , x2 , x3 , y}

Bi = {{x, , y} , {xj , {x3}}

B2 = {fa , y} , {x,} , {x3}j

BJ = {{x, , y} , {x,}, {xJ}

18



(X , DO , (X , D2) et (X , D3) sont des espaces topologiques de bases respectives B, „

B2 et B3.

Dt = {<t> , X , {xj , y} , {x2} , {x3} , {x2 , x3} , {xl , , y} , {xt , x3 , y}}

D2 = {<J>,X, fo.y}, {x,} , {x3} , {x, , x3} , {x2 , x, , y} , {x3 , x2 , y}}

D3 = {(j),X, {x3,y}, {xj , {x2} , {xj , x2} , {x3 , x, , y} , {x3 , x2 , y}}

on va montrer que = B] u B2 u B3 n'est pas une base du r-espace

D = D| u D2 u D3.

Si on prend A = {x, , x2} e D.

B = {xj , x2 , x3} c X et A <= B.

x = x3 G B \ A.

On voit que V Veÿ VcA,BV,eD tel que {x}uVçV,tU

mais il n'existe pas V2 G D tel que : {x}uAçV2cB.

donc la condition 2°) de la définition n'est pas satisfaite. C.q.F.D.

Théorème 3 :

Soient , D2 et D3 trois topologies sur X, de bases respectives Bi , B2 et B3,

et soit B- = {AJ A2/(A! , A2) G B,2} alors B = Bÿ u B2 u B3 est une base de

D = Di D2 U D3.

Démonstration :

1°) soit A G D (supposons que A G DO
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V x e A , 3 V! G B! tel que x G œ A , Vi = Vj u V! G BJ <Z B

donc :VAGD,VXGA,3VIGB tel que XG V|CA.

2°) soit AcEcX, Ae Diet Xo e E \ A,

Xi G A , soit Vi G B tel que il existe W G D satisfaisant : {x0} oVl a W c E

supposons que Vi G BJ C B.

a) si W e Di , on prend k! = W A e Di c= D tel que

{x0}uAckicE C.q.F.D.

b) si W g Dj , soit W G D2

si x2 G A => 3 V2 G B! tel que x2 G V2 a A

Wj : tous les ouverts de D2 contenant V2 et Xo , et soit k2 = U Wj

(*) Si Ac k2 , on prend k = k2 , ce qui donne ({x0} u A) c: k c= E.

(*) Si A çt k2 =î> 3 x3 G A - k2 => 3 V3 G Bi tel que x3 G V3 C A.

par hypothèse ona: V2u V3G BJ <z B.

Considérons tous les Uj tel que ({x0} u V2 V3) c: Uj c: E.

Uj G D3 (car sinon il serait indu dans k2 or x3 G UJ et x3 ë k2)

et soit k3 = U Uj
J

(o) si A CL k3 , on prend k = k3 , et ({x0} A) c k c E

(Q) sinon, A<zk3=>3x4GA-k3,X4GA=>3V4GBi tqx4GV4c:A,ona:

V3 u V4 G Bj C B, et supposons l’existence de M, tel que :
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({ÿj u V3 V4) c M, c E , on a alors deux possibilités :

M, e D2 OU bien M, e D3.

(*) si M, e D2 => M* cz k2 contradiction avec x3 e A-k2 et x3 e M4.

(*) si M4 e D3 => M, c: k3 contradiction avec X4 e A-k3 et X4 e M,.

et donc forcement A cz k3 (ce qui achève la démonstration).

Généralisation :

Soient Di , , Dn n topologies sur X de bases respectives Bi , B2 , , Bn , et

soit :

B‘ = {A j u A2 U ... u An_,/Ak e Bj k = 1 , n - l}

alors B = Bj u Bj u ... Bn est une base de D tel que :

D = Dj D2 O .. Dn.

Démonstration :

1°) A e D (A e DO ; V x e A => 3 V e Bi tel que :

x e VcA,orV = VuVu...V(n-l) fois => V e B, cz B

et donc :

VAeD,VxeA,3VeB tel que xe Vc A.

2°) soit AcEcX, Ae Dj <z D , Xo e (E - A) et supposons que V V e B

(V G Bj) V <z A , 3 W e D tel que ({xÿ V) cz W c E.

a) Si W e Di , on prend k = A u W e Di cz D tel que ({xo} u A) CZ k cz E
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b) Si W g Dj , soitv*E D2

on prend x2e Aÿ>V2eB1 tel que x2 G V2 c: A.

considérons tous les ouverts Wi de D2 contenant V2 et le point Xo

et soit k2 = U Wi .
i

1° Cas : si A cz k2 , il suffit de prendre k = k2 et ({XQ} U V2) ck2cE.

2° Cas : si A cz: k2 , 3 x3 G A - k3 , x3 G A => 3 V3 G Bi tel que

x3 e V3 c A , par hypothèse on a : V2 u V3 e B, c B.

Considérons tous les Uj tel que ({x*)} u V2 V3) cz Uj cz E.

Uj G D3 (car sinon il serait indu dans k2 , or x3 G Uj et x3 g k2)

et soit k3 = U Uj.
J

o Si A c: k3 , on prend k = k3 et ({x0} u A) c k c E

aSiA<zk3,3x4GA-k3,x4GA=>3V4GBi / X46 VicA, pour

V2 u V3 u V4 G B’, c: B, 3 Wk G D tel que ({xo} V2 VJ V3 vJcWtcE,

Wk g D, , Wk g D2 et Wk g D3.

Prenons Wk G D4 et soit IC4 = U Wk.
k

(*) si A c: ki on prend k = ki

sinon 3 x5 G A - k4...

on suppose qu'on arrive à l'ordre n , c'est à dire, qu'il existe kn G Dn.
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(#) si A c kn , on prend k = kn

(#) sinon 3 xÿe A-k„, x„+i G A => 3 Vn+iG B! / Xn+i G Vn+1 ci A.

G B', c B.on a : V3 u V4 u ... Vn + 1 î

7
pour V G B , 3 W) G D tel que ({XQ} U V ) cz Wi cz E

Dn- 1

Wi G

Dn

* si W! G Dn => wi c kn , contradiction avec le fait que x„+ j G A - K„et

Xn+l e W!.

donc forcement Ackn C.q.F.D.
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CHAPITRE III

NOTION DE R-SUITES GÉNÉRA 1.1.SÉF.S

Définition 1 :

Un ensemble non vide , S muni de la relation ">" est dit r-dirigé si :

1°) V s G S ; s > s

2°) V (st , s2) G S2 , 3 s0 G S tel que s0 > Sj et s0 > s2.

Définition 2 :

Soient (X , D) un r-espace et S un ensemble r-dirigé. On appelle r-suite

généralisée de points de X, toute application f tel que :

f : S->X

f(s) = Xe et on note (Xs)8s e s

Limite d’une r-suite généralisée :

Définition 3 :

une r-suite généralisée de points de X, etSoit (X , D) un r-espace, (Xs)8 E S

AcX.

On dit que (XsX e s converge vers Xo relativement à A ssi :

V.V G VA (xo) , 3 s0 G S , s > s0 on a : Xj G V et on note :

lim Xs = xo ou (xg) — > Xo. avecseSS.A
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v* (Xo) = [DA (X.)] = {BS X / 3V e DA (x„), V ç B}
DA(XO) : ensembles de voisinages de XQ contenant A.

Théorème 1 :

Soient AcBcX, (Xs)8 une r-suite généralisée qui converge vers Xo£ S

relativement à A, alors (xÿ converge vers Xo relativement à B.G s

Démonstration :

Soit V e VB (xo) => 3 V' G DB(xo) :V'çV alors BcV' et V' voisinage de Xo,

or A c B => V e VA (xo) et donc :3 s0 e S tel que V s : s > s0 , x* G V

=> W ■> XQ.
8 £ S B

Théorème 2 :

Soit (X , D) un r-espace, AcX, alors A est ouvert si et seulement si, pour

qui converge vers x e A relativement à B e Ptoute r-suite généralisée (Xa)s e s

(P base de D) (BcA) 3 k G S tel que Xg G A V s > k.

Démonstration :

C.N : soit (Xa)s e s une r-suite généralisée qui converge vers x G A relativement à

B(BCA)OVVG VB(X) , 3 s0 G S/V s G S , s > s0 on a : x* G V (B G D)

on a : B G D et BcA.

A étant ouvert, alors 3 V\G P tel que ({x} o B)cVicA

VÿG VB(x) => 3 k G S tel que XjG V s > k=>
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inversement :

soit A c= X , B G p,BczA et x G A.

et soit (Xg)s e s une r-suite généralisée tel que (xJ ■> x , (ie We VB(x) ,seS B

3 s0 G S, V s e S s > s0 on a Xg G V) et telle que :3ke Sÿe A V s > k.

s0 et k G S 3 t G S tq t > s0 et t > le (S ensemble r-dirigé).

donc : V V G VB(x) , 3 t G S tq V s > t AÿVcAorVe VB(\)

donc A e VB(X) A ouvert.

Dans ce qui suit, nous exposerons une méthode de construction d'une r-suite

généralisée à partir d'un r-filtre et vice-versa, à savoir que la notion de r-fîltres a été

étudié en détails dans [6].

Nous citerons ici quelques définitions qu’on va utiliser dans notre travail.

Definition d'un r-filtre (*)

X un ensemble donné, F ç P(X), on dit que F est un r-filtre sur X, s'il vérifie

les axiomes suivants :

i) F*0

ii) V A,BeF,AoB*0

iii) V AeF,BçX,AcB alors B e F.

Limite d’un r-filtre (**)

(X , D) un r-espace, F un r-filtre sur X , A c X. On dit que x« G X est limite

de F relativement à A si VA(xo) = [(DA(xo)] Q F et on note :
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lim F = xo ou F A > Xo
A

Bases de r-filtre :

X un ensemble donné , p ci P(X) /

-p*0

-VA, Be p,AnB*0

Alors P est appelée base de r-filtre qu'elle engendre c-à-d du r-filtre

F = [p]= {A ç X / 3 V e p, V ç A}

Construction d’une r-suite généralisée à partir <1*101 r-fiJtre :

Proposition 1 :

(X , D) un r-espace, F un r-filtre sur X.

Soit : S = {(A , x) ; A e F et x e A} alors :

l'ensemble S est r-dirigé par la relation ">" définie comme suit :

(A,x)>(B,y)«xe AnB, (A , B e F alors A r» B *0)

Démonstration :

l°/VAeF, Vxe A,xe AnA»(A,x)>(A,x)ÿ ">" est réflexive.

2°/ soient (A , x) et (B , y) G S existe t-il (C , z) G S tel que (C , z) > (A , x) et

(C , z) > (B , y) ?

Ona:A,BGF=>AnB*0 alors 3 z G A n B, et par suite il existe

(C , z) = (A , z) G S tel que : (C , z) > (A , x) et (C , z) > (B , y)

en effet :ZGAAC = A et ZG CnB = AnB.
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et par suite S est r-dirigé.

A partir d'un r-filtre F , on obtient alors une r-suite généralisée définie de la

façon suivante :

f : S X

(A , x)

qu'on note :XF = (X<A J
X(A,x)

(A , x) e S

Construction d’un r-filtre à partir d’une r-suite généralisée

Proposition 2 :

(X , D) un r-espace , (xJB c s une r-suite généralisée de points de X.

Soit Fx={Ac X , 3 k G S , xs G A V s > k} alors : Fx est un r-filtre.

Démonstration :

i) <}> g Fx (par définition de Fx)

?

ii) A e Fx et B G FX => A n B *0.

on a : A G Fx => 3 kiG S , x« G A V s > ki

B G Fx 3 k2e S , Xg G B V s > k2

ki et k2 G S => il existe k G S tel que k > ki et k > k2 et XjG AnB V s > k et

par suite An Bÿ0.

iii) soit A G Fx ,AcBcX.

AGFx=>3kGS,XfiGA Vs>kor(AcB)=>x8GB=> V s > k ,

Xs G B => B G Fx.
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Conclusion :

Fx est un r-fîltre sur X, construit à partir de la r-suite généralisée (Xs)s f s

Théorème 3 :

(X , D) un r-espace, F un r-filtre sur X, (xF) la r-suite généralisée construite à

partir de F, alors le r-filtre construit à partir de (xp) est égal à F.

Démonstration :

Soit F un r-filtre sur X

S = {(A , x) ; A e F , x EA)

(Xp) ~ (X(A . x))(A , x)

V {G C X / 3 (A„ , x„) e S, X|A„ e G, (A , x) > (A0 . X,)}

FY : r-filtre construit à partir de Xp.

r-suite généralisée construite à partir de F.e S

Montrons que F = FXp ?

*) Soit A e F => A*0 alors 3 a € A tel que (A , a) e S

soit (B , y) G S tel que (B , y) ≥ (A , a) y e A n B.

=>X(B,y)eAnBcA=>ÿeAà partir du rang (A , a) => A e FXp

FcFj •et

*) Inversement : soit A e FXF => 3 (B , y) e S / Xp e A

V (G , z) e S : (G , z) ≥ (B , y) on a : xJG z) e A => z e A , V z e G
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iii)
GçA or G e F rÿ> Ae F

=> | Fx> e F

ce qui donne l'égalité : F = FXp .

Théorème 4 :

Soient (X , D) un r-espace, F un r-filtre sur X et (Xg)s €s une r-suite généralisée

sur X on a alors les deux équivalences suivantes :

1 ) (x*)* es — £-> x « Fx x x e X

2) F — > x <=> xK — — » x.

Démonstration :

D

C.N ) : soit (XB)8 eS une r-suite généralisée sur X tel que :

■£-> x <=> V V € VA(x) , 3 s0 e S , V s e S s > s0. Onaÿe V(x.)

=>VeFÿ VA(x) <= Fx => Fx ~Â~* x'

C,S ) : Fx le r-filtre construit sur X à partir de la r-suite généralisée (Xe)3 €s tel que

— > x <=> vA(x) c; Fx => V w e vA(x), 3keS,VseS,s>S,s>k, x« e vv

=> (Xfi)8 es — X.

2) En utilisant la proposition 1 (ie la construction du r-filtre FXp à partir de la r-suite

généralisée (xp) on déduit la deuxième équivalence à partir de la première.
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Théorème 5 :

(X , D) un r-espace, Xo e X, A ç X, on dit que Xo est un point adhérent à une

partie (B c X) relativement à A si et seulement si, il existe une r-suite généralisée de

points de B qui converge vers XQ relativement à A.

Démonstration :

C.S : Soit (Xg)s es une r-suite généralisée de points de B qui converge vers Xo

relativement à A, et soit V € VA(xo) 3 s0 e S, VseS s>s0,xfieV

D'autre part Xg e B => V n B *0 => Xo est un point adhérent à B relativement à A.

C.N : DA(XO) : ensemble de voisinage de XQ contenant A

- DA(XO) 0

-VV,, V2e DA(XO), V,nV2*0.

Alors DA(XO) est une base de r-filtre qu'elle engendre

ie F = [DA(X<,)] - VA(Xo) = {K c X ; 3 V e DA(x0) , VC K)

VA(xo) est un r-filtre qui converge vers XQ, alors on peut construire une r-suite

généralisée qui converge vers Xo (Prop 1 et Th 4).

Considérons maintenant la r-suite généralisée de points de B :

(ÿV.x)) tel que X(V> X) e V n B* 0 et montrons qu'elle converge vers Xo.
(v , X) €S

Soit V e VA(xo) , existe t-il (w , x) e S tel que V (u , y) ê S,(u ,y)ÿ(w , x)

on a : X(U t y) e VP
V e VA(xo) =>V * 0 =>3x e V tel que (V , x) e S prenons (w , x) = (V , x)

(u , y) > (V , x) => y G v r\ u =î> X(U , y) e v u c= V C.q.F.D.

31



CHAPITRE IV

LIMITES ET CONTINUITÉS

Définition 1 :

(X , Di) et (Y , Do) deux r-espaces, Di et D2 étant les classes de tous les ouverts

de X et Y respectivement.

-> Y, alors f est dite continue ssi :Soit f : X

VA e D2 , f 1 (A) £ D,.

La continuité en un point XQ dans un r-espace peut être introduite de la même

manière que dans un espace topologique :

Définition 2 :

-> Y f est dite continue en Xo ssi :Soit Xo E X , f : X

V V £ D[f(xo)] , 3 U e D(xo) tel que f(U) ç V.

Dans un r-espace, la continuité en tout point x E X n'entraine pas la continuité

de f.

Exemple 1 :

Soit X un ensemble infini Dj , D2 c= P(X)

Di = {(j) , tous les sous-ensembles infinis de X et tous les sous-ensembles

de X ayant exactement 10 k éléments k = 1, 3, 5,...}
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D2 = {<j> , tous les sous-ensembles infinis de X, et tous les sous-ensembles de X ayant

exactement 10 k éléments k = 1, 2, 4, 6, ...}

(X , Di) et (X , D2) sont deux r-espaces.

Considérons f : (X , D,) ■* (x , D2)

■> f(x) = XX

soit Xo E X , f(xo) = Xo

et soit V e D(f(xo)] ie V G D2 et f(xo) E V , alors 3uçV = f *(V),

u contient exactement 10 éléments tel que Xo € u et u = f(u) ç V u e Di

et par suite f est continue en Xo e X.

D'autre part, il est clair que si V <z X et V contient 20 éléments alors V e D2,

mais f 'l(V) = V g Di ce qui montre que f n'est pas continue.

Définition 3 :

-*• Y , Xo E X f est dite(X , DO et (Y , D2) deux r-espaces, f : X

r-continue en Xo si :

V V e D[f(xo)] et V U prévoisinage de Xo tel que f(U) ç V , il existe

Ui e D(xo) tel que U ç Ut et f(U0ç V.

Dans l'article [3], on démontre les résultats suivants :

a) f continue ssi f est r-continue en tout point Xo E X

b) Si f est r-continue en Xo, alors f est continue en Xo

c) Dans un espace topologique, f r-continue en Xo f continue en Xo.
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Considérons l'application f : (X , Dt o D2) (y, D3 u 1)J et donnons

la définition suivante :

Définition 4 :

f est r-continue en Xo e X ssi V V e D[f(xo)] , V x G X tel que f(x) G V ,

3 Ui G Di u D2 tel que {x , x0} c= Uj et f(Ui)ç V.

On va démontrer que dans le cas de r-topologies de la forme D; u Dj , les

définitions 3 et 4 sont équivalentes.

en effet :

Notons par (1) et (2) les seconds membres des déf 3 et 4 respectivement.

(1) (2) faisons un raisonnement par l'absurde, supposons que (1) est satisfaite

f(x) G V et V U| G D, u D2 tel quemais, 3 V G D[f(xo)] et x G X tel que

{x , x0}c Ui ftUO £ V. contradiction avec (1).

?
(2)=>(1)

Soit V G D[f(xo)] et U prèvoisinage de Xo tel que f(U) ç V

on a : f(U) ç V <=> V y - f(x) G f(U) ; f(x) G V

donc pour x G U cz X tel que f(x) G V , 3 Uj G Di o D2 tel que {x , x0} c= U!

et f(Ui) ç V (par hypothèse).

Ui G Di D2 et Xo G Ui => Ui voisinage de Xo, d’autre part pour tout x e U

tel que f(x) G V , on a x G U| => U ç U] et par suite la condition (1) est vérifiée

C.q.F.D.
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Remarque 1 :

Etant donnée deux applications f : (X , DO * (Y , Do) et

-> (Z , D3), dans le cas général des r-espaces, si f est r-continue en Xog : (Y , Do)

et g r-continue en f(xo), alors gof n'est pas toujours r-continue en XQ.

Exemple 2 :

f g

yo x Z0Xo X

Xl
ZlyiX2

Zo

ZYX

Di = {ÿ , X , {x0} , {x, , xJ , {x3 , x4}|

D2=U,Y,{y0},{y,}}

D3= {4>, Z. {z„Z,}}
f(xD = yi gof(xO = zi

f est r-continue en Xj ; en effet :

U ={xj ; 3 Ui = {xj , x2} tq UçU! et f(U0 ç V

si V= {yj-

U = {x, , x2} , 3 U, = U et f(U,)çV.
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si V = Y, il suffit de prendre dans tous les cas U! = X de même, on montre que g est

r-continue en yi = f(xi).

siW = {z, ,z2} --> U = {y,} , 3 Uj = U tel que U c: U, etg(U,)çW

si W = Z, on choisit Ut = Y.

Par contre, on voit bien que pour W = {z, , z2} et U prévoisinage de X[ tel que

U = {xj , x3 , x4} avec gof(U) = {Zl , z2}ç W il n'existe pas de voisinage U!

de Xi tel que U ç= Ui et gof(U) ç W, ce qui montre que gof n'est pas r-continue en Xi.

On peut voir que, la composée de deux applications est r-continue dans les cas

suivants :

i) si f r-continue en Xo et g continue

ii) si f r-continue en Xo, f ouverte et g r-continue en f(xo)

iii) si f r-continue en Xo, g r-continue en f(xo) et V W voisinage de g[f(xo)] , VUe D|

tel que f(U) ç g_1(W) , 3 V ouvert de Y

tel que f(U) çVç g‘l(W).

Démonstration :

f : (X , D,) *(Y,D2)

(Z,D3)g:(Y,D2)

-i) Soit W un voisinage de gof(xo) et U un prés voisinage de Xo tel que gof(U) çz W

alors f(U) ç gÿW).

existe t-il U! voisinage de Xo tel que U ç Ui et gof(Ui) ç W.
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On a :

gof(xo) G W G D3 => f(xO) G g"‘(W) G D2 (car g continue)

g_1(W) ouvert de Y contenant f(xo), donc voisinage de f(xo), et il vérifie

f(U)çg‘(W).

f étant r-continue en XQ, alors il existe Uj voisinage de Xo tel que UçU[et

f(U]) ç g'‘(W) => go£(Ui) çz gtg'ÿW)] çW=> gof est r-continue en Xo._
ii) Soit W un voisinage de gof(Xo) et U prévoisinage de Xo tel que gof(U) ç W.

U = U' {x0} avec U' G DJ.

V = f(U) = f(U') u {y0} est un prévoisinage de y0 = f(x«) (car f(U') est un ouvert

de Y) et il vérifié g(V) çz W.

g étant r-continue en y0 => 3 voisinage de y0 tel que V ç V] et gtVj) çz W.

Vj voisinage de f(xo) et U prévoisinage de Xo tel que f(U) ç Vi alors, puisque f est

r-continue en Xo , 3 U! voisinage de XQ tel que U ç U! et f(Ui)ç Vi

=> gof(Ui)ç g(Vj) ç W et gof est r-continue en Xo_ iii) Soit W un voisinage de gof(xo) et \f un prévoisinage de Xo tel que gof(U) ç W

alors f(U) ç g_,(W).

U = U' u {x0} tel que U G DJ

on a : U1ç U => f(U') ç f(U) ç g ‘(W)

et d'après l'hypothèse iii), il existe V G D2 tel que f(U') ç V ç g_1(W)

Si on prend M = V |f(x0)} , M sera un prévoisinage de f(xo) = yo
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tel que g(M) = g(V) u {gof(x0)j ç W

=> 3 Mi voisinage de y0 tel que M <z Mt et gCMÿ çW(g r-continue)

(f r-conliiiue)
3 Ui voisinage de Xo tel que U ç Ui et f(Ui) cz M î

=> gof(U0 ç g(M,) ç W

:=> gof est r-continue en Xo.

Remamue 2 :

On peut montrer sur un exemple, qu'aucune des conditions i) , ii) et iii) n'est

suffisante pour que gof soit r-continue.

Exemple 3 :

f g
Xi

Zlx

£2
2

L Z2y3X4

ZYX

D, - {<(. , X , {x, , x2} , {x3}}

D2=U.Y,{y,}.{y2}}

DJ={+.Z. {z,}}
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U = {x,} , 3 Ui = {x, , x2} / Uc U[ et gof(Ui) = {z,} ç W

Si W={z,}’

U = {x, , x2} , 3 U, - U / gof(Ut) - {z,} c W

U={x,}, BUrfxpxJ

'U = {x, , x2} , 3 Uj = U

Si W = Z(

U -{x, , x2} , 3 U! - X

U = X , 3 U, = X

Donc gof est r-continue en X!.

-i) g n'est pas continue :

SiW = {z,} £DJ g-*(W) = {Yl . y2} «Di

_ii) f n'est pas ouverte :

{x, , x2} e Di , mais f({xj , x2}) = {y, , y2} s£ D2

_iii) g n'est pas r-continue en y! = f(xO

Si W ={zj , U = {y1 , y2} , il n’existe pas U! tel que U ç Ui et g(Uj)ç W.

on revient aux r-espaces de la forme (X , Dj Dj) et on démontre la proposition

suivante :

proposition 1 : f : (X , Di) ■> (Y , D2) DJ , g : (Y , D2) * (Z , D3)

DJ, D2 et D3 sont de la forme Di Dj.
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Si f est r-continue en Xo et g r-continue en f(xo) = y0 , alors gof est r-continue en

xo-

Démonstration :

Soit W G D[gof(xo)J , x G X tel que gof(x) G W

existe t-il Ui G Ü! tel que {x , x0} c: Ui et gof(Ui) çW ?

on a : W e D[gof(xo)] , x G X tel que gof(x) G W => f(x) G Y et g[f(x)J € W

(g étant r-continue en f(xo)) => 3 U2 G D2 tel que {f(x) , f(x0)} c U2 et g(U2) çW.

on a U2 e D2 et f(xo) G U2 => U2 G D[f(xo)] et f(x) e U2

(f r-continue en Xo) => 3 Ui G tel que {x0 , x} a U] et f(Uj) ç U2.

Donc : V W G D[gof(xo)] , x e X tel que g[f(x)] G W , 3 Ui e tel que

{x , x0} c Ui et g[f(Ui)] = gof(U0 c= g(U2) ç W => gof est r-continue en Xo.

Proposition 2 :

Soient (X , DO et (Y , D2) deux r-espaces et A q X.

-> Y est continue si et seulement si, pour touteOn dit que l'application f : X

r-suite généralisée (xjÿs d'éléments de X qui converge vers Xo e X relativement à A,

la r-suite généralisée [f(x8)]8eS converge vers f(xo) relativement à f(A).

Démonstration :

C.N ) Soit W G Df(A)[f(xo)], fêtant continue, alors : V=f ‘(W) e DA(Xo)

(V G Di , A <z V et Xo e V) et comme (XB) — > Xo, alors il existe s0eS tel que

V s > s0 on a: Xs G V = f *(W) et par suite f(Xe) G W => [f(x8)]seS f(>û,)flA)
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C.S ) Soit B G D2 => f‘(B) e Dj

B G D2 => C = X - B est un fermé dans y.

Soit Xo un point adhérent à f *(0) relativement à A O (d'après le théorème 5 du

chapitre III) il existe une r-suite généralisée de points de f *(C) qui converge vers Xy

Th lits
relativement à A, qu'on note (xÿses => (f(Xs))ses — flto) <=> f(*o) est

par hypothèse **ÿ

point adhérent à C, donc Xo e f *(0) fermé.un

f\C) = f(X - B) = Y - f‘(B) => f 1‘(B) est ouvert

ie f *(B) e Di => f est continue.

Dans [6] on a introduit une classe d'applications qui présentent d'autres

particularités en plus de la continuité, et qu'on a nommé applications totalement

continues, définies de la façon suivante :

Définition :

(X , D]) , (Y , D2) deux r-espaces, f une application continue de X dans Y,

A,BcY/AnB = 0etBeD2

f est dite totalement continue au point x G X si : elle vérifiée la condition suivante :

5»’pour tout voisinage W de f(x) contenant BonaWnAÿO alors V V voisinage de x

contenant f on a : V n f '(A)*0.

* f est totalement continue sur X, si elle est totalement continue en tout point x G X.

Proposition 3 :

(X , Di) , (Y , D2) deux r-espace et f une application continue définie de X dans

Y. f est totalement continue en tout point x G X Ssi :
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V A , B cz Y tel que An B -0 B G D2 , 3 (ÿXg))Bes r-suite généralisée de points

de Y tel que à partir d’un certain rang ffo) appartient à A et pour laquelle l'(x) est un

point adhérent relativement à B alors, il existe dans X une r-suite généralisée (xJ

tel que à partir d’un certain rang Xj e M, f(M) cz A et pour laquelle x est un point

adhérent relativement à N G DJ , F(N) cz B.

Démonstration :

C.N : f(x) point adhérent à [l(xs)]ses relativement à B <=> VWDB[fx)] , 3 k G S tel que

V s > k , ffo) e V et comme f(xs) e A à partir d'un certain rang, alors on peut dire

qu'à partir d'un certain rang on a : f(Xs) eAnV=>VrÿA*0VV G DÿfQ] ,

V D A* 0 et comme f est totalement continue en x => V U voisinage de x contenant

fl(B) ie V U e Df., (x) on a : Un f*(A)*0.

Posons M = f 1(A) et N = f ‘(B) G DI (car f continue) donc on a :

V U G DN(X) U n M * 0 , si on considère la suite (xJ tel que x« G U n M * 0

alors (xDses est une r-suite généralisée d'éléments de M cz X, qui converge vers x

relativement à N (voir démonstration du théorème III-5).

Th 1113
=> x est un point adhérent à (x*) relativement à N.

C.S ) Montrons que f est totalement continue en tout point xe Xie V A,Bc Y,

B G D2 , A n B = 0, Si WG DB[f(x)] ona:WnA*0=>VVGD (x) :r‘(ü)

V n f '(A) *0.

Soient A,BCZY,BG D2, AnB = 0 efW"G DB[f(x)] tel que W n A* 0 =>
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3 (ys)s€S r-suite généralisée de points de Y qui converge vers f(x) relativement à B =>

f(x) est un point adhérent à (ys)ses relativement à B, ce qui donne par hypothèse

l'existance d'une r-suite généralisée d'éléments de X,et tel que x* G M à partir d'un

certain rang et 1(M) c A et pour laquelle x est un point adhérent relativement à

N G Di et f(N) cB=J> V Ve VN(x) , 3 k G S tel que Vs>k,xsGVetxsGM,

à partir d'un certain rang :=> M n V * 0 à partir d'un certain rang , f(M) c A =>

f c f ‘(A) => M œ f'(A) => f‘(A) n V * 0, d’autre part t(N)clU

N cf ‘(B)

donc V V voisinage de x contenant f '(B), V contient N => f ‘(A) n V* 0

(x) et donc f est totalement continue.WGDr‘(B)

Proposition 4 :

(X , Di) , (Y , D2) deux r-espaces, f une application continue définie de X dans

Y; alors f est totalement continue en tout point x G X ssi :

VA,BcY,AnB = 0,Be D2, il existe une r-suite généralisée (ys) dans Y qui

converge vers f(x) relativement à B et telle qu'à partir d'un certain rang k0 e S ,

ya e A alors il existe dans X une r-suite généralisée (Xs)seS telle qu’à partir d'un

certain rang x G M, f(M) c A et qui converge vers x relativement à N G D tel que

f(N)c B.

Cette proposition découle directement de la proposition 3 et du Théorème III-5.
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