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INTRODUCTION

Le but de la présente thèse est de développer la méthode des inégalités énérgetique pour

de nouvelles classes de problèmes, les problèmes du type mixte du troisième ordre et d’ordre

supérieur, selon la vriable spatiale, et les problèmes d’ordre trois selon la variable temporelle

avec conditions intégrales à borne variable et intégrales à poids.

La signification physique de base des conditions intégrales (moyenne, flux total, énérgie

totale, masse totale, moment,....) a servi comine raison fondamentale pour l’intérêt, croissant à

ce type de problèmes.

La modélisation mathématique des problèmes mixtes avec conditions intégrales est ren¬

contrée en théorie de la conduction thermique [6, 7, 22, 23], dans l’étude des déformations

viscoélastiques, dans les matériaux à mémoire ( en particulier les polymers) [37], en thermoe-

lasticité [39], dans les semiconducteurs [1], en physique des plasmas [38], et en biotechnologie.

On peut également citer qu’un nombre important de problèmes paraboliques avec conditions

non locales sont rencontrés en théorie quasistatique de thermoélasticité[ll, 12], pour plus de

détails voir aussi [19].

De tels problèmes ont été étudiés dans [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 13, 22, 23, 24, 40, 49] pour les

équations paraboliques, dans [10] pour les équations pseudo-paraboliques, dans [30, 31, 32, 33,

34, 41] pour les équations hyperboliques et dans [13, 14, 15] pour les équations du type mixte.

La méthode utilisée dans [4, 5, 13, 14, 16, 17, 24, 49] est celle des inégalités énergétiques. Le

but de ce travail est l’extension de cette méthode aux équations du type mixte, ainsi qu’aux

équations d’ordre supérieur selon la variable temporelle.

La méthode des inégalités de l’energie, appellée aussi méthode d’analyse fonctionnelle

trouve son origine dans les travaux de I. G. Petrovsky [29] utilisés dans la résolution du problème

de cauchy lié aux équations du type hyperbolique. Par la suite les développeinemts importants
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de la méthode sont dus à J. Leray [28] et 1. garding [21].

La méthode a été également utilsée et développée dans les travaux de O. A. Ladyzenskaja

[25], K. Friedrichs [20] et N. I. Yurchuk [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49], on peut égalememt citer

les travaux de F. Rebbani et V. I. Chesalyn [35, 36].

Le schéma de la méthode a été donné pour la première fois par A. A. Dezin [18], et qui

peut être résumé comme suit :

D’abord on ramène le problème posé à une équation opérationnelle :

u <E D(L),Lu = F,

où l’opérateur L est considéré de l’espace de Banach E dans l’espace de Hilbert F convenable¬

ment choisis

On établit les estimations à priori pour l'opérateur L.

Après on démontre la densité de l’ensemble des valeurs de cet opérateur dans l’espace F.

Plus précisément on suivera dans ce travail l’un des deux schemas suivants :

SCHEMA 1

Pour l’opérateur L engendré par le problème considéré, on démontre l’inégalité énergétique

du type

(1)\\U\\E<C\\LU\\F, VueD(L),

cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant

l’équation donnée par un operateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées et une certaine

fonction poids et en integrant sur le domaine. Le choix de l’opérateur Mu est fondamental,

il est dicté par l’équation et les conditions aux limites. Ensuite dans les topologies fortes des

éspaces E et F on construit la fermeture L de l’opérateur L et la solution de l’équation Lu = F,

F e F est appelée solution forte du problème considéré. A l’aide d’un passage à la limite, on

prolonge l’inégalité (1) à u € P(L) et ainsi est garantie l’existence de la solution sur l’ensemble

des images R(L) de l’opérateur L.
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Comme l’image de l’opérateur L est fermée dans F et que R(L) = R(L). Pour la démon¬

stration de l’éxistence de la solution forte pour tout T € F il suffît d’établir la densité de R(L)

dans F qui est obtenue à l’aide des opérateurs de régularisation.

Le choix des opérateurs de régularisations est lié au caractère du problème étudié. Dans

notre cas nous utiliserons les opérateurs de régularisation par rapport à la variable t introduits

dans [49].

SCHEMA 2

On établit deux estimations à priori bilatérales

IMIf <c||x||E,

IMIE<C|MF,

De la première estimation résulte que l’opérateur L de E dans F est continu. De la deuxième

estimation, il s’ensuit qu’il admet un inverse continu, et que l’ensemble des valeurs de l'opérateur

L est fermé. En d’autres termes, l’opérateur L réalise un homéomorphisme linéaire de l’espace

E sur l’ensemble fermé R(L). Ainsi pour démontrer l’unicité de la solution il est suffisant de

démontrer que R{L) est dense dans F.

La méthode des estimations à priori est une méthode éfficace pour l’étude de beaucoup de

problèmes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et est

développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans l’application de cette méthode on trouve

des difficultés parmi lesquelles nous citons :

• Le choix de l’espace des solutions.

• Le choix du multiplicateur.

• Le choix de l’opérateur de régularisation.

Les questions sont tellement variées et récentes, que l’élaboration d’une théorie générale est

encore prématurée. Chaque problème nécessite une étude spéciale, d’où l’actualité du thème.
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Dans le present travail on commence par étudier dans le premier chapitre de cette thèse, un

problème mixte avec condition au bord du type intégral à borne variable pour Une équation aux

dérivées partielles du troisième ordre du type mixte. Les résultats de ce chapitre constituent

une extension de la méthode des inégalités énergétiques aux équations du type mixte.

Au deuxième chapitre on étend la méthode développée au chapitre précédent à l’étude des

problèmes aux limites pour équation aux dérivées partielles d’ordre supérieur du type mixte

combinant des conditions aux bords locales et des conditions intégrales à poids.

Au chapitre trois on s’intéresse à l’étude d’un problème mixte avec condition intégrale à

borne variable pour une équation d’ordre trois en temps.

Le présent travail est considéré comme prolongememt des résultats obtenus dans [2, 4, 5,

6, 7, 8, 9, 13, 22, 23, 24, 40, 49] pour les équations paraboliques, dans [10] pour les équations

pseudo-paraboliques,dans [30, 31, 32, 33, 34, 41] pour les équations hyperboliques et dans

[13, 14, 15] pour les équations du type mixte.
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NOTIONS PRELIMINAIRES

Opérateurs abstraits de régularisation

Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur défini de

D(A)cH-+H avec D(A) = H.

Définition 1 On dit que l’opérateur A est un operateur dissipatif si

Re (Au,u) < 0 Vit G D(A).

Définition 2 On dit que l’operateur A est accretif si (—A) est un operateur dissipatif i.e.

Re (Au,u) > 0 Vu e D(A).

Proposition 1 [9] Soit A : D(A) C H H (D(A) = H) alors les propriétés suivantes sont

équivalentes

- A est un opérateur dissipatif

- ||(A — A/)u|| > ReA ||u|| V u G D(A) et pour tout A telle que ReA > 0.

- ||(i4 — A/)u|| > Re A ||u|| V u G D(A) et pour tout A telle que A > 0.

Théorème 1 [9] Tout opéarteur dissipatif admet un prolongement fermé, ce prolongement est

aussi un opérateur dissipatif.

Corollaire 1 Un opérateur dissipatif maximal est toujours fermé.

Théorème 2 [9] tout opérateur dissipatif admet un prolongement maximal dissipatif.

Proposition 2 [9] Soit A : D(A) C H — » H (D(A) = H) un opérateur dissipatif, alors les

propriétés suivantes sont équivalentes.
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- A est un opérateur maximal dissipatif

- Im(;4 — XI) = II pour un certain X telle que Re A > 0.

- Im(>l — XI)= H pour tout X telle que X > 0.

Théorème 3 [9] Soit A : D(A) C H — � H (D(A) = II), alors les propriétés suivantes sont

équivalentes.

- A maximal dissipatif

- A fermé, {A : ReA > 0} C p(A) et ||(v4 — A/)_1|| < (ReA)-1.

Théorème 4 Soit A : D(A) C II —* H (D(Â) = H) un opérateur dissipatif maximal, alors

- V G L(H)

- K"1» < 1

- limÿ”1ÿ = u, pour tout u 6 H.
»0

Démonstration. Soit e > 0 alors {e : c > 0} C p(A) donc (A — XI) est continûment.

inversible d’ou (A — A/)-1 existe, borné et défini sur II tout entier. Puisque j € {e : e > 0} on

déduit que {A- i/)-1 G L{H) mais {A- \I)= -J(7- eA) d’ou (A- J/)"1 = — c(J- eA)~\

on pose A~x = (I — CJ4)_1, on déduit que

V e L(H)

et en utilisant le théorème 2 on trouve que

|j(/i-br,||<(i)-'=6
donc

Supposons tout d’abodr u € D(A), d’où

|| - «Il = 11(7 " *A)-Xu - u|| = ||e(7- eA)-lAu\\ < e ||Au|| ,
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D’où par passage à la limite, on a

limAÿu = u, pour tout u € D(A) et comme on a D(A) = H alors lirmdÿu..= u, pour tout

u e H. m

Exemple 1 Soit A = où D(A) = {u € L2(Q)/u(0,t) = 0} et Q = (0, 1) x (0, T). Alors A

est un opérateur accrétif.

Démonstration. (Au,u) = JQ üdxdt = Jg uü\l dx — fç uÿdxdt
donc (Au,u) + (Au,u) = /J |u|2 \Td,x — /J \u\2 |odx

alors 2Re (Au,u) = f* \u(x,T)|2 dx car u(0, x) = 0 d’où Re (Au,U) > 0. ■

e-inégalités :

On applique tout le long de ce travail Ve-inégalité suivante

Re (a,b) <||a|2 + \b\2 , Vs > 0.
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Chapitre 1

PROBLEME AUX LIMITES EN

TROIS POINTS AVEC CONDITION

INTEGRALE POUR UNE CLASSE

D’EQUATIONS AUX DERIVEES

PARTIELLES D’ORDRE TROIS DU

TYPE MIXTE.

Dans ce chapitre, on montre l’existence et l’unicité de la solution d’un problème aux limites

en trois points pour une équation aux dérivées partielles d’ordre trois du type mixte avec

condition intégrale. On montre que l’opérateur engendré par le problème en question est un

homéomorphisme linéaire entre des espaces adéquats. L’etude est basée sur une estimation à

priori bilatérale et sur la densité de l’image de l’opérateur engendré par le problème considéré.
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1.1 Introduction

Dans le rectangle il = (0, i) x (0, T), on considère l’équation

Cu=≥ d , . , d2u . .. . (1.1)<9f2

où la function a (x, t) et ses dérivées sont bornées dans il et vérifiant les conditions

da(x,t)da(x,t)0 < a0 < a(x,t) < ai, 0 < a2 < — (1.2)< 0,3 and 0 < a4 < < a5.dx

A l’équation (1.1) on associe les conditions initiales

du (1.3)liu = u(x,0) = <p(x), l2u = — (x,0) = if) (x) , xe(0,(),

la condition au bord du type Dirichlet

(1.4)u(o, t) — 0, te(o,T),

et la condition intégrale

ïJe1

(1.5)u(£, t)dÇ = 0 0 < lx < e, t G (0, T).

Où les fonctions (p et tj> sont données et vérifient les conditions de compatibilité de la forme

(1.4)- (1.5), c’est à dire

(p (0) = 0, f <p (x) dx = 0, V (0) — 0» [ ix) dx — 0-
Je1 Je1

En se basant sur la méthode des inégalités énérgétiques dévelloppée par Yurchuk [49], on

montre que l’opérateur engendré par le problème en question est un homéomorphisme linéaire

entre des espaces adéquats. La démonstration est basée sur une estimation à priori bilatérale et

sur la densité de l’ensemble des valeurs de cet opérateur. Un problème similaire en deux points

avec conditon intégrale a été traité dans [14].
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1.2 Notions Préliminaires

Tout d’abord on ramène le problème (1.1)-(1.5) à la forme opérationnelle suivante

Lu = J~ ,

où L = (£, li, l2), de domaine de définition D(L) constitué de l’ensemble des functions u G

L2(ÿ), telles que G L2 (fi) , et vérifiant (1.4)-(1.5) ; l’operateur L est considéré de E dans

F, où E est l’espace de Banach des fonctions u € L2(ÿ)> et vérifiant les conditions (1.4)-(1.5),

et dont la norme

d2u |2 \du\ 2

+UI a3u |2~
dt2 + &r2at dxdtt + sup / <?(x)

0<t<TJoHulls = / «(*)
Jïl

dxdxdt

's'*' (1.6)+ sup /
0<t<T 7«!

est finie, et F est l’espace de Hilbert constitué de tous les éléments T = (/, <p, ip) obtenu comme

complété de l’espace L2(ÿ) x W2( 0, £) x (0, l) par rapport à la norme

12’*r+= / 0(*)I/I2<M< + f‘e(x)
J n ./0

[ \ip\2 dx,
Jti

dxp dx
dx dx

+

où
iÿ-e)2

(x-e)2

0<x<Ci,
0{x) =

Lemme 1 Pour u G E vérifiant la première condition de (1.3) on a

du I2 chtl2H *(*>«*<-«•> 1ÿ rrÿ)"p(-c()k
=Re/ 1 e{x)e*p{-ct)ùï¥xdxdt+ll Hx)

, cdx+- dxdt

dtp I2 (1.7)dx.dx
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Démonstration. Partant de l’égalité

1/ «,)«*(-*)|(g)*--dxdt =Re <9:J;

\)rUi: du 2

9(x) exp (—et) — dxdt ,
dxIl «wÿp(-rf)|ai

on obtient (1.7). ■

Lemme 2 Pour u £ E, on a

d2u 2<Pu 2

t/ „ „ dx < 4 f 0(x)
Jo/1 (1.8)dx.

dt 2 8t2

Démonstration. Partant de l’expression

,02ü|2J— nd dx,
i( d2u d2u— {x-e)Jwdx = i/2 7f,Jh

Re at2

et en utilisant l’e— inégalité on trouve

d2ü 2Æ|2rfx<4«/Jil f (x-i)
Jlx

dxdt2clt2

d2u|2/V)|
!

dx.< 4 ctt2

D’où le résultat. ■

1.3 Estimations a priori bilatérales

Théorème 5 Pour tout u 6 P on a l’estimation :

(1.9)

oùC = max(3, 3a2, 3a2T).
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Démonstration. En utilisant l’équation (1.1) et les conditions initiales (1.3) on obtient

d2u\2 2| d3u I2
dË\ +a5\dÿdi\

I d2u I2
e{x)& dx’dxdt, + 3(ij sup /

0<t<TJo
(1.10)

(1.11)L w[|*| +|ê|] d2u I2 Iditl2
dxdt + dx

dx < sup / 0(x)
0<t<TJo

dx,

et
1 \du\2[ \rp\2 dx < sup [ |—Jei o<t<T Je, | ot

En combinant les inégalités (1.10), (1.11) et (1.12), on obtient (1.9) pour u £ E. m

(1.12)dx.

Théorème 6 Pour toute fonction u £ E, on a l ’estimation à priori

(1.13)M\B ≤ P\\LU\\F*

où la constante

fi =
exP(cT) inax(j§,a1)

( JL 2a “sA
y 20 ’ 15’ 2 Jmin

et la constante c vérifie

1
c > 1, ca0 — a3 > inax(-(a5 + 5), 2aih.

5
(1.14)

Démonstration. Soit

d2u
W'Vl-e?

(x - O2 + 2{i - x) .JfiT,
0 < X < ix,

Mu =
£i < x <

où

= / «(£>*)#•Ju

Pour la constante c vérifiant (1.14), considérons la forme quadratique :

/7' (1.15)exp (—et)CuMudxdt,Re
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obtainue en multipliant l’equation (1.1) par exp(—et.)Mu, en integrant sur QT , où ÜT — (0, ê) x

(0, r), 0 < T < T, et en prenant la partie réelle.

En integrant par parties chaque terme figurant clans la formule (1.15), et en prenant en

compte les conditions aux limites, on obtient

2 d2u 2-P/'exp {-et) {£\ - £)2 exp {—et) {i\ — t) dx ,dt2

f d2u r— dx= — exp {—et) a {£\,t) d2u{tut)
exp {—et) dxdt

f >-4|)d2ud2ü{U ,t)
X (h - t? exp {—et) a dx,+dt2 dxdt

2 d2u 2

=/2 d2u d2u
dt2 dî2ÿ

d2u
~ôpdx = exp {-et) a (£1 , t)

J exp {—et) {x — i) exp {—et) {x - £) dx,dt 2

d2ü{£i,t)/,exp(”ct> (7777)(I
d2u {£\,t) W-fl2 dt 2dxdt

(I-<)sOi+2/4 (x -0
t d2ud2ui exp (—et) aexp (-et) a+ dxdtdxdt

d2ü 2

l exp(-d) = 5l |J dx.Re dt2

Jeÿ

d2ud2u2J exP(-ct)(jt(aÿ')(x-e)J d2ü exp (—et) a-—ÿrdx
dxdtdt 2

fJei

. . d2u 7<92uexÿ-dja—+2

En sommant tous ces termes on obtient

<92u 2

= f f 9{x)exp{—c.t)
J0 JO/7' dxdt+exp (—et) CuMudxdtRe dt2

« <92o fl / c/2n
flrrflt dt V dxdt/7 exp (—et) 0(x)o dxdt+Re

<92u|2
J -zrx dxdt 4 2 Rel iexp{-ct)aÿ(x-e)2m(ÿ)dxdtU i7p(-d)l dt2

f f exp (
Jo Jÿi

cio du d2u-ct)¥xdïJdïï (1 16)dxdt.—2 Re
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En utilisant des inégalités élémentaires, on obtient

f f exp (—et)CuMudxdt > f fJ o Jo Jo ./o

I d2u 2

0(x) exp (—et) I -Qp dxdt
e

R.e

ff ffJ o Je,
d2u d f d2n
dxdt dt V dxd£

du d2uexp{-ct)maW+ Re 0(x) exp (—et) a dxdt -f 2 Re dxdt

da 2 I du I2ffJ 0
exp<-ct) - (117)— 2Re dxdt.dt

En intégrant le second et le troisième terme dans le membre droit de l’inégalité (1.17), en

prenant en compte (1.2), (1.3), les formules suivantes

e. i:n 0(x) exp (-et) a 0(x) exp (— CT) a (x, r)2 Re dxdt dt dxdt

d2u 2r-e(x)\t\ dx+cfi e
0(x) exp (—et) a dxdt

dxdt

da I d2u 2

dt \dxdt
f

ff 6(x) exp (—et) dxdt

il2dxffJ o Jei
expi-d)a7ÏÏWt{lfï)dxdt = f exp (—CT) a (x, r)2Re dt

da du2
exp (—et) — — dxdt,du I2

exp (—et) a — dxdt —f a (x,0) \xp\2 dx + c f f
Je, J o Jei

rffJ o ./«!dt

et le lemme 1, on trouve

dip 2e
Re f [ exp (—et)CuMudxdt + [ a (x,0) \ip\2 dx + f a(x,0) 0(x) -f- dx

J o J o Je, 2 j0 dx

f f exp (—et)0(x)
Jo J o

0(x) dxdt + Re
dxff d2u dudxdtdxdt dx

2

exp (—et)6(x)\ÿ\ eff d2u
dxdt -\— f

2 Jo
(x, r) dxa (x, r) exp (—CT) 0(X)> dxdf

2f c?u1 exp(— cr)#(x) — -(x,r) dx
dx+ 2

d2u 2

dxdt

2f( exp (
Jei

+(c«o -y)jf fo exp(-ct)0(x)| du— cr)a(x,r) — (x, r) dxdxdt + dt
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dill2dut2 ir— t+(ca0- a3 - 2ag) / / exp (-ci)
Jo Jl,

Q
dxdt + -

En remplaçant l’expression de Mu dans (1.15), en utilisant des inégalités élémentaires, l’iné¬

galité suivante

dxdt. (1.18)
dt

Re f f exp (—et)CuMudxdt < f f exp(-ct)0(x)\Cu\2dxdt
J0 J0 2 J0 J0

+Ul | d2ul2
exp (-ci) J J-Qp I dxdtd2u I2 /7'Jo

1dxdt. + —
16

et le lemme 2, on obtient

f f exp(— et) CuMudxdt < f f exp(—c.t)0(x)\Cu\2dxdt
J0 J0 2 J0 Jo

Re

+\l i ixit (1.19)

D’autre part de l’equation (1.1), en utilisant des inégalités élémentaires et les conditions (1.2),

il vient

yJ J exp (—et)6(x) | I dxdt ≤ J J exp (-et) 9(x) \Cu\2 dxd.t

, . „. . |d2u|2 , ,
exp (—et) 0(x) J -ÿ2 I dxdt.I d2u |2

exp (-et)0(x) \-Qÿ\ dxdt +
En combinant les inégalités (1.18) et (1.20), en utilisant les conditions (1.14), et l’inégalité

-77' /7' (1.20)

(1.19), on obtient

# I2 / |fp\2dx
Je110 /a«N’“ +i/

7/ «H*

7/HSMi+»i1

167
f*>i* dx + ai

|d2u|20(x)|ÿâ| dxdtép? •e1dx > exp(-cT)
20 J0 Jo

|2, J2, /'la»(x,r) dx + a0I Je j I
— (rr’r)| dx

d3u I2
dx2dt I

Puisque le membre de gauche de l’inégalité ainsi obtenue (1.21) ne dépend pas de r, en passant

au supremum par rapport à r de 0 à T, on obtient l’inégalité (1.13).

dxdt

dxdt'j . (1.21)
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1.4 Résolubilité du problème

Des estimations (1.9) et (1.13), résulte que l’opérateur L : E — > F est continu et que son

ensemble des valeurs est fermé dans F. Il s’ensuit que l’opérateur inverse L-1 existe et continu

sous espace fermé R(L) sur E, d’où L est un homéomorphisme de E dans R(L) d’où pour

montrer l’existence de la solution du problème il suffit de montrer que R (L) = F.

Dans ce but on montre la proposition suivante.

Lemme 3 On suppose que est borné Soit D0 ( L) = {u G D (L) : l\u = 0, fou = 0}. Si pour

u G D0 (L) et pour un certain u> G L2 (D) on a

/ <b(x)Cumdxdt = 0,
J n

(1.22)

où

(t-x)

o<x<eu—
eÿx<e,

alors u) = 0.

Démonstration. L’égalité (1.22) peut etre écrite sous la forme

I $(x)ÿwdxdt (1.23)LU dxdt .

Pour u (.T, t) donné, on introduit la fonction

0 < x <u (x,t)

w(M)- Je*
v(x,t) =

C\ < x < £,

ce qui donne

(e - x)v + /* v (£, t) dÇ

En intégrant par parties selon £, on obtient

0 < x < ii,
<&(x)u =

£i<x <e.

ofJhi: = [Xu>(U)dt+ [
Jti Jti

X Q
di)d£ = (ê - x) (UJ (x, t) - v (x , t)) .V (£, t) (% t-rt

18



D’où

fh, w (.T, t ) dx = 0. (1.24)

D’autre part de l’égalité (1.23) on a_
— — Nvdxdt

_ [ d_ ( d2u\
~ Jn dx \adxdt)Let* Nvdxdt,

une integration par parties dans le membre de cette égalité donne

d2u .. . d ( d2u\
dïdt + (e-x)dï{adïdt)'

d2u—NvdxdtZ a*2 xdt

et comme

È{ie~x)aÿi) = —a

on a _
— Nvdxdt

f A / \ du
= / A(t)

JnLee (1.25)— vdxdt,

où

-ê(*(l)o(l,,)Iï)'
Introduisons les i-opérateurs de régularisation de la forme Jÿ1 = (/ + £§{) et (Jÿ1)

[49], ces opérateurs donnent les solutions respectivement des problèmes suivants :

Çÿjp-+9sit) = 9{t),

(t) |t=o = 0,

Nv = 4*(x)u;, and A(t)u =

(1.26)

et

dg\ (t) (1.27)
dt +9<(t) = g{t)

9z (t)|t=r = o.

Ces solutions possèdent les propriétés suivantes : Pour tout g G 1/2(0,T), les fonctions —
(Jç *) g et gÿ = (Jç *)* <7 appartiennet à W\ (0,T) et vérifient gç |t=o= 0 et g£ |t=r= 0. De plus,

f , .C \& - gf 1 dt — ► ° et lo k? - g\2 dt — > 0 P°ur £Jç 1 commutent avec 0.
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En remplaçant dans (1.25), par la fonction régularisée Jç 1 §“ , en utilisant la relation

A (t) Jçl = J-1A (r) + et les propriétés des opérateurs de régularisation, on

obtient
du dvldtN~dtdxdt = LA(t) diAixit +(- SM (M)ÿdxdt-L (1.28)

D’autre part la résolution de l’equation

A (t ) u = g

nous donne

/ g{v)dv
Jo

du 1a (1.29)
dx <b(x)a(x,t) ${x)a(x,t)

u—r—«
J o

[ g(ri)dî] + a [
Jo Jo

de,

Ainsi l’operateur A (t ) possède un inverse continu sur L2 (0, t) définit par

r_4_ /%(,)*,+„/* -A
Jo « (c> o V’(ÿ) 7o o/o (1.30)

De 1.29 on tire que r...v dx a (x,t) a(x,t)
1 g (v) dg,

en intégrant de 0 à i on a

[X g (v)dvJo a (*, <) io
f e dx

= a
Jo

Après une intégration par parties du premier membre de cette égalité on a

i>>ÿ a (x,t)

du(£, t)l ■de = o,

donc

(1.31)a — rt dx
Jo a(x,t)

Ainsi on obt ient

[ A 1 (t) gdx — 0.
A,

(1.32)
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Puisque, la fonction (fÿ)ç peut etre mise sous la forme

ï(l),= /lt(tM(,)S'
Alors

où
/ d2a j da )lâ(l sMdÿ-aj+ÿJÿ-g,da 1

dx a
î (1.33)

et la constante a est donnée par (1.31).

Par conséquent, la relation (1.28) s’écrit

f dudv:iâ"»"= J Ait) — + ÇAçVç ) dxdt, (1.34)

où Aç (t ) est l’adjoint de l’opérateur (t) . Comme le membre de gauche de l’égalité (1.34) est

une fonctionnelle linéaire continu en Ainsi, la fonction = Vç+£Açiÿ possèdent des dérivées

partielles vérifiant <ï>(:r)ÿf G L2 (12) , j G L2 (O), et les propriétés suivantes sont

satisfaites
dhf' (1.35)h |x=0= 0, /iç I x=l= 0 and \*=e= °-

D’autre part, comme les opérateurs A*ÿ(t) sont bornés dans L2 (12), alors pour £ sufiisement

petit on a

IMîWl < 1 ; alors l’operateur I + £A|(i) possède un inverse borné dans L2 (12). De plus

la dérivée de cet opérateur par rapport à x est un opérateur borné dans L2 (12). De plus de
M«)

l’égalité

(1.36)fk = (I + tAÎ(t))vl

on déduit que i>| possède une dérivée partielle vérifiant $(æ)ÿ- G L2 (12) and

■— € L2(0,). En prenant en compte (1.35) et (1.36), on a

i(i+ u=°. (1.37)
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[(z + (1.38)= 0.

D’une manière similaire, on montre que pour chaque xG [0, f] fixé et pour £ suffisement petit,

l’opérateur / -f £A£(f) est continûment inversible dans L2 (O) . Finalement de (1.37) et (1.38)

on obtient
dv\|i=o= 0, v\ |I=e= 0 and 4>(x)-ÿ |*=«= 0.

Ainsi, pour £ suffisement petit la fonction possède les memes propriétés que celles de la

fonction /?,ç. En plus, satisfait la condition intégrale dans (1.24).

En remplaçant u = fj exp(c?j)vç (TJ, T) dr/dr dans (1.25), où la constante c vérifie

03 - > 0, et en utilisant (1.27), on obtient

J exp(ct)vçNvdxdt

En intégrant par parties chaque terme du membre droit de (1.39), et en passant à la partie

réelle on a

COQ —
Tt-àdxdt' (139)= ~~ In A (ÿ exP(~ct)ÿJdxdt + 1 Jn A (<)

= £ ♦(*)«(*.*)ÿ «P(-d)| dxdt ,dxdt

une integration par parties dans le second membre par rapport à t et en utilisant l’e- énégalité

on trouve

d2u I2
Re J A{t)ÿexp(-ct)ÿdxdt>ÿ J 4>(.x)a (x, t)exp(-ci) |

-Il $wlexp(-rf)|ll|
dxdtdxdt

(1.40)dxdt.

pour le deuxième terme de (1.39) ona

une integration par parties dans le deuxieme terme de cette égalité donne

dudv*-c f mJ n
dxdt
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HLV'(1 (*(*w*.*)ÿ) (1-41)dxdt

on intégré chaque terme de (1.41) on trouve

= £ [ 4>(.r)a(:r, £)exp( — et) I -ÿ-1 dxdt
Ju I vx |Lv'<iL (*wa(x't)S)-4 dxdt

H S„Tt(i(x)Èi?mix'it
en utilisant l’s-inégalité et les conditions (1.2) on trouve

) >zM // ” 2oo Ja
d2u 2dudvt ,,—— fdxdtdt at~ÿLA{t) (1.42)$(x)exp(-et) dxdt.Re dxdt

Enfin, en utilisant (140) et (1.42) dans (1.39) et en prenant la constante c selon le choix indiqué

précedement, on obtient

J exp(ct)vçNvdxdt < 0.2 Re

Alors, pour £ — > 0, on obtient 2 Re fQ exp(ct)vNvdxdt < 0. Ainsi

2 Re fn exp(et) (C - x) |u|2 dxdt = 0, d’où v = 0, ainsi OJ = 0, d’où le leinme est démontré. ■

Théorème 7 L’ensemble des valeurs R(L) de l’opérateur L coincide avec F.

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement si

l’implication suivante est satisfaite :

Jae{x)cufdxdt + £ +17ÿ) dx

/ l2uipdx = 0,
Jet

(1.43)+

pour u G F arbitraire et (/, y?, ip) G F, implique que /, ip et ip sont milles.

En prenant u G D0(L) dans (1.43), du lernme 3 on tire que $(x)f = 0, alors / = 0.

Finalement, Vu G D{L), on a

dx + J l2uxj)dx = 0.dl2u dxj)

dx dxfMÿt (1.44)
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Puisque l’ensemble des valeurs de l’opérateur trace (/1, /2) est partout dense dans l’espace de

Hilbert munit de la norme

ê.Ml )dx+(ép\2 I# 2

dx tir

Alors, (v?, V-0 = (0, 0) ce qui achève la démonstration.
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Chapitre 2

SOLUTION FORTE POUR UNE

CLASSE D’EQUATIONS AUX

DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE

SUPERIEUR DU TYPE MIXTE

AVEC CONDITIONS INTEGRALES

A POIDS

Dans ce chapitre on développe la méthode des inégalités énérgetique à l’étude d’un problème

mixte pour une classe d’équations aux dérivées partielles d’ordre supérieur du type mixte. Un

problème similaire pour le cas k = la été traité dans [15].
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2.1 Introduction

Dans le rectangle Q = (0,1) x (0,T), on considère l’équation

&u = -QP + (-1)“a (0 d2a+1u (2.1)dx2adt

où la fonction a (i)est bornée 0 < a0 < a (t) < ai et possède une dérivée bornée :

0<a2< < 03 pour t G (0, T1), et ex G N*.

A l’équation (2.1) on associe les conditions initiales

du (2.2)l\U = u(x,0) = ip{x), hu = — (x,0) = tp (x) rc G (0, 1),dt

les conditions aux limites

oi (2.3)= 0, for0<i<a-k,te{0,T),

0l for 0 < i < a — k — 1, f G (0, T), (2.4)ë?"(M) = 0-

et les conditions intégrales

f xlu(£, t)d£ = 0, for 0 < i < 2k — 2, 1 < k < a, t G (0,T).
J 0

(2.5)

où </?, rp sont des fonctions données satisfaisant aux conditions de compatibilité données par

(2.3)-(2.5).

On montre l’existence et l’unicité de la solution forte. La démonstration est basée sur une

inégalité de l’énérgie et sur la densité de l’ensemble des valeurs de l’opérateur engendré par le

problème en question.
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2.2 Notions Préliminaires

Tout d’abord on écrit le problème (2.1)-(2.5) sous forme opérationnelle

(2.0)Lu = T,

où L — (£, de domaine de définition D(L) constitué des functions u G W%a'2(Q) tel que

J?(! G (Q), G L2{Q), i = I7â et u vérifié les conditions (2.3)-(2.5) ; l’opérateur

L est considéré de E dans F, où E est l’espace de Banach constitué de toutes les fonctions

u G L2(Q), satisfaisant (2.3)-(2.5), de norme finie

fd2a+lu\ I2'
\dx2adt ) I

+suPo<t<rÿ (1-*) 53|gjï 'u)|
+ Jk~l dxdt

da+1 2 (ï)f+ J*"1 dx, (2.7)+ dxadt

et F est l’espace de Hilbert des fonctions vectorielles T = (/, </?, V') obtenu comme complété de

l’espace L2(Q) x W%a'2(0,1) x 1T22"’2(0, 1) par rapport à la norme

IIÿIIF = f (1-*)- l/l'dxdt
JQ

a (J*-V) 2
, a» (a1-V) 2

/V«> 53
i=0

+ |(Jfc~V)|2 dx (2.8)++ t?a;“

où i/ est un nombre arbitraire tel que < i/ < 1, et

£fc-l-/7"/Jfeu

Lemme 4 SW a et 0 tel que a + /? = 2m + 1, m G N, alors

r-ffiws) dx = 0.Re

Démonstration. Sans exclure le cas général supposons que a> /3, alors a — /3 > 0,

dx. ■
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Lemme 5 Pour toute fonction u G E vérifiant la condition (2.2), on a

|(* dx-J (i-*)!-/* VI2 «fa

n1-*)d-4‘-v

iL exp(— cr)(l — a;)

d2u\21 (2.9)dxdt.
8

Démonstration. Partant de exp(—ct)(l — x)Jÿ (Jk 1||) (Jk lÿ)dxdt, en faisant

une integration par parties, on obtient (2.9). ■

Lemme 6 Pour u G E, on a

dxadt
di+1 (Jÿu) 2 Al -*)

J 0

Démonstration. Partant de fÿ( 1 — x)2 d 9 dx, t en utilisant des inégalités

i: (2.10)(1-z) dx <dx'dt

élémentaires on obtient (2.10). ■

Lemme 7 Pour u E E satisfaisant à la condition (2.2), on a
2

d' (Jk r)) 0* (jk-V)é/Vi=0

d°+1 (Jfe-iu) I2
5/.1

-x) dxexp(— cr)(l — x) dx < dx*dx*

i

+(«*+1) r /JO JO
(2.11)dxdt.exp(— ct)(l — x) dxadt

En Intégrant par parties l’expression /Qrexp(— et)9 gxlgt— - —Démonstration.

pour i = 0,«, en utilisant des inégalités élémentaires et le lemm 6, on obtient (2.11). D’où le

résultat ■

2.3 Inégalité de l’énérgie et ses conséquences

Théorème 8 Pour toute fonction u G D(L), on a l’inégalité

(2.12)IMIE < Ci ||LU||F ,
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exp(cT) max((4(g+fc— 1)2/(1— i/)2)+|,g1/2)avec la constante C i , où la constante c vérifiemin(i,n?/16)

c > 8 and ca0 — (a + 1) > 03. (2.13)

Démonstration. Notons par

Mu — (—l)k-1

Considérons la forme quadratique

[ [ e*p(
J 0 J 0

(2.14)Re — ct)CuMudxdt ,

où la constante c verifie(2.13), cette forme est obtenue en multipliant l’equation (2.1) par

exp(—ct)Mu, en faisant une integration sur QT, où QT = (0, 1) x (0, r), avec 0 < r < T, et

en prenant la partie réelle. En faisant une integration par parties dans (2.14) dans laquelle on

prend en compte les conditions aux limitas (2.3), (2.4) et (2.5) et le leinme 4, on obtient

»(i-4- KOI/7Re exp( — ct)CuMudxdt dxdt

ga+i (jfc-iu) 5«+2 (jfc-iÿ)
dxadt

En substituant l’expression de Mu dans (2.14), et en utilisant des inégalités élémentaires on

obtient

/7 (2.15)+ Re exp(— et) (1 — x)a(t) dxdt.dxadt 2

4 (a + k — l)2
+ 1) f f exp(— ct)(\ — x)v \Cu\2 dxdt

J0 J0
/ / exp(—ct)CuMudxdt < (

J 0 J0
Re

•:\i:i.' exp(— ci)(l — dxdt

(i - / / exp(-ct)
JO JO

(2.16)dxdt(1- x)-16

En utilisant les inégalités

K'(&)|21 V ~ÿ~dx <1: dx, où 0 < v < 1,(1 ~XY (1 — v)2
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et
7

dx,

dans (2.16), on obtient

4 (g + fc — l)2
+ 1) f f exp(-cf)(l - x)v \Cu\2 dxdt

Jo Jo
/ / exp(—ct)CuMudxdt < (Jo Jo

Re (1 -v)2

4t;i: (2.17)exp(-ct)(l — dxdt.

D’autre part de l’equation (2.1), on a

(S)l’2+ j*-1 (2.18)

En intégrant le dernier terme figurant dans le membre droit de (2.15) et en combinant le résultat

obtenu avec les lemines 5, 6, 7 et les inégalités (2.17) et (2.18), on obtient

sÿW\\x+ fo fQ exp(-ct)(l - x)v \Cu\2 dxdt + (1-*)|
[ {l-x)\jk~l(tp)\2dx + Yÿ f (!

Jo i=0 J o

dlJk~lu{x, r) I2

4a2
dxa(i - vy

-*)+ dx*

dx +\f0 1 exp(-c‘)(i-x)|J‘"1(|î)| dxdtexp(— cr)(l — x) dx*

da+1Jk~lu(x,T) |2î
exp(— cr)(l — x) dxadt

°JÿIÏ\2dx+îll! exp(-d)<i - x) h1(SS)I dxdt+l exp(— cr)(l — x) Jk 1 — —

dc+ijk-iul2
(«+i)) r f1

J o Jo
(2.19)exp(— c£)(l — x) dxdt.+(cao — as — dxadt

En utilisant des inégalités élémentaires et (2.13), de (2.19) on a

daJk-'ÿ |2
dx* I+ J (1- x)v |£«|2 dxdt + y (1- x)|4Q2

J 0

2 dxdx +(i - vy

u+
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\u &Jk~lu(xtT)\2 d2u I2> exp(-cT) (1-*) dxdtdxl

da+xJk~lu(x,T) |2 a2a+1uj2°ï ) dxdtdx + — dx2adtdxadt
du(x,T) I2

Jo I
(2.20)dz .+ dt

Puisque le membre de gauche de l’inégalité (2.20) ainsi obtenue est indépendant de r, en

passant au supremuin dans le membre droit de cette inégalité par rapport à r de 0 à T, on

obtient l’inégalité cherchée. ■

D’une manière standard on peut montrer que l’opérateur L : E — > F est fermable.

Désignons par L sa fermeture ayant pour domaine de définition D(L).

Définition 3 La solution de l’équation opératorielle

Lu — T

est dite solution forte du problème (2.1)-(2.5).

Comme les points du graphe de l’opérateur L sont limites des suites de points du graphe de

l’opérateur L, L’estimation à priori (2.12) peut etre prolongée aux solutions fortes en passant

à la limite, soit

|M|E<C,||LU||F, VueD(L). (2.21)

De l’inégalité (2.20) découlent les corollaires suivants.

Corollaire 2 La solution forte du problème (2.1)-(2.5) si elle existe est unique et dépend con¬

tinûment du second membre de l’équation et des conditions initiales , i.e. de T = (/, <£, VO £ F.

R(L)- n(L).Corollaire 3 L’image R(L) de l’operateur L est fermée dans F, et on a

De ce dernier corollaire il apparaît clair que pour montrer que le problème (2.1)-(2.5) admet

une solution forte pour T = (/, <p, rj>) arbitraire, il suffit de montrer que l’ensemble des valeurs

R{L) est dense dans F.
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2.4 Existence de la Solution

Lemme 8 Soit D0 (L ) = {u £ D ( L) : lyti = 0, l2u = 0}. Si pour u G D0 (L) et un ceiiain

u) Ç L2 (Q), on a

/<*JQ
(2.22)— x) Cuwdxdt = 0,

alors u) = 0.

Démonstration. Il est facile de voir que l’égalité (2.22) peut etre écrite sous la forme

= (-!)“ [ O -*)<*«ÿ
JQ

Introsuisant. les (-opérateurs de régularisation [49] J~x = (/ + £§-t) 1 et (J"1)*, alors ces opéra¬

teurs donnent les solutions des problèmes respectifs :

= y(<).

9e (*) |t=o = 0,

d2u d2a+lu/dJQ
(2.23)wdxdt.— -T ~Qf2wdxdt dxndt

(2.24)

et,

d9*e (0 (2.25)
df

+9e(t) =

5e (0 |t=r = 0,

et on a aussi les propriétés suivantes : pour tout y 6 L2 (0, T), les fonctions g£ = (J~l) g et

g* = (J-1)* g appartiennent à W.j (O,!1) et vérifient gE |t=o= 0 et g* |t=r= 9- de plus, J~

commute avec Jÿ, et on a /0T \ge — g |2 dt — > 0 et J0T|g* — g|2 dt. — > 0, pour e

D’autre part pour la fonction donnée u) (x,t), introduisons la fonction suivante v (x,t) telle

i

0.

que

{/1(1 “ m+ (a+k+"î jTd - ,v{x,t) = (l-.T)"+fc-2
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alors ona Jk 2v = (-l)fc jw(£, t)+ (a+ k- 1)(1- x)a+k 2 /* en integrant par

parties, on obtient

(-1)*-’(1- x)J2k~2v +(-1)k~l{a+k- 1)J2k~lv = (1- X)LJ, f J2(k~%(t t) d£ = 0. (2.26)
Jo

Alors, de l’égalité (2.23), on a

d2u _
— -Nvdxdt = [ A(t)ÿ-J2k 2vdxdt,

JQ otIQ3t2
où, Nv = + ( — l)fc— 1(a -Ht - l)J2k~lv, et

“ j. En remplaçant dans (2.27) par sa régu

larisée J~l et en utilisant la relation A(t) J~l = J~lA (r) 4- on obtient

(2.27)

((l-x)a(O+k-l da'k~l g»-**1-A(t)u =(-!)“ Qxoc+k— 1 dxa~k+l

= JQ 4(t) +eJQlïï Qî)/k~ÿdt-f du dv*
JQ at N at“ (2.28)

En passant à. la limite on voit que l’égalité (2.28) est satisfaite pour toutes les fonctions véri¬

fiant les conditions (2.2)-(2.5) tel que (1 — x) G L2(Q) pour 0 < i < a — fc + 1, et

- x) € L2(Q) pour 0 < i < a+k-1.Il est clair que l’operateur A (t) possède

dans l’espace L2 (0, 1) , un inverse continu définit par la relation

[ n rto+k-2 rti

[Jo Jo Jo

r x nc-k rvt

Jo Jo J o

1+*-iA~l(t)g =(-!)“ g{0dCdfl- dta+k-2a(<)(! -V)

t- i
(2.29)drjdr]i...dr]Q_kl

et vérifié

f xxA 1(f) gdx = 0 for 0 < i < 2k — 2
Jo

Comme la fonction (§jf)e peut etre représentée sous la forme (§ÿ)E = J~xA~lAÿ. Alors,

I? (S)e = (É) (f) S’ où

(2.30)

Aÿt)g = TtJ*l-a9 (2.31)
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Ainsi, (2.28) s’écrit sous la forme

du dv*
= IQA u) Jî -j2t '‘v‘ + sA‘j2k~2v‘) ixdLL (2.32)

où A* (t ) est l’adjoint de l’opérateur Ae (t).

Il est clair que le membre de gauche de (2.32) est une fonctionnelle linéaire continue en

Alors la fonction

he — J2k~2v*e + eA*J2k~2v*e possède des dérivées € L2 (Q), i = 0, a — fc + 1,

) G L2(Q), i = 0, a + k - 1, et les conditions suivantes sont satisfaites

d'h _
-7ÿ7 |x=o= 0, i = 0, a + k - 2, 8% (2.33)|T=1= 0 , i = l,a 4- k - 1.dxi

Les operateurs A*e{t) sont bornés dans L2(Q). Pour e suflïsernent petit on a

< 1, alors l’opérateur I + eA*e{t ) possède un inverse borné dans l’espace L2(Q).

= l,a sont des opérateurs bornés dans L2(Q). D’autre part de l’égalité
IMîWIIMQ)

dxi ’De plus

dkA*e{t) t f~kJ2kÿv*ed{he d'J2k~2v* +£EC‘ dxk (2.34)i = 0,a,dx'~k
fc=i

Qi j2k-2y*on conclut que la fonction v* possède des dérivées — -dxr € L2(Q), i = 0, a + k - 1. En

prenant en compte (2.34), et (2.33), on a

\1 +£Al(t))ÿ+'±cÿ-ÿ = 0, i = 0,cx + k — 2, (2.35)
dx{-k

k=l x=0

* = 0,o + fc-l. (2.36)= 0,dx'~k
k— 1 x=l

D’une manière similaire, pour e suffisement petit, en chaque point fixé x G [0, 1] les opérateurs

, i = Ô~â sont bornés dans L2(Q) et l’opérateur / + eA*(t) est continûment inversible

dans L2(Q).

De (2.35) et (2.36) résulte que v* vérifié las conditions suivantes

dV2fe~2u* |x=o = 0, i = 0, a + k — 2,
dx*
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d'J2fc-2<
dx{

Finalement, pour e suffisement petit, la function v* possède les memes propriétés que celles de

la fonction he. De plus v* vérifié la condition intégrale dans (2.26).

En remplaçant, u = /J fQT exp(c?/)v* (rj, r) drjdr dans (2.27), où la constante c vérifie

ca0 — <7,3 — > 0, et en utilisant (2.25), on obtient

|x=i =0, i = 0, a + k — 1. (2.37)

du dJ2k~2¥erPTi— exp(-ct)J2k~2—dxdt + e[ exp(ct)v*Nvdxdt = — f A(t)ÿU
JQ JQ [ A(t)

JQ
dxdt,dt dt

(2.38)

en integrant par parties chaque terme dans le membre gauche de (2.38) et en passant aux parties

réelles on obtient

da~k+2u I2d2ü / a (t) exp(— et) (1- x)
JQ IRe [ Ait)9*

JQ
Q

dxdt > -exp(-ct)J2fc-2ÿ dxdtdxa~k+ldtdt

I21 f da I2jQ-dteM~Ct)(1-x)\ (2.39)dxdt.dxa~k+ldt

da~k+2u I2du dJ2k~2v* )ÿ/0exp((~siMt) dxdt. (2.40)-et) (1 — x)Re dxdt dxa~k+1dtdt dt

Maintenant, en utilisant (2.39) et (2.40) dans (2.38) avec le choix de la constante c indiqué en

haut on obtient

0, on obtient 2Re JQexp(ct)vNvdxdt < 0, i.e.,2Re fy exp(ct)v* Nvdxdt < 0, alors pour e

2Re JQexp(ci)(l — x) \jk~lv\2 dxdt+ 2(a+ k — l)Re fQ exp(ct)vJ2k~lvdxdt < 0.

Comme, Re exp(ct)vJ2k lvdxdt — 0, on conclut que Jk 1v = 0, alors UJ = 0, ce qui achève

la démonstration du lernme. ■

Théorème 9 L’ensemble des valeures R{L) de l’opérateur L coincide avec F.

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert alors, on a R(L) = F de la relation

(2.41)dx — 0,
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pour u G E arbitraire et T = (/, ip) G F, résulte que / = 0, y? = 0 and xp = 0.

En remplaçant, u G F0(L) dans (2.41), on obtient [Q (1 - x)u Cufdxdt — 0. En posant w =

(î-i)!-* ’ où|< 1/ < 1 et en utilisant le lemme 8 on obtient a» = = 0, alors / = 0.

Ainsi résulte que, Vu G F(L) on a

(2.42)

Comme l’image de l’opérateur trace (Zj,/2) est partout dense dans l’espace de Hilbert munit de

la norme

3M3M*]‘-y° \ t=o I
alors (<p, T/J) = (0,0). ■
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Chapitre 3

PROBLEME AUX LIMITES EN

TROIS POINTS AVEC CONDITION

INTEGRALE POUR UNE

EQUATION AUX DERIVEES

PARTIELLES D’ORDRE TROIS EN

TEMPS

Dans le présent chapitre on montre l’existence et l’unicité de la solution forte d’un problème

aux limites en trois points combinant une condition de Dirichlet avec une condition intégrale

pour une equation aux dérivées partielles d’ordre trois. La démonstration est basée sur une

inégalité de l’énergie et sur la densité de l’ensemble des valeurs de l’opérateur engendré par le

problème étudié.
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3.1 Introduction

Dans le rectangle O=(0, 1) x (0, T), on considère l’equation

C?3li (3-1)

avec les conditions initiales

du (3.2)u(i,0) = 0, -=-(1,0) = 0, 16(0,1),dt

la condition finale
d2u (3.3)gp(x,T)= 0, T G (0, 1),

la condition de Dirichlet

(3.4)u(0,t) = 0, Vi€(0,T),

et la condition intégrale

Ji u(x,t)dx = 0, 0<Z<1, te{0,T). (3.5)

En plus, on suppose que la fonction a(x, t) et ses dérivées vérifient les conditions

0 < a0 < a(x, t) < ai Vx, t E Ü

Vx, ten (3.6)
Qku _

'<4 < < cit, Vx, ten, k = 1,3, with cx > 0

3.2 Preliminairies

Dans ce chapitre, on montre l’existence et l’unicité de la solution forte du problème (3.1)-

(3.5). Dans ce but on considère la solution du problème (3.1)-(3.5) comme étant la solution de

l’équation opératorielle

(3.7)Lu = T,
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où l’opérateur L est de domaine de définition D(L) consistitué des fonctions u G L2{ÇÏ) telles
dk+xu
dtkdx

L’operateur L est considéré de E dans F, où E est l’espace de Banach consistitué des fonctions

u G L2(f2), dont la norme suivante est finie

(x,t ) G L2(fi), k = 1,3 et vérifiant les conditions (3.4)-(3.5).que

&u\2 \d2u\2
dt3\ |dx2Ml = / e(*)

Jn
dxdt+

r, |2
+ |u|2 dxdt.

F est l’espace de Hilbert des fonctions T =(/, 0, 0, 0), / G L2(f2), de norme finie

[ $(*)
Jn

(3.8)dxdt 4-

IIÿIIF = [ I f{x,t)\2 dxdt ,
Jn

(3.9)

où
(l-/)2 0 <x<l,

(1 — x)2 l < X < 1.
0(x) =

0 0 < x < l,
$(x) =

1 l < x < 1.

3.3 Inégalité de l’énérgie et ses conséquences

Théorème 10 Pour toute foncMon u G D(L), on a l’estimation à priori

(3.10)\\u\\E ≤ & ||Lu||F , pour u G D(L).

f 1 c3 — 3cc[ + 3c2c1 — c3ai — b2 a§
K

40 exp (cT)
où k2 = avec k,i = inf ’ 22ki

ci)|
La constante c satisfait

[Ida \[âm+1)flda\
\a dt ) <c< inf

(x,t)en

c3 — 3cci + 3c2Cj — c3oi — b2 > 0

c2 - 2cc[ -f c2a\+ ca0 - c\ > 0

sup
(x,t)çn

(3.11)
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Démonstration. Soit

d3u 0 < x < l
(3.12)Mu =

('-‘rw+w-'V-wd3u l < X < 1,

où Jxu = f* u(x,t)dx.

Considérons la forme quadratique obtenue en multipliant l’equation (3.1) par exp(—ct)Mu, où

la constante c vérifie (3.11), en intégrant sur D = [0.1] x [0.T] et en prenant la partie réelle

$(«,«) = Re / exp(-et)Cu(x,t)Mudxdt,
Jn

(3.13)

En substituant l’expression de Mu dans (3.13), et en faisant une integration par rapport à x

en tenant en compte la condition de Dirichlet on obtient

/ exp(— et)Cu(x,t)Mudxdt —JnRe

/7 i:i:ÿmQPU_
exp(— et)-— r Mudxdt + Re (3.14)Mudxdt.Re

De l’expression de Mu on a

nexp(— ct)ÿ7Mudxdt =otô
Re

rT r1 I d3u 1 2L I e(*)exp(-ct)M fT f 9ÿVL 9ÿVLl J, (l-x)«*P(-<*)gëJ'-êëixit'dxdt + 2 Re

En faisant une intégration en x, en tenant en compte la condition intégrale, on obtient

| <93it|2-ct)\Jx-ÿ\ dxdt.
\ 2 n,'exp{ri 77 &3U1 d3u-exp( —et)-—-r- MudxdyotJ

0(.x) exp(-ci) \-Qp\ dxdt+Re

De meme pour le second terme du second membre de (3.14) on a

a3u
Il (°s) —r~zdxdtMudxdt dt3

——rdxdt+ Re dt3
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1 / (“g d3u+2 Re Jx dxdt , (3.15)dt3

En faisant une intégration en x dans chaque terme de (3.15), en tenant en compte la condition

de Dirichlet et la condition intégrale on obtient

1 1 (1- lŸeM~ct)k (°s) =Re

f fl l
/1 n2 , ,, dud3u(1-/) exp(-ct)a—-ÿdt du O'1u(1 - t)2exp(-ct)nRe -Re dxdt.dx dxdt3

X=l

Re dxdt —

f /'/(* du d*u(1- 02exp(-d)aÿÿd/, x)2exp(— c£)a-Re dxdt-Re 9x dxdt3
X=i

dud3u-x) exp(-c«)a— at3 dxdt.+2 Re

fjfl-ÿ-<xfi) flf' x)exp(-d)aÿ|ÿ<fcrffd3u
■h~7x�dxdt = -2Re2Re dt 3

fl, fl,î î d3u
exp{—ct)au-Qpdxdt.oxp( ct)ÿfuJx ff dxdt - 2 Redx dt3

—2 Re

En substituant ces termes dans (3.16) on a

f Ifÿifi) f f ©M exp(
Jo Jo

du diu—ct)a dxdtRe Mudxdt — — Re dx dxdt3

a;■T rl
exp(-ct)— Jxÿÿdxdt. (3.16)d3u<b (x) exp(— ct)a(x, t)u— 2Re dxdt — 2 Redt3J 0 JO

En integrant selon x et t dans le second membre de droite de (3.16) en utilisant les conditions

(1 — 5) on aura

d2u 2

/ / 0(x) exp(— ct)a
J0 J 0 U L ewexp(“c() [Idu d*u dxdtRe dxdt — — — ca

dx dxdt 3 dxdt

du 2/71 d3a d2a0(x) 9G C3G2”exp(-d) âë dxdt-3c -f 3c+ dt2 dxdt
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I d2u I20(x) exp(— ct)a(x, t) dx
1 dxdt 1+/ Jo Q(x)exp{-ct)(ÿ-caj du d2u

dx dxdt X-Re
t=T t=T

5u|2f 1 0(x) \d2ais?
l / e(x)exp(-ct)oÿJ|;dxdt = -3-J" Jo *(*)«p(-rf)[

c3a| |u|2 dxdt

- Re J exp(-rf) - caj

da— 2c— + c2a (3.17)dxm dx
t=T

da 1 I du 1 2

9* ~ca y-Re dxdt

d2a da— 3c— r + 3c— —+ 5f2 dt

du 2 du d2u
dx dxdtJ 0(x) exp(-ci)a(x, f) |— dx+

t—Tt=T

du I2f 1 , .x [52ai — exp(-ci)[w 5a— 2c— 4- c2a (3.18)dxdxm
t—T

En substituant (3.17), (3.18) dans (3.16) et en utilisant l’e-inégalité on obtient

d2u |2
dxdtMudxdt > ~ J J 0(x)exp(-ci) - caj | dxdtRe

5u|2a:ç-«>[s d2a da — c3a dxdt~3cW + 3cm+ dx

(§î) |u|2,“52a
3cæ+3cWt

da — (?a —

3 T [l T( \ t 1
2 X X ¥| dxdt

d2u I2 ,
dxdt+ J 0(.x) exp(— et)

f1 0{x) \d2ay. — exp<-d)i5?

+ J 4>(x) exp(— ci) (a
f1 o(x) , .v rÿ2o■y. THPM[»

5a
"

5t
”

e=r

du I2
„ call l— ax
5i 5x
dada + c2a + I— —_ 2c5t

t=T

du I25a dx~\m~ca\ dt
t=T

cajj |«|2dx|dada
- 2c— + c2a + (3.19)

5Î 5t
_

t=r •
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Une combinaison de (3.19) et (3.14) donne

QQç) / A I d3™ 2 d2u 2

dt
æ Idxdt

du\2
ff dxdt — J J 0(.x)exp(— ci)

“ AllsfT 0(x) rÿ3a+y„ /„— exp(-d)iÿ o d2fl „— 3cÿTT7r + 3c dxdtdi~dt2
I d3u|2exp(-ct) Jx-ÿr dxdt +1 dtJ 17Y

/ exp(_cÿ [°
<93a d2a _ <9a

- 3c~r— r- + 3c c3aj |u|2 dxdtdi¬et2

a2u I2dttl2in [ÿ“ca]|âf da
exp{—et) dxdt+ -\ei-ca

\du 2

« _caJk dx

M~caII llfl dx

t=T

r 0(x) \d2a da 2 Idal -¥eÿ-ct)[dë-2cdi+ca+ 1
4- J 4>(x) exp(— et) |a

- $(x) exp(-et) - 2cÿ 4- c2fl + “ co|] lu|2 dxLr

J 0(.x) exp(— ci) |/|2 dxdt.

t—T

t=r

(3.20)< 17

D’autre part de l’équation (3.1), on a

d3u|2d2u|2 /„e(l)b
J e(x)\f\2dxdt.

/nÿb dxdtdxdt < 2

/new(ê) |& dxdt + 44-2

En Combinant cette dérniére inégalité avec l’inégalité (3.20) et en utilisant les conditions (3.11)

on obtient

chtl2 I d2u I2
dx\ |dtdx

d3u I2 |d2u|2" / ©(*)
Jnf ©(*)

Jn
dxdtdxdt +4dt3 dx2

H2] dxdt < k J 0(x) \f(x,t)\2 dxdtdu I2di\ +4- [ $(x)
Jn

ce qui donne le résultat. ■

D’une manière standard on peut montrer facilement que l’operateur L : E — > F est fer-

mable. Désignons par L sa fermeture de domaine of définition D (L).
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Définition 4 La solution de l’equation operatorielle Lu = T est dite solution forte du problème

(3.1)-(3.5).

Comme les points du graphe de l’opérateur L sont limites des suites de points du graphe

de l’opérateur L, on peut prolonger l’inégalité (3.10) en passant à la limite, soit

\\U\\E<C\\LU\\F, VueD(L).

Cette dernière inégalité entraine les corollaires suivants :

Corollaire 4 La solution forte du problème (3.1)-(3.5) est unique si elle existe et dépend con¬

tinûment du second membre T .

Corollaire 5 L’ensemble des valeurs R (L) de l’opérateur L est égal à la fermeture R(L) de

R(L).

Du corollaire 5 résulte que pour montrer que le problème (3.1)-(3.5) admet mie solution

forte pour tout second membre arbitraire F, il est suffisant de montrer que l’ensemble R (L)

est dense dans F.

3.4 Résolubilité du problème (3.1)-( 3.5)

Pour montrer l’existence de la solution du problème (3.1)-(3.5) il est suffisant de montrer

(pie R(L) est dense dans F. La démonstration est basée sur le lemrne suivant :

Lemme 9 Supposons que la fonction a(x,t) et ses dérivées sont bornées. Soit u G D0(L) =
<Æ(x,T) = 0j . Si pour u G D0(L) et une certaine fonc-

/ h(x)£uwdxdt = 0,
Jn

ju G D{L),u{x,0) = 0, =
tion w(x, t) G L2(0), on a

(3.21)
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où

l-l 0 < x < l,
h(x) =

I < x < 1.1 - x

talors w = 0.

Démonstration. Il est clair que l’égalité (3.21) peut etre écrite sous la forme :

d3uLh(x)a* = / A(t)uvdxdt ,
J n

(3.22)-T-r-wdxdt

pour w(x, t) donné, où

(1 — l)w

—JT
A(t)u=i

0 < x < l,
v =

l < x < 1 .

\h(x)a(x,t)ÿJ , (3.23)

(1 - l)v

(1 - x)v + Jxv

0 < x < l.
Nv =

l < x < 1.

w — f* Jÿdç, l < x < 1 on déduit que f* v(Ç,t)dÇ =(1 - x) f* -— -dÇ, alorspour v =

// w(C, t)dÇ = 0.

En suivant [49], introduisons les de régularisation, (J"1) -(-•sr-
-('+4)"(JT1)* qui donnent en réalité les solutions des problèmes respectifs :

d3ue
€~dt?

ut(x, 0) = 0, x , 0) = 0, T) = °.

. d3v*v' +e-gF=v

= U
(3.24)d2utdut

(3.25)
«î(*,0) = 0, = 0. = 0.

Ot
Et possèdent aussi les propriétés suivantes : Pour tout u G L2(0, T), les fonctions Jtlu E

Wi{0,T), {Jr'Yu G VE23(0,T). Si u G D(L), J,-1!* €£>(L).

lim||j€ = 0
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ji3ll(-7r‘)’u-“L«i,T) - 0

En remplaçant la fonction u dans (3.22) par sa régularisée et en utilisant la relation

A(t)ut = Je 1A(t)u + eJe lBt(t)u,

woù
d3A(t)n(t) 35 /<9A(t)3u£\B‘{t)-dt{-ar-m)

= / A(t)uv*dxdt — e / B((t)uv*dxdt.
Jn J n

dt3

On obtient
d3v*uN 1dxdtIr OP

L’opérateur A(t) possède inverse continu définit dans L2(0, 1) par

(3.26)

1 rx d( K , w Ci(t fX d(

Jic $(»/)<*»? + c2(0 !i
0<x <ia(Ç,t)A~\t)g = -dÇ dc + «(Z) Z < a; < 1(i-CWC<)(l-C)a(C.t)

(3.27)

OÙ

(i-OxfO + Jo'ÿ/oSfoM-)
r/ <zç
Jo~ÿU)

(3.28)Ci(t) =

ji g{n)dn
(3.29)c2(0 =

a(C,0
Alors on a

A~l(t)u = 0

comme la fonction J€ 1 it = ue peut etre représenté sous la forme

ue = J~lA-\t)A(t)u. (3.30)

L’opérateur adjoint de Be(t) s’écrit
dÇ

°(C,o1 , ,r aÿa 3 , ,r a /Ôa3»\
a ( ‘ ' dP + a ’ dt VSi dt J Tc G,(«)(l), (3.31)

IoÿxT)
- Gt(v)(x) +
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où

*:W‘)-s(ss')-is'«'©')] (3.32)dC

Finalement, l’égalité (3.26) s’écrit

d3v*uN -—é-dxdtL = J A(t)uh€dxdt , (3.33)dt3

où ht = v* - eB*(t)v*.

Comme le membre de gauche de (3.33) est une fonctionnelle linéaire continu en u, alors la

fonction hf possèdent des dérivées partielles en x, telles que :

et vérifié la condition /î6(0, t) = 0.

De l’égalité

-eî(V)*©)l(1 dx a

vu le faite que l’opérateur (Je ')* est borné dans L2(Q), pour e suffisement petit, on a

< i

Comme, l’opérateur I — e- (J, *)*
a \at f J

possède un inverse borné dans L2(Q). On conclut

que (1 - G L2(Q). D’une manière similaire, on montre que — x)~gÿj existe et

appartient, à L2(fi), et les condition suivante est satisfaite v*(0,t) = 0.

En remplaçant u = fg fg exp(cr)v*dTdr]dÇ, dans (3.22), où la constante c vérifie (3.11) aEn

utilisant les propriétés des operateurs de régularisation, on obtient

[ exp(ct)v* Nvdxdt = — [ A(t)uv*dxdt — e f A(t)uÿÿ-dxdt,
Jn Jn Jn vt (3.34)
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par un calcul simple on a

/«s
Jji(x)exp(-ct) J

I h(x)exp(—ct)Jn

-eRe dxdt =

d2a I d3u I2“c()â?|â%| *'“-3Re

da I d3u I2
dt dt2dx

d3a <92al d3u 52m
dt3 ° dt 2 ôtdx3 / /i(x)exp(

Ju

+3/
-ÿ/i(x)exp(-ct)a|ÿf-|

dxdt

+ 3
e=Tt=r

d3adu d3u dxdt,dxdt — Re df3 dx dt2dx

et

d3u |2d2a 1 |d3a d2a
df2 + 2 dî3 ~C~dt2J A{t)uÿ~dxdt < e J h(x) exp(-ct)

3 f , . . . . f d2a da+-Jnh(X)eM-ct)[W-Cg-t +

— / h(x)exp(
Jn

+\ JJiix)ÿv{-ct)|

— e Re

d2u |2
mai] dxdtd3a d2a

dt3 C dt2

3 f |d3a| \du\2dxdt+ - yn A(x) exp(— et) |_||— |
ÊÎï|L«!!!-|\xdtl f h(x) exn(-ct)— |ÜLfdt3||d*3dx| 2 Jn[) l[ ’dt I dt2dx I

En intégrant le premier terme du membre droit de (3.34) par parties, on obtient

i2. . d3v*-c()o|«r dxdt

î (3.35)dxdt.

Jn A(t)uv;dxdt = |/nMx)exp(-c() - ca]||ÿ| dxdt-eRe

J h(x) exp(— et) ft d2a du
—r - 3c-r-r- + 3c2 — - dxdt

dt2dt3 dt

du I2d2u I2 IdWx\ dx\ J |
— Rej /i(x) exp(— ci) — ca|

f 1 1J ÿh\x)exp( d2a da
dë~2cm H- e2a| 7T~|dx I— ct)a

t=Tlt=T

dudÿu_ I
dxdtdx X\t=T

Cette dérniére égalité donne
2d2uJ A(t)uv*dxdt < — J h(x) exp(— et) J dx-eRe + a — endï dxdt

t=T
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da1 |<9u|2
«/ aï *+L 5ftWexp(_ci)|d2a n da 2__2c_+ca+ca_

Finalement en utilisant les conditions (3.11), l’inégalité (3.35) et (3.3G), on obtient

(3.36)
t=T

Re / exp(ct)v*Nvdxdt < 0 pour e — » 0
Ju

Re / exp(ct) (v* - v) Nvdxdt + Re exp(ct)vNvdxdt < 0
J n J n

D’où

ainsi

[ f exp(-ct)(l - l)\v\2 dxdt + f ( f exp(-et)(l - x)\v\2 dxdt+
Jo J o Jo Ji Jo

f ï exp(-ct) \Jxv\2 dxdt + f f
Jo Jl Jo Jo

l 1 -l
- — exp(— et)|Jxv\2 dxdt < 0.

Alors v = 0.

Finalement de (3.23), on tire que w = 0. ■

Théorème 11 L’ensejnble des valeurs R{L) de L coincide avec F.

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert alors R{L) =F si et seulement si de

la relation

[ Q(x)fgdxdt = 0.
Jsi

(3.37)

Pour u G DQ(L) arbitraire et T = (/,0, 0, 0) G F implique/ = 0.

En prenant en compte dans (3.37) u G D0(L) et en utilisant le lemrne 9, on obtient

(1-09

(1 ~x)g

0 < x < l
w —

l < x < 1,

alors g = 0. Ce qui achève la démonstration. ■
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A THREE-POINT BOUNDARY VALUE PROBLEM
WITH AN INTEGRAL CONDITION FOR A
THIRD-ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION

C. LATROUS AND A. MEMOU

Received 9 February 2004

We prove the existence and uniqueness of a strong solution for a linear third-order equa¬
tion with integral boundary conditions. The proof uses energy inequalities and the den¬
sity of the range of the operator generated.

1. Introduction

In the rectangle Q = (0, 1 ) x (0,T), we consider the equation

(1.1)

with the initial conditions

dit (1-2)u(x,0) = 0, — (x,0) = 0, xe(0,l),
dt

the final condition

d2u (1.3)— (x,T) = 0, x€ (0,1),dt2

the Dirichlet condition

(1.4)u(0,I) = 0 VtG (0,7),

and the integral condition

l
(1.5)u{x,t)dx = 0, 0 < / < 1, f G (0, '/')•

Jl
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34 Three-point boundary value problem

In addition, we assume that the function a(x,t) and its derivatives satisfy the conditions

0< < a(x,t) < rtf Vx,f e n,

III < b Vx (1.6)

dkuc't < -ÿ-(x,f) < Ck Vx,t € Cl, k = 1,3, with c\ > 0.

Over the last few years, many physical phenomena were formulated into nonlocal mathe¬
matical models with integral boundary conditions ( 1, 9, 10, 11). The reader should refer
to (13, 14] and the references therein. The importance of these kinds of problems has
also been pointed out by Samarskii [22]. This type of boundary value problems has been
investigated in [2, 3, 4, 6, 7, 8, 12, 18, 19, 20, 23, 25] for parabolic equations, in (21, 24]
for hyperbolic equations, and in (15, 16, 17] for mixed-type equations. The basic tool in
(5, 15, 16, 17, 20, 25] is the energy inequality method which, of course, requires appro¬
priate multipliers and functional spaces. In this paper, we extend this method to the study
of a linear third-order partial differential equation.

2. Preliminairies

In this paper, we prove the existence and uniqueness of a strong solution of the problem
(1.1)— (1.5). For this, we consider the solution of problem (1.1)— (1.5) as a solution of the
operator equation

Lu = 3F, (2.1)

where the operator L has domain of definition D(L) consisting of functions « e L2(ft)
such that (dk+lu/dlkdx)(x,t) £ L2(Cl), k = 173 and satisfing the conditions (1.4)-(1.5).

The operator L is considered from E to F, where E is the Banach space consisting of
function u €L2(Cl), with the finite norm

"""'ÿ[«’‘’[If?! +|f£| ]dxdt

du I2 I d2u 1 2

âxl + lâïàïl+ f 0(x)
Jn

dxdt (2.2)

+ Jn*<‘,[lll +l”'']dxdt.

F is the Hilbert space of functions S' = (/,0,0,0), / e I2{Cl), with the finite norm

imiH f ©(*)! f(x,t)\2dxdt,
Jn

(2.3)
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where

(1 -Z)2, 0 <x ≤ l,
(1 -x)2, /<x< 1,

0, 0 < x < /,
1, /<x<l.

©(*) =
(2.4)

<!>(*) =

3. An energy inequality and its application
THEOREM 3.1. For any function u e D(L), the a priori estimate

IIHKE < k\\Lu\\F foru&D(L), (3.1)

where k2 = 40exp(cT)/fc| with k\ = inf ( 1/4, (C3 - 3ccJ + 3c2c\ - cial -b1)/ 2, a%/ 2, (3/
2)(co0 - ci ) } . The constant c satisfies

\a dt) <c< inf
(x,i)en

Cj - 3ccj + 3cJcJ - c3fli - b2 > 0,

c\ - 2cc'i + c2a2 + c«o ci >0.

sup
(*,DeO

(3.2)

Proof. Let

dh,
0 < x < l,

(3.3)MM = d3ud3« / < X < l,

where fxu = Jj* u(x,t)dx.
We consider the quadratic form obtained by multiplying (1.1) by exp(-ct)Mi/, with

the constant c satisfying (3.2), integrating over Q = (0, 1) x (0, T), and taking the real
part:

<D(»,u) = Re f exp(-cf) f(x,t)Mudxdt.Jo
(3.4)
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By substituting the expression of Mu in (3.4), integrating with respect to x, and using the
Dirichlet and integral conditions, we obtain

Re [ exp(-ct)f(x,t)MudxdtIn

dxdt

dh, I2
dxdt I-law-GHi dxdt

-Hiirn:ÿ— f1. I, dxd'

d2a da dxdt— 3f-r-r + 3C—dt2 dtt

+
(3.5)

d3u1 1,
+ |o 0(x)exp(-cf)fl(x,f)| |
- jje(«)«p<-co(f - C») yx

-r-rdxdt- 2Re
2
dx|,=i

- 2Re

Integrating by parts -2Re/07 exp(-ct)a(x,t)u(d3u/dt3)dxdt with respect to t, and us¬
ing the initial conditions, the final conditions, and the elementary inequalities, we obtain

v„; , I d3U 1 2J7I 0(x) dxdt

d2u I2
dxdtIlïew— [IHI dxdt

-Hiirf rfl0(x) . . f d3a
' Jo1— '“p(“c,lUn d2a Sa dxdt

dt2 +3cVt— - 3c

*n;— 1ÿ1

-in;— >[ï-]in
+1' “P(-C,)HI-“I] Iâ I M,-r

dxdt

d2a-3t-r-r + 3cdt2
2
dxdt
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d2aexp(-«)ip-2c|+<!«*ISnf 00
Jo 2 Ht ~ ca

jV>Hp<-cf)[«-||-«»|]|§ï|»

- £ <I>(x)exp(-cf)£|ÿ - 2c|ÿ f c2a V ||ÿ - cn| j|w|2dx|
<17J J ©(x)exp(— ct)\f\2dxdt.

t- T

(3.6)

From (1.1), we get

d2u I2bw“!Li
S2L0WU>

J ®(x)\f\2dxdt.

dxdt

d*u 1 2
(3.7)dxdtdxdt + 2

+ 4

Combining this last inequality with (3.6) and using the conditions (3.2) yield

Lew[l (Pu 1 2 1 ©i» |2
dt} I + I dx2 I

du\2

dxdt

dti\2 + |u|2 jdxdt3!“ I ]ÿ‘"+L®w[la7+leMLla,
f 0(x)|/(x,f)|2<(xdf,
Jn

(3.8)+ dtdx

<k

□which is the desired inequality.

It can be proved in a standard way that the operatorI: E — F is closable. Let L be the
closure of this operator, with the domain of definition D(L).

Definition 3.2. A solution of the operator equation L« = if is called a strong solution of
problem (1.1)— (1.5).

The a priori estimate (3.1) can be extended to strong solutions, that is, we have the
estimate

Hullc ≤ CIILUIIF VueD(L). (3.9)

This last inequality implies the followingcorollaries.

COROLLARY 3.3. A strong solution of (1.1)-(1.5) is unique and depends continuously on if.

COROLLARY 3.4. The range R(L) of L is closed in F and R(L) = R(L).



38 Three-point boundary value problem

Corollary 3.4 shows that to prove that problem (1.1)— (1.5) has a strong solution for
arbitrary c.f, it suffices to prove that set R(L) is dense in F.

4. Solvability of problem (1.1)— (1.5)

To prove the solvability of problem (1.1)— (1.5) it is sufficient to show that R(L) is dense
in F. The proof is based on the following lemma.

LEMMA 4.1. Suppose that the function a(x,t ) and its derivatives are hounded. Let u G D0(L)
= {lie D(L), u(x,0) = 0, (du/dl)(x,0) = 0, (d2u/dt2)(x,T) = 0). If for u G D«(L) and
some functions w(x,t ) G L2(fi),

f li(x)fwdxdt = 0,
Jn

(4.1)

where

1-1, 0 < x < I,
1 -.r, l < x < 1,

(4.2)h(x) =

holds, for arbitrary u G Do(L), and then w = 0.

Proof. The equality (4.1 ) can be written as follows:

f h(x)~-wdxdt - f A(t)uvdxdt,
Jn at3 Jn

(4.3)

for a given w(x, t), where

0 < x < l,(1 -l)w,

(<*<!>

A(t)u = £;(/i(*)<i(jr,o|“).
0 < x < /,

V =

(4.4)

(1 -l)v,
(l-x)v+/,v, 1<X<1.Nv =

deduce /,* v({,t)d( = (1 -x) J*(w/(l -())d(,For v = w- /,*( w/( 1-0 )d(, l < x < 1
then v((,t)d( = 0.

Following [25], we introduce the smoothing operators with respect to f, (/e~!) = (I -
e(d3/df3))-1, and (/“')* = (/ + e(d3/dt3))-1 which provide the solution of the respective
problems:

we

%£(X.T).0.cd3ut dut = 0,ne(x,0) = 0,«£ - = u, a<2at3 dt (4.5)d2vJ* dVv-+£-sf vf (x,0) = 0, (JC,T)=0.= v, dt2dt
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And also, we have the following properties: for any u e L2(0,T), the function /e 1 we
wf (0,T), (J( l)*ue W2J(0,T). If u e D(L), Jc 1 u 6 D(L).

limlK/-')*» - w||iW) = 0.lim||/-,H-u||l2(07., -0, (4.6)

Substituting the function u in (4.3) by the smoothing function ut and using the relation
A{t)ue = )~]A(t)u + e]-'B({t)u, where Be[t) - (3d/dt)((dA(t)/dt)(du{/dt)) + (d*A(t)/
dt})u(, we obtain

L = | A(l)uv*dxdt - e ( Bt(i)uv*dxdt.
Ja J n

dxdt (4.7)uN dO

The operator A(t) has a continuous inverse in L2(0, 1) defined by

1 0 <x<l,
A-,(f)g = (4.8)

d(-At, + u(/), / < X < 1,
i (l-CHC.O

where

(1 - /)»(/) + JQ (d(Ai((,f)) logOQdti
f’(d(/a((,t)) ’

-(1 -/)»(/) -I J,1 (dt/njtJ)) g(>,)dr,

Q(f) =
(4.9)

C2(0 = (d(/a((,l))

Then we have A '(t)u = 0, hence, the function Jf ]u = ut can be represented in the
form

uc - )t 'A [(t)A{l)u. (4.10)

The adjoint of Bc{t) has the form

fo (rfC/a(C,0)
Jo (A(/a((,t))

(4.11)
Ge(v)(l),+

where

) a2d( Ve 1 dtKdtdt)
(4.12)
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Consequently, equality (4.7) becomes

dVL = I A(t)uhtdxdt,
Jn

dxdt (4.13)uN dt}

where he = v* -eB*(t)v*.
The left-hand side of (4.13) is a continuous linear functional of ti, hence the function

hc has the derivatives dhe/dx, (1- x)(dhf/dx) G L2(Cl), and the condition hc(0,t) - 0 is
satisfied.

From the equality

(4.14)

dht dvt(1-x)ÿdx

and since the operator (/tr 1)* is bounded in L2(fi), for sufficiently small e, we have
I!G(l/ci)(/e- 1 )*OVi/at3 )II <1. Hence, the operator / -e( l/a)(/e~l)* (d3a/dt3) has a bounded
inverse in L2(Q). We conclude that (1- x){dv*/dx) e L2(Q). Similarly, we conclude that
(d/dx)((l - x)(dv* /dx)) exists and belongs to Z.2(Q), and the condition v*(0,t) = 0 is
satisfied.

Putting u = J0‘/Q J,7 exp(cr)v* dr dtj d( in (4.3), where the constant c satisfies (3.2) and
using the proprieties of smoothing operator, we obtain

ayJ exp(ct)v*Nvdxdl = -J A(t)uv* dxdt - e A(t)u dxdt, (4.15)
at1

and from

e f A(t)uÿj-dxdt
Ja ot 3

-3jnM,)exp(-C<)g||ÿ|
- 3Jn(,(x)exp(-«)f|f -

f iav I2Jn/.(x)exp(-cf)fl|-ÿf-|

dxdt

(4.16)dx\,ÿr+ 3

D2u I2dx\,=T+ 3 a<a.x

dxdt
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we have

iPvtwE Re I A(t)u
Jn

dxdt

|3|n/!(je)exp(-rt)[ I 1 1 Vu 1 2

dt> 1
2 1 do

~ c a/M J I dpdx I
d7a da I (Va Va I I I Vu î2
dr

~ c dt ' âî1 “ cd?

Va 1 |d'a— i dxdl< f

+ } M*)«p(-ri)[ dxdldldx

(4.17)dxdl

Va\\du\2
4\ [ /i(x)exp(-ct)

2 Jn I
dxdldt' dx

1Va III4Il ' f /i(x)exp(- r<)
2 Jn

dxdl

1 ïL',w"p(ÿ')|lèsl ,lx'"\
Integrating the first term on the right-hand side by parts in (4.15), we obtain

f A(t)uv* dxdl
Jn

= $ f h(x)exp(
2 Jn

- J fi(x)exp(-cl)|
-JJ/.W«xp(-£l)«||ÿ| .W,.r

- Jo /i(x)exp(-ct)|— - ca|

- f Re

d7u\ da ™]l dxdt-cl)
dt dldx

’Va Va dxdt
(4.18)

'HillVa da- 2c —dt
du Vu . ......:,VM' '

This last equality gives

I A(t)uvf dxdtJn

<-£'/.(*)expt — ft)|'ÿ
J* ~h(x)exp(-cf)|

By using the conditions (3.2), inequalities (4.17) and (4.19), we obtain

Ref exp(cf)1'* Nvdxdl
Jn

-cRe

il rCfll I axât I
u u „ da , w.,
~ T - 2c— I c~a I ca- —

dx\l :T (4.19).( It
_

!llf—Va da
-t dt7 dldt

(4.20)< 0 as c — 0.
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This implies ReJnexp(ct)(»'* - v)Nvdxdl l Re Jn exp(ct)vNvdxdt < 0, that is,

f I exp(-cf)( I - /)|v|2dxdf
Jo Jo

lo 1/ (0exP(_cÿ(l ~x)\v\2dxdt + £ exp(-cf)|Jxv \ 1dxdt

+ J “jpexp(-ct) \jxv\2dxdt ≤ 0.

(4.21)+

Then v = 0.
Finally from (4.4), we conclude w = 0.

THEOREM 4.2. The range R(L) of l coincides with F.

Proof. Since F is Hilbert space, then R(L) = F if and only if the relation

□

J ®(x)fgdxdt - 0 (4.22)

holds.
Arbitrary u e Do(L) and ffi - (/,0,0,0) e F implies / = 0. Taking in (4.22), u e Do(L),

and using Lemma 4. 1 , we obtain

(! - l)g, 0 < x < /,
(1 ~ x)g> l < x < 1,

(4.23)tv =

then g = 0. □
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Résumé

Le présent travail est consacre a l'étude de certaines classes de

problèmes aux limites pour équations aux dérivées partielles du type

mixte du troisième ordre et d'ordre supérieur selon la variable spatiale

d'une part et d'ordre trois selon variable temporelle d'autre part,

combinant des conditions aux limites non locales du type intégrales,

intégrale à borne variable et intégrale à poids, avec des conditions aux

limites classiques.

On montre l'existence et l'unicité de la solution. Les démonstrations

sont basées sur des estimations à priori et sur la densité de l'ensemble
image de l'opérateur engendré par le problème en question. Les résultats

obtenus constituent un nouveau développement de la méthode des

inégalités énergétiques aux classes de problèmes abordés.



Abstract

The present works is devoted to the study of some classes of

boundary-value problems for third and higher order mixed type partial

differential equations with respect to the spatial variable on one side and

to the third order to the other time variable. In these problems, are

combined non local boundary conditions of integral type, integral

conditions for one variable integration limit and for weight with classical

Boundary conditions.

We establish existence and uniqueness of the solution. The proofs

are based on a priori estimates and the range density of the operator

generated by the considered problems. The obtained results represent a
new development of the energy inequality method for the studied
problems.
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