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INTRODUCTION

Le but de la présente thése est de développer la méthode des inégalités énérgetique pour
de nouvelles classes de problémes, les problémes du type mixte du troisiéme ordre et d’ordre
supérieur, selon la vriable spatiale, et les problémes d’ordre trois selon la variable temporelle
avec conditions intégrales a borne variable et intégrales & poids.

La signification physique de base des conditions intégrales (moyenne, flux total, énérgie
totale, masse totale, moment,....) a servi comme raison fondamentale pour 'intéret croissant a
ce type de problémes.

La modélisation mathématique des problémes mixtes avec conditions intégrales est ren-
contrée en théorie de la conduction thermique [6, 7, 22, 23|, dans ’étude des déformations
viscoélastiques, dans les matériaux & mémoire ( en particulier les polymers) [37], en thermoe-
lasticité [39], dans les semiconducteurs [1], en physique des plasmas [38], et en biotechnologie.
On peut également citer qu’un nombre important de problémes paraboliques avec conditions
non locales sont rencontrés en théorie quasistatique de thermoélasticité[11, 12|, pour plus de
détails voir aussi [19].

De tels problémes ont été étudiés dans [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 13, 22, 23, 24, 40, 49| pour les
équations paraboliques, dans [10] pour les équations pseudo-paraboliques, dans (30, 31, 32, 33,
34, 41] pour les équations hyperboliques et dans [13, 14, 15] pour les équations du type mixte.
La méthode utilisée dans [4, 5, 13, 14, 16, 17, 24, 49] est celle des inégalités énergetiques. Le
but de ce travail est 'extension de cette méthode aux équations du type mixte, ainsi qu’aux
équations d’ordre supérieur selon la variable temporelle.

La méthode des inegalités de I'energie, appellée aussi méthode d’analyse fonctionnelle
trouve son origine dans les travaux de I. G. Petrovsky [29] utilisés dans la résolution du probléme

de cauchy lié aux équations du type hyperbolique. Par la suite les développememts importants



de la méthode sont dus & J. Leray (28] et l. garding [21].

La méthode a été également utilsée et développée dans les travaux de O. A. Ladyzenskaja
[25], K. Friedrichs [20] et N. L. Yurchuk [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49], on peut égalememt citer
les travaux de F. Rebbani et V. I. Chesalyn [35, 36).

Le schéma de la méthode a été donné pour la premiere fois par A. A. Dezin [18], et qui
peut étre résumé comme suit :

D’abord on raméne le probléme posé & une équation opérationnelle :
Lu=F, u € D(L),

ou 'opérateur L est considéré de I'espace de Banach E dans 'espace de Hilbert F' convenable-
ment choisis

On établit les estimations & priori pour 'opérateur L.

Aprés on démontre la densité de ’ensemble des valeurs de cet opérateur dans I'espace F.

Plus précisement on suivera dans ce travail I'un des deux schemas suivants :

SCHEMA 1

Pour 'opérateur L engendré par le probléme considéré, on démontre 'inégalité énergétique
du type

lull < CllLully, Vue D(L), 1)

cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant
I’équation donnée par un operateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées et une certaine
fonction poids et en integrant sur le domaine. Le choix de l'opérateur Mu est fondamental,
il est dicté par I’équation et les conditions aux limites. Ensuite dans les topologies fortes des
éspaces F et F' on construit la fermeture L de 'opérateur L et la solution de I'équation Lu=>F,
F € F est appelée solution forte du probléme considéré. A 1'aide d’un passage a la limite, on
prolonge 'inégalité (1) & v € D(L) et ainsi est garantie I'existence de la solution sur 'ensemble

des images R(L) de I'opérateur L.



Comme I'image de I'opérateur L est fermée dans F et que R(L) = R(L). Pour la démon-
stration de I'éxistence de la solution forte pour tout F € F' il suffit d’établir la densité de R(L)
dans F' qui est obtenue 4 I'aide des opérateurs de régularisation.

Le choix des opérateurs de régularisations est lié au caractére du probléme étudié. Dans
notre cas nous utiliserons les opérateurs de régularisation par rapport a la variable ¢ introduits
dans [49].

SCHEMA 2

On établit deux estimations & priori bilatérales
| Lullp < Cllullg,

lullp < CliLullg,

De la premiére estimation résulte que I'opérateur L de E dans F est continu. De la deuxiéme
estimation, il s’ensuit qu’il admet un inverse continu, et que I’ensemble des valeurs de 'opérateur
L est fermé. En d’autres termes, Popérateur L réalise un homéomorphisme linéaire de 1'espace
E sur l'ensemble fermé R (L). Ainsi pour démontrer I'unicité de la solution il est suffisant de
démontrer que R (L) est dense dans F.

La méthode des estimations a priori est une méthode éfficace pour I’étude de beaucoup de
problémes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et est
développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans I'application de cette méthode on trouve
des difficultés parmi lesquelles nous citons :

- Le choix de I'espace des solutions.

- Le choix du multiplicateur.

- Le choix de l'opérateur de régularisation.

Les questions sont tellement variées et récentes, que I’élaboration d’une théorie générale est

encore prématurée. Chaque probléme nécessite une étude spéciale, d’on I'actualité du théme.
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Dans le present travail on commence par étudier dans le premier chapitre de cette thése, un
probléme mixte avec condition au bord du type intégral & borne variable pour une équation aux
dérivées partielles du troisitme ordre du type mixte. Les resultats de ce chapitre constituent
une extension de la méthode des inégalités énergetiques aux équations du type mixte.

Au deuxiéme chapitre on étend la méthode développée au chapitre précédent a I'étude des
problémes aux limites pour équation aux dérivées partielles d’ordre superieur du type mixte
combinant des conditions aux bords locales et des conditions integrales a poids.

Au chapitre trois on s’interesse & 1’é¢tude d’un probléme mixte avec condition intégrale a
borne variable pour une équation d’ordre trois en temps.

Le présent travail est considéré comme prolongememt des résultats obtenus dans (2, 4, 5,
6,7, 8,9, 13, 22, 23, 24, 40, 49] pour les équations paraboliques, dans [10] pour les équations
pseudo-paraboliques,dans [30, 31, 32, 33, 34, 41] pour les équations hyperboliques et dans

[13, 14, 15] pour les équations du type mixte.



NOTIONS PRELIMINAIRES

Opérateurs abstraits de régularisation

Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur défini de

D(A)Cc H— H avec D(A) = H.
Définition 1 On dit que l'opérateur A est un operateur dissipatif si
Re (Au,u) <0 Vue D(A).
Définition 2 On dit que l'operateur A est accretif si (—A) est un operateur dissipatif i.e.

Re (Au,u) >0 Vu € D(A).

Proposition 1 [9] Soit A: D(A) C H - H (D(A) = H) alors les propriétés suivantes sont
équivalentes

— A est un opérateur dissipatif

- (A = ADu|l > ReA|lu|| V u € D(A) et pour tout X telle que Re A > 0.

- (A= ADu|| > ReAljul| YV u € D(A) et pour tout X telle que A > 0.

Théoréme 1 [9] Tout opéarteur dissipatif admet un prolongement fermé, ce prolongement est

aussi un opérateur dissipatif.
Corollaire 1 Un opérateur dissipatif mazimal est toujours fermé.
Théoréme 2 [9] tout opérateur dissipatif admet un prolongement mazimal dissipatif.

Proposition 2 [9] Soit A: D(A) ¢ H — H (D(A) = H) un opérateur dissipatif, alors les

propriétés suivantes sont équivalentes.



- A est un opérateur mazimal dissipatif
— Im(A — AXI) = H pour un certain X telle que Re A > 0.
- Im(A — M) = H pour tout ) telle que X > 0.

Théoréme 3 [9] Soit A: D(A) C H - H (D(A) = H), alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.
~ A mazimal dissipatif

~ A fermé, {): ReX > 0} C p(A) et [|(A— A7 < (ReA)™L.

Théoréme 4 Soit A: D(A) C H —- H (D(A) = H) un opérateur dissipatif mazimal, alors
- A7' € L(H)
- 1AM <1

- linéAe‘lu = u, pour tout u € H.
€—

Démonstration. Soit ¢ > 0 alors {e¢:€>0} C p(A) donc (A — AI) est continument
inversible d’ou (A — AI)~! existe, borné et défini sur H tout entier. Puisque X € {e: € > 0} on

déduit que (A — 11)~! € L(H) mais (A — 1I) = —1(I — eA) dou (A — 21)7"' = —¢(I — eA) ™,

€

on pose A;! = (I — eA)™!, on déduit que
A7l e L(H)
et en utilisant le théoréme 2 on trouve que
= tn <=

donc

A7 < 1.

Supposons tout d’abodr u € D(A), d’ou
A7 e — ul] = |(J — €A)'u — ul| = [le(I — eA) ™ Aul| < e[| Aul|,

8



D’ou par passage a la limite, on a
lir%Ae”lu,: u,.pour tout u € D(A) et comme on a D(A) = H alors lirrtl)Aglu,: u, pour tout
€— s

ueE H m

Exemple 1 Soit A = £ ou D(A) = {u € LQ(Q)/Q(O, t)=0} et Q@ = (0,1) x (0,T). Alors A

est un opérateur accrélif.

Démonstration. (Au,u) = [, Sudzdt = fol wilgdr — [, uSEdzdt
donc (Au, u) + (Au,u) = [ |uf*|Tdz — fol [u|® jodz
alors 2Re (Au, u) = fol |u(z, T)|* dz car u(0,x) = 0 d’ott Re (Au,u) > 0.m

e—inégalités :

On applique tout le long de ce travail 'e—inégalité suivante

Re(a,b) <

1
< §|a,|2 oo, ve>o.



Chapitre 1

PROBLEME AUX LIMITES EN
TROIS POINTS AVEC CONDITION
INTEGRALE POUR UNE CLASSE
D’EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES D’ORDRE TROIS DU
TYPE MIXTE.

Dans ce chapitre, on montre P'existence et I'unicité de la solution d’un probléme aux limites
en trois points pour une équation aux dérivées partielles d’ordre trois du type mixte avec
condition integrale. On montre que l'opérateur engendré par le probléme en question est un
homéomorphisme linéaire entre des espaces adéquats. L'etude est basée sur une estimation a

priori bilatérale et sur la densité de I'image de 'opérateur engendré par le probléme considéré.
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1.1 Introduction

Dans le rectangle Q2 = (0,¢) x (0,T), on considére I'équation

u 0 8%
Lu=75 ~ 50 @t 55

) = f(z,1), (1.1)

ol la function a (z,t) et ses dérivées sont bornées dans Q2 et verifiant les conditions

z,t (z,t
O<ap<a(zt)<a;, 0<ay< da(z,1) <az and O0<ay < da(z,1) < as. (1.2)
ot Ox
A Téquation (1.1) on associe les conditions initiales
Ju
hu=u(z,0) = p(z), bu=— (,0)=4(), z€(00), (1.3)
la condition au bord du type Dirichlet
u(0,t) =0, te(0,7), (L.4)
et la condition intégrale
e
/ w(,t)dE=0 0<é <€, te(0,T). (1.5)
2]

On les fonctions ¢ et 1) sont données et verifient les conditions de compatibilité de la forme
(1.4)- (1.5), c’est a dire
e ¢
¢ (0) =0, /glcp(x)dJU:O, ¥ (0) =0, elz/)(x)d:c=0.

En se basant sur la méthode des inégalités énérgétiques dévelloppée par Yurchuk [49], on
montre que l'opérateur engendré par le probléme en question est un homéomorphisme linéaire
entre des espaces adéquats. La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et
sur la densité de I’ensemble des valeurs de cet opérateur. Un probléme similaire en deux points

avec conditon intégrale a été traité dans [14].
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1.2 Notions Préliminaires
Tout d’abord on raméne le probléme (1.1)-(1.5) a la forme opérationnelle suivante
Lu = F,

ou L = (L,1,13), de domaine de définition D(L) constitué de I'ensemble des functions u €
Ly(£2), telles que —;5?5 € L?(Q), et vérifiant (1.4)-(1.5); Poperateur L est considéré de E dans

F, o0 E est 'espace de Banach des fonctions u € Ly(f2), et vérifiant les conditions (1.4)-(1.5),

2 ¢ 2
]dzdt+ sup / 6(x) [ }d:c
0<t<T Jo

2
2 e, (1.6)

1o
+ sup /
0<t<T J gy

et dont la norme

., = / () {

2

0%u
Ozt

0?ul?
ot?

g‘l_l,
ox

N Pu
ox20t

ot

est finie, et I est I’espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f, ¢, ¥’) obtenu comme

complété de espace Ly(2) x W2(0,€) x W2(0,¢) par rapport & la norme

2 2 ¢ dy 2 dw
—_— " L d
1711z /ﬂ 0(z) | fI ddt + /0 o) || 2| + |2 |
£l
+ [ |yl de,
(21
ol
b —0)? 0<z <4y,
(z—0)? b<z<t

Lemme 1 Pour u € E vérifiant la premiére condition de (1.3) on a

e
%/H(m)exp( d + = //0 z) exp (—ct) Ou dxdt
Jo
Tort 0%u Ou 1 d(p
_ . _ ou 1.
Re/0 /Oﬁ(z)exp( Ct)BBfazrd dt+2‘/0 6(z) o dx. (L.7)

12



Démonstration. Partant de 'égalité

e [ [ oo (*)_d it
mﬂ dr + - // 7)exp (

[4
% /0 0(z) exp (~ct)

on obtient (1.7). m

d:rdf

Lemme 2 Pouru € FE, on a

/: d17<4/09()

Démonstration. Partant de ’expression

2 12

02
T oe o

a7 d:v. (1.8)

0% |?
J8t2 dz,

£ 9% 0%u
Re . T (x -0 J—ét—de

et en utilisant I'e—inégalité on trouve

8% |?
ot?

2._
Ja__

A1 dz

¢
dr§4/ (z—10)
&

02
<4 /0 0) |5

dz.

D’ou le résultat. m

1.3 Estimations a priori bilatérales
Théoréme 5 Pour tout u € E on a lestimation :
| Lullp < Cllullg, (1.9)

ot C = max(3, 3a2, 3a3T').

13



Démonstration. En utilisant 'equation (1.1) et les conditions initiales (1.3) on obtient

[ 0% | Bu |’ ¢ u |’
0(z)|Lu’dx <3 [ O(z) || 55| +a2|s5s| | dudt + 3a? /9 d
/Q (z)|Lu|”dx < ./Q (z) BIE + ai 92201 zdt + alozltlgT | (z) 55| 4
) (1.10)
e 2 2 e 2. 12 2
di dp 0°u ou
0 212 de < 0 Z | + 1= | dn, 1.11
/0 (@) { dr M dr r= 02‘:&/0 (@) [ Ozot Oz ] g (L-11)
et
¢ ¢ 2
0
[|* dz < sup / 5% dz. (1.12)
& 0<t<T J ¢,
En combinant les inégalités (1.10), (1.11) et (1.12), on obtient (1.9) pour u € £. =
Théoréme 6 Pour toule fonction u € E, on a Uestimation & prior:
lullz < BlILullp, (1.13)
ot la constante
_ exp(cT’) max (11%7, al)
- . a2 o
min (2—10, 10 —2‘1)
et la constante c vérifie
1
c>1, cap—az> Inax(g(ag + 5),2a2). (1.14)
Démonstration. Soit
21[
M — (6 - 62 &2, 0<z<{,
(z—0° %% +2(0—z)JZY, 6 <z<l,
ol
¢
Juz/ u(&,t)dE.
Pour la constante ¢ vérifiant (1.14), considérons la forme quadratique :
T prl -
Re/ / exp (—ct) LuMudzdt, (1.15)
0o Jo

14



obtainue en multipliant I'equation (1.1) par exp(—ct)Mu, en integrant sur Q7, ot Q7 = (0, ) x
(0,7),0 <7 <T, et en prenant la partie réelle.
En integrant par parties chaque terme figurant dans la formule (1.15), et en prenant en

compte les conditions aux limites, on obtient

0%u|?
ot

b 0 0%u 2 0% 0% (6y,t)
A exp (—Ct) <—51':‘ ((laxat)) (61 —6) 52—2-(1113 [—‘ exp(—ct)a(@l,t)w

0% (01, 1) 4 0*u 0 ( 0%u

2 1, .Y 2hd

(b= 9) “"5{2“-] +/0 exp (—ct) ag 5 (=07 5, (mm) dz,
a2

£ a?u 82’11, 3
2 2
/0 exp (—ct) (6, — £) W@dm /0 exp (—ct) (6 — ¢) dz,

dx,

¢ , - ¢
/e exp (—ct) (z - ¢) b—ﬁwdx = / exp (—ct) (z — €)°

(3}

¢ 0 O*u 2 0% O%*u (¢4,1) 2 0% ({4, 1)
/el exp (—ct) (_EE (a8$8t>> (z—10) Eﬁdx = exp (—ct)a (£y,1) e (¢ —¥¢) 5

¢ 0%u 2, 0 (0% ¢ 0%u 0%u
— - 0)" — - — ) —d
+/elexp( ct)aaxat(x ?) a0 (8z8t)d$+2/gle)(p( ct)aaxat(:c )812 z,
ot?

2
J dx,

¢ 0%u 0% 1 [
, - iy = —ct
Re/elexp( ct)atz( E)J8t2d:v 2/elexp( ct)

¢ o 0%u 0% ¢ 0%u 0%
— - — — N J—dz = — ~ —0)—d
2/51 exp (~ct) (ax (“mm)) (z=1) Jat2 dz 2/81 exp ( Ct)“axat (z=1) o "

¢ 0*u _0%u
+2 ‘/e‘l exXp (-—Ct) amJEEdm

En sommant tous ces termes on obtient

Re / / exp (—ct) LuMudzdt = / / z) exp (
0%u
Re/ / exp (—ct) 0(z 61:8t 5 (81:(%) dxdt+

0
//exp( ct) dmdt+2Re/ /exp ct)a———(x ¢)? i(;;) dxdt
(2

da Ou 0%
- —_— t. 1.16
2Re/ /’31 exp (—ct) 8 8tJ8t2dEd (1.16)

2
dzxdt+

2

o

15



En utilisant des inégalités élémentaires, on obtient

2

2
Re/ /exp —ct) £u]\luda:dt>/ / z) exp (—ct) g—tg—
0*u 0 ( 0*u ou 0*u
R — t+2 —a——d
+ e/ / x)exp(— )“amat o <6x0t) dzxdt + Re/ /e, exp (—ct) ata6t2 Tdt

—2Re/ /exp —ct) |ouf’
(2]

ot
En intégrant le second et le troisiéme terme dans le membre droit de l'inégalité (1.17), en

dzdt

dxdt. (1.17)

prenant en compte (1.2), (1.3), les formules suivantes

[ Ou 9 ( &u e
2Re/0/0 O(x)exp(“d)“axatbi(axat) da:dt=/0 0(z) exp (—cr) a (z,7)

4 ) 2 T [4
_/0 a(z,0) 6(zx) % d:r+c/ /0 O(x)exp (—ct)a
0%u |?

Jda
// z) exp ( )5? pY dxdt
T pl Ou O Ji ¢
ZRe/ / exp (—ct) a————( )dwdt / exp(—cr)a(xz, 7
[ e aagis (5 e (-er)aan)

4 T ¢
—/ a(z,0) || d:c+c/ / exp (—ct)a d:vdt / / exp (—ct)
31 0 . 81 el

et le lemme 1, on trouve

0%u (z,7)|”
0zot

dz

o%u |2
0zt

dzdt

ou (z,7)|?

d
ot r

C')u

e dzdt,

d1/)

d
dzx v

T 4 ¢ 1 ¢
Re/ / exp(—ct)lZuMiZdacdt+/ a(x,0)|1/)|2da;+§/ a(z,0) 0(x)
Jo Jo I3 0

4

= [) " o) ZT
> / ' / "exp (—ct) (x)

o%u
¢

+1/ exp (—c7) 6(x) Ou
0

dxdt+Re/ /exp —ct O(r Fu E?-y—ci:rdt

82

dzdt+;/0 a(x,7)exp (—cr)0(z) | 7

2

912
5 (?:v(x’T) dx

Heag 2 / /exp( )6

2
dzx

ou
a (.17, T)

e
dxdt+/ exp (—c7)a(z, 1)
(41

16



dt. (1.1
at dr (1.18)

+(cag — a3 — 2a}) / / exp (—ct) d dt + - //exp —ct)0
£

En remplacant 'expression de Mu dans (1.15), en utilisant des inegalités élémentaires, I'iné-

/ / exp (—ct) LuMudzdt < —/ / exp (—ct) 0(z) |Cu|® dzdt
1 0*u
+— exp(~ct)()(:z: d:t:dt +——/ /exp —ct)
2 0 Jo £y

a2
et le lemme 2, on obtient
T £ 33 T £ 2
Re/ / exp (—ct) LuMudzdt < 7/ / exp (—ct) 6(z) | Lul” dzdt
o Jo o Jo

T [4 2. 12
3 / / exp (—ct) 0(z) | 22
4 Jo Jo

ot?

D’autre part de I’equation (1.1), en utilisant des inégalités élémentaires et les conditions (1.2),

galité suivante

dacdt

dxdt. (1.19)

il vient
“[[ 00) | 2 daae < [ [ ) 0(x) |Cul® dedt
-3-/0 /(; eXP(”‘C) (:E) 92201 T _/o /Oexp(—c) (3;)] UI rd
T £ azu 2 T ¢ azuz
; —ct —ct) 0(x) | =5 | dzdt. 1.20
+a5/0 /Oexp( ct) 0(x) peeY d:z:dt+/0 /Oexp( ct) 0(x) | 4 (1.20)

En combinant les inégalités (1.18) et (1.20), en utilisant les conditions (1.14), et I'inégalité
(1.19), on obtient

167 dyp

¢
2 ay 2
167 [ o o b2 d
0 Q0('15) |Cul” dzdt + 5 /0 0(z )’d dr + a; 1|'»b| &z

1 (4 dﬂp 2 1 T b 2
~ - > —c = dzdt
+2/ 0(z) Iy dz > exp(—cT) (20/0 /0 T
14 2
Qg Q’(ﬁ
+—= 5 9( ) (9 5 (z T) diE+Go/;‘ (z,7)
1 du Bu |
— 2 dzdt | . 1.21
+2/0 6(z) e (z,7) dm+ / / exp (—ct) 6(x) ao251| ) (1.21)

Puisque le membre de gauche de I'inégalité ainsi obtenue (1.21) ne dépend pas de 7, en passant

au supremum par rapport a 7 de 0 & 7', on obtient I'inégalité (1.13).
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1.4 Reésolubilité du probléme

Des estimations (1.9) et (1.13), résulte que 'opérateur L : E — F' est continu et que son
ensemble des valeurs est fermé dans F. Il s’ensuit que 'opérateur inverse L~! existe et continu
sous espace fermé R (L) sur E, d’ot L est un héméomorphisme de F dans R(L) d’ou pour
montrer 'existence de la solution du probléme il suffit de montrer que R (L) = F'.

Dans ce but on montre la proposition suivante.

Lemme 3 On suppose que 8:1:6t est borné Soit Dy (L) = {u € D (L) : Lhu = 0,lyu = 0}. Si pour

u € Do (L) et pour un certain w € Ly (§2) on a

/ O(z)Luwdzdt = 0, (1.22)
0
ot
(-0 0<z <y,
o(z) = (=4 :
(E - .CC) (L <zx<ld,
alors w = 0.

Démonstration. L’égalité (1.22) peut etre écrite sous la forme

0*u J 0%u
il dt. 1.23
/ b(a) 5 g it = /Q B(a) 5 <a Bm(?t) wdudt (1.23)

Pour w (z,t) donné, on introduit la fonction

w(z,t) 0<z<¥,
v(z, 1) =
w(z,t) — [, 4edde 6 <z <,
ce qui donne
¢ —0)v O<z<Y{,
I R :
(f——x)v«l—f:lv(f,t)df 6 <z<Ul

En intégrant par parties selon £, on obtient

’ = mw °9 w (1) —z)(w(z,t) —v(z
[venas= [(wienar [ 5 e-0 [0 Da = =06 o).

18



D’ou
¢
/ v(z,t)dr =0. (1.24)

51

D’autre part de I'egalité (1.23) on a

2 2
a—Nvda:dt / 2 (a Ou ) Nudzdt,

q Ot? Or \ Oz0t

une integration par parties dans le membre de cette égalité donne

0*u 3} *u T rt 0%
E  Nvdedt = | — ] — vdxdt
o vdxc /Q 5 (aaw0t> O (z)vdzdt /0 /el aazatvdz( ,

et comme
0 d%*u 0%u j 0%u
3z ((e -7 a(?xc')t) = g T 5 (“aa;at) !
on a
- ———Nvda:dt /A ——Udldt (1.25)
ou

Nv = ®(z)w, and A(t)u = ~5% ((I)(x)a(a:, t) %) :

Introduisons les t-opérateurs de régularisation de la forme J;!' = (I +¢ %)-1 et (Jg h
[49], ces opérateurs donnent les solutions respectivement des problemes suivants :
e o) = 900, (1.26)
gt () |i=o = 0,
et
0L g0 = 00, (127)
9e () = = 0.

Ces solutions possedent les propriétés suivantes : Pour tout g € L2 (0,T), les fonctions g =
(ng) get g = (.]{1)* g appartiennet & W} (0,T) et vérifient g¢ |1—o= 0 et g; |t=r= 0. De plus,

ng commutent avec at’ ] lge — gl>dt — 0 et fOT |gg - g|2dt — 0 pour £ — 0.
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En remplacant dans (1.25

’ at £ Bt

par la fonction régularisée J, 1 2% en utilisant la relation

A(t)Je 1 = Jt.‘lA (1) +&J¢ I%QJ“ , et les propriétés des opérateurs de régularisation, on

obtient

Ju 6 5 ou -5
6tN ot drdt = /A( )~——v£dxdt+§/ ( ){vgda:dt‘.

D’autre part la résolution de I’equation
A)u=g

nous donne
ou o

1 T
9r  ®(@)a(n,t) ®(@)a(zl) /0 9 () dn

T deqE [T de
“= / @(&)a(f,w/o g () dhn + / ®(&)a (1)

Ainsi 'operateur A (t) posséde un inverse continu sur Ly (0, ¢) definit par

-1 — m__i“._ & n)ar « x__i&_
0= [y 104 e | ey

De 1.29 on tire que

Ju o 1 ¥
b(z)5 = (20 ~a($,t)/0 g (n) dn,

en intégrant de 0 A £ on a

/Oe@(ﬁ)%#)—%:a/;a((ﬁt) —/Oeaf:,t) /Omg(n)dn

Aprés une intégration par parties du premier membre de cette egalité on a

/ a6 2454~ o

donc

— f a(:t t) fO

fO a(z,t)

Ainsi on obtient

e
A7 (t) gdz = 0.
(51
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Puisque, la fonction (%‘t‘) ¢ peut etre mise sous la forme

(%)EnglA— () At )g':
() - acrss

?a _, Oa _,0al * da
Af(t)’(axat"f A &xa)a(/o g (n.t)dn - a) atJf 29 (1.33)

et la constante a est donnée par (1.31).

Alors

ol

Par conséquent, la relation (1.28) s’écrit

/‘;’t‘ fd dt = /A =2 (vF + €AY dudt, (1.34)

ou Af (t) est Padjoint de I'opérateur A (t). Comme le membre de gauche de I'égalité (1.34) est
une fonctionnelle linéaire continu en %. Ainsi, la fonction he = v; +£ A7v; possédent des dérivées
partielles vérifiant @(w)%—f € Ly (Q), 5 ( (x )—(2’3) € Ly (), et les propriétés suivantes sont
satisfaites

ahg | _

he |z=0= 0, h¢ |z—¢= 0 and (b(z)T (1.35)

D’autre part, comme les opérateurs A;(t) sont bornés dans Lo (), alors pour ¢ suflisement
petit on a
“{”Ag(t)“ La(@) < 1; alors Poperateur I + £Af(t) posséde un inverse borné dans L, (§2). De plus
la dérivée de cet opérateur par rapport a z est un opérateur borné dans Ly (2). De plus de
Pégalité

he = (I +&A;(1))vg, (1.36)

. . . v}
on déduit que vf posséde une dérivée partielle vérifiant (z )5e € L2(52) and

2 (<I>(3:) Oug ) € Ly (©). En prenant en compte (1.35) et (1.36), on a

(T +€A:0)vg],_, = O, (1.37)
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[(1 + €A (1)vg]._, = 0. (1.38)
D’une maniére similaire, on montre que pour chaque x€ [0, {] fixé et pour £ suffisement petit,

Popérateur I + £ Ag(t) est continument inversible dans L (€2) . Finalement de (1.37) et (1.38)

on obtient

*

o= 0. vt 0 and ®(z) 2% |_,— 0
Vg le=0=0, V¢ |z—¢= 0 and &(z)—> |o—¢=0.

Ainsi, pour £ suffisement petit la fonction v posséde les memes propriétés que celles de la
fonction h¢. En plus, v} satisfait la condition intégrale dans (1.24).
En remplacant u = fot N exp(cn)vg (1, 7) dndr dans (1.25), ot la constante ¢ vérifie

2
cag — az — =3 > 0, et en utilisant (1.27), on obtient
ag

— ou 0%u Ou Ov;
/nexp(ct)vavdxdt = /A( ) — a0 exp(— ct)gt—zdmdt +f A(t) = YT —Ldzdt, (1.39)

En intégrant par parties chaque terme du membre droit de (1.39), et en passant & la partie
réelle on a

ou 0*u 0*u d ( 0%u
A( )—(,ﬁexp( ct)—ﬁd"cdt /Q d(x)a(z, t)6 o exp(—c t) (0 Gt) dzxdt,

une integration par parties dans le second membre par rapport a t et en utilisant I'e- énégalité

on trouve
(')u 0*u 2y |*
. > : —ct dzdt
Re/A exp —ct) a0 dzdt 2/9 d(z)a (z,t) exp(—ct) N z
1 Ja o%u |
_Z ol ot dt. 1.40
2 /. o(z) 5 exp(—ct) ey dz (1.40)

pour le deuxiéme terme de (1.39) ona

3u 5 9%u \ OvF Vg
— t
5/‘4 ot gt dedt = '5//(%( )aat) e 4

une integration par parties dans le deuxieme terme de cette egalité donne

au 0%u
_ — ; dxdt
g/A at atd vdt = 5/”5031:( )“(‘r’t)azat> v
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g/vfa ( z)a(z, t)az )d;rdt (1.41)

on integre chaque terme de (1.41) on trouve

— 0 0%u v} 2
—5/9”65; (‘I)(.r)a(x,t)——amat>d:rdt*§/Q<I)(m)a(x,t)exp(_ct) 5 drdt
Oa %u ng
* o Ot bz )Otat ot drdt
en utilisant 1'e-inégalité et les conditions (1.2) on trouve
f —&az u
—ct dzdt. 1.42
Re( f/A 3 ot dx dt) 2 e /ﬂ () exp(—ct) 57| 9 (1.42)

Enfin, en utilisant (1.40) et (1.42) dans (1.39) et en prenant la constante c selon le choix indiqué
précedement, on obtient

2 Re/ exp(ct)vgmd:cdt <0.
Q

Alors, pour £ — 0, on obtient 2 Re [, exp(ct)vNvdzdt < 0. Ainsi

2Re [, exp(ct) (£ — ) |v|? dzdt = 0, d’ott v = 0, ainsi w = 0, d’oil le lemme est démontré. m
Théoréme 7 L’ensemble des valeurs R(L) de lopérateur L coincide avec F.

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement si

Pimplication suivante est satisfaite :

- ¢ diyudp | dlyudip
/S;H(z)ﬁufdxdtwL/o [G(x) ( T dr +_d:5—85)} dzx

¢
Lyupdr = 0, (1.43)

(41

pour u € E arbitraire et (f,p, ) € F, implique que f, ¢ et ¢ sont nulles.
En prenant u € Dy(L) dans (1.43), du lemme 3 on tire que ®(x)f = 0, alors f = 0.

Finalement, Vu € D(L), on a

¢ dliudp  dlyudi £
dzr = 0. 1.44
/OO(x)(d d:c+ o dm)d +/ell2u¢$ 0 (1.44)
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Puisque I'ensemble des valeurs de Popérateur trace (l;,ls) est partout dense dans ’espace de
Hilbert munit de la norme

¢ 2 ¢ 2
[/0 0(x)< )dx+ e |¢|2dm} :

Alors, (¢, 1) = (0,0) ce qui achéve la démonstration.

2

d d
dip +'_43

dz dr
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Chapitre 2

SOLUTION FORTE POUR UNE
CLASSE D’EQUATIONS AUX

DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE
SUPERIEUR DU TYPE MIXTE
AVEC CONDITIONS INTEGRALES

A POIDS

Dans ce chapitre on développe la méthode des inégalités énérgetique a ’étude d’un probléme
mixte pour une classe d’équations aux dérivées partielles d’ordre supérieur du type mixte. Un

probléme similaire pour le cas k = la été traité dans [15].



2.1 Introduction

Dans le rectangle @ = (0,1) x (0,T), on considére I'équation

azu a2a+lu

Lu=— + (=1)%a(t) —— = f(z,1),
w= S (D)% (t) St = f(3,1)
ou la fonction a (t)est bornée 0 < ap < a (t) < a; et posséde une dérivée bornée :

O<a2§%ﬂSagpourte(O,T),etaeN*.

A T'équation (2.1) on associe les conditions initiales

hu =u(z,0) = p(z), Lu= %%L (z,0) =v¢(z) ze€(0,1),

les conditions aux limites

;xiu(o,t)=0, for0<i<a-k,te(0,7),

éa—iu(l,t)zo, for0<i<a-k-1,1te(0,T),
T

et les conditions integrales

1
/ cu(€,t)dE =0, for0<i<2k—-21<k<a, te(0,T).
0

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

ou ¢, 1 sont des fonctions données satisfaisant aux conditions de compatibilité données par

(2.3)-(2.5).

On montre 'existence et 'unicité de la solution forte. La démonstration est basée sur une

inégalité de I'énérgie et sur la densité de I’ensemble des valeurs de 'opérateur engendré par le

probléme en question.
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2.2 Notions Préliminaires
Tout d’abord on écrit le probléme (2.1)-(2.5) sous forme opérationnelle
Lu=F, (2.6)

ou L = (L, 1y,15), de domaine de définition D(L) constitué des functions u € WZ**(Q) tel que

(%i:(g;i;‘t‘) € Ly(Q), "’H,;t € Ly(Q), i = 1, a et u verifie les conditions (2.3)-(2.5) ; Popérateur

L est considéré de E dans F, ou E est 'espace de Banach constitué de toutes les fonctions

82 B a2a+1u 2
“u”2E = A (1 - :E) I:Jk ! (8t2) Jk ! (8.’E206t) } dzdt

2
: o' 2 u
+supostg/0 (1-12) Z 4 [J*! <6t)

k—1
(9.’1?' (J )
et F est I'espace de Hilbert des fonctions vectorielles F = (f, ¢, 1) obtenu comme complété de

u € Ly(Q), satisfaisant (2.3)-(2.5), de norme finie

aa+1 (Jk— lu)
Ozr*ot

dz, (2.7)

Pespace La(Q) x W7%(0,1) x W;**(0, 1) par rapport a la norme
7% =/ (1 — z)”|f|* dzdt
Q

ai (J’hl(p) 2
ort

aa (Jk lw)

e I [CA) I*| dz (2.8)

+/01(1-z) >

i=0

ol v est un nombre arbitraire tel que % <rv<l,et

J’°u=/0z /OEI.../OEHu({,t)d{,c_ldfk_z...dgld{‘

Lemme 4 Soit a et § tel que a+ =2m+ 1, m € N, alors

o (0 5 (0T
Re/o J (atz)J <at2)dr 0.

Démonstration. Sans exclure le cas général supposons que a > 3, alors a — 3 > 0,

[ (G2) (e [ () = (52)
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Lemme 5 Pour toute fonction u € E vérifiant la condition (2.2), on a

(J’“ lg’t‘) (z,7)

//exp —ct)(1 — )

Démonstration. Partant de [ fol exp(—ct)(1 — 2) & (J* 1) (J¥-1 ) dxdt, en faisant

1 2 1
/ exp(—cr)(1 — x) dz < / (1-1x) l.]'“”lz/)|2dx
0 0

2
102u

k—
J ot?

ddt. (2.9)

une integration par parties, on obtient (2.9). m

Lemme 6 Pouru € E, on a

§itl (Jk—]u) 2 ot (ch—lu) 2

1 1
1- , dz < 1- dx. 2.10
/0 =)\ —5 T /O (1= 2) | —5eat * (2.10)
i k i i
Démonstration. Partant de fol(l - m)za +;&{+,1 )2 (Jk : lda: t en utilisant des inégalités

élémentaires on obtient (2.10). =

Lemme 7 Pour u € E satisfaisant o la condition ( 2.2), on a

0" (J*~ lu(a: 7))

& (J+ 1) 2
Z/ exp(—c7)(1 — ) dz < Z/ — 1) e dz
=0 1=0
aarl Jk 1
+(a+1) / / exp(—ct)(1 — z) Ba(zaat ) dzdt. (2.11)
i41 k-1, i k— 13
Démonstration. En Intégrant par parties 'expression [ exp(-—ct)a 6(:1;]"& ks %z‘ )

pour i = 0, @, en utilisant des inégalités élémentaires et le lemm 6, on obtient (2.11). D’ou le

résultat m

2.3 Inégalité de 1’énérgie et ses conséquences

Théoréme 8 Pour toute fonction u € D(L), on a l'inégalité

“U”E <G ”L““F, (2.12)
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exp(cT) max((4(a+k—1)2/(1-v)2)+ g ,a1/2)
min(%,af/lﬁ)

avec la constante C = , ot la constante c vérifie

c>8 and cag — (a+1) > a3. (2.13)
Démonstration. Notons par

Mu=(—1)’=-1{(1 z)J2*=1 (g?;) + (a+k—1) J*! (%%)}

Considérons la forme quadratique

T 1
Re/ / exp(—ct) LuMudzdt, (2.14)
0o Jo

ou la constante c verifie(2.13), cette forme est obtenue en multipliant 1'equation (2.1) par
exp(—ct)Mu, en faisant une integration sur Q", ot Q" = (0,1) x (0,7), avec 0 < 7 < T, et
en prenant la partie réelle. En faisant une integration par parties dans (2.14) dans laquelle on

prend en compte les conditions aux limites (2.3), (2.4) et (2.5) et le lernme 4, on obtient

T 1 T 1 2 2
Re/ / exp(—ct) CuMudzdt =/ / exp(—ct) (1 — z) |J*! (g—;ﬁ) dxdt
0o Jo o Jo t
T rl oo+t (Jk——lu) go+? (Jk—lﬁ)
— — ) 2.1
+Re/0 /0 exp(—ct) (1 — z) a(t) ey e dzdt (2.15)

En substituant 'expression de Mu dans (2.14), et en utilisant des inégalités elementaires on

obtient

T prl =
Re/ / exp(—ct) LuMudzdt < (4(0([1+ ky 1) / / exp(—ct)(1 — z)” |Lu)? dzdt
Jo Jo -

1 2k-1) (07U
- — d dt
+4/0 /0 exp(—ct)(1 —z) |J T T
2
2k-1
i 7 (5)
— t 2.16
AT A /0 exp{~el (I -x)” ded (219

En utilisant les inégalités

/IJZkl

dr, ou0<v<l,

1—1/)2/(1
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et
2

dx,

[a-a

0%\ |” ! 9%u
2("7—1) - < _ k—1 ==
J (at2) dm_/o(l z)|J (8t2)
dans (2.16), on obtient
T 1 - 4 i
Re/ / exp(—ct)LuMudzdt < ( (()(tl+k 1)’ //exp —ct)(1 — z)” |Cul® dzdt
o Jo —v)?
62
k-1
! (aﬁ)
1

//exp —ct)(1 - z)
a2a+lu o*u
: k-1 k-1
o0 (G| (5]

D’autre part de l'equation (2.1), on a
En intégrant le dernier terme figurant dans le membre droit de (2.15) et en combinant le résultat

dzxdt. (2.17)

< |4 Eul + , (2.18)

obtenu avec les lemmes 5, 6, 7 et les inégalités (2.17) et (2.18), on obtient

(1—1/)2 //exp —ct)(1 — z)" | Lul? dmdt+—~/(l aa]k 1(
i k—1
+/ (1—z)|J*" ()] dz—%—Z/ (1-2z) OJaxt() dz

i=0

dz + ;11- /0/01 exp(—ct)(1 — )

1 o1 Tk—1 2
agp oxttJ u(z, T)
+ 5 /(; exp(—cr)(1 — ) FRrEy
a% T 1 1 620+1u 2 1
+T6/() /0 exp(—ct)(1 —z)|J (6 2a6t) dxdt+/0 exp(—cT)(l — z)

+(cap — a3 — (a+ 1)) //exp( —ct)(1 — z)

En utilisant des inégalités élémentaires et (2.13), de (2.19) on a

2
dzdt

[0

1
3 / exp(~cr)(1 - 7)

o' S u(z, 1) |?
ozt

0%*u
k-1 [ O°U
7 (5)

dx

2

Ju(z, ) dr

ot

Jk—l

6a+] Jk 1

. 2.1
T da:dt (2.19)

(ﬂ—+g)/(1—z)"|ﬁ 1 dodt + 2 1(1—3:) 2d:v+/1(1—1)|]k11/1|2dx
1-v2 "8 ), urazat 5, Dz A gah
o 1 gt Jk-1 2
+Z/ (1-2) - L
i=0 Y0
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2! Ot g1 (:T T) e 16
> exp(—cT) ;0/0(1—3:' e d + - // (1~2) | g da:dt
1 at+1 k-1 2041, |2
ap N A A T k10
M A2l ey / / | amegr)| it
1
+/ (1= z) | -1 292 7) dz}. (2.20)
0 ot

Puisque le membre de gauche de l'inégalité (2.20) ainsi obtenue est independant de 7, en
passant au supremum dans le membre droit de cette inégalité par rapport & 7 de 0 & 7', on
obtient I'inégalité cherchée. m

D’une maniére standard on peut montrer que l'opérateur L : F — F est fermable.

Désignons par L sa fermeture ayant pour domaine de définition D(L).
Définition 3 La solution de l’equation opératorielle

Lu=F
est dite solution forte du probléme (2.1)-(2.5).

Comumne les points du graphe de Popérateur L sont limites des suites de points du graphe de
I'opérateur L, L’estimation & priori (2.12) peut etre prolongée aux solutions fortes en passant
a la limite, soit

lully < Ci|| Ly, Yue D(L). (2.21)
De I'inégalité (2.20) découlent les corollaires suivants.

Corollaire 2 La solution forte du probléme (2.1)-(2.5) si elle existe est unique et dépend con-

tinument du second membre de ’équation et des conditions initiales , i.e. de F = (f,¢,) € F.

Corollaire 3 L’image R(L) de l’operateur L est fermée dans F, et on a R(L) = R(L).

De ce dernier corollaire il apparait clair que pour montrer que le probléme (2.1)-(2.5) admet
une solution forte pour F = (f, p, 1) arbitraire, il suffit de montrer que ’ensemble des valeurs

R(L) est dense dans F.
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2.4 Existence de la Solution

Lemme 8 Soit Dy (L) = {u€ D(L): Lju=0,lobu=0}. Si pour u € Do(L) et un certain
we€ Ly (Q), on a
/ (1 - z) Lumdzdt = 0, (2.22)
Q

alors w = 0.

Démonstration. Il est facile de voir que 1'égalité (2.22) peut etre écrite sous la forme

aZu 02a+1u
- - T) = = (—-1)* - rdt. 2.2
/6;(1 T) B wdzdt = (—1) /Q(l z)a(t) Ern wdzd (2.23)

Introsuisant les t-opérateurs de régularisation [49] J7' = (I + ag;)_l et (J1)*, alors ces opéra-

teurs donnent les solutions des problémes respectifs :

o = 00, (220

ge(t) |t=0 = 0,
et,

B0 ) = 90, (2.25)

9 () li=r = 0,

et on a aussi les propriétés suivantes : pour tout g € Ly (0,T), les fonctions g. = (J. ') g et
g = (J7Y)" g appartiennent 3 W (0,T) et verifient g, |—o= 0 et g} |=r= 0. de plus, J;!
commute avec 2, et on a fOT lge — g|*dt — 0 et fOT lgz — g|* dt — 0, pour £ —> 0.

D’autre part pour la fonction donnée w (z, t), introduisons la fonction suivante v (z, t) telle

que

oot = (=22 L e ie i @ k) [ 0= 0 ute i)
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alors ona J¥~2y = (~1)* {w(g, t)+ (a+k—1)(1 —z)>+k=2 [ (T%E—f—)k_—ldﬁ}, en integrant par

parties, on obtient
(-1 —2)J* 2o+ (-1 Ya+k-1)J* = (1 -2)w, /01 JHE=Dy (€, 1) dE = 0. (2.26)
Alors, de I'egalité (2.23), on a |
a 2

2
/ O Nt = / At auﬁk “25dzdt, (2.27)

o, Nv = (=1)F Y1 — 2)J%* 2 + (=) Ya + k — 1)J* 1y, et
Alt)u= (—1)“*’“‘1% ((1 —1)a(t) g;—f-{-‘-‘) En remplacant dans (2.27) 2 par sa régu-

larisée J'2% et en utilisant la relation A (1) J7! = J7UA (1) +eJ7 1255 U1, on obtient

/au 62’fd dt = /A( 1) O yowz dxdt+£/ 04 (QT—L) T tozddt.  (228)
Q €

ot ot \ ot

En passant 3 la limite on voit que 1’egalité (2.28) est satisfaite pour toutes les fonctions véri-

fiant les conditions (2.2)-(2.5) tel que (1 — z) a:.lat € Ly(Q) pour 0 < i < a—-k+1, et

a%} ((1 —x) a—azz—::;%) € Lo(Q) pour 0 < i < a+k— 1. Il est clair que 'operateur A (t) posséde

dans 'espace L, (0,1), un inverse continu definit par la relation

A-! (t)yg= (——1)0“”“'1 /Oz /0%_,c .../Om m [/: /Ocﬂk-z --~/051 g (&) dédg,..dE o ko

+ZC }dndnl ANy, (2.29)
et verifie
/01 A (1) gdr =0 for0<i<2k—2 (2.30)
Comme la fonction 6—“) peut etre représentée sous la forme (%—) = JE‘IA‘IA%‘-:‘. Alors,
G4 () =A () A(t) %, o
Ac () g = %%J” -9 (2.31)
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Ainsi, (2.28) s’écrit sous la forme

Ou 8“: Ou  op_ 9 22, *
atN 5l dxdt = /A( e 5t (J* %0 +eAlT 7) dxdt, (2.32)

ou A; (t) est 'adjoint de I'opérateur A, (t).

Il est clair que le membre de gauche de (2.32) est une fonctionnelle linéaire continue en 2.

Alors la fonction

he = J*2u? + e A2 J%* 2y posséde des dérivées L € L, (Q), i =0,a — k+ 1,

5’%( %%:—,—?i:—ﬁ‘) € Ly(Q),1=0,a+ k — 1, et les conditions suivantes sont satisfaites
O'h — 9 .
O =0, i=0,at k-2, “tlu=0,i=TLatk-1 (2.33)
ozt oz!

Les operateurs AZ(t) sont bornés dans L,(Q). Pour € suffisement petit on a

eAX(t < 1, alors I'opérateur I + eA?(t) posséde un inverse borné dans I'espace Ly(Q).
€ LQ(Q) £

De plus a—igjﬁ, , = 1, sont des opérateurs bornés dans Ly(@)). D’autre part de I'égalité

aihe . 61J2k 2 % kakA* t) az kJ2k 2 * ' o

o = (I +eAl(t) = Zc s =00 (2.34)
on conclut que la fonction v} posséde des dérivées a—%k-;ii € Ly(Q), i =0,a+k—1. En

prenant en compte (2.34), et (2.33), on a

az 2k 2 * akA )0i—kJ2k~2v*
(I +eA () —F— ZC’“ k — } =0, i=0,a+k-2, (2.35)
[ Oz oz Y

1J2k:2*

chakA* t) az k:JQk 2 *

ozk ori—k

[(14— eAN(t)) ———t } =0, i=0,at+k—1 (2.36)
z=1

D’une maniére similaire, pour € suﬁisement petit, en chaque point fixé z € [0, 1] les opérateurs

gig__g_t), i = 0, a sont bornés dans Ly(Q) et lopérateur I + eA}(t) est continument inversible

dans L,(Q).

De (2.35) et (2.36) résulte que v! verifie les conditions suivantes

az 2k—2, %
—Jax—ilz-o~o i=0,a+k—2,
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81J2k 2 *
a—elz—l—o i=0,a+k—1. (2.37)

Finalement, pour € suffisement petit, la function v} posséde les memes propriétés que celles de
la fonction h.. De pfus v} verifie la condition intégrale dans (2.26).
En remplacant, u = [ [ exp(cn)v? (7, 7) dndr dans (2.27), ou la constante ¢ vérifie

(12 sy .
cap — a3 — 2 > 0, et en utilisant (2.25), on obtient

2%-27%
/eXP(Ct)v:TV—t_)dxdtz /A(t)—exp( ct)J?%*- 2?) dxdt+5/A 6“—6](% € dxdt,
Q

(2.38)

en integrant par parties chaque terme dans le membre gauche de (2.38) et en passant aux parties

réelles on obtient

_ 2
o° k+2u

Ou 2k~ 28
_ > — — ———| dzdt
Re/QA(t) N exp(—ct)J T 2d rdt 2/Q a (t) exp(—ct) (1 — z) Opo-kH15¢ x
1 da go—k+2,, |2
- | = V(1 — —_ . 2.39
o dt exp(—ct)(1 — ) B ki dzdt (2.39)
au OJ*—2y7 —ea’ go-k+2y |2

xp(—ct) (1 — ——— | dzdt. (2.40
< /4 5 ——=Edx dt) S0 /QPXP( ct) ( x Ore—k+19¢ z ( )

Maintenant, en utilisant (2.39) et (2.40) dans (2.38) avec le choix de la constante ¢ indiqué en

haut on obtient

2 Re [, exp(ct)v; Nvdzdt < 0, alors pour € — 0, on obtient 2Re [, exp(ct)uNvdzdt < 0, i.e.,
YT .

2Re [, exp(ct) (1 — z) |75 1o|" dzdt+ 2(a+ k — 1) Re [, exp(ct)vJ*odzdt < 0.

Comme, Re fQ exp(ct)vJ* 15dzdt = 0, on conclut que J¥~1v = 0, alors w = 0, ce qui achéve

la démonstration du lemme. m
Théoréme 9 L’ensemble des valeures R(L) de Uopérateur L coincide avec F.

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert alors, on a R(L) = F' de la relation

1 o o i— -
v, ‘hudp  0%ud™y _
1-— - —— dr =0, 2.41
/(; ( x) Eu’fd‘rd” + '/U (1 m) (izn axl 0.,1;1 + a‘,L.a 0.’13(1 + 12u’¢> T 0 ( )




pour u € F arbitraire et F = (f, p,9) € F, résulte que f =0, ¢ =0and ¢ =0.
En remplacant, u € Dy(L) dans (2.41), on obtient fQ (1 —z)" Lufdrdt = 0. En posant w =

?l—sz’ ol % < v < 1 et en utilisant le lemme 8 on obtient w = =0, alors f = 0.

S
(1-z)l-v

Ainsi résulte que, Vu € D(L) on a

1 o o i~ =
’llu 8’90 8al2u (?ad) —
— - . =0. 42
/0 (1-2x) (izo 5 D + 92 Dao +l2u1/1> dr =0 (2.42)

Comme I'image de 'opérateur trace (I; [2) est partout dense dans I'espace de Hilbert munit de

[/01(1—w>(‘2 2+|w|2)da:r,

=0
alors (p, ) = (0,0). m

la norme
oy
oz™

O 2
ozt
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Chapitre 3

PROBLEME AUX LIMITES EN
TROIS POINTS AVEC CONDITION
INTEGRALE POUR UNE
EQUATION AUX DERIVEES
PARTIELLES D’ORDRE TROIS EN
TEMPS

Dans le présent chapitre on montre I’existence et 'unicité de la solution forte d’un probléme
aux limites en trois points combinant une condition de Dirichlet avec une condition integrale
pour une equation aux dérivées partielles d’ordre trois. La démonstration est basée sur une
inégalité de I'énergie et sur la densité de 'ensemble des valeurs de 'opérateur engendré par le

probléme étudié.
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3.1 Introduction

Dans le rectangle 2=(0, 1) x (0,7"), on considére I’equation

FPu 0 Ou
TR (a(fv, t)%) = f(z,1),

avec les conditions initiales

Ju

u(z,0) =0, a(m, 0)=0, ze€(0,1),
la condition finale
0%*u
W(.’IJ,T)=O, T € (0,1),

la condition de Dirichlet

u(0,¢) =0, Vte(0,T),

et la condition integrale

1
/u(m,t)d:v:O, 0<i<l1, te(0,7T).
!

En plus, on suppose que la fonction a(z,t) et ses dérivées verifient les conditions

3.2 Preliminairies

( 0<ag<alzt)<a Vr, 1€
da
—| <b Ve, t €
< ox| ¢
k
¢, < %{ki(x,t)< ek, Vz,t €Q, k=1,3, with ¢; >0

(3.1)

(3.2)

Dans ce chapitre, on montre I'existence et I'unicité de la solution forte du probleme (3.1)-

(3.5). Dans ce but on considére la solution du probléme (3.1)-(3.5) comme étant la solution de

I’équation opératorielle

Lu=F,
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ou 'opérateur L est de domaine de définition D(L) consistitué des fonctions u € L*(2) telles

k+1,,

© 9tar gtz Y

L’operateur L est considéré de E dans F, ou E est 'espace de Banach consistitué des fonctions

€ L*(R2), k = 1,3 et vérifiant les conditions (3.4)-(3.5).

u € L*(Q), dont la norme suivante est finie

Bul® |0l
2 _ Jd'u o'u
||u||E—/QG(a;) FTE 902 dzdt+
du 2 IET
- dxdt. 3.8
/@x)[ax 8t0 }dxdt+L®(m)Lat +|u|] x (3.8)

F est I'espace de Hilbert des fonctions F =(f,0, 0, 0), f € L?(2), de norme finie

17|12 = / 6(x) |/ (z, 1) dadt, (3.9)
1]
ou
1-10? 0<z<l,
O(z) =
(1-z) I<z<l
0 O0<z<l,
O(r) =
1 I <z<l1.

3.3 Inégalité de I’énérgie et ses conséquences

Théoréme 10 Pour toute fonction u € D(L), on a l’estimation & priori

lullz < kllLullp, pour ue€ D(L). (3.10)
- y : 2
ot k? = 40exp (T') avec k; = inf L e = 3ecy +3c% = oy — 1 , %,
ky s 2 2

, g(cao _ cl)} |

La constante c satisfait

( 1da ) 10a
sup | ——=— ) <ec< inf -7 +1
(@nen \a Ot @ten \ a Ot

4 3 — 3ccy + 3c%c; — cPay — b* >0 (3.11)

’ 7
cy — 2ccy + c*ad +cag — ¢y > 0

39



Démonstration. Soit

(1-0)2—— 0<z<l
OBu 6t3 Pu (3.12)
(1—m)2——+2(1—$)J15§ l<z<l,
ou Jou = [’ u(z,t)dz.
Considérons la forme quadratique obtenue en multipliant I’equation (3.1) par exp(—ct)Mu, ou

la constante c vérifie (3.11), en intégrant sur §2 = [0.1] x [0.7] et en prenant la partie réelle

O(u,u) = Re/ exp(—ct)Lu(z, t) Mudzdt, (3.13)
Q

En substituant 'expression de Mu dans (3.13), et en faisant une integration par rapport a x

en tenant en compte la condition de Dirichlet on obtient

Re/ exp(—ct)Lu(z, t) Mudzdt =
Q

T 1 3 T /1
P u—— 0 ( Ou\
—ct)—= , —ct)=— | a= | Mudzdt. 3.14
Re/0 /0 exp(—ct) 50 Mudzdt + Re/o‘ /0 exp(—ct) p (aaz) udz (3.14)

De 'expression de Mu on a
T r1 3
Re/ / exp(——ct)ggmdxdt =
3

/ / O(z) exp(—ct) Oul”

83

T P
dzdt + 2Re/ / (1 —-2x)exp(— ct)g'53 Jx > 505 ——dzdt,

En faisant une intégration en z, en tenant en compte la condition intégrale, on obtient

Re/ /exp cf) .Mudmdy—/ /@r)exp (—ct) da;dt+/ /exp —ct)

De meme pour le second terme du second membre de (3.14) on a

T 0 Ju 0 ou\ u
—ct)— _ 9 (2% LY et
‘/0 /0 exp( ct)(%( 81:) Mudzdt = Re/ / (1 —1)* exp(— ct)ax (aax) 53 0

33,
+Re/ /(l—l exp( ct)a(9 ( gz> gtsdmdt

40
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+2Re/ / (1 — z)exp( Ct)aax( 21;) (?9 dzdt, (3.15)

En faisant une intégration en  dans chaque terme de (3.15), en tenant en compte la condition

de Dirichlet et la condition intégrale on obtient
Re/OT /Ol (1-— l)%xp(—ct)—(%— (ag—g) %Bt—;dxdt
Re /O ' (1 —1)*exp(— ct)a?%dt 3 — Re /0 ’ /0 l(1 - l)2exp(—ct)a%gv§t:d$dt.
Re /0 ' | /l e l)Zexp(—ct)% (agff) o dadt =
—Re /OT (1 —1)%exp(— ct)a??t: dt| - Re/OT /Ol (1—12)° exp(—ct)a%;i;zdxdt
+2Re / ' / 1) exp(—ct)a%%—gdmdt.
2Re/OT/1(1—a,)exp( ct)—( ?) J‘Z dodt = —2Re/ / (1 - z) exp(—ct)a %lf%?;d dt

-2 Re/ / exp( (,t udy T 3drdt—2R9/ / exp( ct)au—d:rdt

En substituant ces termes dans (3.16) on a

T 0 Ju Ou 0
—ct) = — ———dzdt
Re/o /(; exp(—ct) o ( 63:) Mudzdt = Re/ / O(x) exp(—ct)a 9 520 T

Pu da  u
—2Re/ / z) exp(—ct)a(z, t)u 83da:dt—2Re/ /exp Ct)(? Jz a3d;vdt (3.16)

T=

En integrant selon z et t dans le second membre de droite de (3.16) en utilisant les conditions

(1 —5) on aura

62

o du O'u 3 (T ! oa
B | 0 =73 —ct) | o = " o
Re/o /0 O(x) exp( Ct)a@x 6m8t3d$dt 2/0 /0 O(z) exp(—ct) [at ca] e
asa 82(1, 8a OU
/ / eXP ct) [523 - 360 + 305 —-c a} B dzdt
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+/16(T)ex (=ct)a(z,1) Fu 2d1: ~Re/19(r) exp(—ct) da ) 0u Fu d
o ' o loxot] = 0o P ot~ ) oz owot™" B
' O(z) % _ da ] |0ul’
_/0 g oe(=el) [5&5‘265?““] 5| 92 t_T (3.17)
2
Oa Ou dxdt

at

ou u
- Re/ / x) exp(—ct) a(—,ﬂaxatsd:ﬂdt —— / / z) exp(— [5 —ca ]
/ / 3 0% Ja

a
E‘Xp ct) [5—5 - 300—t2~ + 3Ca —c a} Ju|® dzdt

2

1 1 )
Ju Oa Ju 0%u
o —ct)a(z,t) | = — T —ct)| — —ca) =—
+/0 (z) exp(—ct)a(z, t) Iat dz Re/0 ®(x) exp(—ct) (Gt m) or amatdx
t=T t=T
L o(2) d%a Jda o, | |Ou ?
— 9= — 1
/0 exp(— [ a1 2c i +c a] e dx t_T (3.18)
En substituant (3.17), (3.18) dans (3.16) et en utilisant 1’e-inégalité on obtient
Re//ex tﬁ ]\/Iddt>——//@ (—ct) O'u ddt
p(—ct) 52 udz z)exp(—c 8t —cal o) du
' 9(z) 3a 0?%a Jda oul?
/ / exp(—Ct) |:5t3 — 3c—= 6t2 + 3C‘é¥ —C a] a dxdt
&a d%a Ja 4 Ja
— — - — dt
/ / exp ct) [6153 3c6t2 +3cat c’a (8:5) } lu|? dx
Jda du?
- = d
/ / z) exp(— [Bt ca] En dzxdt
da 02u |
+/0 O(z) exp(—ct) (a ~15 cal) pey dz
1 O(z) d%a da da oul’
—/(; Texp(—ct) [W_2C:?_t+c a+ E*C(L] % dzx .
! da dul”
+/O ®(z) exp(—ct) (a ~ g~ ce ) a1 dz
t=T
&(z) d%a da da 2
— — 9¢c— — d . 3.19
/0 5 exp(—ct) [0t2 QCat +c%a + }Gt ca] |ul® dz|,_,. (3.19)
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Une combinaison de (3.19) et (3.14) donne

»Bul’ da % |?
/ / exp ct) T dzdt — —/ / O(z) exp(—ct) [§ —ca} 92t dzdt
»a %a Ja oul’®
/ / exp )[Ot?’ 30(%2 +30—(§E—ca} e dxdt

T rl 3ul?
+/ / exp(—ct) J25—3

2L [ e[

1 2
—/ 9(;) exp(—ct) [Qﬁ - 2c——— + c*a + l— —ca
0

ot?

1 2
—/0 ®(x) exp(—ct) [(Z’t(; 20%% + c%a + ’— —ca

»a d%a da 2
d —ct) | == — 3c— _ 12 dudt
xdt +/0 /z exp(—ct) [5t3 3cat2 + 3Cat c a} lul® dod

2

2
0“u dx

Oz ot

ou

2 1
- d:ndt+/ ngﬂexp(——ct) {a _|%a
Jo

ot
Q’l;l:z
oz

dzx

— Cca

ot

t=T

@_2
ot

Jda
— —ca

ot

+ /01 O (z) exp(—ct) [a -

t=T

} ]ul dm|t _7

T pl
2
< 17/0 /1 O(z) exp(—ct) | f|” dzdt. (3.20)

D’autre part de I’équation (3.1), on a
| e
du|?
12 o ( ) :

En Combinant cette dérniére inégalité avec P'inégalité (3.20) et en utilisant les conditions (3.11)

‘/”e( )[ jldxdtJr/nO( ){

ou 2 p) 2
+/Q<I>(:c) ['—(;)? + |u] jl dzdt < k/ﬂ(—)(:c) |f(z,t)]|” dzdt

ce qui donne le résultat. m

P ?

5| dedt

dmdt<2/@

dzdt + 4 / O(z) | f|? dzdt.
Q

on obtient

9%u |
+ oo

?22
oz

62
82

63
o

jl dzdt

D’une maniére standard on peut montrer facilement que l'operateur L : E — F est fer-

mable. Désignons par L sa fermeture de domaine of définition D (f)
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Définition 4 La solution de l’equation operatorielle Lu = F est dite solution forte du probléme

(3.1)-(3.5).

Comme les points du graphe de 'opérateur L sont limites des suites de points du graphe

de l'opérateur L, on peut prolonger Pinégalité (3.1.0) en passant & la limite, soit
lullgy <cl|[Lu|,, VYueD(L).
Cette derniére inégalité entraine les corollaires suivants :

Corollaire 4 La solution forte du probléme (3.1)-(3.5) est unique si elle existe et dépend con-

tinument du second membre F .

Corollaire 5 L’ensemble des valeurs R (L) de l'opérateur L est égal a la fermeture R(L) de

R(L).

Du corollaire 5 résulte que pour montrer que le probléme (3.1)-(3.5) admet une solution
forte pour tout second membre arbitraire F, il est suffisant de montrer que I’ensemble R (L)

est dense dans F'.

3.4 Résolubilité du probléme (3.1)-( 3.5)

Pour montrer P'existence de la solution du probléme (3.1)-(3.5) il est suffisant de montrer

que R(L) est dense dans F. La démonstration est basée sur le lemme suivant :

Lemme 9 Supposons que la fonction a(z,t) et ses dérivées sont bornées. Soit u € Do(L) =

ou 0%*u
—5{(‘13, 0) = 0, —({—)t—2

tion w(z,t) € L*(2), on a

{u € D(L),u(z,0) =0, (z,T) = O} . Si pour u € Dyo(L) et une certaine fonc-

/ h(z)Luwdzdt = 0, (3.21)
Q0
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ol
1-—1 O0<x<l,

1—-z l<z <.

talors w = 0.

Démonstration. Il est clair que I’egalité (3.21) peut etre écrite sous la forme :

3
/ h(z )g—g-wd:cdt / A(t)uvdzdt, (3.22)
Q
pour w(z,t) donné, ou
(1-lw 0<z <l
V= w
0 Oou
-2 g 3.23
A(t)u 5 (h(m)a(m,t) Ox) , (3.23)
(1-Nv 0<z<l,
Nv =
(1 —z)v+ Jyv l<z <l

pour v = w — [ - CdC | <z <1 ondéduit que [*v((,t)d¢ =(1 — =) [;" 1 d(, alors
f[ v(¢,t)d¢ = 0.

83
En suivant [49], introduisons les t-opérateurs de régularisation, (J7') = (I - 65_155) et

. AN . . .
(JoH) = ([ + e—) qui donnent en réalité les solutions des problémes respectifs :

¢ ot3
Ue — 683u£ =u
©oootl o Pu (3.24)
ué(’E 0)_—0 at( ,0): ’ 02(3: T)
- &P}
v +e =
¢ o3 o* B2 (3.25)
*(z,0) = - € (£, T) = 0.
v (z,0) =0, 5t £(z,T) =0, Yo (z,T)

Et possédent aussi les propriétés suivantes : Pour tout u € L*(0,T), les fonctions J~ w €

w30,T), (J-Y) vwe W3(0,T). Siu € D(L), J-'u € D(L).

lim ||J7 ' — =0

Jm “” L2(0,T)
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hm”( )*u =0

e - u“L"’(O,’I‘)

En remplacant la fonction u dans (3.22) par sa régularisée et en utilisant la relation

At ue = JTA(M)u + eJ 7 B (t)u,
wol
30 (0A(t) Ou. FBA(t)
Be oz Ye
(t) = at( Bt 6t)+ o "
On obtient
B — —
/uN 5 ; dzdt = /A(t)uv;‘d:vdt—e/ B.(t)uv?dzdt.
Q Q
L’opérateur A(t) posséde inverse continu définit dans L?(0, 1) par
1 dC ¢ 1(t) (= d¢
- dn +
AY(t)g = o %(C t) Jo otm) b a(¢ 2
T - ¢ T
—_— n)dn + Cy(t) || ———= + u(l
W= gacp I it GO L T gaien 0
ou
(L =Du(l) +f0 n)dn
C'l(t) = )
fo a——
(1-Du(l) + ft fc n)dn
Cy(t) =
2( ) fl dC
' a((t)
Alors on a
[
!
comme la fonction J 'u = u, peut etre représenté sous la forme
ue = JTTATH () At
L’opérateur adjoint de B(t) s’écrit
=
1 0% 3 d [ 0adv % a(¢,t)
B* = = g 1 ) I — \» 7/
0= ) Gavr 200y 5 (G0 ) — G+ P
® a(¢,1)
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(3.26)

O0<z <l

l<z<l1
(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

G.(v)(1), (3.31)



ou

T3 . 5 0%a Ov 3 0(1 + 0 (0Oadv
Gf(")(“)Z/ {E () 5 (atag &) a2a< 5(01 6f>
e 9 (8% 10a , [
0 5 (o) - g 07 (Bﬁ* o)) 03

Finalement, I'égalité (3.26) s’écrit

3 *
/uN%t; drdt = /A(t)uﬁ:da:dt, (3.33)
Q

ol he = v} — eB(t)v}.
Comme le membre de gauche de (3.33) est une fonctionnelle lineaire coutinu en u, alors la

fonction h, possédent des dérivées partielles en z, telles que :

Oh.
oz’

et verifie la condition h(0,t) = 0.

De I'égalité
Oh 1, [0 ov; 1, 4«0 (0ad ov}
- e (UY(E2) | 1-2) T8 = 3= (J) = (2 (1—2) 55 )
(1-2)%; {I o () <8t3)] A-a)gy 3 U gl aa ~ 9%
vu le faite que Popérateur (J!)* est borné dans L?(02), pour e suffisement petit, on a
1 ~1\ * 830
& 0" (58)

1 « [ 0® )
Comme, l'opérateur I — e— (J!) (57(;) posséde un inverse borné dans L?(£2). On conclut
a .

or or

appartient a L2(£2), et les condition suivante est satisfaite v}(0,t) = 0.

ov} M .
que (1 — )= € L*(2). D’une maniére similaire, on montre que —— <(1 —x) 8;) existe et

En remplacant u = f(; fOC fnr exp(cr)v}drdnd(, dans (3.22), ou la constante ¢ vérifie (3.11) aEn

utilisant les propriétiés des operateurs de régularisation, on obtient

} *
/exp(ct)vé‘ﬂdxdt =— / A(t)yuvidzdt — e [ A(t)u v, dzdt, (3.34)
0 Q Q ot?
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par un calcul simple on a

a3 x
—eRe/A 0 6al:zvdt

8%a
3/9h(1') exp(—ct) = 52

' h(x) da
g3 [ W
+/0 5 exp(—ct) 5
3, %

-—/h(z) exp(—ct)a d Ue
Ja

83
ot20z
Au
0t20x

3 2 3. 2.
0a _é?a] PBu 0%u Ou

det -3 Re‘/Q Il(x) exp(—ct) [&5 - ot20x Otozx

U h(x) d%a  da 2
-+ 3/0 —2——— exp(—ct) [‘(9? - (55] d.L
=T t=T

3. 9 e
dzdt — Re/h (z) exp(— ct)(9 au 0u ——dzdt,

0%u

2
d .
v otox

2

ot3 9z dt2dx

|

dzdt

et

2

3
Ou dxdt

ot20x

Bv? 0%a 1|0% %
— , £ < - — 4 - — =
eRe/ﬂA(f)u T dedt <€ {3/nh(a;) exp(—ct) [(’%2 + 5138 ~ o

+§ / h(z) exp(—ct) [Qz_a — c@ + Q3_a - c@ ]

2 Jq ot? ot | o3 ot?
2 3
——/h(a:) exp(—ct)a dzdt + - /h(m)exp(——ct)
Q 2 Ja
Ja

1 Da 1
+§/Qh(a:) exp(—ct) d:rdt2/nh( z) exp(—c )8t

o3
En intégrant le premier terme du membre droit de (3.34) par parties, on obtient

—€ Re/;zA(t)uv—E*dxdt = gfh(x) exp(—ct) [g: ]

%a d%a Oa
/Qh( z) exp(—ct) { e 3c~at—2 + 3¢ 5 ¢ a}

2
dx

u |
otox
@
o3
u
0i20z

3*
63

0%u
30z

ou|?

3z dzxdt

d dt. } (3.35)

2
0%u

30n dzxdt

oul?

dzdt
Oz o

2
dz

2
otox

! da ou d*u
— Re/0 h(z) exp(—ct) {52 - ca} (Tﬁc')t(?zdx

Cette dérniére égalité donne

1 d%a da Ou
. +/0 Qh(x) exp(—ct) { B 205 +c a}

ox

—/0 %h(a;)exp(—ct)a

t=T

t=T
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2

Jdu dx

0%a Oa Oa
} - (3.36)

1 ,
+/O ih(:c)exp(—ct) {—525 — 2c5t—_ +c“a+ca — ym

t=T
Finalement en utilisant les conditions (3.11), I'inégalité (3.35) et (3.36), on obtient

Re/ exp(ct)v: Nvdzdt < 0 pour € — 0
Q

D’ou
Re/ exp(ct) (v} — v) Nvdzdt + Re/ exp(ct)vNvdzdt < 0
0 )

/OT/O’ exp(—ct)(1 - 1) [v)? dmdt+/0T/ll/OleXp(_ct)(l‘m)lvlzdIdtJr

T rl ) T pl 1-1 .
/ / exp(—ct) |Jpv|” dzdt +/ / exp(—ct) |Jzv|” dzdt < 0.
0 { 0 0 21

Alors v = 0.

ainsi

Finalement de (3.23), on tire que w = 0. m
Théoréme 11 L’ensemble des valeurs R(L) de L coincide avec F.

Démonstration. Comme F' est un espace de Hilbert alors R(L) =F si et seulement si de

la relation
/ O(z) fgdzdt = 0. (3.37)
Q
Pour u € Dy(L) arbitraire et F = (f,0,0,0) € F impliquef = 0.

En prenant en compte dans (3.37) u € Dy(L) et en utilisant le lemme 9, on obtient

(1-1g O<z <l

(1—-1x)g <z <1,

alors g = 0. Ce qui achéve la démonstration. m
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A THREE-POINT BOUNDARY VALUE PROBLEM
WITH AN INTEGRAL CONDITION FOR A
THIRD-ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION
C. LATROUS AND A. MEMOU |

Received 9 February 2004

We prove the existence and uniqueness of a strong solution for a linear third-order equa-
tion with integral boundary conditions. The proof uses energy inequalities and the den-
sity of the range of the operator generated.

1. Introduction

In the rectangle 0 = (0,1) x (0, T), we consider the equation

Pu 9 du
T — 1.1
S a0 ' ox (“("")ax) (1)
with the initial conditions
. du
U(X,O) = Oy 'a'; (X,O) = O) x e (O’ l)) (12)
the final condition
Pu
— —- l.
52 (x,T)=0, xe€(0,1), (1.3)
the Dirichlet condition
u(0,)=0 Vte(0,T), (1.4)
and the integral condition
1
I: wx)dx=0, 0<i<l,te(0,T). (1.5)

Copyright © 2005 Hindawi Publishing Corporation
Abstract and Applied Analysis 2005:1 (2005) 3343
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34 Three-point boundary value problem

In addition, we assume that the function a(x, ) and its derivatives satisfy the conditions

O<ag<a(x,t)<ay  Vx,t e,

da !
5;' <b Vxte(), (1.6)

R —
€ < &?u(x,t) <a xteQ, k=13, withc >0.

Over the last few years, many physical phenomena were formulated into nonlocal mathe-
matical models with integral boundary conditions [1, 9, 10, 11]. The reader should refer
to [13, 14] and the references therein. The importance of these kinds of problems has
also been pointed out by Samarskii [22]. This type of boundary value problems has been
investigated in (2, 3, 4, 6, 7, 8, 12, 18, 19, 20, 23, 25] for parabolic equations, in [21, 24]
for hyperbolic equations, and in [15, 16, 17] for mixed-type equations. The basic tool in
[5, 15, 16, 17, 20, 25] is the energy inequality method which, of course, requires appro-
priate multipliers and functional spaces. In this paper, we extend this method to the study
of a linear third-order partial differential equation.

2. Preliminairies

In this paper, we prove the existence and uniqueness of a strong solution of the problem
(1.1)=(1.5). For this, we consider the solution of problem (1.1)—(1.5) as a solution of the
operator equation

Lu=%, (2.1)

where the operator L has domain of definition D(L) consisting of functions u € L2(©))
such that (0**!'u/0t*ox)(x,t) € L2(), k = 1,3 and satisfing the conditions (1.4)-(1.5).

The operator L is considered from E to F, where E is the Banach space consisting of
furction u € L*(Q), with the finite norm

3 2
Ml = | O(x)“?w ou ]dxdt
du u |t
J@(r)“ax = dedt 2.2)

ou |
+J“(D(x)[ dat

+ |1l|2](ixdt.

F is the Hilbert space of functions % = (£,0,0,0), f € L?(2), with the finite norm

IFN2 = L 0| £ ()Pt (2.3)
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where

ox) (1-0?% 0<x<l
A(x) =
’(l—x)z, l<x<l,

(2.4)
o) 0, 0<x<l,
X) =
, I=sx<l
3. An energy inequality and its application
THrOREM 3.1. For any function u € D(L), the a priori estimate
fullp < kliLullp  for u e D(L), (3.1)

where k2 = 40exp(cT)/ky with ky = inf{1/4,(c} - 3cc} +3c%c) — *ay — b2)/2, af/2, (3/
2)(cag — ¢1)}. The constant c satisfies

1 da ) 1 da
sup ———)<c< inf (-—+1},
(rpneq \a Of (xn)eq \a ot

., 3.
¢y = 3ccy +3c%c — ay - b >0, (3.2)
¢y —2cc) +c2at +cag—c1 > 0.
Proof. Let
3
(1‘1)2%#, 0O<x<l,
Mu = (3.3)

,Pu Pu
(l—x) 5}§+2(1—X)]x5t5; l<x<l,

where J,u = [ u(x,t)dx.

the constant ¢ satisfying (3.2), integrating over Q0 = (0,1) x (0,T), and taking the real
part:

D(u,u) = Rej exp(—ct) f (x,t)Mudxdt. (3.4)
0



36 Three-point boundary value problem

By substituting the expression of Mu in (3.4), integrating with respect to x, and using the
Dirichlet and integral conditions, we obtain

Re [ exp(—ct)f(x,t)mdxdt

J J O(x)exp(- ct)
T fonenof3 25
+ LILI @gx) p(-c t)[%:—;l -3c= Fa Bc?f—l - c’a] du

ot? ot ox
T (1
+j Jexp(—ct)
0o N

T (1 Fu
—2ReJ J exp(—ct)a(x,t)u——dxdt

dxdt

2
dxdt

dxdt

3u
]x“?
ot (3.5)

82
] O exp(-cha(x )| =

—I ®(x)exp(~cl)(-— )?)zaagt dxl-1

[ ol

—2Re [T [‘ex )(—ct)—u] , Pu udtdt
Jo N I ox ot

dxlt T

u |’

ax

dx': T

Integrating by parts —2Re L)T j,' exp(—-ct)a(x, t)u(93u/dt>)dx dt with respect to ¢, and us-
ing the initial conditions, the final conditions, and the elementary inequalities, we obtain

o) _’_
L Jo - 55
" da 1] 9% |?
—J J @(x)exp(—cl)[st-—mJ EYEY
O(x) d'a 82a_ da ]lgti
JJ exp(-¢ ”[azs TR | PP
~|-J J exp(—ct)
o Ji

T d’a 8211 da 2
+J'0 J exp(- d)[aﬂ - 8!2 +3r—— —-c a]lul dxdt

dxdt

dxdt

2
dxdt

dx dt

3 Ll
]x 5”3

3 a au
- EL L exp(~ct)[—87—ca] dxdt
' O(x) : da u |?
-FJO 3 exp(-ct)[a— 5 ¢ ca ] 33 dx|s.1
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'ox) d%a da da 2
- L 5 exp(-c t)[aﬂ 2L5?+c 3 - ca J ™ dx|p.r
: ) [ da ou |
+J d’(x)exp(—ct)[a— —a—t——ca J 35 dx|i-1
a da da N
Jd’(x)exp ct)[at2 2¢ 5;+ dat|——ca Jlul“dxlhr
T
< 17‘[0 L O(x)exp(—ct)| f12dxdt.
(3.6)
From (1.1), we get
pe
J O(x)a’ ———I dxdt
3 2
sz[ 0x) ‘;1 dvcdt+2[ o(x )( ) ggl dxdt (3.7)

+ 4J O(x) | f1*dxdt.

Combining this last inequality with (3.6) and using the conditions (3.2) yield

Fu u
Jn&-(x)[ ’)t’l * 2 ]dvdt
du|” | i’ e (3.8)
j O(x )[ = dedt+J (D(X)Ué?l +lul ]dxdt

< kL O(x)| f(x,1)| 2dxdr,

which is the desired inequality. u

It can be proved in a standard way that the operator L: E — F is closable. Let L be the
closure of this operator, with the domain of definition D(L).

Definition 3.2. A solution of the operator equation Lu = % is called a strong solution of
problem (1.1)-(1.5).

The a priori estimate (3.1) can be extended to strong solutions, that is, we have the
estimate

Hullp < cllfulle Vue D). (3.9)
This last inequality implies the following corollaries.

CoROLLARY 3.3. A strong solution of (1.1)-(1.5) is unique and depends continuously on %¥.

CoROLLARY 3.4. The range R(L) of L is closed in F and R(L) = R(L).
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Corollary 3.4 shows that to prove that problem (1.1)-(1.5) has a strong solution for
arbitrary %, it suffices to prove that set R(L) is dense in F.

4. Solvability of problem (1.1)—(1.5)

To prove the solvability of problem (1.1)-(1.5) it is sufficient to show that R(L) is dense
in F. The proof is based on the following lemma.

LEMMA 4.1. Suppose that the function a(x,t) and its derivatives are bounded. Let u € Dy(L)
= {u € D(L), u(x,0) = 0, (Ju/dt)(x,0) = 0, (Pu/3t?)(x,T) = 0}. If for u € Dy(L) and
some functions w(x,t) € L*(Q),

J h(x) fwdxdt =0, (4.1)
a
where
1-1, 0 l,
h(x) = { cxe (4.2)
1-x, l<x<l,

holds, for arbitrary u € Dy(L), and then w = Q.

Proof. The equality (4.1) can be written as follows:

3
J h(x) S v de = [ A(O)uvdxd, (4.3)
o) ot’ Ja
for a given w(x, t), where
(1= Dw, O<x<l,
— x U
Y w—LTg—Zd(, l<x<1,
_9 du (4.4)
A== (h(x)a(x,t) ax)’
N =‘(1-—1)1.', 0<x<l,
(1—-x)v+]v, I<x<l.

For v =w— [{(w/(1-{))d{, | < x <1 we deduce [[v({,)d{ = (1 —x) [["(w/(1 = {))d{,
then [} v({,)dC = 0.

Following [25], we introduce the smoothing operators with respect to t, (Jo'!) = (I -
€(3%/0r%))7!, and (J;")* = (I + €(3*/9t%))~! which provide the solution of the respective
problems:

3 2,
uc—ea e =y, u:(x,0) =0, %(x,(]):O, 0 ue (x,T) =0,

ot3 ot at2 5

. P ov? Pv? (*5)
- = ¥ )* ) = — = = U.
etz =1, vi(x,0) =0, 3 (x,T) =0, 3 (x,T)=0
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And also, we have the following properties: for any u € L*(0,T), the function J;'u €
W3(0,T), U )*ue W3(0,T). fue D(L), J¢ 'u € D(L).

. - . ~1y ¥
y{n‘)”]e "~ “”12(0,‘[) =0, l:{'(}”(]e ") u- “”m_o,r) =0. (4.6)
Substituting the function u in (4.3) by the smoothing function u, and using the relation

A(t)ue = J7 A(t)u + €] ' Be(t)u, where Be(t) = (30/0t)((0A(t)/9t)(duc/t)) + (33 A(t)/
dt3)u,, we obtain

‘*
J'auN Jat’

The operator A(t) has a continuous inverse in L2(0, 1) defined by

= | A(l)u;fdxdl—ej B (1)uve dx dt. (4.7)
JQO ¢}

AN(Dg = _XT!:I [0 'a(c?t)[g( i+ C](t)'L ;(‘dg‘,‘) 0<x<l, "
where
G = L) +’_r; (dera,0) goDdy.
Jo (dt/a({, D) .
eyt = ~0mDud) + [ (@Ua,0) [ gindn

[} (d¢/a(d,0)

Then we have I,l A~'(t)u = 0, hence, the function J7'u = u, can be represented in the
form

=J7'ATY DA (4.10)

The adjoint of B(t) has the form

, *an da dv .
B v = 20 38 200 2 (22 6w

(4.11)
\ iori‘;/i“—’”—) Gew)(1),
Jo (d/a({,1))
where
3, .. 4«0/ d%aov 3 da da v
GG(V)(X)':JU [;(}e ) at(a[a( a{) az a((] ) (al at) (412)

ra0" 5 (i)~ g (5it) e
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Consequently, equality (4.7) becomes

ToF S
J uNa < dxdt f A()uh dxdt, (4.13)
0 0

where I, = v} - eBF (t)v}.

The left-hand side of (4.13) is a continuous linear functional of 1, hence the function
h¢ has the derivatives oh/dx, (1 — x)(3/1./0x) € L*(Q), and the condition h¢(0,t) = 0 is
satisfied.

From the equality

-0 = [1-ed gy (20) o - 0% -3t 0o 2 (L 20 -0%E),
(4.14)

and since the operator (J;!')* is bounded in L*(Q), for sufficiently small €, we have
lle(1/a)(J-1)* (8°a/ot?)|| <1. Hence, the operator I —€(1/a)(J. 1) * (3°a/0t?) has a bounded
inverse in L?((2). We conclude that (1 — x)(dv?/9x) € L*(}). Similarly, we conclude that
(3/0x)((1 — x)(dv}/9x)) exists and belongs to L2(Q), and the condition v (0,t) = 0 is
satisfied. N

Putting u = |, fo( ,ll exp(ct)v}drdnd{ in (4.3), where the constant c satisfies (3.2) and
using the proprieties of smoothing operator, we obtain

J exp(ct)v} Nvdxdt = —J A(DuvF dxdt—e A(l)u———dxdl (4.15)

and from

-,

azzax
d'a  dal Pu du
- 3J h(x)exp(— ct)[ 30 Cgt‘g] It20x Jtox

l(x) da| Pu |?
4‘3]0 5 (~ t)* 75" dxli-1 (4.16)

" h(x) d%a 8a'| Pu |?
*4 Te*"(‘“)[ﬁ”‘m 3iax | et

= %J h(x)exp(— ct) atz

dxdt

3%

J h(x)exp(—ct)a E) Ve d dt

Faou du
_ ‘,“h(x)exp(~ct) 37 9% atzaxdxdt
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we have

()’L

~£R€[ At )u—— ------- dxdt

Pa 1|d%a  dal|]| Pu |’
<e S e e N I =
{ J el 5515 |5 -e5 J aiax |
%J (x)exp(— ,)[i)ﬁ_ a”, I__ Qﬂ' J _a.z.”,_ 2(1.( it
2 KPS TG 19 T [ anax |
IV« 2
[ h(x)exp(—ct)a -97 dxdt (4.17)
EJ' hix)exp(~ct) ‘ dxdt
5 Xpl—¢ Bl‘ Xt
1 Qa a'u 2
| —2—[ h(x)exp(-ct) 350 113630 dxdi
da| du |?
+ - J II(Y C‘(p( )= (—)t (stiz);( dx d(}.

Integrating the first term on the right-hand side by parts in (4.15), we obtain

—eRe [ A(DuvF dxdt

= [ h(x)exp(- r)[»~—— ] L
=7 )y lexpl=c N orox
8 a da ou |’
R e
l h(x)exp( C”;at‘ 812* C 5 ca 3 dxdt
1 1“ 2 (4]8)
—I ~h(x)exp(—ct)a 319 dx|,-t1
da da 2 ou
+ ,[o Elx(x)exp(—cl){é—ﬁ—z :)? : aHa ! dx}y.q
! ou du
], resp-en | 5t - caf G S
This last equality gives
—sReJ A(tyuvF dxdt
a
g da u
< - Jo h(x)exp(—ct) ‘ 5 ta-ca m‘ dxle.t (4.19)
b 5(72 da da)loul’
+ Jo Eh(x)exp(—ct)l 5 - 2c €35 b c*atca- 5’} P dx|-T.

By using the conditions (3.2), inequalities (4.17) and (4.19), we obtain

Rej exp(ct)vNvdxdi <0 ase — 0. (4.20)
0



42 Three-point boundary value problem

This implies Re [, exp(ct)(v} = v)Nvdxdi + Re [ exp(ct)vNvdxdt < 0, that is,
T ol
J l exp(—ct)(1 = )|v|®dxdt
o .Jo
T (1 gl ‘ T ;1 ,
+ L J’ loexp(—~ct)(l —.\')lvlzdxdt-+J J’ exp(—ct)|J,v| dxdt (4.21)
. 0

Tl i
+J Jl——l"xp(“")’]xvl”dxdtso_
0o Jo 21

Then v = 0.
Finally from (4.4), we conclude w = 0. W

Treorem 4.2. The range R(L) of . coincides with F.

Proof. Since F is Hilbert space, then R(L) = F if and only if the relation
J O(x) [gdxdt = 0 (4.22)
n

holds.
Arbitrary u € Dy(L) and F = (£,0,0,0) € F implies f =0.Takingin (4.22), u € Dy(L),
and using Lemma 4.1, we obtain

={(l~l)g, 0<x<l, (4.23)

(1-x)g, l<x<l,
then g = 0. [
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Résumé

Le présent travail est consacre a I'étude de certaines classes de
problémes aux limites pour équations aux dérivées partielles du type
mixte du troisiéme ordre et d'ordre supérieur selon la variable spatiale
d'une part et d'ordre trois selon variable temporelle d'autre part,
combinant des conditions aux limites non locales du type intégrales,
intégrale a borne variable et intégrale a poids, avec des conditions aux

limites classiques.

On montre l'existence et I'unicité de la solution. Les démonstrations
sont basées sur des estimations a priori et sur la densité de I'ensemble
image de l'opérateur engendré par le probléme en question. Les résultats
obtenus constituent un nouveau développement de la méthode des

inégalités énergétiques aux classes de problémes abordés.



Abstract

The present works is devoted to the study of some classes of
boundary-value problems for third and higher order mixed type partial
differential equations with respect to the spatial variable on one side and
to the third order to the other time variable. In these problems, are
combined non local boundary conditions of integral type, integral
conditions for one variable integration limit and for weight with classical

Boundary conditions.

We establish existence and uniqueness of the solution. The proofs»
are based on a priori estimates and the range density of the operator
generated by the considered problems. The obtained results represent a
new development of the energy inequality method for the studied

problems.
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d'une part el d'ordie trois selon variable temporelle d'autre part,
combinant des condilions aux limites non locales du lype inlégrales,
intégrale a borne variable et intégrale a poids, avec des conditions aux

limites classiques.

On montre l'existence et 'unicité de la solution. Les démonstrations
sont basées sur des estimations a priori et sur la densit¢ de l'ensemble
image de l'opérateur engendré par le probléme en question. Les résultats
obtenus constituent un nouveau développement de la méthode des

inégalités énergétiques aux classes de probléemes abordés.





