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INTRODUCTION
Le but de cette présente thèse est, d’étudier quelques problèmes mixtes

avec conditions intégrales appelées également conditions non-locales.
Plus précisément, on démontrcl’éxistence, l’unicité, ainsi que leur dépen¬

dance continue par rapport aux données. Cela est établie à l’aide de l’une
des méthodes les plus éfficaces de l’annalyse fonctionnelle, dite méthode des
estimations a priori ou méthode des inégalités de l’énergie. Cette méthode
est basée sur les idées de J.leray [42], L.Garding [28], KO.Friedrich [26] et
P.Lax [41]. Elle a été présentée sous forme d’une méthode par A.A Dezin
[25] et particuliérement développée par O.A.Ladyzhenskaya [35] — [40]. Une
condition intégrale, peut représenter physiquement une moyenne, un flux, une
énergie totale ou une masse totale. L’aspect physique de ce type de condi¬
tions a servi comme raison fondamentale poux l’intérêt croissant porté à ce
type de problèmes mixtes avec conditions intégrales. Ces problèmes peuvent
êtres rencontrés en théorie de transmission de la chaleur : B.Cahlon [22],
J.Cannon [23], W.D.Day [24], N. I. Kamynin [34], K.Rektorys [60], N.I.Ionkiu
[33], en élasticité et thermoélasticité : A.Bouziani[6], P.Shi. [64], A.Samarskii
[63], en physique du plasma : R.Sakamoto [62] ,et en théorie des popula¬
tions : M.E.Gurtin [31], A.Hillon [32], L.A.Mouravey [54], P.A.Raviart, [57],
J. D.Murray [55], G. F. Webb [65]. Les équations liées au type des problèmes
mixtes étudiés sont tellement varicés que l’élaboration d’une théorie générale
est loin d’être achevée, et par conséquent chaque problème éxige à chaque fois
une étude individuelle. Les problèmes mixtes avec conditions intégrales liés
aux équations paraboliques el, hyperboliques unidimensionnelles du second
ordre sont étudiées en utilisant différentes méthodes. Par exemple, en utili¬
sant la méthode du potentiel : .1.R.Cannon [23], lors de l’étude de conduction
thermique dans une barre mince chauffée a prouvé l’éxistence et l’unicité de
la solution classique d’un problème mixte avec une condition classique (Di-
richlct) et une condition intégrale pour l’équation de la chaleur. A l’aide
de la méthode de séparation de variable de Fourier : N.I. Ionkin [33] a dé¬
montré l’existence et l’unicité de la solution d’un problème mixte combinant
une condition de Dirichlet avec une condition intégrale pour une équation
parabolique. En se basant sur le principe du maximum : L.A. Mauravey
et V. Philinovski [54]ont montré l’existence et l’unicité de la solution d’un
problème mixte en combinant une condition de Neumann et une condition
intégrale pour une équation parabolique.

Concernant l’étude des problèmes mixtes avec conditions intégrales pour
les équations paraboliques unidimensionnelles, en utilisant la méthode des
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estimation a priori : on cite les travaux de N.I. Yurchuk [66], Benouax et
Yurchuk [4], A. Bouziani [7,8,9], A. Bouziani-N.E. Bennouar [17,19] et S.
Mesloub-A. Bouziani [51]. Pour les équations hyperboliques unidimension¬
nelles : on cite les résultats de A. Bouziani [5, 12, 14], A. Bouziani N.E. Be-
narar [20], S. Mesloub-Bouziani [50], S. Mesloub-N. Lckrine[52]. Pour les
equations multidimensionnlles, on cite les travaux récents de S.Mesloub-
A.Bouziani [46,47,48,49] . Pour les problèmes mixtes avec conditions inté¬
grales pour les equations pluri-paraboliques : on cite celui de A.Bouziani [13] ,
N.Lekrinc-S.Mesloub [44] , S.Mesloub [45]. Pour le cas pluri-hyperbolique, on
cite le travail de S.Mesloub - N.Lekrine [53] .

On note que cette méthode fonctionnelle a été utilisée pour l’étude des
problèmes mixtes avec conditions aux limites classiques (Dirichlet-Newmann)
liés aux equations Elliptiques : O.A.Ladyzhenskaya [35,38] et J.Lions [43] .
Hyperboliques :O.A.Ladyzhenskaya [38, 39], S.K.Godounov [29, 30] et R.Sakainoto
[61,62]. Paraboliques : N. I. Kamynin [34], N.I.Yurchuk [68,69] et J.Fritz
[27] . Opérationnelles : F.Rebbani,V.I.Chessalin [58, 59] ,et N.I.Yurcuk [67, 72-77] .
Pseudo-paraboliques : A.Bouziani [15]. De transmissions : A.Bouziani [16] et
O.A.Laduzhenskaya, L.I.Stupialis [40] . Non-classiques : N.E.Benouar [1] ,ABouziani
[10, 11] . Composites : N.E.Benouar [2], et N.E.Bcnouar-L.Bouguoffa [3] .

Ce mémoire se compose de quatre chapitres :
Chapitre I : est réservé l’expcxsétion des notions préliminaires qui nous

servent comme outils dans nos démonsrations.
Chapitrell : est consacré à l’étude d’une équation hyperbolique unidi-

mensionnlle du second ordre avec l'opérateur de Bessel liée avec une condition
intégrale sans poids non homogène et une condition classique de Dirichlet.
Dans le cas où au lieu de la condition de Dirichlet, on a. la condition de
Ncwmann on peut consulter S.Mesloub et A.Bouziani.[45] .

Chapitre III : est destiné à l’étude d’un problème pluri-hyperbolique
avec une singularité d’ordre un, unidimensionnelle où on combine une condi¬
tion intégrale à poids avec une condition classique (Newmann).

Chapitre IV : est centré sur l’étude d’une équation pluri-parabolique
bidimensionnelle ayant deux singularités d’ordres différents, où on combine
une condition de Dirichlet par rapport à x, une condition de Newmann par
rapport à y, et deux conditions intégrales. Dans le cas unidimensionnel non
homogène où on a l’opérateur (a(x,tx,l2)ux )x et la condition de Newmann
au point zéro et la condition intégrale sans poids, le lecteur peut se référer
à A. Bouziani [13] .

Les équations étudiées dans cette thèse sont de types parabolique et
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hyperbolique. Pour tous les problèmes considérés, l’étude se fait de la même
manière à des var;antes techniques prés.

On écrit d’abord le problème posé sous forme d'une équation opération¬
nelle :

(1)Lu — F,
où L est un opérateur considéré d’un espace de Banach E, dans un espace
de Hilbert H , covcnablement choisis. Puil on établit des estimations a priori
pour l’opérateur L. Ensuite on démontre la densité de l’ensemble des valeurs
de cet opérateur dans l’espace H.

Plus précisément, on suivera. dans ce travail le schéma suivant :

Schéma :
1- On établit une estimation a priori de type :

IMIE ≤ c ||bu||;/ . (2)

On note que dans tous les problèmes posés dans cette thèse, ce type d’estima¬
tion a priori est obtenu en multipliant l’equation considérée par un opérateur
intégro-différentiol Mu .

2- Ensuite on montre que l’opérateur L de E dans H est fermable (admet
une fermeture que l’on note par L).

La solution de l’équation oppérationnelle :

Lu = F, Vue D(L) (3)

sera appelée solution forte du problème considéré.
Par passage à la limite, l’estimation (1.2) sera prolongée à L, c.à.d :

IMIE ≤ C ||£u||H • (4)

Ainsi, on déduit l’unicité de la solution de l’équation (1.3), l’égalité des en¬
sembles R(L) et, 7?.(L), et l’inversibilité de L, (ï) étant defini sur l’ensemble
des valeurs R(L) de l’opérateur L.

3- la dernière étape, consiste à établir la densité de l’enesmble /?.(£,) dans
l’espace H et par suite l’existence d’une solution forte du problème (1.1).
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CHAPITRE I

Notions Préliminaires
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Chapitre 1

Notions Préliminaires
L’objet de ce chapitre est, de rappeler les notions et résultats classiques

fondamentaux d’analyse fonctionnelle utiles pour aborder les chapitres qui
suivent. Les résultas sont présentés sans demonstrations.

Pour plus d’informtions concernant ces résultats, on pourra consulter une
abondante bibliogrphie.

1.1 Operateurs fermés et fermables. [43] .

Définition.1
Un operateur L : E — ♦ H {E, H deux espaces de Banach) de domaine

de définition D(L) est dit fermé, si toute suite (xn}n C D(L) vérifiant :

x dans E(fort)
y dans Jf(fort)

f xn -
\ Lxn alors x 6 D(L) et y — Lx

c.à.d, son graphe Gr(L)= {(.x, Lx) : x € D(L)} (comme étant sous espace
de E x //) est fermé.

Définition 2. Un operateur L : E H , (E, H deux espaces de Ba¬
nach) de domaine D(L) est dit fcrmable s’il admet, un prolongement fermé.

On vérifie aussitôt que L est fermable si est seulement si Gr(L) est un
graphe.

L’opérateur L est fermable si est seulement si pour toute suite (xn}n C
E H

D(L) (.elle que xn 0 on a Lxn — > 0 .
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1.2 Quelques inégalités utiles. [21]
1-Inégalité de Cauchy avec e :

V(a, b) G R2 : ab < ~a2 + — -b2.' ~ 2 2e
2-Inégalité de Cauchy-Shwarz :

v(/.»)ÿ(n) = |/n/«|s (//)'•(//)*
3- Operateurs de régularisation :
Le développement et l’étude des opérateurs de régularisation sont dûs

principalement à Sobolev et Fredrichs.
Dans la suite on utilisera le schéma proposé par Fredrichs .
Soit : w (t) une fonction paire de classe C°°, d’une seulew : t

variable, avec w (t) > 0, si |t| < 1,
w = 0 si \t\ > 1, et Jnw(t) dt= 1.

On pose :

/ wc (x , x') dx' = /
J\x—x'\ J\x—x'\

Pour tout e > 0,on a :

wE (x,x') dx = 1,

et
we (x,xf) = 0, si |x — x'\ > e.

Et soit Cl = (a,b) C IR et u G L2 (D) .
Pour tout e > 0, on définit l’opérateur de régularisation, Je : L2 (fi) — >

JgU tel queL2 (fi) , u

— / wE (x, x') .u (x') dx'
Jn

{.JgU) (x)

-L v)c (x,x') .u (x') dx' .
\x— i'|<e

L’opérateur défini ci-dessus a les propriétés suivantes :
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Proposition :
P, : Vu, € L2 (ü)

u G Cm (Sî) .
P2 : Vu G L2 {Ü)
P3:Vu G L2(Q), si a(x) G C(Q)

e — »0.
P4:Vu G L2 (fl) , si a (x) G C1 (fi) , on a : ||D (aj£u) - D (J£au)||L2(n) — *

0, qd e — » 0.

J£u G C°° (fl) ,et Dm{Jcu) — Jc(Dmu), sion a :

on a : ||J£u — u||L2(n) — ■> 0, qd c — > 0.
on a : ||a./£u — ,J£au||L2(nj 0, qd

1.3 Espaces de Sobolev :[56,57]
.l-Définitions et propreités élémentaires :
fl étant im ouvert de IRn, on désigne par L2 (fl) l’espace des (classes)

fonctions de carré intégrable sur fl.
On rappelle que L2 (fl) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u,v) = / u (x) v (x) dx.Jn

llMllo,n = (u,u)* ,
On note :

la norme correspndantc .
Pour m G N*, on introduit l’espace de Sobolev d’ordre rn sur fl.

Hm = (u G L2 (fl) : D°v G L2 (fl) ,Va : |a| < m}

an) est un multi-indice et Da = f'ÿÿn • avec M a*-où : o/. — («i
On munit Hmdu produit scalaire :

(«i v)m,n =52 J °ny (®) D"v (*) dx-

auquel on associe la norme :

IMU= E£V !«!<"•
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2-Proposition : L’espace Hm est un espace de Hilbert, séparable pour
le produit scalaire )mn

Désignons par V (fl) l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment différn-
tiablcs sur fl,à support compact dans D. On définit H™ (fl) comme étant
l’adhérence de V (O) dans Hm.

3-Inêgalité de Poincarê-Fredrichs :
Propositon : Si fl est un ouvert de IRn borné, alors pour tout m G N*,

il existe une constante Cm (fl) > 0 telle que :

è
<C„(fi) I Y, l|0"u(x)||Jnrfx.

\ |o|=m

y?» e ir0nlm,n

4-Applications traces :
Dans ce qui suit, on suppose que la frontière T de fl est, bornée et lip-

schitzienne, i.e T peut être représenter paramet,riquement par des fonctions
continues au sens de lipschitz . On dénote par d,o la mesure superficielle sur
Tinduitc par la mesiue de Lcbcsgue dx. Inroduisons l’ensemble, noté L2 (r),
des fonctions de carré intégrable sur T relativement à do. C est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire :

(u, u)r = J u (o) v (o) do,

IMIo,r =

.dont, la norme correspondante est :

Désignons par V (H) l'ensmble des restrictions à. fl des fonctins deV (IRn).
On a la :

Proposition.!. On a les propriétés suivantes :
i- V (H) =Hl (fl).
ii- 3c > 0 : ||7oÿll0,r ≤ c llvllr.n e D (Ô) ,
où : 70(p = f |i' dénote la valeur de ip sur le bord F.
Corollaire. L’application 70 : ip

prolonge par continuité en une
application, encore notée 70, linéaire continue de H 1 (il) dans L2 (T) .

7„e C(1P (n) , i,2 (r)) -

70<p = </? |r définie sur V(Ü) se
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L’application ainsi définie est appelée application trace d’ordre zéro et sa
valeur 7nu est appelée trace de v sur T.

Caractérisons, maintenant le noyau de 70 dans la proposition suivante :
Proposition 2. On a :
i- le noyau Ker 70 = H„(fi) i.e HQ = {u G H 1 (H) : 707> |r= 0} .
ii- image Irmf0 = 70 (H1 (fi)) est un espace dense dans L2 (r) ,qu'on note

H 2 (r) .
Soit 77 (T7J , r/n) le vecteur unitaire de la normale à, T, dirigé vers l’exté¬

rieur de fi qui existe presque partout sur T . En raison de la régularité de T,
et si v G H2 (fi) , alors J~- G H] (fi), et on peut donc définir la trace

(£)- dv |r e L2 (r) .7o dxi
La fonction Vi-§i~ |r est, alors définie dans L2 (r), comme produit d’une

fonctionÿ = ccs (7, xi))de L2 (r) par une fonction |p G L2 (r), de sorte
que la dérivée normale |r =53 lr est définie en tant que fonction de

i=l ’
L2 (F). Donc on a la. :

Proposition 3 :
Lorsque fi est. un ouvert borné de I Hn de frontière T, C1 par morceaux,

l’application :

L2 (r) x L2 (r) .7 : (fi)

7v= (7o7;.7PO = lr |r)
se prolonge par continuité d’une application linéaire de H 2 (fi) dans L2 (r) x

y(r).
Parmi les plus importants applications de ce théorème qu’on a. besoin est

la formule de Green.
Proposition.4. On suppose que fi est un ouvert, borné de frontière T,C

par morçeaux, alors
1°- si {u,v) G {H1 (fi))2on a:

F du
Jn 9x, = — f + f uvriidrr, (i = l.n).

Jn oxi Jr— — vdx

10



2°-si u G H2 (fl) , v G H1 (fi) on a :

-si/, du dvAu.vdx — — -X— dx +dx.i dxt

où
AAit = V — j

« dx<
Donnons maintenant un lenune très important qu’on utilise de façon

constante dans les chapitres suivants, c’est pour cela qu’on donne à titre
exeptionnel sa démonstration.

1.4 Lemme de Gronwall :[13]
Forme.1 :
Si /I./î et /3 sont des fonctions positives sur [0, T], fx , /2 sont intégrables,

/3 nondécroissante, alors de l’inégalité :

/ /1 (r) dr + /2 (£) < c f /2 (T) d.r + /3 (/;)
JO ./0

f fi (r) dr + /2 (f) < ect/3 (i)
J 0

(u)

découle l’inégalité :

Preuve : posons

%fi = [ fi (r) dr.
J 0

L’inégalité (1.1) prend la forme :

Sf/i + /2 ≤ cÿt/2 + /3 ((1-2))

Puisque /1 > 0,de (1.2), on a donc :

/2 ≤ Cÿtf'2 + /3. ((1-3))

11



Si on applique c$i à (1.3), on a :

cÿtfï ≤ C2ÿ/2 + cÿth-

En vertu de l'inégalité (1.2), on a :

+ /2 ≤ C2<ÿ(/'2 4- cCït/3 + /3-
. Si on applique encore à (1.4), on obtient :

c23îl2<c39;/2 + C23Î/3.
Et l’inégalité (1.5) prend la forme :

St/i + /2 ≤ c39f/2 + c2C9f /3 + c3t/3 + /3.
Si on continue cette procédure, on obtient l’inégalité :

((1-4))

((1-5))

((1-6))

((1-7))

3./i + h < C"+,3"+1/2+ £ c>9if3. ((1-8))
i=i

Mais comme :

/; ('- - r)n /2 (r) dr»r+1/2 < n!

et :
+00

J=1

il s’ensuit alors que

%fl+f2(t)ÿeclh(t).

Ce qui complète la preuve du Lemme.
Forme .2 :
Si /1, /2 sont deux fonctions non négatives sur le rectangle [0, 7\] x [0,T2],

et sont

12



intégrables, et /3 est non décroissante par rapport à chacune de ces va¬
riables séparément, il s’ensuit de l’inégalité

rt\ rt2

■J0 J 0
fl{ÿT2)dTldT2 + f2(tut2)

< c(T
./0 r./0h(T\M)dTX + /2 {h,T2)dr2)

+/3 (h,t2) ) (1-9)

que :

f f /1 Oh r2) + /2 (ti,t2) < er(t,+t2) /3 (tj,**) .
Jo ./0

Preuve : Si on pose

r*i /ÿ2

./0 ./0
f {T\,T2) d,T\dr2 ((1.10))

alors l’inégalité (1.9) s’écrit alors sous la forme :

+ /2 (hit2) ≤ c(0ftl/2 + + /3 (U,t2)

comme /1 >0, (1.11) devient alors

/2 (il , *2) ≤ c(ÿ(, /2 + + /3 (ÿ] , /-2) •

Si on applique l’opérateur c(9t, 4- Cq2) à Illégalité (1.12), on obtient

c (ÿtj + /2 ≤ c2(Cy(, + $l2)2/2 + c (3t] + /3.
En vertu de (1.11), on obtient :

St,t2/i + /2 (ti,t2) < c2(% 4- 2 + o(ÿt, 4- QI2) /3 4- /3(tu h) • (113)

Si on applique encore c.(Qft| -I- Q>2) à (1.12) on obtient :

c2 (Sq + /2 ≤ c3(S„+ /2 + c2 (Cv,, + Cvl2)2 /3.
Et donc (1.13) devient :

+ /2 (£11*2) ≤ c3(Sjtl + S(2)3/2 -I- c2 (5tl + $t2)2 /3 +
+c(ÿt, + £ïl2) /3 + /3 (ÿ,/-2).

((111))

((1.12))

((1.13))

((1-14))

13



Si on continue cette procédure, on obtient :

SWi + /2 < cn+1(3tl + st2)n4 72+ £ c»‘ (3tl 4- St2)j /3.
j=0

Mais comme

2n+l(atl + (ti + tj)n+ sup /2 n— -+n ,(n + 1)!

alors

+ /2 ≤ °7 /3
j=o

< cxp(2c(ti + /-2)) • /3(ÿ1 + i2).

Ce qui achève la démonstration du lcmmc.
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Chapitre II

Sur
Une equation Hyperbolique

Avec Une Condition
Intégrale
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Chapitre 2

Sur
Une equation Hyperbolique

Avec Une Condition
Intégrale

2.1 Position du problème.

Dans le domine Q = (0, d) x (0,T) où 0 < d < +oo, 0 < T < -foc, on
considère l’équation hyperbolique du second ordre avec l’opérateur de Bessel

1Cu = ult-~ (zUx) = f (x, t) ,
Z

(2.1)

on associé à l’équation (2.1) les conditions initiales :

£iu - u (a;, 0) = <pl (x)

= u.f (x, 0) = <p2 {x)
(2.2)

((2.3))
la condition intégrale

d

Io u (x, t) dx = m.\ (t) , (2.4)

16



et la condition au bord de Dirichlet,

u (d, t) — m2 (/,) ,

où /, (pÿ nu, i = 1,2 sont du fonctions données.
On suppose que les conditions initiales vérifient les conditions de compa¬

tibilité suivantes :

(2.5)

d
f <Pi (x) d,x = m.\ (0) , tp1 (d) = m2 (0) ,
'o

f (p2 (x) dx = m,\ (0) , (ÿ2 (d) = m2 (0) •

0

Le problème (2.1) — (2.5) peut être considéré comme un problème aux
limites non locale pour une équation hyperbolique singulière.

Dans ce chapitre, on démontre l’existence, l’unicitéet la dépendance conti¬
nue de la solution forte par rapport aux donnés du problème (2.1) — (2.5).

Au point de vue de la méthode appliquée, il est préférable de transformer
le problème (2.1) — (2.5) avec conditions aux limites non homogènes (2.4) —
(2.5) à un problème équivalent avec conditions aux limites homogènes. Pour
cela on introduit une nouvelle fonction inconnue 7» définie par :

V ( X , t) = U (;X , t) — un (x, f.) ,

où

«0 (x, t) = m2 (t) + 2

Alors, le problème (2.1) — (2.5) peut être formuler de la manière suivante :

Cv — f (.T, t) — Cu-o (x,t) — F (.T, t) ,
ixv = tpl (x) - ixUQ = </>! (x) ,
C2v = tp2 (x) - e.2ua = <t)2 (x) ,

' d
f vd.x — 0,
0
v (d , t) = 0,

Ainsi, au lieu de chercher la fonction u, solution du problème (2.1) — (2.5),
on cherche la fonction v solution du problème (2.6) — (2.10) et le problème
initial posé aura lieu la solution :

(mj (/,) — dm2 (/.)) .

(2-C)
(2.7)
(2.8)

(2.9)

(2.10)

U = V -f UQ.

17



2.2 Espaces fonctionnels associés :

Pour l’étude du problème posé (2.6) - (2.10), introduisons tout d’abord
certains espaces fonctionnels qui nous sont nécessaires.

Soit L2(Q) l’espace de Hilbert des (classes) des fonctions de carré inté¬
grables avec poids ayant la norme finie :

-LMl? xu2dxdt ,WQ)

le produit scalaire dans l’espace L2p(Q) est défini par :

Vp'x(Q) : est l’espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(Ui ?,)vp'1(Q) ~ (U’7,)/,2(Q) "b (ux, nx)L2(Q) + (Utivl)

et de la norme associe :

IMIvp’-’fQ) - IMILÿQ) + llux|| rJ*(Q) + IKHL-HQ) •

Les espaces avec poids sur l’intervalle (0. ci), tels que L2p (0, d) et Vp ' 1 (0,d)
sont aussi utilisés. Leurs définitions sont analogues à celle des espaces sur Q.

Ecrivons maintenant le problème (2.6) — (2.10) sous la forme opération¬
nelle suivante :

Lv = T,
où

Lv = (Cv,elV,e2v), Ct T = (F,ÿ,ÿ) ,
avec

v G L2p{Q) : vx,vxx,vt,vu,vH G L2p{Q)
et vérifiant lesconditions (2.9) - (2.10)

L’opérateur L est considéré de l’espaces E dans l’espace H, où :
E : est l’espace de Banach des fonctions u G L2(Q) vérifiant les conditions

(2.9) - (2.10),
et ayant la norme finie :

D(L) =| )

Ni’, =oÿUP7, llu(-> T)llvrp1,1(0,rf) •

18



Et H :l’espacc de Hilbert :

H = L'‘(Q)xVp'(0,d)xLl(0,d).
H„ x H, x J/a,

constitué des éléments T — (F, </>, , </>2) , et ayant la norme :

H

* Notations :
Dans les §-paragraphes suivants, on utilise les notations :

QT = (0, d) x (0, T) 0 < r < T

Qs = (0, d) x (s,T) ,0 < s <T

Et on désigne par :

/
Q

/,

au lieu de

I f(x)dx ,
Q

par :

/ •/ / /./ü! ./ n<— î Jni+i ./n„
/w . .

*«=*?
au lieu de :

•/1, ,/ît-i in, ,, ./ln x}/(xj ,Xj+i,..,xn)dx..d,Xi_idxi+i..dxn
Xi=x°

et par

au lieu de :

19
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2.3 Estimation a priori :

Théorème 2.1
Pour toute fonction u € D(L), on a l’inégalité de l’énergie

IMIE < c|M!/r>
où c est mie constant positive indépendante de la solution u.
Preuve :
Considérons le produit scalaire dans L2(QT) de l’équation (2.6) et l’opé¬

rateur intégro-difTérentiel :

(2.11)

t) I 3.(£«*)<i»
'o

Mv (x, t ) = x%h — x (T —
où

QT = (0,d) x (0, r) , : 0 < T < T,
et

= f
'o

3x(ÿ’ç)

on a :

{Cv, MV)L2{QT) = - I xvu . (T-t ) f
'o

t

• (T-t) f 9,(î.’t)d

Qr

+L(ÿx)*
'o

'L /,Vl .(XVx)g .
En utilisant les conditions aux limites (2.9) — (2.10) , et en intégrant par
parties chaque terme du membre droit de (2.12), on obtient

((2.12))XViVu -

-L(1) xvt.vu
d d

\l x{vt{x,T))2 - i I x{(j)2Ÿ
'o 'o

20



\z

o r *brJ '>ux J - = (<ù‘(s‘ÿ) *C

7-W)x6(? (®)x) -'ux

: suosoj

-‘Ô

7“J)*7?
J-ô

s p

• (? - -0 “ft8at J - J=x| XG j)
A‘“JWI

J =
Or

• (7 — x) Xaxïa

h X(xax) j - (*)--0'

7-0/- ±orJ J (}«5) (? - -0 *«*1M) Iso
Or -“-d rJ “‘x JM) *e

0=jj +- 7p-7
— x) 'ax(ÿ5) xe(7 - -0 'ax

y (7 — x)"ax j- = (g)*P(îtt$)x6

0

r-(x‘x)ÿx j l =

p

0

/1
p

■A<Pe
0

/7 0=x
+ p=x 7P (ax-Xax -'ÿa

7I(Iax) • 'a (S)



(c)='U/ CM
En sommant (l)-(4), l’égalité (2.12) devient :

x(nt(x,r))2 + i I x (VX(X,T))2 =
'0

d

J x (<t>ïŸ
0

'\i-rn
0

= f Cv.Mv + -
JQT 2 +

_(a)
_

{b) _ (c). ((2.13))

En utilisant les inégalités de Cauchy, estimons les termes —(a), —(b), -(c)
et (Cv, Mv)qr dans le membre droit de (2.13), comme suit :

= - [ Œ«t.(T-i)3,(ÊVt) <\ f xvlJ.Qr * J.QT
"(«)

T2d4 f 2+~rJ.QTXV- ((2.14))

= + [ XVf [ %* (£«{) < f XV 2

J.QT J 0 Z J .QT

T2dA r 2+—JQrxv-'

If (/"”*)
[ i f *«? +\ f x (£v)2 ,

•/Qr Z J .QT J- J .QT

-(b)

((2.15))

((2.16))(C) = +2
((2-17))

fcv.x{r~t)([‘%&’()) < -TV f XVlJ.QT
T2 f/ *(£»)2
2 ./.QT

((2.18))
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On considère l’ inégalité élémentaire :

1 fd
2 Jo ≤ U-‘+îi> ((2,19))

+\L XV2 .

En combinant les inégalités (2.14)-(2.19) et l’égalité (2.13), on obtient :

\/ XX'2 +\ f X7,ÿX’T) + \J XVÎ(X'T)
0 D

xvt + (2 + ”2") J x {£V-Ÿ + 2 J xÿi ((2.20))< 2

0 0

XV2+

D’où

I XV 2 (x,r) + I XV 2 (x,T)+ j XV2 (x, r)
'0 '0

. 0

< M

d

[ x{(j)2)2+ f XV2 + [ XV2 + [ XV2
J JQT JQT JQT
0

((2.21))+

Avec
M = Max + T2d, 1 + T2ÿ
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Posons :
/1 (r) = 0

/2 (T) = f xt;2(.,r)+ [ xvx (., r) 4- f xvj (
./0 Jo -/o

.T (ÿj)2

•,T)

f- /JQT
x (£v)2 +

d „ rf

/3 (r)

+
0 0

Et, utilisons le lcinrae de Gronwall forme 1, on obtient :

+ IK(.,r)||;
+ H0lllvp'(O,<i) + llÿ2ll/,2(0,d)) •

+ IK(.,r)||5L2(0,d) /,2(0,rf)G(0/i)
MT< Me

Par passage au suprumum par rapport à r sur [0,T] on trouve :

(llÿ?,ll/,?(Q) + llÿl II Vp1 (0,d) + 11*ÿ2 II /,2(0,d)) .

sup
0<r<T

(0,«f)

MT< Me

D’où l’inégalité désirée (2.11), avec c = \[M C A2T .
Proposition.2.1
L’opérateurL : E

Preuve.
Si un Ç £>(L) est une suite telle que :

H,est fermable.

((2.22))0 dans E.un
Tl— »CO

et
T— (F, (j)x , (j)2) dans H, ((2.23))Lun

71—+00
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on démontre que F = 0, <f)x — 0, 02 = 0.
Puisque (2.22) est vraie, alors.

dans L2(Q),xCu„ — > 0
n— *oo

((2.24))

alors :
dans V'{Q).xCun — » 0 ((2.25))

Mais comme
dans L2p(Q)Cvm — ► F

n— »oo
((2.26))

alors :
dans L2{Q), .xCun — » >/5F

n— >oo

De l’unicité de la limite dans W(Q), on conclut que F — 0.
De (2.23), on a

((2.27))

dans V;'°(0, a),Un -» 01 ((2.28))
n— ♦oo

et du fait que 1’ injection canonique de f/1,0(0, o) dans D'(0, a) est continue
(2.28) implies

t\un — > 0t dans X>'(0, a).
n— *oo

De plus, puisque (2.22) est vraie et que

||ÿlU-n 11 V,,1'°(0,a) < IKIIjS

((2.29))

((2.30))Vu,

on a
0 dans V),1'° (0, o). ((2.31))

fl— ♦OO

Par conséquent
t?it/n — > 0 dans T>'(0, a). ((2.32))

n—*oo

En vertu de l’unicité de la limite dans P'(0,a), on déduit de (3.19) et (3.22),
that = 0. De la même façon on démontre que 02 = 0- Donc L est fermablc,
et on note par L sa femuture dont le domaine de définition est D(L).

définition 2.1
On appelle solution de l’équation

Lu = F, Vu 6 D{L),
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solution forte du problème posé.
Par passage à la limite, on prolonge l’inégalité (3.1) pour être appliquée

à la solution forte, d’où on a :

corollaire 2.1.
Si la solution forte du problème (1.1)' — (1.5)' existe, alors elle est unique

et dépend continuement des données
corollaire 2.2.
L est fcmablc de fcrmuturc L et on a. : R (L) = R(L).

Preuve :

F = UAi,0a).

Démontrons d’abord l’inclusion R (L) C R (L ) : Soit y G R (L) , donc il
(yn)ne IN H constituée des éléments deexiste une suite fondamentale

R.(L) telle que
Vn y •

n— +00

Il existe alors une suite (vn ) G D(L) telle quençIN

Lvn = yn.

De l’inégalité de l'énergie (2.11), on a

IK-WïIIE ≤ c\\Lvp - Lvq\\„
p— 400, </—400

0 .

On déduit que la suite (vn)
conséquent il existe une fonction v G E telle que

est une suite fondamentale dans E. Et parne IN

y dans H.Un
n— >oo

Mais comme
v G D(L), Lv = y.

Alors ?/ G /?. (L)._
L’inclusion R.(L) C R (X) est évidente de la définition de l’ensemble

R (Z).
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2.4 Existence de la solution :
Pour démontrer l’existence de la solution forte, il faut montrer que L :

E — > // _
est surjectif, ceci équivalent à montrer que R(L). — H, et cela équivalent

à montrer
que : RW = {o}.
Proposition2.2 :
Si pour w e L2(Q) et pour toute u e A ( L) = {u € D{L ) : Eu = 0,(i = 1,2}
vérifiant (2.9) — (2.10) on a :

(JCU,, w) ((2.33))= 0,t'r(Q)

alors w s’annulle presque partout dans Q.

Preuve.
La relation (2.33) est donnée pour toute fonction u G A (L) ,on peut

alors l’éxprimer sous une forme
Soit u la solution de l’equation :

particulière :

((2.34))h = u„

où

h — Jt iw + (uTr))dr. ((2.35))

Et soit u la fonction définie par :

■ { i:
0, si 0 < t < s.

(t — T ) UTT(1T si s < t < T. (2.3G)v (x,t)

D’après les relations (2.34)-(2.35) on a :

w = —U,3 - (ut2) .

: On peut aussi considérer l'équation :

Uu + (% (Ac + w))ta = h (x,t ) ,

((2.37))

où :

-fh (x, t) w ( x , s) d.s,
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et u prend la forme (2.36).
de telle sorte qu’on obtient :

w = - (3* (fit* + «),2)l .

Avant de montrer la proposition il faut montrer que w E L2{Q).
Pour cela on établit le :
lemme.
La fonction définie par (2.34) et (2.36) possède des dérivées par rapport

à t jusqu’au troisième ordre inclus
Preuve.
D’après la définition de D(L), on a E L2{Q). Il reste à montrer que

ut3 E L2{Q).
On va introduire les t— opérateurs de régularisation : JE définis par :

appartenant à L2(Q).

= ~Jo w(ÿrÿJy(xis)dsi{Je g) (z, 0

où w € C°°(0,T), w > 0,et w = 0 au voisinage de t - 0, t = T et en
dehors de l’intervalle (0, T), et Jf/t w (s) ds = 1.

Appliquons à cet effet les operateurs J£et d/dt à l'équation (2.34).
On obtient :

ui3 = K2 ~ Jeu<-2) + f", {Jeh)dt dt

alors :

IlHL (Ut2 ~ 'ÿuta)
\\ul IL

< 2
id(Q) LHQ)

+2

Or :
|2

{U,2 ~ JeUt2) — > 0 qd e 0,

donc

IIIHIWHII(H[ < +00
tyQ)
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Revenons maintenant à la peuve de la proposition. Remplaçons w dans
(2.33) par sa représentation (2.37), il vient

(w,Cu),m = Lu,3. {xux)xXWfl .1Ifî -|-

L Xÿx (Uil) .U,;2

/ %xM-{xUx)x
JQ

((2.38))+
= 0.

En intégrant par partie chaque terme de (2.38) et en tenant compte des
conditions (2.9) — (2.10), on obtient :

=\ I
=\ ™4(.,r),

(i ) = -/JQ
XUfl Alt2

■L(2) Ufl. (OT-x),

(3) = - f X$Sx (11,2) .U fl =\ f (3, KO)2,
•/<3 2 ,/q.,

(4) = f 3* (txu) . K), = - fJQ JQS

(l)-(4) et (2.38) donne alors :

XU,2.Ux.

2 llwt2 (•> s)llc2(o,rf) + 2
(ÿ’ -ÿ)H/,2(o,rf)

+2
ilÿ (U'2)ll L2(Qs)

=1 ((2.3«))IWt2 .Ux

Estimons le dernier terme du membre de droite, en utilisant 1’ inégalité
de Cauchy avec e ainsi que l’inégalité de poincaré, on a
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r 11JQ. ~XUl2'Ux — 2 + 4ÿ2 llute|lr,3(Q*) •

Alors les inégalités (2.39) et (2.40) donnent :

((2.40))

||ut2 (•) •S)lli,2(0,d) 4~ !lUte (-5 Il 1,2(0,d) 4" 11ÿ* (Wl2)!li,2(Qs) (2-41)

< K + ll«ta|lx,a(Q,)) •

avec K — max(l,Ç).
Cette inégalité est essentielle dans notre démonstration, mais sa forme ne

nous permet pas d’utiliser le lcmmc de Gronwall, afin d’éviter cctt.c difficulté,
on va introduire une nouvelle fonction 0 définie par :

-r0 (x, t) UT2(IT.

alors :
u1x (x, t) = 0X (x, s) - (3X (x, t) ,

utx (x,T) = 0X (x , s) ,

ut2 (x, s) = —01 (x, s)

donc :

«L (*>l) = 01. (x> s) ~ 20x (x, «) A (z,0 + 0\ (*i 0
alors :

J* x («te)2 (x, t) dt < 2 (T — s) xQ\ (X, S) + 2 J xftx(x,t.)dt.

Alors l’inégalité (2.40) devient :

Il0t ixi s)llt,2(o,rf) 4* (1 2c(T s)) \\0X (x, •5)||/j2(0
(2.42)
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On fixe s0 tel que : 1 — 2K(T — s0) = \ et on prend s varier dans
(T — sn,T),alors (2.42) devient, :

< 4K |||/?tll/,2(Q.,) + IIAJLîçQ*)}
+ IIAt (xi S)IIL2((M)L2(0,rf)

(2.43)

Si on pose :

aw =m\lHQa)+mltyQ») '

De (2.43), on obtient :

— doc (s)
ds

<4Ka (s),

et par conséquent on a :

<o. (2.44)

En prenant compte du fait que : a (T) - 0,une intégration par partie de
(2.44),

sur l’intervalle (s,T) donne :

e4csa (s) < 0,

. d’où
a (s) = 0.

De (2.45) on déduit que w = 0 p.p dans QT-S0-
Comme s ne dépend pas du choix de l’origine et [0,7’] est compact, rai¬

sonnons alors de
la même façon, au bout d’un nombre fini de fois on démontre que w = 0

p.p dans Q.

Cela achève la démonstration de la proposition.

(2.45)

Revenons maintenant à la démonsration de R{L)X = {0} .
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Soit W = (w,wx,w2) G /î(L)-1-, tel que :

{Cu,w)lj2p(Q) H- (ÿu,Wl)v;(M) + {t2%w2)L2(M) - 0

Posons ix G DQ{L) dans (2.46) il vient :

(Cu, = 0.

(2.46)

D’où d’après la proposition (2.33), on déduit que w ----- 0 , donc (2.46)
devient :

(ÿ«.wiîv;ÿ + (4«,W2)Lî(o,rf) = 0.

Comme /?.(<?*) : les ensembles des valcurcs des fi ,(?’ =1,2) sont partout,
denses dans les espace de Hilbert Hi, (i = 1,2) ,et comme tÿet f2 sont indé¬
pendants , on déduit que Wi = 0, w2 = 0. Donc W = 0.

Ce qui nous a permé d’établir le :
Théorème 2.2 :
Pour toulefonctionT = (/, </>,, 02) G H — L2(Q) x H\ x Ii2, le problème

(1.1)' — (1.5)' admet une solution
que :

(2.47)

forte unique u — L 1T — L-1 T telle

< C2 {||f|llj(Q) + 11ÿ1 llvn(Oÿ) + >

sup
0<T<T (O.rf) -

où c est une constante positive indépendante de la solution u.
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CHAPITRE III

Sur Une Equation Pluri-hyperbolique
Singulière Avec Une Condition

Non-Locale
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Chapitre 3

Sur Une Equation Pluri-hyperbolique
Singulière

Avec Une Condition Non-Locale

3.1 Position du problème :

Dans 1a. région Q — (0,rf) x (0,T\) x (0,T2) ,avec d < +oo , 1} < +oo
,(?; = 1.2 ).

On considère l’cquation pluri-hyperbolique suivante

Cu = u,lh -1{xux)x = /(.T, ((3.1))

On associe à l’equation (3.1) les conditions initiales :

((3-2))i\U = U ( X , /-1,0) — H\ (x, f,i) ,

f2w = u (x,0, t2) = H2 (X, fc2) ) ((3-3))

la condition de Newmann

((3-4))«X {d,tut2) = .71 (<1,<2)
et la condition intégrale avec poids :
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f X udx = (]2 Ul - t2) ((3.5))

où /, <7i , (i — 1.2); sont des fonctions connues.
On suppose que les conditions initiales vérifient les conditions de compa¬

tibilité suivantes :

dHy «/.,)
= 5i (*i,0)9.x

f x.H] (x, tj.) dx = #2 (/-1,0) ,

dH2(d,t2)
dx =ffl(°’‘2)’

fJ 0
xH2{x,t2)dx = <72 (0,t2),

et
Ht (x,0) = H2 (X, 0) .

Dans ce chapitre, on veut démontrer rexistcnce,
l’unicité ainsi que la dépendance continue de la. solution par rapport aux
données du problème posé.

Au point de vue de la méthode utilisée, il est préférable de transformer le
problcmc(3.1)-(3.5) avec onditions aux limites non homogènes (3.4)-(3.5), à
un problème équivalent avec conditions aux limtcs homogènes.

Pour cela, on introduit une nouvelle fonction v définie par :

V — U — U(),

où iifl vérifie les conditions (3.4)-(3.5).
On trouve:

7.)12
«0 = xgi + -77 {x -

dA
Alors au lieu du problème (3.1)-(3.5),on considère le problème homogène

correspondant suivant :
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Cv—Cu—Cuo—g. (3.6)

C\V = V (x,tjL,0) = i\U — f-iUo — h\ (x,tx ) , (3.7)

t2v = V (x, 0, £2) = P-2U - fak) = h2 (x, t2) , (3.8)

vx {d,li,t2) = 0, (3.9)

f xv (x,tut.2)dx = 0. (3.10)

Ainsi au lieu de cherecher la fonction u solution du problème (3.1)-(3.5),
on cherche la fonction v solution du problème (3.6)-(3.10) et le problème
(3.1)-(3.5) aura lieu la solution u — v 4- uo-

Remarque. Dans tous ce que suit, on considère la notation u au lieu de
v.

3.2 Espaces fonctionnels associés :
Pour l’étude du problème posé (3.1)-(3.5), introduisons tout d’abord cer¬

tains espaces fonctonnels qui nous sont nécessaires.
Soit L2p (Q) l’espace de Hilbert des fonctions(classes)de L2 (Q) avec poids

ayant la norme finie :

NlijM) “ JQ xu2dxdt.

Le produit scalaire dans L2 (Q) est défini par :

(u,U)L2(Q) = (xu,U);2(Q) .

Soit V;-1 (Qi ) , (i = 1,2), l’espace de Hilbert ayant la norme finie :

IMIyj-HQj) — + IIÿILjKQi) + IK< II r,*(Qi) •
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et le produit, scalaire :

(U,V)y,.j(Q.) = (U ,V),2(Q{)+ (Ux,ÿx)Li(Qi) + («ti, •

Le problème(3.6)-(3.10) peut être considérer comme la résolution de l’equa-
tion opérationnelle suivante :

Lu = T,

où L — !,£2) et, T — (g, h\, h2) ■

L :est, un opérateur défini de E dans H :
E : est l’espace de Banach formé par les fonctions u G L2p (Q) , satisfaisant

les conditions (3.6)-(3.10),
avec, la norme finie :

|||W(Mÿ1,7'2)|IVM i(Qi) d- P(?Mti(Mii,r2))||LaWl)}Nil = sup
0<r2<r2

+ sup
0<rt<Ti

H : est l’espace de Hilbert Lp (Q) x VpA (Qi) x Vÿ1,1 (Q2) , formé par les
éléments T — (g, h\, hi) ,

avec la norme finie :

\\nH — ii-ÿuii/,2(Q) + nÿ1ii vÿ’hQi) + iiÿ2iiv;i(Q2) •

u e L2(Q) : uIuXI,nil,utlij,uxll e £2(Q) ■Soit D (L) =
les conditions (3.9)-(3.10).

et u satisfait

* Notations :
Dans les suivants, on utilise les notations :

Qr = (0 ,d.) x (0,r,) x (0,T2) QT , = (0, d) x (0, Ti) ,

Qi = (0, d) x (0,Ti) : (0 < n < Tu* i = 1,2),
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Qs — (0,rf) x (Si,7\) X (-S2,T2.),

QSi =- (0,rf) x (Si,Ti) : (0 < st < % et i = 1,2).

Et on désigne par :

/,
Q

au lieu de

J f(x)dx.
Q

par :

/ ... / . / ... r /U,-, i , ,
Jni ./ni+i J Un Xi=xi

au lieu de :

/ I •/ ••/./n, ./îît~i ./ni+i ./r2n
xi/(xlt ..,a5i_j,x< ,xi+1,..,x„ )dx..dxi_idxi+i..dxn

1
et par :

au lieu de :

d‘tt/dxl

Estimation a priori et ses conséquences :3.3

Théorème3.1 :
Pour toute fonction u G D ( L), il existe une constante c > 0 indépendante

de u telle que :
NI* < C\\LU\\F ((3.11))
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Preuve.
Considérons le produit scalaire dans L 2 (Qr) de l’équation (3.6) et

l’opérateur intégro-dilïérentiel :

Mu = x (utl + uh) - (p (utl + Uf2))
où

*l(ph) = r)hd,rÿj dÇ.
on a :

{CU,MU)I,2{QT) = j x(uh + uh) ut\ £2 - ((3.12))

J + uh) 1
(-2

X

-L(1) xuhh(utl + U(2)

. i ± j1

= -/ Utlt2-Xÿl(p{Uh +Ul2))
■iQr

(2)
2

= / 3x(putj)Qîx (pUt|ta)

iïh

/ Uxx.X (U{j -f- Uj2) /
./Qr ./Qr

(3) «*•(ttq + U,2)

= / «X- («i, + Uh) - / Ux. (ut, + w,.2 ) + / .TUX. (tt()X + uhx)
■hr -hr -/Qr

■ itLÿ-iWŒÎ
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(4) = / «x-3* ( P («t, + «t2)) + [ uxx.x%l ( p {utl + ut2))
JQr JQr

= / ux.$l {p (utl + ut2)) - / xux.3x (p (utl + ut2))
JQr JQr

-[ + UIJ)
JQr

= - f X1/,r.3x (p(u,, -h Uf2)) .

En substituant (l)-(4)dans (3.12), on obtient :

\J2 f x K)2 (T;) +\S [ (ÿO)2 (rj)
2 lli JQn 2 JQn

f x (u*)2
2

i=i JQu

■ s5 /„ÿ(£)’ S /.,.(»•(’£))'
Î.LM'+1

+ 2

+ I XUx.Qx + U(2)) -f- /
./Qr JQr

- f Cu.xSl {p (litl + «ta)) •
JQr

Cu.x (i/t, + iit2)

((3.13))

Estimons les trois derniers termes du membre droit de (3.13), à l’aide de
l’inégalité de Cauchy avec e.

Xr ((3.14))XUx.3x ( p{uti +uh))

— Hwi!ljr,2(QT) + 2 (PMt«)llL2(Qr)
t= 1
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/ Cu.x (ue, 4- ul2)
jQr

≤ l£4W> + 5tKHW>
(Ci.15))

1=1

f Cu.x%l{p{utl+ut2))
JQr

(5-16))

— IKUII/_2(QT) + y. 11ÿ» (ÿOlLs(QT) •

«=1

Le deuxième te’-me du membre droit de (3.13), peut être estimé comme suit

itL(°- (<S))‘
îsL-m≤ ((3.17))

En substituant (3.14)-(3.17) dans (3.13),on obtient :

\ f * (uti)2 (TJ) +\J] [ (3* (pwi,))2 (r,
2

i=i -V* 2 7ÿ -/Qr,

+\ y [ xui(Tj)
1

i=1 JQTi

, lv ( fdhi\2 ,d3 1.4. f ( dhi\2

s 5£ L1(ÿ) + (4 + 21g IQTI X (ëïï)
2S + rfIKIIl,2(Qr)

>=1

+2 ||£u||//?(Qr) +

((3.18))
i=l
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En vertu des inégalités élémentaires suivantes :

\ ll“Ht;(«r) +\ IKIIlî(Qr)

- 1-2

et de l’inégalité (3.18),il vient :

\t ii“MiW>+5£ IKWHW,,
t=l t=l

2 2

+\ £11«., Mfw«> +\ £119.(m.)Mlk,*,,
1=1 i=l

1 Ildhi I2

+

1ÿ
< 2||£u||*,(gr) + 2 5Z IIÿHÎîlQr,) + 2 dx WQT,)i- 1t=l

à? 1 Ildhi ||2(W + 2)t;ll»“llr*«r1,+
+IM!/,2(Qr) + & llU*llz,2(Qr) + XI llU«f llt*(Qr)

i=l

+<5 +7>£ll3*<ÿ>lllW

2

+

-3.19)
«=1

D’où l’inégalité :

2 2

F, IMTi)ll/,2(Qr() +y llU* (TJ)IILJ(QTO
t=l i=l

2 2

+ y IKi (Ti)ll/,2(Qrt) + y 11ÿ* (puti) (rj)IL2(Qr,)
i=l

< MIMIÎ

*=i
2

+ y INIVMQT-O
i=l

WQT)
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+ MU**+!!«IIV) + IK|IÎWQr) (Qr )
i— 1

X! llÿx Il t2(C?r) f )

t=l J
(3.20)+

où
k = max {d3 + 1, 4, 2d] .

Grâce au lemme de Gronwall forme 2, il s’ensuit de (3.10) l’ inégalité
suivante :

2 2

X, llu(r>)llve>(Qri) Xy 11ÿ* (ÿi) (rj)ll/,2(QTi)
t=li=l

< kc2k{Tl+T2) (3.21)

Comme le membre de droite l’estimation (3.21) est indépendante de
rf, (x = 1.2). En passant au suprumum

par rapport à T* de 0 à 7),il s’ensuit, alors l’inégalité de l’énergie désirée
(3.11) avec c = \/kekÿTl+Tÿ .

Proposition 3.1 :
L’opérateur L : E — ♦ //, est fermablc.

Preuve :
La démonstration de cette proposition est analogue à celle de la proposi¬

tion 2.1 .

On désigne par L sa fcrinuture et par D(L) son domaine de définit ion.

Définition 3.1 :
On appelle solution forte du problème (3.6)-(3.10), la solution de l’equa.-

tion opérationnelle :

Lu = F.

En passant à la limite, (3.11) peut être prolongée à L, soit :

MB
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pour tout u e D(L ).
D’où on a :

corollaire 3.1 :
La solution forte du problème (3.6)-(3.10), si elle existe, elle est unique

et dépend continûement des éléments : T — (<7, h2) 6 H.

corollaire 3.2 :
L’ensemble des valeurs 7?.(L),de l'opérateur Lest égale à la fermuture

R(L) de R(L).
Preuve :
La démonstration de ce corollaire est analogue à celle du corollaire 2.2 .

3.4 Existence de la solution :

Pour montrer l’existencede la solution forte, il suffit de montrer que : R{L) =
H, cela est équivalent à montrer

Dans ce but on démontre d’abord la proposition suivante :
Proposition 3.2 :
Si pour toute fonction w € L2 (Q) ,on a :

que R{L)X = {0} .

{Cu,w)L2[Q) = 0, Vu 6 D0(L), (3.22)

alors w s’annule p.p sur Q.
Preuve :
Soit u la solution de l’équation :

f (u-ÿ(pu.))(.T,ti,ÿ2)ÿ2
J 0

+ [ {u-ÿ2x{pv.))(x,ÿt2)d4 1

= g(x,t1,t2), (3.23)

où -rrJ t\ ./ 1-2
g(x,tut2) (3.24)

L’équation (3.22) est équivalante à l’cquation :
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d2a— ~— (%, h, h) — («ti + We2) — 9* (p{uh + w«2)) (3.25)dtxdt2
Des équations (3.24) et (3.25), on a

w = (uh + uh) - ( p (u,, + ut2)) . (3.26)

Soit u la fonction définie par :

0, 0 <ti<Si
Si < U < Ti

t, ii
f f UT ,r2

d,T i(IT2
»1 s2

(3.27)

Lemme :
La fonction w définie par la relation (3.26) est dans L2(Q).
Preuve :
Il est évident d’après la définition de D(L) que w € L2(Q).

maintenant à la preuve de la proposition précédante.
En remplaçant w par sa représentation (3.26) dans la relation (3.22), on

trouve :

- {uhh,ÿl {put i))L?.(Q)
— (Un .(Q) + (Ui>ÿx (PUi-i ))
— (WXX> W«i)f,2.(Q) + {UXX1ÿX {pUty )) 1,2,(Q)

+{ulil2)V(2)L*.{Q) — {u*it2iÿx (PUt2))
— {UxiUt2)i,2'(Q) + (ux,9* (pUt2))
— (UXX> Wt2)f,2 (Q) + («XX, 9* (pV't2)) /,2 (Q)

**•(Q)

L2.(Q)

(3.28)= 0.

En intégant par parties chaque terme de l’égalité (3.28), en tenant compte
des conditions (3.6)-(3.10) et de la forme particulière de la solution u définie
par les relations (3.24) et (3.27), on ramène l’égalité (3.28) à une autre plus
simlpe.
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(1) = (Uhh,Uti+Ut2)L2.{Q)

XUllh (uh + ul2)-L
1 J

= jElKŒMW) =
i=l

(2) = - (uilla,3l(puti + put2))

= J XXJHih%l (p“t, + put2)

*-*•(<?)

(i,j = 1,2. iÿj),
i=l

(3) — — («X) + wt2)Jf,a.(Q) (wxx,uti +Ul-i)L2p.(Q)

xuxx(uh 4- Ut2)= - ux(utl + ut2) - /JQ JQ
T2 T,

= -J J + «l2)lx=0 + [ «xK,+Wt2)
«2 Si

-/ ux{uh+Ui7)+ XHx(uxll + uxh)
JQ, JQ,

= sElKKIlV,). (i,J=1,2. i J),
i=l

(4) = («i,9£ (putl 4- pwt2)) L2(Q) 4- («xx, (pwt, 4- p«t2))

= / «xÿx (Pttt, + /™t2) + / XUxxÿx (/™l, + P«t2)
JQ, JQ,
Ti T,

= J j XUx$l (puty 4- P«t2)|x=o“ JQ Uxÿz (ÿU‘i +
S2 S!
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+ / u*ÿl {puti + put2) + / 1«ÿ!{putl + pUt2)
JQ, JQ,

-L xux$Xx ( puh + puh) .

En substituons (l)-(4) dans (3.28), on obtient
2 2

5 E IK +\E»9* (ÿ.(ïJ)III=(ÿ)
1=1

t=i

= - XUx% (puh + puh) ,
JQ,

t=i

(b J = 1,2. iÿj). (3.29)

Utilisons maintenant l’inégalité de Cauchy avec e pour estimer le membre
droit de (3.29).

{puti + puh) < f xul + lY, f (S* (Pÿti))2
■JQ, 1

i=i JQ,L XUxÿx

Et pa,r conséquent (3.29) devient :

9 5Z Wu,i (-*)) Il /,*.(<}*) + 9 X/ Hÿ1 (Pu‘«(ÿj)ll l?
t=l t=l

+2ÿ1ÿUxÿ%(Q,i)
t=i

+ J2jq (9-(ÿ))2} >

i 2

(Q,J

< c ((3.30))

où
C = max(2,d).

En appliquant ensuite le lemme de Gronwall form 2, à l’inégalité (3.30), on
obtient

t=i i=l
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+i>*wiv,,
{i,j = 1,2. iÿj).

i=l

< 0.

D’où, il s’ensuit que w = 0 p.p dans Qs. Puisque s est indépendant du choix
de l’origine, on peut alors procéder de la même façon un nombre fini de fois
pour démontrer que Iü = 0 p.p dans Q.

Revenons maintenant à la démonstration de 7î(L)x = {0} . Soit W =
(w,u>i,w2) G R(L)1-, vérifiant

2

{Cu,W)L2(Q) + Jÿu,w)Hi =0, Vu G D(L). (3.31)
»=i

En particulier, pour u G D0{L), (3.31) devient

{Cu,W)LHQ) = 0,

D’où à partir de la proposition 3.2 et de (3.32), on déduit que w = 0. p.p
qans Q. Et parconséquent

Vu G D0(L) (3.32)

2

w)Hi =0, Vu G D(L).
i=i

puisque les tiU, i = 1,2. s’annulent indépendement et les ensembles R{ti),
i = 1,2. sont partout denses dans les espaces de Hilbert Ht, i — 1,2; alors
v>i = 0, u;2 = 0, et parconséquent W = 0, p.p dans Q. On a donc démotré le
théorème

Théorème 3.2 :
Pour toute fonction g G L2p (Q) , h\ G Vp1,1 (Qi) , h2 G Vp'1 (Q2) , il existe

une solution forte unique u — L 1F = L~X!F du problème (1.1)’-(1.5)’, où T— {g,hi,h2) et telle que

|||w(-i h,T2)\\vi qç,) + ||ÿ(ÿUti(.,fiiT2))||£/2(Ql)|
|l|u(-> rl,ÿ2)llvo i(Q2) + ll'ÿOÿC» r1.ÿ2))l|/,2(Q2)|

< C2 |||£U||L2(Q) + 11*1 II + IMIv,*-1ÿ)} >

sup
0<r2<r2

+ sup
0<r,<T,

où c est, ime constante positive indépendante de u.
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CHAPITRE IV

Poblème Mixte Pour Une Equation
Pluri-Parablique

Singulière du Second Ordre Avec
Conditions
Intégrales
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Chapitre 4

Problème Mixte Pour Une Equation
Pluri-parabolique Singulière
Avec Conditions Intégrales

4.1 Position du problème :
Dans le domaine Q = (0, ) x (0, d2) x (0, Ti) x (0,T2) où 0 < dt < +oo, 0

<Ti < +oo, (i = 1,2), on considéré l’équation pluri-parabolique suivante :

a{h,t2)
x2 Uyy

1Cu = ut, + uh--(a{tx,t2)xux)x -
x

= i,t2), (x,y,ti,t2) e Q,

A cette équation, on associe les conditions initiales :

(4.1)

l\U = u{x,y,t\,0) = <p\{x,y,h)i (4.2)

l2u = u(x, y, 0, «2) = v>2(®, y, *2), (4.3)
la condition de Dirichlet en x :

u(duy,tut2) = 0,

la condition de Newmann en y :

(4.4)
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Uy(x,d2,tx,t2) = 0,
et les conditions intégrales :

(4.5)

dt

J xu{x,y,tut2)dx = 0,
o

d2

J u{x,y,tx,t2)dy = 0.
o

(4.6)

(4.7)

De plus on suppose que la fonction donnée a : (t!, f2)
vérifie les conditions suivantes :

a(ti,t2)

0 < a0 < c*(ti,t2) < b0, (4.8)

0 < o.i < ati <bi ( i = 1.2).
Et /, (i = 1.2) sont des fonctions données, telles que les (i — 1.2)
satisfaisants les conditions de compatibilité :

(4.9)

d<P\(x,d2,tx)V\(di,y,ty) = 0, = 0,dy

rfi

/o
d2

I <Pi(x,V,ti)dy = 0
o

x <px{x,y,tx)dx = 0,

d'Pii.x, d-îi t2)<p2(rfi ,yM) = °. = 0,dy

di

I x<p2(x,y,t2)dx = 0,
0

J <Pt(x,y,ti)dy = 0,
'0

et
V?i(x,y,0) = <ÿ2(x,y,0).
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Le problème (4.1)-(4.7) peut être mis sous la forme opérationnelle :

Lu — F,

où L = (£, Ci £2) et F = (/, if y , <p2).
Le domaine de définition de l’opérateur L est l’ensemble défini par :

U Ç: L (Q) ; Ufi,UX,Uy,UXX,UyyÿUXti (E L (Q),
(i = 1,2)

sachant que les conditions (4.4)-(4.7) sont satisfaite

* Notations :
Dans les suivants, on utilise les notations :

D(L) =| 1

QT = (0,d) x (0, T]) x (0,T2) , Qr. = (0,d) x (0,Ti) ,

Qi = (0 ,d) x (0,Tf) : (0 < ri < Tiet i = 1,2),

= (0, d) x {suTi) x (s2,T2.),

QSj = (0,d) x (Si,Ti) : (0<si<Tieti= 1,2).

Et on désigne par :

/
Q

/,

au lieu de

I f{x)dx,
Q

par :

/ ■■■/ ■/ ■•/ /<*.)! «.../n, ./ni-i ./ni+1 ./ntl p«=*"

au lieu de :
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-*(-

Inx Jsii-i Ini+i Inn f(xh ..,Xi_uXi ,xi+l,..,xn)dx..dxi_ldxi+l..dxn\ *î
!*<=ÿ?

et par :

«**

au lieu de :

dlu/dxi

4.2 Espaces fonctionnels associés.
L : est l’opérateur considéré de l’espace E dans H tels que :
E :est l’espace de Banach des fonctions (classes ) u € L2(Q) vérifiant

(4.4)-(4.7)
dont la norme est donnée par :

2

(x + x3)u2(ri)+ J x3{%u)2{Ti)
i=1 Qi Qj

+ J X3(%Ux)2{Ti))1 + J x\l
Qj J Q

Hi = sup
0<Tj<Tj

H : est l’espace de Hilbert ayant la norme finie :
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2 2
IIÿII?/ = II/HL2(Q) + iz \\vx + +èIIÿMIU*, +

j=i

lL2(Q.)i=i

On pose : H = Ho x Hi x H2.
Dans ce chapitre, en se basant sur une estimation a priori, et sur la

densité de l’ensemble des valeurs de l’opérateur engendré par le problème
considéré, on démontre l’existence, l’unicité de la solution forte

du problème (4.1)-(4.7), ainsi que la dépendance continue de la solution
par rapport aux données du problème posé.

4.3 Estimation à priori

Théorème 4.1 :
Si on suppose que les conditions (4.8) et (4.9) sont satisfaites, alors pour

toute fonction u ç D{L)
on a l’inégalité de l’energie :

IMIB < c||iu|| ((4.10))// »

où c est une constante positive indépendante de la solution u.

Preuve :Considérons le produit scalaire dans L2{Qr) de l’équation (4.1)
et l’opérateur intégro-différentiel :

Mu = -x3S2yu + a0x3ÿxyy (£titl + £ut2)
-x3S2y (uh + uh) +
+(1 + ~)x3ÿlyuy + 2ax2$$lux. ((4-11))

On a :
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(1) = - J x3%2yu.(utl + uh)
Qr

= \£,JA%Uÿ |;.O ,
-'Q,,

(j i = 1,2),

(2) = I x2(axux)x3tlu
Qr

= - J 2ax2ux$2yu- J
Qr Qr

= J 2ax2%ux%u+ J ax3(%ux)2,
Qr Qr

ax3ux$2yux

(3) — j XUyyÿytl
Qr

= — j XOtUyÿlyU

'I xau2.

( M2U , Cu)Qr

— 'ÿxyy{Cuti "I" Cwl2))(wti Uh)
Qr

+ I (aQx3%xyy{£uu +ÿ«t2))(-ÿ(axuI)I - uyy )
Qr
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(1) - j0,QXÿÿSXyy{ÿUtX + +Ut2)
Qr

J tâxyy{Çutl +£uh)%x(Zuh+ÇUt2)
Qr

= -2a0

-a0 J xz$$l(xuti + xut2)$tx(£v4X +£ut2)
Qr

= 2o-o[ œ(9*»(C«t,+ÿ«t2))2

di T!r2

2° ///x2ÿIÿÿUfl + L=o
'o 'o 0

aoJ x{<3xy{£,Utx + £ut2))
Qr

= «0J x(%Xy{frtx + £U(2) )2,
QT

(2) — — J (IQX +£Wta)*(®'
Qr

— 2(7-0 (XX “l" £ÿt2)ÿ'X

%ux)x

+a0I aÆ43j(utl + ut2)ux
Qr

jaxz$tXy(Çutx +Çul2)SyUx
Qr

aoJ ax*‘3yux,3y(utx +ik2),
Qr

— —2o.q



(3) = - J a0x3iyî,(£utl +Çut2).{auyy)
Qr

— J oÿ)Q;a:ÿJ;Cy(ÿU(1 + .Uy.

(ÿM3U , Cu)Qr

~(aXUX)X - Uyy).
x xl= J -*39fJ(«tl + «la)-(Ut

Qr

1 + Ut2 —

(î) = I -x3s2„K + «t2)-Kt + wt2)
Qr

(2) — j" x2&y(utl + Ui2).(x(xux)x

= J -2 ax2ÿ(utl + iitj.u*
Qr

I ax3$2y{uxll +uxt2).ux

— J 2 ax23„(utl + «t2)-% (ÿx)
Qr

+§è/ax3(»»(M-))2|,;i,
‘-1Qrj



8Q

i i=« ZZ‘{f ï } P z\ = f*) ‘°ÿ n„x
2 6 Ie &

(z>n + l»n)-n£x J + i) =
■‘ô

(s»n+,»n)(fin)'iGeÿ(|- + l) [ = (l)
zli •/

"£>
S•(rt/iïi— — x(xnxn)- — z>n + '’nW

' o v x "n'i"
29

"ô(n7 *n*)Y)

i=?

z
= Z’1?) ‘tnx’?w

y?‘-0=‘J
u Enx»

•*&

/ÿn-(z,n + ,?n)x;o
-‘ô

)k>æ J = (e)fiflnD'(E,n + T,n

x=?

i((’*Wcx’’” J{fît v* z'\ = f1})
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(2) = J - 2ax&y(ux).(axux)x
Qr

- 2.OtXQtyÇUtz).(OtXQï yttxÿx
Qr

d2 Tl r2

= JJ [ t°a%UXŸ |x=d,,
0 0 'o

(3) = f - 2a23j(u,).(«„)
Qr

= J 2a Qy(ux).(uv)
Qr

d2 T 1 r2

= [ f j (aw)2 |x=0 •

0 0 0

5
En sommant: 53 Cu)Qr, on obtient :

t=i

i U„+\iij ax3 <3»(“>»2 |„r4 +
,_1 Qrÿ t_1 Qr,

+îè/ °1”2 |ÿo + + f >è/ x3“2|,i
,_1Qri *_1Qrj

+ I ax3(%ux)2 4- J xau2 + ao J x($txv(£uti +Çut2) )2
Qr

Qr
Qr

+ J *3 (3„(«ti + «t2))2+ J {l +
Qr Qr

+



+ j (1 + )OLXUy2

QT

d7 Tl r2 rf2 Ti r2

■J* J J J (<xxQyUx') |i=cf, + J J J {au) |I=0 4-
'0 'o 0 OOO

- I 2ax2%yUx3yU+ ÜQ J ax4%ux%{utx +Ut2) +
Qr QT

+2oo J ax2Siy(£utl + £ul2)%ux
Qr

J aoax$$Xy{Çuti + £UI2).UV
Qr

2 2

Y1J «t*®3 i%MŸ + *£/ atixu2

i=1 Qr i==1 QT

+ /
QT

1Cu.Mu + -

+2 I (1 + ((4-2))
QT

En utilisant l’inégalité de Cauchy pour estimer les cinq premiers termes
du membre droit de (4.11) de la manière suivante :

f -xÿn.Cu <|
4 T/QT

+f / (£«)2,
2 « QT

(4.12)

/ a0x3Qxvy (£utl + ftit2) Xu
JQT

< jJa *0.,««..+««*))’

oodfdl f

2 JQT (4.13)
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/ -x33y (tttl +uh).Cu
JQT

l [ X3 (% (utl 4- uh)Ÿ + d\d2 [ (Cuf ,
4 JQT JQT

(4.14)<

f (1 + f)x3Oy («,).£«
JQT 1

L XU'+ 8oô(1 + 2)2d'd*-JQ,
(£“)2 ’

5 f ax3(%ux)2

+dydl [ (£«)2,
JQT

(4.15)< «0

[ 2ax2<32ux.C
jQr

U <

(4.16)

/d Qr
2aX2(3yUXÿSyU

l f ax3{%ux)2
1 JQr

<

+fe0ÿ2 [
JQr

xu2. (4.17)

/ ao.ax43y(ut| +ttt2)Sy«x
•/Qr

< 7 / z3 (3y(«t, + «t2))2
4 dQr

+ÿd\ f <*2x3 (3Bu*)2 ,
d d Qr

(4.18)
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/ 2a0.ax2l3xy(£uti + £UI2)%UX
JQT

< T / *(%,«“«. +î“*))2
-/Qr

[ a2x3 {%ux)2
JQT

(4.19)+4ao

- J aoax%xy(£utl 4- Çut2).uy
Qr

< x&sy(Zuti+Zut2))2
1 JQT

U.a2xu2. (4.20)+

En tenant compte des conditions (4.8), (4.9) et en utilisant les inégalités
(4.12)-(4.20), l’égalité (4.11) devient :

2 2\è / x3(%u)2(r<) +?à / x3 (ÿ(«x))2 (T<)
i=1Qr, <=1 QTj

YE/ x“2(r<) + + S/ x3w2(ri)
*=1 *=1Qr_,

+°o I x(3xy(Çutl + £uf2) )2 +
Qr

+ j x3 (3„(utl + u,2))2 + (1 + J x3u\
Qr Qr

+

j)ao J xuy
Qr

+d + T
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d2 T1 T2d2 Tl r2

+ al J J f (X%ux)2 U=d1 + “o /// lx=0 + °0 f XU2

000 000 QT

2 2

< è/ 6<a;3 (ÿ(u*))2 + 53/ 6ia:w2

+6orf2 J xy2 + ~lf æ3(3„U)2
QT ' Qr

+,| + (iA + (l±l>!M + M!5)/ (£»f
2 4oo 8ao 2 Jqr

+(ÿ +|+ 4a° + JQ x3 (%«x)2

+(6oa? + y + J xv- 2 + a°(ÿ + “2 ) JQ xul
+a0 [ x (3*„(£ufl + £«t2))2 + [ x3 (9, (ut, + «t2))2

Qr </QT

+|/ + ;U + f)( -W-
* JQTJ Z * JQTJ

+

(4.21)

Posons :

(l + rfjrfÿoo
+ d]dlbo +M = max 2 ’4oo 8a0

(T+ï+ÿ+ÿW-ÿ+ï+ï-
!/i+ÿ0x rf2 M
2 2 ’ T’ 2 J’

m = min jy,i),
et

m
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Après avoir négliger ses trois derniers termes du membre gauche, l’inéga¬
lité (4.21) prend la forme :

52 / a;3(9f!/u)2(T<)+ 52 [ x* (%(u*))2 (T0
i=1QTj i=1 Qrj

+ 52/ / **«*(*«)) + / *3«x
i=1i, i=1Qr, Qr

J xu2 + J X3 (%UX)2< fc
Qr

52 (/ (x+x3){<pj)2+ [ x3(%<pj)2
j=i JQTÎ JQTj

(4.22)

On applique ensuite le lemme de Gronwall forme2 à l’inégalité (4.22) pour
avoir :

52(/ [ x3 (%MŸ (r.)
“h

+ 52/ æ“2 (r<) + 52 / x3u2 (r<) +/ æ3
<=1 i=1Qr, Qr

'([«
+ 52 ( / (x + x3)W2+£ f

j—\ JQri j=\ JQTi

< ke2kÿ+Tÿ
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*g /„/">.&•} (4.23)

Comme le membre de droite de l’estimation (4.23) est indépendant de r»,
{i = 1,2), en

passant au supremum par rapport à T{ pour 0 < r< < T*, (i = 1,2), il
s’ensuit alors que :

MB ≤ CÜMI//-
Avec c2 = k exp(2fc(7i + T2)).
Remarque.
l’inégalité de l’énergie (4.1), peut être améliorée et mise sous la forme :

ME - K\IIÆ’(Q) +S IkilllafQ,) + 5Zl j=i

( II/HL2(Q)+ Ml vi j= i

i-h lÿi2
— i \dxJ WQj)

vi.o(Qi)| •= K

Proposition 4.1 :
L’opérateur L : E — * H est fermable.

La démonsration de cette proposition est analogue à celle de la proposition

On désigne par L la fermeture de L et par D(L) son domaine de définition.
Définition 4.1 :
On appelle solution forte du problème (4.1)-(4.7) la solution de l’équation

opérationnelle

2.1.

Lu = F.

En passant à la limite, l’estimation (4.10) peut être prolongée à la solution
forte, soit

INI* < c||Hlm

pour tout u ç D(L).
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D’où on a les :
corollaire 4.1 :
La solution forte du problème (4.1)-(4.7), si elle existe, elle est unique, et

dépend
continûement des élément F = € H.
corollaire 4.2 :
L’ensemble des valeurs R{L) de l’opérateur L est égal à la fermeture R(L)

de R(L).
La démonstration de ce corollaire est analogue à celle du corollaire 2.2.

4.4 Existence de la solution
Pour montrer l’existence de la solution forte il faut et il suffit de montrer

que :
m1= {o) •

Pour cela démontrons d’abord la proposition :
Proposition 4.2 :
Si pour une fonction v) G L2(Q), on a :

(£u, w)L?(Q) = 0, (4.24)

pour tout u G D0(L) = («G D(L) : f-iU = 0 i = 1,2} , alors w = 0
p.p dans Q.

Preuve :
Considérons l’équation :

■(£■)-2x39?. - 2x33?. (4.25)

où la fonction g est donnée par :

rTi rTi
g = / {w - 2aüx6ÿxvy(Çull + £ut2) - 2b0a0d:lxÿyuy)

J 1-2 J
fT2 rTi/ / 4ax232uI.J h

(4.26)
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Alors :

W - 2b()(lod]X *t" 2(I-QX 4*
+4«.T2ÿMX - 2x392(wfl 4- uh). (4.27)

Soit u la fonction définie par :

-{ 0, 0 < U < Si.
Si<U< Tiu{x,y,txM) (4.28)

Avant de continuer la démonstration de la proposition, il faut justifier que w
défini par l’expression (4.27) est dans L2(Q).

lemme :
la fonction w définie par (4.27) appartient à L2(Q).

La démonstration de ce lemme est évidente grâce à la définition de D(L).
*Revenons maintenant à la preuve de la proposition.
On pose :

Ii = (£u, w;) L2(Q) ’
où

w =y~ÿ Wi.
i=1

Intégrons par partie chaque terme /* , (i = 1.4), en tenant compte des
conditions (4.4)-(4.7), il vient

II — 260a0d1 f x 4* (ocxUxÿx
jQs *

~ÿ2Uyy)-

(1) = 26oa0di / x3%uy.(utl + uh)
JQS

= 2boa0d\ / x3uy.%(utl 4- uh)
JQS

= 2boa.0dl x3u.(utl +Ufa)
JQs

= f =
i=i JQ*i

1.2, et i ± j),
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(2) = -2i)0Oorf'i f x3%uy.(-{axux)x)
jQs x

= 2b0a0d\ / ax3%uyx(ux) + 4b0aÿd] / ax2ux.%uy
JQs JQs

(QîyWx) 4f>o®0ÿl / 'ÿyÿx-V'y
JQs

= - 2b0aodi

= 260a0di / ax3Ux - 460a0rfj / ax2Syux.uy ,
./Qs JQS

<yx3uyx

(3) = -2b0a0d] / ax%yUy.(uyy)
JQs

= 260a<)ÿi / cxxuy2.
JQs

I2 = f 2a0x6,3xyy(£ut1+Çul:t).(ull+ul2--{axux)x
JQs X

x2uvy)-

(1) = / 2d0x63iy!,(£utl + £«t2)(«ii + «t2)
JQs

= — 10o,0 f z43xyy(£«t, + + £«l2)
JQS

I x53j(xutl + xul7).%x{£utl + £«t2)
J Qs

f X (Sxÿ(£wti + Cÿ))
JQs

/ X53ÿ(xUfl + XUt2).3xy(£Mt, + £Ut2)
JQs

= 5a0 [ x4 (ÿxyÿWtj + Çut3))2 ,
JQS

—2 ao

= 10a0

+2 do



(2) = -2oo / x53iyy(£utl +Çuh).{axux)x
JQs

= 2a0 / a.x6ÿl(xutl + xul3).ux
JQs

+10o0 / a.x5ÿsXyy{ÿuti+
JQs

/ a.x7%(utl + uh).%ux
JQs

/ a.xÿxy{ÿutl + Zut2).%ux,
JQs

(3) = — 2d<) J QX QXJ /y(£Utl + ÇUt7).Uyy
JQs

I OlX -f- •

JQs

/3 = f 4ax2$lux .(utl + uh--{axux)x
J Qs X
a-Jî»»)-

(1) = f 4ax2$t7yux .(«tl + ut2)
./Qs

= -4 / ax2%yUx + ttt2),
JQs

— — 2oq

— 10ao

= -f 2ao

(2) = -4 / axQfÿu* .((axit*)*
JQs

= 4 / (axSyUx) .((axÿyux)x
JQs

rd2 fTi çT 2

== 2 / / / |*=rf|
JO J»i J82



«br
xnttQ-(ÿxn + l’xn)%exv / z+

«bf
xnnj$-(*Hi+t1n)llQl xx> / V =

«br
xn-(l»xn + lîXn)"£eæü / z~

«br
X|»)$G8*° J =xn-(z,n +

sbr
X(xnxvy(l'n+l'n)az%zx I z = (z)

•br
‘z((ï,n + ,,n)ÆG) g® J Z =

«br
(i}n + Thi)-(s»n + I Z~ = (l)

•(fl/în— —v »
x sbC

X(xnxx>)- -t'n+'inyÿin+'inySçX J z~ = *7

z*/- i*/> or
• 0=II / / / Z =

zj;i tpJ
«brJ *- m(nx>)' xn»

«br
(nnx>y xnn£p / ÿ =

(""no)- xn"$o J f- = (£)



.< ~K'

= 4/ ax2Sÿ(wtl +uh).%ux
JQS

+è [ ax3(3„u,)2(T()
fccl JQ't

~Y / aÿa:3 (Of„wx)2 ,
i=i /Q*j

(i,j = 1.2, et i#j)

/ aX<3y{Utl + Ut2)-Uyy
■IQs

= 2/ Ctx(ufl + Wf2).M
JQs

(3) = 2

2 2

= è / Qa;«2 (îî) - 53 [ atixu2
i=l •/Qsj i=1 -/Qs

(i, j = 1.2 et i j).

4
Sommons : }>2 {wi, CU)QS = 0, on trouve :

«=i

w3Y f x*u2 (T<) + 5Z / 0x3 (T,)
t=l t=l

+Y f axu2 (Ti) + 260ooÿi f aæ3«2
i=l 7qs

+260aod3 [ axuy2 + 5a0 [ x4 (Sxv(£tttl + £ul2))2
*/ Qs JQs

2 [ x3 (3y(ut, + w,2))2 + 2 [ [ f (adi%ux)2 |I=rf,
«/Qs J O J s\ J s2

rd2 fT\ fT2
+2 / / a2ti2 |X=0

V 0 «/Si «/ S2

= 460O0ÿ1 / OCX2<3yUX.Uy
JQs

j a.X -f- “I”
•/Q*

+1ÜO-0



mrff-

+2ao a.x7%y(utl + ut2)S$yux
JQs

2(1Q I OCX Q'xy(ÿUj1 + "f"
JQS
2 2

+ yZ f alixu2+y' f oct.x3(%ux)2, (i,j =
i=i ■'Q* <=i •'Q»

1.2, etiÿjÿ.29)

Estimons maintenant les quatres premiers termes du membre droit
de (4.29) à l’aide de l’inégalité de Cauchy avec e :

Aboard3 / ax2,3yux.Uy
JQs

< 460aodf / ocx3(%ux)2 + 7 ax.u2y,
JQs JQs

(4.30)

IOOQ / a.x6%y(£utj + Çuh).%yux
JQs

< 4a0 f x4Ç3xy(Çutl + Çul:t))2 +
JQs

+ÿb0aQd:l J ax3 (%uxÿ , (4.31)

2a0 / a.x7Qy(tifl + uh)S$vux
JQs

f x3(%(uh+ut2))2
JQs

•y&odi ocx3 (QfyUx)2 ,

/ 0:35 + £uh)-uy
JQs

< 2

(4.32)+

— 2OQ
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[ S' (3«,(Çtltl + &l2)Ÿ
JQs

< «0

+00ÿ0ÿ1 /
JQs

ax.Uy. (4.33)

En combinan* les inégalités (5.6)-(5.10), on obtient

W? 52 f xVW + 52 / O*3(3»«»)2cro
{=1 JQsi i=i •'Qsj

4- f axu2 (Tj) + 2b0aodj f ax3u2

i=i JQsj JQ*
fd2 rTi çT2 rd2 fTi rT2

2 / / / lI=0 +2 / / / (adl%UxŸ U=di
•/0 J S\ J S2 Jo •/ S\ J$2

< (ÿOQM? + ax3{%uxf

52 f °‘tix3(%ux)2+ ]T f at.xu2, (ij =
»=i i=i

1.2, et i j) (4.34)

En utilisant les conditions (4.8), (4.9) et en négligeant le premier les trois
derniers termes du membre gauche de (4.34), il vient

E [ A%u*)HTi)+Ê f su' (T,)
»=1 •'Q'i »=i •'Q»*

|y (x3ÿj,ux)2 + j xu2|, (*, j — 1-2, et i j). (4.35)< c

où
c — ~ +«+ &i + •

En appliquant à (4.35) le lemme de Gronwall forme 2, on obtient

2

E IIXMT.Cÿ+E ||*3/23„«.(ï’,)|f[ <0, (i,j = 1.2, et i j).

(4.36)
L2(Qsj)

«=i t=i
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L’inégalité (4.36) implique que w = 0, p.p da.ns Q„.
Puisque s est indépendant du choix de l’origine, on peut alors procéder

de la même façon un nombre fini de fois on démontrer que w = 0 p.p dans
Q-

Soit W = (w , Wj , w2) € R{L)X tel que :

2

(£u,ra)£,!(«)+ 52 (£i«, = 0,Vu € D(L), (4.37)
1=1

Si l’en particulier, on considère «eD0 (L) , alors (4.37) devient

(£u, w)i,2(Q) = O.Vu G Do (L) .

D’où à partir de la proposition 4.2,on déduit que w = 0, p.p dans Q.

L’inégalité (4.37) devient alors

2

5Z = 0.
t=i

Comme les images des opérateurs traces et i2 sont indépendants et
densent respectivement dans les espaces de Hilbert, et Ii2, alors wx = 0 et
v)2 = 0. Et parconséquent W = 0. On a donc démontré le théorème suivant :

Théorème :
Pour toute fonction F = {f,<pi,<p2) G H = H0 x H\ x H2, il existe

une solution unique u = L~l F du
l’estimation a pr;ori

problème (4.1)-(4.7), vérifiant

NI* < c||Lu||„,
où c est une constante indépendante de la solution u .ÿ
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Conclusion.
Cette thèse est destinée à l’étude de l’existence, l’unicité et la dépcndence

continue de la solution forte par
rapport aux données de quelques problèmes mixtes aux dérivées partielles,

avec conditons intégrales.
Lors de l’étude de ces problèmes, il apparaît que les difficultés rencontrées

sont principalement dû aux
singularités des ceofficients, d’où la difficulté du choix des multiplicateurs

pour établir l’inégalité de l’énergie,
ainsi que la densité de l’ensemble des images des opérateurs engendrés

par les problèmes considérés.
On remaquc qu’une fois quand on peut choisir le multiplicateur utilisé

pour établir l’inégalité de l’énergie,
on peut toujours démontrer la densité de l’ensemble des images des oéra-

considérés.teurs engendrés par les problèmes
Il raste quelques questions ouvertes :
Il serait très utile de pouvoir passer aux cas non homogène du problème

analogue au problème du chapitre 4.
Il serait très intéressant d’utiliser la même méthode pour obtenir des

résultats pour le même type des conditions
utilisées dans cette thèse pour des équations semi-lineaires, quasi-lineaires

et non linéaires.
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Abstract

The goal of this thesis is to investigate the existence and uniqueness of
the solution of some mixed problems with integrals conditions for:

A singular hyperbolic equation , in one -dimensional structure
A singular plurihyperbolic equation , in one -dimensional structure
A pluriparabolic equation with different singularity in
two -dimensional structure.

The conditions are classical-integrals.
The proofs are based on some priory estimate and on the density of the
operators range generated by considered problems._



Résumé

Le but de cette thèse est d’étudier l’existence et l’unicité de la solution
forte de quelques problèmes mixtes aux limites ,avec conditions
intégrales pour :
Une équation hyperboliques , singulière dans une structure
unidimensionnelle.
Une équation pluri-hyperbolique singulière dans une structure
unidimensionnelle .
Une équation pluri-parabolique avec deux singularités différentes dans
une structure bi-dimensionnelle .
Les conditions sont classiques -intégrales ;
Les démonstrations sont basées sur des estimations a priori et sur la
densité des images des opérateurs engendrés par les problèmes
considérés.




