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INTRODUCTION

Le but de cette présente theése est d’é¢tudier quelques probleémes mixtes
avee conditions intégrales appelées également conditions non-locales.

Plus précisement, on démontrel’éxistence, 'unicité, ainsi que leur dépen-
dance continuc par rapport aux donncés. Cela est ¢tablie a aide de 'ine
des méthodes les plus ¢fficaces de 'annalyse fonctionnelle, dite méthode des
éstimations a priori ou méthode des inégalités de 'énergie. Cette méthode
est basée sur les idées de J.leray [42], L.Garding [28], KO.Friedrich [26] et
P.Lax [41]. Elle a été présentée sous forme d’une méthode par A.A Dezin
(25] et particuliérement développée par O.A.Ladyzhenskaya [35] — [40]. Une
condition intégrale, pcut représenter physiquement une moyenne, un flux, une
énergie totalc ou une masse totale. L'aspect physique de ce type de condi-
tions a servi comme raison fondamentale pour interét croissant porté a ce
type de problémes mixtes avec conditions intégrales. Ces problémes peuvent
étres rencontrés en théorie de transmission de la chaleur : B.Cahlon [22],
J.Cannon 23], W.D.Day [24], N. I. Xamynin [34], K.Rektorys [60], N.I.Ionkin
[33], en élasticité et thermoélasticité : A.Bouziani|6], P.Shi. [64], A.Samarskii
[63], en physique du plasma : R.Sakamoto [62],et en théorie des popula-
tions : M.E.Gurtin {31], A.Hillon [32], L.A.Mouravey {54], P.A.Raviart [57],
J. D.Murray [55], G. F. Webb [65]. Les équations liées au type des problemes
mixtes ¢tudiés sont tellement varicés que I'élaboration d’unc théorie générale
est loin d’étre achevée, ct par conséquent chaque probléme éxige & chaque fois
unc ¢tude individuclle. Les problémes mixtes avee conditions intégrales lics
aux équations paraboliques et hyperboliques unidimensionnelles du second
ordre sont étudiées en utilisant différentes méthodes. Par exemple, en utili-
sant la méthode du potentiel : J.R.Cannon [23], lors de I’étude de conduction
thérmique dans une barre mince chauffée a prouvé I'éxistence et 'unicité de
la solution classique d’un probléme mixte avec une condition classique (Di-
richlet) et une condition intégrale pour 'équation de la chaleur. A Paide
de la méthode de séparation de variable de Fourier : N.I. Ionkin [33] a dé-
montré existence et I'unicité de la solution d’un probléme mixte combinant
une condition de Dirichlet avec une condition intégrale pour une équation
parabolique. En se basant sur le principe du maximum : L.A. Mauravey
et V. Philinovski [54Jont montré 'existence et P'unicité de la solution d’un
probléme mixte en combinant une condition de Ncumann ct unc condition
intégrale pour une équation parabolique.

Concernant I'é¢tude des problémes mixtes avec conditions intégrales pour
les équations paraboliques unidimensionnelles, en utilisant la méthode des
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estimation a priori : on cite les travaux de N.I. Yurchuk [66], Benouar et
Yurchuk [4], A. Bouziani {7,8,9], A. Bouziani-N.E. Bennouar [17,19] et S.
Mesloub-A. Bouziani [51]. Pour les équations hyperboliques unidimension-
nelles : on cite les résultats de A. Bouziani [5, 12, 14], A. Bouziani N.E. Be-
narar [20], S. Mesloub-Bouziani [50], S. Mesloub-N. Lckrine[52]. Pour les
cquations multidimensionnlles, on cite les travaux récents de S.Mesloub-
A.Bouziani [46,47,48,49]. Pour les problémes mixtes avec conditions inté-
grales pour les equations pluri-paraboliques : on cite celui de A.Bouziani [13],
N.Lekrine-S.Mesloub [44], S.Mesloub [{45]. Pour le cas pluri-hyperbolique, on
citc le travail de S.Mesloub - N.Lekrine [53].

On note que cette méthode fonctionnelle a été utilisée pour I'étude des
problémes mixtes avec conditions aux limites classiques (Dirichlet-Newmann)
liés aux equations Elliptiques : O.A.Ladyzhenskaya [35,38] et J.Lions [43].
Hyperboliques : O.A.Ladyzhenskaya [38, 39], S.K.Godounov [29, 30] ¢t R.Sakamoto
(61,62]. Paraboliques : N. I. Kamynin [34], N.I. Yurchuk [68,69] et J.Fritz
[27] . Opérationnelles : F.Rebbani,V.1.Chessalin [58, 59] ,et N.I. Yurcuk [67,72-77] .
Pseudo-paraboliques : A.Bouziani [15]. De transmissions : A.Bouziani {16] et
O.A .Laduzhenskaya, L.1.Stupialis [40] . Non-classiques : N.E.Benouar [1] ,ABouziani
(10,11} . Composites : N.E.Benouar [2], et N.E.Benouar-L.Bougucfla 3] .

Ce mémoire se compose de quatre chapitres :

Chapitre I : est réservé Pexposétion des notions préliminaires qui nous
servent comme outils dans nos démonsrations.

Chapitrell : est consacré & I'¢tude d'une équation hyperbolique unidi-
mensionnlle du second ordre avec l'opérateur de Bessel liée avec une condition
intégrale sans poids non homogene ct une condition classique de Dirichlet.
Dans le cas ol au licu de la condition de Dirichlet, on a la condition de
Newmann on peut consulter S.Mesloub et A.Bouziani.[45] .

Chapitre III : est destiné & Pétude d’un probléme pluri-hyperbolique
avee une singularité d’ordre un, unidimensionnelle ot on combine une condi-
tion intégrale & poids avec une condition classique (Newmann).

Chapitre IV : est centré sur I'étude d’une équation pluri-parabolique
bidimensionnelle ayant deux singularités d’ordres différents, oi on combine
unc condition de Dirichlet par rapport & z, unc condition de Newmann par
rapport & ¥, et deux conditions intégrales. Dans le cas unidimensionnel non
homogene ou on a lopérateur (a(z,t;,t)u, ), ct la condition de Newmann
au point zéro et la condition intégrale sans poids, le lecteur peut sc reférer
a A. Bouziani [13].

Les équations étudiées dans cette theése sont de types parabolique et
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hyperbolique. Pour tous les problémes considérés, 'étude se fait de la méme
maniére & des variantes techniques prés.

On écrit d’abord le probléme posé sous forme d’une équation opération-
nelle :

Lu=F, (1)
ol L est un opératcur considéré d’un espace de Banach I, dans un cspace

de Hilbert H, covecnablement choisis. Puil on ¢tablit des estimations a priori

pour 'opérateur L. Ensuite on démontre la densité de 'ensemble des valcurs
de cet opérateur dans 'cspace H.

Plus précisement, on suivera dans ce travail le schéma suivant :

Schéma. :

1- On ¢tablit une estimation a priori de type :

”“’“E < Cl|Lully - (2)

On note que dans tous les problémes posés dans cette thése, ce type d’estima-
tion a priorl est obtenu en multipliant 'equation considérée par un opérateur
intégro-différenticl Mu .

2- Ensuite on montre que 'opérateur L de F dans H est fermable (admet
une fermeture que 'on note par L).

La solution de I’équation oppérationnelle :

Lu=F, Vu € D(L) (3)

sera appelée solution forte du probléme considéré. B
Par passage a la limite, 'estimation (I1.2) sera prolongée & L, c.a.d :

llullg < C || Lull,, (4)

Ainsi, on déduit 'unicité de la solution de 'équation (I.3), I'égalité des en-
sembles R(L) et R(L), et Vinversibilité de L, (L) ! stant défini sur I'ensemble
des valeurs R(L) de Popérateur L.

3- la derniére étape, consiste a établir la densité de Uenesmble R(L) dans
'espace H et par suite existence d’une solution forte du probleme (1.1).
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Chapitre 1

Notions Préliminaires

L’objet de ce chapitre cst de rappeler les notions et résultats classiques
fondamentaux d’analysc fonctionnelle utiles pour aborder les chapitres qui
suivent. Les résultas sont, préscntés sans demonstrations.

Pour plus d’informtions concernant ces resultats, on pourra consulter une
abondante bibliogrphie.

1.1  Operateurs fermés et fermables. [43].

Définition.1

Un operateur L : £ — H (F, H deux espaces de Banach) de domaine
de deéfinition D(L) est dit fermé, si toute suite {z,},, C D(L) vérifiant :

{ T, — = dans E(fort)

L&, — y dans H(fort) alors z € D(L) et y = Lz

c.d.d, son graphe Gr(L)= {(z, Lz) : # € D(L)} (comme ¢tant sous espace
de B x ) est fermé.

Définition 2. Un operateur L : E — H, (E,H deux espaces de Ba-
nach) de domaine D(L) est dit fermable s’il admet un prolongement fermé.

On vérifie aussitot que L est fermable si est seulement si Gr(L) est un
graphe.

L’opérateur L est fermable si est seulement si pour toute suite {z,}, C

: H
D(L) telle que z, L. 0ona Lz, — 0.



1.2 Quelques inégalités utiles. [21]
1-Inégalité de Cauchy avec ¢ :

€ 1 |
Y(a,b) € R? : ab < —a? + —b°.
(a,b) € a_za +2€

. 2-Inégalité de Cauchy-Shwarz :

fol<(fr) (L)

3- Operateurs de régularisation :

_ Le développement et I'étude des opérateurs de régularisation sont dis
principalement A Sobolev et Fredrichs.

Dans la suite on utiliscra le schéma, proposé par Fredrichs .

Soit :  w : ¢+ w(t) une fonction paire de classe C®, d’une scule
variable, avec w (t) > 0, si |¢| < 1,
w=0silt|>1, et [w(t)dt=1.

On pose :
, 1 T -1
we (z,2) = —w .
£ £

Pour tout € > 0,on a :

/ w, (z,2')dz’ = / we (z,2')dz =1,
jo—a’|

J|z—a’|

V(f,9) € L*():

et
we (z,2') =0, si |z —72'| > e.

Et soit Q = (a,b) C IR et u € L? ().
Pour tout € > 0, on définit Popérateur de régularisation, J, : L? () —
LY (), u+— J.u tel que

(Jou) (2) = /wE (z,2") u(x')da’
Ja
~ = / we (z,2) u(z) de’.
A |e—z'|<e

L’opérateur défini ci-dessus a les propriétés suivantes :
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Proposition :

P, :Vue L2(Q) ona: Jue C°(Q),et D™ (Ju) = J (D™u), si
ue C™ ().

Py:Vue L* () ona: ||[Ju—ull 0 — 0, ad € — 0.

PsVu € L2 (), sia(z) € C(), on a: ||aJou -

e — ().

PuVu € L2 (Q),sia(z) € C1 (), ona: ||D(aJu) ~ D (Jeau)|l 2y —
0,qle —0.

Jeoull 2y — 0, ad

1.3 Espaces de Sobolev :[56, 57

.1-Définitions et propreités élémentaires :

) étant un ouvert de IR", on désigne par L? (Q) lespace des (classcs)
fonctions de carré intégrable sur 2.

On rappelle que L% () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u,v) = /ﬂu (x)v(x)dr.

On note :

1
el = ()2,
la norme correspndantc .
Pour m € N*, on introduit 'espace de Sobolev d’ordre m sur .

={ve L’(Q): Dv e L*(Q),Va: |af < m}

n
N .. . Y]
ou: = (ay,...,0,) est un multi-indice et D* = a—xﬁa—m. avec |a} =) a;.
SRR :

On munit H™du produit scalaire :

(U, 1) g =Z / D%u(z) D% (x) dz,
Q

lo<m

auquel on associe la norme :

‘U”'mﬂ Z/ an“ | dx

jaj<m



2-Proposition : L'espace H™ cst un espace de Hilbert, séparable pour
le produit scalaire :(., .),, o

Désignons par D (£2) Pespace vectoriel des fonctions indéfiniment différn-
tiables sur ©,a support compact dans . On définit H* () comme étant
I’adhérence de D (2) dans H™.

3-Inégalité de Poincaré-Fredrichs :

Propositon : Si 2 est un ouvert de I R® borné, alors pour tout m € N*,
il existe une constante C,, (2) > 0 telle que :

lollg < G (@) | 3 ID™u@)2gdn. | , o e

la|=m

4- Applications traces :

Dans ce qui suit, on suppose que la frontiere I' de © est bornée et lip-
schitzicnne, i.c T’ peut étre représenter paramétriquement par des fonctions
continues au sens de lipschitz . On dénote par do la mesure superficielle sur
['induite par la mesure de Lebesgue dz. Inroduisons 'ensemble, noté L2 (T),

des fonctions de carré intégrable sur I' relativement a do. C'est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire :

o)y = [ulo)u(o)do,

.dont la norme correspondante est :

ollor = / o () do

Désignons par D (§2) Yensmble des restrictions a Q0 des fonctins de D (IR").
Onala:

Proposition.1. On a lcs propri¢tés suivantes :
i- D () = H' ().
ii- 3¢ > 0 : [hropllyy < cliell o Vo € D (@),
ol : Yo = ¢|rdénote la valeur de ¢ sur le bord T
Corollaire. L'application v, : ¢ = 7y = ¢|r définic sur D(52) se
prolonge par continuité en une

application, encore notéc 7, lineaire continuc de H! () dans L2 (T) .

Yo € L(H (), L2 (T)).



L’application ainsi définie est appelée application trace d’ordre zéro et sa
valeur y,v est appelée trace de v sur I'.

Caractérisons, maintenant le noyau de «y, dans la proposition suivante :
Proposition 2. On a :

i- le noyau Ker vy = Hg () iic H} = {ve H () : yyv |r= 0} .

ii- image Imy, = v, (H* (©2)) est un espace dense dans L? (I') ,qu'on note
Hz (I).

Soit 1 (74, .-, 7,) le vecteur unitaire de la normale a T, dirigé vers Pexté-
rieur de §2 qui existe presque partout sur I' . En raison de la régularité de I,
et siv e H* (), alors 2% -€ H (), et on peut donc définir la trace

v dv )
Yo <8$i> = & Ir € L* (D).

La fonction 7. g" Ir est alors définie dans L? (F) comre produit d’une
fonction(n; = ccs (n, x;))de L? (F) par une fonction 2 | € L2 (T), de sorte

que la dérivée normale a” lp —-z Ni g du |r est définie en tant que fonction de
L*(T"). Donc on a la :
Proposition 3 :

Lorsque €2 ¢st un ouvert borné de TR™ de frontiere I', C! par morceaux,
l'application :

¥:D(Q) — L*(T) x L2(I).

v

v 0 = (7g0,7,1) = ( o5 |r) .

se prolonge par continuité-d’une application linecaire de H? () dans L? ([') x
LA ().

Parmi les plus importants applications de ce théoréme qu’on a besoin est,
la formule de Green.

Proposition.4. On suppose que £ cst un ouvert borné de fronticre T', C!
par morgeaux, alors

1°— si (u,v) € (H'(2))’on a:

Ou v o
q O - ./g;uami + /rm"?id‘ﬁ (1 =1.n).
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2°—siue H2(),ve H' () on a:

ou 57) ou
/Au vdr = — Z /81, am, /rga.vnidn,

ou \
Au "‘Z 6 u

Donnons maintenant un lemme trés important qu’on utilise de fagon
constante dans les chapitres suivants, c’est pour cela qu’on donne a titre
excptionnel sa démonstration.

1.4 Lemme de Gronwall :[13]

Forme.1 :

Si f1,f2 ot f3 sont des fonctions positives sur [0, T, fi, f2 sont intégrables,
f3 nondécroissante, alors de 'inégalité :

/ () dr 4 fa () <o / L)+ [ (1) (1.1)
0 J0

découle Pinégalité -

/0 fr (7 dr + fo (1) < e fy (1)

Sify = /O‘fl (r)dr

L’inégalité (1.1) prend la forme :

Preuve : posons

Sefit fa<ceSifat fo ((1.2))
Puisque f; > 0,de (1.2), on a donc :

fa <cSify + fa ((1.3))

11



Si on applique ¢3; & (1.3), on a :
cSefa < A, + ¢S fa ((1.4))
En vertu de I'inégalité (1.2), on a:
Sifi + fo <ESifa+ cSufs + [ ((1.5))
Si on applique cncore ¢Sy & (1.4), on obtient :
S, < A fy 4+ Q2 f. ((1.6))
Et inégalité (1.5) prend la forme :
Sufi+ 2SS+ S i+ Sufs + fo ((1L.7)

Si on continue cette procédure, on obtient 'inégalité :

Sufi + fo S I ot D IS Sy ((1.8))

j=1

Mais comme :

grH g, < Jot=7) fa(r)dr

\st n! 1:4—90’
et :
+o0 ]
Z&S{fa <e f3(t),
j=1

il s’ensuit alors que

Sufi + fa (1) < e fs(t).

Ce qui compléte la preuve du Lemme.
Forme .2 :

Si f1, f2 sont deux fonctions non négatives sur le rectangle {0, T1] x [0, T3],
et sont

12



intégrables, et f3 est non décroissante par rapport a chacune de ces va-
riables séparement, il s’ensuit de 'inégalité

t) to
_ / / fi(Ty.m2) drydry + fo (8, t2)
Jo Jo

Cfy (rruty)d (b ra)d
< C(./o Ja (71, t2) 7’1-1-‘/0 fa(t1,72) dro)
+f3 (tl,tg), (lg)

- que :

ty 1o
/ / fi(Time)drydry + fo (8, t5) < eB2) fo(t1,) .
o Jo

Preuve : Si on pose

St f1 = /0"1 /0"'2 f(r1,79) dridry ((1.10))
alors l'inégalité (1.9) s’écrit alors sous la forme :
St + fa (B, 82) < e(Siy fo + S, fo) + f3 (1, 12) ((1.11))
comme f; > 0, (1.11) devient alors
fa(tyte) < oS fa +Sifa) + fa (B 1a) ((1.12))
Si on applique 'opérateur ¢(Sy, + S¢,) & I'négalite (1.12), on obtient
(S, + Sip) f2 <A (S + S) 2+ (S + Se) [ ((1.13))
En vertu de (1.11), on obtient :
Sufi+ f2(t,12) < A(Sy + 962 fo +c(Syy + S4,) f3+ f3 (f, k). (1.13)
Si on applique encore ¢(Sy, + S¢,) 4 (1.12) on obtient :
(S, 4+ 3,)" fa Sy, + S, o + A (S, +S1,)° fa ((1.14))
o Et donc (1.13) devient :

Sufi+ faltit) < AS, +8u) fa+ A (S, +S,)" fa+
— +e (S, +S) fa+ fa (i)

13



Si on continue cette procédure, on obtient, :

(\\St|¢2f1 + f2 S Cnr*‘l((\‘yh + c‘\ff.z)n—’rVIfZ"‘ Z CI ((\\S“ + %tz)j f3-

=0

Mais comme

n+1
Sy, +3,)" o < (4 + ) sy 0,
(S, )" fa < (n+ 1) (b1 +12)"" sup fy o
alors
Suuh+fr < Z (S, + (\\Stz)j f3
=0

< exp(2c(ty +12)) - fa(ty + o).

Ce qui achéve la démonstration du lemme.
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Chapitre 11

our
Une equation Hyperbolique

Avec Une Condition
Intégrale
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Chapitre 2

Sur
Une equation Hyperbolique

Avec Une Condition
Intégra,le

2.1 Position du probléme.

Dans le domine @ = (0,d) x (0,7) o1 0 < d < 400, 0 < T < 400, on
considére I'équation hyperbolique du sccond ordre avec 'opérateur de Bessel

Cu=e~— (wus), = f (z.1), (2.1)
on associ¢ & I'équation (2.1) les conditions initiales :
bu =u(z,0) = ¢, (z) (2.2)
by =y (z,0) = ¢, (x) ((2.3))
la condition intégrale .
/ u(z,t) de =my (1), (2.4)
0
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ct la condition au bord de Dirichlet

u(d,t) =my (1), (2.5)

ou f, ¢;, m;, i = 1,2 sont du fonctions données.

On suppose que les conditions initiales vérifient les conditions de compa-
tibilité suivantes :

¢y (z) dz = my (0), ¢, (d) =m,(0),

2 (z) dz = m} (0), i, (d) = m (0).

ot Rot—a

Le probléme (2.1) — (2.5) peut étre considéré comme un probléme aux
limites non locale pour une équation hyperbolique singuliére.

Dans ce chapitre, on démontre 'existence, P'unicité et la dépendance conti-
nue de la solution forte par rapport aux donnés du probléme (2.1) — (2.5).

Au point de vue de la méthode appliquée, il est préférable de transformer
le probléme (2.1) — (2.5) avec conditions aux limites non homogenes (2.4) —
(2.5) & un probléme équivalent avec conditions aux limites homogenes. Pour
cela on introduit une nouvelle fonction inconnue v définie par :

v(z,t) =u(z,t) —ug(z,t),

ol
d—=x
ug (z,t) = my (1) + 2%2-—) (my (t) — dmay (1)) .
Alors, le probleme (2.1) — (2.5) peut étre formuler de la maniére suivante :
([ Lv = f(z,1) — Lug(z,t) = F(z,t), (2.6)

Lo =, (z) — Liug = ¢, (7)),
(v = 9y () — byvig = by (),
d

(
[ vdz =0, (2.9)
(

0

L v(d,t) =0,
Ainsi, au lieu de chercher la fonction u, solution du probléme (2.1) — (2.5),
on cherche la fonction v solution du probleme (2.6) — (2.10) et le probleme

initial posé¢ aura licu la solution :

U = v+ ug.

17



2.2 Espaces fonctionnels associés :

Pour I'étude du probléme posé (2.6) — (2.10), introduisons tout d’abord
certains espaces fonctionnels qui nous sont nécessaires.

Soit L%(Q) V'espace de Hilbert des (classes) des fonctions de carré inté-
grables avec poids ayant la norme finie :

||u||i%(Q) = /Q:cuzdzdt,

le produit scalairc dans Pespace L2(Q) est défini par :

(u,v)L%(Q) = (ru, IJ)IIQ(Q) )

V@) : est I'espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(u, v)y 1) = (1, u)L%(Q) + (u,,vm)L%(Q) + (uy, 1’()1,3,@) ,

et de la norme associe :

““»”3/;'((9) = “UHig(Q) + ”uz”i'f,(Q) + ”Ut”ig(Q) :

Les espaces avec poids sur Pintervalle (0,d), tels que L2 (0,d) et V! (0,d)
sont aussi utilisés. Leurs définitions sont analogues a celle des espaces sur Q.

Ecrivons maintenant le probléme (2.6) — (2.10) sous la forme opération-
nelle suivante :

Lv=F,
ou
Lv = (f,‘u, El‘l?,fg’l’), ct F = (F, (,blad)'z) ’

avec

D(L) — NS L;(Q) : U:[;,Uzm).’l{h’()"m’ Uy c L'}Z,(Q) |
et verifiant lesconditions (2.9) — (2.10)

L’opérateur L est considéré de 'espaces F dans 'espace H, ot :
I : est Pespace de Banach des fonctions u € L2(Q) vérifiant les conditions
(2.9) — (2.10),

ct ayant la norme finie :

2 2
HUHE 20?712’1‘ ”“(u T)”vpl'l(o‘d) .

18



Et H Yespace de Hilbert :

H = L}Q)x V) (0,d) x L(0,d).
H = H() x Hy % Hg,

constitué des éléments F = (I, ¢;, ¢,) , ¢t ayant la norme :

2 2 2 2
"-7:”11 = "F”Lg(Q) + H¢1"v,} (0,d) + ”‘/’2”1,3(0#1) :

* Notations :
Dans les §-paragraphes suivants, on utilise les notations :

Q. =(0,d) x (0,7), 0<7<T

Qs = (0,d) x (5,7),0<s<T

1

Et on désigne par :

Q
au licu de
[ @
Q
par :
/ .../ ./ f(m‘l) I} . ,
J JQi—-1 Qiy1 J Ti=%;

au lieu de :

1
/ - / . / - / f(ac] ey Ti1y Ti 5 Tig 1y -y T )AL AT dTigydry | .
11t JRi-1 S Qg T;=x;

el par
Ui

au lieu de :

d'u/ox

19



2.3 Estimation a priori :

Théoréme 2.1
Pour toute fonction v € D(L), on a l'inégalit¢ de '¢énergic

lollz < cliLolly, (2.11)
ou ¢ est une constant positive indépendante de la solution u.
Preuve :

Considérons le produit scalaire dans L%(Q7) de 'équation (2.6) et Popé-
rateur intégro-diflérentiel :

2

Mv (z,t) = zv, — z (1 — t) / S (Eve)ds

0
ou
QT =(0,d)x (0,7),:0 <7 <T,
et .
S (Evg) :/ Evedé.
“0
on a:
i
(Lo, Mv)2gry = — /xvu, C(r=1) / S (Eve)ds
.Q-r '0

L

+ TVg), - — 1 S (Eve)ds
[ )/ (€ve)

0

+/ TV — / v . (zg), ((2.12))

En utilisant les conditions aux limites (2.9) — (2.10), et en intégrant par
parties chaque terme du membre droit de (2.12), on obtient

(1) - / .’L'U,‘.'U“
JQT
d

_ é Z (v, 7)) — % / z (¢)°,

0
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oo

‘(Pa3)*S (3 — £) / = ()

1 SU0SO]

D
z(w“?o/) (21— 1) ZwZ%— —
((3“3) S /) (1 — 1) “ax 0/ =

(a3) " / (1= 2)-*(=az) 7 _

0y 1O Yy
“(303) S /Mm /—(?n§) (1 — 1) laz / =
i
L
(3a3) “sy / nx /

(M} £> (3 — 1) ax /— =

P
10

sp(3n3)*s :)/ (3-4)-"%/— = (¢)

A

O
(o) [5-%
‘{L - - -L:3
z } ‘ I
0 3 1 . 0:1
(m /) (3 1)Fez / - p=z
]

(Pa3) s (1 — 2) fax / + .= ,

(3 2o

+0
ax ¥ /+ p=z

1

“f
w]- -
-

"‘(w s



)

En sommant (1)-(4), I'égalité (2.12) devient :

i/ e () +

d

d
1 1
= CU.MU+~/.1:(¢2)2+— /:c
JQr 2 2
0

0
—(a) = (0) = ().

DN =

d
/ z (v (2, )2 =
0

2.\,
oz

((2.13))

En utilisant les inégalités de Cauchy, estimons les termes —(a), —(b), —(c)

et (Lv, Mv),, dans le membre droit de (2.13), comme suit :

—(2) = —/ v (7 — 1) By (§ve) < % /Q Tvl.

2 4
+T d / Jmi,
4 Jor

t
~(b) = +/ :vvt./ S, (Eve) < l/‘ Tv?
J.QT JO 2 J.QT

+W#/ \
A TV,

1 1
Lv.zv, < = / ol + = / T (L',u)27
QT 2 J.QT 2 J.QT

L r
- Lyx(r—1) (/ 3, (f”i)) < lTde / T?
JQr J0 8 J.Qr

22
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On considére I'inégalit¢ ¢lémentaire :

- 1 /d ”
— [ zv*(z,7) <
2 Jo

_— -+ —

"2* / .’ZI'U,
1
/ zv2.

2

((2.19))

/¢1

En combinant. les inégalités (2.14)-(2.19) et Pégalité (2.13), on obtient. :

d

1 /d 2 (z,7) 4 1 /d 2( ) 1 2( )
—_ = T\, T} 1+ =< Tru,\xr + - LU N\T
2 Jo ’ 2, Gl T 2 =\ !

0 0
, 1 T? s 1t
- <2 i+ (z+=) ] z(Lv) +- | =z ((2.20))
JQT 2 2 T 2 0
£ 772 2
+(OT d' + T d>/ xvi+£/ v’
8 2 . 2 Jor
d
4[4
0
D’ont
d d ¢
- / zv? (z, T)+/ zv? (z,7) + /;rvazc (z,7)
"0
d ¢ 2
z (Lv)? / y(¢1)2+/'r(%>
0 T
0
: d
+/T / TV} +/ T —}—/ T’ ((2.21))
T JQT
0
Avec

5T? 1 2 2
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Posons :

f](T)=0

fz('r)=‘/0dm;2(,,7')+/d'm)t( )+ /Odmvg(.,ﬂr),

d
B = [ e+ [ o)
d d
+ / (0¢1) / T
0 0
Et utilisons le lemme de Gronwall forme 1, on obtient :

2 2 2
llv (-,T)”Lg(o,d) + vz (-»T)”Lg(o,d) + lv. (-77)“1,3(0,(1)

MT 2 2 2
< MM (Lol 50q) + 1941y 00 + a0 -

Par passage au suprumum par rapport a 7 sur [0,7] on trouve :

2
sup ||U ('1 T)HV1~‘(O.d)
0<T<T 7

y 2 2 2
< MM (L0l + Il + 12l 330 ) -

D’oit Pinégalité désirée (2.11), avec ¢ = ¥/ Me'%

Proposition.2.1
L'opérateurL : ¥ — H est fermable.

Preuve.
Si u, € D(L) cst une suite telle que :

u, — 0  dans F, ((2.22))
ef.
Lu, — F= (Fa ¢17 (/)2) dans }I’ ((223))
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on démontre que F =0, ¢, =0, ¢, = 0.
Puisque (2.22) est vraic, alors.

1Ly, — 0 dans L*(Q), ((2.24))
alors :
xLu, — 0 dans D'(Q). ((2.25))
Mais comme
Lu, — F dans L2(Q), ((2.26))
alors :
oL, — /2 F dans L*(Q), . ((2.27))

De P'unicité de la limite dans D'(Q), on conclut que F' = 0.
De (2.23), on a

Gu, — ¢, dans V,°(0, a), ((2.28))

n—oo

et du fait que I injection canonique de V,%(0,a) dans D'(0,a) est continue,
(2.28) implies

biu, — ¢,  dans D'(0,a). ((2.29))

n—oo

De plus, puisque (2.22) est vraie et que

”Blun”v,}v“(o,a) <lunllp Vo, ((2.30))
on a
lyu, — 0 dans V;'O(O,a). ((2.31))
Par conséquent
liu, — 0 dans D'(0,a). ((2.32))

En vertu de Punicité de la limite dans D'(0,a), on déduit de (3.19) et (3.22),
that ¢, = 0. De la méme fagon on démontre que ¢, = 0. Donc L est fermable,

et on note par L sa femuture dont le domaine de définition est D(L).

définition 2.1
On appelle solution de 'équation

Lu=F, vu € D(L),



solution forte du probléme posé.

Par passage & la limite, on prolonge Vinégalité (3.1) pour étre appliquée
a la solution forte, d’ott on a :

corollaire 2.1.

Si la solution forte du probléme (1.1) — (1.5)" existe, alors elle est unique
et dépend continuement des données F=(f,1,05) .

corollaire 2.2.

L est. femable de fermuture L ct on a : R (L) = R(L).

Preuve :

Démontrons d’abord inclusion 12 (L) € R(L) : Soit y € R (L), donc il
cxiste une suite ferdamentale (Yn)nern € H constituée des éléments de .
R (L) telle que

Yn — Y.

Il existe alors unc suite (vn),o;y € D(L) telle que
Lv, = y,.
De l'inégalité de 1'énergie (2.11), on a

v, — ”qHE < CHLUP - LU'I”H — 0.

p—00, g—00

On déduit que la suite (vn),;y est unc suite fondamentale dans E. Bt par
cons¢quent il existe une fonction v € F telle que

Yo — y dans H.

n—oo

Mais commc o
ve D(L), Lv=y.

Alors y € R(L).
L’inclusion R(L) C R (E) est évidente de la définition de Penscimble
R(L).
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2.4 Existence de la solution :

Pour démontrer Pexistence de la solution forte, il faut montrer que L :
E— H

est surjectif, ceci équivalent & montrer que R (L). = H, ct cela équivalent
a montrer

que:  R(L)* = {0}.

Proposition2.2 :
Sipour w € L?(Q) et pour toutew € Dy (L) = {u € D(L) : Liu=0,(i = 1.2}
- vérifiant (2.9) — (2.10) on a :

(Lu, UJ)L%(Q) =0, ((2.33))
- alors w s’annulle presque partout dans Q.
Preuve.
La relation (2.33) est donnée pour toute fonction u € Dy (L) ,on peut
alors 'éxprimer sous une forme particuliére :

Soit u la solution de¢ 'equation :
h = uy, ((2.34))
ol
T
h = / (w 4+ Sy (1rr))dT. ((2.35))
t

- Et soit u la fonction définie par :

0,st 0<t<s. o
vi(e,t) = { f: (t—7)urdr si s<t<T. (2.36)

D’aprés les relations (2.34)-(2.35) on a :
w= —up — 3, (1) . ((2.37))
- *Remarque : On peut aussi considérer Pequation :

Uy + (gx (g’lllg + ’LI,))‘:2 =h (((;’ t) ,

-
h(z,t) = / w(z,s)ds,
Ju
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et u prend la forme (2.36).
de telle sorte qu’on obticnt :

W= —Up3 — ((\\fz (gu{ + u)"2)t ’

Avant de montrer la proposition il faut montrer que w € L?,(Q).
Pour cela on établit le :

lemme.

La fonction définie par (2.34) ct (2.36) posséde des dérivées par rapport
a t jusqu’au troisidme ordre inclus appartenant & L%(Q).

Preuve.

D’aprés la définition de D(L), on a S,uy, € L%(Q). 1 reste & montrer que
U3 € LZ(Q).

On va introduire les t—opé¢rateurs de régularisation : J. définis par :

@ =1 [(w( =) g

ol w € C*(0,T),w > 0t w = 0 au voisinage de t = 0, ¢ = T ct en
dehors de Pintervalle (0,T), ct [, w(s)ds = 1.

Appliquons & cet effet les operateurs Jeet d/0t a 'equation (2.34).

On obtient :

uta == 9— (u,} - Jgu’)) + gi (Jehl)

ot
alors :
) 2 d 2
= (uy2) < 2 “—— (2 — Jouy)
H ot L2(Q) ot L%(Q)
P 2
+2 “—— (Jeh)
ot r4(Q)
Or: 5 )
H(T)— (ug2 — Jouy2) —0 qd e — 0,
b r2(Q)
donc , )
0 0
—(ug) < ”—— (J:h) < 400
“ ot 12(Q) ot L2(Q)
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, Revenons maintenant & la peuve de la proposition. Remplagons w dans
- (2.33) par sa représentation (2.37), il vient

- (w,Lu) 120 = —/zuta.uter/ up. (Tug),
n
/Q

— - / .’13(\\533 (ULZ) U2
N ) Q

;— /Q Sy (ue) . (zuy), ((2.38))

En intégrant par partic chaque terme de (2.38) ct cn tenant compte des
conditions (2.9) — (2.10), on obtient, :

1
(1) = — /;.’L’U.p.’(l,ﬂ = ‘2‘ /0 :CU%Q(W'S),

3 d
(2) = /Q s (Tg), = % /0 zu, (4, T),

(3) = - /Q 29, (wa) o = 5 [ (3 (o)),

.. 3

(4) = /;E‘sz (w2) . (zug), = — / TUp Uy

(1)-(4) et (2.38) donne alors :

1

1 .
5 e () a0,y + 5 e (D0

1 2
+—2- 1S (ue2)]| L2(Qs)

- / zua, ((2:39))

Estimons le dernier terme du membre de droite, en utilisant ' inégalité
de Cauchy avec € ainsi que I'inégalité de poincaré, on a
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1 2 1 2
/;s TTUR Uz S ezl 72qq) + ZTZ Nzl 22 (qa) - ((2.40))

Alors les inégalités (2.39) et (2.40) donnent :

2 2 2
ez (. S)llz,g(o,d) + [Jues (-vT)”Lg(o,d) + 118 (“’ﬂ)ll[,g(Qs) (2.41)

2
< K (Iheelyqq + iz, ) -

2
avee K = max(1,2).
Cette inégalité est essentielle dans notre démonstration, mais sa forme ne

nous permet pas d’utiliser le lemme de Gronwall, afin d’éviter cette difficulté,
on va introduirc une nouvelle fonction f définic par :

B(x,t) = /LT Up2dT.

alors :
g (z,1) = B, (x,8) — B, (z,t),
Uz (-'Ew T) = ,HT (.’E, S) )
up (z,5) = =0, (z,s)
donc
u, (x,t) = 0 (,5) — 20, (%,5) B, (z,1) + 5% (x,1)
alors :

T T
/  (ue)? (z,8) dt < 2(T — s) zf2 (z, 5) + 2/ z32 (z,t) dt.

Alors linégalité (2.40) devient :

8. (=, 3)”?,3(0,4) + (1= 2¢(T - 5)) 1B, (=, 5)] ig(o,d)

< 2K {10350 + 180200 }- (2.42)
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On fixe sp tel que : 1 — 2K(T — sp) = 3 ot on prend s varier dans
(T — sq,T),alors (2.42) devient :

2 2
18, (=, 3)“[,3(0,,1) + 118, (=, 5)”[,3(0,(1)

< 4K {1803 5000 + 18213300 } (2.43)
Si on pose :
2 2
a(s) =I5, lt,g(Qs) + ”ﬁzul,g(qs) .
De (2.43), on obtient :
—do (.
C‘;(g) < 4Ka(s),
et par consCquent on a :
—d .
= (" a(s)) <0. (2.44)

En prenant compte du fait que : «(T') = 0,unc intégration par partic de
(2.44),

sur l'intervalle (s,7) donne :
e*“a(s) <0,
d’on
a(s)=0. (2.45)

De (2.45) on déduit que w = 0 p.p dans Qr_s,.

Comme s ne dépend pas du choix de origine et [0,77] est compact, rai-
sonnons alors de

la. méme facon, au bout d’un nombre fini de fois on démontre que w = 0
p-p dans Q.

Cela acheéve la démonstration de la proposition.

Revenons maintenant a la démonsration de R(L)* = {0} .
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Soit W = (w,wy,w;) € R(L)*, tel que :

(Lu, “’)Lg(Q) + (byu, i)y, (QQU,UJQ)L%(OA) =) (2.46)
Posons u € Do(L) dans (2.46) il vient :

(ﬁu, 'LU) L%(Q) = 0

D’od d’aprés la proposition (2.33), on déduit que w = 0 , donc (2.46)
devient :

(6yu, wl)Vp’(O,d) + (Lau, U)g)l'%(o,d) = 0. (2.47)

Comme R({;) : les cnsembles des valeures des £; (i = 1,2) sont partout
denses dans les espaces de Hilbert H;, (i = 1,2) ,et comme £yet ¢y sont indé-
pendants , on déduit que wy; = 0, wy = 0. Donc W = 0.

Ce qui nous a permé d’établir le :

Théoréme 2.2 :

Pour toutefonction F = (f, ¢,,¢,) € H = L2(Q) x Hy x Hy, le probleme

(1.1) — (1.5)" admet une solution forte unique u = I'F=1LF tolle
que :

2
sSu U\., T \ .
0_<_T_I<_)T " ( ’ )Hvﬂl I(Ovd)

2
< @ {IFN 0 + 1640100 + 6,

2
L2(0,d) {

ol c¢ cst une constante positive indépendante de la solution wu.
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CHAPITRE III

Sur Une Equation Pluri-hyperbolique
Singuliere Avec Une Condition
Non-Locale
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Chapitre 3

Sur Une Equation Pluri-hyperbolique

Singuliére

Avec Une Condition Non-Locale

3.1 Position du probléme :

Dans la région @ = (0,d) x (0,T3) x (0,T3) ,avec d < +o0 ,

(3 =12).
On considere I'equation pluri-hyperbolique suivante

1
Lu = Uty — ; (.’Ii'llm)z = f(.'E,t'l, fg)

On associe a 'equation (3.1) les conditions initiales :

£1u = ”U,(.’L',I’,l,()) = I’Il (.’I:,tl) y

6271, =Uu (.’E,O,tQ) = H2 (.’17, tz) y

la condition de Newmann

ug (d,ty,t2) = g1 (t1,12)

et la condition intégrale avec poids :
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d
/0 zudz = gy (t1,12), ((3.5))

on f, H;, gi, (i=1.2);sont des fonctions connues.

On suppose que les conditions initiales vérifient les conditions de compa-
tibilité suivantes :

OH, (d,1
——%x—ﬁ = g1 (t1,0),

d
/ zHi (z,t1) dz = g2 (11,0),
0

OH, (d. 1,
% =g, (0,%2),

d
/ 2Hy (2, t5) dz = g5 (0,13)
JO
el
III (T,O) = H2 (T,O) .

Dans cc chapitre, on veut démontrer I'existence,
I'unicité ainsi que la dépendance continue de la solution par rapport aux
données du probléme posé.

Au point de vue de la méthode utilisée, il est préférable de transformer le
probleme(3.1)-(3.5) avee onditions aux limites non homogenes (3.4)-(3.5), a
un probléme équivalent avec conditions aux limtes homogeénes.

Pour cela, on introduit une nouvelle fonction v déhnie par :

V= U— Uy,

o ug vérifie les conditions (3.4)-(3.5).
On trouve:

12 ;
uo = g1 + (x - d)? <92 - —,-91) :

Alors au licu du probléme (3.1)-(3.5),0n considere le probléme homogene
correspondant suivant :



Lo=Lu—Luy=g. (3.6)

[,’]’U'—'—-"U (:c,tl,O):Klu—-eluO = hl (.’E,tl), (37)
Lv = v (z,0,13) = lou — byug = hy (z,ty), (3.8)
Vg (d) tls tZ) = 0) (39)
d
/ zv (x,ty,ty) dx = 0. (3.10)
0

Ainst au lieu de cherecher la fonction v solution du probleme (3.1)-(3.5),
on cherche la fonction v solution du probléme (3.6)-(3.10) et le probleme
(3.1)-(3.5) aura lieu la solution u = v + uy.

Remarque. Dans tous ce que suit, on considére la notation v au licu de
v.

3.2 Espaces fonctionnels associés :

Pour I’étude du probléme posé (3.1)-(3.5), introduisons tout d’abord cer-
tains cspaces fonctonnels qui nous sont nécessaires.

Soit, Lf, (Q) Vespace de Hilbert des fonctions(classes)de L2 (Q) avee poids
ayant la norme finie :

lellfaq) = /Q zu’dzd.

Le produit scalaire dans L2 (Q) est défini par :

(u, ?))L%(Q) = (21, ) 120y -

Soit V,}" (Q)), (i =1,2), Vespace de Hilbert ayant la norme finie :

2
““‘lanlJ(Q,-) = “u”L%(Q;) + "“m”[,g(Q,.) + “ut.’”[,f;(Qi) :
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et le produit scalaire :

(u, v)V,,'-l(Qi) = (“'v”)l,g(Q.-) + (1, 1)m)L%(Q‘,) + (e, v0) g0y -

Le probléeme(3.6)-(3.10) pcut étre considérer comme la résolution de 'equa-
tion opérationnclle suivante :

Lu = F,

on L=(L0,0) e F=I(g9,h,hs).
L :est un opérateur défini de £ dans H :
E : est 'espace de Banach formé par les fonctions u € L2 (Q) , satisfaisant
les conditions (3.6)-(3.10),
avece la norme finie :

2 2 .
oy = sup (ot s g + IS (b2 g,

0<T9o<T

2 2
+ sup {Hu(,,Tl,tz)l\vpl.l(Qz) + ||£‘s(gut2(.,rl,tz))Hm(QQ)} :

0<mi<Th

H : est espace de Hilbert L2 (Q) x VI (Qq) x V)21 (Q2) , formé par les
clements F = (g, hy, hs),
avec la norme finie :

2
”]:”H = HLU”L';’,(Q) + ”hfluv,}-l(Q,) + ”h2”vﬂ‘"(Q2) .

u € LAH(Q) : Vg Usa, Us,, Uyt Uat, € LP(Q),

Seit D(L) = (i =121 j)

les conditions (3.9)-(3.10).

} et v satisfait

* Notations :
Dans les §-paragraphes suivants, on utilise les notations :

Q- =(0,d) x (0,79) x (0,79), Q,, = (0,d) x(0,7;),

Q:i=(0,d) x (0,T3): (0< 7; <Tiel 1 =1,2),
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Q. = (0,d) x (51,T}) x (52, Ts.)

Qs, = (0,d) x (8;, ) : (0<s;<Tjeti=1,2).

/s
Q

Et on désigne par :

au licu de
[ rwyis
Q
par :
/ / / s
0, JRi—-1 JQigy Jy Ti=T;

au licu de :

/ . / . / .. f(ml, vy Lic1y Ty s Tig1y ooy Ty )(l:ﬂ..dl’i_](iﬂli_*]..d.’lfn T
J JR-1 SNy S Qn x;

et par :
Ui

au lieu de :

d'u/ox

1

il
=z?
i

3.3 Estimation a priori et ses conséquences :

Théoréme3.1 :

Pour toute fonction u € D (L), il existe une constante ¢ > 0 indépendante

de u telle que :

lully < cliLullp ((3.11))
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Preuve.

Considérons le produit scalaire dans L ?(Q,) de equation (3.6) ct
V'opérateur intégro-différentiel :

Mu =z (w, + uy,) — 232 (p (ug, +us,))
z 3
32 (ph) = /0 ( /0 nhdn> dg.

1
(£1L, MU) [z?,(QT) = / .’E(U,[,) + Ulh) ('Ll.,v_‘t2 - ':r‘ (IU/T)T) ((312))
JQT b

1
—/ 32 (pw, + ur,) (Utll,g - ;(mum)1>

(1) = / (E?L(1¢2(U¢l + utz)
1 @ Oh
= ZLTl 'UL _QE/QTT<"6_£> a'l'#)v

(2) = —/Q Upy1,- TS5 (p (g, + y,))

ol

on a:

T

= 3 [ Selon) S o)

i=1

1 . Ly )Y |
_ 52::/62“(\;1(0“1 T5) ‘QZ /n (Jx< 8ti>> el

i=1 7@

(3) = -/ Urz-T (u¢1+ut,)—/ Ug. (g, + )
JQ, .

r

= / Ug. (g, +tgy) — / Uy (g, + wg,) + / TUg. (Ugyr + Upyr)
Jq. .

() (7) -%i/ (%j (i #9),
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@) = [ 092 o+ )+ [ v oy + )

= [ ot ua)) = [ (o, + )
- [ a9 ()

r

= - / 2 Sy (p (g, + 1))

doy

En substituant (1)-(4)dans (3.12), on obtient :

;Z/ W) () + Z/ (S (pu))2 (1)

1 Ohi\? 1< o o\ \°
=32 [ (&) w2 [ (05)
1< h,
[ (G
“i—1 QT

+/ TUL. Sy (p(u,,l+ut2))+/ Lu.x (ug, + uy,)
Jq. JQ,

— | LusS(p(uy +u)). ((3.13))
JQr

Estimons les trois dernicrs termes du membre droit de (3.13), a 'aide de
I'inégalité de Cauchy avec €.

|| e (o ) ((3.14))

r

2
1
0 2
< d||"ang(QT)+§ E "(‘\Sz(pllt.’)“L?(QT)

i=1
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Lu.z (w, + ug,) ((3.15))
Q‘r

2
1
2 2
”‘C”'”L;,(Qr) + 3 Zl ““t.-“;,g(Qr)

- Eu.mi‘si ([) (utl + utz)) f (; 16))
J Q.

”LU’"L?(QT) + Z "‘y:l: PUy, )"LZ(QT)

Le deuxiéme terme du membre droit de (3.13), peut &lre estimé commme suit

s [ (-(5)

SRS WACON (317)

En substituant (3.14)-(3.17) dans (3.13),0on obtient :

7 () (1) + Z / (S ()’ (7))
+%z—:/ "wi(Tj)

1< ohi\? B 1. < Ohi\*
2 = (G) G [, (5)

2
1
2 2 2
+2[1Cullizqn + 5 D Minlliaan +dluslagn)

i=1]

IA

2

) SIS, (o) Py ((3.18))

i=1
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En vertu des inégalités élémentaires suivantes :

1 2 1. 2 1 2
1 .. ..
+§ “hi”ig(Qri) © (7’5] = 1.2,% 7£ 7)

et de l'inégalité (3.18),il vient :

1 & 1<
5 Z |l (Tj)||2[%(Qn) + 5 Z T (Tj)“ig(qri) +
i=1 i=1

2 2
1 1
5 20 I 1) gy + 75 D 19 () (73) gy
1=1 i=1

2

ohi
oz

IN

9 2
1 1
2 2
2/1Cullf0n + 5 > Ml + 3 )
=1 g L%(QTi)
. 1 2
G322 \

ohil|?

ati

=1
i=]

1.2(Q7:)
2

2 2 2
+ ”“’”L?;(QT) +d "uz”L%(Q-r) + Z N, "Lg(QT) +
i=1

1 B |
+(§ + Z) Z 192 (P ) 12(0r)) 13.19)
i=1

D’ou 'inégalité :

2 2
z l|u (Tj)”ig(qn) + Z e (TJ')“Z;:?,(QH)
i=1 i=1
2 2
+ 3 Ml (T gry + D 195 (o) (712,
i=1 i=1
2
2 2
< k {Hﬁuﬂr,g(Qr) + Z ”hiHV,,’~’(Qr.-)
i=1
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2
2 2 2
+ ”U"Lg(Qr) + ”"z"r,,z,(qr) + Z "ut.-"t,g(qr)

i=1

+ Z IR (m’“ta)”i?(Qr)} ) (3.20)

ou
k =max {d’ + 1,4,2d} .

Grace au lemme de Gronwall forme 2, il s’ensuit de (3.10) 'incgalité
suivante :

2 2
2 2
Z “u(rj)"vpl.l(QTi) + Z "Sz (m'l"-i) (Tj)"m(QT,.)
i=1 i=1

2
< ket {"Euuzr,g(cgr) + Z ”hi”%/pl-l(qn)} yiF S (3.21)

i=1

Comme le membre de droite U'estimation (3.21) est indépendante de
7i, (i = 1.2). En passant au suprumum

par rapport & 7; de 0 & T;,il s’ensuit, alors I'inégalité de I'énergic désirée
(3.11) avec ¢ = VkekN+T2),

Proposition 3.1 :

L’opérateur L : I — H, cst fermable.
Preuve :

La démonstration de cette proposition est analoguc & cclle de la proposi-
tion 2.1 .

On désigne par L sa fermuture ct par D(f,) son domaine de définition.

Définition 3.1 :

On appelle solution forte du probléme (3.6)-(3.10), la solution de 'equa-
tion opérationncelle :

Lu=F.
En passant & la limite, (3.11) peut étre prolongéc & L, soit

lullg < e[ Zull, ,
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pour tout u € D(L).
Dot on a:

corollaire 3.1 :

La solution forte du probleme (3.6)-(3.10), si clle existe, elle est unique
ct dépend continfement des éléments : F =(g,h1,hy) € H.

corollaire 3.2 :

L’ensemble des valeurs R(L),de I'opérateur Lest égale & la fermuture
R(L) de R(L).

Preuve :
La démonstration de ce corollaire est analogue & celle du corollaire 2.2 .

3.4 Existence de la solution :
Pour montrer ’existence de la solution forte, il suffit de montrer que: R(L) =
H, cela est équivalent & montrer que R(L)* = {0}.

Dans ce but on démontre d’abord la proposition suivante :
Proposition 3.2 :

Si pour toute fonction w € L?(Q) ,on a :

([,‘U,, ‘w)Lg(Q) = (), Yu € Do(L), (3.22)

alors w s’annule p.p sur Q.
Preuve :

Soit u la solution de 'équation :
t2
i (u -9?2 (fm)) (z,t1,&,) dE,
3
+ /0‘ (u - Si (pU)) (1:7 §11 tz) dﬁl

= g(xa tla t2)7 (323)

Th T,
) (matlat?.) = /t /l w(x"§11£2) d£1d§2‘ (324)

L’équation (3.22) est équivalante a I'cquation :
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g

a1, &t ta) = (w, +ur,) — S (p (w, + ) (3.25)
Des équations (3.24) et (3.25), on a

w = (uh + utz) - (‘}3: (P (u‘h + u'tz)) . (3'26)

Soit u la fonction définie par :

0, 0<ti<ss
— ty Ly P
31 82
Lemme :
La fonction w définie par la relation (3.26) est dans L*(Q).
Preuve :

Il est évident d’aprés la définition de D(L) que w € L¥(Q).
*Revenons maintenant & la preuve de la proposition précédante.

En remplagant w par sa représentation (3.26) dans la relation (3.22), on
trouve :

(Uayty, Uz, ) 12(Q) ~ (Ut,tz, Q2 (fmh)) L2.(Q)
— (ug, u,_l)LQ‘(Q) + (Uz, 92 (PUtl)) 12.(Q)

= Uz, Uy, )L%.(Q) + (e, 37 (puy,) 12(Q)
+ (Uiyty, “’@)L%.(Q) = (115, S5 (pe,)) L2.(Q)
sy Uty) 2 () (12, S (1)) L2(Q)
Upr, “’tz)r,g.(Q) + (tzzy 33 (o)) 12.(Q)

—(
=

I
e

(3.28)

En intégant par partics chaque terme de I'égalité (3.28), en tenant compte
des conditions (3.6)-(3.10) et de la forme particulitre de la solution u dé¢finic

par les relations (3.24) et (3.27), on raméne 1'égalité (3.28) 4 une autre plus
simlpe.
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(1) = (utltz"‘Ltl“Futz)Lg.(Q)

(2)

= / Ty, (U, + Us,)
JQ

Il

1 : . e . .
§ Z ”u’l.‘ (Tj)“ig.(Qsi) (1'1.7 =121 74 J)7
i=1

= - (umz,gi (pus, ‘H’”Lz)) L2.(Q)

= / mu’illz (pull + putz)
Q

2
1 . o,
= 3 Z“%m (pul..-(Tj)“L(Q,i) o (=12 1#j),
i=1

(3)

- (’U.x, Uy, + utz)L’.(Q) - (u:t:m Uy, + ulz)Lg.(Q)

_ / s (g, + 1,) — / Tty (g, + t1gy)
JQ

To Th

= //:cuHE ug, + ug, ) oo 0+ / ug (U, + U,)

52 3

- / U (uy, +up,) + / Tz (Uze, + Usty)

s

2 .
1 . .
= 5 z "u:t(Tj"ig(Q,i) 3 (7".7 = 1v2 ? 7é J)’
=1

(“xv gi (Wh + put2)) L2(Q) + ('U':cz:, 32 (pu'tl + pu'lz)) L%(Q)

/ ums?n (pull + putz) + / mu'xmgi (puh + pulz)

s

T T

=d
//xux (puh p"tz)‘zzo—'/ um(‘}zs put, +PU,¢2)
. Qs

82 3
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+/ us 7 (e, +/’Ut2)+/ Tus S (pug, + pus,)

s

= / muzgz (Putl + pu"a) .
Q.

En substituons (1)-(4) dans (3.28), on obtient

2 2
1 1
5 2 e (T Ea uy + 5 21z (pua (T 3a(q,
i=] i=1
2

-% > Nua(Til ey

i=1

)

Utilisons maintenant I'inégalité de Cauchy avec £ pour estimer le membre
droit de (3.29).

d 2
—/ :I:u.xS‘,,. (p'u‘h + putz) < L. mui + 5 g/c;,(%z (put-'))z

Et par conséquent (3.29) devient :

Z o (T e + 3 lew (bt (T)llz2(q.,
+§2”uz(7}"ig(q,i)

c {Huzllizws) Y /Q (S, (pw.-))z} , ((3.30))

ou

C = max(2,d).
En appliquant ensuite le lemme de Gronwall form 2, & U'inégalité (3.30), on
obtient

Z llwe, (T, ”12 @s) T Z ISz (pue, (T; )‘|L2(Q )

i=1
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2
+ 2 Il s,
=1
< 0. (j=12 i#j).

D’ou, il s’ensuit que w = 0 p.p dans Q,. Puisque s est indépendant du choix
de l'origine, on peut alors procéder de la méme fagon un nombre fini de fois
pour démontrer que w = 0 p.p dans Q.

Revenons maintenant a la démonstration de R(L)* = {0}. Soit W =
(w, w1, wq) € R(L)*, vérifiant

2
(Lu,w)12(q) + Z(ﬂiu, w)y, =0, Yue€ D(L). (3.31)

=1

En particulier, pour u € Do(L), (3.31) devient

(£u, ‘U))L%(Q) =0, Yu € Do([/) (332)
D’out & partir de la proposition 3.2 et de (3.32), on déduit que w = 0. p.p
qans ). Et parconséquent

2
> (b, w)y, =0, Vue D(L).

i=1

puisque les f;u, ¢ = 1,2. s’annulent indépendement et les ensembles R(£;),
© = 1,2. sont partout denses dans les espaces de Hilbert H;, i = 1,2; alors

wy =0, wy =0, et parconséquent W = 0, p.p dans Q. On a donc démotré le
théoréme ‘

Théoréme 3.2 :
Pour toute fonction g € L3 (Q), hy € V' (Q1), hy € V1 (Q2), il existe

une solution forte unique u = I r=T4 F du probléme (1.1)-(L.5)’, ot F
= (g, h1, hy) et telle que

sup {11, 72)133 0y + 19600 (11 7)) a0y |

0<72<T>

+ sup {”u('ﬂ-l,t?)"%/pl-l(()z)'*'"%(gutz(':Tl,t2))”§,2(Q2)}

0<n1<Th

< ¢ {”E’U'"L';;(Q) + Il + "h2”Vp"l(Q2)} ,

ol c est une constante positive indépendante de u.
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CHAPITRE 1V

Pobleme Mixte Pour Une Equation
Pluri-Parablique
Singuliére du Second Ordre Avec
onditiqns
ntégrales
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Chapitre 4

Probléme Mixte Pour Une Equation
Pluri-parabolique Singuliére
Avec Conditions Intégrales

4.1 Position du probléme :

Dans le domaine Q = (0,d;) % (0,d,) x (0, T}) x(0,T;) ot 0 < d; < +00,0
<T; < 400, (i=1,2), on considere I'équation pluri-parabolique suivante :

1 alty,t

Lo = b (o ten), - Wy
= f($)y1t17t2)1 (:E,yatlth) € Q7
A cette équation, on associe les conditions initiales :
I’lu‘ = 'U,(IB, y)tlvo) = <P1(f'7, Y, tl)a (42)
bu =u(z,y,0,t) = @,(z,y,ts), (4.3)
la condition de Dirichlet en « :

U’(dla Y, tl ) tZ) = 03 (44)

la. condition de Newmann en y :
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’U.y(.’l,',dz,tl,tz) = 07 (45)
et les conditions intégrales :

dy
zu(z,y, 1, t2)dx = 0, . (4.6)
0
dz
/ u(z,y,ty,t2)dy = 0. (4.7)
0

De plus on suppose que la fonction donnée a : (ty,t3) — a(ty,t;)
vérifie les conditions suivantes :

O < Qg S a(tl,tg) S bg, (48)

0< a; S Qi S bi ( 1= 12) (49)

Et £, (z = TQ) sont des fonctions données, telles que les p; (i = 1.2)
satisfaisants les conditions de compatibilité :

Opy(z, da,ty)
1) = _ 2 =0
1 (dlyya l) Oa 6]] )
d1 d2
/wwdamhﬂx=ﬁ /wd%whﬂy=0
‘0 0
6902($1d2vt'2)
1y, t2) = 0 Il 0 ta) _
(p2(( HY, 2) ) ay
dl dz
m(p2($v Y, t2)d$ =0, / (Pz(-"?, Y, t2)dy =0,
A ‘0

et
©1(z,9,0) = py(z,9,0).
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Le probléme (4.1)-(4.7) peut étre mis sous la forme opérationnelle :
Lu=F,

h ou L = (‘Cael,el‘) et I'= (f’ (pla(PZ)'
Le domaine de définition de Popérateur L est 'ensemble défini par :

a — u € LZ(Q) ULy Uy Uy gy Uyy, Usy; € LQ(Q)a
D(L)—{ (i=1,2) !

sachant que les conditions (4.4)-(4.7) sont satisfaite

* Notations :
Dans les §-paragraphes suivants, on utilise les notations :

Q. =(0,d) x (0,77) x (0,'7-2), Q-, = (0,d) x (0,7;),

Qi = (Oad) X (OaCFt) : (0 S Ti S ﬂet i = ]-az)v
Qs = (Uvd) X (sl,Tl) X (SZaTZ') ]

Qs, =(0,d) x (8;,T3) : (0<s;<Tieti=1,2).

[
Q

- Et on désigne par :

au licu de
[ royis
Q :
par :
/ / / / fa|
. Ql Ji—-1 Q,‘+1 Qn Ti=xT,
au licu de :



) i~

1
/ / / f Tic1)Ti y Tig1y .y Tn )dz"dxi—ld$i+1"dmn i o
J N Qi-1 Qi1 JOn T;=T;

et par :

au lieu de :

o'u/ox

4.2 Espaces fonctionnels associés.

L : est Vopérateur considéré de I'espace FE dans H tels que :

E :est 'espace de Banach des fonctions (classes ) u € L?(Q) vérifiant
(4.4)-(4.7)

dont la norme est donnée par :

iy = s 83 ([ @+ [ 2@
i=1 Q,

0<7:<T;
Qj

+/x3(3yuz)2(7',-)) +f:c ul,

Qj Q

H : est 'espace de Hilbert ayant la norme finie :
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2 2 2
2 2 /T3 3/2 2
HF"H = ”f”[,!(Q) + 2 “ T+ xz‘Pj 12(Q,) + J}::, “a: %y(‘Pj)Hbz(Qj) +
j= =

%; |

L2(Q;)

On pose : H = Hy x H, x H,.

Dans ce chapitre, en se basant sur une estimation a priori, et sur la
densité de 'enserble des valeurs de  Vopérateur engendré par le probléme
considéré, on démontre ’existence, 'unicité de la solution forte

du probléme (4.1)-(4.7), ainsi que la dépendance continue de la solution
par rapport aux données du probléme posé.

4.3 Estimation a priori

Théoréme 4.1 :

Si on suppose que les conditions (4.8) et (4.9) sont satisfaites, alors pour
toute fonction v € D(L)

on a I'inégalité de I'energie :

lullg < eliLully, ((4.10))

ol c est une constante positive indépendante de la solution u.

Preuve :Considérons le produit scalaire dans L2(Q,) dec I'équation (4.1)
et opérateur intégro-différentiel :

Mu = —2’Slu+ agz®S,y, (Cur, + Euy,)

a9 (uy 1) +
b2
+(1+ Eo)xsgyuy + 202°Q2u,,. ((4.11))
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(1)

= - / 30‘211, (’U,t1 + utz)

Q-

= ~Z/ v“)

’-Q,

(G #i=12),

(2) = /xz(axu,)x%zu

Q-
= — / 20 U, S u— / oz’ u, S,
Q- Q-
= / 2022 1, S ut / oz (Syu.)?,
Q- ' Q-

©) = [ouu
Qr
= — / :nauygyu
= /a:au,z.
Q.
- / (067 yy (€t + Eury)) oty + 11)
Q‘r

«

+ '/(0'0373%1‘1;11(5%1 + £u£2))(——i(axuz)1 - Fuyy)



(2)

/ 000" Sy (Ctte, + £t 1ty + 1)
Q-

—2ag / m%xyy(ﬁut, + gutz)%x(gutl + éu'l'z)

Q-
—ag / 32wy, + Tug,)Su(Eue, + Eur,)
Q-

200 / (g (€, + Eury))?

d 71 T2

Q-
+%q /// Sy (§ue, + &) | A1
000

—a()/l'((\\’zy({u't; +£ul'z))2

Qr
Qg /m(&‘szy(ﬁuh + §U¢2) )2’
Q- .

- - f 00" Sy (Etty + E11,) (0T,
Q-

= 20,0 /Oz.’l)zgwy(fu“—}—{utz)uz
a
+ag /a:n"%;(uh—}-utz)ux
Q-
= —2a9 /angmy(futl + Euy, ) Sy,
Q-
— ag / azt Sy u Sy (w, + 1),
Qr
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@) = - / 007y Etey + Eiy) ()
Q-

= ‘/aoamgi_y(ﬁuh-*’é‘utz)-uy-
Q-

(M3u” Lu)Qr

1 «a
= / "17333(’“»1 + uy, ) (U, + Uy, — ;(Otiwx)x - Fuyy).

Q-

(1) = /—xng(ULl+ut2)'(utl + Uy
.QT

_ / 2 (S (uy, +us))’,

Qr

(2) = /ngg(u“+utz).(mauz)m

Q-
= / -2 axzﬁ};(ut‘ + Uy, ) ug
Qr
- /amagz(u + U, ) U
y\t%zly 250 Rlet
Q-
= /2 O(.’L'z(\\fy(utl +ut2)'gy (u:!?)
Q-
1 2
3 (Cx 2 T

i=1 Qr;

o7



8¢

[_LOI =

nx/z Zq-i—[ =

_I,

‘(C#rpTI=L) ‘u

O
(zzn_l_ I1n).n€w/ (0£+I) =

(z3n+ Wn,) (ﬁn ,881‘(0 + I)/ (I)

o)

(@~ =(ena) S~ vm ) () +0) [ =

oy )

‘Lblzz
\ ) ; z
4 [' 'L'.)a‘ N —_ [‘l ‘nz-lo/ - —
(E#£19TT ) ZI
z
f"b 1=
4
—_ *J_ n.’BD - =
lic€
(o]
n'(‘7n+‘7n)wo/ =
‘0
40 1=



B \ —(1+ faww (uy)-(aztz)s

Q-

2
- \w (1+ @:S 3, (uy)-us
Qi

+ \ (1+ vaQa Sy (tys) Uz

Qr

b2
- \.w 1+ onH Uy Sy Uiy

i

,\, 1+ JQ& Uyz- Syl

= \C+vaaz|m\,C+ azu?,

O \ - (14 Byaay )t

= \C+vv9a:

Akmgu hgvaﬂ

1
\. 202”32 (1) (g, + g, — m?ﬁ:ava - —u,).
Q-

1) = \.MQHNQN?L.AS_+$L

Q-

= l\wQanwe?av.m«e?ﬁ+:Sv.
0.‘.
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[, 3

(2) = /—2cx:1:8!2,(uz).(cwcux)35

Qr

B / - 2.ax9‘y(ux).(a$gyuz)x
Q-

dy 1y T2
= (0“’3311“::)2 |2=d1’
000

/ — 20792 (u;).(uyy)

Yo,

= / 203, (uz)-(uy)
Q-

dy 71 T2

1] wrien

5

1=

En sommant: ) (M;u, Lu),,, on obtient :
i=1

e
.....

2 2
1 1
330 [ #@ur |5 > [ et @w)? |z +
=g, =S
s i azu®| i+ 1(1 + %) 22: gou?| 7 )+
2 4 =0 2 274 1;=0
i=1 Qrj 1=1er
+ /am3(i‘syum)2+/ zau’® + a(,/:n(‘\‘f,,y({utl + &uy,) )?
Q- " Q.
2 b3
+ [ 2 @yt + )+ [ (4 Pacl
QT QT
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/(1—{- Nazu,’?

d) Ty T2 dy Ty T2

/ / / (02Dy112)" lo—ay + / / / (ew)? |ozo +

= /2ax Sy Sy ut+ a(,/ aa:"SyumS (ue, +ugy) +
Qr Q-

+2(10/azzgxy(ﬁuh—}-ﬁutz)%yuz

—_ / a,oaxgzy(gutl + é‘ul‘Z)'uy

/[,uMu+ Z/a;x (uz))+22/atzu

=1 Qr =17 Qr

+2 /(1+{)§)axu2. ((4.2))
Q-

En utilisant I'inégalité de Cauchy pour estimer les cinq premiers termes
du membre droit de (4.11) de la maniére suivante :

/ —’Q2u.Lu < ?/ 7 (I,u)?
3

d
+—2l (Cu)?, (4.12)
Qr

/ (1,0.'1}3ng (6“’!1 + gu’lz) Lu

-

S %q T (%1!/ (&uh + ‘Eutz))z
Qr
5 12
2l e, (4.13)
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/ —2°92 (uy, + ug,) Lu

IA

1
1] PO ) vl [ (oaf, (1)
5, 3
(1+ E):c Iy (uy) Lu
Q-
< ay / rul + L(1 + b—g)Zdeg. (Lu)? (4.15)
N * Q‘r Y 80'0 2 ' Q'r ’

+dyd2 | (Lu)?, (4.16)

- / 2ax28yux%yu

r

% / oz (Syus)’

+bod> / zu?, (4.17)

IA

4
ag.az" Sy (uy, + ug,)Syus

2
+a—3qd%/ o?2® (Syus)?, (4.18)
Q-



/ 2a9.02> Yy (Euy, + Eu,) Sy,

Q-

T o @l + eu)y

+day | o2 (Syu.)’ (4.19)
Qr

- / a’oa‘r(‘\si‘v(guh +’$Utz)-’!u

Qr :
%0' /Q T (Q‘zy (£u11 + éutz))z

+2 o’zul. ; (4.20)
2 Q. :

En tenant compte des conditions (4.8), (4.9) ct en utilisant les inégalités
(4.12)-(4.20), I'égalité (4.11) devient :

—Z/% >+—Z/3®%»>

=1 Q‘r =1 QT]

+%22/mu2( )+ 1 1+b)Z/mu

+ao /x(gxy(futn +’$ut2) )2 +
Q-
+ /x-‘*(gy(mlm,z)) +(1+ O)a,(,/ 32
Q- Q»

b2
+(1+ Eo)ag/xuyz +
QT
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da 7172

i ] et sif ] i v f o

2Z/bx (Sy(ue))® + = Z/bmu

i=17 Qr

IA

d2
+b0d§/:nu2+—z2 . (S, u)?
Q- o

d3 1+ % 2 d3d?2  didiag
| d de 2 172 | 172 / C 2
( 163%0 + da9  8ay 2 ) 7( v)

by | by agdi, 3 2
+(—— + 5 +dag + ——)b0 z° (Syus)

+(bgan+b + = )/ zu® + ag (1+—)
Qy
tag / 2 (Say (€, + Euiy))” + / 23 (S (uy + ;)

T

O LY RO Y

s L
i=1 Qr; QT; 9z

b LR
+§/ d%V+§u+§)/ 2(p,)". (4.21)
SQT5 JQT;

Posons :

43 o 1+ B @ ddiag
M = max{—2—+d1d2b04 daq 8ag + 5

b] b2 (1,(2)({% 9 b1 bg
da9 + —— 24— =

et



Aprés avoir négliger ses trois derniers termes du membre gauche, l'inéga-
lité (4.21) prendi la forme :

IA

avoir :

3 [ #@urear Y [ # @) ()

=1Qr; =1qr;

+Z/ zu? )+Z/ u? (7)) + /a:3u2
=1Qr; =1ar;

k{/ /ru+/ 23 (Syu,)?
Qr

+ /Q i :53((3,,6—;)2). (4.22)

On applique ensuite le lemme de Gronwall forme2 a I'inégalité (4.22) pour

([ 2@+ 3 [ 2 @) ()
=14q., =1Qr;
+,2:;Q/” zu? (1) + g[J z3u2(r)+[ 3 u?

< ke?k(Tl+T2) {/ (Lu)Z

Z ([, @+ (w,)2+z [, =
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+§j/

o Jy aq: } (4.23)

Comme le membre de droite de 'estimation (4.23) est indépendant de 7;,
(1=1,2),en

passant au supremum par rapport & 7; pour 0 < 7; < Tj, (i = 1,2), il
s’ensuit alors que :

el < cllully, -

Avec c? = kexp(2k(T) + Ty)).
Remarque.
I'inégalité de ’énergie (4.1), peut étre améliorée et mise sous la forme :

2 }
L*(Q;)

00,
(?:nj

IA

llullg

2 2
K {llf”sz(Q) + Z ”‘Pj”iﬂ(q,.) + Z
=1 j=1

2
K {ufniz(m . uw,-||3,.0(q,.)} -

j=1

i

Proposition 4.1 :

L’opérateur L : E — H est fermable.

La démonsration de cette proposition est analogue a celle de la proposition
2.1.

On désigne par L la fermeture de L et par D(L) son domaine de définition.

Définition 4.1 :

On appelle solution forte du probléme (4.1)-(4.7) la solution de 1'équation
optrationnelle

Lu=F,

En passant 3 la limite, Pestimation (4.10) peut étre prolongée a la solution
forte, soit

lullg < c|[Lull,
pour tout u € D(L).
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D’ot on a les :
corollaire 4.1 :

La solution forte du probléme (4.1)-(4.7), si elle existe, elle est unique, et
dépend

continfement des élément F = (f,¢,,9,) € H.
corollaire 4.2 :

L’ensemble des valeurs R(L) de 'opérateur L est égal 4 la fermeture R(L)
de R(L).

La démonstration de ce corollaire est analogue & celle du corollaire 2.2.

4.4 Existence de la solution

Pour montrer 'existence de la solution forte il faut et il suffit de montrer
que :

R(L)* = {0}.

Pour cela démontrons d’abord la proposition :
Proposition 4.2 :

Si pour une fonction w € L?(Q), on a :

(Lu,w)p2q) =0, (4.24)

pour tout u € Do(L) = {u€ D(L): fu=0 i=1,2},alors w=0
p.p dans Q.

Preuve :

Considérons 'équation :

ty ta
—22°32 (/ u) - 22°%2 (/ u) =g, (4.25)
0 0

ou la foncticn g est donnée par :

TZ Tl
g = / / (w — 200250y (b, + Euyy) — 2bpaediz®Syuy)
t2 ty

T2 rT
- / / 402’ F2u,. (4.26)
o ty
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Alors :

w = 2byaediT S uy + 20078 Sryy (Erty, + Euyy)
+4am2(\‘s§uz = 25°Q2 (ug, + uy,). (4.27)
Soit u la fonction définie par :
O, 0< t,- < S;.
ty) = -, .
wm b b) { f:: f:: Uryr dT1dr2,  $i <UL ST (4.28)

Avant de continuer la démonstration de la proposition, il faut justifier que w
défini par 1'éxpression (4.27) est dans L%(Q).

lemme :

la fonction w définie par (4.27) appartient & L*(Q).

La démonstration de ce lemme est évidente grice a la définition de D(L).
*Revenons maintenant & la preuve de la proposition.

On pose :
Ii = (ﬁu, wi)LZ(Q) y
ou
4
w =z W;.
i=1

Intégrons par partie chaque terme I;, (i = 1.4), en tenant compte des
conditions (4.4)-(4.7), il vient

1
I, = 2bgad / Sy uy. (U, + u, — ;(cw:ux)m

@

“;Quyy)~

(1) = 2bgaed; / 33y, (e, + Uug,)
= 2b0a0d?/ x3uy.3y(u¢1+u¢2)

= 2b()a()d? mzu‘(uh + uf2)
Qs

2
= boagd} Y / T (T3) (G, 5 = 1.2, et i # j),
i=1 Y Q3;
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1
(2 = —Zboaod?/ xagy“y’(g(m’%)”)

= 2b0010d:1} /

. s

——

. 8

xSy ty. (ug) + 4boagd; / az’u, Syu,

s

ez (Syttz) — 4boagd] / az’I,u,.u,

8

= 2bgagdS | axPul — 4byagd] / azr’Syu..u, ,
JQs

S

(3) = —2byaeds o azSyuy. (Uyy)

1
Iz = / 20,0336(\\519“}(6“51 + futz).(uh + Uy, — ;(azuz)z

01

- ;Euyy).

(1) = / 207y, + ).ty + 10
= —10a, /Q 21D yy (Ety, + Euey) . So (€, + Euy,)
—2 ap / 292 (zue, + Tur,)-So(Eue, + Eury)
= IOaO/ z* (Sgy (£, + Eu,))’
+2 ag/ S, (Tur, + Tu,) .Sy (Eur, + Eus,)
= oo [ o (@l + )"
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(2) = —2a9 T° gy (Ettyy + Euy,).(0TUs)5
Qs

= ZaO/ a.xsgz(mutl+xut,).uz
s

+10ag f d.a:"’%zyy({utl + Euyy) us

= —2aq [ a3 Sy(uy, + ). Syts
Qs

—IOaO/ .z gy (Euy, + &) Syua,

(3) = —2a 0 aib"l%xyy(fuu“‘futz)'uyy

+ 2ag / ax"%zy({utl + &uy, ) uy

I

1
Iy = / 4o Su, (i, + wr, — E(amu,)x

04
:1:2 uy!l)

(1) = /4a$2£‘i§uz (ug, + uyy)

= —4/ aﬂ'}z%yux -gy(ull + utg)’

(2) = -4 / aa:S"f,u, ((azuyg),

= (am‘\‘cyu,,) ((exSyus)s

dz Ty T2
/ / / (2dySyus)? lomats

Il



12
spfgs- (90 4 szn)ﬁggmnefz+
g (n + "n)"szm"’g/ ro
e (“n + ‘*n)’zszws/ =

“(enzo) (nt m)ieg [z = (@

sO
(g m)e) @ [ @ =

[ Ts YA
(% + ") (S + ) 75T / z— = (1)
(8 T _
(">
’(znwﬁ—"n+"n)'("ﬂ+‘m)§>sgl‘ / - ="

s ig 0
oo ] Je -
(45 v Tp
50
(n0) *no /v—- =
("no)" *nigo /p =

("no): ‘nggx) / v—

(€)



v R

= 4 / xSy (uy, + ug,)-Sytts

+ Z [ o @y @

QSJ

—Z / ona® (Syuz)?, (5,5 =12, et i # j)

Q"J

=2 / azS2(uy, + u,) Uy

= 2/ ox(uy, + ug,).u

=Z/

QSJ

azu® (T;) — Z/ azu’  (i,j=12eti# 7).

4

Sommons :  (w;, Lu)gs = 0, on trouve :
i=1

bga0d3Z/Qs
+Z/

Qsj

x3u? T)+z/ oz (Syu,)? (Ty)

azu® (T;) + 2bgaed’ / az’ul

8

azu,’ + 5a0/ 2t (Say(Euy + Euyy))”

S

dy [Ty [T?
2 [ P @ tu) 4z [ [ [ 0du’ e
Qs 0 81 82
da  pTv T2
+2 / / / au? |-
0 sy Jso

= dbyayd} / a3y u, .,

s

+10aq / .3y (€, + 1y ). Sy, +
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+2a0 | .Sy (ur, + uy,) Syus
Qs

—2ao/ xSy, (Cuy, + Ewyy)uy +
+ Z / o, Tu’+ Z / a5 (Syuz)?, (5,5 = 1.2, et i # {)1.29)

Estimons maintenant les quatres premiers termes du membre droit
de (4.29) a l'aide de 'inégalité de Cauchy avec ¢ :

4byagd; / az Syt 1y

< dbyaedd / az3(Jyu)? + bod3ag / ox.ul, (4.30)
s Qs

100y [ .2y (Eur, + Euy,).Qyu,
Qs

< dag / 2 Sy (€, + Eus,))? +

+=bgaod’ / oz’ (Syu.)?, (4.31)

2ag / .z Sy (e, + Ury)-Syy
Qs
< 2/ z3 (Sy(u¢,+u¢2))2
ap 8 3 2
+Eb0dl az” (Syuz)”, (4.32)

200 [ oSy (ur + usy)
Qs
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R

< ag |z (Suy(Cur, + Euyy))’
Qs

+aghod? / a:r:.uz. (4.33)
En combinan* les inégalités (5.6)-(5.10), on obtient
2 2
bgaodiz / Pu’ (T + ) / oz (Syu)*(T})
i i=1 Y Qsj
+§:[

azu® (T;) + 2bpaod’ / az’u?

Q3J s
da Ty dy Ty T2 R
/ / / u? |pmo +2 / / (adySyuz)” |o=d,
s s 82
S ( 4 (lobgd3 + 20;31)0(1?) Q ( yux)2

2 2
Z / o, 23 (Syue) 2+ Z / agzu?, (i, = 1.2, et i # 5) (4.34)
i=1 V9 i=1 JQs

En utilisant les conditions (4.8), (4.9) et en négligeant le premier les trois
derniers termes du membre gauche de (4.34), il vient

g/@jz’:’ T)+Z/

Q*’_y

Sc{ uwwm+/xﬁyud=m&u¢ﬁ.(um
Qs s

Qg 4

En appliquant & (4.35) le lemme de Gronwall forme 2, on obtient

1
C = — (fl—]:agb2d3 + (lgbzdS + bl + b2)

2

2
Z ”‘/5”(71")“21,2@3,-) + Z [|2%/2Syua(T5) ”L?(Qs <0, (1,j=12,eti#j).
. - (4.36)
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L’inégalité (4.36) implique que w = 0, p.p dans Q,.
Puisque s est indépendant du choix de 'origine, on peut alors procéder
de la méme fagon un nombre fini de fois on démontrer que w = 0 p.p dans

Q.
Soit W = (w,wq,w;) € R(L)* tel que :

2
(Lu, w)r2g)+ Z (biu, wi)y, = 0Yu € D(L), (4.37)

i=1
Si I'en particulier, on considére u € Dg (L), alors (4.37) devient
(Lu, w)12(q) = 0.Vu € Dy (L).
D’ou & partir dc la proposition 4.2,on deduit que w = 0, p.p dans Q.

L'inégalité (4.37) devient alors

2
(K,-u, w.-)v,,i =0.
i=1

Comme les images des opérateurs traces £, et ¢; sont indépendants et
densent respectivement dans les espaces de Hilbert H;et Hy, alors w; =0 et

wy = 0. Et parconséquent W = 0. On a donc démontré le théoréme suivant :
Théoréme :

Pour toute fonction F' = (f,¢,,p,) € H = Hg x Hy X H,, il existe

une solution unique u = L7'F du probléme (4.1)-(4.7), vérifiant
I'estimation a priori

Nullgp < cliLully,

ol c est une constante indépendante de la solution u .(J
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Conclusion.

Cette thése est destinée a 'étude de ’existence, 'unicité et la dépendence
continue de la solution forte par

rapport aux données de quelques problémes mixtes aux dérivées partielles,
avec conditons intégrales.

Lors de I'étude de ces problémes, il apparait que les difficultés rencontrées
sont principalement d aux

singularités des ceofficients, d’ow la difficulté du choix des multiplicateurs
pour établir I'inégalité de I'énergie,

ainsi que la densité de I'ensemble des images des opérateurs engendrés
par les problémes considérés.

On remaque qu’une fois quand on peut choisir le multiplicateur utilisé
pour établir I'inégalité de I'énergie,

on peut toujours démontrer la densité de ’ensemble des images des oéra-
teurs engendrés par les problémes considérés.

Il reste quelques questions ouvertes :

Il scrait trés utile de pouvoir passer aux cas non homogeéne du probléme
analogue au probléme du chapitre 4.

Il serait trés intéressant d’utiliser la méme méthode pour obtenir des
résultats pour le méme type des conditions

utilisées dans cette thése pour des équations semi-lincaires, quasi-lineaires
et non lineaires.
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Abstract

The goal of this thesis is to investigate the existence and uniqueness of
the solution of some mixed problems with integrals conditions for:

A singular hyperbolic equation, in one —dimensional structure

A singular plurithyperbolic equation , in one —~dimensional structure

A pluriparabolic equation with difterent singul:rity in

two —dimensional structure.

The conditions are classical-integrals.

The proofs are based on some priory estimate and on the density of the

operators range generated by considered problems.



Résume’

Le but de cette thése est d’étudier I’existence et I’unicité de la solution
forte de quelques problémes mixtes aux limites ,avec conditions
intégrales pour :

Une équation hyperboliques , singuliére dans une structure
unidimensionnelle.

Une équation pluri-hyperbolique singuliere dans une structure
unidimensionnelle .

Une équation pluri-parabolique avec deux singularités différentes dans
une structure bi-dimensionnelle .

Les conditions sont classiques —intégrales ;

l.es démonstrations sont basées sur des estimations a priori et sur la

densit€ des images des opérateurs engendrés par les problémes
considérés.





