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Notations

Dans cette these on utilise les notations suivantes :

e Pour [ € R, et © = 1.2, on désigne par

Li(R) = {f; Il = [ @100 < oo} ,

(respectivement par

B®) = { £ll71s; = ([ 1ol a0 < |

I'espace L' & poids [ (respectivement l'espace L' homogene & poids 1) Ou
() = (1+ >)¥2, i=1.2.
e Pour £, ¢ € R on désigne par
Hy(R) = {f € S'(R); (v)(D,)"f € L*(R)},
(respectivement par
Hf(R) = {f € S'R); [o|'|Du[*f € L*(R)} .

I'espace de Sobolev & poids ¢ (respectivement ’espace de Sobolev homogene
a poids /), muni de la norme

1F s = 1) (Do) fllz2 = (D) (0} fl 2,
(respectivement muni de la norme

11l = Wol1Du[* fllz = [1Dof*[0]' fl 2-)



e/ log L est I'espace défini par

Lo L(R) = { £ fllsesz. = [ 1£(0)|log(1 + (0} v < +o0}.

e On désigne par S l'espace de Schwartz.
-Op(8™) désigne I'ensemble des opérateurs pseudo-différentiels sur S.
-S8™ est 'espace des symboles d’ordre m associe a Op(S™).
-On pose en outre S~ = (8™, §* = JS™.
-On note par 'OV D l'opérateur pseudo-différentiel.
-O4[p] désigne I'intégrale oscillante associe au symbolp(&, z).
e Pour s > 1, G*(R") est I'espace des fonctions de Gevrey avec indice s.
Cet espace contient les deux espaces suivants :
-G'(R™) I'espace des fonctions analytiques usuelles.
-Pour 0 < s < 1, G*(R") est 'espace des fonctions ultra-analytiques.

e Dans tout le document on note %dg par de.
™






Introduction

L’équation de Boltzmann (1872) est une équation intégro-différentielle de
la théorie cinétique qui décrit I’évolution d'un gaz peu dense. Elle modélise les
collisions entre deux particules dans des gaz raréfiés. Il s’agit d’une équation
probabiliste d’évolution non linéaire décrivant 1'état d’un systeme bénaire
dans l'espace des phases (des positions x € R"™ et des vitesses v € R"). La
quantité positive f = f(t,z,v) représente, pour un temps t > 0, la densité
de propbabilité de trouver les particules dans 1’élément dxdv centré en (z,v).
Pour déduire cette équation, on considere que les particules ont un mou-
vement de translation rectiligne et uniforme jusqu’au moment ou chacune
d’elles est brutalement déviée du fait d’une collision élastique avec une autre
particule du gaz . On obtient

Of+v-Vof =Q(f, ),

ou Q(f, f) est Popérateur de collision, qui décrit la variation de la densité
due aux intéractions et collisions qui agit uniquement sur la variable v.

A partir de la fonction de densité de particules f(¢, z,v) on peut définir les
quantités macroscopiques intéressentes dans les considérations de la mécanique
des fluides. 1l s’agit de la densité locale o = o(t,x), de la wvitesse locale
u=u(t,x), et de la température locale T = T(t,x) définies par :

0= f(t,x,v)dv (masse),
Ry

ou = / vf(t,z,v)dv (moment d’ordre 1,)
Ry

olul> + nTo = / V2 f(t,x,v)dv (Uenergie),

R%
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ou n est la dimension de I’espace R? (voir par exemple [15]).

L’équation de Boltzmann, a attiré ’attention, dépuis dixaines d’années,
de nombreux chercheurs. La singularité du noyau rend de cette équation,
malgré sa simplicité, un probleme ouvert tres important et d’actualité.
Concernant 1’étude mathématiques de cette équation, la premiere solution
analytique complete a été obtenue dans le cas des interactions de type “spheres
dures” par S. Ukai dans les années 1970, mais seulement pour des solutions
proches de I'équilibre. La plus grande avancée reste la théorie des solutions
renormalisées de R. DiPerna et P.-L. Lions qui fournit I'existence des solu-
tions, meéme loin de I'équilibre. Leur régularité et unicité reste un probleme
ouvert tres important. Donc, la premiere étude mathématique des propriétés
de régularité de 'opérateur @ a été effectuée par P.-L. Lions en 1994. Lorsque
le noyau @ est régulier (dans le sens de troncature de Grad), la partie posi-
tive Q1 de cet opérateur envoie I'espace L? des fonctions de carré intégrable
dans 'espace de Sobolev H' (ce résultat est vrai localement et en dimen-
sion 3 d’espace). La démonstration originale, basée sur les propriétées des
opérateurs de Fourier intégraux, a ensuite été simplifié par B. Wennberg, qui
a proposé une démonstration en utilisant la transformée de Radon, puis par
F. Bouchut et L. Desvilletes, en 1998. Dans ce dernier travail, on s’est apercu
que QT se comportait bien vis-a-vis de la transformée de Fourier (notée F) :
les opérateurs F(QT) et F(Q~) ont une forme (relativement) simple. Ceci
permet d’obtenir une version optimisée des résultats de P.-L. Lions. Les liens
entre () et la transformée de Fourier avaient été explorés (en particulier dans
le but d’obtenir des solutions explicites) par A. Bobylev dés les années 70.
Vers le milieu des années 90, Desvillettes s’est intéressé aux propriétés de
régularité de @ lorsque cet opérateur est singulier (sans troncature angu-
laire de Grad). En effet cette forme de 'opérateur correspond a la situation
réaliste dans laquelle les potentiels d’interaction entre les molécules se com-
portent a I'infini comme des puissances négatives de la distance. L’aspect de
lopérateur ne permettait pas d’extraire la partie positive Q.

En 1995, Desvillettes a réussi & montrer que Q% envoie L? dans C°° dans
un cas particulier ( pour des fonctions a symétrie radiale et pour une sec-
tion efficace particulierement simple). Le cas général demande de nombreuses
améliorations de la méthode de la démonstration, qui ont été apportées pro-
gressivement par R. Alexandre, C. Villani, Wennberg et Desvillettes. Ensuite
L. Boudin et Desvillettes ont obtenu la propagation de la régularité et des
singularités de ’équation de Boltzmann comme conséquence de 'étude de



I'interaction entre les variables d’espace x et celles de vitesse v. Une propriété
essentielle de 1’équation de Boltzmann (et des autres équations cinétiques a
noyau de collision) est leur dissipativité.

Autour des années 2000, ’étude de la régularité due aux collisions, grace
a la production d’entropie, a été developpée par Alexandre, Lions, Villani
et d’autres. Quelques formulations élégantes ont été obtenues dans le travail
d’Alexandre-Desvillettes-Villani-Wennberg et un probleme homogene a été
résolu de maniere satisfaisante.

Dés I'année 2008, dans une série de travaux collaboratifs, Alexandre, Y.
Morimoto, C.-J. Xu, S. Ukai et T. Yang, en utilisant I’anlyse de Fourier, nous
ont fournis par des résultats qui optimisent un résultat da a Desvillettes,
dans le cas d'une section efficace sans troncature angulaire mais pour des
problemes linéaires.

Dans cette approche, on va aborder dans notre travail plusieurs problemes
pour un modele simplifié qui est [’équation de Kac homogéne sans troncature
angulaire avec une condition minimale sur la donnée initiale et une singula-
rité trés forte. Aprés avoir donner un bref rappel sur les espaces et ’analyse
utilisée dans le premier chapitre. Notre contribution, s’est résumée et répartie
en cinqg chapitres essentiels :

Le second chapitre est dédie a 1’étude de I'existence et 'unicité de la so-
lution faible. On donne {egalement quelques résultats concernant I’analyse
de Fourier pour l'opérateur de collision de Kac et 'opérateur de collision de
Boltzmann radialement symétrique.

Le troisieme chapitre est destiné a 1’étude de la production des moments
d’ordre infini dans L' et dans L2.

Dans le quatrieme chapitre, on aborde 1’étude concernant 'effet de régularisation
au sens de Sobolev et celle de Gevrey avec un poids d’ordre un.

Le cinquieme chapitre est réservé a I’étude de 'effet de régularisation au
sens de Sobolev avec poids d’ordre infini, ou on donne un résultat plus précis
et plus général que celui de la réference [47].
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Dans le dernier chapitre, on montre 'effet de régularisation au sens de
Gevrey avec poids d’ordre infini. Ces deux derniers chapitres produisent la
généralisation des résultats obtenus dans le quatrieme chapitre.

Dans le but d’établir ces résultats nous devons démontrer une estimation
a priori cible

1l < Cllfollzr, (0.0.1)
ou f la solution de I’équation, f, la donnée initiale et H un espace de Sobolev
se differe selon le résultat voulu a établir.

Nous appelons C' la constante cible.



Chapitre 1

Espaces de Sobolev et
Opérateurs Pseudo-différentiels

Dans ce chapitre sont présentés, sans détails, les principaux résultats
concernant les espaces de Sobolev. Ainsi qu'une approche a la théorie des
opérateurs pseudo-différentiels qui seront utilisés fréquement dans les démon-
strations.

1.1 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est définie pour les fonctions f € L'(R") par

FNO=FHO= [ et (cer).

n

On définit aussi, si f € L' la transformée de Fourier inverse par

f(2) = F(F©) (@) = (2m)" / FTEf(O)dE (x € RY).

Rn

Si f € L' N L? L'opérateur F est bejective dont l'inverse est F~!, et on a
Fl1=F.
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Transformée de Fourier dans L!'(R")

Nous rappelons d’abord les propriétés fondamentales de la transformée
de Fourier dans L*.
L’application F : L*(R™) — L>®(R") est continue. En effet on a

[Ffllzee < 1 fl1
Pour s = (s1, -+ ,s,) € N* et . = (21, ,x,) € R", nous posons
n n
sl =D s lal? =) |l
i=1 i=1

1 1
xrs = xil .. .l»sn’ 8; — 8;1 .. 8;27 D; = (zaxl)sl C. (;8@,”)5"

n

On note formelement par z;f la fonction z — z;f. Si f € L'(R") avec
z;f € LY(R™), alors d, f est bien définie, continue et bornée et on a

F(—iaif)(€) = 0. f(€), 110

Plus généralement, si z°f € L*(R"), alors 0¢ f est bien définie, continue et
bornée et on a

91 (&) = Fl(=ix)* F1(€),  10¢fll= < a* fllpr-
D’autre part, si f € L*(R") avec 0,,f € L'(R"), alors on a
F@0rl)€) =&1(©), lNef e <110nf
Plus généralement, si f € L*(R™) avec 95 f € L*(R™), alors on a
F@3)(€) = @) &), 1€ Fllnee <105 f s
si de plus (i€)*f € LY(R"), on a
0 f (x) = F((i)* (@), 105f Iz < 2m) ()" fllur-
On a en outre, pour tout (z,&) € (R")? et k > 0

e = (146 - Ae
= (AU A
(1 [€R) (T = A1+ [2P) (T = Ager™S (111)

Pl < llzif .

Lt

—iz.£
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(1+ €0z f(e) = / ([ = A, (i) f(x)da.

n

La transformée de Fourier est symétrique au sens suivant : soient f,g €
L' N L?(R™). Si on applique le théoréeme de Fubini & 'intégrale

| e,

on obtient la relation

ou

est le produit scalaire dans L2

Transformée de Fourier dans S et dans L2

Soit S(R™) 'espace de Schawrtz avec la semi norme

[ fllk.s = ls‘ug;(l +a)*|05 f(x)], VS, k € N™.

Théoréme 1.1.1 La transformée de Fourier est un isomorphisme de S(R™)

dans S(R™).

Dans S(R™), la transformée de Fourier posséde la proriété suivante
6|l2 = 2m) |||l 2 (I'égalité de Parseval-Plancherel).

e On rappelle que S(R") est dense dans L?(R™).
On a le théoréeme de Plancherel suivant :

Théoréme 1.1.2 Si f, f € L', on a f(z) = (27) "F f(x).

L’opérateur <2W)%nf peut étre prolongé de L* N L? en un opérateur unitaire
sur L?, son inverse est (2m)2 F.

C’est-a-dire il existe une transformation unique de L? dans L? qui coincide
avec la transformée de Fourier dans L* (L2, Cette transformation est un iso-
morphisme isométrique d’espace de Hibert. Dans ce cas on a donc la relation

suivante ||¢||r2 = ||@|| 12, Vo € LA(R™).
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La transformée de Fourier est un isomorphisme de ’espace des distributions
tempérées S'(R") dans S’ (R™).

1.2 Définition et proriétés élémentaires des
espaces de Sobolev

Définition des espaces de Sobolev

Définition 1.2.1 Soit s € R. L’espace de Sobolev H*(R™) est :
(R = {f € S®): [ e L (RY): (L+ )] € @Y},
muni de la norme )
1F Il = 11+ 1122 f ] 2.

L’espace de Sobolev homogéne H*(R™) est I’ensemble :

R = {f € SRY; [ € L (R"); [€1'] € L*(R™) ],

muni de la norme

11 = IEFS Nz

On remarque que la transformée de Fourier est un isomorphisme de H*(R)
dans L*(R; (1 + [£]*)%d€). et que H*(R) est un espace de Hilbert muni du
produit scalaire.

(o) = [ (14 JgP)aide.

Proposition 1.2.2 Quel que soit s € R S(R) est dense dans H*.

Propriétés élémentaires des espaces de Sobolev

On donne ici quelques propriétés élémentaires des espacesAZ deSobolevdéduitesimmédiat
e ! C H® pour tout s < —n/2.

o Sis; <9, 5= (1—1t)s;+1tse, t€]0,1] et u e H*, alors I'inégalité

me < JJull s

]
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Cette inégalité se déduit de I'inégalité de Holder ([13]).
e On a aussi l'inégalité d’interpolation

__t
e < ellullzes + e [lull3

I
Cette derniere inégalité implique le théoreme de Rellich

Théoreme 1.2.3 Soit K un sous-ensemble compact de R™. On pose
Hy ={f € H*; suppf C K}

Si ' < s, Uinjection de H3. dans H3. est linéaire et compacte.

1.3 Calcul Pseudo-différentiel

1.3.1 Définition des opérateurs pseudo-différentiels

Nous rappelons quelques relations élémentaires de la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels. Nous en renvoyons les détails a [40, 16, 17, 41, 57, 59,
61, 52]. Considérons l'opérateur différentiel,

P(z,D) =Y a.(x)D;.

[s|<m

les coefficients as sont de classe C*°(R™), alors pour tout u € S(R™) on a

P, D,)ux) = (27) " / ¢ P, )i(€)de,

Rn

ou

P(z,) =) a,(x)¢".

|s|<m

On prolonge cette formule pour des fonctions plus générales P(x,&).

Définition 1.3.1 Soit m € R. On désigne par 8™ l’ensemble des fonctions
a € C™(R?*") telles que pour tous s, 3 € N", il existe une constante Cs 5 > 0
telle que :

0¢00a(x,€)| < Csp(1+ [¢])™ %, Va, & € R™ (1.3.1)

S™ est dit l'espace des symboles d’ordre m. On pose en outre S™° = (8™, S =

Jsm.
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Il est clair que :

a €S = 8585(1(1’,5) eS"

et
a€8™ be 8™ = abc 8™,

Théoreme 1.3.2 Sia € S™ etu e S, alors

o, Dy)ula) = (2) " [ e Sala, a6
définit une fonction a(x, D,)u € S.
Les commutations |a(x, D,), D;], et [a(x, D), x;] sont données par :

la(z, D), D;] = i(0y,a) (v, D), la(z, Dy), x| = —i(0¢;a)(w, D).

On appelle a(z, D,) un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m, on le
note par a(z, D,) € Op(S™), ou Op(S™) désigne 'ensemble les opérateurs
pseudo-différentiels d’ordre m sur S.

Si on remplace @ par sa définition dans (1.3.2), on obtient que le noyau
de Schwartz de a(z, D)

K(x,z —y)=(27)™" /n @V (2, €)dE, (1.3.2)

est donné par
a(z, Dy)u(r) = [ K(z,x —y)u(y)dy.
Rn
Le noyau de Schwartz K (z,r — y) existe comme une intégrale oscillante. On
peut l'interpréter comme
(2m)"a(x,x — y), ou a est la transformée de Fourier de a(x, &) par rapport
a la variable £. Par la formule inverse de Fourier on a

a(x, g) = K(ZL‘, T — y)e—iyfdy’
R7
Remarque 1.3.3 Ici, la transformée de Fourier et la formule inverse sont
dans ’espace des distributions tempérées S'. Le théoréeme du noyau de Schwartz
dans 8'(R*"), définit une application continue de S(R*") dans S'(R*"). Mais,
pour la classe des symboles a € S(R*™), on a une application continue de
S(R*™) dans S(R*").
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1.3.2 Algebre des opérateurs Pseudo-différentiels

On étudie d’abord I'adjoint de a(x, D,) par rapport au produit scalaire

(u, v) = /R u(z)o(e)ds.

On définit opérateur pseudo-différentiel eP=-P¢ dans S par

- 1
E

On définit 'adjoint a*(x, D,) par
(a(x, Dy)u,v) = (u,a*(z, Dy)v), Yu,ve S(R™).

Théoréme 1.3.4 Sia € 8™, alors a*(x, D,) est aussi un opérateur pseudo-
différentiel dont le symbole a*(x,§) est donné par
a*(z,€) = e Pea(z,€) € S™,

et pour tout k € N |

(€)= Y %agp;a@,g) e smH (1.3.3)

ls|<k

On vertu du théorme 1.3.4, a(x, D,) peut étre prolongé a une application
continue de &’ dans &', comme étant 'adjoint de a*(z, D, ). Pour la relation
(1.3.3), on dit aussi que a*(z,D,) a un développement asymptotique. On
écrit .

a'(z,) ~ Y gagD;;a(:c,g). (1.3.4)

|s|>0

Maintenant, on va considérer la composition des opérateurs.

Théoreme 1.3.5 Sia; € 8™ et ay € 8™ comme opérateur dans S ou dans
S’ (distributions tempérées)

a1(z, Dy)as(x, Dy) = bz, d);  d(-) = Z 8<") dy, .
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est un opérateur pseudo-différentiel avec symbole

b(l’, f) - a1a2<x7 g) = eiDy.Dnal (SU, 77)&2(197 €>|y=m,n=§ € 8m1+m27
aias est a considérer comme opérateur composé de aq et de ay. On a en outre
1 S S m mo—
b(x,€) = Y —(O¢ar)(x,€)(D3an)(x,€) € S™FmE, (1.3.5)
[s|<k
On peut écrire aussi
1
Zg Oiar)(x, &)(Dias)(x,€). (1.3.6)
Is
D’apres ce résultat on a le
Théoreme 1.3.6 Sia; € 8™, a, € S™2, alors
lai(x, Dy), as(x, D,)| = ay(x, Dy)as(x, D) — as(x, Dy)ay (z, D) = b(z, D)
est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre my + ms — 1 avec symbole
1
bz, &) ~ Sil(Gean) (@, €)(Dyaz)(x, €) — (G¢az)(w, ) (Diar) (2, &)  (1.3.7)
ls|
Ou s! = s!---5s,.
Généralement, on a :

Théoréme 1.3.7 Sia; € S°,i=1--- .k et F € C*°(CF), alors on a
F(ay, - ,a) € 8.

Définition 1.3.8 Poura € 8™, on dit que a(x, D,) est un opérateur pseudo-
différentiel elliptique d’ordre m, s’ils existent deux constantes ¢ > 0 et C' > 0
telles que

ja(z, &) = cl¢]™, VIE] = C.

Théoreme 1.3.9 Soit a(x,D,) € Op(S™) elliptique. Alors, il existe b €
S tel quel

ab(z,§) —1e€ S8 ™. et ba(x,§) —1€ 8.
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1.3.3 Continuité dans les espaces de Sobolev
Théoréme 1.3.10 Soit a € 8°. Alors a(x, D) est borné dans L*(R™).

Pour le démontrer on a besoin du lemme de Schur :

Lemme 1.3.11 Soit K € C°(R*"), on supose K satisfait a; s’il existe une
constante C' > 0 telle que

sup [ K wylde < C etsup [ |K(eyldy < €
x R

Y R

alors l'opérateur intgrale avec le noyau K défini par :

Ku(z) = . K(z,y)u(y)dy

est borné dans L?.

D’apres l'inégalité de Schwartz et le théoreme de Fubini on a
iKul = [ 1 [ K@il
Rr JRr
< [ ([ IE@luwPdy. [ 1K)
R™ Rn Rn
= [ ([ K@)l Py <

Théoréme 1.3.12 Soit a(x,§) une fonction mesurable, et n+ 1 fois conti-
nuement dérivable par rapport ax pour & firée quelquonque. S’il existe M > 0
telle que

supere Y [ 1(@20)(r.€)lds < M < v,
Rn

|s|<n+1

alors a(x, D,) est borné dans L* avec une norme < M.

En effet, on a
Flate. Dyuta)) ) = | Aln— i)

n

A(n, &) = (27T)_"/ e "Nz, €)dx.
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Par hypothese
(L+ )" Am, €] < M,

ce qui implique

[ aw-colim<ar, [ Jam-eoli <

R?’L
Lemme 1.3.11 implique que
17 (a(z, Dyu()) ()22 < M|fil| e,
ce qui acheve la démonstration.

Théoréme 1.3.13 Soit a € S™. Alors a(x, D) est un opérateur continu de
H® dans H*=™ pour tout s. Si, de plus, a(x, D) est elliptique d’ordre m, alors
a(x,D): H*(R") — H*"™(R"), est un isomorphisme.

Posons A% = (1+]D,|?)*/?. Cette continuité signifie qu'il existe une constante
c > 0 telle que

la(z, D)ul|gs=m < Cllul

g Vu € S(R™).

Or a(z, D)u € H*"™(R") équivaut a A5 ™a(z, D)A,*ASu € L*(R").
En posant a(z, D) = A3 ™a(x, D)A*, on a a(z, D) € 8° et d’apres 1.3.10,
on a

la(z, DYollze < Cllvllze, Vo € S(R),

et u € H® est équivalent & ASu € L% On achéve la démonstration par la
densité de S(R) dans L?. Si a(x, D) est elliptique d’ordre m, on a

pgs+m < Clla(z, D)ul

]

1.4 Partition de 'unité

Dans le but d’améliorer la constante cible de I'estimation a priori et opti-
miser la condition sur la donnée initiale, on a besion de la combinaison de la
décomposition de Littlewood-Paley et de la partition de I'unité par rapport
a la variable v.

Dans ce but, on donne un petit rappel de décompositions considérées, et de
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leurs combinaisons :
Dans ce sous-paragraphe on représente des propriétés des fonctions dont la
transformée de Fourier est supportée dans la boule

Co=B(0,K)={(ecR:|{|<K}: K>1(K =2 par exemple),
ou dans la couronne
Cr={¢eR: K"2"<|¢|<K2""'}:keN

1- Décomposition dyadique de 1’unité
On considere la décomposition dyadique. Pour k£ € N on pose :
Cy et (), définis ci-dessus.

Alors, (Ck)ren est un recouvrement de R.

Lemme 1.4.1 Il existe 0 < 1y, 0 < ¢ € C°(R) tels que supp 1y C Cy, suppp C
Ci, etVE € R, 3007 on(§) = 1.

Pour la constructions de cette famille des fonctions on se renvoie a ([16, 53, 54]
par exemple). Alors on associe a (¢(¢))x une famille des opérateurs pseudo-
differentiels, notée (¢x(D,))r qu'on définit par :

Yi(Dy)u(v) = F~H (1 (€)t).

On a la définition suivante.

Définition 1.4.2 Pour tout f € S'(R), on définit sa décomposition de Littelewood-
Paley (dyadique) f = o fe : k € N. Il est evident que f, € S'(R)Vf €
S'(R) et supp fr, C Cy.

Théoréme 1.4.3 Pour tout f € S'(R) et tout s > 0, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i)-f € H'(R),

(i5)-f = > peo Jr; supp fx C Ci, Jeg > 05 27| fill 2 < cp 2 Doy ¢ < 00

(ii1)-f = > peo fi; supp fx C 2°B3cy, > 028 fill 2 < et ¢ € 2

()-f =3 oo fri fe €CPVs € Ny eg s > 0 [|D5 fillpe < s o Crs € 2
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Proposition 1.4.4 Pour tout f € S'(R), ou f € S(R), on a les propriétés
sutvantes :

G-ZZO:O ¢i <1<2 E;ozo ¢%

b-f = ZZO:() Tk

oo fillez <A fllee < V23002 (1 fell e

d-Vfr = 2" fi, k> 1

e[V fiell = 2%[[ full K > 1

Fllfllze = 2 k0,00 1 foll 22

G = I+ IEPY 2 AT ~ Yogen (1 + 225) L full7

W12 = NEPFIZ: = 2oea (2 +2725) 1 full 22 — I foll72, Vs € R.

Les inégalités de Bernstein

Lemme 1.4.5 Soient :

B0,R) ={{ e R [¢| < R}, et C={& R <[ <2R},R> L.

Pour 1 <a <b < +o00, il existe une constante C' = C(a,b, R) > 0, telle que
pour tout R > 0 :

1-Si f € L“(R),suppf C B(0, R), alors pour tout k € N, on a

s n(a—1—p-1
sup [ D*flls < G R e (1.4.1)

2-Si f € L“(R),suppf C B(0, R), alors pour tout k € N, on a
C IR fllpe < sup||D? fllze < CHFRE||f|l o (1.4.2)
s=k

En particulier, si f € H*(R), supp f C B(0, R), alors pour tout 0 < t < s

£ e < CRT| f e

Pour plus de détails, voir par exemple [16, 2, 53, 54, 50, 55, 51, 56].
2- Partition de 'unité par rapport a la variable v
Pour ¢a, on pose :

Co = {veR: | <2:},
C; = {veR: 27 <] <2 j > 1},

De méme, il existe ¢g > 0,¢ € Ci°(R) telles que supp ¢y C Cp, supp ¢ C
Cr, 22520 05(v) = 1.

Remarque : ¢;(v) € C® (respectivement ¢ (£)) forment un recouvrement
localment fini de R".
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Proposition 1.4.6 Pour tout f € L*(R), on a les propriétés suivantes :
a3 er [0 flI72 < fI72 < 23507 105 f 1172

bl flIze = ez 1 flZe

cllf N7 = jen( + 2215 f11 7

-\l FI7s ~ 3 jen 291195 f 122

Alors, la combinaison de la partition de I'unité et la décomposition dyadique

de I'unité donne :
Pour tout f € S'(R) on a f =377, fi; dans le sens de S'(R).

Proposition 1.4.7 Pour tous f € H;(R), (s,l) € R, en posant f; =
Yrd;f, on a les propriétés suivantes :

()N = Xoper 2ojen(l+ 2% (1 + 22) [k f |-
(i) s ™ Pohez Zgen 222 19500 |12
(1it)- Si pr; = Yrp;, on a :

Prj = Vr0; = Cpjr. = @y,

i.e. Vf € LI(R), i = 1.2 il existe ¢;, ¢y positives telles que :

crllpri fllne < llpjefllee < collprsfllzi

nous avons besion de la

Définition 1.4.8 (/39]) Pour p(&,x) on définit l'intégrale oscillante Ogp]
par

0p)i= 0.~ [ [ e )nde =ty [ [ =x (o, (o, )
(1.4.3)

ot m& = o, Tk Xe(2,§) = x(elz],€€]), 0 < e < 1, etx(x,8) €
S(R2%). Tel que x(0,0) = 1.

Démonstration. (de la Proposition 1.4.7) Pour (iii), on a
1 s
50 = Y (W) D)(@])(0) + Ry—a(v, D),
1<[s|<N

ou :

(65) () (V) = D (v), (1) (€) = O (€),
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7_N

Ry—s(v,€) = Ny Jiy 01 s, €)dron

Py ra(0.€) = Ou[(0F0r) (0565)].

ou, 70y" signiﬁe l’intégrale oscillante [40].

VieL(R): i=12,ona:

Ur¢if () = djnf () = (0v0;)(Oen) f(.) — Ra(v,€)f(.), olt en notant ¢; par
¢, ety par 1. D’aprés (1.1.1) on a

Rafw.6) = tim [ [ [ BT et o)+ ) (WOE + rndudyr

e—0 0

e—0

o [e8) e 1 1— 71 L
~ —ilim / / / el ) 0,0(0 + ) (0:06) (€ + 7).

e 9] oo 1 1 — ]
_ ilm /y O /n 0 / T (e 7(0,6) (6 + 1) (B0t (€ — 7).

e—0

e—0

— ilim / 0 / 0 / el (0,0 (0 — ) (D) (€ + ).

: -
i [ | e 0,600~ ) @rde €~ 7.

e—0

e—0

< lim / / el ) (@y8) (0 + 9)(@0) € + )y
y=0 Jn=0 T0

+lim / 0 / ~xe(:m) (B,0) o + ) (D) (€ — )y
Yy n=

e—0

e—0

+ lim/y 0/n X I(0y0) (0 — 9)(0) (€ + )y
" 1lfol/yo/n Xy ml(0,0) (0 = y)(B)(€ = m)ldndy
< [ @00+ 1)+ @0 - il »

/Ooo Tlo [(0)(€ + 7om) + (950 (€ — 7o)l

= T—Olcb(v) I

Donc

Vs f(0)] = |dju f (v)]-



Chapitre 2

Existence, Unicité de la
solution faible et Analyse de
’opérateur collisionel

2.1 Introduction de L’équation

Equation de Boltzmann homogene
On considere ’équation de Boltzmann suivante

B =Q(f ), veR3 t>0,
{ fa|flt:o = fo. (2.1.1)

ou f est la fonction inconnue. Elle représente la (probabilité) densité de
trouver des particules a 'instant ¢ > 0 avec une vitesse equivalente a v, donc
f(t,v) > 0. Le membre droit, dit opérateur de collision de Boltzmann; est
un opérateur bilinéaire qui agit seulement sur la variable v. Il est défini par

Qo)) = [ [ Bllo=ul o) (F6Dgl) = Fogbdod.. (212)

Physiquement, il représente le taux de variation de la densité f due aux in-
teractions et collisions des molécules. 3(|v — v, o) est une fonction donnée
qui dépend seulement de la loi d’interaction entre les particules.

Ce choix correspond au modele dit des spheres dures (les molécules sont alors
consiédérés comme des spheres en temps en collision de maniere parfaitement

21
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élastique).

On utilise une o-répresentation pour décrire les vitesses post- et pré-collisionnelles,
’ .

v,v, ie o€ S

(2.1.3)

v, _ [u—vslo

I vtv [v—v«|o 3
U= T*+T,UER,
2 2 ’:

A
v, =

ou

v = 4 Ry(Y5), wveR?
vi — vt Rg(v—v*).

2 2

La fonction positive f(z,0) est dite section efficace (cross-section) et qui
dépend seulement de z et de <é, o) .

Section efficace (Cross section)

En général, la collision § ne peut pas étre représentée explicitement. Il est
possible (presque partout) de calculer explicitement la section efficace quand
la force interparticule est proportionnelle a r=% (avec r notant la distance
interparticules et s > 2). Dans ce cas (en dimension 3), 8 peut étre supposée
de la forme.

B(lv — vy, cos0) = O(|v — v,])b(cos d),
cos(f) = (=2 ,0) ,0<60 <7/2

fo—vs]”
B(|v —v.]) = |[v — v.| 1 ; (sin )" 2b(cos ) ~ KO~122 quand, § — 0,
(or, (sin 0)"2b(cos ) ~ KO~ (logf~1)™, m > 0); quand, § — 0,

(2.1.4)
avec()<azs%1<1et
0<a= ﬁ <1,
cos(f) = a0
avec ( une fonction réguliere a I'exception au point 1 (6 = 0) et
(sin §)"2b(cos ) ~ KO~ '** quand,§ — 0 (2.1.5)

Comme —1 — 2s < —1 la singularité dans la variables d’angle 6 est toujours
non intégrable. A cause des difficultés occasionnées par cette singularité,
Grad [34] a proposé d’introduire un angle (cutoff) prés de 6 = 0. 11 signifie
qu’on remplace [ par un nouveau (cross section)

B(jv —v,],cos0) = v — v*|z—;?:'yl~)(cos 0),



2.1 Introduction de L’équation 23

avec 3 intégrable, ou au moins 6 — (sin 8)" 2b(cos ) est intégrable au voisi-
nage de 6 = 0.

Dans la suite, on signifie par section evec troncature angulaire (cutoff cross
section, or cutoff potentials) quand J est localement intégrable, et par section
sans troncature angulaire (non cutoff cross section, or non-cutoff potentials)
quand [ a une singularité comme dans (2.1.5).

On note que la décomposition de Q = Q — Q~, avec

+ = v —v,|,0)f(v))g(v)dodv,, 1.
Q@ (r.9) = [ [ Bllo=vl.o)s(w)g)dod (2.1.6)

@ (1) = [ [ Bv-vlo@g)dode, @17

se tient seulement quand S est intégrable.

On a les terminologies suivantes :

-Potentiels durs (Hard potentials) quand 5 — oo lorsque sa premiére variable
tend vers l'infini.

-Potentiels mous (soft potentials ) quand § — 0 lorsque sa premiere variable
tend vers 'infini.

-Molécules de Maxwell quand [ ne dépend pas de premiere variable i.e. cor-
respond a s = 5,i.e.y = 0.

Propriétés élémentaires du noyau de Boltzmann
Dans la suite, on va utiliser ce qui dit pré-, post-collisionnel changemant
de variables changement des variables (v,v,,0) — (v',v},0), et aussi le
changement des variables (v,v,,0) — (v, v,0), Ce qui assure que pour
toute fonction f(v,v.,v',v.,0) on a (formellement) :

P

/ f(v,v*,v',v;,e)dv*dadv:/ f(' v, 0,0, 0)dv*dodv
R? Js? R J§2

/ f(v,v*,H)dv*dcrdv:/ f (v, v, 0)dv,dodv
R? Js? R2 Js?

Comme conséquence de ces deux formules, la formulation faible de I'opérateur
de collision de Boltzmann est :

[atraewa = [ [ s0rea)et)dodnd
= /R2 g BOY{f g} p(v)dodv.dv.
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Alors,
o~ [U.gewio= [ [ 5015910 - o)} dvdods
— %/RQ /S2 B0)f* g {e() + o(v.) — o(v) — p(v.)} dv.dody
=2 [ [ 500 - 7o) (o) - w0} (218)
R2 Js2

On remplace p(v) = 1, v;, @ dans la premiere formule de (2.1.8). On obtient :
la conservation de la masse, du moment, et de I’énergie.
La conservation de la masse :

/Rf(t,v)dv:/Rfo(v)dv, vt > 0, (2.1.9)

La conservation de 1’énergie :

/Rf@,v)\vﬁdv:/Rfo(v)\vﬁdv, Vit >0, (2.1.10)

et I'inégalité de 'entropie :

/ f(t,v)log f(t,v)dv < / fo(v)log fo(v)dv, ¥t >0, (2.1.11)

Dans notre travail on s’intéresse a un modele simplifié qui est I’équation
de Kac homogene dans le cas de maxwell avec une condition minimale sur la
donnée initiale et une singularité tres forte (a ’exception du celle du chapitre
quatre).

Equation de Kac homogene (cas de maxwell)

o — K(f,f)(t,v), t>0,v€ER,
{ .]?|t:0 = fo(v) (2.1.12)

Le membre droit de (2.1.12) est donné par l'opérateur quadratique collision-
nel de Kac.

K(f.g) = / / " B0) {F(o)g() — F(v.)g) dbdv,
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ol
v/ =wv cosf — v, sinf, v, =wvsinf+ v, cosé. (2.1.13)

On rapelle que le modele original de 'équation de Kac est utilisé pour la
déscription d’un gaz homogene en dimension 3 dont la densité f(t,v) est
radialement symétrique. On conserve pour ce modele les mémes terminolgies
sur la section efficace qu’on a adaptées pour 1’équation de Boltzmann. On
suppose que

B(0) = K|sing| 7% K>0, —71<0< 7,0<let0<s<1. (21.14)

ou,
B(0) =~ K0 *(log |0~ )™|, m > 0); quand, # — 0. (2.1.15)
Alors
w/2
B(0)dh = +oo,
—7/2
et
w/2
B(0)10|df = Cs < 400, 0<s<1/2,
‘7’://22 (2.1.16)
B(0)6?dI = Cy < 400, 0<s<1.
—7/2

On suppose que la donnée initiale fo = 0 satisfait seulement la limite de la
masse

Jo >0, /fo(v)dv < +o00. (2.1.17)
R

Remarque 2.1.1 1-D’apres (2.1.13) on a

v = cos(0/2)(veos(8/2) — v, sin(0/2)) — sin(6/2) (v, cos(0/2) 4+ vsin(6/2)),
v, = cos(6/2)(v.cos(0/2) + vsin(0/2)) + sin(6/2) (v cos(8/2) — v, sin(0/2)).

Posons
U =wcos(0/2) —v,sin(0/2) =v, T, =w,cos(0/2) +vsin(f/2) = v..
Done, dans tout le document, au lieu de (2.1.13), on considére :

vl =w cos(0/2) — v, sin(0/2), v, =wv sin(0/2) + v, cos(8/2). (2.1.18)
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2-Dans la premiere formule de la relation (2.1.8), on fait le changement de
variables

(v, v,0) — (U,v',—=0), donc U devient v, ce qui implique que ce dernier
changement de variables est équivalent au changement de variables (v',v)
(v,0"), et on aboutit a :

[ Kt = [ [ 6)rglet) - ete)dvdo.do
= = [ [ BO s et) = plo)dsav. o
= 5 L] ora-ale - (2119

qu’on va utiliser fréquement ultérieurement. De méme on a :

JREET (//ﬁ — g(w)lp() — ol(v.))dbdv.dv.
(2.1.20)

Rappellons que la masse, mais pas le moment, est conservée pour cet opérateur.
Rappel de définition d’une solution faible

Définition 2.1.2 Soit fy(v) = 0, une fonction définie en R, avec la masse,
Iénergie, et l'entropie finies. f(t,v) est dite solution faible du probleme de
Chauchy si elle satisfait les conditions suivantes :

1 — 0< f(t,v) € C(RT; D'(R)) N LY([0,T; Ly(R)),  f(0,0) = fo(v),

2 = [ o= [ At pour v) = 1P
3 — f(t,v) € Llog L(R),/Rf(t,v) log(f(t,v))dv < /Rfo log fo(v)dv, ¥t >0
4 /sz/J(t,v)alv—/]Rfolp(o,v)dv—/0 dt/RfﬁTz/J(T,v)dv

/ot /R K(f, [)v(r,v)dvdr.

¥ € CH(RT; C5°(R))).
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Ici, le membre droit de la derniere intégrale donnée ci-dessus est defini par

w/2
Koy = [ [ 30 10600 ~ fio)gh doav.
RJ—7/2
Donc, cette intégrale est bien définie pour toute fonction test :

€ L%([0, 0o W2*(R)).

2.2 Existence et Stabilité de la solution faible

2.2.1 Existence de la solution faible

Dans ce paragraphe, on prouve le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.1 Soit 0 < f, € L', et soit 3 la section efficace satisfait | ’hy-
pothese (2.1.14) ou l'hypothése (2.1.15). Alors, il existe une solution faible
non négative f € L>=([0, 00[s; L' (R,)) pour le probléeme (2.1.12)-(2.1.14) pour
toute ¢ € LP(R). On a la conservation de la masse, de l’énergie, mais le mo-
ment se varie, et [’entropie est décroissante.

Rappelons des résultats sur 'existence des solutions faibles. Pour 1’équation
de Boltzmann, sachant que I’étude des propriétés mathématiques a été, en
premier temps, faite dans le cas avec troncature angulaire de Grad (plus abor-
dable car le noyau est régulier). Si la condition initiale a une masse et une
énergie finies, il y a existence et unicité de la solution. Si de plus I’entropie est
finie ces solutions convergent vers I’équilibre (solutions Gaussiennes), (voir
les travaux de Carlemann [14], Povzner [49]). Il y a eu par la suite de nom-
breux travaux dans le cas avec troncature angulaire ([9, 29, 20, 37, 65, 46]).

L’étude dans le cas sans troncature angulaire nécéssite d’autres méthodes
a cause de la singularité du noyau.

Arkeryd a montré 'existence des solutions faibles dans [11] respective-
ment dans [12] pour les potentiels mous respectivement pour les potentiels
durs. Villani [63] a, par la suite, montré I'existence des solutions faibles dans
des nombreux cas.



28 Existence, Unicité et Analyse de I'opérateur collisionel

En 2008-2009, dans une série collaborative, R.Alexandre, Y. Morimoto,
S.Ukai, C.-J. Xu et T. Yang [7, 8] ont montré I'existence locale, respective-
ment globale de la solution classique pour I'équation de Boltzmann linéaire
dans des espaces de Sobolev a poids en plus des hypotheses suplémentaires
trop lourdes que la solution et la donnée initiale doivent vérifier.

Notons que, pour I'équation de Kac homogene, L. Desvillettes [19] a
prouvé l'existence des solutions faibles du probleme de Cauchy en utilisant
la méthode de compacité avec temps limité 7' > 0 mais pour une fonction
test ¢ € W2*(R,). Ainsi C.Graham et S.Méléard dans [35], ont montré, en
utilisant des calculs stochastiques, 1'existence locale des solutions et qu’elles
vérifient :

sup / ft,0) (14 |v]* +log (14 f(t,v)))dv < +o0, (2.2.1)
t€[0,7] JR

Dans ce sous-paragraphe, nous démontrons le théoreme précédent en uti-
lisant la méthode de compacité avec temps limité T" > 0 pour toute fonction
test p € LP: 1 < p < oo.

On a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.2 Pour toute fonction test p € LP : 1 < p < oo, Il existe une
constante C'= C(B) > 0, et une suite C(n, ) qui converge vers 0 telles que
les estimations suivantes sont vérifiées

[K¥ (v, v.)] < C(B)lel| v,
K7 = K7](v, 0.)| < C(n, Bl o (2.2.2)

Démonstration. Tout d’abord nous rappelons quelques résultats :

Définition 2.2.3 On appelle suite régularisante toute suite (p,)n>1 de fonc-
tions telles que

1
0 < pn € C&(RY), Suppp, C B(0, ) / pn = 1.

Rn

[13] page 70.
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Théoréme 2.2.4 (voir Théoréme 1V.22 [15])
Pour tout ¢ € LP(RY); 1 < p < oo, on a

Pn ¥ @ — @ dans LP,
ou p, est une suite réqularisante.

Théoréme 2.2.5 (Théoréme IV.20 [13])
Soit f une fonction dans CF(RY), et g € Li. (RY), (k entier). Alors

fxgeCrRY) et D*(fxg) = (D" f xg).

En particulier si f € C*(RYN) g € L} (RN), alors f* g € C*(RY).
Théoréme 2.2.6 (Théoréme IV.9 [13])

Soit f, une suite des fonctions dans LP(RY), telles que ||fn — fllz» — 0.
Alors, il eziste une suite estraite f,, notée f, telle que :

(a) fn.(v) = f(v) p.p dans RY.

(b)|fn. ()] < h(v) p.p dans RN avec h € LP(RY).

Revenons a la preuve du Lemme.
Pour la premiére formule de (2.2.2), on considere la fonction ¢, = p, *x ¢ €
Cs°(R), en posant,

Kr = K% (v,v,) = ff lim K% (v,v,)
R2 R2 n—o0
= lim K7
n—oo
On note que
o= K (v, v,)
RQ

- %/R f*f/lwﬁ(e)(%(v’) — ¢n() + @a(v]) — @n(v.))dbdv.dv

= -1 f*f/I /0 Bve(d) + v, Sin(6’/2))cp;z(v + s(v' —v))dsdfdv.dv

2 Jeo

= Lo [ et - vy st -0, 29
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ouc(f) = 1—cos(6/2). On considere le changement de variables (v, v, V', v})
(vs, v, v, 0"), dans la derniere formule de K% (v,v,), on obtient

A

o= _71 y f*f/lﬁ/o B(ve() — v, sin(0/2))¢, (v + (v — v))dsdb

- % /R e /, /0 B(v.ec(8) 4 vsin(8/2)) @), (v, + s(v, —v,)).(2.2.4)

La somme de (2.2.3) et (2.2.4) donne
K= ! f*f/ / Be(B)vp, (v + s(v' —v))dsdb
2 Jre Ix Jo

+ _71 . f*f/h/o Be(0)v,.@ (v, + (v —v,))dsdh. (2.2.5)

De plus, si on prend le changement de variables
(v, 04,0, 0,0, 5) = (V,0,,v,0,,—0,1 — s) dans (2.2.11), il vient

K = [ £ PR
- /RZf Iz / / Blp(v) + lv.) — p(v)) — (u])]dsdd
- s L1 / / Be(B)d, (v + (1 — )/ — v))
by L [ ] s+ -6 -
N S W
2 R2 Ir JO

1 "x gl ! , , ;o
+ §/sz f/ITr/() BC(H)U*QOn(’l}*+3(U* U*)) (2-2.6)

Prenons en considération la formule (2.2.5) et le changement de variables
(v, v, 0", 0)) = (v, 0], v,v,) dans (2.2.6). On obtient

K, = /ff// B(O)c(0)0'5, (v + 50" — v))
wg [ / / B(0)c(0)0, (v + s(0], — v.))d8.
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On prend la somme de (2.2.5) et (2.2.6), il vient
1 ! :
o= 5 [t [ o - vew s - s
4 Jge I Jo
1 1
sy L[] s - vene+ st - vas
4 Jge I Jo
1 *
= Z/RQf f i Be(0) (0 (V') — 0n(v) + u(vy) — n(v4))d0(2.2.7)
Dongc, on aboutit a la relation utile

Ke(wo) = 7 [ Blol) = o) +oe) = o)l pp (228

qui est déduite de l'equivalence de I'équation (2.1.12) (voir Lemme IV.2
[13])et la suivante

]' AT ! / *
af =3 [ [ 85 - s, (2:2.9)

R JIx

ou )
G = Be(o)
On a
K*(0,0.)] < / B 1im |lgullze < Callgllr : 0<p < oo,
I7" n—oo

ou :

lim [l [[gee < Hm flpn|ze<[@]lr < [lzr, ou
n—o0 n—oo

IN

lim gl 22l 2, ou
n—oo

. 1 1
lim || pall@l[zr = =+ == 1.

IN

La premiere (respectivement les deux suivantes inégalités) s’obtiennent du
Théoreme IV.15,(respectivement de I'inégalité de Young)([13]).

Pour obtenir (2.2.2)(2 relation) on utilise la méme démonstration de (2.2.2)
(1 relation) en remplacant K (v, v,) par K¢ (v,v,) — K¢(v,v,). Dans la suite
on choisit p € L'(R) : i =1V 2.
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Démonstration du Théoreme 2.2.1. Par formulation variationnelle en
utilisant les changements de variables pré- et post-collisionnelles, on obtient

Ot/Rf(t,v)cp(v)dv:/RK“’(U,U*)f(t,v*)f(t,v)(v)dv, (2.2.10)
d’olt
/2
K#(v, v,) = % 3 /25(9) {o() + o)) —pv) —p(v.)}df.  (2.2.11)

On introduit pour tout n € N*, la suite de troncature

Bn = inf(B(0),n). (2.2.12)

Posons

/2
Ky (v,v,) = % Bu(0) {(v') + 9(v)) — @(v) — (v.)}db.  (2.2.13)

—7/2
Il est clair que si ¢ € L*(R), on a :
w/2
| 186) - 5,088 —c0 (22.14)
—7/2
Alors, on considere la solution unique non négative f,(¢,v) de 1’équation

classique de Kac
Ofn

2 (1,0) = Ko (o £2) (6.0, (22.15)
avec ’état initial fo.
(’existence et I'unicité de (2.2.15), sont établies dans I’Annexe).

Il est classique que

Ah@mwzéh@m<%, (2.2.16)

Grace au théoreme de Dunford-Pettis (Voir [13]) et estimation (2.2.16), on
peut extraire de (f,), une sous suite notée par (f,), convergente vers une
fonction f dans L>([0, oo;, L'(R)) faible™.

De plus pour tous g € L'([0, 00 et 1) € L ([0, 00 xRy),

/Oooq(t)/an(t,v)@Z)(t,v)dvdt—)/Oooq(t)/Rf(t,v)z/)(t,v)dvdt. (2.2.17)
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Notons pour tout ¢ € L?(R)

1 w/2
Ke(v,0) =7 /2

BO) {o(v) + p(v,) = p(v) = (v} db,  (2.2.18)

I1 est clair qu’en utilisant le changement de variables (v,v,) — (v',v]), puis
le changement de variables (v, vy, 0) — (v., v, —60) dans (2.2.15), on a :

gt fult,v)p(v)do = K?(v,v,) fu(t,0) fr(t, vi)dvdo. (2.2.19)
RQ

On suppose maintenant que ¢ € L?(R), Il est possible de passer a la limite
dans l'équation (2.2.19) en utilisant le lemme 2.2.2; on obtient I’équation
(2.1.12).

Supposons que ¢ € L*(R), et ¢ € L*([0,00[ v € R, on a

[ @ s - k2w u) £ adv
< [ [ 1wz = Ko\ oate)dv.d
[T IR - e oatoldo
et grice au Lemme 2.2.2, on a
|/ / (0,0) 5 — K#(0, v.) f*)q(t)dv.dt|
< CnBlalogoplieles [ fit o
/0 h /R KE(FH(E0) — f*(t0))q(t)| dusdt. (2.2.20)

Le premier terme de 1’équation (2.2.20) tend vers zéro d’aprés I'estimation
(2.2.16). Donc l'estimation (2.2.17) implique que l'inégalité (2.2.20) tend
aussi vers z€ro.

Finalement, on obtient pour tous ¢ € L'(R) : i =1V 2 et v € R, la conver-
gence dans L>([0, ool;) faible™ de

L7 (t,v) :/RKr‘f(v,v*)fn(t,v*)dv* (2.2.21)
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vers

L#(t,v) :/RK“"(U,U*)f(t,U*)dv*. (2.2.22)

Pour tout ¢ € L*(R)

0L = 10 | K fu(t, v.)du.]

Ry,

- | Kri(ﬁ(wvv*)fn(tvw)fn(tvv*)dwdv*|
R2
< Csleller,), Vv eR,

en remarquant que

w2
K¢(v,v,) = / B(0) {p(v") — @(v)} db. (2.2.23)

Donc

[ (v w)] = BO)I (vl w) — Ky (v, w)]db

DO | —
\
2
no

—7/2

= 5 aof [ Aerietw - etutas ap

CEHSOHLP t0<p<oo.

IN

O, on utilise les mémes techniques faites pour K% ci-dessus. Il est clair que

[Lat o)l < Cgl | fultsvn)do ][] 2wy

s g

< Gsllfllcallellze : 0 < p < oo, (2.2.24)

Donc, pour tout ¢ € L*(R) (et presque par tout (¢,v) € [0,T] x R), la suite
L#(.,v) est bornée dans W1°°([0, +T];). On utilise maintenant la convergence
faible de L£(.,v) vers L¥?(.,v) et le théoreme de Rellich [13]. Il est clair que
pour tout ¢ € LP(R,) et p.p (¢t,v) € [0,T]; x R, la suite L converge vers L¥.
Alors, pour tout ¢ € L*([0, 00[) et tout 0 < T' < oo tels que suppq C [0,T],
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on a .

|/ R2 (K (0, 0:) fo(E,0) fu(t, 02) — K (0, 0:) f(E,0) (2, vi)|dvidv)g(t)dt |
= \/ /L“" (t,v) fult,v) — LE(t,0) f(t,v)dv.dv]q(t)dt]
< oo (1 [ 182 = 200 0Dl

+ / ( / L4, 0) (fu — £) (. 0)du])g(0)d]. (2.2.25)

Donc, I'estimation (2.2.17), assure que le second membre de (2.2.25) tend vers
zero. On utilise le théoreme d’Egorov, 'estimation (2.2.25), I’équi-intégrabilité
de la suite (f,,), obtenue par (2.2.16) et la convergence (presque partout pour
v € R) de L¢(t,v) vers L?, de telle sorte qu’on obtient la convergence du
premier terme de (2.2.25) vers 0. On peut passer a la limite dans I’équation
(2.2.19). Pour obtenir la premiere partie du Théoreme 2.2.1.

Remarque : la condition fy, f € Llog L(R,), que Desvillettes dans [19] a
supposé que la solution et la donnée initiale doivent satisfaire, n’est pas
nécéssaire dans notre démonstration car 1’équi-intégrabilité est déduite de
la convergence uniforme (théoréeme de la convergence dominée) qui est est

assurée de de fo, f € L'(R,).

2.2.2 Stabilité de la solution faible

Le but de ce sous-paragraphe est de montrer la stabilité de la solution
faible pour I’équation de Kac homogene dans le cas des molécules Maxwellien
sans troncature angulaire dans 'espace L (]0, oo[; Llog L(R)NL}(R)); £ > 0
en utilisant le lemme de Gronwall.

Notons que cette stabilité a été prouvée pour ’équation de Boltzmann spa-
cialement homogene dans le cas des molécules de Maxwell avec troncature
angulaire (T.A), (resp S.T.A) on a celui de Arkeryd [9] dans L' avec poids,
(resp [10] dans L'). Dans [25], Desvillettes I’a montré dans I'espace W' avec
poids ¢ et [21] en utilisant une norme faible die a Toskani [60]. Un récent
travail de Fournier [31] montre, avec des outils de probabilité, que cette sta-
bilité est fournie dans le cas de (S.T.A) (without cut-off) pour les sections
cinétiques qui ne sont pas des molécules de type Maxwellien mais elles sont
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bornées et régulieres.
Un autre résultat a été prouvé par E.Gabetta [33] et par Toskani [60] pour
I’équation de Kac comme un cas particulier de I’équation de Boltzmann en
dimension 3 pour des vraies molécules Maxwelliennes.

On considere f; (respectivement f5) une solution du probleme de Cauchy
(2.1.12) avec la condition initiale f (respectivement fZ).

Théoreme 2.2.7 On suppose que le noyau de collision 3 satisfait I’hypothése
(2.1.14) ou Uhypotheése (2.1.15), et soit fi, fo € L*([0,T]; L' N Llog L(R))
deuz solutions de l’équation de Kac (2.1.12), on a les deuz estimations a
periort suivantes :

1fi = folly < e fo — fill (2.2.26)
et
11 = follnogr < €N fo = follLog L (2.2.27)

ot Co = e[| follpr+ S5l 1]s Cr = e[l follLiog 2+ f5 I L10g L], €t ¢ est indépendant
de /.

Tout d’abord on établit un lemme qu’on utilise d’'une fagon constante dans
ce document.

Lemme 2.2.8 On suppose que le noyau de collision 8 satisfait I’hypothese
(2.1.14), et N. > 0 assez-grand peut tendre vers +oo. Alors il existe une
constante 0 < C, < oo indépendant de N, telle que

N.[|8sin®(0/2) pr ==

Démonstration. Si N, est assez-grand, on subdivise I, en U Q° :
Q:{Ge[W:«9§90:N(H>},QC:{HEIW.9>90}.

) < Ch. (2.2.28)

)

_2
On choisit N = N,/~*, on a donc :

sur
—3—

5 )N, sin?(0/2) < N,*~ 7 <1. (2.2.29)

Sur Q¢ on peut falre le changement de variables 6 — Cio de tel sorte qu’on

peut appliquer cos(f) ~ 1 — %, et sin(f) ~ 6. On utilise le fait que :

©: 0 0(0) = [sin(0)|(1 — cos™ (8/2)) : N = NI
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=1 -1
atteint son maximun en [f,| & 2222 = aN)/ " ; NT=9 < [0,| < Z.

X VN
par consequent,

N.B(0)|sin®(0)]| sin~*(0,)|(1 — cos™ (6, /2)) < C.,, (2.2.30)

(9143

car, on a

Nli_r:aOo cos(0,) cos(By — 0,) =1,
cos(0.) = cos(fy) cos(b, — 0y) — sin(bp) sin(0, — by),
et
dng € N: VN > ng, 1 — cos(y) cos(0, — 0y) < 1+ € =sin(fy) sin(0, — 6y),
alors on obtient
1 —cos™(A,) = 1—(cos(by)cos(f, —by) —sin(fy) sin(f, — 6))™
< 1—(1—2sin(fy)sin(d, — 0))N <2NTINT (0 — N 1=5 ),

par suite,
mmmmu—mwwmmwg%%@ﬁiaﬂﬁza.
De telle sorte, on obtient
N [18502(0/2) 12525 < O
On pose g = (f1 — f2) > 0.

e Stabilité de la solution dans I’espace L;
Prenons o(t,v) = (v)lsigng comme fonction test. On applique la boucle

((2.2.3)-(2.2.7)), il vient

I = /R@t\fl — fo|(t, v)Y(t, v)dv = /[K<f17 f1) = K(f2, fo)le(v)dv

R

- i /R /: Bt i = F3 L)@ + &, — ¢ — ¢.)dbdv.dv

IN

i /R /_ Blftg + f97]120) v + () + (v,))dbdv.dv,
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En vertu de (2.2.28) en prenant N, = (v,)’ une foit puis N, = (v)! une autre
fois. Grace au lemme de Gronwall on aboutit a

lgllzy < e llgolliys Cr = BC+ Dl foller + /5],

Ce qui prouve la stabilité locale ('unicité¢) dans Lj.

Remarque : Pour bien illustrer I'utilité de la boucle de changement de va-
riables et le lemme 2.2.8 on se renvoie, par exemple, a [25], pour comparer
notre résultat avec cel de L.Desvillettes et C. Mouhot.

e Stabilité de la solution dans 1’espace Llog L

On utilise le changement de variables (v, v,, v’ v) — (v, 0], v, v,).

Alors, Vip(t,v) = signg(t,v) € L' : i = 1V2, on obtient d’aprés I'equivalence
de l'équation (2.1.12) et (2.2.9),

- / [ / U B+ B — frg)dbdvp(t, v)du
R JR _T"
- /]R /_ Bl(frg+ fg")¢ (t,v) = fige(t, v)|dbd,

= / /L Bfig(¢" — p)didv.dv

/ / Bfag" o(t,v)d0dv.dv.
R2

En prenant en considération la conservation de la masse, on a :

47
2= [ [ (g s - pdsdvd (2231)
R2 J 5F

ou S = fl -+ fg.

Comme f;, fo € Llog L(R,),i = 1.2, on a ¢(t,v) = signglog(1 + |g|) €
L'(R,), pour avoir [, K(f;, fz)szgng log(1+ |g|)dv < oo car :

Comme |g] > 0 = In < 0o : = < n, alors en posant : h = sup{ fi, f2}, on

. Iyl
obtient

signglog(1+1g]) < nlg|log(1+|gl) < n[D> _ filog(1+fi)+2hlog(1+h)] € L'(R,).

i=1
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Ou par un calcul direct, en utilisant 'inégalité

Ve,y > xlogr +y > ylogu, (2.2.32)

[ Kt soeodo = [ [ " 5r slog(i+ Ig) + 1os(1-+ gl

4+

< / / BUf 1o log(L+ g/] + Ffi + £ f: log(1 + |g])
r? J=x

- [1+[2.

Pour [; on fait le changement de variables v/ +— v, il vient

2
L+ Lo < Coll fill i [ fillzrogz + 11 fillis + 4llR ] ziog ] < oo

i=1

Pour cela on peut prendre o(t,v) = signglog(l + |g|) comme fonction test.

On a
8t/R (1 + g)log(1+ g))dv = /R(&g) log(1 + |g|)dv + /R@tgdv.

Dot [, 09 = [ K(g,9)1dv = 0. Alors en utilisant (2.2.31),
1 £
I = 5 / / B(S* g+ Sg*) (¢ — p)dfdv.dv
RJ 5
1 £
T2 / / B(S*g + 8'g")(¢' — ¢)dfdv.dv
RJ 5

+m
1 5 , / o
- T// B(S*(g" = 9) + (5" = 9)g") (¢ — p)dfdv.dv
R/
:[1+[2.

Pour I, on utilise le changement de variables (v,v’) — (v/,v)
-
I, = e / / BS*(g" — 9)(¢' — ¢)dOdv,dv
RJ =5

1 = , /
= T// BS*(19' = lg1)(log(1 + |¢'|) — log(1 + |g|))dfdv.dv.
RS
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On a pour tous z > 0,y > 0 avec z —y # 0, on a :

(x —y) log(%) > 0. (2.2.33)

Donc,
I <0.

Pour I on utilise ||g*||z1 = 0,

+m
1 5
I, = —/ / BSg*(¢" — p)dbdv.dv
2 R2 —Tﬂ'

L
S/ /2 3S|g*| log(1 + |¢'|)dfdv.dv
R2 J =z

P
— - 1 / * 1 * .
/R2 /_Tﬂ 610g(1+ |g*|)[5 og(1+|g')]g*log(1 + |g7|)]

On remarque que : si x = |g*| > e — 1 le probleme ne se pose pas.
Si0<z=|g"|<e—1,ilexiste n € N*: |g*| > 1

. , . 1
La fonction 0 < = +— — nx, est négative pour z > x,, = e» — 1. Donc,

€T
log(1+x)
en posant z = [g*| >+ >0, on a :

// Tog(i +|g y Pl loa(t + g’y loa(1 + 1g7])

T / B log(1 + ¢} g log(1 + |g* )}dodudv
R2 J ==

= Iyq + I2s.
log (1+ Ig )

v [
R2:z>x, J =
~ 1

' // - Bliggrrgmy ~ ™IS loa(1 + 1Nyl log(1 + g

=
= [21.1 + [22.1-

On déduit que I, <0.

Pour 2, on a :

1 —nlog(1+]g) _ 1—nlog(1+1) _ 1—n(l/n—1/2n?)

n

log(1+1g*]) = log(1+%) = 1/n—1/2n*2 —

wff

Ql

—n][Slog(1 + [¢')|g"[log(1 + g7])]

w|+
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Alors,

.
I < / / B(n+1)Slog(1 + |¢'])|g*|log(1 + |¢*|)d8dv,dv
R2 J5r

IN

[ 0 03 = )1+ < os(1 -+ )l Vos(1+ k')

—+7
1 2 -
+ 5/ / (n+1)85"log(1 4+ S")|g*| log(1 + |g*|)dbdv.dv
R2 J ¢
- 121.2 + ]22.2-

Pour I ,, en utilisant (2.2.33). On obtient I3, < 0.
Pour I3,, en utilisant le fait que || fill 1ogr < | féll210g 1, © = 1.2 pour avoir :

I35 < Calll follLrogz + 1N L1og L1110 -

Finalement, on obtient

Oclllglog(1+|gD e < 2(n+1)Clll follzrog L+ 15 2105 LIl 2105 2, (22:34)

D’apres le lemme de Gronwall on aboutit a 'unicité dans L log L(R,), pour
tout ¢ < o0.

Remarque : Cette solution est aussi forte, il suffit de montrer qu’elle est dans
C*(]0, 00[; L*(R,)) (évident) ; en utilisant le théoreme de Hille Yosida qu’elle
est une solution intégrale i.e.

f(ta ) = eihth + /:(eh(tS)K(f(Sv ')7 f(S, )) + hf(87 ))dS

De plus elle est de classe C*(]0, co[xR,,) (pour le détails voir [44])

2.3 Analyse des opérateurs de collision

Dans ce paragraphe, on considere la transformation de Fourier des opérateurs
de collision de Kac K(f,g) et des opérateurs de collision de Boltzmann
Q(f,g) radialement symétriques par rapport a la variable v, la variable ¢
étant considérée comme parametre. On montre la formule de Bobylev qui
permet de donner une expression directe en fonction de la transformée de
Fourier de f et de g.
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2.3.1 Analyse de Fourier des opérateurs de collision
Transformation de Fourier des opérateurs de collision de Kac

Dans le cas avec troncature angulaire, i.e. § est intégrable, on peut décomposer
K(.,)a K*(,.)et K (.,.), avec

x/2
K*(f,9)= | /QB(G)f(vi)g(v’)dev*,
et >
K (f,9)(v) = o B(0) f(vs)gdbdv,.

On a la proposition suivante

Proposition 2.3.1 Supposons que la section efficace de Kac B = [(6).
Alors, les formules suivantes sont vérifiées :

. /2 .
K*(f,9)(&) = 3 /26(9)1‘(5 sin6/2)g(¢ cos0/2)do), (2.3.1)
. /2 .
K~ (f,9)(§) = } /Qﬁ(e)f(o)ﬁ(f)dﬁ, (2.3.2)
et
. /2 . .
K(1.9© = [ 50){¢ simn/25(€ cost/2) = f0)9(0) }do. (233)

Démonstration. On utilise ce qui dit le changement de variables pré-,
post-collisionnel et aussi le changement de variables (v, v, 0) — (vs,v,8), ce
qui assure que pour toute fonction f(v,v,, v’ v}, 0) on ait formellement (i.e.
si les deux membres de la formule suivante ont un sens).

//f(v,v*,v’,v;,e)dﬁdv*dv:// f(W' vl v, 0., 0)dOdu,.du,
R2 J—7 R2 J—7

/ f(v,v*,ﬁ)dﬁdv*dv:// f (v, v, 0)dOdv.dv.
R2 J—7 R2 J -7

Comme conséquence de ces formules on obtient la formulation faible pour
I'opérateur de collision de Kagc :

[ K@= [ [ 50050 (o) - oto)} dbiv.d
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Remarque 2.3.2 Dans plusieurs passages on est obligé de faire le change-
ment de variables v +— V', on a dv = Kl(e)
au point 0 = w/2. Mais on peut annuler cette singularité, on montre que la

derniére intégrale prend la forme

dv', qui produit une singuliéres

[ K awdo= [ [ 505900 (o) - o)) dbdvdv. (23

Pour ¢a on prend le changement de variables suivant :

(v, v,,0) — (V', v, 26).

P

Alors,
[rtgen = 5 [ [ 505000 - o avinar
= 3 .| sOratew) — ety i
+ 3/ ;:B(Q)f*g{so(v’)—w(v)}dev*dv

w5 L[ s0ratew) - ) v

On prend le changement de variables (0 — 6 4 27) pour la seconde intégrale
et (6 — 6 — 2m) pour la troisieme. On a :

[Etgewie = 5 [ [ 50159 (6) - o)) oo
w5 [ e o) - et} dodvas
+ 3 [ sOratew) - et sy
=[] 8Oratew) - e} dodvde. (235

D’o1, prenons en considération (2.1.18), donc

/ K(f, g)p(v)dv = Ko + Ky + Ko,
R
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w/2
Ko = / P05 — ) b

—7/2
K = / / B0 g (o) = o) dodv.d
K= [ [ 059 {ew) - o)} doidv.d.
R2 J /2

Pour K7, on prend le changement de variables (v, v, 0) — (v, v, 7+6). Alors,

w/2
| = 0)f* vl) — ¢(v)} dOdv,dv.
K= [ [ s0ratet - e)
Avec

v = vl = v, co8(0/2) + vsin(6/2), vl — —v" = v, sin(0/2) — v cos(6/2).
(2.3.6)

on obtient,

/2
K = / 2 / B(6) {F(—")g(eL) — [*g} o (v)dbdv.do.

Utilisons le changement de variables v — —uv, et (v, v,, V', v, 0) — (V', v, v, 04, 0).
Alors,

/2
K= [ 80000 — iy eloydoania

Pour Ks, on fait le changement de variables (.,.,0) — (.,.,6 — 7). Donc,
0
Kom [ [ 8059 {o(0t) — olo) dod.v
R —7/2
Le changement de variables (., .,0) — (.,.,—#), donne :

/2
I, = / 2 / B0 g {p(v!) — (v)} dbdvdo,

avec

v vl = —w,c08(0/2) + vsin(0/2), v, — 0" = v, sin(0/2) 4+ v cos(6/2)
(2.3.7)
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Alors,
w/2
K, = / 2 / B0) {f (") g(") — f*g} o(v)dodv.do.

On considere les changements des variables (v, vy, v',v., 0) — (V/, v, v,v,, 0).
Donc

/2
Ky = 0 " N _ dodv" dv'" .
2 /R?/o BO){f(W")g(!) — g} o(v)dodv! dv
D’ou

D(U:,’U”) 1. o "o R/ o
Do) 1: v=1v"cos(0/2)+v]sin(0/2), v, =v"sin(0/2)—v) cos(0/2)
v, v,

(2.3.8)
Par substitition de (2.1.18) dans (2.3.7), on a
vl = —v) cos(0/2) +v'sin(0/2), v" = v sin(0/2) + v' cos(0/2).

On utilise le changement de variables

"o, I . D)
(0,04, 0" 0! 0) = (v, 04,0, VL, 0); DT

—1, alors

/2
Ky = - / 2 / BO) {F(0)g(vl) — f*g} o(v)dbdu.dv.

On constate que K; + Ky = 0.
Donc, on obtient la formule (2.3.4).
Pour la formule (2.3.1), posons ¢(v') = e~ On a :

. /2 y
Ko = [ [ a0 saninai

D’ot, v" est donnée par (2.1.18) On prend le changement de variables (6 —
—0) pour obtenir

R /2 o A
[(Jr(f7 g) (f) — /2 / 6(9)f*€—w* s1n(9/2)-§g€—w cos(G/Z).ﬁd@dv*dU
R —7/2

/2 .
— [ BO)J(€sin(8/2))3(¢ cos(9/2))db.

—7/2
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Pour la formule (2.3.2), on fait le changement de variables p(v) = e~®¢. 1l
vient :

. /2 |
K@ = [ [ sogeanin

/2 R
= [ sefoiean
On obtient la formule (2.3.1)
. /2 R R
K(ro€)= [ 500) {7(€ sin 0/2)a(€ cos (072) = F0)3(©)} o

Transformation de Fourier des opérateurs de collision de Boltz-
mann radialement symétriques

On donne maintenant I'identité de Bobylev de 'opérateur de collision de
Boltzmann radialement symétrique.

Proposition 2.3.3 . On suppose le noyau collisionnel de Boltzmann =
B(cosl). Alors, les formules suivantes sont satisfaites :

At (f.9)(€) = 15" _Z(sinm“b(cosm {Feaen}m, (239
d=(f.9)(6) = 18" _ZZ(sin 0y *b(cos 0) { f(0)a(€) } b, (2:3.10)
Qf,9)(€) = 5"~ _://22<sin9>“b<cos9> {F€3e") — 036 } b,
‘ (2.3.11)
er = STRI7 o ST er e costal, erle| = e simofal

Remarque : L’identité de Bobylev est vraie seulement dans le cas Max-
wellien. Les formules (2.3.9) et (2.3.10) ont un sens pour la section efficace
avec une troncature angulaire (T.A). Mais la formule (2.3.11) a un sens pour
la section efficace sans troncature angulaire aussi, si les fonctions f et g sont
suffissamment régulieres (voir [19]).
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2.3.2 Estimations inférieures et supérieures de 'opérateur
de Kac

Estimation supérieure

Lemme 2.3.4 On suppose que le noyau de collision [ satisfait ’hypothése
(2.1.14) ou (2.1.15) et que h est une fonction non négative avec 0 # h € L.
Alors, il existe une constante positive Cg, dépendant seulement de [3, telle
que pour toute fonction convenable g € L' on a :

—N(K(h, grs), grs) < Collhll o llguslz. (2.3.12)
ol grj = Vr@;9, telle que Yy, et ¢; sont définis dans le paragraphe 1.6.

Démonstration. On utilise le théoreme de Plancherel et 1'identité de Bo-
bylev pour avoir :

I = N*( K(h, grj)s grj) // Bhy {g;(v) — g (v)} gdfdv,dv
- [h(0 )gri (D)) gri (€)dOdv.d
/]R?/ BlhO)gk; (&) = h( )95 ()] 9k (§)dbdv,dv

-~ / 81(0) — h(E s (€) + (s (€) — g (€ )]gis(€)d0dg
= L+
Pour I,, on utilise le lemme 2.2.8, on aboutit a
I < Co Pl allgwsllz + ellgnsliz-
Pour I35 on utilise les mémes manipulations appliquées dans I, on aboutit
a:
I3 < Cpllhll 11 ]| gis 172

Pour Iy, on a :

SN, [ ] B1(0) = (™) = A(=€ Vg (€)ais ()0
3. [, [ Bsint(02leRoRh) s iy (6)Paba

< CllhllLllgrsllze.

I, =
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ol
—+o00

EPOER)(s€7) m ) (2% 4+ 272)(2% + 27%) ) (s€7),

J,k=0

donc, on subdivise I; en QU Q° :
Q:Zk,ijj:{HGIW:HSGOZN%},QCZ{GE[W:9>90}.
Sur €; = QN Cyj, on a

/ Bsin?(0/4)N,22*H)dg < C.
Q

Sur Qf, = Q°N Cyy, on utilise les mémes techniques dans I sur 2° en
remplacant N, par N, 22+ donc

BN, 22k (1 — cosN (6/2)) < C.

c
ij

Donc, on obtient la relation (2.3.12).

Estimations inférieures (Estimations coercivités)
Ces estimations sont la clef essentielle dans nos démonstrations.

Estimation de la coercivité sous elliptique (forme 1)

Proposition 2.3.5 On suppose que la section efficace est sans troncature
angulaire, (i.e. satisfait Uhypotheése (2.1.14)) et 0 # f, g € Ly N Llog L.
Alors, il existe une constante Cy > 0, dépendant seulement de ||| 1, || f| 11,
et || fllniogr telle que

—(K(f,9),9) = CrllAgllz> = Cllf Nl gz, (2.3.13)

pour toute fonction g € Ly N Llog L(R,). ot A = (14 |D,|?)z.
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Démonstration. Pour toute fonction g € L) N Llog L(R,), on a,

+7r/2
(—K(foha) = = [ [ 8O a{o) = go)} dbavav.

/2
= 1/2 /]R2 /_:2/2 {lg(v') = g(v)]*} dOdv.dv
-2 // 05" {9’ - g(0)*}
= I+ L.

Pour I, on a besoin du changement de variables
v v =vcos0/2 — v, sin6/2.

Pour v, et 0, fixées, on a

d /
|d_v| =cos(0/2) ,0 <6 <m/2.
v

+7r/2 1
Ll = 1/2 — 15 dfdv.dv
Ll =1 / /m {cos<e/2> }
< O\ fllr2llgll7--

Pour I; on a besoin du lemme suivant :

49

Lemme 2.3.6 Il existe une constante Cy > 0, qui dépend seulement de 3,

1 lloy, telle que

+7T/2
|yASg|!L2<Cf{// ’)—g]2d9dvdv*+|]gH%2}. (2.3.14)
R2 J—

w/2

Démonstration. du Lemme 2.3.6

Avec I'utilisation de la transformation de Fourier de I'opérateur de collision

de Kac et I'application de I'identité de Bobylev, on a

n- // OIa(€) + [a(¢ cost/2)) ")} v

w/2

+7r/2 _
- / /_ (0)Re.f (€ sin 0/2))4(€ cos 0/2))5(€)dode

w/2

+7r/2 A
/ / 2 O)f(0) — f(€sin6/2)]|(€)|dbde.

v
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Pour compléter cette preuve, on fait appel au lemme suivant :

Lemme 2.3.7 On suppose que ( satisfait l’hypothese (2.1.14). Alors, il existe
une constante positive Cy qui qui dépend seulement de || f||1, et || |1, telle
que

+7/2 R )
/ | BOIFO) ~ Fesmdjs 2 CHE, Vg 21 @315)

Ce lemme est lui-méme une conséquence des deux lemmes suivants.

Lemme 2.3.8 Il existe une constante positive O, dépendant seulement de
||f||L}7 et || fllziogr, telle que

F(0) = 7€)l = CH(€)PAD), (2.3.16)
pour toute £ € R, ot [€]2PA1 = Min(|€]%,1).

Lemme 2.3.9 Si( satisfait ’hypothése (2.1.14). Alors, il existe une constante
positive Cy dépendante seulement de (3, telle que

/2 2s ;
' , l€®s,  si €] > 1,
/_ B(0)[€sinh/2|7A1do > Co{ €2, s || <1,

/2

(2.3.17)

Preuve du Lemme 2.3.8
Comme f € L', f > 0, on a pour ¢ € R fixée, il existe # € R telle que :

£0) = 1) >0,

FO) = 17O = [ £0)(1 = cos(wg + 0))as
= /fv)sm (v.£+0)/2)dv
sin? e v)dv — v)dv
’ {/|1)|<er62 \v£+9 27r|>2ef( ) [v|>r f( ) }

2 sin? e{ [ Flw)dv - /R @ f(v)dv}

||f||L
f L= - f )
1711z e /

v

v

v
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ot Q= |v| <r,3pez, g < 2

* Si €] > 1, |A] < (1 + £)4e, on obtient I'inégalité (2.3.16),avec

C’} = 2sin’e {||f||L1 — 7124 —  sup / f(v)dv} :
r |A|<(1+Z)4e J A

ou € > 0,7 > 0, sont choisis de telle sorte que cette quantité soit positive.
1511

on choisit ro sufisament grande telle que || f[[;1 — —= > 5[/ f[|r1. Comme
f € log L implique que f est uniformément intégrable, a savoir il existe un
Ao > 0, tel que sup4<y, [, f(v)dv < Nl

Finalement, on choisit ¢y > 0, assez petit tel que (1 + Z)4eg < Ag > 0. On
obtient C'} = §sin® €| f|| 1 > 0.

* Si €| < 1, on pose € = pl], et

2 | sin?(pe Al
FO) =1 = 2|ul€] |§|<f1| PETEE S01F 1 e . ‘Ag}l& 4ﬂ/ f(v)dv.]

D’ou, p > 0, r > 0, sont choisis de telle sorte que cette quantité soit positive.
Finalement, on choisit

| sin?(pe | f]] 2t
C? = 2|u)?| inf fllo — L—  sup f(v)dv].
=2l int g e == = sw sy
Preuve du Lemme 2.3.9
Notons que

w/2

K :/ b(0)(|€sin/2|2A1)do

—7/2

0o |§9|2
C b(6 A1)do
> o [Cuo
Ool€] |6'|2
Clgl* b(0)(——A1)do
o [ oA

v

Si|f|>1,ona
92
K>c|§|28/ b(6) (" A1)dp.

0
on obtient (2.3.17), avec

0o
Co = / b(8)62d6 .
0
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Sil¢]<1,ona

A <x”WAmw>mB/ b(6) Lt

avec, Co = |, b(9)02d9
Ce qui acheve la démonstration du Lemme 2.3.7.
Retournons a la proposition 2.3.5. On obtient

w/2
(- K(f.9)9), > C / (ol [ 620(6)d0
R —7r/2

w/2
e / GP2de [ 6°b(0)do
R —7/2
> C|Ag|72 = Cllgl7.-

Ce qui acheve la preuve de l'estimation de la coercivité.
On va donner une estimation de la coercivité sous elliptique (forme 2). On
considere maintenant la combinaison de la décomposition de Littlewood-

Paley et la partition de I'unité par rapport a la variable v dans le paragraphe
1.9.

Lemme 2.3.10 On suppose que le noyau de collision 3 satisfait I’hypothese
(2.1.14) et que h est une fonction non négative avec 0 # h € L. Alors, il
existe une constante positive Cg, dépendant seulement de [3, telle que pour
toute fonction convenable g € H' on a :

—N(K(h, gi;): g1i) = NCsl[hll ][V 1og({Dy)) gil|7-
+Csl|ll 1 [NV 1og ((v))giilI72 — IlgslI72], (2.3.18)
ol () = (1+]-?)>

Démonstration. On a :

= N(K(h gl )= N [ [T 8h{g(v) - g(0) gdbdv.do
R2 J=x
1 5
= N,i/]R2 /—7” Bhy {g(v") — g(v)}* dbdv,dv

ﬂ
— N,%/ / Bh.{g*(V') = ¢°(v) } dfdv.dv
R2 J=r

— Jr+JL
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ol
ix
Ji = N, /R2 /i csBsin®(0/4)h. { (v — v)?Dy, g% (vs } dOdv.du,,
. 1
B = -N.g /R / Sl sty 1)g2(v)dbdv.dv,
et
ve = v+s( —v)=cow—ssin(6/2)v,,
cs = (1—2ssin*(0/4)), 1> ¢, > Cos(g) > % (2.3.19)
Donc,
(v —v)? = [@vs + (%M) + 1) sin(6/2)v,]?

= OO0 + Co(0)0? + C3(0) sin(0/2)v,v,,  (2.3.20)

avec C;(0) = C;(—0), Vi=1,3,
o= [ [ Beonaeere
RJI;
+ / / By (0)02ha (0g)2(v)d0duv. dv
RJI;

+/R/I BCs5(0) sin(0/2)vv,h. (0y9)*(v)dOdv.dv
T Ty T
Pour J;,, on utilise le changement de variables 6 — —6 pour obtenir
Jiy = /R/I BC3(0) sin(0/2)vv,h.[(0,g9(v)]*dOdv.dv
=— /R/I BCs(0) sin(0/2)vv.h.[(0,9) (v)]*dOdv.dv,
Donc Jf 5 = 0. Pour J;, et J;; on utilise le théoreme de Plancherel et le fait

que :
x> log(l+ ), Yo > 0. (une fois z = [£]?, et une autre fois z = v? et ainsi
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Do frj = 28 fi)).

Ainsi d’aprés le principe d’uncertitude qui annonce qu’une fonction ) est
particulierement concentrée dans |v — vy| < r,, ne peut avoir sa transformée
de Fourier ¢ particulierement concentrée dans |{ — &| < r¢, aumoins que
ry.Te > 1.(voir [30]). On a, alors

S = Ch [ eEhdo, [ (@R
R R

CLl1h] e / €219 ()2
CL 1Al 108 (D)) g e

v

Pour Jj, on aboutit a :

Ji = Csllhlu / V2[(Bugiy (0)]2d
> Cillhlloa || v/ 108 (0) g 2.

*

Pour —J3, on utilise les mémes manipulmations effectuées dans I, (I'Esti-
mation supérieure ci-dessus), pour obtenir

J3 = =Csllhll lgws I Z2-

On obtient, donc, la relation (2.3.18).
On va donner maintenant une etimation logarithmique

Proposition 2.3.11 (/17]) On suppose que le noyau collisionnel 5 satisfait
Uhypotheése (2.1.15), et g > 0, g € LN LlogL. I existe une constante
Cy > 0, qui dépend seulement de 3, ||g||L,, et de ||g||L10g, telle que pour
toute fonction f € HY(R), on a :

m—+1

1Qog A) =" fII7, < =Cy(K(g. f). f) + I £IIL.. (2.3.21)

ol A = (e+ |Dy)|2)2, m > 0.
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Démonstration. En utilisant la transformation de Fourier de I'opérateur
de collision de Kac et appliquant 1’identité de Bobylev, on a

+7r/2
no= [ 80 {FOUEF + o€ coso/2)Plae) } s

w/2

[ a0 {gopnedesmomaecoso/2)ie)} ava

w/2

+7r/2 R
> e / O)(F0) ~ Fésing/2))g(O) avde.

/2
Donc pour compléter cette démonstration, on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.3.12 Supposons que (3 satifait ’hypothese (2.1.15). Alors, il existe
une constante positive Cy qui dépend seulement de ||g[1,]|gl| 1, et de [|g]|10g L,
telle que :

+7/2
| B00a0) — al¢sing 218 = C,flog(e))", Vel = o, (2322

/2
Ce lemme est lui-méme une conséquence du lemme suivant :

Lemme 2.3.13 On suppose que [3 satifait ’hypothese (2.1.15). Alors, il existe
une constante Ry et Cy, dépendant seulement de (3, telle que

e - (log(€)™, si || > R,
/W2 B(0)|€sin6/2|*A1dO > CO{ P st Il < R, 0

(2.3.23)
ot [{[A1 = Min(|¢], 1)



26

Existence, Unicité et Analyse de I'opérateur collisionel



Chapitre 3

Production des moments
d’ordre infini dans L! et L?
pour la solution

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre la production des moments de tout ordre,
méme d’ordre infini, dans les espaces L' et L?.
Notons qu’il n’existe pas d’étude concernant la production des moments, a
I'exception de celles qui traitent sa propagation : Dans L', elle est prouvée
par Ikenberry [42] dans le cas des molécules de Maxwell pour des sections
avec troncatures angulaire, et [20] Desvillettes a prouvé que tous les moments
polynomiaux sont crées dés qu’un parmi eux ayant un moment d’ordre stric-
tement supérieure a deux, existe initialement. La propagation des momments
dans L est obtenue pour la premiere fois par Gustaffson [36, 37] grace a des
techniques d’interpolation.
On considere les fonctions w(v) = (v), et wf = w! = w'l, ou (v) = (1+|v[?)2
et I, € Cg°(R) définie par

. ol <
Ir(v):{ I, siveR:|v|<rr>0 t>0

0, sifv]|>r+1 (3.1.1)

On a le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Pour tout 0 < T < oo, et | € [2,00], on a les propriétés
sutvantes :

27
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St f est une solution faible, alors
w?f €(]0,T); L*(R,)),
wXfeL>(0,T; L' N L™2(R,)),

ot : w, = I.(v)!.

La démonstration de ce lemme sera donnée dans 1I’Annexe.
Dans un but de simplification on dénote w, par w.

3.2 Production des moments dans L!

Dans ce paragraphe, on prouve la production des moment de tous ordres
dans L' pour la solution de I’équation de Kac homogene.
Dans le but de simplification, on dénote || - [[z1 par || - || s’il n'y a pas de
confusion.

Théoréme 3.2.1 On suppose que la donnée initiale est dans L', et que la
section efficace satisfait (2.1.14), avec v = 0. Alors la solution du probléeme
de Cauchy (2.1.12), est dans L>(]0, To]; L (R,)) pour tout 0 < Ty < oco.

Théoreme 3.2.2 Le résultat du Théoréme 3.2.1 est aussi vrai si on Sup-
pose que le noyau de collision est du type de Debye-Yukawa, i.e. B satisfait
(2.1.15).

3.2.1 Analyse de 'opérateur de Kac

Pour la démonstration de ces théoremes, nous avons besoin des deux
Propositions suivantes.
Estimation de la coercivité

Proposition 3.2.3 On suppose que le noyau collisionnel B satisfait [’hy-
pothése (2.1.14), et que f, g sont deuz fonctions non négatives. Alors, il existe
des constantes positives C,; dépendant seulement de (3, et de ||g||L1, telles
que :

Coall (@ )2 Fes + Coll (W) 251 + Coall(w' )2 7n
< (= K(g, w'f), 1) + Coullw'fll:
pour tout 0 < t < oo, | € [2,00] et f € L=([0,00[;; HY(R,)).
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Démonstration. Notons f(v,), f(v), f'(v), w(v), respectivement w(v’) par
f* f, [, w,w" dans plusieures places. On a :

I=(—K(g, w.f), 1),,= /R2/1 B(0)g* {—wlzf’—l—wzf}dﬁdv*dv

En utilisant le changement de variables v, +— v,, il vient :
[ = / (6 w Wt fY2)2 — ' ’1/2]2} dfdv.dv
R2 J I,
+ / /8 €f1/2 ’Ef/l/Q]Qde,U*dv
R2 J I,

+ / B(0) g [(wh fY/3) (w2 — w' f1dfdv,dv
R2 J I,
— [1 + [2 —|— [3.

Pour le premier terme du 7, en utilisant le changement de variables v’ +— v,
on a :

ho== 5 [ [ 80 {ulr e - ) dodu.do
R2 J I,
B 1 /2 . 1 ¢ £1/212
= — Cé /]R;2 /;F/Q 59 [COS<¢9/2) — 1”71) f ] d@dv*dv
= =Cliglllw’ fllL.

Pour I3, et I, pour simplification posons B = B(#) = 3, et F = w’f/2. En
utilisant le lemme de cancellation et cos?(#/2) + sin?(6/2)) =1 on a :

_ /R 2 / * B P F() — F*()|dfdv.do

% ! 1 2
/ /_ (V') — cos(@/Z)F (v)]dOdv.dv
/ 2 s1n2(9/2) 2

> —/ / Bg*cos(0/2)(F — F')*dfdv,dv
R2

/ / Bg*cos(0/2) tan?(0/2) F*dfdv.dv
R2
= I31 + I32,




60 Production des moments

ou
I35 = —Collg 12 [|w" f]| 11

Pour I; =1+ I51, on a :
L = / / B)sin*(0/4)g*[F (V') — F(v))*dfdv.dv
r2 J 1,
_ / / By (v — )2[(0,F)(v.)]2, dfduvsdv,
R2 J 1,

prenons en considération (2.3.20). D’ou

I = // Be;tCL(0)g* [vs(0,, F) (v))*dOdv,.dvg
RJI:

4 / / Be1Cy(0)02g" (0, F) (v.)2d0dv.dv,
RJI;

+ // B, C3(0) sin(60/2)v,0,g%[(0s, F) (vs)])?ddv. dv,
R I
= Lyt L+ s

Pour I3 5 en utilisant le changement de variables v, — v, puis le changement
de variables # — —6, on a :

L, = /R/IﬂBCg(é’)sin(Q/Q)vv*g*[(&,F)(v)]zdé’dv*dv
S /R /I BC3(0) sin(0/2)v0.g° (9, F) (v)|2d0dv.do,

et donc 154 = 0.
Pour I5,, on a:

5, = Cj /vag*dv* /R[(&F)(U)]de = Callgll s lI1F W7 — 1711 Z2]

Pour I3, on aboutit a :

Iy = Cilgll / (0, F) ()P
Collglar 1%

v
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Donc,
I* = Callgllo (@' 1)1 + Collgll gl (@' 1)1 — CEllgllallw’ f o,

ol C’é dépendent en 3 mais pas de ¢ .
Par substitution I;, ¢+ = 1,2,3 dans I, on aboutit pour tout [ > 2 a :

Cagll(w )21 + Ol )21 < (= K (g, w'f), 1) o + CF gllw' flzo.

D’un autre coté, on a
J=(—K(h, v'f /Khw f)ldv,

Posons (w’f)!/? = g. En utilisant le théoréme de Plancherel et I'identité de
Bobylev, on aboutit a :

J =
- / / {13(0) = 1(€)NIa(€) — ale™)I} v

. // €)1~ h(O))a(6) — a(6*) [} déde
= Ji+ o

Pour Ji, on utilise le lemme 2.2.2 pour obtenir

n= | / — (e late) — (e} dode

> Oy [ iR oo P
R
> Callblln (0 )2 g

Pour J,, on a :
n= / ©80) {(0) = 1h(eNa(E) — o€} doae

< [ [ s@ {1+ e - o) + a(e)1 } dode
= IV g + (eallblln*Collw F s
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Par substitution J;, i = 1.4, dans .J, on aboutit & :
Cagllglo (@ )2 s + CE gl )21+ CF I (' )220
< (= K(h, w'f), 1)+ C3 [l (w )2,

Ce qui acheve la démonstration de la proposition (3.2.3).

Estimation du commutateur (forme 1)

Proposition 3.2.4 On suppose que le noyau collisionnel B satisfait [’hy-
pothese (2.1.14), ou (2.1.15) et que f,g deux sont fonctions non négatives
avecs 0 # g € LY. Alors, il existe une constante positive C; qui dépend seule-
ment de B et de ||g||p:, telle que :

(sz(g, )= K(g, w'f), 1) < Crlglllw'fl, (3.2.1)

pour tous 0 <t < T etl € [2,00], ot w = (v).

Démonstration. On suppose que [ > 2, en utilisant le changement de
variables v/ +— v, pour le premier terme on aboutit a :

J = //Bgv* w! —wt) f(v)dodv,dv
R? J I,

< / / Bg(v,) | w’ f (v)dOdv,dv,
R2 J I,

on subdivise I, = [5F, T en QU Q° :
Q:{Helw:HSQO:N<1—3>},QC:{8:0>00}.
Ou: N = N*l%s . N, = 12{v,)".
Ona:
J = w—w' = [(cos(0/2) — 1)v — sin(6/2)v,] (9, (- )!)(vs)
= —I[(1- 005(9/2))(%(05 + ssin(0/2)v,) + sin(0/2)v,]vs (ve)'
— - cos<e/2))cls

1C1(0) (v + v2)(vs) 72 + Isin(0/2)v,vs (v,) 2
Ji+ T3

(v2 + ssin(0/2)v,05) + sin(0/2)vev.] (v5)' 2
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Donc,

—3—s

/ B(0)Jdo < NGoe..
Q

Pour J;, on utilise le changement de variables 6 — —60

ou

et

*k
J2.2

avec

Jyr = /Qﬁ(ﬁ)ngl/QB(ﬁ) sin(0/2)v, v, (ve)' ~2d0
= Z/QB(Q) sin(0/2)v,[vs — vi]{vs)' ~7db

+ 1 [ 86 sn(o/2)00l (0" = (u2)' )0
Q
T

J3h = l/ﬂﬁ(@) sin(0/2)v, [vs — V2] (vs) 2db
~ oy /Q B(6) sin(0/2)v2(v,)2d0

< 2720(v,) T (w,) (o) 72 < 2(0),

z / 5(6) sin(6/2)0.0][{0.) 2 — (v))~7]d8

63

l/ B(Osin(0/2)v.v[({vs) ™ = {esv)' ™) = ((v0) 72 = {esv)' )]0
Q

11— 2)
2
~3s11=2) [ B0)sin? /2% (v.,)'dp
P20 (0.) 2 0)' 2 < G,

vy = ¢ —ssin(0/2)v,, v, = cov + ssin(0/2)v,,

Vs, = (1—s)v+scos(d/)v— sTsin(/2)v.,
ce = 1—2ssin?(0/4)<1,0<s<1,0<7<1,

[ B@sin? /2020 )+ 200, 0
Q
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donc
(ve)! < () (V) et (v7)" < () (v)
Alors

.2 ¢
I < /ﬂ@/gﬁ]\f* sin”(0/2)g (v, )w” fdfdv.dv

—|—/ BN, (1 —cos™(0/2)g(v,)[w* — w']f(v)dfdv,dv.
R2 JQc
= Jl + JQ.

Do, en utilisant le lemme 2.2.8 ; avec N, = [*(v,)*, on a

/ N.B(O)sin?(6/2) < NI < 1, (3.2.2)
Q
et
/ N.B(0)(1 — cos™(0/2)do < 418(4\/2 — )17 < C. (3.2.3)
Q
On obtient :

J < Csllglla ' flpr,

ou Cp est indépendant de £.
Donc

(B (S, PHw' = K(f, w'f), D] < Ca(llFl|ellw fl e

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 3.2.4.

Estimation du commutateur (forme 2)

Lemme 3.2.5 On suppose que le noyau collisionnel B satisfait I’hypothese
(2.1.14), ou (2.1.15) et que f,g sont deux fonctions non négatives. Alors il
eziste une constante positive Cp ., qui dépend seulement de B et de ||g|| .
telle que

(prjw K (g, f) =K (g, prjw'f), 1) < Cregllgllipegw’ flls +elly/ Ipegw! flll e,
pour tous 0 < t < oo, [ € [0,00] et tout f € L>([0,00[; H'(R,)). ot :

w = (v), et pr; = Yr(Dy)9;(v),

sont définies dans le paragraphe 1.5.
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Démonstration. Posons I = [, Sigpy;w'K (g, f)dv, et pg;f = frj. On a
donc

I= /ﬂgzjrﬁ(e)g*(Siglp;cjw;g—Sigpkjwf)f(v)dedv*dv
- /R | BO)G((Dor) = i(Dy)Sigswy fdbedv.dv +
b [ [ B0, - onsigutsasanan +

+ / / B(0)g. 018 (Sig'w,! — Sigw;) fdoduv.dv
R2 Jr
= L+ 1L+

Pour I, posons g = wff, g; = gbjwff et gr; = Q/Jkgbjwff, on a

L o— - / | B0 Wl€) — i€ ) Siggdgddv.dv
Wk

SN
= wf '
/R:a ﬂﬁ w f) )|gk]|d§d9dv*dv7

V(&) — (€T) Y (€s)
we S )
— sin2 (O )(5

= Csin*(0/4)——~— o ©) )|.

Dénotons par ¥} (D,) 'o¥D dont le symbole est (I( 2(§ I)5 < (C, donc, on
obtient

I < / B(0)g.| (W(Dy)|grg (v)]/?)*|dedOduv.dv < Cplgll e | (whf) g -
R2 Jn

Pour I, d’aprés la proposition 1.4.7

I, = C £(60 )wkSzgg]dev*dv

R2 Jn

e /R 2 / 56 / (€ (€ (€)d5 (€) dEdd

:C/RQ/WBQ

2
%(Du)lgkj(v)ﬁﬁ) dfdv,dv,
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N

olt, dénotons par ¥3(D,) 'oWD dont le symbole est (¢ ()" (€))
D’un autre coté, on

(¢ — ¢5)
T

<C.

= 101 cos(o2)o + sn(o2)e 22,

v € C;, donc, |v| ~ 27, 8,¢;(vs) = 2770,6(vs) < C,
Alors,

I, ~ / B(0)g.(1 cos(9/2)) ( )(\IIZ\gkj\l/Q)Qdev*dv
R2 Jr

— / /6 )g. sin(6/2)v, v(b]( >( w2 kj|1/2)2d9dv*dv
RQ
= D1+ I
il en résulte
Loy < Cgllglloall (wr f)gll -
Pour I, 5, on applique le changement de variables 6 +— —6

Ly = / B(0) sin®(0/2) g.v? 6%( Vsr)
R2 Jrx

(02| grs] /) *dOdv, dv
;
< CBjgl o | (wr gl

Pour I3
L = C / / B0)9u (Y 1) (02 g |2) v,
R? J Sigwy
o [, [ 600500 — vysign,
0/2 B(6)g.SigRa(v, £)g;d0dv.dv
= [3.1Hi [;2+[3.37
ou :

Pour I3, nous faisons les mémes manipulations utilisées pour J (estimation
du commutateur), en remarquant que W est borné dans L?] et

Sig'w! w'’
r oy <€
ot - <1 -1l
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on aboutit &
Iy < Cgllgll o 1 (wif kgl -

Pour I35, on a

C/RQ/WB(H)

ot U3(D,) est PTOWD (borné dans L?) dont le symbole est donné par |9g¢)y,) (EF) 0, (€)[Y/2
C, donc

=D /R €' cos(6/2)(cos(0/2)0e ) (€)1, 1 (€) Siggrdfdv.

IN

w/l

P = |7 -Dol=
_ leos?(8/2) = Do)™? — v((') 2 = (9)") — v, sin(6/2) (W)
(v)!
= P+ P+ Py < (1—cos(0/2)[(I + 21%)(v.) 72 + Py + C(1 — cos?(0/2))(v,)",
B eos o2 Y oy )42 G0 ssin(0/2)v,
PU= 100 = cos(9/2) () Py + (= 2) () S
sl =2) (vt ov? sin?(6/2)
P = TERRE ,and
P, = il 2)63U20*<U5>z;§lsin(9/2).

Pour P;, on utilise le changement de variables 6 — —6
Py < 21%(v,) "t sin?(0/2),
puis on subdivise I en QU :

Q:{«?eIW:ngoszls},QC:{HGLT:«9>90}:L:LF,L():(Z2+Z3)<U*>Z’2,

Nous avons donc,

L < C/
+ c/

(1 — cos 9/2)L0(\Ilz\gkj\ ) dOdv,dv

2

=

(1 — cos® 0/2)L0(\I/2|gk]| ) dfdv.dv.

:>\:>\

2 c

=
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Donc pour I3 ,, nous faisons les mémes manipulations utilisées dans le lemme
2.2.8, on aboutit a

Is2 < Collgll 7l (wrf il

Pour I35, on a

[3.3:/ B(0)gsRa (v, §)Sigg;dfdv,dv,
R2 Jn

D’apres [39] (Lemme 1.3), (voir aussi [40]), on voit que pour tout N € N

Raas(0,6) = [ 55 s (0,07 = 3 R0.6),

21
on pose
Sidw’
F(v) = ( Sfi];‘j — 1), W) = i€,
et

Ye(v,€) = x(ev, e&) = e~clvl<lél,

D’apres [52] (theorem 3.1) et [57] (theorem 5.3), par integration, on peut
obtenir :

Rav,§) = “m/ // =) v (0, ) (Fiy) (0 + 1) ()@)€ + 7n)dndydr

e—0 0 2
1 —_ .
=i [ [ BT P o) G+ iy
e 9] oo 14
vty [ s O 0+ ) @068~ )
et donc
Rafo.€) < 2l [ [0 0%Sin(yn)xe(v,f)(ﬁyF’)(v+y)(3n‘1’k)(£+fo?7)dndy

+ 2lm / 0 / L in(ym)xe(v, )0, F) (v + 1)@, Te) (€ — mn)dndy

e—0 0 70

< 2/O<y

0,F) (0 + y)dy / = (0, W)(€ + )iy
o2 [ @pe i [ 2@ o= R

vty
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ou

1+ |U/|2
1+ [vf?
S (Rz_l + Rn)\%(fﬂ‘

R = 06082(9/2)%\[(( )' = 1) + (1 = cos'(6/2))]][k(£7)|

Alors

ha = [ [ BoulFar+ Raa) [ (€06 )0 (€l el s do

R

= / /Bg*[RQ.l+RQ.Q](\Ijz-|gkj|1/2)2d9d'l}*dv,
R2 Jrm

ott U est 'OWD (borné dans L?) dont le symbole est (v/y,(EF)b, 1 (€))Y2.
Pour fw B Ry1 on utilise les mémes manipulations faites dans pour I dans
I'estimation du commutateur ci-dessus .

Pour [ fBRj., on subdivise I, en QU Q° :

1
s

Q:{HEIﬂzegﬁozl%},Qc:{QEIﬂ:0>QO},
on utilise les mémes manipulations de I3, ci-dessus avec ¢ ne dépend pas de
Ly =1. Donc
/ BdO[Ros + Roo] < CI71 + 1757,
I
alors
I < Cgllgll o 1 (wpf gl -

Finallement on obtient

(prjwiK (g, [) — K(g, peywif), 1) < Cpllgllllpejwif]| -

Ce qui acheve la démonstration du Lemme 3.2.5.

3.2.2 Fin de la démonstration du Théoréme 3.2.1

Maintenant, nous sommes preéts a terminer la démonstration du théoreme
3.2.1.
Considérons la combinaison de la décomposition de Littleood-Paley (parti-
tion de R¢) et la partition de I'unité (partition de R,).

Prenons la fonction Sigpywi™ € (L' Vv L?)(R,) comme fonction test, et
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dénotons par fi; pour py;f avec

prj = Uu(Do)¢;(v), Sig = sign(pryw; " f).

Alors,
Sigpiwt 20, f = Sigpryw PP K (f, f),

on a, donc,
¢
Iy, = //Sig(aspkjw,“f”Q)f(s,v)dvds
0o Jr
¢
= I DO~ 102 ) Ol — [ [ Sigpgui (s pasa,
0o Jr

d’autre part,

Sig ;lfi% 2h

_ s (CR S DR s 1O
h—>0 h

s+h)l+2 ) w2
//Szghm k[ _wr@r]f() prjwp Pf (s + h) — f(s)]

h—0

Iy = / / ™™ — w [ f (5 4+ h) + £ (5)]

= H( S ()H—H(pkjw2f)(0)|!—/o ASigpkjwiz+2(0sf)(S)

+ / / Sigpk;jlog(w)w 2 f,

donc,

||ka w ) = /Sigpkjwi£+2K(f,f)dv+l/Sigpkj log(w)w! ™2 fdv
R R
= I+ J

Pour I, on utilise le lemme 3.2.5, on obtient

(Sigprjw, K (g, [)=K(g, lpejwif1), 1) < Collgller Iprswrf | teall (wrf ) * -
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Pour J
J o= / (log(w)th — [log w, v]) Sig(w 2 ) v
R
= l/ log(w)(w!™ fydv — 1 / (log(w)) 0y Sig(wt™* f)dv
R R

— l/ RySig(wi 2 f);dv
= Jlﬂi Jy + Js.
Pour Js, on utilise que :
G©) = o)) < C
et la fonction suivante est décroissante

K:0<z~ —log(1+2?) <0,

14 22

donc,

o < Gyl / log((w)) [prywie+? fldv.
R

Pour J3, ou nous utilisons les mémes manipulations faites juste au-dessus de
I3 3, pour obtenir

Jy < Gl / log({uw))|piyut®*? fldv.
R

Donc, pour J, on applique les lemmes 2.3.10 et 2.3.4 en remplacant g;; par
|prjwiT2f|2, alors on obtient

1
J < Cpllprgwy™ 2 fll o + elllprywy™ FI2] -

Maintenant, nous utilisons ’estimation coercive (qui ne change pas) et Lemme
3.2.5, on obtient

d
i | (Wi gl + @H(Mf«mf)kjﬂﬂ < Coll (Wi gl 1
ou :

Chj = 02(22(j+k) + 2—2(j+k)) 4+ 392 4 01(22(1+s)k+2j + 2—2(1+s)k—2j)
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donc,

d .
(@ gll) <0,

Grace au lemme de Gronwall, il découle

Z 1wy ™2 sl < Z “ (W fo)ksll,

7.] =0 ,] =0
ou :
Ck,j = ij — Co.
Comme fy € LI(R), en perenant r — oo, on obtient

[e.9]

Z @i 2 PO <Y et (w? fo)ugll e, (3.2.4)
k,j=0 k,j=0

O.u : e Ck+1,5+1t .

hm(k(resp)j))*}w W = O,Vj € N, (resp ke N), A7) S o0, vt > O, et

-C 1 qt
hm(lc,j)—)(oo,oo) 6;27;’?1 =0,Vli < oo, t>0.
donc, la série dans la droite de (3.2.4) est convergente. Par conséquent, celle
dans sa gauche est aussi convergente, i.e..

Cot

_ e
w2 f| < e 0| foll g < m”foHL;,

(3.2.5)
ot C*, Oy sont independantes de /.

(3.2.5) signifie que f se trouve dans L>(]0, T.]; L}, ,(R)), VI < +oc et T} <
+00.

Ce qui acheve la preuve du Théoreme 3.2.1.

3.3 Production des moments dans L?

Dans ce paragraphe, on prouve l'estimation sur le gain des moments
d’ordre infini dans L? pour la solution de I'équation de Kac homogene.
On utilise une famille des régularisantes composées des opérateurs pseudo-
différentiels.

Dans la suite, on dénote (-, -)z2(r,), (respectivement | - ||z2 ) par (-, -), (res-
pectivement par || - ||) pour simplifier les notations.



3.3 Production des moments dans L2 73

Théoréme 3.3.1 On suppose que la donnée initiale est dans L' et que la sec-
tion efficace satisfait (2.1.14) avec v = 0. Alors la solution faible du probléeme
de Cauchy (2.1.12) est dans L>(]0, Tp); L% (R,)) Yt : 0 <t < Tp.

Théoreme 3.3.2 Le résultat du Théoreme 3.3.1 est aussi vrai si on Sup-
pose que le noyau de collision est de type de Debye-Yukawa, i.e. B satisfait
(2.1.15).

On a besoin de 'analyse de l'opérateur de Kac.

3.3.1 Analyse de 'opérateur de Kac

Estimation de la Coercivité

Proposition 3.3.3 On suppose que le noyau collisitonnel B satisfait [’hy-
pothése (2.1.14), et que h est une fonction non négative avec 0 # h € L.
Alors, il existe des constantes positives Ch, ;i = 1,5 dépendant seulement de
B, hllss, By et [1Bllgy, telles que

Crllwef[Fes + Crallwrf 7 + Chsllwef i + Challwy f Il
< (= E(h, wef), wef) + ChsllwfIP,

pour tous t € [0,T],1 € [2,00], et f € L>=([0,00[; L'(R,)).
Démonstration. Posons
T = (=K wif), wif) == [ K alfolsd
R

et wif =g.
En utilisant le théorereme de Plancherel et 'identité de Bobylev, on aboutit
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Jo= - /R /_ 8(6) {h(€7)a(€") — h0)3(€) } 3(€)dode
> 5/ /__ 5(0) {[1(0) = (&) 13(6) — a(€ ) } doe
+ 3/ /_ 5(0) {[1h(¢)] = hO)13(6) — a(€ )} doe
+ g /R /jﬁ(@{fz(m[g?(é)—g2<f+)]}d9df

5 [ 80 {0 - e + 571} dvae

= Ji+ o+ J3+ Jy.

Pour Ji, en utilisant le lemme 2.2.2, on a :

n-s/ / ﬂ EMIaE) — o(eM)I? ) dode

> ¢ / ChleP+|0e(€) Pde
R

= Conllwt Iy

Pour J,, on a :

=5 / ﬂ EMIaE) — a(e™)? ) dode

/R . B(8)(1(0) + [R(E)NIG(E) — (& h)|*dbde

IN

IN

C/R i B(9) sin®(8/4)(A(0) + [A(E 7)) €0, 5(E)[19(E)] + [3(¢T)[]dode

Cepll L llwif 17 + ellwpf 1%

IN
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Pour J3, on a

w3/ jﬁ(e)iz(on@?(f)—g2<£+>]d9df

- /R__Wﬁ 2(¢)dbd
TR

= —CﬁllhllLlllwfflle

Ig (E7)ldode™

Pour Jy, en utilisant le lemme 2.2.2, on a :

n=s/ /fﬂ(@){[ﬁm)—|ﬁ<§—>mg2<g>+92<f+>|}ded5

> Cn [ Igllae) + ot ldg
> Gy {lwpf Il — lwrfliz2} -
Par substitution J;, i = 1.4, dans .J, on aboutit a :
Collbllallwr f5res + CralA*wp fI?
< (= Klhy w'f), ulf) + Crgllulf? + ellwrf 17

D’autre part, on a

I= K(h, w'f), w )

/ / F @) {wlf(@) = whf(v) } dodv.d
o ‘/ / (v {[wf “/)]Q—Mf(v)]Z}d@dv*dv

n / / B [w! f(v) — wl f (o)) dBcdu. dv
RJI;
= L+ 1.

n==g [ [ BOmw) {Wl @) - s )} dodvan

On a
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et par un changement de variables (lemme de Cancellation i.e.Corollaire 2
[2] dans le cas non Maxwellien seulement) donne :

L= -1 / / ! PN — [l ()]} dbdu,do
- —Cgllwfflle-

Pour I,, posons g = wf, alors

-1/ B cos 0/ g(v) ~ gt
-1/ B0 = 0P (dg) (),

prenons en compte,(2.3.19) et (2.3.20). Donc

I = //IﬂBcl 0)1* [0(dug)(0)]?

T / 2 / B0 () (1) b

+ / / BCs(0) sin(0/2)vv.h*[(dyg) (v)]*dOdv,dv
r2 J 1,
= DL+ Lo+ s

Pour I, 3, en utilisant le changement de variables § — —6, on obtient

Ly = /R 2 /1 BC3(0) sin(0/2)vv.h* [(dyg) (0)]2d0dv, dv

_ /RQ/I BCs5(0) Sin(Q/Q)W*h*[(dvg)(v)]Qdev*dv,

de sorte que I3 = 0.
Pour 155, on a :

I, = C}g/vah*dv*/R[(dvg)(v)Pdv

CrllgllisllAgllz> — Cillgll s llgll7--

v

Pour 151, on a :

1
L Z 5Cplhllllgllfy — Calibllellglzs,
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par conséquent
I > CylIbllzllglly + CallRllz lgllzn — CEllRll e llwr flz,

ot C'% sont indépendantes de /.
Sommons J + I on aboutit pour tout [ > 2 a :

Ch 1wafHH1+s + Ch,szffH?-{ll + Chllwefl|7 + Choal|wt f||Fs
< (= K(h, wtf), wif) + Cusllwtf]*.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 3.3.3.

Estimation du commutateur (forme 1)

Proposition 3.3.4 On suppose que le noyau collisionnel B satisfait I’hy-
pothése (2.1.14) ou (2.1.15) et que f,h deux sont fonctions non négatives
avec 0 # h € L'. Alors, il existe une constante Cg qui dépend seulement de
B, telle que :

(K (R, fywf = K (h, wif), whf) < Callbllgs lwt )2

pour toute function w'f € HY(R,), tous 0 <t < oo et > 2.
O wt(v) = (v)! et Cy est indépendante de (.
Démonstration. On utilise le changement de variables (v],60) — (v, %),

on obtient
J = (K(h, flw; — K(h, wif), w,f)
_ //Bh _w)fwffdedv*dv
R2

= / Bh ( — Dw' fwl f'dodv,dv

+ //m g ywt fw. f'dfdv,dv,
R2

7’

nous utilisons les mémes manipulations effectuées dans J sur €2 et sur ¢
dans le parapraphe précédent, on aboutit a

J < Cpllhlpallwy f 7.
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Ce qui acheve la preuve de la proposition 3.3.4.

Estimation du commutateur (forme 2) On considére maintenant
la combinaison de la décomposition de Littlewood-Paley et la partition de
I'unité par rapport a la variable v.

Lemme 3.3.5 On suppose que le noyau de collision (8 satisfait I’hypothese
(2.1.14) ou (2.1.15) et que f, h sont deuz fonctions non négatives avec : 0 #
h € L'. Alors, il existe une constante positive Cs . 1,, dépendant seulement de
17l[ee, |Allzret [[R]] ;. telle que pour toute fonction wtf € L=([0, 00ls; HY(R,))
etl € [0,00], on a

(Wi K (hy [) = K (hy (i i) (wifkg) e < Coenllblloall(wyf)rs
+ell(wp f)rgll s
ot Cg e, est indépendante de (.

Démonstration. Posons H; = (wlf); et Hyj = (w!f);, on a

I = /]R2 /Iﬂ Bh*Kw;z)kj - (wf)kj]f-Hllﬁjdﬁdv*dv
- /R | B = vhw] + V(65 — 9l Higdddv.do

+ / / Bh, [¢;¢;(w;‘f — w!) f Hy dfdv.dv
R2 Ir
= L+ 1+ L5
Pour I, on a

I, = /R 2 /l Bh (g, — ) w' f Hydfdv,dv
- / [ B €)= €0 (€ g€ Hsd

< Cyllhll ]| (wy f sl 72,
Yp(ET)
UR(Er) b
= ¢(0) cos(0/2)|€](0en) (E)) 0 (EF)] < Ce(B).

Tl = I
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Pour I, on a

? / (3h*¢;§(¢; —@)wﬁfﬂ,’ﬁd@dv*dv
R2 J I,
C// h*<; jj)(bjlw;ch-HéjdedU*dU
R2 JI,

- —C/ Bhifve(0)) + v. sin(9/2)](aygbj)(vs)gb;l\IIkajf.H,gj
R2 J 1,
= Iy1+ Iyo,

c(0) = (1 —cos(60/2)), N
v(@vqu)(vs)(bj_l ~ 032’]21(&)(;5)(@3)(;5;1 <C, et
(05¢;)(vs)g; ' < C.

Pour I5 5, on utilise le changement de variables 6 — —6, de tel sorte

vy = csv— su,sin(0/2), devient v}, v' devient v”,
et v, =1+ 2v,sin(0/2),

donc,

/ / csf3sin?(6/2)vh, (82¢])(vs)gb Yoo H; Hy;dOdv,dv
R2
[ s 0r2000.00,0) ()5 W 0,1, ) 5,

ou d’aprés le théoreme de Plancherel et 1'identité de Bobylev on a 'OV D U,
dont le symbole est 1y, (£7+)1, () < C est borné dans L2. On obtient

I < ellwp fllin + (CellRlIZy + Collhllo)ll(wr sl Z2-
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Pour I3, on utilise @Z)kgb]_l = C’gbj_ld)k
Iy = / / 5h*¢2¢;(w;é — wi) f.Hj;dfdv,dv
R2 J I,
= C / Bh(ww, " — 1) ¢ U} Hy,;. Hy dfdv.dv
R? J I,

- C Bh.(ww; — 1) o5 " Hy. Hy dfdv.dv

R2 JI,

_ / / Bh. Raty; " H. HY dfduv.dv
RQ
= I31+ I32+ I33.

Pour I3, on a nous faisons les mémes techniques utilisées pour J (estimation
du commutateur (form 1)), pour (w,‘w;* — 1)

/ (wfw " —1)df < Cp,
Ix

donc, on remarque que ¢;¢j’1 < C' et que, d’aprés le théoreme de Plancherel
et I'identité de Bobylev, 'operateur W% (D, ), dont le symbol est 1)y, (7)1 (£1),
est borné dans L?, alors

Isa < Callhll o[l (wy sz

Pour I35, par integration, on a
Ly = C / / Bh(ww, b — 1)0,(86; ) Ui Hyy. H;dOdv, dv
R2 JI,
+ / Bha(ww, " = 1)(¢h¢; ) Ui0, Hi. Hy;dOdv, dv

+ //Bh ww, = 1)(¢¢; )W} Hy. cos(6/2)0, Hy dfdv.dv,

nous utilisons les mémes mampulations effectuées dans J (l'estimtion du
commutateur form 1) pour (w ‘w;* — 1), oi1, on remarque que

(505 ") = 277 [cos(0/2)(0,0) (V)¢5 " — ¢(0u0) (v)9; 7] < C,

et que, d’aprés le théoreme de Plancherel et l'identité de Bobylev, 'OWD
U2(D,) dont le symbol est (Jgefr)(E4H); 1 (€) est borné dans L2, donc,

Lsa < Co el PI7 Nl (wr f)gll + ell (wr fisl 7.
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Pour I53, on applique les mémes manipulations utilisées pour I33 dans le
s-paragraphe de la production de L}, :

I3z = C/ //Bh*R2<U,£>¢;¢j1Hj-H]I€jd9d'U*d'U
r2 J1I,

= C / Bh(ww, " — cos'(0/2)) 7 "y, Hy. Hy ;dfdv.dv
R2 JI,

— / Bh*[(:j}—i —1)+ (1 - cosl(9/2))]gb;gb;lw,;Hj.H,;jdé’dv*dv
R2 J I, T

= I331+ 1339,

Pour I531, on utilise les mémes manipulations faites pour I5; ci-dessus.
Pour I535, on utilise les mémes manipulations appliquées pour I, dans la
preuve de (2.3.12) du Lemme 2.3.4. On obtient,

Iy3 < Cocl| Pl 1wyl asl 72 + ell (wrf gl
D’ou
((wf)ij(hv f) - K(h7 (wff)kj)7 (wff)kj)L2
< ell (w7 + Cepall (Wi ()72

Ce qui acheve la preuve du Lemme 3.3.5.
Maintenant, nous sommes préts pour prouver Théoreme 3.3.1.

3.3.2 Fin de la démonstration du Théoréme 3.3.1

Considérons maintenant la combinaison de la décomposition de Littlewood-
Paley (partition de R¢) et la partition de I'unité (partition de R,).
Prenons la fonction ¥(t,v) = wi2¢;2¢;w2f € L{(R);1 < p < o0
comme fonction test, et on dénote py;f par fi; ou on pose :

Prj (0, Do) = (Do) d5(v), pir(v, Do) = ¢5(v) (D)

définies dans le paragraphe 1.9. on a :

(Pejwi 20 f (t,0), W fig) 1o = /ijwﬁ£+2K(f,f)(wf«mf)kjdv-
R
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Alors
G DG0 = [ poel KDl o
+ 21 /Rpkj log(w) w2 f (w2 ) dv = T + J.
Pour la seconde intégrale J, on a :
7 = 1 Tog) gt e
— 1 ogw))y (040 gyt ).t g
-1 /]R Roygjwi™2 ) (wi™2 f)zdv.

On utilise les mémes manipulations faites pour J dans le paragraphe précédant
ot on remplace +/|(w*2f);;| par (W2 f)i;, et gi; par (w2 f)x; dans les
lemmes 2.3.10 et 2.3.4. On obtient

T < O™ Pl + ell (w2 gl

Alors,

d

M@ @7 = /Rpkjw?”K(faf)pkjw(tl”)fdv+CH(wﬁé+2 D72
= 1+ C[l(w ™2 f)ijll7e-

Pour I on fait appel a 'estimation du Commutateur (forme 2), i.e.

(Prjwr K (g, [)=K (g, prjwrf), prjwrf) 2 < Cagllgllipaswrf T+l (wrf sl -

En utilisant Iestimation de la coercivité (qui ne change pas en remplagant
w2 f par (w2 f);;) la proposition 1.4.7. On obtient

d
ekl (W) Fellze + =i Pz,

< Coll (w2 gl z2,

avec

Coj = 01(22(j+k(1+s)) +2—2(j+k(1+s)))+C322k+02(22(k+j)+2—2(k+j))+0422sk'
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Donc,

d
B = (w2 yl3) <0,

Par le lemme de Gronwall et I'inégalité de Bernstein, on aboutit a :
CCritali
B = (" Figll? < e 5227 (fo)gll7

En prenant la somme sur k, 7, il vient :

E= ZH P Pilze < Z e~ (w? fo)rsl 72,

k,j=0 k,j=0

ou :
[ 1:w? foll 2 < [|w? fol|zo-
Comme fy € LI(R), en prenant r — oo, on obtient :

Z 1wy g (01172 < Z e Wt 2)( Z 1w fo)gllZe), — (3-3.1)

k,j=0 k,j=0 k,j=0
ou :
e~ Ck+1,j+195+1

I ————————— =0,Y(j,k) eN?, VI < tt>0
(k(l"esi)r?))eoo e~ Cr.itQJ V(s k) ’ > 00, € ,

e~ Ch+1,j41t95+1
im S 0¥ <oo >0
(kj)—(00,00) €~ Ckit2I

Donc la série dans la droite de (3.3.1) est convergente donc celle dans sa
gauche est aussi convergente, i.e.

Cot

(w2 sl < e 02| foll 7y < 2 (3.3.2)

o2(CT1C?)t4(C3 1 Ca)t ||f0||%%7
ou C*, Cyy sont indépendantes de /.

*Si 2(C+ C?) + (C3+Cy) > Cp (le cas usuel) (3.3.2) signifie que f est dans
L>(]0,T.[; LZ(R)), VI < +oo et T, < +o0.

Ce qui acheve la preuve du Théoreme 3.3.1.
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Chapitre 4

Effet de régularisation au sens
de Gevrey sans poids

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considere la régularité de Gevrey pour les solutions
du probleme de Cauchy (2.1.12). Plus précisément on étudie la propagation
et leffet de régularisation au sens de Gevrey. On commence par un rappel
de la definition de la classe des fonctions de Gevrey.

Définition 4.1.1 Pour s > 1, u est dans l’epace des fonctions de Gevrey
G*(R™) avec indice s, s’il existe C' > 0 telle que pour tout k € N

D ull ey < (R
ou de maniére equivalente, s'il existe co > 0 telle que e2)' "y € LA(R"), o1
(D) = (1+ D)2, ID*ullFa@ny = Y 1Dl 72y,
|Bl=k

Rappelons qu’ici on donne l'espace des fonctions dans tout l'espace R™.
Ainsi on peut utiliser la transformation de Fourier et donner une définition
équivalente par le multiplicateur de Fourier e®(? ne, Cependant, en général,
I'espace des fonctions de la classe de Gevrey G* est défini localement dans
un domaine ouvert de R”. On peut remplacer la norme de L? par la norme
de L? pour tout 1 < p < +o0.

85
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L’étude de la régularité de Gevrey (propagation et effet de régularisation)
avait occupé 'attention de plusieurs auteurs dépuis dixaines années.
On note que pour I'équation de Boltzmann la propagation de la régularité
de Gevrey était construite pour les solutions locales par S.Ukai [62]. La
propagation de la régularité de Gevrey pour les solutions de 1’équation de
Kac, est étudiée dans [24] par Desvillettes, en supposant, comme hypothese
suplémentaire, que la donnée initiale est paire.
Le resultat donné ici concerne la propagation et l'effet de la régulari-
sation de Gevrey sans poids, ol aucune supposition suplémentaire n’est faite
sur la donnée initiale. La propriété de 'effet de régularisation des solutions du
probléeme de Cauchy est supérieure que celle du résultat de [47] ot I'équation
de Boltzmann linéairisée est prise en considérration. Dans [23] on aboutit a
un effet de régularisation d’ultra-analytique pour les équations du probleme
de Cauchy dans G%(Rg) : pour I'équation de Landau homogene linéarisée
autour de la distrubution Maxwellienne et celle de Fokker-Plank linéarisée.

Le résultat de la régularité de Gevrey peut étre énoncé comme suit :

Théoréme 4.1.2 (Lekrine-Xu [/3]) On suppose que la donnée initiale fo €
L}, 5, N Llog L(R), et la section efficace B satisfait (2.1.14) avec 0 < s < 3.
Si f e L*(]0,+00[; Ly, o, N Llog L(R)) est une solution faible non négative
du probléme de Cauchy (2.1.12), alors

1
7

ft,) € G* (R)
pour tout t > 0, et tout 0 < s’ < s.

Théoréme 4.1.3 (Lekrine-Xu [43]) On suppose que la donnée initiale gy €
L3, ,,NLlog L(R) est radialement symétrique. Soit® = 1 et B satisfait (2.1.4)
avec ) < 5 < % Si g est une solution faible, non négative du probleme de Cau-
chy radialement symétrique (2.1.1) avec g € L*(]0, +o0[; L3, ,,NL1og L(R)),
alors

1
7

g(t, -) € G* (R,),
pour toust >0 et 0 < s < s.

On remarque que pour 1’équation de Boltzmann spatialement homogene avec
une section efficace (S.T.A), on a l'effet de H*-régularisation pour les solu-
tions faibles (voir [27, 38, 47]). Si f est une solution faible du Probleme de
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Cauchy (2.1.1) et la section efficace [ satisfait (2.1.4), alors on a f(¢,-) €
H*>°(R) pour tout 0 < t.
Pour I'étude de la régularité de Gevrey pour les solutions faibles, comme
[47, 23], on considere la régularisante de type exponentiel.
Pour 0 <d<1,¢9>0et0<s <s,on pose

. ecot (€)%

6= ——
6( ? g) 1 +5660t<£>23

D’ou )

€)= (1+¢*)z2, Eer
Alors, pour tout 0 < § < 1,

Gé<t7 g) S LOO(]OvT[XR)7 (411>

et
lim G (t, €) = et (4.1.2)

On dénote par Gs(t, D,), le multiplicateur de Fourier dont le symbole est
Gs(t, £), tel que :

Gsg(t, v) = Gs(t, Dy)g(t, v) = F¢ 1 (Gs(t, §)g(t,€)) .

Notre but est de prouver la bornéture uniforme (par rapport a0 < d < 1) du
terme ||G5(t, Dy)f(t, -)||z2w) pour la solution faible du probleme de Cauchy
(2.1.12).

Dans la suite, on va utiliser les méme notations pour Gs pour 'opérateur
pseudo-differentiel Gs(t, D,,) et aussi pour son symbole Gs(t,£).

Lemme 4.1.4 Pour tous 0 < 6 < 1,0 < T < o0, et ¢g > 0, on a les
propriétés suivantes :
(1) Si f est une solution faible, alors

M;sf(ouGsf) € C(0,T):; L*(R,)),
M; f(ouG3f) € L*(]0,T1; HY),
(it) Si f € L>([0,00[; L}), alors
Mif(ouGif) € L®()0,T); HY), i = 1.2

ou :

Gs(&) = ()71Gs w = w(v) = (W), eRY, et T < o0
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La démonstration de ce Lemme est donnée dans I’Annexe.

Lemme 4.1.5 SoitT > 0,c9 >0, Pourtous0 <6 <1,0<t<T et eR,
on a :

10:G5(t, )| < (€)™ Gs(t,€),
|0eGs(t,€)| < 25 co t (€)% 7' Gs(t,€)

et
|02Gs(t,€)| < C(©)** VG2, €)

avec C' > 0, indépendant de 6.

En effet, on a les foumules suivantes

, 1
o 2s
atG(S(t) 5) - CO<§> G(S(tv g) 1+ 5600t<5>25/ ) (413)
) v Gs(t,
8§G5(t, £) =25 cot (14 |§|2) 15 %, (4.1.4)
et
, . 1 — Secot™
D2Gs(t,€) = (25 cot (1+1€1)*71€) Gs(t, €) —

(1 + gecot€r) (4.1.5)

G(S(tv g)

(25 ot ((1+ [€)* 1+ 2(s" — 1)EX(1 + |£|2>“)]W :

Lemme 4.1.6 I existe une Constante C > 0 telle que pour tous 0 < § < 1
etE€ER, ona

G5(€) — G5(Ecos )] < C'sin®(0/2)(€)* Gs(E cosh) Gs(Esind),  (4.1.6)
et
1(9:G5) (€) — (9eGis) (€ cos 0)] < C'sin®(0/2)(6) "D Gy (€ cos 0)Giy(E sin 6),
0il (4s' — 1)* = max{4s’ — 1,0}. (4.1.7)

Démonstration. Pour I'estimation (4.1.6), par la formule de Taylor

Gs(€) — Gs(€cos) = (£ — Ecosb) /0 (0¢Gs) (€ cos O+ 7(& — Ecosb))dr
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D'ou &, = £cosl + 7(§ — £ cos ).
Alors (4.1.4) implique

1
Gusl€) ~ Galt, €cost)| < 45 cutl€] sn(6/2) | Gilt, &)(61* ar.
0

Pour 0 <7 <let —w/4<6<m7/4,

gm < [&| =€ cosf + T(& — Ecos )| <[],

Ceci implique, pour 0 < 25" < 1, qu’il existe Cy > 0 telle que

(E)* <O, (&) <oe)*

D’autre part, Gs(t, &) = Gs(t, |£]) est croissante par rapport a ||, étant donné
que £ > 0, 0:G5s(t, &) > 0. Alors,

Gs(t, &) < Gs(t, §).
En utilisant
[€]* = [€ cos O] + [¢ sin 6],
et
(I+a+b)% <A+a)® +(1+b)%, (1+06e°)(1+e’) < 3(1+deth),

on obtient

Gs(&) < 3Gs(€ cosO)Gs(& sinb). (4.1.8)

Donc,
|Gs5(€) — Gs(€ cos0)] < C'sin®(0/2)(€)% Gs(€ cos0)Gs(Esinb).
On a prouvé l'estimation (4.1.6) quand || < w/4. Si w/4 < || < 7/2, on a

|G5(E) — Gs(€ cosO)| < [Gs(§)| + [Gis(€ cos O)] < 2|Gs(8))
< 6 Gs5(€ cos0)Gs(Esind) < C'sin®(0/2) Gs(€ cos)Gs(Esin ).
Pour l'estimation (4.1.7), en utilisant(4.1.5), on a si |0| < /4,

1(3Cs) (€) — (06Gs) (€ cos )| = \(5 ~cost) [ (@8Ga) )

< Clel st (0/2) (€7 [ Gu(ein
0
< C'sin?(0/2) (€)' 71Gs(€ sin 0)Gy(t, & cosb).

Le cas /4 < |6| < 7/2 est similaire a (4.1.6). Donc, on a prouvé le lemme
4.1.5.
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4.2 Propagation de la régularité de Gevrey

Dans ce paragraphe, on montre la propagation de la régularité de Gevrey
en utilisant la méthode de [47].

Théoréme 4.2.1 On suppose que fo € LiNLlog L(R), et que la section effi-
1

cace (3 satisfait (2.1.14) avec 0 < s < 1. Si fo € G° (R) et f € L>(]0, +oc[; LN
Llog L(R)) est une solution faible du probléme de Cauchy (2.1.12), donc

1
f<t7) € GSOR)
pour toust >0, 0 < s <1,

Remarque 4.2.2 Ce résultat est démontré [24], avec Uhypothése que fo est
paire donc f est aussi (comme f est radialemment symétrique) .

Théoréme 4.2.3 [24] On suppose que fo est une fonction non négative
paire qui satisfait

sup (| fo(&)]e* ") < oo,

£eR

pour tout ¢c; > 0 et que la section efficace (3 satisfait (2.1.14) avec 0 < s < 1.
Alors, la solution du probleme de Cauchy (2.1.14) satisfait f(t, -) € G*(R)
pour tout t > 0.

Pour montrer ce résultat en utilisant la méthode de régularisantes [47],

on considere la suite des opérateurs régularisantes suivantes :
600 <£>S
G(S(f) - 1 + 5600 <§>s .

L’estimation de la coercivité

Proposition 4.2.4 On suppose que le noyau de collision [ satisfait [’hy-
pothése (2.1.14) et que h est une fonction non négative avec 0 # h €
LN Llog L. Alors, il existe des constantes positives Cy,; i = 0,3 dépendant
seulement de 3, ||h[[rs, [[Allz, [|B]lzy et [AllLiog L, telles que pour toute fonc-

tion convenable f € Ly N Llog L on a :
Callhll o lIGsf Il + CrallAGs fII* + C3llall i3 |G f 1
< (= K(h, Gsf), Gsf) + CrallGs I, (4.2.1)
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ot A = (14 |D,|?)2.

Démonstration. Posons
J = (— K(h, Gsf), G(g) = —/K(h, G(;f)G(;wffdv.
R

On utilise le théoreme de Plancherel et I'identité de Bobylev, en posant
Gsf(&) = F (&), on aboutit a :

5--/ / ﬂ (GEY) — hO)(Cs)E) ) F(E)ande

-3/ / OIF(E) ~ F(E")?} dode

+ 3/ /_ BOROIFE ~ | F(ENIdbds
+ g [ B0 - KeNFE @i
= Ji+Jo+ Js.

Pour J;, on a :

1
Bz Cagg [ Gl
T JR
= Clhlla oIy

Pour .Jy, un changement de variables £ +— £ | donne

n= 5 / BO)(1 ~ o MO P

> —Cyllhl / (6 e
= _CBHhHDHG(SfH%Q'
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Pour J3, on a

Iy = 1L/“ 7 BO)R(0) — (€| F(©)[2dode

2 Ju )
1 &
5 [ [ B@0) - NP - PP anas
RJ
= Js1+ J30.
Pour J51, on utilise le lemme 2.3.7 pour obtenir :
Js1 > CullGsfl|Fe — Cull Gs f1I72

De méme, on a :

Ty < (// BO)H(0) + [ F(E) — F(EHF(€)dode
< %JWMW#MH@W#%;

D’autre part, on a

+7r/2
I = —(K(h,Gsf), Gsf) = /R/ hGLf! — Gy f1Gs fdOdv.dv

w/2
+7r/2

_ / / (0 — 0)2[0y, G f (v02)2d0duv. dv,

/2

+7r/2
- /R/_ [(Gsf(v)? = (Gs f(v))?]dOdv.dv,

/2

ou, prenons en considération (2.3.19) et (2.3.20). On fait le changement de
variables v, — v, pour avoir :

I = Cugllhlly / (oG f)2d0 + Co s / hov?(dy Gy f)2d
R

+7T/2
+ / / 0)Cs.4(0) sin(6/2) hvv,[0,Gs f (v)]*dOdv.dv
R2 J—

w/2

+7r/2
- /Rz/ A(Gsf(0)? = (Gsf(v))?|dodv.dv

w/2
= L+ 1+ Is.
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On fait le changement de variables 6 — —6 dans I pour obtenir I, = 0. D’ou

I = CuplhlllGsflizy + CopllhllzllGsf Il
= Cop(llhllzy + 1Bl GsfIIZ2-

Par substitution J;, i = 1.3 (respectivement I;) dans J (respectivement dans
I), on aboutit a :

CallPlllIGsf Iy + Cral AGsfII* + Callall i3 |G f 17
< (= K(h, Gsf), Gsf) + CrallGsfII,

olt G, i = 1.4 dépendent de [|h][ 1, [|[2]|1 et 3, mais pas de d. Ceci acheve
la démonstration de la proposition 4.2.4.

L’estimation du commutateur

Proposition 4.2.5 On suppose que le noyau de collision 5 satisfait (2.1.14)
ou (2.1.15) et que h est une fonction non négative avec 0 # h € LN Llog L.
Alors, il existe une constante positive Ce g qui dépend seulement de 3, ||h|| 1,
[Allzy et |Rllziogr telle que :

(GsK (h, f) = K(h,Gsf), Gsf) < €[Gsfll5z + CerpnllGs I,
pour toute f € L>([0,00[s; L' (R,)).

Démonstration. Remarquons que :

v/ =wvcos(0/2) — v, sin(0/2), on a |Dy| = |cos(0/2)||Dy|.

Posons

I = (G5K<h’7 f) o K<h7 G5f)7 Géf)

Dénotons Gs(v) (respectivement Gs(v'), f(v), f(v'), f*, f(v))) par G (respec—
tivement G%, f, ', f«, f1). on utilise le changement de variables (v, v,,v’, v.)
(v, v, v, v*) en posant Gf (D,) = Gs(cos(0/2)D,), on a :

// B(O)[G5TH.f — WG} Gy f(v)dOduv.dv
R2

_ / / B(O)h. (G — Ge) f Gl f'dfdv.dv.
R2J=x
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€17
1+ €[

Utilisons le théoreme de Plancherel et I'indentité de Bobylev, en dénotant
par &1, (respectivement 71,67, &, €, vT) pour € cos(0/2), (respectivement

£(cos(0/2))?, Esin(6/2), 005(59/2) : f(sciss(fe//QQ)) ,vcos(0/2)). 11 vient :

|G5(€7) = Gs(&)] < cos(1 — cos(0/2))

(£)°G5(8).

I = /]11;2 . 6(9)h*[Gg(DU+) — G‘s(DU)]fG:Sf(U,)deU*dU
- / ’ BO)A(E)Go(ETF) — Go(EM)]F(€)Gsf(€)dbdE

_ / / BOMEDIG5(ET) = Cs(ONFOCsF ()]

1
cos(2) P+
< Collhl2 |G f ()2 + €| A*Gs f(0) 2.

Donc,

(G5K<h7 f) - K<h7 G5f)7 Géf) < EHweG(gf’

ou C, g dépend de ||h]|1 et de B, mais pas de 6.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 4.2.5.

Fin de la démonstration du Théoreme 4.2.1

Considérons la suite régularisante ¥ (¢, v, D,)) = G%(D,)(f(t,v), comme fonc-
tion test, il vient :

is + CepnllGsf ).

G5t 03 =2 [ GoK(f.7)Gif (8, )
et donc,
2 [ Gk (. PGaf (1. ) = |G (1. 0) | — 2 [ KU£.Gaf)Gaf (e, 00
= 2 [[GK(f. Gsf(t.0) = K(1.Gof )G f (1, v)de
On utilise 'estimation de la coercivité et celle du commutateur, on obtient :

1
5Ch 1HG5f|!2' + ChallGsf 3 + CrsllGsf113

Hs T

+5‘t||Gsf(t v)||L2 < CollGsfII* : Cepn+ Cha = Co.
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En utilisant le lemme de Gronwall, on aboutit a :
IGsF@)? < 1G5 foll?,

on fait 6 — 0, on obtient

lewp(eo(€)*) flI72 < e lexp(co(€)*) follZ2,

ou C est indépendante de 4.
Ce qui termine la preuve du théoreme 4.2.1).

4.3 Effet de régularisation

4.3.1 Analyse de Fourier de 'opérateur de Kac

On s’intéresse maintenant a 1’étude de ’analyse de Fourier de 'opérateur
collisionnel de Kac. C’est 1'étape clef pour I'analyse de la régularité des so-
lutions faibles.

L’estimation coercivité

Proposition 4.3.1 On suppose que la section efficace est sans troncature
angulaire, et satisfait I'hypothése (2.1.14). Soit f > 0,f # 0, f € Li{(R) N
Llog L(R). Alors, il existe une constante ¢y > 0, qui dépend seulement de
Billf ey, et 1fllzwog L, telle que

—(K(f. 9), 9) = crllgls@,) — CllFllzllgllze, (4.3.1)
pour toute fonction g € L3(R) N Llog L(R).

On rappelle la formule faible des opérateurs de collision suivante :

(K(f, 9), h) ://R : B(0)f(vi)g(h(v') — h(v))dodv.dv,

s
2

pour des fonctions convenables f, g, h avec valeurs réelles. Alors

(= K(f,9),9) = %//}R2 _5 B0)f(ve)(g(v') — g(v))Qdev*dv

s
2

LT[ 80) 5w o) - o) b
LT
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Le second terme dans le membre droit peut étre estimé en utilisant le lemme
de Cancellation de [1]. Mais, dans le cas Maxwellien, (il suffit par un chan-
gement de variables approprié,) on a,

s ] 5@ - #asaan
_ %//R/ 5(9)f(v*)92(colse—1)dedv*dv

C// /2 }sin(é’)’_l_%
R2 J-z2
< Cliflellgllze -

Le terme coercif dans H® est déduit du terme positif suivant

INIE RN

(SIE]

IN

0.2
sin (5)’ | f(v,)|g*dOdv.dv

5 [ 80re)e) - o) dsd.av.

B
Ici, on a besoin de la formule de Bobylev, i.e. la transformation de Fourier
de I'opérateur de collision :

PG 9)©O =5 [

s
2

5(0) { F(¢ sin0)3(€ cos) = f(0)3(&) } .

(4.3.2)
pour des fonctions convenables f et g. (voir [1, 3, 47]). D’apres cette formule,
on peut obtenir aussi I'estimation de la bornéture supérieure (voir [38, 47]).
Pour m, ¢ € R, et pour des fonctions convenables f, g, on a

K (f, Q)HHE"(RU) < C||f||L;++QS(RU)||9||H$I§;)+(Rv) ) (4.3.3)
ou sT = max{s, 0}.
L’estimation du commutateur

Proposition 4.3.2 On suppose que 0 < s’ < 1/2, Soient f,g € L}(R,) et
he  H(R,). Ona :

(Gs K(f, g), h) — (K(f, Gsg), h)|

4.3.4
<C|Gs f”L%(R) 1G5 g ( )

Hs'(R) Hh’ H (R)»
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et

‘((,UGé) K<f7 9)7 h’) - (K<f7 (UG5) g)7 h’)‘

< C (I ey + 1Gs Fllzzeey ) 1Gs allag o Il e
Démonstration. Par définition, on a pour une fonction convenable F'.

F(Gs F)(€) = Gs(t, &) F(£), (4.3.6)

(4.3.5)

et
F(vGs) F)(€) = i0e(Gs F) (§) = i(9eG5) (&) F(&)+iGs(6) (9eF) (&), (4.3.7)

En utilisant la formule de Bobylev et le théoreme de Plancherel, on obtient

(27T)1/2{( K(/f, g) h) — (K(f, Gsg), h)}
/R - (E )ﬁ(f*)—f(O)g(g)}deﬁ(g)dg

-J e
/RE/ gsme Gs(§) — Ga(&*)}ﬁ(&*)ﬁ(g) do de .

Cette formule peut étre justifiée par I'approximation de la troncature angu-
laire du noyau collisionnel, 5(6). Alors, (4.1.6), et (2.1.16) impliquent

[(Gs K (£, 9), h) = (K(f, Gs ), )
<C// B(0)sin?(0/2)|Gs(€ sinf) f(€ sin 0)]

E__

X |G5(€ cos8) §(& cosB)] (€)' |A(€)| db dE

INERVH

F(Gs9))(§7) = J0)(F(Gs.9))(€) |0 h(&)dg

(ME] w|:|

<C[Gs fll=re) [ B(O)sin*(0/2)

N

1/2
X (/ (€)™ |G5(€ cos0)g(¢ 0089)|2d§> 17l g7+ (my 4O
Re

2 sin?(6/2) o
<ClIGs flom) [ BOTo G281 Gy 1Ml

<CGs fllzn G gll e @y 12| 1o
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ou on a utilisé 'immersion continue suivante :
L*(R) Cc L*(R), s> 1/2.

On a prouvé (4.3.2).
Pour traiter (4.3.5), en utilisant (4.1.7), par similarité, on a

(2m) /2 {((v Gs) K(f, 9) h) = (K(f, (vGs)g), h)} =
/R/2 265 () f (€ sin0)g(& cos@))

— f(& sin0)F((vGs) g) (€ cose)} h(€) de df
=i [ [ 516) sind (0c)(€ sin0)Gy(©als cos0) hie) e

+i/ug /_1 BO)S(E sin 9){85 (Gs(€)g(& cos ) — (9 (G5 3) (€ cos 9)} h(€) dg db
— () + (D)

Pour le terme (/), on a

(1) < / * 5(0) | sin ] |9 (€ sin )] |G(€ cos0)F(E cos0)] |h(E)] de do

+/R " B(0) | sin ] [(9:F)(€ sin )| |Gs(€) — Gisl€ cos0)|13(¢ cosO)] [h(€)] € av
< [1—02—[2.

D’abord, (2.1.16) avec I'hypothese 0 < s < 1/2 implique que :

B < 10cflmm [ [ BO)|sind] [Gits cost) s coso)| [i(6)] deat
1)

| sin 6|

< CYHJC”L%(RU)/7r ﬁ(e)W de WALHLQ(]RE)

x (/R |G5(& cosB) g(¢ cos@)’Qd(g COS@))l/Q

< Ol fllor@nllGs gl 2w,y 10l 22 (w,) -
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pour I, en utilisant (4.1.6) on a les estimations suivantes : aussi vraies Pour

O0<s<l1:

I, < / ’ B(0)|sin 6] sin?(0/2) |Gs(& sin0)(9e f) (€ sin 0)|
Re /-3

X |Gs(€ cosB) (€ cosB)| (€ A(§)‘ d¢ db
oy B |sin9\ sin®(6/2)
<Y Goillimmg [ AOFEIEE an o

X ( ’Gg(f sin 6) <a£f)<§ sin 9)}2d(£ Sin@))l/Q

Re¢

, 3 sin @] sin2(0/2
< DY Crglg, [ Boy Sl sm (6/2)

oz | sin 0|1/2
x / |G5(& sind) (0 f) (€ sin6)|d(¢ sing))"?
Re
< CllGs gll gy @) IGs (0 )l o) 12l o ) -
De plus, pour une fonction convenable F', on a
Gs(vF)=vGs F + [Gs, v] F,
et X
F([Gs, o] F)(€) = i(0:G5)(E) F (&)
Alors (4.1.4) implique que, Pour 0 < 2¢’ < 1, on a
1G5 (v F)ll =) < ClIGs Flls e,
pour tout s > 0. Alors,
(D1 < {1 lngcea) +1Gs Flzzen } 1Gs 9llag e, 17
D’autre part, pour (I7), on a
0 (G5(€)g(§ cos8)) — (0& (G5 ) (& cost) =
= {Gs(&) — Gs(& cos0) }(9eg) (€ cosb)

+ G5(&) (cos O — 1) (0eg(€ cosb)+
+{(0:G5)(€) — (9:Gs)(€ cosB) } §(€ cost)
= A + Ay + A;.

do ||h||Hs’(R )

H¥ (Rv)

(4.3.8)

(4.3.9)
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et donc,
ani<c [ 7 a@1f o)A+ A+ As] [h(6)] de o,
Re /-3

On étudie maintenant les trois termes ci-dessus dans le membre droit. En
utilisant (4.1.6), il vient :

/R " BO)1f(€ sin0)] |41 [h(©)] dg @t

< /}R5 /_z B(0) sin(0/2) |Gs(€ sin ) f (€ sin 0)]
X |Gslé cos8) (Bei(e cosb)| (&)

2 in?(h/2
<ClGs fle, [ B0) Tt 416 (0 5) sy Wil s,

< Cl|Gs fllze@nllGs (v g)]

h(€)| d¢do

H* (Ry) Hh’ H (R,)

L’estimation (4.1.8) et cosf — 1 = —2sin?(#/2) impliquent
| [ a0t sy aal [hie)] de ao
Re /=3

<c / * 5(0) sin’(6/2) |G5(¢ sin0) (€ sind)|

X |Gs(€ cos8) (0eg(& cos0)| [R()| dé do
< Cl|Gs fllzwa)1Gs (v )|l 22r,) 1Pl 2R, -

Finalement, 'hypothese 0 < s < 1/2 implique (4s' — 1)* < 24", Alors (4.1.7)
donne,

/R " BO)IF(€ sind)] 14| [h(©)] de b

< C/R /___ B(0) sin®(0/2) |Gs(€ sin ) f (€ sin0)]

x (€)*" |G5(€ cos) g(& cos)| |h] dedo
< ClGs [z 1Gs gll g+ g, 1B]

H¥ (Ry) *
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En sommant les trois dernieres estimations, (4.3.8) implique que

(I1)] < CIGs iz |G 9l gy 1l gy - (4.3.10)

La preuve de la proposition 4.3.1 est établie

Remarque 4.3.3 Dans la preuve de [’estimation du terme Iy et le dernier
terme de (I1), nous avons utilisé [’hypotheése cruciale restreinte 0 < s < 1/2.

4.3.2 Effet de régularisation au sens de Sobolev

En premier lieu on donne le résultat de H™>-effet de régularisation pour
la solution de 1’équation de Kac homogene.
Le théoreme suivant est plus précis que le théoreme 1.1 de [47], ou I’équation
de Boltzmann homogene est étudiée avec des molécules Maxwelliens.

Théoréme 4.3.4 (Lekrine-Xu [43]) On suppose que la donnée initiale fy €
L. 5, N Llog L(R), et la section efficace 8 satisfait (2.1.14) avec 0 < s < 1.
Si f e L*(]0,+00[; L3, o, N Llog L(R)) est une solution faible non négative
du probleme de Cauchy (2.1.12). Alors f(t,-) € Hy *(R) pour tout t > 0.

Remarque 4.3.5 C’est un résultat de H™>®-effet de régularisation pour la
solution du probléme de Cauchy, qui est différent de celui de [19, 35] ot
tous les moments de la donnée initiale sont supposés bornés. En utilisant
["itmmersion continue

fo € Li(R) C H;'(R).

Le résultat du Théoreme 4.3.4 est aussi vrai si on suppose que le noyau de
collision est de type de Debye-Yukawa, i.e.

| cos 0|

5(9) = Co |

log |6]~1)"™ . 4.3.11
sin6’|(0g|| )", 0<m (4.3.11)

L’idée de la preuve du Théoreme 4.3.4 est d’utiliser la régularisante de type
polynomial

Ms(t, €) = (&)™ (1 +8l¢) =™,

Pour 0 < § < 1, t € [0, Tp] et 2Ny = Ty N + 3. On a des estimations similaires
a (4.1.6) et (4.1.7), mais sans le terme M;(t, & sinf). Alors, on peut prendre

(v)’Ms(t, D,) f € ([0, To); Hy,(R))
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comme fonction test.(qui est clairement dans H(R,)).

Le théoreme 4.3.4 implique que la solution faible du probleme de Cauchy
(2.1.12) satisfait f € L>([to, To[; Ha(R)) pour tout ¢ty > 0. Alors, f est une
solution pour le probleme suivant :

{%:K(f,f), veER, t>t,
fli=to = f(to, -) € Hy(R).

4.3.3 Effet de régularisation de Gevrey local

Nous étudions maintenant l'effet de régularisation local au sens de Gevrey
de la solution du probleme de Cauchy en supposant que la donnée initiale
fo € HI N Li(R). On établit ce résultat dans le :

Théoréme 4.3.6 (Lekrine-Xu [/3]) On suppose que la donnée initiale fo €

H3NL(R), et que la section efficace B satisfait (2.1.14) avec 0 < s < &. Pour

To > 0, si f € L°°([0,Tp); HY N LI(R)) est une solution faible du probléme de
1

Cauchy 2.1.12). Alors, il existe 0 < T, < Ty tel que f(t,-) € G* (R) pour
tous 0 <t < T, et 0 < s < s. Plus précisément,

PO e 10, T.); LA(R)).

Nous prouvons le théoreme ci-dessus par la construction d’une estimation a
priori pour la solution faible régularisée.
Prenons f € L*(]0, Tp[; Hy N L3(R)) comme une solution faible du probleme
de Cauchy (2.1.12). Alors, (4.3.3) avec m = ¢ = 0 implique que, (I’hypothese
0<s<1/2)

K<f7 f) S LOO(]O7 TO[; L2<Rv>>

Alors, nous devons choisir une fonction test p € C*([0, Tp]; L*(R,)) de donner
un sens a

(K<f7 f)7 QO)LQ(]RU)'

La bonne facon est de choisir une régularisante de la solution faible f. Nous
avons d’abord :

ft, ) = (Gs(t, Dy)(v)* Gs(t, Do) F) (¢, ) € L0, To[; H'(R)).

En utilisant des manipulations similaires comme [47], nous pouvons obtenir
la régularité par rapport a t, cela signifie que nous pouvons supposer que
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f e CY[0,Ty]; HY(R,)), et étudier Iéquation (2.1.12) dans la formulation
faible suivante :

(Of (t,-)s F(E ) oy = (K(F )y ) poge, - (4.3.12)

Tout d’abord, le terme du coté gauche est

(010, ), T ) oy = 5 IG5 F () e,
- ((atG(S)( ) v)f( ) )7 Gé(ta Dv)f(tv '))L2(RU)
— (v (8:Gs)(t, Dy) f(t, - ), vGs(t, Dy)f(t, ~))L2(Rv).

Alors, nous estimons que les deux termes de droite en utilisant le lemme
suivant :

Lemme 4.3.7 il existe C' > 0 telle que
)(«zc%)@,zzgf(@.),<;5u,zzgf(, . )~< ClIGs f1y g, (4:3.13)
et

(0 (2Gs) (4. DS, ), vCislt, DI ) pagey| < G I,
@31@

Démonstration. (4.3.13) peut étre déduite directement de (4.1.3) en uti-
lisant la formule de Plancherel. Pour (4.3.14), on a

('U (atGé) (ta Dv)f(t’ ) )7 v G(;(t, Dv)f(t’ ’ ))L2(]RU)
/ (65 (col€)2 Ga(1,) f(af))) FOa 5>d5\

1 —+ 5600t<£>23
SC/XG%
R

+ C/]R e ((€)*
<C|Gs f13

=C

@(Gs(t,of(t,&) )| |7 (v Gsf) . €))] de

W ’ Gs(t, &) f(t,6)| | F(vGsf)(t, €)| d¢

Hs (R )7

ou on utilise le fait que



104 Effet de régularisation au sens de Gevrey sans poids

Alors, le lemme 4.3.7 est prouvé.
la relation (4.3.12) et Lemme 4.1.5) donnent

thHGaf()HLz;(RU (K(fs )y ) ey < CIGs 11

D’un autre part, on a

(K 1) T) e )z(G K(f, [), A+0")Gsf) e
=(K(f, Gaf) Gaf)L + (K(f, vGsf), UG&f)LQ(RU)
(Gs K K(f, Gaf) Gaf)L2(R

(vGs K(f, vGsf), UGaf)Lz(R

4

DL

i=1

Alors, Proposition 4.3.2 implique

(G5 K(f, £)= K(F. Gof ), Gof ) page

(4.3.15)

Hi'(Ry)’

- -

< ClGs lla@ollGs 30 e,
et

‘(UG(gK(f, [)—K(f, vGsf), UG5f)L2(R )
< C (I g + 1G5 Fllizem ) 1G5 £1L

Hy (R)"

de méme Proposition 4.3.1 implique :
—(K(f. Gsf). Gsf) = cpllGof i) — CllF @l Gaf 2w,
—(K(f, vGsf), vGsf) = cpllvGofllips e,y = Clfll@nllv Gsf T2,

Comme
|G /] %Jf(Rv) < [|Gsf] Ha(ry) T C||G5f||i§(Rv),

en sommant tous les termes [;;,7 = 1.4 et (4.3.15). On obtient :

%JS(RU) + v Gsf]

d
ZNGs S Ol3,) + el Gof () ey
< CIGH Oy sy + N O lGsS Ollfye, - (43.16)

¢ (10 et +1Gs W) lz ) 1Gs SO

Hi'(R)’
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Fin de la preuve du Théoréeme 4.1.2
En utilisant (2.1.3) et (2.1.10), on a

IF Ol @ + 1 Ollse,) < Cllfolliywny,  crw = ¢ >0

Alors, (4.3.16) produit

2

d
%”Géﬂtwig(ﬂgv) + 1, |G f ()] H (Ry,)
< OGOy gy + C 1G5 SOz G S0 sy

(4.3.17)

Nous avons besoin, maintenant, de I'inégalité d’interpolation suivante, pour
0<s <settout A >0,

2 0 <Nl de AT e (4.3.18)

]
Alors, pour tout petit € > 0, on a

CrllGsf ()]

re ey S ENGsf (g + CorollGsf () 2e,)
et

S/
2

ClGs Ozl Gsf Oy g,y < ENGsf @iz m,) + ClGs F(O 205 -

Finalement, on obtient de (4.3.17), que pour tous 0 < e et 0 < &' < s, il
existe C. > 0 telle que

d
EHG(sf(t)Hif(Rv) + (efo — 25)”G6f”%rf(ﬂm

A
< C&fOHGéf(t)H%%(RU) + CeHG(S f(t) L2(R)
on choisit 0 < 2e < ¢y, de sorte que :
d s
G f Dlzm,) < CillGsf Oz, + CallGs FOl 3y > ¢ €10, T0],
(4.3.19)
avec (', Cy > 0 indépendantes de 0 > 0. Alors
d |

(NG D 3z,) < Coe™ (e NG f (Bl 3iz)



106 Effet de régularisation au sens de Gevrey sans poids

ou C’l z Cl
Ainsi, Pour ¢ €10, To)

' d —Ch7 737,, 02 Gt
/0 E(e ' |’G5f<T)HL§(RU)) =dr > ?(1—6 1,

1

de sorte que, Pour 0 < 9§ < 1,

Gy Ot )
||G5f(t)||L%(]RU) S 1 ”fOHL (Ry) .

(01 + 02(1 — eclt) | foll 522

s—s’
57

1)

Nous choisissons maintenant 0 < 7T, < Tj suffisamment petit pour que

(Cr 4+ Ca(1 = <) foll 3z ST om0 teT,

Alors, en prenant la limite 6 — 0, on a Pour ¢t € [0, 7] :

c ¢y
| ecottDe)® f”LOO(OT*[ L) S eclT*FngOH%%(RU), (4.3.20)

Nous avons donc prouvé Théoreme 4.3.6

Pour terminer la démonstration du Théoreme 4.1.2, on prend 0 < t; <
t1 <T,, et on considere le probleme de Cauchy suivant :

U=K(f [, veER, t>t,
{f|t—t1: f(t1, v). (4.3.21)

Alors, (2.1.3),(2.1.10) et (2.1.11) impliquent

f(ti, ) € Ly Llog L(R).
L’'immersion de Sobolev H'(R;) C L*(R¢) et (4.3.20) impliquent que :
>25/

cot1(

“ . s’ A
Ftr, lieome) < Clle ™ f(tr, )@
< Of|ets ™ f(ty, Nz, < Cllfollze.)-

Maintenant, nous pouvons terminer la preuve du théoreme 4.1.2 en utilisant
le résultat précédent de propagation de la régularité de Gevrey.

Ie (4.3.22)
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4.4 Equations de Boltzmann radialement symétriques

On considere maintenant 1’'opérateur de collision de Boltzmann dans le
cas Maxwellien. La formule Bobylev est de la forme

@t ) = [ o o) {aien -amio}ar @

oll ¢ € R3,

ool Skl
D’autre part
1+5&-0 1-%.0
P =l 5 [P = [P
donc, si on définit € par
cosf = £ - 0,
i

on obtient

= lePeost (5 ) IR =lePsin® (5)

Considérons maintenant la fonction radialement symétrique par rapport a
v € R?, i.e satifait la propreité

h(v) = h(Av), v € R,

pour toute matrice A 3 x 3 orthogonale, on a h(Av) = h(0,0, |v|).

D’abord rapellons que :
-Une matrice orthogonale satisfait A.A* = A* A =1 : A" transposée de A et
det(A) = |A| = £1.

-Si A est un automorphisme dans R on a :F(fo A) = ﬁ}"(f) o F((AY)™1).

Dénotons par Fgs la transformation de Fourier dans R? et Fp: la transfor-
mation de Fourier dans R!. Alors Fgs(h)(£) est aussi radialement symétrique
par rapport a £ € R3, et elle est de la forme

Fas(B)(€) = Fas (1) (0,0, [€]) = /R il ( /R 2 h(vl,vg,vg)dvldw) s,
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De telle sorte que
Fai (Frs(R)(0,0, - ) (u) = / h(vy,ve, u)dvydvy (4.4.2)
R2

est une fonction paire dans R, et on a

Lemme 4.4.1 On suppose que h € Li(R?), h > 0 est radialement symétrique
pour certain k > 0, et uniformement intégrable dans R®, alors

Fri (Fra(0)(0,0,)) € Ly(R)
est une fonction positive, paire et uniformement intégrable dans R.

En utilisant (4.4.2), il est evident que h € L}, (R*) implique F," (Frs(h)(0,0,-)) €
LL(R), et h > 0 implique ]:Hgll (FRs (h)(0,0,- )) > 0. Par conséquent, nous de-
vons seulement vérifier I'intégrabilité uniforme de F;" (Frs(h)(0,0,-)) in R.
Comme h € L'(R?), pour tout € > 0, il existe Ry > 0 tel que

/ |h(’U1, V2, 1)3)|d’l}1d1)2d’l}3 < E
{veR3; [v]>Ro} 2

L’intégrabilité uniforme de h dans R? implique qu’il existe §; > tel que
€

/ ‘h(Ul, Vo, ’Ug) |dU1d’U2dU3 <
B 2

pour tout B C R?® avec |B| < §;. On choisit §y = §;(R2)~", donc pour tout
A CR;si|A]l < dp, on a

/ |]:11£11 (]:RS(h)(Oa 0, ))(u)|du < / |h(vl, V2, vg)|dv1d02dv3
A R2x A

<

€
/ |h(v1, v, v3)|dvrdvadug + 3 <e,
{(v1,v2,v3)ER3; |v1|<Ro,|v2|<Ro,v3€A}

car

[{(v1,v9,v3) € R% |uy| < Ry, |va| < Ro,v3 € A} < R3|A| < 4.

Fin de la démonstration du Théoreme 4.2.3 On suppose maintenant
que g € L>(]0, +oo[; L}, ,,NL1og L(IR?)) est une solution faible, non negative
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et radialement symétrique du probleme de Cauchy (2.1.1). Posons, pour ¢ >
0,u € R,

f(t,u) = Foi (Fra(9)(¢,0,0,-)) (u) = /]R2 g(t,v1,ve, u)dvidvy,  (4.4.3)

dans la suite, la variable ¢ est toujours considérée comme paramtre pour la
transformation de Fourier, donc f(¢,u) est une fonction paire par rapport a
u € R, et

f<t7 T) = FRI (f(tv ’ ))(T) = FR?’(g)(ta 07 07 T)'
Alors la formule de Bobylev donne, pour tout ¢ € R?,

Feo(QUo ) = [ 5001 { Ft Ielsin(6/2) 7t Il costo/2) = Ft,0) . e } .
(4.4.4)

[SIE]

ou

5(10]) = 5] sinBlb(cos).

Donc le c6té droit de (4.4.4) est une transformation de Fourier de 'opérateur
de Kac K(f, f). On a prouvé que si g(t, v) est une solution faible, non negative
et radialement symétrique du probleme de Cauchy (2.1.1), alors f(¢,u) est
une solution faible du probleme du Cauchy de I’équation de Kac :

U(t,u) = K(f, )(t, ),
{ ‘?(0’ u) = fo(u) = fR? go(v1, v2, u)dvidus, (4.4.5)

Ou de fagon équivalente dans la variable de Fourier :

{ %t7) = J2 800D { F(t.7sin(0/2) f (8.7 cos(0/2)) = f(£,0)f(t,7) } b,
f(ov 7_) = fO(T) = gO(Oa 0, T)'

Dans I'hypothese du théoreme 4.2.3 pour ¢(¢,v), le lemme 4.4.1 implique
que f(t,u) satisfait 'hypothése du Théoreme 4.1.2 a l'expetion de f ap-
partiennent a Llog L qui substitué par I’ intégrabilité uniforme de f dans
mathbbR. Cette propriété est suffisante pour assurer la coercivité (2.3.13).
Alors on applique le théoreme 4.1.2 au probleme de Cauchy (4.4.5), donc il
existe T, > 0 tel que pour 0 < t < T,

!
cot(|7])?*

e f(t,7) = eI Fra(g)(t,0,0,7) € H'(R,).
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[l reste a prouver 'effet de régularisation de Gevrey dans l'intervalle du temps
global. L’équation de Kac homogene dans le cas de molécules de Maxwell
partage la théorie de I'existence et 'unicité de la solution avec 1’équation de
Boltzmann homogene pour le probleme de Cauchy, voir [60] pour I'unicité de
solution faible de 1’équation de Boltzmann saans troncature angulaire. On
prend 0 < ty < t; < T, et on considere le probleme de Cauchy (6.1.1)avec
Détat initial f(¢, 7). Vimmersion de Sobolev HY(R) ¢ L®(R) implique que

cot1(-)2s" ¢ cotr ()% 7
e Ftr, Mamy < e i, lngey
< C«||ecot1<|Du|>2S f(th . )HL%(R) < +00

Maintenant le résultat de la propagation de la régularité de Gevrey déduit
I'effet de régularisation de Gevrey dans l'intervalle du temps global.

En conclusion, si g € L*(]0, +o0[; L}, ,,N L log L(R?)) est une solution faible,
non negative et radialement symétrique du probleme de Cauchy (2.1.1), donc
sous l'hypothese du théoreme 4.2.3, nous avons prouvé que pour tout fixe
0 <t < 400, il existe ¢y > 0 tel que

eI (1, ) € LA(R),

ou f est une fonction définie par (4.4.3). On peut finir la preuve par les
estimations suivantes, pour ¢ > 0 fixe,

<o 2s’
[P0 gt Y 2oy = /
RS

co 2s’ 2
= [ [0 Fuipe0.0.16D] de

[e.e]
0
2¢’ A

C’/OOO f(t,7)

< Ol eIPD f (it 2o < +oo

6070(@25/]:11&3(9)(75751,52753) Qdf

2

% ik flt,7)| rdr

2

dr

0 ()

IN

Nous avons terminé la preuve du théoreme 4.2.3.



Chapitre 5

Effet de régularisation au sens
de Sobolev avec poids

5.1 Introduction

L’étude de la régularité de la solution dans I'espace Hf, en utilisant la
méthode de régularisantes [47], montre que lingredient principal pour la
preuve de nos résultats est de bien choisir les régularisantes composées des
opérateurs pseudo-differentiels et ’estimation du commutateur de 'opérateur
de collision et des opérateurs pseudo-differentiels des régularisantes.

L’idée principal est d’introduire une famille des régularisantes composées
des opérateurs pseudo-differentiels qui permettent d’utiliser la solution faible
régularisée comme une fonction test dans la formule faible du probleme de
Cauchy (2.1.12). On fait appel a l'estimation de la coercivité induite de
la singularité de la section efficace pour obtenir queleques estimations uni-
formes avec des normes de Sobolev pour la solution faible. Pour utiliser cette
méthode, on considere une suite des régularisantes de type polynomial.
Pour 0 < § < 1,(N,k) € Nx R > 0, on pose

<£>tN+k

M;(t:8) = FGeyrmart (5.1.1)

olt (€) = (1+|¢[2)2, € € R. Alors, pour tout 0 < < 1, on a :
M;(t,€) € L=(]0,T] x R), (5.1.2)
lim M;(t,§) = ()™ (5.1.3)

111
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On dénote Mj(t, D,) le multiplicateur de Fourier dont le symbole est Mj;(t, €).

M5f<t7 U) = M5<t7 Dv)f = ‘F_1<M5<t7 g)f(t f))

L’objective est de prouver la bornéture uniforme (par rapport a 0 < ¢ < 1,)
du terme || Msf(t,-)|| 1z pour la soluion faible du probleme de Cauchy (2.1.1)).
Dans ce but, nous avons besoin des résultats suivants.

Lemme 5.1.1 Pour tout 0 < § < 1,0 < T < oo, et (N,k) € N2, on a les
propriétés suivantes :
(i) Si f est une solution faible, alors

Msw'f € C(]0,T);; L*(R,)), (5.1.4)

wMiw'f € L>(]0,T]; L?). (5.1.5)
(it) Si f € L*([0,T]; L3), alors

wMiw'f € L*(]0,T]; L?), (5.1.6)

et
Msw'f € L>(]0,T); L?), (5.1.7)

ot w:=w() =W {+2€RT et T < .

La démonstration de ce lemme est donnée dans I’Annexe.
La HZ-régularité est établie dans le :

Théoréme 5.1.2 On suppose que la section efficace satisfait (2.1.14), et f
une solution faible du probléme de Cauchy (2.1.12) dont la donnée initiale
est fo >0, alors on a les résultats suivantes :

Si fo, alors f € L>(]0,T); HN ™ (R)) pour tous 0 <t <T < oo, l € R et
N e N.

En général si fo € H*(R) ;k € R, alors pour tous 0 <t <T < oo, | € R et
N €N, ona feL>(0,T]; H(R)).

Ou N et ¢ peuvent tendre a l’infini.

Théoreme 5.1.3 Le résultat du Théoreme 5.1.2 est aussi vrai si on Sup-
pose que le noyau de collision est de type de Debye-Yukawa, i.e. B satisfait
(2.1.15).
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Remarque : Ce résultat est 'effet de régularisation de la solution du probleme
de Cauchy. On ne fait aucune supposition suplémentaire concernant la régularité
de la donnée initiale.

Rappelons aussi que ce genre de régularité a été étudié par de nombreux
auteurs. Alexandre et Elsafadi [2] ont prouvé H*—régularité pour tous k €
R pour I'équation de Boltzmann homogene en utilisant la décomposition
Littlewood-Paley, tandis que dans [47] les auteurs ont montré le gain de
H™W_régularité pour la méme équation en utilisant une suite de régularisantes
composées des opérateurs pseudo-differentiels. Puis, les auteurs dans [19], res-
pectivement dans [38], ont supposé que la solution réside dans L} pour tout
[ € N pour prouver la H*-régularité de la solution ’équation de Kac , respec-
tivement, pour étudier la H}-régularité de celle de 1'équation de Boltzmann
dans le cas non Maxwellien.

La motivation de cette étude est, de démontrer, sans aucune hypothese
suplémentaire, la [ -régularité des solutions de I’équation de Kac sans tron-
cature angulaire.

La preuve est basée sur 'utilisation de la méthode des régularisantes com-
posées des opérateurs pseudo-différentiels et les estimations du commutateur
de 'opérateur du noyau collisionel de Kac et les régularisantes utilisées.

5.2 Analyse de l'opérateur de Kac

Estimation de la coercivité
Elle est meilleure que celle était utilisée dans tous les travaux précédents
utilisant cette méthode ([43, 23, 38, 47, 17]) et des autres.

Proposition 5.2.1 On suppose que le noyau de collision B satisfait I’hy-
pothese (2.1.14) et que f,h sont deux fonctions non négatives avec : 0 # h €
LY. Alors, il existe des constantes positives C; i = 1,5, dépendant seulement
de B, ||h|[c1, et |hllLy, telles que pour toute fonction f € L>([0,00]s; Ly N
Llog L(R,)) on a :
02 Cpp2 02
C’h71||M5w f||H11+s + CthM(;’w f”Hll + C’h,3||M5w f”Hl +

FCha| M Msw' f|* < (= K(h, Msw'f), Msw'f) + Chsl|Msw” f||,

Cette estimation est aussi vraie si on remplace Msw*f par w*Msf.
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Démonstration. Posons

J=(— K(h, Msw'f), Msw'f) = / K(h, Msw"f)Msw®fdv,

w'f =g, et Msg=F.
En utilisant le théoreme de Plancherel et I'identité de Bobylev, on aboutit

a:
+
2
1= L
R J =
1//2
2 Jo )=
JYNC
+_
2 Ju )=
e
+_
2 Ju )=

=y /_ 5(6) {[ﬁ<0> ~IHENIFAE) + P} doie
- J1+J2+J3‘|“J4.

hE) (M€ ~ A<0><M5g<£>} (Ms3) (€)dodg

v

F(€) = F(EY)} dodg

F(€) = F(§Y)[?} dodg

f_/h\f_/h\f_/h\,—JH

A (0 _ R g+)]} dode

Pour Ji, en utilisant le lemme 2.3.7, on a :

n=5/ /jﬁ(ﬁ){[?l(())—m(&)|]\F(£>—F<£+)\2}d9d§

1

> Cigg [ CHlePT™IocF g
T JR

= Collbll M f e

Pour Js, on subdivise I, en QU Q° :
Q:{eel L0 < 0y = |€]T= >} O ={0el, :0>0)

ou on a

/Q B(0) sin®(6/2) < (]2, (5.2.1)

1
/ B()sin*(0) < 0, < C,Ve > 0,s0it € = —
Qc

H = 0,qd |§| = o0, (5.2.2)
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Alors,

1 B 7 h(¢e— +1|2
=5 / ©80) {[A0) = A& )IF©) — PN } dode

< //5 ENIF(E) — F(EN) } dode
o [ ] s ENEE) ~ FlEhI?} o
= Jao1+ Joo.

Pour Jy1, (5.2.1) donne :

By < g / / 5(6) {1(0) ~ h(€") — h(~€IIF(E) — F(eH)P} doe
< /R/Qﬁ(e)sinz(e/zﬂflz{|a§i}(§;)|(|F(§)|+|F(€+)|)2}d9d€
<

Callhll g 1F1 2,

ou ¢(f) = (1 — cos(0/2)).
Pour Js 5, on utilise (5.2.2), pour obtenir :

daa = [ [ a@) {1+ hoilFE) — Fieh) avas

= Collhllz / €11 (06F) (€I F(©)]de
< el |[Msw' fll 1 + Coyppug o | Msw f1]72.

Pour J3 d’aprés le lemme de Cancellation, on a

n= 3/ / W 2(6) — F2(¢*)]} dode

- 75 2
- //’T Cos 0/2 — DF(€)[dodS
= —Cslll 2 | Msw" f[7.
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Pour Jy, on utilise Lemme 2.3.7, il vient :

n=s/ / — N + F(eh)| } dode
e / €31 F2() + F2(6%)de
> Cp { | Msw' fI| 3 — || Msw" f||72} -

Par substitution de J;, i = 1.4 dans .J, on aboutit & :

CBHhHLl”M&wngHHS + Cpa || A Msw' f||?
< (= K(h, Mw'f), Mawzf) + Ch3]| Msw" |,

pour ¢; bien choisi.
D’autre part, on a

J* = —(K(h, M(;wgf), Méwzf)a

En utilisant le changement de variables (v,v’) — (v/,v), on a :

J*

= / /_ﬂ ho { (Msw' f — (Msw' f)(v) } (Msw’ f)(v)dOdv,.dv
— /R2/ h { (Msw" f — (Msw" f (v)}2 dfdv.dv
= 3 /R2 /; sin?(0/2)h,, {(v’ — v)Qav(Mgwgf)Q(vs} dfdv,dv,

4+
- % / / sin®(0/2)h. { (v — v)*(9,, Msw' f)* (v, } dfdv.dv,,
R2 J =57

ou, prenons en considération (2.3.19) et (2.3.20). Alors, le changement de
variables v — v, donne :

J* :// MB}L*(“_COS(Q/Q)USJ“SSin(Q/Q)U*)Q[(angwgf)(v)]Q,d@dv*dv,
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ol
((1 — cos(0/2)v, + ssin(0/2)v,)* = C1(0)v? + Co(0)v2 — C3(0) sin(0)vv,,
avec C;(0) = Cy(—0), Vi = 1,3, Donc,

// BCy(0)h[o(8, My £)(v)]?
+ / /1 ﬁ BC5(0)v2h.[(0, Msw" f)(v)]*dOdv,dv

+ / / BCy(0) sin(0/2)vv.h, (3, Myw £) (v)|2d0dv.do
RJI;
T+ T34 L

Pour J3 en utilisant le changement de variables § — —0, on obtient J; = 0
Pour JJ, on a

Jy = C’é/vfh*dv*/[(angwgf(v)]Zdv
R R
= Cpllh]l syl Msw' f 7.

Pour J}, on aboutit a :
T = Colal [ @My f(0)do
> Slalls [ {1000 Mt )0 — 2{ds’ ()7} do
R

2
= 7ﬁ|lgllLlllMaw£f||§-{ll = CRllgll I Msw' £ (0)]17,

ou C’é sont indépendantes de ¢, N, k, T, et 9.
On aboutit finalement & :

Ch 1 ||M5w€f||H1+s + C}LQHM(;UJEJCH%I% -+ Ch73||M5w€f||§p
+Chal A Mw' f|* < (= K(h, Msw'f), Msw"f) + Chsl|Msw" f||*),
ot Cy 4, i = 1.5 dépendent seulement de 1Rl iy, 1Al et de 5.
Ce qui achéve la démonstration de la proposition 5.2.1).

Estimation du commutateur (forme 1)

Elle est meilleure que celle était utilisée dans tous les travaux utilisant cette
méthode ([43, 47, 66], et des autres.
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Proposition 5.2.2 On suppose que le noyau de collision [ satisfait la sup-
position (2.1.14) ou (2.1.15) et que g est une fonction non négative avec
0+ g e L'. Alors, il existe une constante positive Ce g1, qui dépend seule-
ment de (3, et ||h| 1, telle que :

(W' MsK (h, f) — K (h,w*Msf), w' Msf)
< e|w'Ms |3 + CepnllwMsf|*. (5.2.3)

et
(Msw* K (h, f) — K (h, Msw" ), Msw"f)
< €| Msw’ f|[31 4 Cepnl| Msw' f|?. (5.2.4)

Démonstration. Pour (5.2.3). Notons Ms(v) (respectivement Ms(v'),
w(v), w(v’), f(v), f(V), f(v.), f(v))) par M (respectivement M, w, w', f, f*, f+, f2).

Posons :

I = (W'M;K(h, [)—K(h, w'Msf), w'M;sf).

En utilisant le changement de variables v, — v,, en posant H = w’M;f et
M (D,) := Ms(D, cos(0/2)) = Ms(D,+), il vient :

.
r = / 2 B(O)[w MT (W, f' — hLw* M} f'|HdOdv,dv
R2 J =

4+

_ / BO)h[(w" — WM |+ w (M — My) f]H'd0dv.dv
r2 J =7
- [1 —+ [2.

Pour I, si tN + k = N, est assez grand. (car le probleme se pose quand
Ny — 00) on subdivise I; en QU Q° :

-1
Q:{GEIW:HSG*:NO“S)},Qc:{ee[W:«9>9*},01\10na:
Sur ()

/5(9) sin?(0/2) < €6, 2, (5.2.5)
Q
et Ms(D,) — Ms(D,+) dont le symbol satisfait

[Ms(&)—M5(£T)] < Nosin?(0/2)Ms(ag) < Nysin?(6/2) M;(€) : COS(@/Z() < a)< 1,
5.2.6
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on a
M;(a§) M5 () < 1.
Sur Q° :
On utilise le fait que :
+12 N
M) = Mo(©)] < 1= () Y IMle)
< |1 —cos™(0/2)| Ms(€). (5.2.7)

Mais : @ — |sin™*(0)|(1 — cos™(6/2)) sur Q¢, atteint son maximum en |fy| ~

2 \/(;—;s). En remarquant que si Ny est assez-grand, on a :
1 —(1—s) —s
[sin (@) (1 — cos™(8/2)) < Ny = NG
Alors,

1o =(=s)

2N02

[ 316 sin' ()]s~ (80)|(1 — cos™® (6/2))d6 < LU 9)

s
D’ou

965(9)[]\45(5) — M5(§0)M;(€) < €,
de sorte que :
I, = / B(O)hw' [Ms(Dy+ ) — Ms(Dy,)] f H'dfdv, dv
R2 J I,
< sl llw Msf(v)]17.

Pour Iy, si ¢ est assez grand.(car le probleme se pose quand ¢ — c0), on
subdivise I, en QU Q° :

Q:{HGIW:0§00:N<1_——13>},Qc:{QEIﬂ:6’>QO},

oit N, = I(I+1)wl™, N = N,)=*, on a donc, en utilisant les mémes techniques
appliquées dans I (Estimation supérieure),

[ srsner <. (5.28)

et
/C B(6)(1 —cos™(0/2) < C, (5.2.9)
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de sorte que
L = //6 (w — w") M f H' dOdv.dv
RQ

+ / B(0)h,(w' C —w M fH dOdv.dv
R2 JQe

= L1+ Lo

Pour I 1, on pose v" = cos(0/2)v + sin(0/2)v,
On a:

T = (w = w') = (cos(8/2) = 1)u(@y(-)")(vs)
= —I[(1- cos(9/2))( ! vs + ssin(0/2)v, + sin(6/2)v, v, (ve) 2

= I[(1 - 008(9/2))6%08 + (ssin(0/2)v,)vs + ssin(0/2)v,0,](v,)'
< 1CHO) (1 4 () (o)t + Isin(6/2)v,vs (v,) 2,

et donc

L, < Z/RQ/QB(Q)(l —¢05(0/2))hy (1 + (v ) (vs) My f H'dfdv,dv

+ 1 / / B(6) sin(8/2)v,vs (vs) "2 M;s f H' dfdv, dv
R2 JQO
= 111.1+[12.1-

Pour 7, en prenant le changement de variables 6 — —#@, il vient :

2= / B(60) sin(6/2)v,v. (0, M [ H'dOdu.dv
R2 Ir
=1 / B(0) sin(6/2) v, [vs(ve)' ™ — v (V1) 2] My f H' dOdv,dv
R2 JI,

e e iy
= I+ 77
Pour I?{, on pose
Jr = 1sin(0/2)v,[vg(vs)' 7% — vl ()72
= Isin(0/2)v.[(vs — v){vs > %) + v [((vs) 2 — (Csv>l72) ((v)' 7% = {es0) )]
= —slsin®(8/2)v[2(vs)" "2 + V[(1 = 2)vsr ({v5,7)' ™ = (1 = 20} (v )]
= —2slsin?(0/2)v2[(vs)' % + VL[l — 2)vs,((vs,) 7Y,
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ou

v, = cv— ssin(0/2)v,, v, = cov + ssin(0/2)v, : ¢ =1—2ssin*(0/4), 0 < s < 1
Vsr = (1—s)v+scos(d/)v—sTsin(6/2)v,, 0 <7 <1,

et donc
(v)! < () (V) et (v 7)' < (0.) (0)".
D’ou
T < Cs)e(0) (0) [(va) + () (0a)*7).
Alors

iy + Iy < Cpllh]| o [lw M f 7.
Pour 1%, on pose
K* = Isin(0/2)v0l ()2 Msf(H' — H")
le, sin?(0/2) 020l (V) 2 G f (O H) (0" + 2¢,)

< 1s2C2(6)(v,) ()
< C¥(0) (v ) My fO, H(v)),

ou : cos(f/2) < ¢, < 1.
Donc

I / / B(0)h.(1sin(0/2)v, 0 (VL)) Ms f(H' — H")dfdv,dv
]RQ
< Cﬁ”h”LlceHweMéf”LQ + el[w Msf [
De sorte que :
Iy < ex||w'Ms fl|7 + ChoepllwMsf (0)]|72.

Pour I, 5, on a :

'LUIZ — U]g /
Lo = / B(6)h.( i Yw* M fw' M} f'dOdv,dv
R2 Qc

< / B(O)N.(1 — cos™(0/2))haw' M fw'* My f dfdv,dv,
R2 J Qe
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avec les mémes tecniques dans le lemme 2.2.8; on a
La < Chl|hl| s w0 Ms 2.

Alors
I < Coepnp lw Msfl72 + ellwMs fl|7.

ou Cs et C, sont indépendantes de 6,7, N, k et /.
Ceci acheve la démonstration de (5.2.3).
Pour (5.2.4), on utilise le changement de variables v/ — v,,

I = M(gw (h f) = K(h, Msw'f), Msw'f),,

_ / } 80 M w — M) f Myw' £ (v)dbdu,dv

_ /R 2 / (O)h M — Ml fH (o) dbdv.dv

+ /R/ B(O)wth, 2 ;UM+ Wt f H (v')dfdv.dv

- 9 fh*; My(Dy+ )M Msw' f)H'
N RCE [(w*w)g, (D) M M)
= [1+[2+[3.

Pour I, en utilisant le théoreme de Plancherel et I'identité de Bobylev et en
remarquant que : My~ = M;s(D,+). Le changement de variables £ — &, =
os~1(0/2)¢ donne :

he / | BREME ) = My(€)g(€) (Msg) () dodg
=[] Beoso/DMENM(ET) — Mi(e)ae) (Msi (€. )b

On subdivise I en: Q¢ = {0 € ;0] >0, = Nol_TS}UQ ={0e ;|0 <0.}.
ona:

/ B(0)0? ~ CH*2 < CN,?, (5.2.10)
Q

/ B(6)| sin®(6/2)|d0 < 002(1 ~ (n)2)SNTEINE, (5.2.11)
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donc

< [ [ 50~ costorlienin << ))

/R | BHEM(E) = My(la()(M3) (€ )d0de

Sur €2, on a

[[(M§(€)Msg(&+)|dOdE

/ B(0)(1 — cos(0/2))Ny < CO> 2Ny < CNyNy ' < C.
Q

Sur Q¢ on utilise les mémes manipulations faites dans le lemme 2.2.8 ; pour
obtenir

—(1-s)

5(0)(1 — cos™ (0/2))d0 < (1 — (x/2)NT )N,

D’ou
Iy < G| | Msw” f(0)]| 72

Pour I,, on utilise les mémes manipulations faites pour I; dans la preuve de
(5.2.3). Alors ,

Iy < Ch W Ms flI72 + e Jw' M f 3.

Pour I3, posons Msw"f(v) = H(v) =H, vt =wvcos(§/2), on a:

I / B(6
R2 JI,

—/RQ ’ ﬁ(e)h*(T_z)(l)(Mé(Dv))(l)HH’

(Dy+)M; Y (D,)|HH'dfdv,dv

— / B(O)wth, Ry(v, €)H (v)H (v')dfdv,dv
rR2 JI,
= I31+ I3,.
Pour I3, on subdivise I en :
QO = {Helﬂ;|9| > (90:N1‘T2} et Q=1{0el: 0 <0},
_2
ot N, = INy(v,): N=N)",0na:

w%—wf w/f
(o) = G Y)
wt /) w’ (1)

[{v.) [sin*(0/2) + | sin(6/2)]],

IN
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et M(;(l) dont le symbole F (M(;(l)), satisfaisant

FOM) = \(w)(”\ < Nysin2(6/2)

Ms(€)

§ ((§+>)”V+’“
(L+ )X+ IEF2) N (6) '
Sur €2, on a

/Q NLB(0) sin%(6/2) < C,

et sur ¢ on a

7w /2Co
C'O/ N.B(0)(1 — cos™(0/2))do < C,
0o0/Co

par suite

L, < / BN (1 — cos™ (6/2))] (My(D,+ )M, (D))" H| | H'|dfdv.dv.
]R2 Qc

"o,
w T —w
Too)? dans I; 5

"e_, b . ~ . . s 2
Pour W on fait les mémes manipulations utilisées pour

dans la preuve de (5.2.3), on aboutit a :
I3y < Cpl|hl| s w0 Ms f]Z-.
De la méme fagon que dans I, (Estimation supérieure), pour obtenir

Ly < Gl o [|w M |7

I35 = / B(0)h.Ry(v,&)H (v)H (v')dOdv,dv,
r2 J1,
d’aprés [39] (voir aussi [40]), pour tout N € N on a :

(1-7)
2!

TNZQ,T ('Uv g)dTa

1
Ry = Ry—»(v,§) = /
0
en posant :

F(v) = . et %(§) = Aﬁjf;)

(wew)

il vient :
ryn(0.6) = O, / / e B(F (v + )o@ (€ + Tm)dndy

— 0.~ [ [l (Bl + )2 + iy
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et

Xe(y,m) = x(ey,en), 0<e <1, x(y.n) € S(R},), avec x(0,0) = 1.

On prend x(ey, en) = e~<¥<l" Donc

Ry = lim / / y | &7 TNy Fa) v )€ + ra)dndydr
= lim / /R y /R n e Xy, ) F (v + ) (9g1) (§ + n)dndydT

D’apres [52] et [57], par integration (par rapport & 7) on peut obtenir

e—0

Ry = lim / / y | &7 n ey ) (0,F) (0 + ) GE0) (€ + o).

e—0

— —2lm / / / T sin(m) ey, n) (@, F) (v + ) (@ De) (€ + o).

w2t [ [ [ T sinm .m0, F) o + )00 ~ ).

e—0

et donc on a :

Ry < 2lim / 0 /  sin(yn)xe(y, 1) (0,F) (v + y)(Dy0) (€ + ron)dndy
y= n=

)]

+ i [ 0 / L sin(yn)xely, m) (@, F) (v + ) (04) (€ — mn)dndy
<2 @p©+ / °° 1 (0,00 + ron)d
w2 [ @p i [ o=
1 1P R B
< ) = D (1= s O/2)][feos™(8/2) = 1) + (1= (F)
4. T+ Py ! No 1+ %o
< () — U+ (= eos(0/2)(1 = cos™(0/2) + (1= (Ti) ¥

On utilise les mémes manipulations utilisées pour 7 ; dansla démonstrationde
(5.2.4) pour avoir

/BRQ(,Uv g)de S Ca

Ix
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et donc
Ly < Cp e, [|1Msw” f(0)||72 + ellw' Ms f|[7:-
Finalement, on aboutit a :
I < Cep g lw Msf72 + ellw Ms f1I3,
ol C’é sont indépendantes ded, ¢, N, T et k.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 5.2.2.
Remarque : Dans les démonstrations ci-dessus on n’utilise pas f € L;.

Estimation du commutateur (forme 2)
On considere la combinaison de la décomposition de Littleood-Paley (parti-
tion de R¢) et la partition de l'unité par rapport a v (partition de R,).

Lemme 5.2.3 On suppose que le noyau de collision 8 satisfait I’hypothese
(2.1.14) ou (2.1.15) et que f,h sont deux fonctions non négatives avec : 0 #
h € LY(R,). Alors, il existe des constantes positives Cy, ;i = 1,5, dépendant
seulement de (3, ||h| 1, telle que pour toute fonction f € LY(R,) on a :

(M) K (hy (W Msf)is) — K (hy (W Msf)ig), (W Msf)ig)
< Cypell Bl oo || (W' Ms £l 72 + €l (W M f) ]| - (5.2.12)

(5.2.12) est aussi vraie si on remplace w*Msf par Msw'f.
Ot Cg e est independante de ¢, N, k, T, et d.

Démonstration. Posons Hy; = (w*Msf)i; and H; = (w*M;sf);, on a :

I = / / ﬁh*KU}%M;)k]’ — (sz(s)kj]f.H,;jdev*dv
R2 J I,
= - / Bha[ (e — Yip)wiMs + by, (8 — ¢;)w My f1Hy dOdv.dv

R2JI
+ / / B! (w' — )My — Yo (My — M) f)HLdbdv,dv
R2 Ix
= L+ L+ I3+ 14
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Pour I;, on a :

L = / 5h*(¢2—¢k)HjH,de«9dv*dv
R2 J1,

_ Ao ¢k<§++) B . TA
) /R PHENCy, @y~ DHE) iy ©)dode

Callhll [l (w M f il 72

IN

otl, on utilise que 'OVD, Wi (D,) (dont le symbole est U} (¢) est donné dans
la suite) est borné dans L?;

ey BET)
Ul = G ey — 1) = (1= cos@/2)le

< C(1—cos(0/2).

(D) (E51))
Vrp(E)

Pour I,, d’aprés Proposition 1.4.7

L, = C / Bhi(¢; — ¢;)0; " H;.H;dfdv,dv
R2 JI,

- C / Bh (¢ — ¢;); "W H;.H;dfdv,dv
R2 J I,

- /R , |, Bhalv(l = cos(0/2)) +v. sin(0/2)](0,0;) (vs) 05 "y, Hy. Hy,
= Iy + 1o,

ou

v(9,85)(v,)97 ! & €272 (,8)(vs)e; ' < C
(226;)(v:) ;' < C,

pour Iy, on utilise # — —60 tel que :

Vs = €5 — S, sin(60/2), devient vl, v’ devient v”, et v, = v' + 2v,sin(6/2).
Puis on subdivise I; en QU Q° :

O = {0 € 1:10] >0, = N‘—} et @ = {#e ;|0 <0,}, On utilise les

mémes techniques dans [ (Estimation supérieure), en remplagant N, par
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(v,)2, tel que N, = N =", donc on obtient
Iy = 205/ Bsin®(0/2)v2h.(0;0;)(vs) @, . H;. H;dOdv,dv
r2 J 1,

+ / B SIn3(0/2)02ha (006, (01)6; W H, (9, HLy) () dbdu,dv
R2 JI,
< el (W M Figl2ps + Con, ol (M Fis| 2.

ou on utilise d’abord (aggbj)(vs)gbj_l < (C, puis en utilisant le théoreme de
Plancherel et I'identité de Bobylev et le fait que ’OW D, ¥% dont le symbole
est Y (EF ) (€)1 €7 = cos(6/2)€, est borné dans L2.
Pour I3 d’aprés Proposition 1.4.7, on a
W
I; = C Bh.ap ¢ ( — 1)Ms f.Hy;dOdv.dv

R2 JI,

/Z
— / Bh, ( — 1)¢s¢; "y ;. Hy;dfdv,dv
R2 J I,

- / Bho(—5 — V) dio; o) Hy Hy dédv.dv
R2 JI,

- C ﬁh@;(pj.—lRQHj.H,;jdedv*dv

r2 J1,
= I31+ 132+ Is3.

0

Pour I3, on prend le changement de variables 6§ +— 5 puis on subdivise

I, =[5, 2] en QUQC

272

_2
Q= {9:9§00:LU——3>},QC:{0>90}, ott Lo = ()2, L = LT

—3—s
/5 sin(0/2) < L{™", (5.2.13)

1—

/c B(6)sin?(0/2) < 005(4(2 —5)) 2. (5.2.14)

On remarque que :

’w% Y l 2 1—2 /=1
7~ LS wi—1=guf{sv) djo; <

puis en utilisant le théoreme de Plancherel et l'identité de Bobylev et le

fait que 'OWD dont le symbole est 1, (E7F), 1(ET) : & = cos(0/2)¢, est
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borné dans L?. Puis d’aprés la transformation de Fourier inverse, on obtient :

Up(ET)
Vr(§T)

l
< //Bésin2(9/2)|v'|2<v*>z2h*|\I/szj|.|H,'€j|d9dv*dv
r2 J 1,

L= [ [ agsint 0D D)) S (). H v

l
S/ 65sin2(0/2)<v>2<v*>éh*|q/szj|.|H,;j|d9dv*dv
R2 JIq
l
+ /RQ 9655(1—CosL(Q/Q))<U>2<v*>fh*h*|\I/2ij|.|H,;j|d9dv*dv,

ou sur 2¢, on applique les mémes manipulations utilisées dans le lemme 2.2.8
sur Q°, en remplagant N, par Ly = ¢(v)*(v,)* et N par L, pour obtenir

BLo(1 — cos™(0/2)) < C

(9143

Donc, on aboutit a

Is.y < Coll ool (wMs £l

Pour I35, 'integration, done

0

I35 = _C/R2 . 5@(2 Dy QZ) or 1/1 H Hk]dé’dv*dv
= / Bh. ( w — 1)) (0u9)0; ) H Hy;dOdv,dv
+ /R?/ Bh.( gb o5 L0, Uy, ;) Hk]dﬁdv*dv

+ / Bh, ( — 1)o7 Y H; (0, H ;) dOdv.dv.
RQ

Puis on utilise les mémes manipulations effectuées pour I5; juste ci-dessus,
donc

I3 < Coo||M|7a || (w My fij||72 + €]l (w My i || 7

Pour I3 3, on effectue les mémes manipulations faites pour 7, dans la preuve
de (5.2.3), en remplacant :
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/

Ms(et . ¢ .
5E0) par VYp(£7F), avec consevation du terme “7 — 1, olt

M ()

I3z = — / BhRo (v, €)¢; " Hyy. s Hy;dOdv, dv
R2 JI,
v
_ / (S = cos!(0/2))6; "V Hy H, dbdv.d
R2 JI,

0
- / Bh*[(% -1+ (1- cosl(9/2))]\112ijj.H,;jd9dv*dv
r? J 1,
= I331+ I332.

Pour 1331, on fait les mémes manipulations utilisées pour I3 juste ci-dessus,
et pour 539, on utilise les mémes manipulations effectuées pour I; dans la
preuve de I'estimation supérieure, on obtient,

I35 < Cpllh|| || (w Ms f ;|72

Pour I, dans le cas Ny est assez grand, on subdivise I, en Q U Q€ :

Q:{QelwzegeoszTls}uQC:{Qelﬂ:9>00},

N = (N, = w'(Ny + c)) 1.
Dongc, en utilisant le lemme 2.2.8; on obtient

/ﬁsinQ(ﬁ/Q)N* < C,
Q

BN, (1 —cos™(0/2)) < C.

Posons, H; = wa(;f(v)zct Hyj = YpwiMsf(v),
I, = /R g Bhaw (My — My) f.Hj,d0dv.dv
= C /R ./ Bhaww; (Ms — )y H;. Hy dOdv,dv
-~ C /R ./ Bhow! (w; )y (M5 — 1vy) " Hy. Hy, dfdv.dv

- / / Bhaw Ry (v, &) H;. H ;dfdv.dv.
R2 J I,
= Iy1+1yo+ Iys,
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ot Ms(D,) — I est 'OUD (borné dans L?) dont le symbole est Aﬁfg) -1,

de telle sorte que nous prenons en considération (5.2.6), et (5.2.7).
Pour 1,3, on fait les mémes manipulations utilisées dans I3 3 juste ci-dessus,
en remarquant que :

Ur(E1)
Vr(§T)

w;gwj_g < Cwl, etWi(€) =

<,

Donc,

Iy =< Ca||h o[ (w" M fj |-
Pour 145, on utilise le théoreme de Plancherel, I'identité de Bobylev et a
l'aide du changement de variables € — &, = cos™1(0/2), on a :

Ly < / Buh, (M5(Dy) — Dn(Do-)) " H,.HY dbdv.dv

<1/ / BDE (e (e ~ D€ )i O (O €4

ot Ms(D,) — I)p(Dyt est POWUD, (est borné dans L?) dont le symbole est
est donné par :

(e M)y o) = (D 0D yaro.6))

M(;(U,f) 7 i>0 M(;(U,f)
M;s(€")

donc, W(D,) = est 'OVD, borné dans L? dont le symbole est donné par
M;s(v, &F _
(B — 1)n(€) v (O < CVo + )1~ cox(0/2),
M;(€)
Posons N, = w’(Ny + ¢), donc, on a

Iip < C/ /6]\]*(].—COS2(9/2))h*ij.H];dedU*d’U
r2 JQ
+ C/ / (BN.(1 — cos™(6/2))) h. Hy;.Hy ;dfdv,dv
R2 J Qe
= C / / (BN.(1 — cos(0/2))h. Hy;. H} ;d0dv.dv
Rr2 JO

= / / (BN.(1 — cos™(6/2))) b, Hy;. H, ;d0dv,dv
R2 c
< Cllhllo [l (w" M fxs 7.
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Pour 1,1, on fait les mémes techniques utilisées ci-dessus, on obtient :

I, < C/ /ﬁh*w;zwj_g(]\%—[)w;Hj.H,dede*dv
r2 J 1,

IA

/ / (BN.(1 — cos(0/2))h.(Ms — I)¢y H;.Hy ;dfdv,dv
R2 JQ

- / / (BN.(1— COSN(9/2)))h*(M5 — 1) Hy.Hy;dfdv,.dv
Rr2 JQe

Callhll ol (w* Ms f)is 172

IN

Alors, finalement on obtient la relation(5.2.12), ce qui termine la preuve du
Lemme 5.2.3.

5.3 Fin de la démonstration du Théoreme 5.1.2

Maintenant, nous somme préts a terminer la démonstration du Théoreme

5.1.2.
Prenons comme fonction test dans la définition de la solution faible, la fonc-

tion
p1(t,v) = Mswl g bidwi > Msf(t, v)

ou
pa(t,v) = W Ms i Msw 2 f (¢, v),

ol (¢;); est la décomposition de I'unité par rapport a la variable v, et (¢) la
décomposition de I'unité (la décomposition de Littlewood-Paley) par rapport
a la variable &.

En posant Y40, f = frj, Yrd; = prj, et Msw**?f = Hy;, on ad onc : donc,

posons Yp;(-) = (')kja Vrd; = prj, et (Msw'2 f)y; = Hy;. on suppose que
o(t,v) € CH[0,T]; L(R,)) : 1 < p < oo. On la substitue dans la formule
faible, on obtient :

I = (pijawiHQatf-ij)Lg

- %atll(Mswimf(t))ij - (Mé(atwi”z)f)kjﬂkj)m
— (M)W g Hyz) -



5.3 Fin de la démonstration du Théoréeme 5.1.2 133

donc,

1 = SO )] = s log(u)u!f . Hduds

— N/pkj log({D th“QfH duds.
Par conséquent
O\ Hysll> = 2N / ;i log({Dy)) Msw ™ f. Hy;dv +
R

+ 2l/pij(;log(w)wf,“Qf.ijdv+/pij5wf,£+2K(f, f)-Hy;dv
R R
= L+ I10+ 1.

Pour 1Y, comme on a ¢; = Cd;iy,

Y = 2N / log((D,)).Hp;dv — 2CN / log({D)))M(¢;) 1y 85 " Hij. Hyjdv

— QCN/RQ(U,g)(b; ij.ijdU
- ]101+]102+113a

ou

et
(9)mo; ' <e,

fay(w) =0, f, ¢(Dy) == ¢V(&) = 9ig(€).

Pour I?,, on utilise que la fonction suivante est décroissante

K:0§x|—>1x 5

T —log(1+ %) < 0.

Alors, 1Y,

19,2 ON [ log((€)) iy Hisd.
R
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Pour I{,, on a :
1Y, =20N / Ry(v, &) Hyj. Hydv.
R

On utilise les mémes manipulations effectuées pour Ry(v, &) dans la preuve
de 7, dans l'estimation de (5.2.4), en remplagant ¢ () par log((£)), et F(v)
par ¢;. On aboutit a :

8C'N

IV, <
1.3 = 0

/ 10g<<Dv>)ij.ijdU,
R

donc,

ﬁscw/mn%wmmmu
R

pour I, on a
19 = 20 [ pMlogu) w2 1).0,Hds
R
= 20 / log(w)¢; Hy. Hyjdv — 21C / (log(w)) 1y (e M5) P (w2 f) .0 Hy
R R

- 2C [ Rafw, @S0,
R
= [g.l + [g.z + [3.37

ou, on applique les mémes manipulations utilisées dans Ry (v, ) ci-dessus, il
découle que

L, +10,<IC / log(w)Hy.¢; Hyjdv = IC / log(w) Hy;. Hyjdv,
R R

19, = 21C5(N +¢) /(10g<w))(1)¢jwkM5(wff£+2f>-ij7

R

puis, on utilise les manipulations effectuées dans I7, en remplagant log((£))
par log((v)) et ¢; par ¢, Mj;, on obtient :

I < C(N + c)l/ Hy;. log(w)Hy;dv.
R
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Maintenant, pour traiter les deux intégrales suivantes, (i.e.I%* et I9* ) on a
besoin des lemmes, 2.3.10 et 2.3.4

<n= CN/ Hy;j.log({Dy)) Hyjdv,
R

<18 = (e N1 [ Huglog((0) Hido
R

en remplacant N,Cjs||h|| ;1 dans les deux lemmes par C'N, puis par C'(c+Np)!.
Ainsi on obtient :

1)+ I9 < Ca | (w2 Ms [ |72,

ou Cgp est independante ¢, N, k,T et 0.

Pour Y, on a besoin du Lemme 5.2.3, en utilisant I’estimation de la coercivité
(qui ne change pas en remplagant w2 Mjs f par (w2 M; f)i;) et I'estimation
du commutateur 5.2.3 pour

T = = [ RO M) (w2 M rgdo + M s O
R

< ((wf,“zM(;f)ij(f, (WM f)1g) — K (f, (w2 Ms f)iy), (w?—i_QM&f)kj)

+ e[ (WP My )i (O3 + Cepogo | (w2 Ms f i (8|72,
on obtient

Cl||(wﬁ£+2M6f)kj||§q;+s + C2||(wi€+2Maf)kj||§;ll + C | (w2 M [l 7n +
d

FCOfIA (M g |1* + Ml (w2 My )i |* < Coll (w2 M fis(3:3-1)

On utilise les propositions 1.4.6, 1.4.7, et le lemme de Gronwall, on aboutit
a:

d
(6.3.1) = Cjll (Wl > Msf)i)l|* + EH(@U?]HMJ)M”Q < Col[(wi™ My f ;|1
d
(6.3.1) = —[e%"| (WM f)is]%] < 0.

dt

Grace a 'inégalité de Bernstein, on obtient

(6.3.1) = [[(w} > My f)y||* < e (ra=C0N222EHD(fo) ]34,

L2
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ou
ij _ (Cl(22(s+1)k+j)+272(sk+]‘))+02(22(j+k)_'_272(j+k))_'_03(2216)_'_04(225]6)_CO.

La somme sur k, 7, donne

D U w2 |2 < Y e Ceam ORI (fo) 15, (5.3:2)
k,j=0 k,j=0

ou Cy ; sont independantes de ¢, N, k', T, ret . Puis prenons (J,7) — (0, c0),
. e Ck+1,j 1o .
de plus, on a : limresp)))—oc %QZ(’“ )+ =0 < 1,Vj €N, (resp (k, k) €
R?), VI < oo, et Vt €]0, o0
_c . ;o
Aussi lim ) (c0,00) %ZQ(R )+ = 0,VI < +o0, et (t, k") €]0, 00[xR.
Donc la série dans la droite de (5.3.2) est convergente par conséquent celle

dans sa gauche est aussi convergente, i.e
(D) w2 172 < C (Ol folls, (5.3.3)

ot C*(t) = Ce= 00! est independante de ¢, N, k, T et 4.

e~ Ck+15+1

li —_— = 1.y k [ < t Vi
(k(I‘GSIl)I)rjl'))%oo e 0<1,VjeN,(resp k € N), VI < oo, et Vt €]0, 0], ,

et,
e~ Crt1,j+1t
(k,j)=(00,00) €7 ki

Corollaire 5.3.1 Si f est une solution de l’équation de Kac, alors, pour
tous ((, k) € R, et N € N (peuvant tendre vers linfini) on a :

(D) w2 f |72 = (Do) w2 f 2.

Discussion
1-Cas ou fy € L!
C’est le cas traité ci-dessus. On obtient

f € H:l]i;kl (R)’
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Alors, pour (N, 1) — (00, 00) on obtient que f € HX(R).

2-Cas ou fy € H* : k € R,

2-1-Cas ou1 fy € H* : k>0,

On se trouve dans le cas précédent, par suite on obtient le méme résultat
car :

fo € H* C L? C Llog L, nous fournit d'une part : f € L? C Llog L d’aprés
I'équivalence de (2.1.12) et (2.2.9) (pour plus de détails voir[44]). D’autre
part elle implique que la solution f € L! (avec conservation de la masse i.e
fo € L') d’aprés le lemme suivant :

Lemme 5.3.2 Si la donnée initiale fo € Llog L du probleme (2.1.12), alors
la solution f € L' et par suite fo € L.

On considere la formule (2.1.19). En utilisant le changement des variables

(t/,0,8) — (0,1, —0), on a
(K. 0.0) = [ [ BO 50050 {00 = o)} v

- -f / () {6(v)) - 6(v)} dOdv.do

- U//Q D = 0D, (05) (000) (07)d0dv.dv.

On prend ¢(v) = p'(f).
B(t) = (14 t)log(1l + t), implique que B"(f) = %a

e (os(4 )~ Lo+ HE) (0D~ FO)
oo (F) — () CEDEE
e,

T e T TR

et donc

—1 0,
(5. 0.0) = 5 [ [ BO 00 = 00, 0) 2L ) dvav. v
4 Jr /i, L+ f
ou, prenons en considération (2.3.20), et donc on peut écrire,

(K(f7 f)vgb) =L+ L+
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En utilisant le changement des variables vs — v, on obtient :

_ 2Ot 2
L = //Iﬁ f(ve)esCr(0 (m(v)) dfdv.dv,
8U 2
I, = //1 f(v4)esCo(0 5111(0/2)1)1)*(\/%(1))) dfdv.dv,
= (vi)c v? 0 v))*dOdv,dv
I3y = /[ﬂ * 503 (m( ))ded*d7

ou :

o) = (1 — cos(0/2))?

2
Cs

)

—25(1 — cos(0/2)) + ¢,

Cy(0) = (1—-cos(0/2)) 2 sin(0/2),
Col0) = (1 — cos(8/2) L Cosc(f/z)) 2 6in2(0/2).

Pour I, prenant le changement des variables 6 — —6, ainsi
I, =0.

Alors,
(K(F. 1).0) = / (7t 0) log(1+ £(£,v)) — folv) log(1 + fo(v))]
= // sm (0/2)( v? + vZ fv* )( O/ (14 (v d@dv*dv

grace a fo € Llog L, en posant g =1+ f, on a donc

[ /R u(F(t, v) log(1 + F(t,v)))dv (5.3.4)
1
T+ f(t,0))

= //1 )sin?(0/2)(v? + v2) f(v,)(0,/ (1 + f)(v))*dbdv,dv

)2
- —// dev*dv (5.3.5)
I

_ /K £, Pllog(1 + f(£,)) — I
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Ce qui donne f € L3(R), par suite fy € L3(R) (conservation (automatique)
de la masse et de 'energie). Donc on se trouve dans le cas précédent.
2-2-Cas ot fyc H*: k>0

On utilise le fait que H~* est le dual de H* (qui est un espace de Hilbert).
Alors, d’aprés le théoreme de Reisz-Fréchet (voir [13]), il existe gy € H* telle
que :

<f07 h> - (907h)L27\V/h € Hka

et donc, d’aprés le second cas, le probleme

{ % (t,0) = K(g,9)(t.,v), t>0,vER,

5.3.6
Gli=0 = go(v) € H*. ( )

a une solution unique dans Hfév +k,
Posons ¢’ = (£)7%¢. On considere le probleme :

'li=0 = g'0(€) = (€) %4 (£).

Ce probleme a une solution unique comme le probleme (5.3.6). Ainsi

{ %_i’ = <£>72kk<g7 g)<t7 £>7 t> 07 f € Ru (537)

2 If((g” g,><t7§)7 t>07 §€R7
A A 5.3.8
{ hli=o = 9'0(€) = (§) > do(€). (5.3.8)

a aussi une seule solution.
On prouve que le probleme de Cauchy suivant

% — K(q', ¢)(t¢), t>0,¢cR,
/| / 5.3.9
{ 9'li=0 = g'0(&) = (€) 4o (). (5.3.9)

a aussi une solution unique dans H;N % telle que 90 = fo-

Comme ¢’ € HNF pour tout N € N, K(¢', ¢')(t, &) est bien défini. Alors le
probleme linéaire (5.3.8) a une solution unique classique (forte)non négative
solution.

g' est-elle une solution de (5.3.9) 7

soient g; une solution de (5.3.7) et g une solution de (5.3.9) avec I’hypothese
que ¢' = (€)%, D’apés identité de Bobylev, on a :

Ol (g1 = g2)(t, )l < [CWOII (92 — g2)ll 1,
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o L BHE — ()Ml )aE )
C(t) = sup — - — —— ,
e Jo I Ji BIETH —(£7)72(EF)"2Mg(€7)g ()]

est bien définie. Donc,

A|(gy — G2)(t, )| e IrCO] <,

par suite, comme §;(0,&) = ¢2(0,&) = (£)72%¢(0, &), on obtient que ¢, = go.
Alors il découle I'existence et 1'unicité de g’ solution du probleme de Cauchy
avec donnée initiale g) € H*.

90 = Jfo?

D’apres le théoreme de Riesz, ¢'(t) € H™~F implique qu'’il existe h(t) €
H=tN*E telle que :

(gd@t), T") = (h, T")2, VT' € HTNF + € [0,T],T < o0 (5.3.10)

la fonction h est une solution du probleme suivant :

oh — [(h, h)(t,€), t>0,¢€R,
ot . 5.3.11
{ hlimo = (€)™ *g/(0,€) = go(&) ( )

~

ot h(t,€) = (&€)7™N+2kg/(¢ €). En particulier on a (5.3.10) pour t = 0

(g'(0), T") = (h(0), T") 2, VT' € H*
(4'(0), T") = (g0, T') 12, VT" € H" (5.3.12)

D’autre part, on a
(fo, E) = (g0, E) 12, VE € H'*, (5.3.13)
posons 1" = B € H*. Alors

(¢'(0), T") = (h(0), T') 2, VT' € H*
(9'(0), T") = (g0, T')p2, ¥T' € H"
(90, T")12 = (fo, T"), VT' € H** (5.3.14)

Ce qui donne :

(g'(0), T") = ( fo, T")WT" € H**,
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de sorte que :
fo= g5

Ceci prouve que pour tout fy € H* k > 0, il existe une solution faible
unique non négative du probleme de Cauchy (5.3.9) ¢’ € HEN “* telle que
g0,v) = fo(v) € H* Vv eR.

Finalement laissons (N, 1) — (0o, 00) pour obtenir :
e HZ(R).

Cecl termine la démonstration du théoreme 5.1.2.
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Chapitre 6

Effet de régularisation au sens
de Gevrey avec poids

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considere une régularité d’ordre supérieure. C’est
la régularité au sens de Gevrey pour les solutions du probleme de Cau-
chy (2.1.12) dans lespace L2 . Cette propriété de l'effet de régularisation
du probleme de Cauchy est supérieure a celles des résultas de [47, 43] ou
I’équation de Boltzmann linéairisée, respectivement celle nonlinéaire de Kac
sont considérées. Dans [23], on aboutit a I'effet de régularisation ultra-analyticque
pour les équations, de landau linéairisée autour de la distribution Maxwel-
lienne et de Fokker-Plank linéairisée, du probleme de Cauchy. (G2 (R) pour
I’équation homogene de Landau).
Ce résultat est établi dans le :

Théoréme 6.1.1 On suppose que la donnée initiale fo € L', que le section
efficace B satisfait (2.1.14) et f la solution faible du probleme de Cauchy.
(2.1.12). Alors

1
<>f(t7 ) € G’ (R)v

pour tous t > 0 et ¢ € [0, 0]

Théoreme 6.1.2 Le résultat du Théoreme 6.1.1 est aussi vrai si on Sup-

pose que le noyau de collision est de type de Debye-Yukawa, i.e. B satisfait

(2.1.15).

143
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Remarque : Ce résultat est une propriété de 'effet de régularisation dans la
classe des fonctions de Gevrey pour le probleme de Cauchy. Nous ne faisons
aucune hypothese sur la régularité et les moments controlés d’ordre élevé
pour la donnée initiale.

L’étude de l'effet de la régularisation de Gevrey pour les solutions, en
appliquant la méthode de régularisantes utilisée dans [47], est basée sur le
bon choix des régularisantes composées des opérateurs pseudo-differentiels
et I'estimation précise du commutateur. L’idée principal est d’introduire une
famille des régularisantes composées des opérateurs pseudo-differentiels qui
permettent d’utiliser la solution faible régularisée comme une fonction test
dans la formulation faible du probleme de Cauchy (2.1.12), et I'estimation
coercivité induite de la singularité de la section efficace pour obtenir une
estimation uniforme sur des normes des espaces de Sobolev pour la solution
faible. Pour substituer cette méthode, on considere la suite des régularisantes
de type exponentiel suivant.

Pour 0 < § < 1,¢9 > 0, on pose

Gs(6) = cap( L) (6.1.1)
olt (§) = (1+ |62, e R.
Alors, pour tout 0 <9 < 1, 0on a:
G5(€) € L®(]0,Ty] x R), (6.1.2)
lim G5(§) = exp(cot(€)®) (6.1.3)

On note par Gs(t, D,) le multiplicateur de Fourier dont le symbole G(§).

A

G&f(tv U) - G&(ta Dv)f = I(G(;(f)f(t, g))

L’objectif est de prouver la bornéture uniforme (par rapport 0 < § < 1,) du
terme ||Gsf(t,.)||r2 pour la soluion faible du probleme de Cauchy ((2.1.12)).
Pour ca, nous avons besoin des résultats suivants.

Lemme 6.1.3 Pour tout 0 < § < 1,0 < T < o0, et ¢cg > 0. On a les
propriétés suivantes :
(i) Si f est une solution faible, alors

w G5 f e C(]0,T); L?), (6.1.4)
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et
Gsw2 ™Gy f € L~(]0,T); L?), (6.1.5)
i) Si f € LY([0,T); LY), alors
(i) Si f ([0,7; L),
Gsw2 "Gy f € L=(]0,T); L?), (6.1.6)
et
wi Gy f € L>(]0,T]; L?). (6.1.7)

ot wi2(v) = (v,)"2 1 € RT.

T

La preuve de ce lemme sera donnée dans I’Annexe.
Tout d’abord, montrons que

(G5(€) — Gs(t, )] < Cosin?(0/4)( € 1°Gs(&), (6.1.8)
et =geos(9)2), € = Esin(8/2), & = €7+ (€ — €V).

Rappelons que le noyau de collision est supporté dans |6| < 7. Notons que

cGlt,6) = laats O Galn €

< Col€)M)E(E)*Ga(t,€),

donc

|G5(€) — Gs(t,€7)| < Csin®(0/4)()°Gs(t, &),

6.2 Analyse de 'opérateur de Kac
Estimation de la coercivité

Proposition 6.2.1 On suppose que le noyau de collision [ satisfait [’hy-
pothese (2.1.14) et que f, h sont deux fonctions non négatives avec : 0 # h €
LY. Alors, il existe des constantes positives Cj,; i = 1,5 dépendantes seule-
ment de 3, |[hllze, Aoy, [Alliy et [[hl[LwogL, telles que pour toute fonction

feLtona:
CrallGow fllGaes + Chal Gsw' [l + Crall Gsw' fll7n +
+Ch,4”ASG5wzf”2 < (— K(h,, G(;wzf), G(;wzf) + Ch,5HG5wzf(]6.2.1)

(6.2.1) est aussi vraie si on remplace Gsw'f par w'Gsf.
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Démonstration. Posons

J = (= K(h, Gsw'f), Gsw'f) = —/K(h, Gsw' f)Gsw' fdv,

w'f =g, et Gsg=F
En utilisant le théoreme de Plancherel et I'identité de Bobylev, on aboutit

a
+
2
- f [
RJ5E
1//2
2 Jo )=
YL
_'__
2 Jo )=
e
_'__
2 Jo)os

+ 3/ /;me){[ﬁ(m—m(g>|J|F2<g>+p2<g+>|}dedg

= J1—|—J2+J3+J4.

h(E7)(Gsgl€™) = h(0)(G33(6) | (Gig) (€)dode

v

F(€) — F(E")[} dodg

F(€) — F(EY)} dodg

f_/h\/_/H/_/H,—JH

A (0 _ Y g*)]} dde

Pour Ji, on utilise Lemme 2.3.7, on a :

n=s/ /fﬁ(@){[ﬁm)—|ﬁ<§—>|J|F<s>—F<f+>|2}deds

1

> gy [ CulePIom@)ae
T JR

= Cllhllos|Gow' e

Pour J,, on a

Jo

IA

oi / /QW) sin(0/2)[h(0) — [A(E 7111/ (O, F)E(IF (€)] + [ F(€7))dbde,
el Gsw' flI5y + ClCollhll Ly | Gow' fIZ-.

IN
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Pour J3 d’aprés le lemme de Cancellation, on a

1 B 7 2 20+
5y o= / / BOYR(O)[F2(€) — F2(£7)|dbde

_ —cﬁ||h||L1||Gawfflle-

Pour J4, on utilise 2.3.7pour avoir
Bz O [ I + Pl
> Cu(lIGsw' fllzs — 1Gsw fII72).
par substitution de J;, ¢ = 1.4 in .J, on aboutit & :
Callhll | Gsw' flI s + Cral A°Gow' f|*
< (= K(h, Gsw'f), Gsw'f) + ChalGsw" f|*.

D’autre part, on pose

J = —(K(h, Gsw'f), Gsuw'f),

et en utilisant le changement de variables (v,v") — (v/,

J = —(K(h, G(;w"f) Gsw'f)

_ ! /R 2 / (G’ F2W) — (Gow F)2(0)]dbdv.dv

T / 2 / 1(Gst F)(0) = (Gsw' §) ()P dbdv.dv

= 5 /RQ /_Tﬂ Sin2(0/2)h*[(v/ — ,U)Qav(G5w£f)2(vs)]d9dv*dvs

— Cyllhlla|Gow' fll7> = J* + T,

v), il vient :

147

ou, prenons en considération (2.3.19) et (2.3.20). Alors le changement de

variables v — v, donne :

/ i —B cos?(0/4)h.c(0)v, + ssin(@/Z)m)Q((&,G(gwgf)(v))Qdev*dv,
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ol
((1 — cos(0/2)vs + ssin(0/2)v,)* = C1(0)v* + Co(0)v2 — Cs(0) sin(0)vv,,
avec C;(0) = C;(—0), Vi =1,2, et C3(—0) = —C3(0), Ainsi,

7= /R /IWBCI(H)h*[v(&)G&w BRIk
2 l 2
+ / / BCy(0)0%h.[(8,Gsw' ) (v) 2d9dv,dv

+ / / BC3(0) sin(8/2)vvah[(9, Gsw £) ()] 2d0duv. dv
RJI;
T AT

Pour J3, en utilisant le changement de variables § — —60, on obtient J; = 0.
Donc

T = Cpllhl pllGsw’ iz + CEllR| | Gsw f 117,
On aboutit finalement a la (6.2.1) :
CrallGsw' fl[ e + Chal Gsw f5; + ChsllGsw' f 3
FCha| M Gsw' fI]? < (= K(h, Gsw'f), Gsw'f) + Chsl|Gsw' f]?),

ot Cy4, © = 1.5 dépendent de ||h||;1 et de 3, mais pas de £, T et 4.
Ceci acheve la démonstration de Proposition 6.2.1.

Estimation du commutateur (forme 1)

Proposition 6.2.2 On suppose que le noyau de collision [ satisfait la sup-
position (2.1.14) ou (2.1.15) et que f, h sont deuz fonctions non négatives
avec 0 # h € L.

Alors, il existe des constantes positives Ce gy qui dépend seulement de [3, et
|h||L ; telles que :

(w'GsK(h, ) = K(h,w'Gsf), w'Gsf) < ellw'Gsflin + Cepnllw'Gsf|*.
(6.2.2)
et

(G(Ssz(hv f) - K(ha Géwzf)a G(Swéf) S EHG(SwaH?{l + CE,ﬁ7h||G5wzf||27
(6.2.3)
pour tout 0 € [0,1], I € [0,00], et toute f € L([0,00[;; L'(R,)).
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Démonstration. Pour (6.2.2).

Notons Gs(v) (respectivement G5(v'), w(v), w(v'), f(v), f(v'), f(vs), f(v))) par
Gy (respectivement G, w,w’, f, f', f., fi). Posons :

I = (U}zG(gK(h, f) - K(h, wa(;f), wEG(;f).

En utilisant le changement de variables v; > Uy, ON & :
ﬂ
_ / BO) W G I f — W Gl |Gy f (v) dBdv, dv
R2 J =

/ 6 (W — w")G5f + w'(GF — Gs) flw G f'dfdv.dv
R2 J =F
=1L+ IQ.

Pour I, si Cy = cyst est assez grand, on subdivise I; en Q°U( :
0= {9 €1, :0<6, = ((6)°Cy) ™ } r={0cl . 0>0)
Sur €2, on a :

[ s@sint(o/2) < cox-, (6.2.0
Q
ou Gs(Dy+) — Gs(D,) dont le symbol satisfait :

|G5(&%) — Gs()] < Cosin®(0/2)(&:)°Gs(8) = ¥ < I&| < gl (6.2.5)

Alors
/Q B(0) sin®(6/2)|G5(€7) — Ga(6)|G51(€) < C,

Sur ¢ on utilise le fait que :
|G6(§+) _ G6(€)| < | —Cj sin? (9/2)1“5‘2@7 1||G6( )| (626)
ou [&| =67 +7(§ = &N < [¢].

D’autre part on a

o0 2
—Clsin? (0. /2) -1 I_HE‘Q &) 1] = l C 0,/2 |€| s\i
e = G0/ ()
. So:l 1 is =t i = G
~ - il (—2)% (€)*{&) = CoCy (1+|§|2)
—1) L2 —is 2
Ve €

"G (

0%
= =
™
4

T
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On fait le changement de variables 6 |—> , pour obtenir

/4

— I —2s
RO /9 S(6)d8 < T

—Cpsin® (604 5 (&r > 1 _(1 S)s —gi_—ss) 2 ;
/5| 0 (/2)1% € 140 = Z,( )<§T> Co '™ ( <l )

= L+EP
- 1(_1)2 |€|2 i - s *(f:sl)s
S <;ﬁ 22i <1+|€|2> )(;((&) CO)
¢ Tomiis ()™ o
2 1— ((&)5Co)is — 2

ol, pour () assez-grand Uen®C) =7 . Donc,
1=({&r)*Co) I==

[ 806 - GileG; O <

D’ou
[2 = / / ﬁ(@)h* [Gg(DU+) - Gg(Dv)]fG5<Dv/)f/d9dU*dU
R? J I,
< Csllhllz:lIGsf ()l
Pour [y, si ¢ est assez grand, on subdivise I = [7”, Flen QUQC:
Q_{Helﬂ.egﬁo_Lﬂs)},QC:{66[ >0} ot : L = (L. =
(1 + Dwh) s,
On a: L
/B sin?(0/2) < CL.~ (6.2.7)
et
B(O)(1 — cos™(0/2) < C(s) < oo, (6.2.8)
(9143

de sorte que
L = / / B(O)h.(w" — w"GY fw'* G f'dbdv.dv
R2 JQ

+ / B(O)h(w' — wGY fw Gl fdfdv.dv
RQ QOc
= L1+ 1o,
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on applique les mémes manipulations effectuées dans I; (Estimation du com-
mutateur du chapitre 5), ou, prenons en considérations (2.3.19), (2.3.20) et

G5(€7) < Gs(6),
on aboutit, donc, a :
I < 61||w£G5f||%{1 + Ch751||w£G6f(v)||%2-
Par conséquent
I < Cop g, [0 Gsfll72 + ellw'Gs flI

ou C, g, est indépendante de 6,7, et £ .
Ceci acheve la démonstration de (6.2.2).

Pour (6.2.3), on utilise le changement de variables v/, -+ v,, en posant w’f =
g, et Gsw'f(v) = H(v) on a :

+m
I = / B(O)[hGfw' f — H)H')dOdv,dv
R2J =2
i
_ / BOV[GY — Gilw fH (1 )dfdv.dv

. /R/ Yl h [ ) W () dOdvsd

— B(0)wh, [;, Gs|HH'dfdv,dv
/R? In (ww)*
= h+ 1+ I
ou é(s = G5(Dv+)G5_1(DU).
Pour I;, on utilise le théoreme de Plancherel et l'identité de Bobylev, en

remarquant que : Gf = G5(D,+).
Ainsi le changement de variables & — &, = cos™1(0/2)¢

L = / i Bh(E7)[Gs(67F) — G5(€7)]a(67)(G59) (€)dode
- /R f Beos(0/2)h(E)[G5(EF) — G5(6)](€)(Gsg) (&4 )dOdE ..
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On dénote cos?(0/2)¢ (respectivement cos™(0/2)€) par €7 (respectivement
§4)-

Pour Cy = ¢yst assez grand. On divise I = [, T en Q°UQ :
v {9 € I |6] > 6. :05“_‘”}79 ={0e ;)6 <0.).

On fait le changement de variables 6 —» g, pour avoir :

[ oo <o <ccp (6.29)
Q
D’ou

o< [ [ 500 - ool GGG i

[ BEDIGEN ~ Ga(01a(6) (G €. avds.
= L+ 1o
Sur €2, on a

/ B(0)(1 — cos(0/2))Cy =~ CCLCyt < C.

Sur Q° on utilise les mémes manipulations dans I dans la preuve de (6.2.2).
Alors,
I < Cp||hl| 2| Gsw' f ()17,

ou Cjp est indépendante de 9, [ et 7.

Pour I,, on utilise les mémes manipulations faites pour I; dans la preuve de

(6.2.2).
Alors,

Iy < Caeui WG 2 + ellw!Gi f 113
o C%, i = 1.2 sont indépendantes de 8,1 et T

Pour I3, posons Gsw’f(v) = H(v). On a :
wt—wt -

L = — / B(O)wih,[———, Gs(Dy)]H(v)H(v')dbdv,dv
R2? J I (wsw)

Z ¢
_ ¢ wo—w ~ (1) /
_ /R , || AR () 0 (@D HwH W)
+ - / B(O)whh, Ry (v, &) H (v)H (v')dfdv,dv

R2 JI,
= I31+ I32.
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Pour I3, on subdivise I, en QU :
QC:{QEIF;M >0*:C<1_——s>},

Notons que

2=, = (v, Cy.

’
U]g—wg

(— ) < (2Uw.)"),

wt

et (GT.GHM avec son symbole satisfaisant
595 N

(G < Cosint(o2)(1-+ VR,

En effet,
~ Gs(€)\ o)
1 — 0
£cos®(0/2) s & 53 cot((€F)°—(€)*)
< Cosin®(0/2)(1 4 V/2)eot € =),
ou
E,=ET+5(6—E)=cé: —=<c,=(1—-5)cos(0/2) +s << 1,

\/_

Donc, on utilise les mémes techniques faites dans I (Estimation supérieure),
en obtenant :

Sur (2,
/C*B(e) N92 28|€ 6« < C 5)2
Q
Sur ¢,
/4
2/ B(0)(1 — cos(0/2) < C(s) < oo
0s
alors

Is1 < Cae i, WG fl172 + el wGs f1I 7.
Pour I3, on a, d’aprés [39] (voir aussi [40]), on voit que pour tout N € N.

1 J—
Ry = RN:Z('Ua f) = / <1 ol T>TN:27T(U7€)dT’
0 !
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En posant
0t G(E+
Pl =5 e v = S

(waw)”’

on a .

ryan(0.6) = O, / / e (1w + )2 (€ + 7)dndy
= limO, — / / e~ (y,n)(F (v + )P (€ + mn)dndy,

e—0

et

Xe(y.m) = x(ey,en), 0 < el
2
x(y,n) € S(R; ), tel que x(0,0) =1,

On prend
x(ev,en) = e—clylelnl
D’apres [52] et [57], on a
e—0

Ry — lim / / y / n “ivny (g, 1) (Fiay) (0 + 1) (@) (€ + T)dndydr

= lim / /R /R %e’i“""ane(y,n)F(vﬂLy)@?w)@ + 1) dndydr

e—0 0

par integration par rapprt a 7, on peut aboutir a, en utilisant les mémes
calcul dans Ry (chapitre précédent),

U/ eCOt<§++>S
Ry < %((iw))l —cos'(0/2)) (1 — (W))
4,0, l pootle*)”
- Ly -y - - e - )

On applique les méme manipulations utilisées dans I, dans la preuve de
(6.2.2), il vient :

/5mm@wga
I

D’ou
I35 < Cﬁ||h||L1||G5w£f(v)||%z,
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Finalement, on aboutit a :
I < Chenyy [0 Gsfll72 + ellw'Gs flI

ou Uy est indépendant de 6, [, et Cy = cost.
Ceci acheve la démonstration de Proposition 5.2.2.

Estimation du commutateur (forme 2)

Lemme 6.2.3 On suppose que le noyau de collision [ satisfait I’hypothese
(2.1.14) et que h est une fonction non négative avec 0 # h € L'. Alors, il
existe une constante positive Cg ., dépendant seulement de 3, ||h| 11, telle
que pour toute fonction convenable f € L' on a :

(Wi *2Gs)i K (b, fig) = K (hy (Wi Gsf)ig), (W 2Gsf)ig) 1o
< Coe il N (WET2Gs i I” + el (Wl G fugl 3o

ot Cg est indépendante de {, et 0.

Démonstration. Pour la démonstration, on renvoie a la démontration du
Lemme 5.2.3 dans le chapitre précédant ot on remplace Hy; = (w2 M; f)x;
par Hy; = (W*Gsf)ij, Ni par C, = lwiCy: Co = cosT.

6.3 Fin dela démonstration du Théoreme 6.1.1

Maintenant, nous sommes préts a établir la démonstration du Théoreme
6.1.1.
Prenons comme fonction test dans la définition de la solution faible, la fonc-
tion

¥1 (tv U) = G5w?+2¢jwz¢jw?+205f<tv U)v
ou
P2 = w?—i_QG(SQZ)jwigbjG(Sw?—i_Qf(tv U)?

ou (¢;); (respectivement (1;);) est la décomposition de I'unité par rapprt
a v, (respectivement par rapprt a &). Dénoton ¢r¢; = pi;(-) = ()i, H; =
(Gswi™2f); et Hyy = (Gowy™ 2 f)ij,

(ijGéwngatf-ij)m - /8tpij5ij2K<fvf>ijdv
R

1
= SAG 2O)e] ~ [ @y G Higde,
R
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donc,

Ot = 20 [ pug(D) Gaul! - Higdo +
+ 2 / PriGs log(w) w2 f. Hyjdv + / PriGsw 2K (f, f)Hy;dv
= I f 1)+ 13. ’

Pour I?, on a
Y = 2¢ / (D,)* Hyj. Hyjdv
= QCOC’/ ¢J mP; "Hy; Hyjdv +
— QCO/RRQHk.ijdU+

= [?.1+[ 2+[137

ou .
1—7

5 LG w+ n) (DY) Pdydndr

tel que ({D,)*)* (gbj)(l ng est borné dans L?, car

sup 3~ [ 006 (0w (0] < .

¢ER >0

Pour 19,
1Dy = 2CO/Hk‘j-wk1¢j1w£€+2)1R2<U7£>wk‘ijdvu
R

On utilise les mémes manipulations effectuées pour Rs(v,&) dans le preuve
de 1%, de l'estimation (6.2.3), en remplagant (&) par (£)*, et F(v) par
= ¢jw, on obtient :

8¢
0= / Hyj.(D,)* Hyjdv,
To JRrR
donc

R

11+ C ()| Hig 7.

<DU>Sij.ijdU+CMCO/ H]?jd’l} < €||ij|
R
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Pour I?,, on utilise I'effet que la fonction :

—log(1+2%) <0

2
K:0<z+— !
1+ a2

I?z = 2l/ka(;log(w)w?Hf.qﬁijjdv
R
= O] / log(w) Hy;. Hy,;dv — / (log(w)) 1) (Y Gs) w2 f.¢0; Hyjdv)
R R

— C1 [ (Rafo. 0l Ly g,

ou
1o —iyn (2)
Ry(v,§) = 7 | e” " (log(w)) ) (v + y)(VuGs) dydndr,
0
tel que :
2[v]
(log(w))ay = ENmE < log(w),

et (YGs)Y (v, D,) dont le symbole est donné par

e (PP (v, ) G5 (Y, &) ly=om—=e) = Oe(Ur(€)G5(£)),

satisfait

[(0rGs) ()] = (D) ()b (&) + cob{(€)* ) uGs(€)]
< (Co+c)vr(§)Gs(E),

de telle sorte que
I, <Cl(Cy+c) / log(w)Hy.¢;Hyjdv = Cl(Cy + ¢) / log(w)H,fjdv.
R R

Maintenant, on a besoin de deux lemmes 2.3.10 et 2.3.4 ou on remplace gy;
par Hy; et N.Cg|lh| 1 dans les lemmes par Cl(Cy + c).
Donc, on obtient :

I+ I < Cpep el (W' Gs il 72 + €| (W'Gs il 5 + eall (W' Gs fis]

2
Hs
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Pour I{ on abesion de 6.2.3, puis en utilisant, Uestimation de coercivité (qui
ne change pas) et celle du commutateur forme 2 6.2.3 pour avoir :

T = = [ KU G )0 G o + 5 (G s (0
R

< /R{(w?]HGéf)ij(fa (w25 f)ig) = K (f, (w2 Gsfig) } (w2 G5 fg
+ el ™Gy G + el (w2 Gsf e (Ollin + Cepeall (@i Ga f g (072,
on obtient
Cull (w2 Gs sl s + Coll (w2 Go sl + Csll (w2 G fig 7 +

d
FO A (WG Pl + Z (@i Cof e 1” < Coll (wi G flull7z,

utilisons Proposition 1.4.7, on obtient :

d
Cj || (WG f)isl1? + EH(wﬁgHGéf)ijQ < Col[(wl2Gs iyl (6.3.1)

elle est équivalente a

d v
E[eck’JtH(w?HGaf)ijQ] <0, (6.3.2)

ou
Ck,j _ (Cl(22(s+1)k+j)+2—2(sk+j))+02(22(j+k)+2—2(j+k))+C3(22k)+04(228k)_00.
D’apres le lemme de Gronnwall, on aboutit & :

1wy 2G5 g1 < e Coa=08 | (w? o)y 122, (6.3.3)

prenons la somme sur k, j et faisons 6 — oo, on obtient

2 e Pl < 3 e N o)l (634)

k,j=0 k,j=0

ou Cy; sont independentes de [, 7T et 6,
et
e_ck+1,j+1

li - 92=-0<1VjeN keN), Vi< t V¢ €]0
(HTeSPY)) oo €—Crit ,Vj €N, (resp k € N), VI < oo, et Vt €]0, 00],
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e Ck+t1,j+11

1im(k,j)%(w7m) WQ =0< ]_,\V/l < oo, t E]O, OO[,
donc, la série dans la droite de (6.3.4) est convergente par suite celle dans sa
gauche est aussi convergente, i.e.

Cot

6 *
”U)?+2€cot<Dv)SfH%2 < <62(C1+C2)t+(03+04)t — ¢ t)Hfo”%g’

(6.3.5)

ou C* est independant de ¢ et 9.

Corollaire 6.3.1 Si f est une solution de [’équation de Kac. Alors pour tout
[ € R (il peut tendre vers +00) on a :

g 2et P £, = [l Pl w2 2.
Puis on utilise I'inégalité de Bernstein, on obtient
et P2 f[2 < G Con O 2 o),
Ce qui signifie que
ecot(D”>swf,H2f, wi@+2ecot(Dv>sf e 2 (Rv)-

Prenons [ — oo, on obtient le gain de la régularité de Gevrey dans LZ (R),

1
ie. feGa(R).
Ce qui termine la preuve du Théoreme 6.1.1.
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Annexe A

A.1 Existence et unicité de f, dans (2.2.15)

1- Existence
e Soit X’ un espace de Banach partiellement ordonné (la relation d’ordre est
continue) qui a la proriété de Levi i.e. pour toute suite (f, € L'),en telles
que : sup,, |[fallzr < ocet fi1 < fo.o. fi < fur1...,n > 1. (bornée, positive,
et monotone) a une limite f positive.
On suppose qu’on a un semi-groupe des opérateurs contractants positifes
et monotones Z(t),t > 0 sur X avec le générateur infinitésimal —h, et une
application nonlineaire positive monotone 7' de D(h) dans X.
On considere le probleme

of _
{afHM—Tﬂ t>0,veR, (ALD)
fle=o = fo(v) >0
On définit une suite d’appproximations successives en posant
J1 =0, t>0,
A1.2
G 2 2050+ 70— s 2 1, A1)

Alors, (f.(to))n est positive, monotone pour tout ¢, et elle converge vers une
limite f(ty) grace a la propriété de Levi, si elle est bornée. De plus, f est une
solution de (A.1.1) sous des conditions convenables sur 7' (Lipschitsien par
exemple [58]).

Sig > 0 satisfait a g(t) = f0+f0 (t—s)Tg(s)ds, alors g > f par (A.1.2).
On suppose un autre probleme de méme type
af’ . T
{ or TR =Tf, t>0, (A.1.3)
f'le=0 = fo(v) >0

161
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tel que :

Tg—Tqg >0, et Z(t)g — Z(t)g' > 0.
Si g est dans le domaine de h et f > 0, alors le paire (A.1.1),(A.1.3) est dite
paire monotone si de plus f] < fo.
Par induction, les approximations successives f,, (respectivement f!) de (A.1.1)
(respectivement de (A.1.3)) donnée par (A.1.2) satisfait a 0 < f/(t) <
fn(t), t>0.On aalors, 0 < f'(t) < f(t), t > 0.
e On applique maintenant, ces considérations a I’équation (2.2.15) : en pre-
nant X = LY(R,).
On écrit (2.2.15) sous la forme

g—{+hf:K'f,t>o v,v, €R,

K'f(v) = K(f, /) (v) + Cf(v) [g fidv., (A.1.4)
h=C [, fo(v.)dv,,

Alors, il est clair que K’ est positive, monotone si on choisit C' suffisament
grand. Alors (A.1.4) est une équation de type (A.1.1) avec

T=K,h=het Z(t)=e".

Les approximations successives correspondants f;,, de (A.1.2) sont non négatives
(positives) et satisfont :

O 4 hf, = K'fo- 1,t>0 v,v, €R,

K,f(U)ZK<f,f)< +Cf fRdev*v
h=C [ folv.)dv,,

qui est equivalent a

t
gn(t) = e Mfy+ / (e*h(t*s)K'gn,l — hgn)(s)ds, n > 2.
0

voir [9].
e L’équation linéarisée
On considere un nouveau type d’approximations

{ Fa(t) = fo+ Jo (K" fut = hf)(s)ds, n > 1 (A15)
Jolt,v) = fo(v), a
On remarque que f, > g, > 0, et on montre que f, est une suite positive,
convergente vers la solution de (2.2.15).

Retournons a démontrer I'existence et I'unicité de la suite f, annoncée dans
(2.2.15). Pour ¢a on établit la proposition suivante :
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Proposition A.1.1 Soit fy, I’état initial tel que :

/fo(v)dv < +o0.

Alors, il existe une solution unique non négative f(t,v) du probléeme (2.2.15)
dans L>=([0, 0o[;, L*(R)) avec l’état initial fo, dés que 3 est dans L=([—x/2,m/2]).
Cette solution satisfait la conservation de la masse, de l’énergie, mais le mo-
ment varie et [’entropie est décroissante.

Démonstration. Considérons les notations suivantes :
fn(tv U)7 (resp fn<t7 ’U*), fn<t7 U/>)7 pOU_I' fn<t7 ,U>/k) (respectivement POUI‘ fn7 ;7 r/u
et fi).

Nous avons besoin du lemme de Gronwall (forme intégrale) suivant :

Lemme A.1.2 Si f;, i = 1,3 sont des fonctions positives, sur [0,T], avec
f3 mondécroissante. Alors de l'inégalité

t t
| 50+ (s < e [ falo)ds +eafult)
0 0
découle linégalité

/0 f1(5)ds + fals) < ettenfa(t)

Posons
s = [ Wurr = Sl
R

d’aprés l'inégalité de Jensen et la symétrie de ’équation par rapport a €, on
a:

Up+1 = /R‘/O _h<fn+1_fn)<svv>|dv
+ / | / / [
< Cllfollr [ wnea(s0) +

+ G [ [ U85 = Sl + il = fual2dvde

t t
S Cl / Unp, + 02 / Un+1,
0 0
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On peut prouver que u; < eIl < T donc, par le lemme de Gronwall

on obtient .
u(t) < CleCQT/ Up,
0

Par réccurence, on aboutit a :
tn—2
(n—2)!

D’ou, lim, . u, = 0, Vi < 00, ce qui équivalent a ce que f, satisfait la
propriété de Cauchy pour la convergence des suites réelles.

( ) < 016027“6 (016027“)”_2

e Unicité de la solution de ’équation (A.1.5)
on considere deux solutions f!, f2: g, = f} — f2 alors

Lttt < [ [ sttt + Rlaiioe) - o)

T / Bl gnerdld (A.16)
R

Unicité de la solution dans L'(R)
si on pose ¢ = 1 dans (A.1.6). On obtient

t
g1l S/ R\ gnstl 2,
0

grace au Lemme de Gronwall on obtient I'unicité de la solution dans L!.
Unicité de la solution dans L}(R)
Posons ¢ = (v)? in (A.1.6). On obtient

lnially < / lgmiallzs +C / 19l

n+1

< C"(1+ hTehT)

comme go = 0. On obtient I'unicité de la solution dans L3(R).
Unicité de la solution dans L log L(R)
on a
Vr,y >0, ona :xzlogx+y > zlogy (A.1.7)
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On pose ¢ =log|gnt1] in (A.1.6), en utilisant (A.1.7), on aboutit a :

+7/2
loweiliwer < [ [ il lanl + £1g60) + ol0)dbdu.do

w/2

4 / / Bl gnerldv
R JR

[gns1llL1ogr < /Cﬁn[HfﬁHLl+||f$||L1][2|gn|10g|gn|+2|gn+1|]dv
R

+ /h|gn+1|log\gn+1|dv
R

t t
< C/ ||9n||LlogL+h/ ||gn+1||LlogL
0 0

par réccurence,

t t
lniillzigr < h / lgmill gz + C / lgnl
0 0
n+1

< C"(1+ hT@hT)ni)'HQOHLlogL

(n+1

comme go = 0. On obtient I'unicité de la solution dans Llog L(R).
3- Conservation de la mass, de I’energie et la déroissance de
I’entropie pour la solution de (2.2.15)

3-a- Conservation de la masse et de ’energie
considérons la fonction ¢ = 1,v?%, comme fonction test

/wadv = /RfowdvﬂL/Ot/RK(f,f)@dvds

N /Rf“pdv+/0t/w . Ba(0) f fl@" — lduds

/K(f, fedv =0, ot ¢ =1 claire,
R

Pour la masse,

Pour le moment,

/K(f, f)edv # 0, pour ¢ = v claire.
R
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pour I'energie, posons ¢ = |v|?, notant par f, (respectivement (f*,c(6),s(f))
Pour f(v), (respectivement f(v,),cos(6/2),sin(6/2)) et en utilisant le chan-
gement de variables (v, vy, 0) — (v,, v, —0) puis le changement de variables

(v, 04) = (Vs 0)

- L/’kxf:f>wdv

+7r/2
= / / ) f* fIIv' |2 — |v|*]dOdv.dv = I, — I,
Rz J—

/2
+7T/2
= / / [02c2(0) + v2s%(0) — 2vv.c(0)s(0)]dOdv,dv — I,
R2 J—7/2
+7r/2
= / / [02c2(0) + v2s*(0) + 2vv,c(0)s(0)]dOdv,dv — I,
R2 J—m/2

+7r/2
_ / / 0)f* Flv? + o] d6dv.dv — I
R2 w/2

+7r/2
= / / f21)2d9dv*dv — I
RQ

= IQ—O

Ce qui prouve la conservation de la masse et de ’energie.
3-b- Décroissance de ’entropie

Pour ¢a on utilise :

pour tout x et tout y positives on a

(x — ) logg > 0,Vz,y >0, (A.1.8)

donc,

D=Q/mﬂMM%ﬂmwwz/KMﬂbwwW+A&f

_lﬁff (f" = f)(og f'(t,v) —log f(t,v)) +

< 0.

Ce qui prouve la décroissance de ’entropie.
Par passage a la limite on obtient aussi la consevation de la masse, de ’ener-
gie et la décroissance de I'entropie pour la solution de 1'équation (2.1.12).
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A.2 Indications

1. Sur la preuve des théorémes précédents sous le potentiel de
Debye-Yukawa
On considere maintenant la section efficace est de Maxwell avec un potentiel
de type Debye-Yukawa :

B(6) = K|sin(0)'|(log(|0]™"))™, m >0, K > 0.
On va utiliser

Remarque A.2.1 Ona :

1
1 - lim 2" =0 = lim(log [6]")™ < 1] 7,0 < 5 < 1,0 = 25
ﬁ

t—oo 1@

2 0< [ B(O)sin2(8)df < oo

Pour I'etimation coercivité on va remplacer I'etimation sous elliptique dans
leee lemme 2.3.6 par l'etimation logarithmique dans le lemme 2.3.7 pour
obtenir

Cnall 10g(A) ™" Fi[12y + Crall Ell3y + Crall Ell3n +
+Challlog(A) 32 < (= K(h, F)), F)+ ChsllF[[% m < oo,

ot : A = (e+|Dy[?)z, m >0, et F; prend la forme :
(1) Fy = /wf, pour 'estimation de la coercivité pour la production de L. .

(2) Fy, = w'f, pour estimation de la coercivité pour la production de L2_.

(3) F3 = Msw'f (w*M;sf), pour lestimation de la coercivité pour la
régularité dans H.
(4) Fy = Gsw'f (w*Gsf), pour I'estimation de la coercivité pour la régularité
dans l'espace de Gevrey avec poids (ou sans poids).

Pour les etimations du commutateur, elles restent telles qu’elle sont d’aprés
la remarque A.2.1.
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2. Sur la preuve des lemmes : 4.1.4, 5.1.1 et 6.1.3
Pour la w!f, Mswlf € C([0,T]; L*(R)) et Gsw!f € C([0,T]; L*(R)), on re-
tourne a sa preuve dans [17] page 45.
Pour les autres relations on donne les deux propositions.

Proposition A.2.2 Soit a(z, &) une fonction mesurable sur R*", qui est n
fois contintiement différentiable par rapport a x, pour & fizé. Si

Z/ |Da(z,t)|de < M, € € R", (A.2.1)
Rn

|s|<n
pour tout M < oo, alors a(xz, D) est borné dans L*(R"™ avec la norme < C'M.

Démonstration. Si 4 € D(.) = C5°(.). La transformation de Fourier de
a(xz, Dyuest n— [A(n—&8u(€)dé (F(fg)= f*g: =*laconvolution,)
ou A(n, &) est la transformation de Fourier de a(z, §)

Aw§) = [ ate. e s
Par hypothese on a :(1 + |n])"|A(n, &)|dn < C'M, qui implique que

sup / A(y — £,6)|dn < CM, sup / Al — £,6)|de < OM,
£ n

il s’ensuit que :

[latwDyupis < [1am- g0 Piapdsan

A(n — a(6)? A(n —

< / Al — € ©)lli(e) dedsup / Al — £,6)\dn

< sup / Ay — £, 6)|]a(€) Pdedn sup / Ay — £,6)|dn
n 3

< (M)l

Si on suppose E (D) PO¥D, dont le symbole est E, = (1 + [£[2)*/2. Alors
E, € Op(8%) et u € H® < Eyu € L?, telle que Ey(D)u = Ey(&)u(€).

Proposition A.2.3 Sia(z, D) € Op(S°), alors
(1) a(x, D) est borné dans L*.
(i1) u — a(x, D)u, est continue de H® dans H*.
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Démonstration.
ae€S8® < acC™ telle que V (s, B) € N,

il existe :
Csp > 0 telle que |0505a(x, &) < Cyp(1+ (€))7

Pour (i), d’aprés la proposition A.2.2), on a a : L? — L?, est borné.
Pour (i), u € H* = Eu € L*.
On pose v = F,u. Alors,
Esau = EsaE_gv € L? car, E,aE_, € Op(SY),
et on a
[1Bafds < [1BabsPIBOE )
Cllul

IN

2
Hs»

Ce qui donne que u — a(z, D)u(x) est continue de H® dans H”.
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Conclusion

Nos techniques de démonstration, dans notre travail, nous ont aboutis a des
nouveaux résultats optimisés, malgré qu’ells sont tres simples. Parmi les-
quelles la boucle des changement de variables et le lemme 2.2.8 nous ont per-
mis d’otenir des résultats optimisés concernant tous les problemes soulevés
dans la these sous une condition minimale sur la donnée initiale avec une
singularité tres forte. De telle sorte I’équation de Kac devient une équation
classique abordable et tres simple.

Notre fagon d’établir la coercivité de I'opérateur de collision de Kac (respec-
tivement d’introduire la décomposition de Littelwood-Paley) est appliquable
dans le cas de non Maxwell, par contre celle de C-.J.Xu [16](respectivement
celle de ElSafadi [2] et de Desvillettes [19]) n’est appliquable que dans le cas
de Maxwell.

Il est tres évident que notre méthode des régularisantes, composées des
oprateurs pseudo-différentiels, en faisant introduire la combinaison de la
décomposition de Littlewood-Paley et la partition de 1'unité par rapport a
variable v, est la moins cotiteuse et la plus efficace. En Plus elles améliorent
d’une fagon tres idéale la constante cible de I'estimation a priori. .



Résumé

La These aborde plusieurs problemes.

On montre en premier temps 'existence et la stabilité de la solution faible
Ou la condition sur la fonction test et sur la donnée initiale a été affaiblie
et devient optimale, Grace a une boucle des changements de variables qui
nous a permis aussi de traiter la singularité du noyau de tout ordre. Ainsi,
on prouve quelques propriétés de 'opérateur de collision de Kac.

Ensuite, on établit la production des moments de tout ordre et méme d’ordre
infini dans L' et dans L?, sachant qu’il n’existe pas des études préalables, &
I'exception de celle qui étudie leurs propagation en plus des hypotheses trop
lourdes.

Puis on s’intéresse a 'étude de l'effet de régularisation au sens de Sobolev
et celle de Gevrey avec un poids d’ordre un, ou on a le but d’améliorer le
résultat de Desvillettes [19].

Enfin, on généralise ces deux derniers résultats avec un poids d’ordre infini,
ol l'effet de régularisation au sens de Sobolev est fait d’une fagon peu proche
de celle [47] sans aucune hypothese supplémentaire concernant les moments
sur la solution et sa donnée initiale. C’est un résultat plus précis que celle
de ce dernier réference. C’esta dire la solution appartient a Hffi;rk ou N
et | peuvent tendrent vers +o0o, dés que la donnée initiale est dans L, et
méme si elle est dans H~*, ot1 k > 0. Dans toutes les démonstrations de ses
résultats on utilise la méthode des régularisantes, on fait la combinaison de
la décomposition de Littlewood-Paley et la partition de I'unité par rapport a
la variable v qui nous permis d’optimiser la condition sur la donnée initiale.



Abstract

The thesis addresses several problems.

It shows, in first time the existence and stability of the weak solution. Where
the condition on the test function and on the initial datum was weaken and
becomes optimal, thanks to a buckle of changes of variables this also allowed
us to treat the singularities of the kernel of all kinds. Thus, we prove some
properties of Kac’s collision operator.

Then we establish the moment’s production of all kinds and even of infinite
order in L' and in L2, knowing that there are no preliminary studies, to
except that studying their propagation with heavy assumptions.

Then we focus on the study of regularizingn effect in the sense of Sobolev
and of Gevrey with a weight of order one, which has as an object to improve
the result of Desvillettes [19].

Finally, we generalize these last two results with a weight of infinite order,
where the Sobolev smouthing effect is done in a manner somewhat similar
to that of [47] without any additional assumption about the moments on the
solution and on its initial datum. This is a more accurate result than that
of latter Reference. That is, the solution is in Hfﬁ;k, where N and [ can
reach 400, as soon as the initial data is in L', and even if it is in H—*, where
k > 0. In all proofs of these results we use the regularizing method with
the combination of the Littlewood-Paley decomposition and the partition of
unity with respect to the variable v which optimized the condition on the
initial datum.





