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Introduction

L’inférence statistique, dans un cadre paramétrique ou non, aboutie
a des résultats de consistance d’estimateurs proposés. Ces résultats font
état d’étude de différents types ou modes de convergence qui représentent
I’achévement du travail de recherche. Les modes de convergences usuels
comme la convergence en loi, en probabilité, presque siire et dans LP évoquent
toute formation d’un bon mathématicien probabiliste et statisticien. Les
ouvrages qui relatent et développent ces modes ainsi que leurs applications
aux variables et aux vecteurs aléatoires sont nombreux, si ce n’est pas dire,
incalculables. Mais, certains sont incontournable comme Métivier (1972),
Billingsley (1979) et plus récemment Ouvrade (2007). Aussi, dans I’étude de
la convergence des suites de variables aléatoires, on s’intéresse a un concept
important qui décrit la vitesse a laquelle une suite converge vers la limite,
appelé taux de convergence. Dans ce contexte, une question fondamentale
est de savoir a quelle vitesse la convergence éclaire les études théoriques sur
le sujet qui ont été menées proposant de nouveaux résultats, algorithmes
et applications importants pour résoudre ce probleme. Le but de ce tra-
vail est de présenter un nouveau mode de convergence, que l'on appelle la
convergence complete en moment du second-ordre avec un taux et la nou-
veauté réside ici dans 'introduction du taux de ce type de convergence. Par
conséquent, on donne des preuves de quelques propriétés de cette conver-
gence et on démontre la relation d’implication entre elle et celle presque
complete. Cette derniere est induite par la convergence en moment dans
des contextes différents (voir Chow (1988), Liang et al (2010) et Qiu et
Chen (2014) et récemment voir Yu et al (2022)). Le concept de convergence
presque compleéte a été introduit par Hsu et Robbins (1947). Ensuite, il a été
utilisé par plusieurs auteurs tels que Gut et Stadtmller (2011), Gut (1978,
1980), Li et al. (1995), Sung (2007), Sung et Volodine (2006). L’intérét
d’une telle notion réside dans le fait que la convergence presque complete
(p.co.) implique la convergence presque stre (p.s.) due au lemme de Borel-
Cantelli. Cependant, dans certaines situations, il est beaucoup plus facile
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INTRODUCTION

d’obtenir une convergence compléte en moment du second-ordre (c.m.s.) au
lieu d’une convergence presque complete.

Comme cadre pratique, on a établi les taux de convergence complete
en moment du second-ordre pour les estimateurs du noyaux de la densité
de probabilité, la fonction de répartition et de la fonction de quantile et
on a discuté également de la vitesse a laquelle ces estimateurs convergent.
Premierement, dans le cadre de l'estimation de la fonction de densité de
probabilité, de nombreuses études utilisant différentes méthodes ont été
proposées. La méthode des noyaux est I'une des meilleures de ces méthodes
qui semble étre pratique et ne nécessite pas un choix multiple de parametres.
Rosenblatt (1956) a été le premier pionnier de la classe des estimateurs a
noyaux de densité, en utilisant deux parametres, a savoir le noyau K et le
parametre de lissage h. Pour cet estimateur, la convergence en probabilité a
été établie par Parzen (1962). Habbema et al. (1974), Hall et Kang (2005),
Hall et Wand (1988), Gosh et Chaudhury (2004) et Gosh et Hall (2008)
peuvent étre consultés pour différents travaux sur le sujet, notamment 1’es-
timation par noyaux classiques de la densité. Dans le cas d’observations
indépendantes, les taux optimaux de convergence vers zéro pour l'erreur
quadratique moyenne et le biais des estimateurs a noyaux ont été abordés
par plusieurs auteurs dans des conditions variables sur le noyau K et la den-
sité f. En guise de contribution, une nouvelle convergence complete en mo-
ment du second-ordre presque avec un taux est introduite pour la premiere
fois afin d’améliorer les taux de convergence pour le biais et l'erreur qua-
dratique moyenne (MSE) de I'estimateur a noyau de la densité. Ensuite, la
convergence presque complete de I'estimateur a noyau de la densité, sous
des conditions plus faibles sur la fonction de densité que celles proposées
dans la littérature, est atteinte. En conséquence de la convergence complete
en moment du second-ordre avec taux, la convergence presque complete est
obtenue avec un meilleur taux.

Deuxiemement, le mode de convergence proposé est appliqué aux esti-
mateurs a noyaux la fonction de répartition et de la fonction de quantile.
Notez que pour la fonction de distribution, Nadaraya (1964) a proposé son
estimateur par noyau. Tandis que Parzen (1979) a retracé le contexte de
Nadaraya (1964) et a construit les estimateurs a noyaux de la fonction de
quantile pour lesquels nous avons établi le taux de convergence presque
complete. A notre connaissance, il s’agit d’'un nouveau résultat obtenu a
partir du mode de convergence proposé. Un grand avantage de I’approche
proposée est que moins de conditions sont imposées a la fonction du noyau
grace a l'utilisation de I'expression de l'erreur quadratique moyenne.

Cette these contient quatre chapitres :

Le premier chapitre, est consacré a présenter les différents modes usuels
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de convergence de suites de variables aléatoires réelles, citons la conver-
gence en loi, en probabilité, presque stre, presque complete et celle en
norme complete ou en moment sont définis. Les relations d’implication et
implication inverse existant entre ces types de convergence sont étudiées
et démontrées dans cette partie. Les regles de calculs concernant la limite
de la somme, le produit et la division des suites de variables aléatoires
font aussi un’objectif de ce chapitre, sans oublier les principaux théoremes
d’application du concept de la convergence en statistique.

Dans le deuxieme chapitre, on donne un bref rappel sur la méthode
d’estimation a noyau, en donnant quelque exemples sur les noyaux clas-
siques continus les plus utilisés dans la litérature. en suite on étudie les
propriétés asymptotiques des estimateurs a noyaux des fonctions de den-
sité, de répartition et de quantile, en fixans ’étude sur le biais, la variance,
I’erreur moyenne quadratique et les convergence de ces estimateurs.

Le troisieme chapitre, présente le nouveau mode de convergence des
suites de variables aléatoires réelles, appelé convergence compléete en mo-
ment du second-ordre avec taux et on démontre quelque propriétés. En
suite, on applique ce type de convergence sur les estimateurs a noyaux
des fonctions de densité, de répartition et de quantile, en démontrant leur
convergence vers les fonctions a estimer. Ce nouveau mode de convergence
implique la convergence presque complete, ainsi que son taux est inférieur
a celui de cette derniere. Tous ces résultats sont obtenus a l'aide de 'ex-
pression de ’erreur moyenne quadratique MSE.

Finalement, dans le quatrieme chapitre, on réalise une étude de simula-
tion pour présenter la performance des nouveaux taux de convergence des
estimateurs a noyaux des fonctions de densité, de répartition et de quantile.
On effectue cette étude pour des échantillons des tailles différentes et pour
des noyaux distincts, afin de conclure que les nouveaux taux de la conver-
gence complete en moment du second-ordre sont meilleurs que ceux de la
convergence presque complete pour les estimateurs étudiés. Une derniere
partie de ce chapitre est consacrée a une application des résultats obtenus
sur des données réelles recueillies du Centre Hospitalier Universitaire Ben
Badis de Constantine.






1 Modes de convergence des suites de

variables aléatoires

La convergence des suites de variables aléatoires est un concept impor-
tant de la théorie des probabilités, avec multiples applications dans le do-
maine des statistiques et dans 1’étude des processus stochastiques. C’est le
cas, par exemple, des théoremes des lois des grands nombres et le théoreme
central limite. Il existe différent modes de convergence des suites de va-
riables aléatoires comme la convergence en loi, en probabilité, presque stre,
en moments d’ordre p et plus récemment la convergence presque complete.
Cette derniere représente l'intérét principal de notre recherche avec une
nouvelle notion de convergence.

L’objectif de ce chapitre est de faire un rappel sur ces modes de conver-
gence des suites de variables aléatoires, les relations entre eux et quelques
regles de calculs.

1.1 Modes de convergence usuels

Dans tout ce qui va suivre, on considere 'espace de probabilité (2, A, P)
sur lequel est défini les variables aléatoires réelles, en abrégé v.a.r., considérées.

1.1.1 Convergence en loi

Généralement considéré comme le mode de convergence des suites de
variables aléatoires le plus faible, la convergence en loi (dite aussi conver-
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gence en répartition) n’implique pas les autres modes de convergence, alors
que les autres types de convergence 'impliquent.

Définition 1
Soient X et (X,,),cn- des v.a.r. définies sur les espaces (2, A, P) et (Q,, A, Py,)
respectivement. On dit que la suite (X)), oy converge en loi vers X si et

seulement si pour toute fonction réelle bornée et continue ® de R dans R,

on a
lim E(®(X,)) =E(® (X)),
n—+o00
on note
X, 5 Xx
n—+4o0o

Remarque 1 Gut [20]

Les variables aléatoires (X)), .n. €t X ne sont pas nécessairement définies

neN
sur le méme espace de probabilité, mais peuvent étre définies sur des espaces
de probabilité différents, car la convergence en loi est la convergence d’une

suite de lois de probabilités des variables aléatoires (Xy,), cy- vers la loi de

probabilité de variable aléatoire X .

Le théoreme suivant montre une propriété d’équivalence entre la définition
de la convergence en loi et la convergence des fonctions décrivant la loi de
(Xn),en+ vers celles décrivant la loi de X.

Théoréme 1 Métivier [36].
Pour (X)), cn+ €t X définies si dessus, on a

2



1.1. Modes de convergence usuels

1. Soient (Fx,), n- €t Fx les fonctions des répartitions de (X,,), - €t

neN neN

X respectivement, alors

X, 5 X<=Fyx, (z) - Fx(z),

n——+o0o n—-+0o0o
pour chaque x point de continuité de Fy .

2. Soient (Px,),cn- €t Px les fonctions caractéristiques de (Xy,), oy €l

X respectivement, alors

X, & X<=VzeR oy (z) — Ox(z),

n—-+00 n—-+00

avec Px est continue en 0.

GX) les

3. Soient (X,),cn- @ valeurs entiéres positives et ((Gx, ),en »

fonctions génératrices de ((Xn)neN*, X) respectivement, alors

X, 5 X<=Vs|s|<1,Gx (s) — Gxl(s).

n—-+o0o n—-+00

Preuve 1 Pour les preuves de ces équivalences, se référer a Métivier [36]

pages 176 :184 et plus récemment, se référer a Gut 2005 [20] .

La proposition ci-dessous précise les regles de calcul de la limite pour la
somme, le produit et la division de deux suites de v.a.r. qui convergent en
loi.

Proposition 1 (Théoréme de Slutsky) [42]

Soient (Xy,),en- €t (Yn) deur suites de variables aléatoires réelles. Alors

neN*

pour tout c € R, tel que X, L Xet Y, A c, on a
n—+4o00 n—-+00

1. (XmYn) £> (ch)>

n—-+00
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2. X, +Y, 5 X+

n—-+o0o

3. XY, 5 Xe

n——+oo

4. Xn/Yn A X/e, avec ¢ # 0.

n—-+o0o

Preuve 2 Pour la preuve on peut se référer a Polansky [42] page 179.

Remarque 2 Gut [20]
X, 5 Xet Y, 5y nimplique pas que X, + Y, L X+ Y,
n—-+00 n—-+00 n—-+oo

sauf s’il y’a indépendance entre les variables.

Dans la suite et de la méme maniere, on définie les autres types de
convergence.

Convergence en probabilité, presque siire et dans L”

Soient X et (Xy,),,cn- des v.a.r. définies sur le méme espace de probabilité

(Q, A, P).

Définition 2 La suite (Xy,), oy converge en probabilité vers X, lorsque n

tend vers l'infini, si et seulement si

Ve >0, lim P(|X, — X|>¢)=0.

—+00

On note cette convergence comme suit

X, & Xx

n—-+0o00o

Définition 3 La suite (X,), .. converge presque sirement vers X, lorsque

n tend vers l'infini, si et seulement si

P{weﬂ, lim Xn(w):X(w)} =1,

n—-+4o0o
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on écrit

X, 2 X

n—-4o00

L’espace LP (2, A, P) représente 'espace des variables aléatoires a va-
leurs réelles, p intégrable, c’est & dire E| X[’ < oo avec p > 1. Com-
munément noté LP. Sur cet espace on énonce la définition de la convergence
en moment d’ordre p comme suit.

Définition 4 Soient X et (X,),cy. des v.a.r. dans LP. On dit que la suite

(Xn)pen+ converge vers X dans LP si et seulement si

lim X — X,||, =0,

n——+oo

c’est a dire, hI_P (E|X, — X|p)% = 0. Et on note
n—-+0o0

X, B x

n—-4o00

Proposition 2 Gut [20]
Soient (X)), ey €t (Yn),ene deux suites de v.a.r. qui convergent respecti-
vement vers les v.a.r. X etY . Alors quelque soit le mode de convergence en

probabilité, presque stre ou dans LP ; les propriétés suivantes sont vérifiées.

1- La limite en probabilité ( resp. presque sire ou dans LP ), si elle existe,

est unique p.s.

2- Y (a,b) € R?, alors dans ce cas, quelque soit le mode de convergence

— aX,, +bY, — aX +0bY.

n—-+o0o

— X,.Y, — XY

n—-+o0o

1 1 : _
%, xS P(Xa#0) =1

3- SiVn € N*, X,, = a, p.s., alors X,, — a.

n—+00
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4- La suite (X,), ey €st de Cauchy, c’est a dire
lim P(|X, — X,,|>¢)=0,
n—oo
m—0o0
si et seulement si elle converge en probabilité, presque sure ou dans

LP.

Preuve 3 Pour la preuve on peut se référer a Gut [20] pages 208 et 247.

La sous section suivante est consacrée a d’autres modes de convergence
considérés comme plus fort que ceux mentionnés précedement.

1.1.3 Convergence presque complete et en moment complete

La convergence presque complete est souvent utilisé pour montrer la
convergence presque stre d’un estimateur sans la nommé, comme fut le cas
en 1981 pour les travaux de Foldes [15].

Définition 5 Soit (X,,),en+ une suite de v.a.r.. On dit que (X,,)nen= converge
presque completement vers la v.a.r. X, si

V5>0,ZP(UJ:\Xn(w)—X(w)\>€> < 00,

neN*

on note ce mode de convergence par

p.co

Xn X.

n—-+o0o

Remarque 3 Polansky/[}2]
La convergence presque compléte est plus forte que la convergence en proba-
bilite, puisque cette derniere necessite seulement que pour chaque € > 0, la

probabilité P (| X, — X| > €) converge vers 0, mais la convergence presque

6



1.1. Modes de convergence usuels

compleéte exige que pour tout € > 0, les probabilités P (|1X,, — X| > ) tend
vers 0, lorsque n — +o00. C’est d dire qu’elle exige une vitesse de conver-

gence suffisante pour assurer la convergence de la somme infinie

Y P(X, - X[>e).

neN*
Par exemple, si P (| X, — X| >¢) =n~!, alors la suite (X,)nen+ converge
en probabilité, mais pas complétement, lorsque n — +00.
SiP (|X, — X| >¢e) =n"2 alors la suite (X,)nen+ converge en paobabi-
lité et completement vers X lorsque n tend vers +oo.

Pour le calcul de la limite presque complete de la somme, le produit et
I'inverse des suites de variables aléatoires qui convergent presque completement,
on a le résultat qui suit.

Proposition 3 Ferraty [14]

Soient (X, )nen €t (Yn)nen+ deuz suites de v.a.r. telles que X, 2L et

n—-+o0o

p.co N .
Y, = Iy ouly, Iy sont deuxr nombres réels. Alors on a
n—-+oo

- X, +Y, X L +1.
n—-+oo
p.co

2- X,.Y, = l.05.

n—-+o0o

-+ = Esih £0.

Xn n—-+0o

Preuve 4 On se référer a Ferraty [14], page 230 pour la démonstration de
ces propriétés de la convergence presque compléte.

Le lemme suivant dit de Borel-Cantelli, est un résultat immédiat de la
convergence presque complete. Utilisé pour démontrer la relation d’impli-
cation entre ce mode de convergence et celui de la convergence presque
sure.
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Lemme 1 ( Lemme de Borel-Cantelli) Métivier [36]

Soit (Ap)nen+ une suite d’éléments de A.

n—-+o0o

1.y ene P(Ayn) < 005 alors P <lim supAn> = 0.

2. On suppose de plus, les événements (A, )nen+ indépendants et si

alors

P (lim supAn> =1

n—-+o0o

Preuve 5 Pour la démonstration voir Métivier [36], page 207.

Considéré comme le mode de convergence le plus fort du fait qu’il im-
plique la convergence presque complete, la convergence en moment complete
est définie ci dessous. On introduit deux classes de ce mode de convergence
qui sont des versions fortes de la convergence en moment.

Définition 6 La suite des v.a.r. (X, )nen+ converge comlétement en mo-
ment d’ordre p > wvers la v.a.r. X, et on dit qu’elle est s — LP convergente,

si pour tout p > 0,
oo
D E(IX, - XP) < o0,
n=1

on note cette convergence comme suit

s—LP

Xn X.

n—-+o0o

S— 1 . N
Remarque 4 Sip=1 et X, —>f X, on dit que la convergence compléte
n——+oo

de (X, )nen+ est en moment d’ordre 1 et on écrit

D E(IX, - X|) < co.
n=1



1.2. Implications entre les différents modes de convergence

Définition 7 On dit que la suite des v.a.r. (X,)nen+ converge en norme

complete d’ordre p, pour p > 0, vers la v.a.r. X si

D 11X = X, < o0,
n=1

On note

X, "3 X.

n—-+00

La section précédente a été consacrée a préciser la notion de convergence
des suites de variables aléatoires et les propriétés qui en découlent. Dans la
suivante on étudie les relations d’implication.

1.2 Implications entre les différents modes de convergence

Dans cette section, on s’intéresse aux relations d’implications qui existent
entre les différents modes de convergence, déja définis, afin de déterminer
le mode le plus fort. Soient (X,,), - et X des v.a.r. définies sur 'espace

(Q,A,P).

Proposition 4 Li et Hu [32]

Soient X et (X,)nen+ des v.a.r., alors, pour tout p >0, on a

1.
—L>® _LP
X, ° X = X, 5 X.
n—-4o0o n—-+oo
2.
*_ [P P
X, ° X = X, 5 X
n——+oo n—-4o00
3.
—LP P
X, =5 X =X, 5 X
n—-+oo n—-+oo
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4. Sip>1
s—LP s*—LP
X, —- X = X, — X
n—-4o0o n—400
5. 5i0<p<1
X, X = X, &% X
n—-4o00 n—400

Preuve 6 La démonstration de cette proposition est déduite directement

des définitions des convergences.

Théoreme 2 Li et Hu [32]
Soit (X)) nen+ une suite de v.a.r. qui converge complétement en moment
d’ordre p vers la v.a.r. X. Alors (X, )nen+ converge presque complétement

vers X.

Preuve 7 D’aprés [inégalité de Markov, on a

’Xn B X’p)
cb

E
P (X, - X|P >e) < (

I

ce qui implique

= >~ E(X,—- X} S I
ZP(|)<R—X|?’>51’)<Z":1 ( P« (caan K X).

— ep n—+oo
Donc

—+oc0o

> P(X, - X" > ) < 0.

n=1

Par conséquent sip=1 on a

+00
ZP(\X,L—X| > g) < 00,
n=1

p.co

dou X, — X. 1

n—-+4o0o

10



1.2. Implications entre les différents modes de convergence

Théoréme 3 Polansky [42]

Soit (X, )nens une suite de v.a.r. qui converge presque complétement vers

la v.a.r. X. Alors (X,)nens converge presque surement vers X.

Preuve 8 Polansky [42] page 114.

D’abord on note que, pour w € 2,
{1 X (W)= Xn| < g, pour tout m > n}° = {| X, (w)—Xm| > €, pour quelques m > n},
donc pour € > 0
P <{w DX (w) — X(w)| > e, pour quelques m > n}) =P ( UX_ {Xn(w) — X(w)| > 5}) :
Ce qui implique
P ({w DX (w) — X(w)| > g, pour quelques m > n}) < i": P <{w X (w) = X(w)] > s}) .

On a par supposition (X, )nen+ converge presque complétement vers X, c’est

a dire pour tout € > 0
SP ({w X (W) — X ()| > g}) < .
n=1
Pour que cette somme converge, il faut que pour tout € > 0
Tim Z 3 <{w X (W) — X (w)] > g}) —0,
c’est-a-dire

lim P ({w D X (w) — X(w)| > g, pour quelques m > n}> = 0.

n—oo

11



1. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Comme P(A) =1 — P(A°) pour tout événement de A, alors

lim P ({w: | Xn(w) = X(@)| <e,pour tout m >n}) =1,

n—o0

ce qui est équivalent a la convergence presque sire de (X, )nen+ vers X. B

Proposition 5 Si la suite (X,), . converge presque sirement vers X

alors elle converge en probabilité, c-a-d

X, B X=X, 5 x

n—-4o0o n—+400o

Preuve 9 Supposons que (X,), .y converge presque siurement vers X et

montrons la convergence en probabilité. Pour ¢ > 0 fixé, posons,

Yo = L{x,—x|>e}-

Les fonctions (Y,),cn- Sont mesurables, positives et majorées par 1. D’aprés
I’hypothese de la convergence presque sure, pour presque tout w € €2, il existe

un rang ng tel que pour tout n > ny,
[ X (W) = X (W)] <,

ce qui donne
1si|X,(w—X(Ww)|>e¢
Y, () = | X ( | |
0si|X,(w)—X(w)|<e

Ce qui implique Y, (w) = 0 pour tous n > ng. C’est I’écriture de la converge

presque stirement de (Yy,), o+ vers 0. Aussi, on a

P(X,—X|>¢)=E (1{\anX\>s})

= E(Yn)a

12



1.2. Implications entre les différents modes de convergence

et d’aprés le théoréme de la convergence dominée, on obtient

E(Y,) — E(Y)=0.

n—oo

Proposition 6 Métivier [36]
St la suite (X,), oy converge en probabilité vers X alors elle converge

en loi. C’est-a-dire

X, 5 X = X, 5 X

n—oo n—oo
Preuve 10 Métwier [36] page 189.

D’aprés la définition (1), pour ® une fonction continue et bornée, ce qui
implique 'uniformément continuité de ® , avec Py, et Px qui représentent

les lois image de la probabilité P par les v.a.r. X,, et X respectivement. On

‘/cdeXn —/cp dPx

Poure > 0,36 >0,Vz,y e R/ jz —y|<§ = |P(x) —P(y)| <e.

a

< [ 1o x,) - @ (x)aP.

/|<1> (X,) - @(X) |dP=/ B (X,) - & (X)|dP
{w/Xn(w)-X(w)<d}
+/ |<I>(Xn)—<1>(X)|dP
{w/Xn(W)—X (w)>6}
<e 4+ 2sup |®(2)| P (| X0 — X| > 0).
x€ER

Par hypothése ¥6 > 0,P (|X,, — X| > ) — 0. Donc
n—oo

/ ®dPy, — [ ®dPy. Alors X, = X.

n—oo n—o0

13



1. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Proposition 7 Métivier [36]
Silesv.a.r. (Xy),en- €t X sont dans LP, alors la convergence en moment
d’ordre p de la suite (Xy,), - vers X implique sa convergence en probabilité

vers la méme limite.

X, 2 x = x, & x.

n—oo n—oo

Preuve 11 Métiier [36] page 190.

1l suffit d’appliquer 'inégalité de Markov. Soit € > 0,

1
0< lim P (X, — X| >¢) < lim —E (|X, — X[") =0,

n—00 n—oo P

donc X, B X n

n—oo

Proposition 8 Polansky [42]

Soit (X, )nen converge dans LP vers X pour p > 0, si
Y E (X, - X[P) < oo,
n=1

alors X, 25 X.

n—-+00

Preuve 12 Voir Polansky [42], théoréme 5.4 page 237.

On a démontré que la convergence en moment complete d’ordre p im-
plique celles dans dans L? et presque complete. Cette derniere entraine
la convergence presque sture. En suite, on a prouvé que la convergence en
probabilité est un résultat de la convergence presque stre et entraine la
convergence en loi. De plus la convergence dans LP est plus forte que celle
en probabilité. Maintenant on cherche les conditions sous lesquelles on ob-
tient les implications inverses.

14



1.2. Implications entre les différents modes de convergence

Proposition 9 Polansky [42]
Si la suite (X,), cn- €5t convergente en loi vers une constante a dans R,

alors elle converge également en probabilité vers a, c’est-a-dire

L P
X, =& a=X, — a.
n—-+00 n—-+00

Preuve 13 Polansky [42] page 178.
Soient F,, la fonction de répartition de v.a.r.X,, pour tout n € N* et F
celle de la v.a. constante X = a. On a F est continue sur R\{a} et comme

(Xn),en+ converge en loi vers X, alors

pour tout x différent de a. Or, Ve > 0, on peut écrire

P(X,—a|>e)=1-Pla—e< X, <e+a)

=1—-F,(e+a)+ F,(—c+a)

Puisque F(e+a) — Fle+a) =1 et F,(—e+a) - F(—e+4a) =0, lorsque

n — +00, avec —e + a et € + a appartient a R\{a}. Alors

lim P(|X,, —a| >¢) =0,

n—-+oo
donc

P
X, — a.
n—-+00

Dans la suite et pour des raisons technique de démonstration, on définit
le critere des sous suites qui représente une condition fondamentale pour
montrer quelques relations entre les modes de convergence.

15



1. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Proposition 10 Gut [20]

La suite (X,,) des v.a.r. converge en probabilité vers X si et seule-

neN*

ment si pour toute suite croissante d’entiers (n)pen+ on peut extraire une

sous suite (ny)pen+ telle que, (X)), cn. converge presque sirement vers X

Preuve 14 Gut [20] page 213

Supposons que X, B X. Pour tout k € N*, soit (ng) le plus petit

n—-4o0o

entier tel que

1 1
P(’Xnk_X‘>E> <?.

Alors

1
>rp (|Xnk —X|> E) < +oo.
keN*

log(1)
log(2)

Comme 2% < g, pour tout € > 0, ce qui implique k > . En appliquant

le lemme de Borel-Cantelli, on obtient

L’intégrabilité uniforme est un concept important qui joue un role es-
sentiel dans la théorie des probabilité, dans la suite nous avons montré une
autre relation entre deux modes de convergence par application du théoreme
associé.

Définition 8 Une famille (X,,) dev.a.r. sur (2, A, P) est uniformément

neN*

intégrable (U.I) ou équi-integrable, si pour tout c un réel positif.

lim supE (| X,|1{x,>q) = 0.

C_H'OOnGN*
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1.2. Implications entre les différents modes de convergence

On a déja vu que la convergence dans L! implique la convergence en pro-
babilité mais, la proposition suivante montre qu’il y a une relation nécessaire
entre ces deux modes.

Proposition 11 Métivier [36]
On suppose que (X,), o+ converge en probabilité vers X .
Si (Xn),en+ €St uniformement intégrable, alors X € L' et (X,)

neN*

converge dans L' vers X.

Preuve 15 Soit § > 0 et pour tout ¢ > 0 on a

B (X, - X|) = [ X, - X|aP
Q

= / X, — X|dP + / X, — X|dP

{IXn—X|<6} {1 Xn—X|>0}

<SP (|X, — X| < &) + / 1 X| dP + / 1X,,| dP

{IXn=X|26} {1Xn =X |28}
<6+ / X|dP + / 1X,| dP
{1Xn=X[25} {1 Xn—X[>6,Xn|>c}

+ / |1X,,| dP.

{1 Xn—X[>6,| Xn|<c}

Soit € > 0, par uniformément intégrabilité de (X,,) il existe ¢ > 0, tel

neN*

que pour tout n € N, on a

£

X, dP < / Xl dP < -

{|Xn—X|26,|Xn|=c} {|Xn|=c}

Choisissons 6 < 5 et il existe 01 tel que

17



1. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

implique que

| X[ dP <

> ™

{[Xn—X|=6}

Par supposition (X,),cy. converge en probabilité, alors il existe n. € N, tel

que ¥Yn > n. on a

et
P(X, - X|>d) <~
" — T 4c
Etant donné € > 0,3dn,. € N tel que
VnZnE,/|Xn—X|dP <e,
Q
d’ot
X, & x
n—-+o0o
[ |

Proposition 12 Soient p € [1,00[ , (X,,)nen+ une suite des v.a.r. dans LP

et X une variable aléatoire. St

- X, 2B X

n—-+o0o

ii- 1l existe une v.a. Z € LP [0, 00[ telle que
Vn e N |X,| < Z p.s.

Alors X € LP et X, % x

n—+00

18



1.2. Implications entre les différents modes de convergence

Preuve 16 Etant donné que | X,| < Z presque sirement pour tout n et

p.s
que X,, — X, nous avons
n——+0o0

X|<Z p.s.

Par conséquent, E (| X|") < E(ZP) < +oc et donc X € LP. De plus , pour
tout n € N,

1 X, — X[P < (|1 X+ | X)) <2PZP p.s.

Or 2PZP est une v.a.r. intégrable car Z € LP, donc, d’apres le théoréme de

convergence dominée appliqué a la suite de variables aléatoires (| X, — X|"),, cn

qui converge presque surement vers 0, nous avons

lim E(|X, — X[") = 0.

n—-4o0o

C’est a dire X, Noxn

n——+o0o

La convergence presque complete entraine la convergence presque sture,
et la réciproque reste vraie avec une condition, comme le montre les théoremes
suivants.

Théoreme 4 Polansky [42]
Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r. indépendantes et a une constante réelle.

Si

p.s
X, = a,

n—-+4o0o

alors

p.co

n—-+o0o
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1. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Preuve 17 Polansky [42] page 115.

Supposons que X, —> a, alors pour chaque € > 0
n—-+oo

lim P ({|Xm — a| > e, pour au moins un m > n}) = 0.
n—oo
Notons que

lim P ({|Xm — a| > €, pour au moins un m > n}) = lim P ( U {1 Xm —a| > 8})
n—oo

n—oo

=P (M2, Ui {IXn — af >e})

=P (lim sup{| X, — a|] > 8}) ,

n—oo
et on a la suite des événements {USS_, {| X, —a| > €}22,} est décroissante de

maniére monotone, donc d’apres le théoréme de la monotonie séquentielle,

on a

n—o0

P (lim sup{|X,, — a| > 5}) = 0.

La suite (X,)nen+ est de variables aléatoires indépendantes donc {|X,, —
C| > e}, est une suite des événements indépendants pour tout € > 0.

Donc d’aprés le lemme de Borell-Cantelli on a pour e > 0,
> P (X, —a|>¢) < o0,
n=1

. . p.co
cesta dire X,, — a.. B

n——+oo

Taux de convergence

Dans cette section, on définit la notion du taux ou de vitesse de conver-
gence d’une suite réelle ou aléatoire.
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1.3. Taux de convergence

Définition 9
1. Soient (x,)nen+ €t (Yn)nen+ deuz suites de nombres réels. La notation

) reste
neN*

Zn

x, = O(y,) quand n — +o0, signifie que la suite (

n

bornée quand n — +o00.

2. On dit qu’une suite des v.a.r. (X, )nen+ converge vers une limite X
avec un taux U,, et on note
X, — X =0(U,),
sl existe une constante positive M, telle que

| X, — X| < MU,.
Pour (X, )nen+ une suite de v.a.r. on donne les définitions des taux de
convergences presque complete, presque stire et en probabilité et on étudie

les relations d’implication entre eux. Soit (U,), - une suite de nombres
réels positifs.

Définition 10 On dit que la suite des v.a.r. (X, )nens converge en proba-

bilité vers la v.a.r. X avec un tauz U,, si et seulement si

lim lim P (| X, — X| <mU,) =1,

mM—00 N—00

ou m est un nombre réel positif et on note
X, — X =0p (U,).

Définition 11 On dit que la suite des v.a.r. .(X,)nen+ converge presque

surement vers la v.a.r. X avec un taux U,, si et seulement si

P (3c < 00, 3N, Vm > n,|X,, — X| < cUp,) = 1.
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1. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Et on note

Xy —X=0,5 (Uy,).

Définition 12 On dit que la suite des v.a.r. (X, )nen+ converge presque

completement vers la v.a.X avec un taux U,, si et seulement si

Jeo >0, P (X, — X[ > goU,) < 00,

n=0

et on note
Xn - X = Op.co. (Un> .

La proposition suivante montre que si une suite (X, ),en+ de v.a.r.
converge presque completement vers une limite X, avec un taux U, alors
elle converge presque stirement et en probabilité vers la méme limite X et
avec le méme taux U,,.

Proposition 13 Ferraty [14]
Soit (X, )nen= une suite de v.a.r., telle que X;,, — X = O, (Uy,) . Alors
1- X, — X =0p (U,).

2 X, — X =0,, (Uy,).

Preuve 18 Ferraty [14] page 230.

1. On démontre ce résultat pour X =0 p.s.
Supposons qu’il existe eg = m > 0, tel que
> P (|X,| > mU,) < oo,
n>1

ce qui nous permet d’écrire

Img, Vm > mO,ZP (|Xn| > mU,) < oo,
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1.3. Taux de convergence

et d’aprés le théoréme de Borel-Cantelli, on a
Img, Vm > my, P <nh_)r£108up{]Xn| > mUn}> = 0.
Puis on appliquant le lemme de Fatou, on obtient :
Img, Vm > mO,EP (|X,| > mU,) =0,
ce qui est équivalent a

Img, Vm > my, lim lim P (| X,| <mU,) = 1.
m—

ocon—o0

. De la méme maniére, et par application du théoreme de Borel-Cantelli,

on obtient
P (T {|X,| > o0} ) =0,
n—oo
qui peut étre s’écrit

Jeg, P(In,Vm > n, | X,n| < eoUpn) =1,

ce qui nous donne le résultat cherché.

Un autre résultat concernant les regles de calcul des taux de convergence
presque comlpete est donné par la proposition ci dessous.

Proposition 14 Ferraty [14]

Soient (X)) nens, (Yn)nens deux suites de variables aléatoires, lx,ly deux

nombres réels. St X;, — lx = Opeo (Un) et Y, — Iy = Opeo (Uy) avec

lim,,_,., U,, = 0.Alors

1- (Xn + Yn) — (lX + ly) = Op.co_ (Un) 3
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1.4

1. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

2- (XnYn) — (lylx) == Op.CO- (Un) )

-+ — = = O0peo (Uy), pourlx #0

Xn Ix

Preuve 19 Pour la démonstration de ces régles de calcul des taux de la

convergence presque compléte, on se référer a Ferraty [14] page 231.

Apres étudier les diffétentes relations entre les modes de convergence
définis dans la premiere section, on énonce les théoremes de convergence les
plus utilisés en statistique.

Utilisation des concepts de convergence en statistiques

Lorsque on fait un sondage aléatoire dans une population, I'augmenta-
tion de la taille de I’échantillion implique que la moyenne de 1’échantillion
se rapproche de plus en plus de celle de la population. D’ou l'intérét des
théoremes des les lois des grands nombres. Il existe plusieurs versions de ce
théoreme et sous différentes conditions.

Théoréme 5 (La loi faible des grands nombres) Métivier [36]
Soit (X)) nen+ une suite des v.a.r. indépendantes telles que E(X,,) existe
et égal a pu,, avec
1 n
lim = -
i 2=

2

n’

aussi la variance 02(X,,) existe et est notée a o2, avec

alors
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1.4. Utilisation des concepts de convergence en statistiques

Preuve 20 On veut montrer la convergence en probabilité de X,, vers ,

c’est a dire pour € > 0, lim P ’X ,u| > 5) = 0, pour cela on applique

n—-+0o

[inégalité de Tchebychev

P (X, ~B(X,)|>5) < L),
Or
E(X,)=E <%Zxk> = %ZE(Xk) = u,
et

Var (X,) Var( ZX’“> =3 ZVar (Xp) = 2 1019.

k=1

Car les v.a.r. sont indépendants par hypothése. On en déduit que

~ Zzzl ‘71%
Or
n 9
Ve >0, lim L1 %k =0,
"notoo  n2g?
d’ou

lim P (| X, —p| >¢)=0.

n—-+00

La v.a.r. X, converge donc en probabilité vers 1. B

Théoréme 6 (La loi forte des grands nombres) Métivier [36]
Soit (Xp)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes de variance finie, i

E(X,) existe et égal a pu,, avec

lim — —
R Zﬂk p
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1. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

2

et si pour tout n > 0, var(X,,) = o, vérifiant

+oo 9

Z%<+oo,

n=1

alors
1 Z" s
n n—-+4+oo
k=1
Preuve 21 La démonstration se fait sans difficulté voir Métivier [36], page

204. pour les détails.

Dans le cas ou les v.a.r. (X,,),>1 sont de méme loi, on peut énoncer le
théoreme 3 sans hypothese sur les variance, comme suit

Théoréme 7 (Loi forte des grands nombres) Métivier [36]
Siles v.a.r. (X,)n>1 sont indépendantes, de méme loi telle que E(X,,) =

1< +00, alors
Preuve 22 Ce théoréme est un cas particulier du théoréme 6. Donc la
démonstration se fait de la méme maniére. Voir Métivier [36], page 205

pour plus de détails.

Le théoreme suivant, appelé théoreme central limite, est un résultat im-
portant de la convergence en loi d'une suite de variables aléatoires réelles.
Il affirme que toute somme de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées tend vers une variable aléatoire gaussienne. Souvent
utilisé pour montrer la normalité asymptotique d’un estimateur.

Théoréme 8 (Théoreme central limite ) Ouvrad [38]
Soient (X)), cn- une suite de v.a.r. indépendantes, définies sur le méme

espace (2, A, P), suivant la méme loi de moyenne u et de variance o>
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1.4. Utilisation des concepts de convergence en statistiques

supposées finies et X v. a. r. de loi N(0,1). Alors la variable aléatoire

Sp =Y Xi vérifie
Sp—np £

< n—+oo

v

X.

Preuve 23 Pour la démonstration voir Ouvrad [38], page 314.
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1. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

S-LP

Limite cts

FI1GURE 1.1 — Résumé des relations d’implications entre les modes de conver-
gence étudiés.
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2.1

Estimation a noyau des caractéristiques

fonctionnelles d'une loi de probabilité

La méthode d’estimation non paramétrique a noyau, appelé aussi de
Rosenblatt-Parzen, est introduite en 1956 par Rosenblatt [45] puis améliorée
en 1962 par Parzen [40]. En se basant sur un échantillon de la population
statistique, cette méthode permet d’approcher la fonction a estimer en tout
points du support. Dans ce chapitre on s’intéresse aux propriétés asymp-
totiques des estimateurs a noyaux des caractéristiques fonctionnelles d’'une
loi de probabilité inconnue. En fixant I’étude sur le biais, la variance, erreur
moyenne quadratique et la convergence presque complete des estimateurs
des fonctions de densité de probabilité, de répartition et de quantile.

Méthode d’estimation non paramétrique a noyau

Les estimateurs a noyaux sont des fonctions de deux parametres; une
fonction K appelée noyau représentant le poids de chacune des observations
dans I'estimation et un parametre dit fenétre h qui détermine le degré de
lissage de 'estimateur. L’estimation par noyau est I'une des méthodes les
plus utilisée dans le domaine non paramétrique car elle semble pratique,
robuste et ne nécessite pas un choix multiple des parametres K et h.
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2.1.1

2. ESTIMATION A NOYAU DES CARACTERISTIQUES FONCTIONNELLES
D’UNE LOI DE PROBABILITE

Les parametres de la méthode d'estimation a noyau

La fenétre h

C’est un parametre positif, appelé aussi parametre de lissage, il détermine
si I’estimation est tout a fait lisse ou bien qu’elle est plutot tres irréguliere.
Plus h est grand, plus 'estimateur est régulier, contrairement au cas ou h
est petit, 'estimateur est irrégulier. Le sur-lissage, lorsque h — +o00, peut
masquer la plupart des propriétés de la vraie fonction a estimer telles que
I’asymétrie ou la multimodalité, tandis que le sous-lissage, lorsque h — 0,
fait apparaitre des détails artificiels sur le graphique de l'estimateur. la
figure suivante illustre le role de h dans le lissage de I'estimation.

- h=004
h=0015
0.5

Estimateur de densité
courbe théorique

0.4
0.3
0.2

01

0.5 0.4

0.4
0.3
03
0.2
0.2

01 0.1

0 . 0 .
5 0 5 -5 0 5

FI1GURE 2.1 — Influence du parametre de lissage sur I'estimation de la fonc-
tion de densité pour une courbe théorique gaussienne.

Le but de 'estimation de h est de modifier les données de maniere a ob-
tenir des estimateurs dont les caractéristiques convergent aux propriétés des
parametres réels. En général, h est obtenu par des techniques de validation
croisée.

Le noyau K

Un noyau continu K est une fonction borélienne, positive et intégrable
d’intégrale égale a 1.
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2.1. Méthode d’estimation non paramétrique a noyau

Le noyau est 1’élément qui détermine la forme des “bosses” qui consti-
tuent 'estimation de la densité. Plusieurs travaux ont été effectuer pour
trouver un noyau préférable d’utilisation a tous les autres, autrement dit un
noyau optimal. En 1969, Epanechnikov [9] a proposé sous certains criteres,
un noyau optimal qui porte son nom. Puis, en 1983, Rao [44] est arrivé a la
conclusion que le choix d’un noyau autre que le noyau optimal n’entrainait
qu’'une légere perte de précision.

L’ordre d’un noyau K représente l'ordre du premier moment non nul, il
est paire si le noyau est symétrique. Si le noyau est positif, il est du second
ordre.

Les noyaux dont l'ordre est supérieur a 2 ont des parties négatives, par
conséquent ils ne sont pas des densités de probabilité. Pour plus de détaille
on se réfere a Hansen [25].

Les noyaux sont classés suivant le support en deux classes : a support
fini, c’est-a-~dire des noyaux K dont le support est de la forme [—a, a], pour
a € R. Des noyaux a support infini sont tels que K (z) — 0 pour |z| — +oc.

On distingue deux types de noyaux symétriques et asymétriques. Dans
la littérature, la plupart des noyaux utilisés dans un contexte d’estimation
de fonction de densité sont symétriques.

Voici quelque exemples sur les noyaux.

Noyaux Expression mathématique
Epanechnikov | K(u) = %(11 — %) 11_11y(w).
Gaussien K(u) = 5 OXP (—“—2> ,u € R.
4§
Triangulaire K(u) = (1 — |u|) 111 (uw).
Gamma K(u) = u(hxi(f<hh+>1 ,h>0,u € RT,
Silverman K(u) = 5 exp <|TZ|) sin (% + %) ,  uekR.
Uniforme K(u) = 351119 (u).

TABLE 2.1 — Quelques noyaux.

Les représentations graphiques des noyaux Epanechnikov, gaussien (normal)
et triangulaire, Silverman et uniforme sont données par les figures (2.2),
(2.3), (2.4), (2.5) et (2.6).
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2.2

2.2. Estimateur a noyau d’une densité de probabilité
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F1GURE 2.6 — Noyau uniforme ou de Rozenblatt.

Estimateur a noyau d'une densité de probabilité

L’estimation de la fonction de densité de probabilité a une place im-
portante dans 1’étude de nombreux phénomenes aléatoires, car la densité
permet d’avoir un apercu rapide des principales caractéristiques de la dis-
tribution, comme par exemple : les pics, les cavités, ’asymétrie, etc . ...
Plusieurs estimateurs résultats des différentes méthodes d’estimation, ont
été proposés pour estimer la densité, ici on s’intéresse aux estimateurs a
noyaux.

Considérons une v.a.r. X de densité de probabilité f. Cette derniere
donne une description de la distribution de X et permet de déduire des
probabilités associées a X de la relation

b
P(a<X<b):/ f () dx, pour tout a < b.

Supposons qu’on a un échantillon X, ..., X,, de v.a.r. de méme loi que la
v.a.r. X admettant une densité de probabilité f absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R a valeurs dans [0, +oco[, supposée
inconnue. Rappelons que la valeur de f au point x, représente la probabilité
que la v.a.r. X appartienne a un petit voisinage de x, c’est-a-dire,

f(x)=1lmP(xr—h< X <z+h), h>0.
h—0
On peut donc estimer cette probabilité par la proportion de I’échantillon
Xi,...,X,, appartenant a l'intervalle (z — h,z + h). Ainsi un estimateur

A
naturel de f, noté f,, est donné par

A 1
fo(z) = ﬁ[nombreXl, vy Xp € (x — hyz + h)]

1 -1 r— X,
=) 2K
nz_;h 0( h )
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ou Ky est la fonction du poids définie par
18|zl <1
29

Ko (x) = { 0, sinon

A
De la définition de K| il découle que f,, n’est pas continu. Donc pour ob-
tenir la continuité de I'estimateur de la densité continue f, on cherche une

A
généralisation de f,, en remplacant la fonction du poids K par une fonction

continue K satisfaisant
/ K (z)dx =1,
R

appelée fonction du noyau. Cette densité de probabilité n’est pas obligatoi-
rement symétrique. L’estimateur obtenu est donc de la forme

A n —X;
Fow) = o ().

Cet estimateur est formé par la somme ou plutot la moyenne des courbes
de K, comme le montre la figure suivante pour un noyau gaussien.

2113 04 19 51 62

FIGURE 2.7 — Estimateur a noyau gaussien ff; de la densité en 6 observa-
tions.

A
L’estimateur & noyau d'une densité de probabilité inconnue f, noté f,,
défini par Parzen (1962) [40], Rosenblatt (1956)[45], est donné par

}n(x)zig;K(”_Xi), (2.1)

P
ot (hy),, est une suite de nombres réels positifs vérifiant i, — 0 quand

n — oo . K est une fonction borélienne, positive et intégrable, d’intégrale
sur R égale a 1, appelée fonction du noyau ou noyau simplement.

34



2.2. Estimateur a noyau d’une densité de probabilité

2.2.1 Propriétés asymptotiques de |'estimateur a noyau d'une densité

de probabilité

Quand on définit un estimateur d’une fonction ou d’'un parametre incon-
nus, il y a certain nombre de criteres qui permettent d’évaluer la similarité
de l'estimateur a la fonction ou au parametre a estimer. Parmi ces criteres
proposés dans la littérature, on trouve le biais, la variance, I’erreur moyenne
quadratique, la convergence ou la consistance d'un estimateur et la norma-
lité asymptotique.

A

Rappelons que l'estimateur a noyau f,, de la fonction de densité de
probabilité, est une fonction de deux parametres, le noyau K qui établit
I’aspect du voisinage de x et le parametre h,, qui controle la taille de ce

voisinage. Donc pour obtenir de bonnes propriétés asymptotiques de }n, il
faut bien choisir la valeur du parametre primordial h,,, cependant le noyau
K ne doit pas étre négligé, car il joue le role de réducteur du biais, comme
le montrent les résultats du travail de Parzen [40] en 1962.

A
Pour vérifier les criteres de qualité de f,, supposons que le noyau K et
le parametre de lissage h,, vérifient les hypotheses suivantes

Hi— [ K (z)dz = 1;sup,cg |K (2)] < o0; [, |K (x)] dz < co.
Hy— h, — 0 quand n — +o0.

Hs;— nh, — +o00 quand n — +o00.

H,;— nh? — +oo quand n — +o00.

Hy— 2 5 460 quand n — +00.

logn

A
Les propriétés du biais et variance de f,, sont obtenues en appliquant le
théoreme de Bochner [5], en 1955, rappelé ci-dessous.

Théoreme 9 Soient g et K deux fonctions intégrables, avec K bornée

vérifiant lim |y| K (y) = 0. On pose

ly|—o0

gn(x)zhin/RK(h%)g(x—y)dy,

0t (hy),, est une suite de nombres réels positifs vérifiant h, — 0 quand
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n — oo. Si g est continue au point x € R, alors

lim g, (z) = g (x) / K (y) dy.

n—o0
Et si g est uniformément continue, alors la convergence de g, est uniforme.

A

Biais : Le biais de l'estimateur f,, est défini par
A A

iais (1,0) = (F,0)) -~ £

-2 (e (50) -
:%AK(I“)M@@#(@

Suivant Silverman [47] la valeur approximative du biais est

Biais (}n (a:)) _ %31 £ (2) /R 2K (2) de, (2.2)

r—u

ou 2z = .

AN
L’estimateur f, de la fonction de densité est asymptotiquement non
biaisé, comme le confirme le corollaire suivant.

Corollaire 1 Parzen [40]

Pour f continue et sous les hypothéses Hy, Hy avec K vérifie | llim ly| K (y) =
y|—o0
A
0, Uestimateur f, est asymptotiquement non biaisé. C’est a dire qu’il satis-

fait

n—o0

i E 7, (0)| = 7o)

Preuve 24 On a par définition de [’espérance

o] - & (52 oo

:/RK@» fx (@ — yh)dy,
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2.2. Estimateur a noyau d’une densité de probabilité

comme [ est intégrable et continue en x et k est intégrable avec |y| K (y) —

0 lorsque |y| — oo. Donc d’aprés le théoréme de Bochner [5], on a

i [ K () fx (2 = k) dy = Fx (o) | K ()

n—o0 R

et du fait que [, K (x)dx =1, on obtient

i | £, (0)] = /(o).

n—o0

A
Variance : la variance de l'estimateur f, de la fonction de densité est par
définition

var (}n (@) _E [}n (2) —E (JA"n (:c))} )
(e () e (e (52))

D’apres Silverman [47] la valeur de la variance est

var (?n (@) - nin f () /R K2 (2) d-. (2.3)

A
Le théoreme ci-dessus montre que la variance, de l'estimateur f,, tend vers
0 quand n tend vers l'infinie.

Théoréme 10 Parzen [40]

Pour f continue et sous les hypothéses Hy, Hy, Hy avec K vérifie lim |y| K (y) =

ly|—o00

A
0, la variance de l’estimateur f, satisfait

lim Var [?‘n (x)] =0,

n—oo

en tout point x de continuité de f.
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Preuve 25 On a par définition de la variance de [’estimateur fn

A 1 " J]—Xi
Var(f.(z)] = th%Var;K< W )
=V [ (50)
1 z—X; 1 z—X;
= —E |K? ‘)| - —=E?|K :
[ () - [ (50
1 z—X
—FE |K?
= ()]
1 o [T —u
n_h% RK ( I, )fX(u)du

i (o () o).

Comme K est bornée et intégrable, alors elle est de carrée intégrable. Donc

IN

IN

IN

par application du théoréme de Bochner [5] et sous Hs on obtient

i [ K2 () o=y = o fe (@) [ K0

n—so0 nh% R

d’ou

lim Var {}n (x)} 0.

n—oo

Remarque 5 On remarque que le biais ne dépend pas directement de la

taille de I’échantillon n, mais plutot du noyau K et du parametre de lissage

h. Cependant, la variance dépend des ces trois parametres.

Erreur moyenne quadratique (M SFE) ponctuelle : L’erreur moyenne
A

quadratique de 'estimateur f, est définie par

A

MSE @) = [J, ()~ o) }
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2.2. Estimateur a noyau d’une densité de probabilité

Le développement de cette expression fait apparaitre la variance et le

biais ponctuels de f., comme suit
MSE (z) =E [}n (x)ﬂ —2E an (:rz)} f (@) +E[f (@)
~[}, @] +n[}, <x>r -5}, <as>r -8 |1, @) £ @)+ [ @)

— var (?n (:c)> + biais? (}n @:))

La derniere expression montre le compromis pour la minimisation du
M SE entre le biais (erreur symetrique) et la variance (erreur aléatoire). A

A
cause du terme E ( f, (z) |, on vois qu'une réduction de biais entraine une

augmentation de la variance et vice versa.
En remplagant (2.2) et (2.3) dans la derniere expression du M ES on
obtient

MSE (z) /K2 dz+(h fe ()/Rz?K(z)dz)Q.

Erreur moyemme quadratique intégrée (MISFE)

A
C’est une mesure globale d’éfficacité de f,,, elle est obtenue en intégrant
le MSE sur tout le support de f, elle s’ecrit

MISE (x / MSE (z)dx = /R var (? (z )) dzx + /R biais® (}n @:)) dx
:/ (nh /K2 dz> dx+/R(h22f (z )/RzQK(z)dz)Qd:U.

La valeur idéale du parametre de lissage h,, du point de vue de la mi-
nimisation de MISE est obtenu par Parzen [40] (lemme 4A) et est égale
a

Dopt = ( /RZ2K(Z) dz>52 ( /RK2 (2) dz>é ( /Rf@) (x)2d2>51n_51.

Convergence et consistance
Parmi toutes les qualités que peut avoir un estimateur (ou une suite

d’estimateurs), on s’intéresse souvent a sa consistance, c’est-a-dire, au fait
A
qu’une suite d’estimateurs ( fn) converge ou non vers f en une distance
neN
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A
d ( fos f > donnée. Dans le paragraphe suivant on donne quelques résultats

de convergence des estimateurs a noyaux de la densité de probabilité dans
la littérature.

Convergence en moyenne quadratique ponctuelle

La convergences en moyenne quadratique ponctuelle (MSE), a été établi
par Parzen [40] en 1962 et en 1963, Tiago de Oliveira [53] a montré celle du
MISE, comme le montrent les deux théoremes suivants

Théoréme 11 Parzen [40]

Soit }n l’estimateur a noyau de la densité de probabilité f. Supposons
que le noyau K vérifie Hy et que le paramétre de lissage h, satisfait Hy et
H;. Alors

MSE (}n (x))  0VreR.

n—-+00
Théoréme 12 Tiago de Oliviera [53]
Soit 3\“” lestimateur a noyau de la densité de probabilité f satisfaisant
J1f (2)]P de < co. Supposons que le noyau K vérifit Hy et que le paramétre

de lissage h,, satisfait Hy et Hs. Alors

MISE <}n (x)) s 0VreR

n—-+o00

Consistances faible et forte

En 1962, Parzen [40] et en 1956, Nadaraya [37] ont montré la consistance
faible tandis que Silverman [47] en 1986, a proposé quant a lui la consistance
forte.

Théoréme 13 Parzen [40]
Sous les hypotheses Hy, Hy et si la transformée de Fourier f exp(™*?) K (z) dx

est absolument intégrable, alors

sup |f, () — f@)| B 0.
z€R n—r+00
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2.2. Estimateur a noyau d’une densité de probabilité

Théoréme 14 Nadaraya [37]
A
Soit f une densité de probabilité uniformenent continue et f, son esti-

mateur a noyau K positif et a variations bornées. Pour tout h,, satisfait Ho

tel que » -, exp(~e"n) < too . Alors

sup | f, () - f(x)] B 0.
z€R n—-+oo

Théoréeme 15 Silverman [47]

A
Soit f une densité de probabilité uniformément continue et f, son es-

timateur a noyau K positif et a variations bornées. Pour tout h, satisfait

Hy et Hs. Alors

2.

Fule) = f@)| 23

sup
zeR

Normalité asymptotique

Il est utile de connaitre la loi d’un estimateur, car elle permet de calculer
ces caractéristiques et de construire un intervalle de confiance. En général,
cette loi est obtenue en utilisant une convergence en loi, ou le théoreme
centrale limite en particulier. La propriété de la normalité asymptotique
affirme que la loi de I'estimateur est gaussien lorsque n — +o0o. Ce critere
de I'estimateur a noyau de la fonction de densité, a été tirée des travaux de
Parzen (1962) [40].

Théoréme 16 Parzen [40]

A
Soit | une densité de probabilité et f, son estimateur a noyau K vérifiant

H,. Pour tout h,, satisfait Hy et Hz. Alors

}n(x)—E(JAfn(:d) 4 N1 Ve R

var (}n (;c)) B
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2.2.2 Convergence presque compléte de |'estimateur a noyau de la

densité de probabilité

Interéssons nous maintenant a I’étude de la convergence presque complete

A
de f,, et supposons de plus que la densité de probabilité f, le parametre
de lissage h,, et le noyau K, satisfassent les hypotheses suivantes

Hg— f est une fonction continue au voisinage de x, ou z est un point fixé
de R.

H;— K est un noyau d’ordre ¢ au sens de Gasser, c¢’est-a-dire,

t/HK@ﬁﬁ:QVj:L“wi—1a0<
R

/ﬂK@M4<+m.
R

Hg— K a support compact.
Hy— f est k fois continiment dérivable autour du point x.
Dans la suite on démontre la convergence presque complete de 1'esti-

A
mateur f, vers la fonction f, lorsque n — oo et on calcule le taux de
cette convergence, en utilisant une inégalité exponentielle de type Bern-
stein donnée par le lemme suivant
Lemme 2 Ferraty et Vieu [12]

Sotent X1, Xo, ..., X,, des variables aléatoires réelles centrées, indépendantes
et de méme loi, telles qu’il existe deux réels positifs M et o vérifiant :
| X1 < M et E(X?) < o2

Alors, pour tout 0 < & < "HQ on a
n n€2
P ZXi >en | < 2exp 10z

i=1
N
Dans le corrolaire 1, Parzen (1962) [40] a prouvé que l'estimateur f, est
asymptotiquent non biaisé pour les noyaux K vérifiant | 1‘im ly| K (y) =0;
y|—oo

le méme résultat est donné dans le lemme 3 pour les noyaux a support
compact.
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Lemme 3 Ferraty et Vieu [12]

Sous les hypothéses Hy, Hy, Hg, Hg on a

n—oo

i E |7, ()| = £ 0.

Preuve 26 On a par définition

E{?n(x)} :h—ln/RK<x};“>f(u)du:AK(z)f(x—zhn)dz.

La fonction f est supposée continue sur R, donc elle est continue sur le sup-

port compact du noyau K, et par conséquent f est uniformément continue.

Alors on a

lim f(x — zh,) = f ().

n—oo

Or

i B £, (0)] = [ ()1 @)z = f 0).

n—oo

Lemme 4 Ferraty et Vieu [12]

Sous les hypothéses Hy, Hy, Hs, Hg et Hg, on a

Fo@) =B |2 @)] = Oy Q/?) |

Preuve 27 Pour démontrer ce résultat on utilise le lemme 2. On a

N N 1 u LU—XZ 1 u I'—XZ

> [ (552) - e (e (552))
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Les variables aléatoires (A;),_; sont i.i.d. et centrées. Sous Hy, on pose

yeees Tl

K est borné par le nombre réel positif M, alors

_ _ < 227
hnK( B ) hnE (K( B ))' T oha

autrement dit pour tout 1 =1,..n

C
Al < —.
A < 4

tel que C' = 2M.

D’autre part

En utilisant le changement de variable z = %" ; on obtient

1 2 —z z:i 2 (2 rT—z z
EAK@W@ h)d LK(M( ha) dz,

n

ou S est le support compact du noyau K.
L’ensemble S est borné, alors il existe ky > 0, tel que pour tout z € S |y| <
ki, et comme h, est borné (car il converge vers 0), il existe ko > 0, tel que

pour tout n € N; h,, < ky, donc pour tout z € S on a
l’-k’lkg SZL‘—Zhn S$+k1k}2

On a par supposition la fonction f est continue, donc elle est bornée sur
le compact [x — kiko, x + k1ks], c’est a dire qu’il existe unréel positif ks tel

que pour tout z € S et pour tout n € N, on a f (x — zh,) < ks,

44
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d’ou
E (A%) < %/W (2) dz
n Js
< k;’i\f /SK(Z) dz = kzjy = ka?.
On pose U,, = log” 2= Z’g:, et comme lim,,_, % =0 alors

F2(@) =B |1, )] = Opes <W> |

Maintenant a ’aide des lemmes 3 et 4 on peut démontrer le théoreme sui-
vant qui confirme la convergence presque compléete de 'estimateur a noyau

A
f,, vers la densité de probabilité inconnue f, avec un taux de convergence

logn

égal a o

Théoréme 17 Ferraty et Vieu [12]
A
Sous les hypotheses Hy, Hy, Hy, Hs et Hg letimateur f, converge presque

complétement vers f, c’est a dire

fo (@) — f(2) = Opeo. (, / ﬂjij) |

Preuve 28 FEn se basant sur la décomposition suivante

Fo) - 16 = |1 -8 (F,0)| - |10+ B (F.@)).
on peut écrire

*(

fo(@) = f()
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D’apres le lemme 3, on a

n—o0

i E 7, (0)] = 0.

C’est a dire qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, pour tout € > 0,

on a

P ('f(:v) +8(1.0)

9
)

et on obtient

p( ) <p(

En suite, d’apres le lemme 4, on a

Fu@) =B |2 @)] = Oy (W) ,

ce qui est équivalent a l’existence de eg = 1 > 0, tel que

A A logn

—E > < 0.
Fo0) =B (Fu )| > 2 ) oo
Donc pour e = @/1;’%:, on trouve

P ( f. (@) —f(x)' > log”) < P<

fo (@) — f(z)] >

ho - () > 5).

nhy, nhy,
<2 ([ ()| - 22)
D’ou
7;N*P < P (@) = f@) 12%3) < ne%P ( fo(2)—E (JA‘” (a:))'




2.3

2.3. Estimateur a noyau de la fonction de répartition

A
La convergence presque complete de d’estimateur f, peut étre obtenue
en changeant quelques hypotheses, comme le montre le lemme et le théoreme
qui suivent.

Lemme 5 Ferraty et Vieu [12]

Sous les hypotheses Ho, Hs, Hy et Hy on a
AN A i

Théoréme 18 Ferraty et Vieu [12]

Sous les hypothéses Hy, Hy, Hs, Hg et Hy on a
A A [logn

Estimateur a noyau de la fonction de répartition

L’estimation de la fonction de répartition est tout aussi importante que
I’estimation de la fonction de densité de probabilité. On a déja dit que la
densité a un avantage sur le plan visuel, tendis que la fonction de répartition
contient 'information sur la loi, mais de maniere moins visible. Néanmoins,
le comportement des estimateurs fonctionnels, la vitesse de convergence et
la normalité asymptotique, sont facilement expliquées a 'aide du compor-
tement local de la fonction de répartition, par 'estimation de cette derniere
qu’on passe a l'estimation des probabilités des ensembles, par exemple la
probabilité qu’une variable aléatoire se cantonne dans un intervalle donné.

Soit X1, ..., X,, un échantillon de variables aléatoires identiquement dis-
tribuées et indépendantes, définies sur 'espace de probabilité (€2, A4, P) de
meéme loi que la variable aléatoire X, de fonction de répartition F' définie,
pour tout x € R, par

F(z)=P(X <ux).

Un estimateur traditionnel de la fonction F', a partir de 1’échantillon
Xy, ..., X, est la fonction de répartition empirique, notée F,,, définie au
point z, comme suit

1 n
Fn (ZE) = E Z l(XiSCC)7
i=1
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avec

(Xi<o) =) 16 X, <a

La fonction de distribution empirique définie précédemment, n’est pas
réguliere car a chaque point X7 = zq, ..., X,, = z,, F}, fait un saut égal a %

La généralisation ou la verssion réguliere de cet estimateur peut étre
obtenue a partir de la définition suivante de la fonction de répartition

szffmw

A
ou 'estimateur a noyau f,, de la densité f peut étre intégré pour obtenir un
N

estimateur a noyau de F', que I'on note F,,. Cet estimateur a été proposé
par Nadaraya [37] en 1964 et est défini par

T A

Fo@ = 1.

:E;H( i)

ou H est une fonction définie a partir du noyau K comme suit

H(m):/_x K (1) dt.

H est appelé noyau intégré et h,, est le parametre de lissage ou la fenétre
de 'estimateur.

Propriétés asymptotiques de I'estimateur a noyau de la fonction

de répartition

A
Les propriétés asymptotique de 'estimateur F',, ont été étudié par plu-

sieurs auteurs et sous différentes conditions, citons par exemple, Nadaraya
A

[37], en 1964 a prouvé que F),, est un estimateur asymptotiquement non
biaisé et que sa variance est égale a F@)l=F(z)] (théoreme 1, page 551).
Sous la condition de continuité de f, Nadaraya [37] en 1964, Yamato [57]

A
en 1973 et Winter[55] ont démontré que 1’ estimateur F,, est uniformément
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2.3. Estimateur a noyau de la fonction de répartition

convergent vers F' avec une probabilité égale a 1. En 1983, sans condition
sur f, Singh et al [48] ont prouvés le méme résultat. Winter [56] en 1979 a

A
montré que F,, vérifie la propriété de Chung-Smirnov suivante
) 2n 2
lim sup ——— | sup <1,
n—oo loglogn ) .er

avec une probabilité égale a 1.
A
La normalité asymptotique de F',, a été établi par Watson et Leadbetter
(1964) [54]. Falk (1983) [10] a montré que la performance asymptotique de
A

P, (z) = F (x)

I'estimateur a noyau F',, est meilleur que celle de ’estimateur empirique F,
de F'.

En 1981, Azzalini [2] a donné une expression asymptotique pour ler-
reur moyenne quadratique MSE et a déterminé un parametre de lissage
asymptotiquement optimal pour obtenir un MSE plus petit que celui de
I’estimateur empirique et aussi il a trouvé une expression asymptotique de
MISE.

En 1988, Swanepoel [52] a trouvé, sous les hypotheses que K est une den-
sité de probabilité bornée, symétrique autour de 0 a support fini, d’ordre 2 et
que I est deux fois continiiment, dérivable avec f* borné et var ( f(X )2) <

A
00, que l'erreur moyenne quadratique intégrée de F,, est

MISE (ﬁn> _ /_ :O E (ﬁn ()~ F (@)2 da
1 200 [T f(2)da .\ % (f (:E)')2 f(x)dx Y (ﬁ . h4) |

6n n 4

ou C = f_Jr;o sK (z) H (z) dx et h est le parametre de lissage. Il a prouvé,
également, que le noyau uniforme est optimal et il a minimisé 'erreur

moyenne quadratique intégrée afin d’obtenir un parametre de lissage op-
A

timal, il a affirmé que 'estimateur a noyau F',, est asymptotiquement plus
efficace que l'estimateur empirique F,.

A
Biais, variance et erreur moyenne quadratique de F',

Sous des conditions pas tres fortes, en 1964, Nadaraya [37] a prouvé que
A
F',, admet, asymptotiquement, la méme moyenne et variance que F,,. Pour
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améliorer cette étude Azzalini [2] en 1981, a proposé d’autres hypotheses,
sous les quelles il a obtenu le biais et la variance données ci dessous. Les
hypotheses de Azzalini [2] sont :

H,— la fonction de densité f est une fonction continue au voisinage de =,
différentiable de dérivées carrées intégrables.

H,— h, — 0 et nh, — oo, quand n — +o00.

H.— le noyau K est une densité continue, bornée et symétrique au tour de
zéro. Donc K satisfait

+oo
K(x)dle,/ zK (x)dr =0 et / 7’ K (r) dr < oo.

—00 —00 —0o0

—+00 “+oo

Le biais est donné par

A 2t (x 22K (z)dz
Biais <Fn (SL’)) _hat ( )fRQ (=) +o(h2).

La variance est donnée par

. _ %hnf(x) /sz( () H () dz + 0 (%) |

Et L’erreur moyenne quadratique est

MSE (ﬁn @)) _ Fl) “n_ Fz) _ %hn (@) /R oK (2) H (2) dz
+ haf* (2) (fﬂfQK(x)dx)z +0 (hi + %) .

L’expression asymptotique du MSE est donné par

AMSE (ﬁn (x)) _ P =F@) %hnf(m) /a:K () H (2) dz

n

N ht £2 (z) (fHZxQK(:c)d:c) '

N
La valeur de h,, qui minimise AMSE (F n (:L‘)) est

. <2f(:v) JpxK (z) H (x) d;l:) é‘
nf'? (x) (foQK(x)d:p)2
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2.4. Estimateur a noyau de la fonction de quantile

A
Concernant la convergence presque complete de d’estimateur a noyau F,

de la fonction de la répartition, on a la formule 3 de la référence Kitouni et
al [28] (page 256) qui donne le taux de la convergence presque compete.

logn

L’estimation des quantiles d'une population est d'un grand intérét, en

P, (z) — F(x)

sup

particulier, lorsque le statisticien ne veut pas présumer une forme paramétrique

pour la distribution ou méme de supposer que la distribution est symétrique.

Estimateur a noyau de la fonction de quantile

Les estimateurs non paramétrique populaire des quantiles sont les quar-
tiles d’échantillon. Ces derniers ont de bonnes propriétés statistiques. Ce-
pendant, ils ont aussi des inconvénients, ils subissent une perte d’efficacité
substantielle pour certaines distributions telles que la distribution normale,
a cause de leur expression. Pour améliorer 'efficacité de ces estimateurs,
un moyen évident est de former une moyenne pondérée de plusieurs statis-
tiques d’ordre, en utilisant une fonction de pondération appropriée. De tels
estimateurs sont appelés “ L-estimateurs”, combinaisons linéaire des statis-
tiques d’ordres. Le probléme devient alors de choisir la fonction de poids ou
de pondération. Les estimateurs a noyau des quantiles forment une classe
d’estimateurs “L”, qui utilise les noyaux, en tant que fonction de poids.

Soit X7, ..., X,, un échantillon de variables aléatoires identiqument dis-
tribuées et indépendantes, de méme loi que la variable aléatoire X de fonc-
tion de répartition /' absolument continue et inconnue. Soit X1y < X(9) <
... £ X(n) les statistiques d’ordre correspondantes. On définit la fonction de
quantile, notée @), par 'inverse continu a droite de la fonction F, par

Q(p) = inf{z : F(z) > p},0<p< 1.

L’estimateur empirique de Q(p) est le quantile de I’échantillon défini par
I'inverse de la fonction de distribution empirique F},, comme suit

Qn(p) = inf{z : F(2) > p} = X(pnp)+1),

ou [np] est la partie entiere de np.
L’inconvénient majeur des quantiles d’échantillon est qu’ils connaissent
un manque partielle d’efficacité causé par la variabilité des statistiques

51



2. ESTIMATION A NOYAU DES CARACTERISTIQUES FONCTIONNELLES
D’UNE LOI DE PROBABILITE

d’ordre individuelles. Une classe populaire des L-estimateurs est les esti-
mateurs a noyau de la fonction de quantile définis par

n

o r —
Q,(p) :h_ZX(i) [1K( . p) dz,

=1
ou K est une fonction de densité symétrique autour de 0 et h, — 0 lorsque

n — oo. Cette forme d’estimateur a noyau de la fonction @) est attribuée a
Parzen [41] en 1979, page 113.

2.4.1 Propriétés asymptotiques de |'estimateur a noyau de la fonction

de quantile

A
Concernant les propriétés asymptotique de @,,, en 1984, Falk [11] a

A
montré que la performance asymptotique de @), est meilleur que celle du
quantile empirique de I’échantillon, en étudiant le rapport asymptotique

A
de Vefficacité du quantile de ’échantillon par rapport a @,. La norma-
lité asymptotique et la consistance moyenne quadratique de cette estima-
teur est établie par Yang[58], en 1985. En 1986, Padgett [39] a donné la
A

généralisation de la définition de @), pour les données censurées a droite.
Le théoreme suivant donne une expression de ’erreur quadratique moyenne

A
asymptotique de @),, basée sur I’ expression de la variance calculée par Falk
[11].

Théoréme 19 Sheather et Marron [}6]
Supposons que Qg?) est continue au voisinage de p et K est une densité
symétrique par rapport a zéro et admet un support compact. L’erreur qua-

N
dratique moyenne de @, (p) est donnée par

1. Lorsque p # % on a

e, =22 (0w - 22 [ow] [ ek 6 H W
+ h% Q2 ()] U:O v K (y) dy} 4o (% + hi) :
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2.4. Estimateur a noyau de la fonction de quantile

2. Lorsque I est symétrique et p = %

MSE{Q,(0.5)} = % [Q'(OB)} ’ {0.25 ¥ h /:o yK (y) H (y) dy

Preuve 29 Pour la preuve on se référer a Sheather et Marron [46].

Corollaire 2 Sheather et Marron [46]

Supposons que les conditions du théoréme (19) sont vérifiées. Alors,

1. quand F est symétrique et pour tout p, sauf p = 0.5, la fenétre opti-

male est donnée par

2

; 2 [T yK(y)H(y)d ‘o 13
ot a(K) = Jooe yKWHG . et B(Q) = [Q%—)(Z),)] :
{f*;f yQK(y)dy}

2. Quand F est symétrique, pour tout p = 0.5 et h, = O(n_Tl), on a

MSE{O. (0.5)} = % Q03] +om™)
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3.1

Convergence complete en moment du

second-ordre avec taux

Ce chapitre est consacré a la présentation d’un nouveau mode de conver-
gence des suites de variables aléatoires et son application sur les estimateurs
a noyaux des caractéristiques fonctionnelles d’une loi de probabilité incon-
nue. Ce mode est nomé convergence complete en moment du second-ordre
avec taux. Il implique la convergence presque complete, presque sire et
la convergence en moyenne quadratique. Pour les estimateurs a noyaux des
fonctions de densité, répartition et de quantile, la convergence en moment du
second-ordre avec taux (c.m.s.), nommé en anglais “complete second-order
moment convergence with a rate”, donne de meilleurs taux de convergence,
que ceux obtenus grace a la convergence presque complete.

Convergence complete en moment du second-ordre avec

taux

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité sur lequel est définies les variables

aléatoire réelles (v.a.r.) X et (Xp,),cn- -

Définition 13 Madi et Laroussi [35]

La suite (X,,), ey €st dite complétement convergente en moment du second-
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ordre vers X, avec un taux de convergence \/L(T, i
n

> UE(X, - X)? < o0,

neN*

ot (Up),en- €St une suite de nombres réels positifs. On note ce type de

convergence par

1
Xon =X =0cms | —= ).
(\/Un)

Le théoreme suivant montre que si la suite (X},), .- converge completement

en moment du second-ordre vers X, avec un taux de convergence \/L(T, alors
n

. A 1
(Xn),en+ converge presque completement vers X avec le méme taux T

Théoreme 20 Madi et Laroussi [35]

St la suite (X,), o vETIfie

pour lim,, ., U, = +00, alors

1
Xp— X =0, (— .
)

Et considérons la suite (Vn)neN* = (nBUn)nEN* pour B > —1, ¢ > 0, on

obtient

Y PP (X, - X|>¢e) < Y 0 UEX, - X)? < 0.

neN* neN*

Preuve 30 Supposons que ), . UnE (X, — X)2 < 00, puis en utilisant

[inégalité de Markov, on obtient

P(|Xn—X|2 )sUnE(Xn—X)Z,

1
VU
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3.1. Convergence complete en moment du second-ordre avec taux

donc

1 2
PlI|X,—X|> < UE(X,—X) < .
TP (12 ) < B0 - X <o

Comme \/L(T tend vers 0 lorsque n tend vers + oo, et qui est équivalent a

Ve > 0, il existe ng € N* tel que pour tous n > ng on a \15 < e. Alors

P(|X, — X| > &) < P(|X, — X| > ——),

1
VU,
ausst

> P (X, - X|>e) <> nUEX, - X)’ < 0.

neN* neN*

Remarque 6 La convergence en moment du second-ordre avec taux im-

plique la convergence presque compléle mais la réciproque est fausse. .

Remarque 7 1. La convergence en moyenne quadratique d’une suite

(Xn)

nen+ de v.a.r. est un résultat imédiat de sa convergence en mo-

ment du second-ordre avec taux, c’est-a-dire si

Y U.E(X, — X)* < o0,

neN*

alors

lim F (X, — X)>=0.

n—-+o0o

2. la convergence compléte en moment du second-ordre avec taur im-
plique la convergence compléte en moment d’ordre deuz, notée s — L?.

En effet,

Y EX,-X) <> UE(X,—X)* <o,

neN* neN*

puisque (Uy),cn+ €t une suite de nombres réels positifs.
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On a décidé de présenter quelques propriétés ou regles de calcul pour
rendre ce mode de convergence applicable d’une maniere simple aux différents
opérations mathématique sur les suites, comme fut le cas pour les modes
de convergence des suites de variables aléatoires, mentionnés dans le pre-
mier chapitre. Soient (X,,)nens et (Yy,)nen deux suites de v.a.r. définies sur
I'espace (2, A,P) et (U,)nen+ une suite de nombres réels positifs.

Proposition 15 Madi et Laroussi [35]
Supposons que lim,_,o U, = +00,X,, —lx = Ocm.s (#) etY, —ly =

Ocm.s (\/LUf), ot lx et ly sont deux nombres réels. Alors on a

1 (X +Ya) = (Ix = ) = Ocms (737

2 (X0Y2) = (xdy) = Ocms (7).

n X

3. )g - ll = Ocm.s (\/LU—n) , avec lx # 0.

Preuve 31 1. Cette propriété est immédiate a partir de [inégalité sui-

vante : pour X etY deux v.a.r. on a
EX+Y) <2 (EX) +E(Y)).
En effet,

S UE((X,+Y,)—(Ix —ly)* < 2° (Z U.E (X, — Ix)?

neN* nEN*

+ > UE(Y, - zy)z) .

neN*

et comme Xn - lX — Oc.m.s (\/%]7) et Yn - lY - Oc.m.s (\/%) » O

obtient

Y UE((Xy+Y,) - (Ix — Iy))* < 0.

neN*
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3.1. Convergence complete en moment du second-ordre avec taux

2. Pour démontrer la deuxieme propriété on utilise la définition de l’espérance

mathématique d’une v.a.r. positive X donnée par

Appliqué & la v.a.r. positive (X,.Y,) — (Ix.ly))*, on obtient

+o0o

E (X,Y, —Ixly)’ = /

R <|XnYn ~lxly| > ﬂ) dt

+o0
:/ P (([(X0— L) (Yo Iy)
0
Hx (Y — Iy) + Iy (X — Ly)| > \/E) dt.
En utilisant les inégalités P (| X + Y| > 1) <P (|X| > L)+P (Y| > %)
et P(|X.Y| >t) <P (|X]|>Vt)+P (Y| > V1) pour toutes v.a.r.X,

Y ett € RT |, on trouve

E(X,Y, —Ixly)’ <E|X, — x|+ E|Y, — Iy + XE|Y, — Iy|?

+E|X, —Ix]?,
donc

S UE(X.Y,) = (xy)? < Y UEX, —Ix[*+ > UE[Y, —Iy|’

neN* neN* neN*
+I Y UEY, - +5 ) UEX, —Ix|*.
neN* neN*
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TAUX
3. Pourlx #0
1 1\? +oo 1 17
E(—-—) = Pl|l———| >t]|dt
()Ql LX) jc (‘A;L lX >
+0o0o
:/ P (|X, — Ly > > t (X,lx)?) dt
0
+o0
< P (X, —Ix|*>t)dt
0
<E|X, —Ix|*,
d’otl

1 1)? )
ZUnE<X—n—§) <) GE|X, - Ix| < .

neN*

Le corollaire suivant donne deux propriétés qui sont conséquences di-
rectes des regles de calculs précédentes.

Corollaire 3 Madi et Laroussi [35]

Supposons que lim,,_,, U, = 400, X,, = O¢.m.s <\/1UTL> etY,—ly = O s ( 1 ),

ot ly est un nombres réel. Alors on a

1. (X0.Ys) = Ourns (%Uf) .

2. )5—: = O¢m.s (\/LUT> , avec ly # 0.

Dans la suite, on démontre la convergence complete en moment du se-
cond ordre avec taux des estimateurs a noyau des fonctions de densité de
probabilité, de répartition et de quantile. Egalement, on établi de nouveaux
et meilleurs taux de la convergence presque complete pour ces estimateurs,
sous mions de conditions sur la fonction du noyau, a 'aide de I'expression
de I'erreur moyenne quadratique MSE.
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3.2. Convergence c.m.s. avec taux de I'estimateur a noyau de la fonction
de densité

Convergence c.m.s. avec taux de |'estimateur a noyau de

la fonction de densité

Soit X1, ..., X, un échantillon de variables aléatoires identiquement dis-
tribuées et indépendantes (i.i.d.) de méme loi que la variable aléatoire X,
de fonction f de densité de probabilité supposée inconnue. Rappelons que
I’estimateur a noyau de la densité est donné par ’expression suivante

A i ZE—XZ
fn(fv)zn}anK( . )

ou K est la fonction du noyau et (h,) est le parametre de lissage.
Pour démontrer la convergence en moment du second-ordre avec taux

A
de f,,, on suppose que le noyau K et la densité de probabilité f vérifiées les
hypotheses habituelles qui suit

1. H:Vze R, K(z) = K(—x).

2. Hy:sup,ep | K(x) |[< M < oo,pour M € R*.

3. Hs: fj;o r?K(z)dr < co.

4. Hy: f € C? et f@ est bornee.

Le théoreme ( 21) affirme la convergence complete en moment du second-

A
ordre de l'estimateur a noyau f,, de la fonction de densité de probabilité.

Théoreme 21 Madi et Laroussi [35]
Sous les hupothéses Hy — Hy et supposons que Y, Uphih et 37 - Lo,

sont convergentent, on a

fa(x) = f(2) = Ocm.s (J%) . (3.1)

Preuve 32 Pour démontrer (3.1), on montre que

S UE(f(2) — f(@))* < oc,

n>1

61



3. CONVERGENCE COMPLETE EN MOMENT DU SECOND-ORDRE AVEC
TAUX

en utilisant ’expression de l’erreur moyenne quadratique MSE de fn, donnée
par

MSE(fu(x)) = E(ful) = f(2))*,
qui peut s’écrire sous la forme

MSE(fu(x)) = Biais(f,(x))? + Var(fu(z)).

Ainsi pour prouver (3.1), it suffit de montrer

Z U, Var[f,(z)] < oo, (3.2)
et _
> " U,Biais(fu())* < 0. (3.3)

D’abord on démontre ’inégalité (3.2), on a par définition
A 1 - r — Xz
Var(f.(z)] = pETES Varizl K ( " )

el (50 = e (5]

car les v.a.r. X4,..., X, sont i.i.d.. De plus la quantité E? [K (‘”;Xﬂ est

positive, ce qui nous permet d’écrire

Varlfu(z)] < ——E {K? (“”” ;f)] |

2
nh?

Par conséquent

5 U, M?
< .
> UWVarlfu(@)] < 3 "
n>1 n>1
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Sous la supposition de la convergence de la sréie Y -, XT"Q, on obtient
— n

Z U, Var|f,(z)] < co.

n>1

D’autre part pour l'inégalité (3.3), on a

h
=1
1 r—X
=—F|K
1 / i r—u F(u)d
= — u) du
hy Jr ha,
En utilisant le changement de variable z = 5 oon obtient u = x — zh,, ce
qut implique du = —h,,dz, [’espérance de fn devient

Blfa)] = [ K)o = zh)ds

Du fait que f vérifie ’hypothése Hy, on peut la développer en série de Taylor

d’ordre 3, au voisinage du point x, pour obtenir [’égalité suivante

Elfu() = f(x) / K(2)dz — hof'(2) / 2K (2)dz

2 3
+% f3(x) /R 22K (2)dz — % IO /R 2K (2)dz,

ot 6 est un nombre réel entre x et zh,,.
Comme K est une densité de probabilité, donc [, K(z)dz =1, de plus sous
les hypothése Hy les intégrales [, 2K (z)dz et [, 2°K(z)dz sont nulles, par

conséquent

Elfu(@)] = F(@) + 2 (z) / 2K (2)dz.

R
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Ensuite, ) est bornée, c’est-a-dite qu’il existe My un nombre réel positif
tel que Yo € R, | f@(x) |< My, ce qui donne

¢ Mlhi 2
Elfale)) - fl@) < =522 / 2K (2)dz.

Par conséquent

S U, Biais(f(1))* < Uzhi {Ml /R zzK(z)dzr.

n>1 n>1

Puisque le noyau K vérifie Hs, alors

> UnBiais(fu(x))* < C Y Unhs,

n>1 n>1
ot, C' est une constante réelle positive. Comme la série Y. - U,ht est
convergente (par supposition), autrement dit

> Unhj < 0,

n>1

alors

Z U, Biais(f,(z))? < co.

n>1

D’ot la convergence compléte en moment du second-ordre avec taux de l’es-

timateur a noyau fn de la fonction de densité.

Remarque 8 Si K est un noyau symetrique a support compact, alors les
hypotheses Hy et H3 sont satisfaites et on obtient la convergence complete
en moment du second-ordre avec taux de fn sous l’hypothese Hy seulement.

Maintenant, on donne un exemple dans lequel on montre que les choix
des suites (U, )nen+ €t (hn)nen+ ne sont pas arbitraires, car ses expressions
doivent étre selectionnées de sorte que la convergence des séries soit assurée.
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n?hi

Exemple 1 Choisissons pour tout n € N*, h, = (lof+)4 et U, =

logn ’ on

obtient

> U Var(fu(z <Zn3 Tog -

n>1

La série de Bertrand a droit est convergente. D’autre part

Y Un(Biais[fu(x)])* < C #

n>1 n>1 gn)

La convergence est obtenue car la série de Bertrand a droit est convergente.

D’apres la sous section (2.2.2), I'estimateur a noyaux de la fonction de

log n

densité converge presque completement avec un taux égal a . Dans la

suite, on propose avec le mode de convergence c.m.s. un meilleur taux dans
un sens probabiliste. On obtient une vitesse de convergence plus rapide.

Corollaire 4 Madi et Laroussi [35]

Sous Hi-Hy, lim n®h3 = +o0 et pour h, = O(;giﬁfl) avect >3 et >0

n—-+o0o
1 3
~ ogn
fn - f = Op.co‘ ((na"'l_hi) > .

Preuve 33 Pour démontrer ce résultat, on cherche un U, pour lequel F <

on a

log” pour tout n > 1, c’est-a-dire qu’on cherche un U, vérifiant ['inégalité

Uy, > 2

logn*

Soient U,, = n*h> ”h’;l, avec o« > 0, et h, = O (JS%?Z) ou t > 3. Sous

nlo

I’hypothése 1115{1 n®h3 = +oo, on doit vérifier d’abord que lir}rfl U, = 400
n—-+0oo n—-+0oo

et lirf h, = 0. En effet, on a par supposition hrn n®h3 = 400 et pour
n——+0oo —+oc0o
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h, = O (;ﬁﬁl‘i), on trouve

3
n“h, <n%h,

. log'n
nott—1

(logn)t
<n ,
n

alors n®h3 = O(n), d’ou notre hypothése est toujours vérifiée. Pour la limite

<n

de h,, on a

. . log'(n)
e
1 <logn>t
= lim —
n—+oon% n
= 0.

On termine la vérification des hypothéses par prouver que 111}_1 U, = +o0.
n—-+0oo

1

. 1 2 .

Comme lim n®h3 = +00 on a (nfﬁ%) > % donc lim U, = +oo.
n—+oo n g n—-+oo

Maintenant on montre la convergence c.m.s. de l’estimateur a noyau de la

fonction de densité, on a

na+1h8
Uphy = >  ——"
> Uil =2 oo
n>1 n>1

na+1hn
S -
et logn
<

- et nt=2(logn)'—t
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3.3

3.3. Convergence c.m.s. avec taux de I'estimateur a noyau de la fonction
de répartition

Cette série de Bertrand convergence pour t > 3.

Z Un . Tbahi
= 2 = logn
n*h,,
<
Z logn
n>1

La série a droite converge pour t > 2. Combinons les deux conditions de
convergence des deux séries, on obtient la convergence compléete en moment

du second-ordre pourt > 3.

Convergence c.m.s. avec taux de |'estimateur a noyau de

la fonction de répartition

Soient X7, Xa,..., X,, des variables aléatoires identiquement distribuées
et indépendantes, copies de la variable aléatoire X, de densité de probabilité
f et fonction de répartition F' inconnues. L’etimateur a noyau de la fonction
de répartition, noté Fn, est donné par

Fo(z) = %iH (‘7” ;nX) :

=1

ou la fonction H est une fonction de distribution cumulative définie par

Hiz) = /_ K@t

Afin d’obtenir la convergence en moment du second-ordre, on suppose
que les hypotheses suivantes sont vérifiées

1 Hy: [T K(2)H(z)dx < .
2. Hg: fj;o r?K(z)H (z)dz < oo.
3. Hy: [2°xK(2)H(x)dr > 0.
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3. CONVERGENCE COMPLETE EN MOMENT DU SECOND-ORDRE AVEC
TAUX

4. Hg: F € C? et f* est bornée.

Le théoreme suivant montre que I'estimateur a noyau F,, converge completement
en moment du second-ordre avec taux vers la fonction F' .

Théoréme 22 Madi et Laroussi [35]
Sous Hy, Hz, H5-Hg et supposons que 2@1 U,h et Zn21 :T"Q sont conver-

getent, on a

Fo(z) — F(z) = O (J%) | (3.4)

Preuve 34 Pour prouver (3.4) on applique la méme idée utilisée dans la

démonstration du théoréme (21). Premiérement pour le biais, on a

%EZ;H(:E hnXZ)] :/RH<xh_nu> f(w)du.

En utilisant le changement de variable z = ’n , puis en appliquant la for-

E[Fn(x)] =

mule d’intégration par partie, on obtient

E[F, ()] = H(x_z> 2) +—/+o° (”3_2> F(2)dz
:_/+OO (a:_Z)F( )dz.

Sous Hg la fonction F peut étre développer en série de Taylor d’ordre 2, au

voisinage du point x, afin d’avoir

B(RW) = [ K0 [P~ bt + 5077 ) - 20 0)]

—00

+o0 400 +o00
—F@) [ K@= @) [ sE@dy+ @) [ PR
3 400
%fZ(H) /OO Y K (y)dy
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3.3. Convergence c.m.s. avec taux de I'estimateur a noyau de la fonction
de répartition

Du fait que K est une densité de probabilité symétrique, il suit que [’expres-
sion du Biais devient

Biais(Fy() = 21 2) [ 7K (),

donc

2

(st = (%70 [ Kwa)

L’hypothése Hj signifie que 3C, € RT tel que [, y*K(y)dy < Cy < o0,

donc sous Hs et Hy, on obtient

( Biais(Fn(x)))2 < %if"‘(x)(?%,

par conséquent

ou C' est une constante réelle positive.

Pour la variance

. 1 = - X,
Var[F,(z)] = —2Vm"ZH (x ; )
" i=1 "
n h,

Sous Hy, Hg, en choisissant le changement de variable z = T en appli-

quant la formule d’intégration par partie et enfin en utilisant le développement
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3. CONVERGENCE COMPLETE EN MOMENT DU SECOND-ORDRE AVEC
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de Taylor-Lagrange d’ordre 2, au voisinage de x, de la fonction F', on trouve

Bl ()| = L ()

_ {HQ (‘”‘“) F(u)r:Jrhin/RQK(x};u)H(x};u)F(u)du

hn
=2 /R K(z)H(2)F(x — z.h,)dz

=2 K(2)H(z) [F(m) — hpzf(z) + %zzf’(x) + —%y?’fQ(H)} dz

— 00

400 400
=2 ) K(2)H(z)F(x)dz — thf(x)/_ zk(2)H(z)dz
2 400 3 400
+ Q%f'(x) /OO 2K (2)H(2)dz + 2 — %fQ(H) /Oo v K(2)H(2)dz
+o0 +oo
=2F(x) ) K(z)H(z)dz — 2h,, f(x) / 2K(2)H(z)dz

+h2f'(x) / h 2K (2)H(2)dz + 2 — %F(Q) / h v K(2)H(2)dz.

—0o0

Pour H; satisfaite, on a

T — +o0o 400
E {HQ ( hnX>] < 2F(x) 3 K(Z)H(z)dz—l—hif’(x)/ 2K (2)H(2)dz.
Donc

. AR2F(z) [T K (y)H (y)dy + b f\(x) [T 42K (y)H (y)d
Var(Fy(2)] < 2F(x) [ K(y)H(y)dy + hy f'(x) 22 > K (y) H(y)dy

nh?
<q@+@%
— nh% Y

ou Cy et Cy sont deux constantes réelles.
Comme la suite (hy,)nen+ converge vers 0, alors pour tout € > 0 il existe

un rang ng tel que h, < e pout tout n > ng. D’ou

. U,
Z U VarlF,(z)] < MZ e

n>1 n>1
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3.3. Convergence c.m.s. avec taux de I'estimateur a noyau de la fonction
de répartition

ot M = C% 4+ Cye? et le résultat cherché est obtenu.

Un cas particulier est donné dans la remar

Remarque 9 Quand K est un noyau du second-ordre, symetrique et a
support compact [—1,1], les propriétés de la fonction H sont données par

Baszczynska (2016) [3] comme suit

1Y HA(y)dy < [1 H(y)dy = 1.

2. [' K(y)H(y)dy = §.

3. L yK(y)H(y)dy = §[1 = [1, H(y)dy).
Donc les hypotheses Hs et H; sont vérifiées. On peut obtenir le MSE de
l’estimateur a noyau de la fonction de répartition E, sous les hypotheses de

Azzaling (1981) [2] et quand le noyau satisfait les conditions précédentes,

comme suit

B ([ 1 y2K<y>dy)2 + L p@) - F)

-1

MSE[F,(z)]

_ %hnf(:v) / 1 yK (y)H(y)dy + o (hi " %) '

-1

Le carrée du biais est

Biais’[F,(z)] = }lhif”(x) < /_ 1 y K (y)dy)2 +o(hy,),

1

donc sous Hg on obtient

n>1 n>1

ou C' est une constante réelle positive.
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3. CONVERGENCE COMPLETE EN MOMENT DU SECOND-ORDRE AVEC
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La variance est

1

VarlFu(e)] = ~F()(1 ~ F(z)) ~ haf(x) /

n -1

v H Wy +o (%)

1 1

< | PF@0 - F) - 2 |

-1

yK(y)H(y)dy] ,

comme (hy)nen+ converge vers 0 quand n tend vers oo, alors
Y U Var[F, ()] < M :ﬂ,
- nh?
n>1 n>1

ou M est une constante réelle positive. D’ou

> U.MSE(F,(x)) < oc.

n>1

Le corollaire suivant donne un nouveau taux de la convergence presque
complete pour 'estimateur F;, vers F.

Corollaire 5 Madi et Laroussi [35]

Sous Hy, Hs, Hs-Hg, lim n®h? = +o0, et pour h, = O(%) avect > 3

n—-+oo

. | logn
Fn — F = Op.co. ( W) .

Preuve 35 Pour démontrer ce résultat on utilise la méme idée de la démonstration

eta>0ona

34. Soient U, = n*h3 -2 pour o > 0 et h,, = nlfj% out > 3. Sous ’hy-

nlogn’

pothése lim n®h3 = 400 on a U, > 2, ot /8" est le tauz de la
n— oo n logn’ n

convergence presque complete de E, vers F. Afin d’obtenir la convergence

complete en moment du second-ordre avec tauzx, on démontre la convergence
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3.4

3.4. Convergence c.m.s. de I'estimateur a noyau de la fonction de quantile

4
des deuz séries Y, -, Uph;, et Zn>1 T

A a%—lhj
Unh,,
DU =3 S
n>1 n>1
na—i—lh
S n
= logn
- ; nt=2( logn

Cette série de Bertrand convergence pourt > 3.

;__Zlogn
_Znt I logn

n>1

La série a droite converge pour t > 2.

D’ot la convergence est obtenue pour t > 3.

Exemple 2 Pour le parametre de lissage h, = (107%%)4 et U, =
obtient
. 1
2
Z UpBiais(F,(z))* < C’Z nZ(log n)?
n>1 >1
et

Les deuz series a droite sont convergentes.

Convergence c.m.s. de |'estimateur a noyau de la

fonction de quantile

n2h3

logn ’

Soit X1, X, ..., X, des v.a. independentes et identiquement distribuées,
copies de la v.a.X de fonction de répartition absolument continue F'. No-
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3. CONVERGENCE COMPLETE EN MOMENT DU SECOND-ORDRE AVEC
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tons par X() < Xy < ... < X, la statistique d’ ordre correspondante.
L’estimateur a noyau @),, de la fonction de quantile @), est
Q0= %0 [ (7)o

- i
i=1 n

ou K est la fonction du noyau, et h, le parametre de lissage satisfait
h, — 0 lorsque n — oo.

Le résultat de la convergence complete en moment du second-ordre avec
taux de Qn est basé sur 'expression du MSE de I'estimateur a noyau de la
fonction de quantile, donnée par Sheather and Marron (1990)[46] (théoreme
1, p 5), quand p est a l'interieur de (0, 1), sous les conditions que K est sy-
metrique autour de 0 et a support compact et Q) est continue au voisinage
de p.

Théoreme 23 Madi et Laroussi [35]
Sous Hy, Hz, Hs-Hg et supposons que 2@1 U,h et 2@1 nUT"Q sont conver-

gentes, alors

On(®) = Q) = Ocs (%) | (3.5)

Preuve 36 Suivant Falk (1984) [11] et David (1981) [8], Sheather et Mar-
ron (1990) [46] ont donné les expressions du biais et la variance de Q,
par

Biais[Q,(x)] = %hiQ@) (p) /+0<> 22K (z)dx + o(h2) + o(n™1),

—0o0

et

+oo

Varl@u(@)) = p(1 )@~ +1,Q” [ aK(@)H@)dr + o (h_) |

oo n

Pour Q@ borné et [T 22K (x)dx < oo on obtient

Biais(Qn(x))? < Chl,
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3.4. Convergence c.m.s. de I'estimateur a noyau de la fonction de quantile

ou C' est une constante réelle positive. Par conséquent
Y U, Biais(Qn(r))* < C Y Uphih < o0.
n>1 n>1
Pour la variance, sous les hypothéses que Q) borné, fj;o K (x)H (z)dz <

oo et h, — 0 lorsque n — oo, on trouve

2 )
nh?
ou C' est une constante réelle positive, ce qui implique

Z U, Var[Qu(z)] < MZ nU}; < 0.

n>1 n>1

Do

Ou(2) = Q) = O (%) |

Finalement on a obtenu la convergence presque complete et la convergence
compléete du second-ordre de ’estimateur a noyau Q, de la fonction de quan-

tile.

Remarque 10 Si la fonction du noyau vérifie les méme hypothéses de la
remarque (9), on obtient la convergence compléte en moment du second-
ordre avec taux de l’estimateur Qn vers la fonction Q), sous I’hypothése Hyg

seulement.
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4.1

Simulation et application

L’objectif de ce chapitre est de faire une comparaison des nouveaux taux
obtenus par la convergence en moment du second ordre (c.m.s) et ceux
obtenus par la convergence presque complete (p.co.). En premier lieu, on
présente un nouveau type de noyau dit ” Laplace”. Puis le reste du chapitre
est consacré a une étude de simulation et une application avec des résultats
obtenus sur des données réelles recuillées du centre hospitalier universitaire
Ben Badis de Constantine en 2018 dans un service de gynécologie.

Présentation du noyau de Laplace

Les noyaux de Laplace sont une collection de fonctions liées a ’estima-
tion de la densité de probabilité. L’idée de 1'utilisation de ce type de noyaux
s’inspire du travaux de Chen (2000)[6], quand il a remplacé les noyaux fixés
et symétriques, dans l’estimation a noyau standard de la densité, par des
noyaux positifs de forme variée de type gamma. Les noyaux de Laplace sont
développés par Khan et Akbar (2021)[29], définis comme suit

1 |u—x|>
K oplace(a u) = —=exp | — ,u € R,
e (0) = e (-

ou h est la fenétre et = € R.
Pour calculer les valeurs de la densité estimées par le noyau de Laplace, on
utilise la commande suivante

Laplace(x=NULL, y, k=NULL, h=NULL).
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4. SIMULATION ET APPLICATION

Par exemple

y = rexp(100, 1)
zx = seq(min(y) + 0.05, maz(y), length = 100)
h=2
den = Laplace(x = xx,y =y, k = 200, h = h).

Les représentation graphiques en utilisant ces noyaux est obtenues a ’aide
de commande ” plot.Laplace”. Par exemple

y = rexp(100, 1)
h=0.79 %« IQR(y) * length(y)' — 1/5)
zx = seq(min(y) + 0.05, maz(y), length = 100)
den = Laplace(x = zx,y =y, k = 100, h = h)
plot(den, type ="17)

X8
03 04
|

02

04

00
!

T T T
8] 2 4 6

x$x

F1GURE 4.1 — Noyau de Laplace.
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4.2

4.2.1

4.2. Simulation

Simulation

Dans cette section, on réalise une étude de simulation pour présenter

les performances des nouveaux taux de convergence, obtenus par la conver-
gence en moment du second-ordre, des estimateurs a noyaux des les fonc-
tions de densité, de répartition et de quantile. Cette étude est effectuer
sur des échantillons de taille finie, dans laquelle on donne une impression
visuel de la qualité de la convergence en calculant les valeurs des erreurs
moyennes quadratiques (MSE) correspondantes avec les valeurs du taux de
la convergence complete du moment de second-ordre et celles du taux de
convergence presque complete des estimateurs étudiés, en se basant sur un
échantillon obtenu a partir de deux modeles théoriques.
Premierement, pour la fonction de densité on on utilise les lois théoriques
Gamma et exponentielle et des estimateurs a noyau de Laplace et celui de
gamma avec la fenétre optimale des estimateurs a noyaux de la densité de
probabilité.

Dans la deuxieme partie, deux estimateurs de la fonction de répartition
par noyau Normal et Epanechnikov sont utilisés avec la fenétre optimale
et des tailles différentes des échantillons de loi théorique normale et ex-
ponentielle. Enfin, avec le modele Normal, on effectue des estimations des
quantiles (25%, 50%,75%) pour la méme taille d’échantillon.

MSE et taux des convergences de |'estimateur a noyau de la

fonction de densité

On propose deux schémas d’estimations a noyau, estimation de la den-
sité par le noyau de Laplace et par le noyau Gamma avec la fenétre opti-
male h = n~1/5. On effectue des simulations de données d’échantillons a
partir de la densité exponentielle et gamma avec des tailles d’échantillon
n = 100,n = 150, 200, 250, 300, 500, 800, 1000. Les valeurs des MSE et des
taux des deux types convergences, complete en moment du second-ordre et
presque compléte, sont résumés dans la table(4.1).

La premiere remarque est que les valeurs du MSE de I'estimateur a noyau
de Laplace, pour les densités de Gamma et exponentielle, sont inférieures
que celle du MSE de l'estimateur a noyau Gamma, pour les différentes
tailles d’échantillon, ce qui nous permet de dire que l'estimation a noyau
de Laplace est meilleur que celle par le noyau Gamma pour les deux lois
théorique considérées.
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4. SIMULATION ET APPLICATION

noyau | taille d’echantillon | Gamma MSE | Exp MSE taux c.m.s taux p.co.
100 0.043479007 | 0.001242875 | 0.0018771917 | 0.013831660
150 0.033926113 | 0.003267882 | 0.0011938521 | 0.011722195
200 0.032411091 | 0.002689498 | 0.0008729775 | 0.010465886
250 0.027020496 | 0.004629636 | 0.0006875970 | 0.009604571

Laplace 300 0.019391081 | 0.005242242 | 0.0005671386 | 0.008964638
500 0.008215233 | 0.008617148 | 0.000334113 | 0.007428690
800 0.023472428 | 0.007204569 | 0.000207819 | 0.006286744
1000 0.026401011 | 0.006968009 | 0.000166466 | 0.005818125
100 0.4151408 0.026409057 | 0.001877192 | 0.013831660
150 0.2976568 0.050039754 | 0.001193852 | 0.011722195
200 0.2371582 0.040335448 | 0.000872978 | 0.010465886

Gamma 250 0.2188774 0.002523508 | 0.000687597 | 0.009604571
300 2.6515305 0.031110228 | 0.000567139 | 0.008964638
500 0.4655139 0.028309673 | 0.000334113 | 0.007428690
800 1.0592910 0.048968084 | 0.000207819 | 0.006286744
1000 0.6732155 0.030791537 | 0.000166466 | 0.005818125

TABLE 4.1 — MSE et taux de convergences simulés pour la densité.

Deuxiemement, d’apres les résultats obtenus dans le table (4.1), on re-
marque que les valeurs du taux de la convergence c.m.s. de 'estimateur a
noyau de Laplace (resp. noyau de Gamma) sont plus proches des valeurs
Exp MSE (resp. noyau de Gamma), que celle du taux de la convergence
p.co.. Ainsi que les valeurs du taux de c.m.s. sont inférieures que celle du
taux de p.co. pour les deux estimateurs a noyaux de Laplece et de Gamma
et dans les deux cas des densités théoriques. Une autre remarque, La va-
leurs du taux de la convergence c.m.s. se diminuent avec l’augmentation de
la taille de I’échantillon et tendent vers 0 plus rapidement que les valeurs
du taux de la convergence p.co.. On conclut que le taux de la convergence
complete en moment du second-ordre est meilleur que celui de la con ver-
gence presque complete pour les deux modeles théoriques.

MSE et taux des convergences de |'estimateur a noyau de la

fonction de répartition

On s’intéresse a l’estimation a noyau normale et a noyau et d’Epanech-

nikov de la fonction de répartition, avec la fenétre optimale h = n~
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4.2.3

4.2. Simulation

noyau taille d’echantillon | MSE normale | MSE exp | taux c.m.s. | taux p.co

100 0.001111 0.00106656 | 0.0001468843 | 0.13788621

200 0.000311 0.00028120 | 0.0047592004 | 0.16276236

Normal 300 0.000166 0.00017937 | 0.0030768525 | 0.13788621
500 0.000032 0.00003562 | 0.0017697362 | 0.11148639

800 0.000070 0.00645965 | 0.0010607176 | 0.09140987

1000 0.000052 0.00005699 | 0.0008311291 | 0.08311291

100 0.000282 0.00028770 | 0.0001468843 | 0.13788621

Epanechnikov 200 0.000188 0.00024757 | 0.0047592004 | 0.16276236
300 0.000087 0.00004802 | 0.0030768525 | 0.13788621

500 0.000410 0.00043860 | 0.0017697362 | 0.11148639

800 0.000191 0.00003853 | 0.0010607176 | 0.09140987

1000 0.000096 0.00007708 | 0.0008311291 | 0.08311291

TABLE 4.2 — MSE et taux de convergences simulées de I'estimation de la
répartition.

calculant le MSE et le taux de la convergence c.m.s. (resp. de la conver-
gence p.co.) pour un échantillon de loi normale (resp. de loi exponentielle).
La taille d’échantillon varie entre 100 et 1000. Les résultats de la simulation
sont donnés par la table (4.2).

D’apres les résultats donnés dans le table (4.2), on remarque que, dans
les deux cas de 'estimation a noyau normal et d’Eparechnikov, les valeurs
du taux de la convergence c.m.s. de I'estimateur de la fonction de répartition
a noyau sont plus proches des valeurs du MSE normale et du MSE Exponen-
tielle, respectivement, que celle du taux de la convergence p.co. Ici aussi, on
remarque le taux de convergence c.m.s. est plus rapide, lorsqu’il tend vers
0, que le taux de la convergence p.co.. On remarque également sa similitude
avec les valeurs de 'MSE dans les deux distributions et qu’il donne de bons
résultats .

MSE de I'estimateur a noyau de la fonction de quantile

Maintenant, on calcule 'MSE de I’estimateur a noyau normal de la fonc-
tion de quantile. La taille de I’échantillon varie entre 100 et 1000. Onrésume
les calculs numériques dans la table (4.3). D’apres ces résultats, on remarque
toujours que les valeurs du taux de la convergence c.m.s. sont plus petites
que celle du taux de la convergence p.co.
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4.3

4. SIMULATION ET APPLICATION

taille d’échantillon | MSE 25% MSE 50% | MSE 75% | taux c.m.s. | taux p.co
100 0.7203108 0.01220052 | 0.28767206 | 0.0001468843 | 0.1378862:
200 0.2117512 0.0127754 0.507382 0.0047592004 | 0.1627623f
300 0.449008368 | 0.000455053 | 0.372990054 | 0.0030768525 | 0.1378862:
500 0.21501058 0.0165624 0.07083821 | 0.0017697362 | 0.1114863'
800 0.17837084 | 0.06426792 | 0.92478425 | 0.0010607176 | 0.0914098
1000 0.43201245 | 0.02671836 | 0.87488135 | 0.0008311291 | 0.0831129:

TABLE 4.3 — MSE et taux de convergences simulées de I'estimation de quan-
tile.

Conclution de la simulation
Finalement, on conclut que, dans tous les cas, le taux d la convergence
c.m.s. des estimateurs a noyaux de la densité de probabilité, de la fonction
de répartition et de la fonction de quantiles donne de meilleurs résultats
que le taux de la convergence p.co. des mémes estimateurs.

Dans la derniere section, on applique notre étude sur des données reélles
recuillées du centre hospitalier universitaire Ben Badis de Constantine en
2018.

Application des données réelles

Infertilité féminine et IMC
L’indice de Masse Corporelle, IMC, est le résultat de la division du poids
en Kg d’une personne par le carré de son taille en m. Il permet d’évaluer le
statut pondéral.
Cette étude vise a étudier 'indice de masse corporelle (IMC) des femmes
infertiles en age de procréer. On a utilisé les données de 200 participants
du Centre Hospitalier Universitaire Ben Badis de Constantine, Algérie, en
2018.
La premiere étape consiste a établir le test de conformité entre 1’échantillon
et une distribution normale. On obtient, D = 0.079226 plus petit que p-
value 0.1623. Ceci implique l'utilisation de la densité et de la distribution
de la loi normale.
La deuxieme étape consiste a estimer a noyau la densité et la distribution
et a les représenter dans un graphique.
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4.4. Conclusion
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FIGURE 4.2 — Densité et répartition des données réelles avec ses estimations
a noyau.

Pour le MSE entre la densité réelle et une densité de noyau normale est
égale a 0,003128583 et le taux de convergence c.m.s. est de 0,0008729775 et
le taux de la convergence p.co. est de 0,06541179 .

On obtient pour la distribution, MSE= 0.003128583 et le taux de conver-
gence c.m.s. est de 0.0047592 et le taux de la conveu rgence p.co. est de
0,1627624 .

Pour le méme taux de convergence, on a les quantiles MSE donnés par (
25%,0.0260281 ), (50%, 0.04186125 ),(75%,0.058767206).

On remarque que les résultats des données réelles sont similaires ou
identiques a ceux de la simulation.

Conclusion

Le présent travail propose une nouvelle méthode pour obtenir le taux de
convergence des estimateurs a noyaux des fonctions de densité, de répartition
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et de quantile. Cette approche est basée sur 'expression du MSE et le taux
obtenu est beaucoup plus efficace dans le cas de la convergence en moment
du second-ordre. En effet, le taux de convergence complete en moment
du second-ordre donne de meilleurs résultats que celui de la convergence
presque complete. Les résultats précédents indiquent que le choix de ce type
de convergence en utilisant I’estimation par la méthode du noyau est une
bonne alternative de celle presque complete. Nous pouvons appliquer ce type
de convergence dans toute estimation nécessitant I’étude de la MSE, comme
par exemple le réseau de neurones, la méthode des moindres carrés,.... Elle
peut étre appliquée dans les statistiques neutrosophiques développées dans
Smarandache 2019 [49] et Afzal et al 2021 [1]. De plus, peut-étre pouvons-
nous appliquer ce type de convergence pour étendre le théoreme de la loi
des grands nombres.
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Abstract

The aim of this thesis is to present a novel mode of convergence of
sequences of random variables, and to establish a better complete
convergence rate's for kernel estimators of functional characteristic’s of
unknown probability distribution. Complete second order moment
convergence with rate is the name of this kind of convergence, which implies
almost complete convergence and gives a smaller rate of convergence. Indeed,
this mode is easier to obtain and gives better performances than those of the
almost complete convergence in the case of the non parametric estimators
with kernels of the density function, of the distribution function and of the
guantile function. A great advantage of the proposed approach is that less
conditions are imposed to the kernel function thanks to the use of the mean
squared error expression.

Key Words: Non parametric estimation, Kernel density estimator, Kernel
distribution estimator, Kernel quantile estimator, Complete moment
convergence, Rate of convergence, Complete convergence.



Résumé

L'objectif de cette these est de présenter un nouveau mode de convergence
de suites de variables aléatoires, et d'établir un meilleur taux de la convergence
presque compléete pour les estimateurs a noyau des caractéristiques
fonctionnelle d'une loi de probabilité inconnue. On appelle ce mode la
convergence complete en moment du second ordre avec taux, qui implique la
convergence presque compléte et donne un taux de convergence plus petit. En
effet, ce mode est plus facile a obtenir et donne de meilleures performances
gue celles de la convergence presque complete dans le cas des estimateurs non
paramétriques a noyaux de la fonction de densité, de la fonction de distribution
et de la fonction de quantile. Un grand avantage de |'approche proposée est
gue moins de conditions sont imposées a la fonction noyau grace a I'utilisation
de I'expression de l'erreur quadratique moyenne.

Mots clés: Estimation non paramétrique, Estimateur a noyau de la densité,
Estimateur a noyau de la fonction de répartition, Estimateur a noyau de la
fonction de quantile, Convergence en moment compléete, Taux de convergence,
Convergence presque compléte.





