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INTRODUCTION

Le Principe de SAINT-VENANT est né de l'étude de la déforma¬
tion des corps cylindriques allongés, ou Problème de SAINT-VENANT. A la

suite de l'approche théorique proposée par BOUSSINSSQ. et contestée de¬

puis, son champ d'application s'est élargi aux plaques et aiix corps de

forme quelconque. Il joue un role essentiel en Résistance des Matériaux
et l'on peut trouver son équivalent pour de nombreux phénomènes physi¬

ques. Son "sens physique" et sa fécondité méthodologique sont remarqua¬

bles : dans de nombreux cas, importants dans la pratique, sa vérifica¬
tion est excellente et la latitude qu'il laisse vis à vis des conditions
aux limites, libère la théorie de l'Elasticité de son caractère souvent

trop affiné.

Toutefois, il est bien connu des ingénieurs de l'aéronautique
que le Principe de SAINT-VENANT peut être mis en défaut de façon fonda¬

mentale dans le cas de structures minces ou en treillis, et de façon
locale par des phénomènes de concentration de contraintes. S'il est donc
devenu courant de s'y référer indépendamment du Problème de SAINT-VE¬
NANT, il convient de le faire avec prudence. Sa bonne compréhension de¬

vient, nous le verrons, difficile, si l'on perd de vue son origine.

Sur le fond, notre étude voudrait contribuer à l'élaboration
d'un cadre mathématique, dans lequel le concept "physique" de Principe

de SAINT-VENANT soit bien posé. La formulation proposée est assez glo¬

bale puisqu'elle se fonde sur la notion d'énergie et accorde une large

place à la considération suivante : les schématisations mathématiques
des phénomènes physiques, pour lesquels se transpose aisément le Prin¬
cipe de SAINT-VENANT, mettent en jeu des opérateurs elliptiques. Quel¬

ques résultats sont établis, suffisamment significatifs, nous semble-t-

il, pour justifier l'intérêt du schéma proposé.
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II

On considère a priori un "Problème de SAINT-VENANT généralisé".

Un corps élastique est soumis, suivant deux "petites régions" et

32H de son contour, à des systèmes de charges définissant des tûrseurs

donnés et opposés sur 3ÿ et 32fi. A chaque répartition différente de

charges surfaciques correspond dans le corps une certaine répartition de

contraintes qu'on ne sait pas en général expliciter. Le Principe de

SAINT-VENANT assure que la répartition des contraintes, dès qu'on s'éloi¬
gne des parties chargées, ne dépend pas de la, répartition exacte des

charges, ma.is seulement des éléments de réduction du torseur. Il suffi¬
rait donc de trouver un élément de la famille des diverses solutions

pour avoir, sauf au voisinage des régions chargées, une très bonne ap¬

proximation de toutes les autres solutions.

La partie I est consacrée à l’étude de l’existence, de l’uni¬
cité et de la caractérisation d’une solution d’énergie minimum au "Pro¬
blème de SA.INT-VENANT généralisé’, et à son transposé au cas du Lapla¬

cien. Pour la démonstration de l’existence d’une telle solution, on re¬

court à une formulation variationnelle Hilbertienne du problème. Les ré¬
sultats sont interprétés physiquement et jouent un role important dans

la suite.

La partie II débute par un assez long chapitre historique.

Indépendamment de la nécessité de situer notre travail, il nous a sem¬

blé utile et éclairant d’exposer les principaux cheminements d’idées,
justifications, contre-exemples relatifs au Principe de SAINT-VENANT.
Quelques réflexions concluent ce chapitre. Le schéma d’étude du concept

de "Principe de SAINT-VENANT" est alors proposé. Il

Laplacien et de l'Elasticité, et trouve son origine dans un résultat de

TOUPIN (4). Les domaines considérés sont cylindriques. La linéarité des

équations autorise la décomposition de toute solution d’un "Problème de

SAINT-VENANT généralisé" en la solution d’énergie minimum et un terme
complémentaire. La "proximité" des diverses solutions est étudiée globa¬

lement en comparant les normes énergétiques des termes de la décomposi-

st commun au cas du
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tion, puis plus localement en considérant la norme énergétique du terme

complémentaire dans une famille de sous domaines. Dans le cas du Lapla¬

cien on montre, à l’aide d'exemples, comment discuter de la plus ou moins
bonne vérification du Principe transposé suivant la forme de la section
et la longueur du domaine. Pour l’Elasticité la fin de la discussion
reste en suspens. Nous n'avons pu nous affranchir du caractère tridi¬

mensionnel de l'opérateur de l'Elasticité. Nous restons ainsi tributai¬
res du résultat de TOUPIN. Dans celui-ci le paramètre géométrique tra¬

duisant l'influence de la forme de la section est partiellement arbi¬
traire, ce qui est peu satisfaisant.

Une ANNEXE, enfin, propose un exemple formel de mise en défaut
du Principe de SAINT-VENANT, transposé à l'Elasticité Plane, par un phé¬
nomène de concentration de contraintes.
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Principales rotations

1- Notations géométriques

x vecteur position de tout point de l'espace
composante d’ordre i de x

ouvert, borné de R3 simplement connexe

fi domaine d’intérieur fi

3fi = 3 fi VJ 3ÿfi 02fi
3 fi ouvert de 3fio
3jfi et 3£fi fermés, simplement connexes, disjoints de 3fi

n normale extérieure au domaine fi, partout ou elle existe

X.
i
fi

frontière de fi

2 - Notations relatives à la théorie de l’Elasticité

u champ de déplacements en tout point de fi

uj_ composante d’ordre i de u

D(tt) champ tensoriel de déformations associé à u
3u 3u

Eij(u) =\ + composantes de D(u)

?u. 1

Ui,j " 3x.J
C tenseur des coefficients élastiques de rigidité

composante de C

t’ tenseur des coefficients élastiques de déformabilité
SH
r> iC >

ijk£
T = C.ütu) champ tensoriel de contraintes associé à u

composantes de T

composantes de C

Tij
3Tij

Lij,k Sxÿ

o (u) = C.DÜ).rî champ de vecteurs contrainte en tout point de 3fi,
associée à u

+ . m
A(u) = div(C.D(u)) opérateur de l’Elasticité linéaire
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jn cijkt Ek«(S)d“ ■ I jn c'ijkî Tij V d“*(u,u) = $(T,T) = -i-

énergie de déformation élastique
R résultante générale des charges appliquées sur 9jfi
M moment résultant des charges appliquées sur 9jfi

statiquement équivalent à zéros.e .z

3 - Notations d'analyse fonctionnelle,

H1 ( fi) = {u ; u e L2(oQ) ~ £ L2(fi)}
9x

IL2(Q) + Il 9x. I IL2(î2)

trace de u sur 3fivu
Hl/2(9fi) * u e H1 (fi)}{ Y0U ;

NviiHi/2 = inf
(9fi) v&H'ffi)

lorsque yÿv = yÿu
H1 ( fi )

H“1/2(9fi) 1/2 ( 9fi )dual fort de H

(u) € L2(fi) }E(fi)3 = { u ; L2(fi) £ij
3

= l|u||Null ij(L2(fi))3E(fi ) 3 L2(fi)i,j=l

trace de u sur 9fiYoU
u e E(fi)3}F(9fi)3= { V ’

MY0U|| lorsque y v = yÿuI |v| |inf
v e E( fi ) 3

F' ( 9fi)3 dual fort de F(9fi)3

F (9fi)3 E( fi ) 3



Rectificatif

Pour écrire correctement les conditions aux limites failles

d'un "Problème de SAINT-VENANT" (p. 30 et 54) et les conditions de com¬

patibilité (p. 36 et 60), il convient de bien préciser que par exem¬

ple est ouvert et 3ÿ et 32fi sont fermés. Il en résulte les modifications

suivantes

ModificationsLignePage

Hâ;(2<sa> v2(3a»
avec H"1/2 =

36 23
-1/2(3fî); supp.ntn e Ha.ni

-1/2 -1/26 et 7 (3fi)( ) n2 ë: H37 nie. H 3293pQ

-1/2-1/2 (an))(3Q) (Resp. H10 dans H31n 32n

... F* 0(an)3 (Resp. FJ (ao)3)

I ü‘, supp. 3ÿ}
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CHAPITRE I

RECHERCHE DE LA SOLUTION D'ENERGIE
MINIMUM POUR LES PROBLEMES DU TYPE

PROBLEME DE SAINT-VENANT DANS LE

CADRE VARIATIONNEL CLASSIQUE

§1 - INTRODUCTION

Dans cette le partie nous nous intéressons à la recherche de

l'existence, de l'unicité et d’une caractérisation d'une "solution d'é¬
nergie minimum" à des problèmes du type "problème de SAINT-VENANT". Nous

ne donnons toutefois que des rappels bibliographiques très sommaires sur
le problème de 5AINT-VEHANT lui-même. L'étude du Principe de SAINT-VENANT,
en effet, oriente notre travail et c'est vis à vis de cette question que,
dans la Ile partie, nous situons essentiellement les résultats obtenus.

Cette le partie est à notre connaissance très éloignée dans ses
méthodes des travaux classiques sur le problème de SAINT-VENANT. La re¬
cherche d'une "solution d'énergie minimum" est à rapprocher, cependant,

des préoccupations de MM. STERNBERG et KNOWLES dans (Q). NOUS le précisons
dans l'alinéa 3 de ce paragraphe.

1.1 - Rappels sur le problème de Saint-Venant

Le problème de SAINT-VENANT fl) (2) consiste initialement en la

recherche des solutions du problème d'élasticité linéaire homogène et iso-
t rope suivant :
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"Déterminer le champ des contraintes et le champ des déplace¬
ments en tous points d’un corps prismatique soumis sur ses faces ter¬
minales à des systèmes de charges et de liaisons donnés. Le corps

étant en équilibre statique et libre de toute charge sur sa surface

latérale".
Ce problème présente dans sa généralité une très grande com¬

plexité mais les remarques suivantes permirent a SAINT-VENANT d’en don¬

ner une solution dont l’intérêt pratique et méthodologique fut considé¬
rable :

- la répartition des efforts sur une pièce ou une structure
mécanique n’est jamais connue avec précision.

- la géométrie particulière des corps considérés (poutres lon¬

gues) permet de supposer que, d’une certaine façon, la "déformation glo¬

bale" de ces corps ne dépend pas beaucoup de la répartition exacte des

charges sur les faces terminales. Seules importent réellement certaines
caractéristiques globales des systèmes de charges. SAINT-'VENANT , guidé
par des considérations expérimentales et non pas, comme on pourrait le

penser, par le schéma de la mécanique rationnelle, émit l’hypothèse que

les caractéristiques importantes des systèmes de charges appliqués à cha¬

cune des extrémités étaient les éléments de réduction du torseur.

- la nullité des charges sur la surface latérale associée à la

forme des corps considérés, permet de négliger certaines composantes du

tenseur des contraintes.

- la linéarité du problème permet
que" en quatre cas simples :

une décomposition "canoni-
la traction, la torsion pure, la flexion

pure, le fléchissement en console. Le cas général est obtenu par super¬

position.
De la deuxième remarque est né le Principe de SAINT-VENANT ,

très bien vérifié dans de très nômbreux cas. Il fut généralisé aux corps

de forme quelconque par BOUSSINESQ (3). Il n’est pas douteux cependant

qu’il possède des limites, y compris dans le cas des corps de forme cy¬

lindrique allongée, ainsi que le matérialise un très bel exemple donné
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par R.A. TOUPIN (ÿ4j. Nous aborderons cette question dans la deuxième par¬
tie.

1.2 - Caractérisation unitaire des solutions de SAINT-VENANT

SAINT-VENANT obtint une solution dans chaque cas canonique en
ajoutant aux remarques précédentes des hypothèses particulières à chacun.
La forme très remarquable

recherches dans le but de les retrouver à partir d'un critère unique pour

les quatre cas. Ainsi CLEBSCH (6] obtint directement ces solutions à par¬

tir de la seule hypothèse que le vecteur contrainte en tous points, rela¬

tivement à toutes normales situées dans le plan d'une section droite, est
parallèle aux génératrices du cylindre (an = an = a22 = 0)* VOIGT (7)
obtint les solutions de SAINT-VENANT pour la traction, la torsion et la

flexion de la seule hypothèse que le champ des contraintes est indépen¬
dant de la coordonnée axiale. Il retrouva la solution de la flexion en

console en supposant que le champ des contraintes dépend au plus linéai¬
rement de la coordonnée axiale. Citons enfin l’exposé de synthèse très
inductif et très complet de L. SOLOMON (5) sur le problème de SAINT-VENANT

englobant pratiquement tous les travaux classiques sur ce sujet.

Par ailleurs, E. STERNBERG et J.K. KNOWLES (9) en 1966, repre¬

nant une idée déjà rencontrée dans TRUESDELL (8), tentèrent d’obtenir une

caractérisation énergétique de ces solutions. Dans les cas de la traction,

de la flexion et de la torsion, ils démontrèrent que les solutions de

SAINT-VENANT minimisent l'énergie de déformation lorsqu'on considère :

a rapidement suscité desde ces solutions

- pour la traction et la flexion, tous les champs de contrain-
(et en particulier toutes les solutions)

satisfaisant les conditions de résultante générale et de moment résultant
imposés et tels que les contraintes de cisaillement sur les faces termi-
nales soient nulles.

(1)
tes statiquement admissibles

(1) La définition des champs de contraintes statiquement admissibles est
rappelée au chapitre I §3 alinéa 2.
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- poijr la torsion, tous les champs de contraintes (et en parti¬
culier toutes les solutions) satisfaisant les conditions de moment de tor¬

sion imposé et tels que les contraintes normales soient nulles sur les fa-

ces terminales.

Dans le cas de la flexion en console une telle caractérisation
ne leur a pas été possible (sauf si le coefficient de POISSON du matériau
est nul). La solution de SAINT-VENANT est obtenue dans ce cas par un pro¬

cédé du type superposition à partir de deux des solutions précédentes et

peut-être doit-on y chercher la raison de la perte de la propriété de mi¬
nimum ?

1.3 - Solutions d’énergie minimum

A la suite des résultats de STERNBERG et KNOWLES la question

suivante vient assez naturellement à l'esprit :

lesrestrictions imposées sur les faces terminales aux champs de

contraintes (relativement aux contraintes de cisaillement, dans le cas de

la traction et de la torsion, et aux: contraintes normales, dans le cas de

la flexion) sont-elles indispensables ? C'est à dire, les solutions don¬

nées par SAINT-VENANT, pour la traction, la torsion et la flexion tout au

moins, minimisent-elles encore l'énergie de déformation si l'on considère

tous les champs de contraintes statiquement admissibles, satisfaisant aux

seules conditions de résultante générale et de moment résultant imposés

sur les sections terminales et de nullité sur la surface latérale ?

Sans entrer dans'les détails disons que, dès la première analy¬

se, les démonstrations de STERNBERG et KNOWLES ne semblant pas devoir

s'étendre aux cas de champs de contraintes plus généraux. Les solutions
de SAINT-VENANT ne sont donc vraisemblablement nas les solutions d'éner¬

gie minimum et la recherche de celles-ci est l'objet de ce que nous ap¬

pellerons le
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problème direct :
"Considérant "tous les systèmes de charges possibles" pour un pro¬

blème du type problème de SAINT-VENANT, existe-t-il parmi eux un

système pour lequel l'énergie de déformation est minimum ? Est-il
unique ? Peut-on caractériser ce système ou la solution correspon¬

dante ?"

Dans ce chapitre et le chapitre 3 nous donnons successivement
de ce problème mécanique, deux formulations mathématiques précises re¬

présentant, à nos yeux, une schématisation convenable. La première for¬

mulation,ciassique, ne nous permet pas de démontrer aisément l’existence

d’une solution d’énergie minimum. La deuxième au contraire permet de con¬

clure très facilement à l’existence et l’unicité de cette solution par

application d’un théorème classique d'analyse fonctionnelle.

Pour ces deux formulations, nous ne nous limitons pas au seul

cas des poutres. Pour cela nous définissons préalablement ce qu’on peut

entendre par problème de SAINT-VENANT pour un corps de forme quelconque.

Les démonstrations qui suivent n’en sont pas plus complexes et les ré¬

sultats obtenus peuvent otre pris en considération dans une étude du

Principe de SAINT-VENANT pour les corps de forme quelconque.

La méthode de démonstration employée au chapitre 3, est forgée

au chapitre 2 sur une transposition du problème précédent au cas, techni¬

quement un peu plus simple du Laplacien. Il est d'ailleurs aisé d’atta¬

cher à ce problème transposé une signification physique. Rappelons à ce

sujet que, dès l'origine, l’existence de problèmesanaloguesau sien dans

d’autres branches des Sciences que l’Elasticité,avait été signalée par

SAINT-VENANT. Pour chacun de ces problèmes il est possible d’énoncer une

hypothèse simplificatrice analogue au Principe de SAINT-VENANT. Cette

idée a de temps à autre été reprise, par exemple par M. BOLEY (lo).
Enfin il est clair que le problème énoncé ci-dessus est, pour

l’essentiel, un problème d’existence et d’unicité. Il s'agit d’un pro-
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blême "inverse" par rapport à celui envisagé par WM. STERNBERG et KNOWLES
dans (9). C'est pourquoi les développements qui suivent sont en tout
point différents de ceux de (9) à l'exception du procédé de la démons¬
tration du résultat 2, énoncé au chapitre I § U alinéa 1, directement
issu de ce travail.

§2 - PROBLEME DE SAINT-VENANT POUR UN CORPS

DE FORME QUELCONQUE

2.1 - Cas de l'Elasticité

Dans R3, rapporté à un trièdre de référence, un corps élasti-
Zque occupe un certain domaine constitué

d'un ouvert 0 borné simplement connexe

et de sa frontière 30 =
-R-Q

7ÿ3q0 U 3ÿ U 320,
supposée dans ce chapitre suffisamment
régulière, par exemple C .

->
R

/-I
3 0, 3ÿ0, 320 sont disjoints, 3jQ

et 320 simplement connexes avec dist (3ÿ0, 320) > 0. En pratique
3ÿ0 et 320 sont "petits" et "éloignés" l'un de l'autre,

Sur la surface de ce corps sont appliqués divers systèmes de

charges :

- nuis sur 3 0o

- et qui déterminent respectivement sur 3j0 et 320 des

torseurs dont les éléments de réduction sont opposés
et donnés.

A tout système de charges on fait correspondre le champ de

vecteur g(P) représentant la densité de charges en tout point P de

30. Tous ces champs de vecteurs, notés simplement g dans la suite,
sont alors tels que :
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1=0 sur g fiO

g da = îtg da = -
3jfi 32 fi

r r — MJ x A g dax A g da = -
3 jfi

x est le vecteur position

ït et îï sont des vecteurs donnés.

32ÿ

Vis à vis du deuxième problème fondamental de la théorie de

famille de "conditions aux li-

de "solutions". On

cherche au moins me "solution" parmi "toutes" les solutions consti¬

tuant cette famille y5’.
Le système des équations à satisfaire est le suivant :

l’Elasticité on définit ainsi une

mites", à laquelle correspond une famille

(1)A u = 0 dans fi
-v

o (u) = g (1’)sur 3fi

g étant l'un des champs de vecteurs

définis sur 3fi tels que :

g = 0
(I)

(2)sur 3 fio
r

(3)g da = Rg da = ~
3\ü 32fir

x A g da = M (4)! x A g da = -
32fi

A est l’opérateur de l’Elasticité linéaire homogène, isotrope ou non

u le vecteur déplacement en tout point du domaine

n la normale extérieure en tout point de 3fi

a (u) le vecteur contrainte en tout point du contour. C'est la déri-

31fi

n
vée conormale associée à l'opérateur A (cf. tableau des notations).
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Enfin si, pour un système donné de conditions aux limites,

l’unicité de la solution en déplacement est désirée, il est nécessai¬
re d’introduire des conditions supplémentaires. Ce peut être les deux

conditions vectorielles suivantes éliminant les déplacements de soli¬
de :

(5)u du = 0
R

(6)x A u du = 0JR
Nous les adjoignons au système (I).

Remarque

Les démonstrations de ce chapitre et des suivants s’adapte¬

raient très simplement :
1 - au cas de l'Elasticité linéaire non homogène.

2 - au cas de n régions chargées 9.R au lieu de deux.i

Principe de SAINT-VENANT

Une étude systématique de ce principe consiste à comparer en¬
tre elles "toutes" les "solutions" du système (I) en fonction de la

géométrie de R, 3qR, 9jR, 32R, de la répartition des charges sur 3jR

et 32R, des propriétés physiques du matériau.
Dans la deuxième partie nous donnons quelques résultats sur

cette question.

2.2 - Transposition au cas du Laplacien

De la même façon que pour l’opérateur A de l’élasticité, nous

pouvons définir pour le Laplacien un "problème de SAINT-VENANT",
Le domaine est le même que précédemment. Dur 3jR et 32R est

imposée l’intégrale de la dérivée normale de la fonction scalaire u. De
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élément de la famille des solu-la même façon on cherche au moins un

tions correspondant à la famille de problèmes de NEUMANN définis par :

(7)Au = 0 dans fi

9u (7')sur 9fito = S

g étant l'une des fonctions définies sur 9fi telles

que :(II)

(B)g = 0 sur 9 fio

(9)g da = - g da = R
9ÿfi 92fi

(10)u doj = 0
fi

On peut aussi envisager un principe de SAINT-VENANT pour ce cas.

§3 - LA SOLUTION D'ENERGIE MINIMUM

3.1 - L'énergie de déformation élastique

Rappelons que classiquement :

—y- Etant donné un champ de déplacement u dans fi, on définit en

tout point le tenseur des déformations D, symétrique, dont les composan-

sont données par :tes eij

i: 1 1 ,=
2 * 9ÿ =

?
(U )+ uEÜ Ô.ij

- On définit par ailleurs en tout point le tenseur des contrain¬
tes T, symétrique, relié au tenseur D par une loi linéaire caractéristique
du matériau :
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T = c .b

ou

D = C . D

Les composantes de T sont notées T..
- lj
C est le tenseur des coefficients élastiques de rigidité de

composantes Ci,jk£"
est le tenseur des coefficients élastiques de déformabilité

de composantes C'ijk£‘
Les composantes de ces tenseurs vérifient des relations de sy¬

métrie du type suivant :

p » = p « = p ’ = p »
ijk£ " jik£ i.]£k ji£k

Ces relations permettent éventuellement de représenter C et C’
sous la forme de matrices f> * 6 notées alors C et C', et appelées respec¬

tivement matrice des coefficients élastiques de rigidité et matrice des

coefficients élastiques de déformabilité.
De plus en milieu homogène ces coefficients sont indépendants

du point considéré. En milieu isotrope ils s’expriment a partir de deux

constantes seulement.

- On appelle énergie de déformation élastique5 notée indiffé¬

remment $(u,u) ou $(T,T), l’intégrale :

$(u,u) 5 $(T,T) = I T.D du;

qui peut s’écrire également

1
2 Cijk£ eij ek£• düj

ou

1
2 JQ °*ijk£ Tij Tk£ dtü
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3.2 - Le problème A pour l’Elasticité

Nous pouvons maintenant donner du "problème direct" de l'in¬
troduction la formulation plus précise suivante :

"Parmi "toutes" les répartitions de conditions aux limites satisfai¬
sant à (2)(3)(h) et pour lesquelles il existe une "solution" à
(l) et (1'), peut-on trouver une répartition telle que, pour la "so¬
lution" correspondante, l'énergie de déformation élastique soit mi¬
nimum ? Est-elle mique ? Quelles sont ses propriétés et celles de

la "solution" correspondante ?"

Pour que ce problème A soit bien posé il convient de préciser
que signifie

tement ou indirectement la famille de "toutes" les conditions au con¬
tour envisagées.

"solution" a (l) et (l*) et de caractériser direc¬ce
ft

D’un autre coté, pour un problème de minimum, il est intéres¬
sant de choisir des classes de fonctions assez vastes afin de :

1 - pouvoir représenter commodément un grand nombre de systè¬
mes de charges

2 - conclure aisément qu’il existe un minimum.

Pour commencer nous étudions le problème A à l'aide des métho¬

des variationnelles classiques en Elasticité. Les classes de fonctions
envisagées sont assez vastes pour satisfaire le point 1. Elles englobent

les classes de fonctions vis a vis desquelles on démontre habituellement
les théorèmes d'existence en Elasticité.

3.3 - Le cadre variationnel classique en Elasticité

Condition sur le domaine
Du point de vue variationnel il suffit que le domaine per-

1'application du théorème de la divergence. C'est en particuliermette
le cas si est une surface fermée, à plan tangent variant continûment,
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sauf éventuellement le long d’un nombre fini d'arêtes (cf. GERMAIN (19)
p. 13).

Pour que (l!) ait un sens en tout point, par contre, il faut
imposer des conditions plus restrictives, largement satisfaites dans le
cas d'un domaine de frontière C°°.

Remarquons ici que, du point de vue physique, l'interprétation
classique de (l?) a surtout l'inconvénient d'exclure en toute rigueur les
domaines dont la frontière présente des lignes singulières.

Les équations

avec les notations précédemment définies (cf.tableau des nota¬
tions)

(11)= 0 avec T - . = T..
IJ J1

T.. .

=
2
(U

eij ~ ijk£ Tk£

(12))+ uj.i

(13)

r 9

ijk£

C ijk£ vij vk£

= Cjik£ ij£k ji£k

Pour tout tenseur V
non nul, symétrique,
d'ordre 2, de com¬
posantes v

avec

(1U)> 0

ij

(15)T.. n. = t.
1.1 3 1

(OTout indice répété étant sommé

Champ de contraintes statiquement admissibles S(Q)

T£ S(£2) si

(O extérieure n

- les t. sont les composantes du vecteur T.n = a (u)
1 n

Rappelons que - les n. sont les composantes de la normalej
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(1)1 - T £ c°(n) n c!(fi)

T vérifie (il) dans 02

Etat élastique E (C9, n)

(u, T}6 E(C9, n)

i - U, T £ c°(Q) n c!(n)

si

, vérifie (lU) dans 02 - , de composantes C9 i.]k£

3 - les equations (il) et (13) sont vérifiées

Forme bilinéaire $(T, T9 )

Elle est définie pour tout T, T9 £ C°(fi)

$(T, T9) = i f C 9 . . T . . T \ .d(i)
ijk£ îj k£

Energie de deformation

2 f C'ijk£ Tij Tk£4(T, T) = i doi

Propriétés

$(T, T9 ) = $( T9 , T)

3>( T + T9 , T + T9 ) = $(T, T) + î>(T9 , T9 ) +2 $(T, T9 )

= -
C9 étant définie positive, si I est symétrique

T Ç C°(n) D C1 (n) , alors :

*(T, T) > 0

avec

et
$(T, T) = 0 <=> T = 0

(1) notation abrégée signifiant q\ie les composantes de T sont des fonc¬
tions appartenant à C°(fi) H CMC;).
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(i)Théorème variationnel fondamental

(u, T)£ E(C', n)Si

sur la partie fi du contour

t sur la partie r2 du contour

Tj U r2 = 3Q

Alors la fonctionnelle if; définie pour tout T'Ç C°(fi)

avec u = u

t =

par

ip(T') = $(T», T’) - -y. -y
t .u dao

ri
atteint son minimum si et seulement si T’ = T, lorsque T’ décrit
l'ensemble Ç

T'Ç S(ü), t' = t sur f2}4> = {T'

Démonstration
r-VSoit en effet T = T' - T. Alors

-WH
t = 0 sur f2

4/(T') - \p(T) = $(T*ST*) + 2 <ï>(T*,T) - t . u da
0r 1

Mais T* G S(n) et (u, T)G E(c',fi), nous avons donc en vertu du théorème
de la divergence dont toutes les conditions d'application

fiées :

(2) sont véri-

*(TVT) = k 1
\àji +\C T* Tijk£ ij k£

* *du = nTiieijdu)2

1 y
t .u da = — t*.u dada = —.. u- n.

IJ i 1 2 or

(O Ou théorème de l'énergie complémentaire

En dehors des conditions sur le domaine rappelées précédemment, les
hypothèses habituelles de l'énonce de ce théorème sont_ que les champs
tensoriels intervenant sont définis et continus dans ü et les déri¬
vées premières des composantes sont intégrables dans fi.

1-3
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et par suite

ÿ(T') - ip ( T ) = $(T*,T*)

ce qui entraîne immédiatement

♦(T') * ÿ(T)

i|»(T') = \p(T) <==> T' = Tet

3.ÿ - Equation d 'EULER du problème A et interprétation

Afin d'obtenir des renseignements sur la solution du problème
A, si elle existe, écrivons la condition d'EULER nécessairement vérifiée
par cette solution.

Soit g £. c'est à dire une répartition donnée de conditions
au contour, vérifiant les hypothèses du problème de SAINT-VENANT sur
9lÿ, 32£2,pour laquelle il existe une solution appartenant à E(C',f2), au
Ile problème de l'Elasticité associé :

Au = 0 dans fi

TTu) = g sur 3fi

Soit AJJ 1g cette solution. Elle vérifie la formule de GREEN :

-.1 -y -1 -+-1 +t(A»

YQ Aÿ”1 S désignant la trace de la solution sur 3fi

,(V‘ «• Au
Trouver la répartition gQ engendrant l'énergie de déformation

minimum, c'est, en vertu de (l6), trouver gQ de façon que la fonctionnelle

3fi S-Y0 V1 « da

g) = (16)S’ AN 5 • Yo AN g da
3fi

— 1 ->*g) étant l'énergie de déformation.

soit minimum. Soit F(g) cette dernière
f onet ionnelle.

1-3



» IT -
Considérons les repartitions de la forme gÿ + en, où e est un

"petit" paramètre. Si gÿ existe,

h +

elle est telle que :

(17)= 0
e=0

Pour tout q vérifiant les conditions de compatibilité associées au nro-
blème A, c’est a dire

~y
supp niC 91o

->ÿ

supp r\2C 92ÿ

H = ni + n2

ni da = n2 la = 0
3P7(lfi)

x A m da = x A n2 da = 0

Plus des conditions de régularité qui sont celles impo¬

sées à g.

32n

->- _y

Alors pour tout n satisfaisant à (lB), gQ doit vérifier (17)
qui s’écrit :

-l (19)ri'Yo AN da = 0so3Q

Interprétation

Interprété mécaniquement,(19) exprime que le travail de tout
système de charges représentable par un n = ni + n2 comnatible, est nul

Yo AN So‘
Les conditions (lR) expriment que la famille des m et la fa¬

mille des n2 sont constituées de tous les systèmes de conditions
tour vérifiant certaines conditions de régularité et réprésentant des

systèmes de charges statiquement équivalents a zéro respectivement
3lÿ et 32f2.

dans le déplacement

au con-

sur

1-3
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-l(19) sera donc à coup sûr vérifié si y A„o N

déplacements de solide séparément pour 3jfi et •

engendre des

Réciproquement

Montrons que, s'il existe dans *, famille des solutions à
(l) et (l') correspondant à la famille *6 de conditions au contour,
une solution (UQ, Tq) pour laquelle 3jfi et 82ÿ ne subissent
déformation, alors elle minimise l'énergie de déformation et est uni¬
que.

aucune

(MDémonstration

Supposons donc qu'il existe une solution (uo, Tq)£ au pro¬

blème de SAINT-VENANT respectant la rigidité de 3jfi et 32fi.
Nous pouvons écrire que :

u = t + S A x pour tout point de 3,9.

it et § étant des vecteurs constants
o

pour tout point de 32fi

(uo, T ) est donc la solution du problème mêlé correspondant

aux conditions au contour :

an(u) = t = 0
u = î + S A x

u = 0o

sur 3 fio

sur 3 fi
-y
u = 0 sur 32fi

(uQ, T ) appartient à E(C',fi). Alors en vertu du théorème variationnel
fondamental, le champ de contraintes solution, T , minimise la fonction¬

nelle :

t' da - S . f x A î' da\p( T') = 3>(T', T')- A .
J3 1 Œ

(o Le procédé de démonstration utilisé ici est directement issu des dé¬
monstrations données dans (9).
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Lorsque T' décrit l’ensemble des champs statiquement admissibles tels
->

que t = 0 sur et plus particulièrement l’ensemble des champs sta¬

tiquement admissibles dont les conditions au contour associées appar¬

tiennent à la famille % .
Alors

ÿ(T') = $(T’)- A.R - B.M

L'unicité de la solution d’énergie minimum résulte alors immé¬
diatement de ce que l'énergie <j»(T) est définie positive.

- CONCLUSION

4.1 - Résultats

Soit un problème de SAINT-VENANT tel qu’il a été défini

et la famille des diverses répartitions de charges au contour repré¬

sentables par la famille des champs de vecteurs g, définis en tout
point de la frontière = 3Qfi U 3ifi U 82ÿ du domaine occupé par le

corps, tels que

§2au

a) tout g vérifie les conditions (2)(3) (4) du problème

de SAINT-VENANT.

b) un champ g étant donné, il existe une solution (u, T)
appartenant à E(C’,0) au Ile problème de l'Elasticité
correspondant. On désigne par jr3' la fa.mille des solu¬

tions associée à la famille des conditions au contour.

alors

£f, un élément gQ pour lequel1 - S'il existe lorsque g décrit

1-4
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la solution correspondante (Aÿ. , T )rend ninimum l'énergie de dé¬
formation $(T,T),alors nécessairement cette solution
que :

est telle

-1 -> (19)n*Yo AN da = 0go
39

Pour tout n vérifiant (18).
(19) est certainement vérifié si -l -*g engendre des déplacementsATTO l'i
de solide séparément pour 3j9 et 329.

2 - S’il existe dans une solution (UQ,T ) pour laquelle

3ÿ9 et 929 ne subissent aucune déformation, alors elle minimise l’é¬
nergie de déformation sur et elle est uniaue.

h.2 ~ Commentaires

1 - Les résultats précédents nous donnent, sous réserve d’en

démontrer l’existence, une certaine caractérisation de la solution
d’énergie minimum et nous en garantissent l’unicité dans E(C’,9).

2-11 est maintenant possible d’affirmer que les solutions
données par SAINT-VEÎJMT pour les quatre cas canoniques ne peuvent

pas être les solutions d’énergie minimum»puisqu’elles ne respectent

pas la rigidité des sections terminales.

3 ~ Pour démontrer l’existence d’un minimum pour l’énergie, on

peut envisager de restreindre les hypothèses précédentes en adoptant

celles d’un théorème classique d’existence pour le Ile problème de

l’Elasticité. Dans ce cas, la classe à laquelle appartiennent les

conditions au contour, serait bien précisée. Les conditions de régu-

larité des n compatibles seraient donc connues explicitement. Par

contre l’existence du minimum risquerait d’être difficile à démon¬
trer.

I~h
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U - Une voie plus sûre consiste à donner du Ile problème de

l’Elasticité et du problème A une formulation faible- C’est l'objet

du chapitre III. Auparavant nous examinons, en ce sens, le problème

A transposé au cas du Laplacien»

1-4



CHAPITRE II

EXISTENCE UNICITE ET CARACTERISATION

D'UNE SOLUTION FAIBLE D'ENERGIE

MINIMUM POUR LE PROBLEME DE

SAINT-VENANT TRANSPOSE AU CAS

DU LAPLACIEN

§1 - INTRODUCTION

1.1 - Enoncé du problème A pour le Laplacien

Le domaine de R3 considéré est défini comme au chapitre précé¬
dent. Toutefois dans la formulation faille adoptée par la suite,la fron-

CO

tière 3H peut être prise C par morceaux, voire Lipschitzienne

Nous avons dit au chapitre I §2 alinéa 2 ce que nous entendions
par "problème de SAINT-VENANT" associé au problème de NEUMANN pour le

Laplacien. Les conditions du problème sont données par le système II.
Pour le Laplacien le problème A correspondant s'énonce alors :

(!)

"Parmi "toutes" les répartitions de conditions aux limites satisfai¬
sant à (8) et (9) et pour lesquelles il existe une "solution" à (T)
et (7'), peut-on trouver une répartition telle que, pour la "solu¬
tion" correspondante, l'intégrale de l'énergie

3u 3u ,

3x. 3u. W
Q 1 1

$(u,u) = (20)

(l'indice i étant sommé)

(O Pour la définition de telles frontières cf. par exemple (l8) p. 15

II-l
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soit minimum ? Est-elle ionique ? Quelles sont ses propriétés et cel¬

les de la "solution" correspondante ?"

1.2 - Orientation

Il serait possible d'étudier ce problème de la même façon qu’il

a été fait pour l'Elasticité. Les résultats obtenus seraient analogues

et la question de l’existence de la solution d’énergie minimum resterait
de même en suspens. Aussi recherchons-nous directement une formulation
faible au problème A.

Pour cela nous remarquons successivement que

1 - Ayant choisi un certain espace auquel appartiennent les

conditions au contour, les relations (8) et (9) du système II en¬

traînent que la famille S? des conditions au contour du problème de

SAINT-VENANT est convexe. On suppose bien sûr que les relations (8)
et (9) ont un sens vis à vis de l’espace considéré.

De même la famille *£' des solutions aux problèmes de NEUMANN
associés est convexe dans l’espace où sont recherchées ces solutions.

2 - Le problème A consiste à minimiser l'intégrale de l'éner-

fé”. L'existence et l'unicité d'un mini-

$f' seront donc assurées, si ce problème peut se

formuler comme la recherche de l'élément de norme minimale d'un con¬

vexe fermé dans Lin espace de HILBERT.
Les pages qui suivent, montrent comment arriver à une telle

gie $(u,u) sur le convexe

mum pour $(u,u) sur

formulation.

§2 - VERS LA FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME A

2.1 - La fonctionnelle énergie et l'espace H1(fi)

En analyse fonctionnelle il est classique d'associer à l'inté-
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3u 3u ,

3x. 3x.fi 1 1
la variété fermée V des u Ç. H1(fi)grale de l’énergie

tels que

(10)u dm = 0
SI

H1 (fi) est l’espace des fonctions de carré sommable dans fi,

dont les dérivées premières au sens des distributions sont aussi de car-»
ré sommable dans fi. Il s'agit donc de l’espace do toutes les fonctions
de carré sommable dans fi pour lesquelles l’intégrale de l'énergie est
finie (Espace d'énergie finie), l'intégrale étant prise au sens de LE--
BESGUE et la dérivation au sens des distributions.

H1 (fi) est un espace de HILBERT pour le produit scalaire défini
à partir de la somme des produits scalaires dans L2(fi) des fonctions et
de leurs dérivées premières. La norme dans H1 (fi) s'écrit alors :

, * £ I ifH i
L2 (fi ) i 3INI = INI

H1 (fi) i L2 (fi )

-r— -r— dto est de toute evidence„ 3x. 3x.fill
La fonctionnelle énergie $(u,u) =
continue sur H1(fi) pour la topologie introduite.

Mais si au lieu de H1 (fi) tout entier on considère la variété
linéaire fermée V des u £ H1 (fi) vérifiant (10), alors on montre clas¬

siquement (inégalité de POINCARE) que $(u,u) permet de définir dans

V une norme équivalente à la norme de H1 (fi).

Ayant ainsi associé à la fonctionnelle $(u,u) une variété Hil¬
bertienne V CH1(fi), il reste à trouver dans V une formulation du problè-

g” des "solutions" du problèmeme de NEUMANN pour laquelle le convexe
de SAINT-VENANT soit fermé.

2.2 - Formulations variationnelles du problème de NEUMANN dans la varia-
té V de H1 (fi)
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Les méthodes variationnelles hilbertiennes permettent de don¬

ner dans V C H1(fi) diverses formulations faibles du problème de NEUMANN
non homogène, suivant l'espace HS(3fi) considéré pour les conditions au

contour. Ces formulations englobent la formulation classique (î) (7’) du

problème de NEUMANN, (cf par exemple (l3), (l7), (l8})
Voyons en deux exemples :

Formulation 1

L’ouvert fi et sa frontière satisfont les conditions définies
précédemment. 3fi en particulier peut être supposée Lipschitzienne. Soit

(3fi) l’espace des tra-

fort.

1/2V C H1(fi) la variété définie à l’alinéa 2.1, H
-1/2 (1)ces des fonctions de H1(fi) sur 3fi et H

On peut alors donner du problème de NEUMANN la formulation

(3fi) son dual

variationnelle suivante :

Trouver uS V tel que pour tout v fc V

3u 3v_— -— dm =3x. 3x.fill
(21)< g, Y0 v >

-1/2(3fi) vérifiant :g étant donné dans H

(22)< g,l > = 0

1/2 -1/2(3fi) et H
(3fi).

(3fi). y v est la trace de
O

< > désigne la dualité entre H

v sur 3fi et appartient donc à H

L’existence et l’unicité de la solution u,pour tout g€.H

1/2

-1/2(3fi)

vérifiant (22),résultent immédiatement de l’application du théorème de

F. RIESZ sur la représentation des fonctionnelles linéaires continues

définies sur un espace de HILBERT (cf par exemple (l3) p. 294 et sui¬

vantes ou (l8) p. 38 et suivantes).

(1) Après identification de L2(3fi) avec son dual.

II-2



- 26 -

Formulation 2

On considère des espaces du type HS(32) avec s > 0, par exem¬
ple L2(3Q). On peut alors donner du problème de NEUMANN la formulation
variationnelle :

Trouver u f V C H1 (si) tel que pour tout v V

3u 3v ,

n 3x . 3x . dw ~
flii

(23)g.y v dmo39

g étant donne dans L2(32) vérifiant :

(2U)g.da = 0
32

Comme précédemment il y a existence et unicité de la solution u pour

tout g € L2(n) vérifiant (24).

Pour ces formulations variationnelles du problème de NEUMANN

non homogène, où l'existence et l’unicité d’une solution dans V C H1ÿ)
sont assurées par application du théorème de RIESZ, l’espace H

est l’espace le moins régulier dans lequel peuvent être choisies les

conditions au contour; c’est à dire que la formulation 1 est la plus gé¬
nérale.

“1/2 ( 32)

2.3 - Le problème A vis à vis de ces formulations

a) Le sens des relations (3) et (9)

Il convient tout d'abord de savoir si les relations (8) et (9)

ont encore ion sens pour les espaces de fonctions ou de distributions in¬
troduite. Si ce n’est pas le cas, il est nécessaire de les généraliserai

ï1)
Pour le cas de l’Elasticité envisagé dans le chapitre suivant, nous
devrons aussi généraliser certaines relations. Ces généralisations
seront alors faites de façon que les "conditions physiques", conve¬
nablement représentées dans la formulation classique, soient encore
traduites en vin sens satisfaisant dans la nouvelle formulation.
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Examen de la relation (6)
Elle exprime que la fonction g,donnée,est nulle dans le sens

classique sur la portion 3q£2 du contour. Dès que nous choisissons une

formulation variationnelle du problème de NEUMANN nous devons générali¬
ser (8). Pour cela il suffit d'exprimer,au sens de l'espace considéré
pour les conditions au contour, la nullité de g sur 3

Si g £ L2(3fl), (8) s'exprime :

da = 0
J 3 n

Si g £ H“l/2(3fi), (R) s'exprime :

< g, 9 > = 0

1/2(3fi), de support contenu dans 3QfiV 6 S H

Examen de la relation (9)

Cette relation garde un sens tant que les conditions au con¬

tour sont prises dans un espace HS(3fi) avec s » 0. L'intégrale de LEBES-

GUE est,en effet,une fonctionnelle linéaire et continue pour tout espace

Par contre pour tout espace H"(3fi) avec - — s < 0 la re¬

lation (9) doit être généralisée.

A priori on peut souhaiter se placer dans les espaces Hs(3Q)
avec s 5 0 ne nécessitant pas la généralisation de (9). Ces espaces sont

du type L2 et ont depuis de nombreuses années droit de cité en Physique.

Mais l'examen du point suivant va déterminer notre choix.

de ce type.

b) Obtention d'un convexe fermé

Supposons choisi l'espace HS(3fi) pour les conditions
tour. Pour tout g Ç. H°(3fi), vérifiant une certaine condition de compati¬

bilité, il existe dans V C H1(£2) une solution unique au problème de NEU¬

MANN variationnel et l'application "solution", qui à g fait correspondre

au con-
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u, est continue.
L’ensemble des données au contour g,vérifiant les relations

(8) (9), éventuellement généralisées, et la condition de compatibilité,
forment un convexe LCHS(39). IL lui correspond par l'application "so¬
lution" un convexe c V CïïMfi).

Notre problème, rappelons-le, consiste à s'assurer qu'il exis-

UQ de 'é'5 minimisant la fonctionnelle énergie $(u,u). Or

$(u,u) est le carré de la norme de u dans V. L'existence et l'unicité
de UQ seront assurées si est fermé dans VC

Il est facile de voir que la relation (8) généralisée, la re¬

lation (9) non généralisée et la relation de compatibilité entraînent
que le convexe 'tf est fermé dans uS(39) lorsque s > 0. Cela ne suffit
pas pour que le convexe ' soit fermé dans V. Par contre le sera,
comme image réciproque d'un fermé, si le relèvement de l'application

"solution"

te un élément

g é HS(39)u "solution" € V

est continu.
1Existe-t-il un espace HS(39), avec s)0 ou à défaut s '2’

pour lequel ce relèvement soit continu ? En pratique il se révèle que
S 1(39) convient. Tout autre espace H (39) avec s > - —-1/2

seul l'espace H

est muni d'une topologie trop fine» Nous n'en donnerons pan une démons¬

tration directe, mais cela est une conséquence immédiate des résultats
de l'alinéa 3 du § suivent.

C'est donc dans l'espace H

du problème de NEUMANN,que nous envisageons le convexe La relation

(8) et la relation (9) doivent alors être généralisées en terme de dua-
1/2 *~l/2lité entre H (39) et H (39), en s'assurant toutefois que le convexe

ainsi obtenu est bien fermé.

2

-1/2(39), associé à la formulation 1

Dans l'exposé qui suit, on vérifie la continuité du relèvement

de l'application "solution",par l'intermediaire de l'étude de la coerci¬

vité d'une certaine fonctionnelle F(g), définie sur jj , directement liée

à $(u,u).
II-2
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Remarque 1 -
Il est clair que c'est essentiellement de la topologie de

(3fi) dont nous avons besoin. Le convexe V? -peut donc être envisagé
-1/2

'

1/2

(3fi). Toutefois une telledans n'importe quel sous espace fermé de H
limitation ne présente pas a priori d'intérêt : tout en restreignant le

domaine des conditions au contour, elle ne conduit pas â une formulation

plus classique du problème A.

Remarque 2 -
Une façon de conserver (9) sous sa forme initiale,tout en ren¬

dant continu le relèvement u -*ÿ g, serait de considérer le problème de

NEUMANN, non dans H1(fi), mais dans un espace plus régulier, II

exemple. Mais nous ne pourrions pas pour autant résoudre .le problème A :

la fonctionnelle $(u,u) ne serait plus coercive sur l'espace des solu¬

tions.

3/2(99) par

§3 - LA FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME A

3aq „ Formulation faible du problème de NEUMANN

V étant la variété linéaire fermée des fonctions u£ H1(fi) tel¬

les que

(10)u dw = 0
fi

Nous dirons que u € V est solution du problème de NEUMANN associé a
-1/2(9fi) si u vérifieg G H

9u 9v .
-r-v-dü) = < g,

n 9x. 9x.fill
(21)v >Yo

pour tout v € V
-1/2(9fi) tel queétant donné dans Hg

(22)< g, 1 > = 0

II-3



- 30 -

3.2 - Les conditions aux: limites faibles du problème de SAINT-VENANT

Les conditions (8) et (9) nous conduisent à définir la famille
»1/2des $6 H (39) tels que :

(22)< <(i a 1 > = 0

(8>)< <j> , 0 > = 0

(3fi) de support contenu dans 3 fi
1/2Ve e H

(9')6' > = 0

(3fi) tel que 0’ = 1 sur 3j9 et 329
< <t> ,

1/2Ve*ç H

< $ , e" > = 2H

Ve" £ tel que e" = 1 sur 3ÿ1

9" = »! sur 329

(9")

On vérifie aisément que ces conditions généralisent les conditions
(8) (9) du "problème de SAINT-VENANT pour le Laplacien".

Remarque
1/2Il existe bien des fonctions du type 0" appartenant à II

L'hypothèse dist (SÿQ, 329) > 0 permet de "raccorder" les fonctions 1 et

-1 par des fonctions suffisamment régulières (par exemple C2 (3ÿ9)) de

façon que la fonction obtenue soit suffisamment régulière (par exemple

C2 (39)) pour appartenir a H

(39).

1/2 (39).

Propriétés de Q

- £ est non vide
-1/2Par exemple, la fonctionnelle 4> £ II

1/2
(39) définie sur tout élément

6CH (39) par la relation

< <j>, 0 > = g.0 da
39
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où g est la fonction continue par morceau valant

0 3 nsur o

P surmes 31n

-R sur d2ttm.es

vérifie bien toutes les relations de définition de G

» V ne contient pas l'origine si R /- 0

- /f est
La vérification est immédiate a partir des relations de définition

convexe

- t »1/2 ( an)est fermé dans H

En effet :

. la relation (22) définit une variété linéaire fermée
-1/2(an)dans H

. à tous 6, 0 les relations (81) et (9*) font correspon¬

dre respectivement une variété linéaire fermée de
H"1//2(an)

. à tout 0’% (9") fait correspondre un hyperplan fermé.

est donc fermé comme intersection d’une infinité de fermés.

3.3 - Formulation faible du problème A

élément <j> € C H 2 (an)

NEUMANN qui admet une solution unique A”1 <(I £ V C H

de ces solutions constitue un ensemble convexe C V.

Le problème A s'énonce alors :

"Existe-t-il un élément <|> de pour lequel, lorsque <j> décrit ,
<P , A 4> ) définie sur les éléments de '

correspond un problème de
1/2

A tout
(an). L’ensemble

-1la fonctionnelle $(A
l\l
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associés, soit' minimum ?

•1 <j> 8 A"1 tfi8 AN<ÿ. «i») = fJn
N

dm (l'indice i étant
sommé )9x 9x

4>0 est-il unique ? Quelles sont les propriétés de la solution cor¬

respondante ?

3« - Existence et unicité de la solution du problème A

(fi, solution du problème de NEUMANN associé à <j>, vérifie en

vertu de (2l) :

9 Ajj1 <fi 9 Aj,1 ifi«KA"1 <p, AJ'1 <f>) = o ANX * > (25)do) = < <f>, y9x 9xi ifi

-1 <j> > on peut associer une fonctionnelle F , définie pour
(9fi) vérifiant (22), par :

A < Yo AN
tout (f> t H-1/2

‘B1 * =•F( <f) ) yo= <

ÉT.L'élément <f> cherché est en vertu de (25) celui qui minimise F(<j>)
étant convexe fermé dans H A 2(9Î2), l'existence et l'unici-

c'est

sur

ff ,té de à

° CJOà dire si pour tout cf> G U :

sont assurées si la fonctionnelle F est coercive sur

E(4>) » Y2 II ❖I I H~l/2(9fi)

Démonstration de la coercivité de F( )

— l/2 1 /p
La définition de la norme dans H- (9fi) (dual fort de II (9fi)),

■J /p
la surjectivite de l'application "trace" de H1(fi) sur Hx (9fi) et la re¬

lation (21),vérifiée non seulement pour tout v g V mais aussi pour tout

v € H1(fi), nous permettent d’écrire :
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“B1*r îr4*!la 8xiI < 4>» Y0V >1 ir= sup

ov € H1'2ÿ)
sup-

vÉHÿJl IIYOV||HI/2H“1/2(9n) Y0VI lH1/2(3n) (an)

-1/2(3fi) vérifiant (22), c’est a dire pour lequel il existepour tout <j> G H

une solution au problème de NEUMANN.
Nous montrerons plus loin que la norme de <f> dans H”1/2(3fi) peut

s’obtenir en ne considérant que les éléments v de H1(fi) atteint par un re-
l/2lèvement continu de H (3fi) dans H1(fi). Un tel relèvement existe (cf.par

exemple (l5) ou (l4) p. 47) et fait correspondre à tout élément
i/o

Y vf K (3fi) un élément v £ H1(fi) de traceo YQ v tel que :

* a2 || YQ v| | (26)V II1/2(3fi)

a2 constante positive indépendante de yÿ v

H1(fi)

Nous pouvons alors écrire successivement :
-1

3AN <f> ür—lSx.ü ill+ll supH“1//2(3fi) v 6 II1(fi ) | | YQ v| |Hl/2(3fi)
„1

t a A"1 4>3AN f 3v 3v ,

J fi 9xi 3xi
du)

3x. 3xifi i« su?v £ H1(fi)
O ( 3fi )

II*;1 *il l|v||V C H1(fi) H1(fi)
$ SUfv € H1(fi ) H1ÿ2(3fi)

2 /FU)a
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ou encore :

F($) > — (27)-1/2(3fi)H

ce qui nous assure l'existence et l’unicité de

Remarque

Nous avons bien sûr une inégalité dans l’autre sens (continui¬

té de l’application "solution") :

0 >< <t>v >Yo ’ YoM*M sup

v 6 Hl/2(3fi)n“1//2(3n) Mvo N"1 *MH1/,2(3n) H1//2(3fi)Yo

A;1 *II 2mais < * » Yo v C H1 (fi)

a/2et l’application trace, continue de H1 (fi) sur H
ï/2

(3fi), l’est aussi de V

(3fi), par suite :dans H

MA;1 *M » B2 I IY A"1 4»i I
H1/2V C H1(fi)

B2 constante indépendante de A 1 $i\!

(3fi)

Finalement

» 32 MA;1 ÿ| I11*1 1 (27' )H~l/2(3fi) V C H1 (fi)

ou encore

11*1 I2 » B4 F( c)) )hT"1//2(3fi)
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ou encore :

FU) > — | |<f>| |2 (27)-1/2a4 (3fi)H

ce qui nous assure l'existence et l’unicité de

Remarque

Nous avons bien sûr une inégalité dans l'autre sens (continui¬

té de l'application "solution") :

, — 1 ,A*î 0 >< <!>v >Yo ’ YoMMI sup

v £ H1/2(3Q)H"1//2(3fi) I I Yo *MHl/2(3fi) H1//2(3fi)Yo

Mû"1 *M2mais " * » Yo AN v c H1 (fi)

a/2et l’application trace, continue de H1(fi) sur H
ï/2

(3fi), l’est aussi de V

(3fi), par suite :dans H

lltf * 62 11*0V £ H1(fi)

32 constante indépendante de A,Tÿ <fc
iM

( 3fi)

Finalement

» s2 MA"1 M |MM I (27’ )H~l/2(3fi) V C H1 (fi)

ou encore

2 » e4 FU)H”1ÿ2 ( 3fi )
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(27’) exprime la continuité de l’application "solution".
(27) exprime la continuité du relèvement de cette application. La topo¬
logie de H

liées aux espaces H (32), pour laquelle nous ayons ces 2 propriétés à la

- la norme des espaces est trop grande et on ne peut

obtenir me inégalité telle que (27). On ne peut

donc conclure,comme précédemment,à l'existence et
l’unicité de .o

si s << - TJ-, c’est la formulation du problème de NEUMANN qui

est remise en cause.

-1/2(32) est "la seule", parmi les topologies habituellement

fois : si s >

-1/2La conjonction de (27*) et (27) pour la topologie de H
1/2

(32) est direc-
1/2tement liée au fait que H (32) est le dual de H (32).

-1/2(32)Relèvement v et norme de <)> dans H

-1/2(32) peut

être obtenue en ne considérant que les v correspondant à un relèvement

Il nous reste à montrer que la norme de <p dans H

continu.

Soit H *(2) l'espace des fonctions w€ H1ÿ) de trace nulle

sur 32. C'est l'adhérence dans HÿQ) de l'espace tS(2) des fonctions à

support compact dans 2, indéfiniment différentiables.
Si <j> est solution d'un problème de NEUMANN, il résulte im¬

médiatement de (2l) que

3 * dVVw £ H !(2) (28)—— dm = 03x 3x.o i2 1

Considérons alors les éléments de H1(2) qui ont même trace sur 32 qu'un

élément v donné dans H1(2). Ce sont tous les élément;s de la forme v + v,
w quelconque dans H *(2). Alors en vertu de (2l) et (28) :

3 A"1 d> \N 8(v -*• v) 4>? 3vdm T— do)(v + w) > 3x 3x.< 4 , 3x. 3xYo J 2i2 ij 1—||YO (v + w)| I|IY (v + w)| I ,/?o H'
v' I 1/2H'H1ÿ(32) O(32) (32)
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La norme de (j> peut donc être obtenue en ne considérant qu’un seul repre¬

sentant dans chacune des classes des éléments de même trace sur 30. En
particulier on peut prendre l'élément v correspondant à un relèvement

1/2continu (an) dans H1(Q).v + v de HYo

3.5 - Condition d*EULER du problème A - Propriétés de la solution

Etant assurésde l’existence et de l’unicité de <j> , nous pou¬

vons légitimement en chercher les propriétés. Pour cela,écrivons la con¬

dition d'EULER associée au problème variationnel A, nécessairement véri¬
fiée par (ji .

Considérons les fonctionnelles 9ÿ + eT1 qui appartiennent à ‘C
pour toute valeur finie du paramètre e. Ces fonctionnelles q doivent vé¬

rifier les conditions de compatibilité suivantes :

-1/2(an)n £ H

(29)< n, 1 > = < n, 0 > = < n, 0’ > = < n, 0"> = O

Pour tous 0, 0’, 0" de la définition de 6.

Interprétons ces conditions :
d’après la deuxième condition <n, 0 > = 0, les fonctionnelles q ont leur

support contenu dans 3ÿn et a2n et par suite peuvent s'écrire :

supp qj C 3jn
supp q2 £ a2n

n = ni + n2 avec

Les autres conditions de compatibilités s'écrivent alors,
1/2(3ÿ) (Resp H'' (3ÿ)) et) désignant la dualité entre H(Resp <>

l/p J i/p
H“' (a2n) (Resp H' ' (a2n)) :

< m , î > = 0< n, l > = o n2, l ><=> + <
3 1 fi 02fi

< ni , 1 >0 » > = o <=> + < q2, 1 > = 0< 0, 3 xn a2n
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0" > = 0 <=> = 0< n, < m , 1 > < n2, l >
81fi

Compte tenu de la definition des 6' et 8".

Les conditions de compatibilité (29) sont finalement équiva-

lentes aux suivantes :

n = m + n2 avec

1/2nie H” ( 31Q)supp m c
(29')-1/2(a2fi)n2 € Hsupp n2 c

= 0< m, i > = < n2, l >
31fi 32fi

Les fonctionnelles m (Resp n2) constituent donc une variété linéaire
— 1 /O

fermée Vj (Resp V2) de codimension 1 dans H (Sÿfi) (Resp H ~(32fi)).

Exemple de fonctionnelles n compatibles

Considérons les fonctions g définies par

g = 0 sur 3 fio

sur 3ÿfi avec gj £ C°°(3xfi) gj da = 0etg = SI 31fi

sur 32fi avec g2G C°°(32fi) et g2 da - 0g “ S2 32fi
1/2 1/2

alors les fonctionnelles n G H (3fi) définies sur tout (an)v £ HYo
par :

v dav > =< n, g •Yc Yo
3fi

satisfont les conditions de compatibilités.

Condition d'EULER du problème A

jÿFÿo + en)| = 0
e=0
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pour tout n vérifiant les conditions (29' ), s'écrit :

Y A„T é > + < 6 ,'o N ’ o vo A"1 n > = 0< n, Yo

Mais les deux termes du premier membre sont égaux en vertu de la formule
de GREEN généralisée et la condition d’EULER du problème s'écrit :

-1A,T ô > = 0o N Yo (30)< n, y

Pour tout n vérifiant (29').

Conséquences de l'équation d'EULER

La condition précédente s'exprime, en raison de la forme des

fonctionnelles n compatibles :

Yo Aîf *o " = G+ << ni, y H25 32ÿo 3 Q

V n i e Vj Vri2 é V2et

ce qui est équivalent a :

A" ‘'o >d1Q V fii é Vj= 0< ni, Yo N

S/ b2 € V2= 0<112, Y, O

Vi et Vo étant de codimension 1, il en résulte que y A”1 A est de la1 o N o
forme :

Al (Resp A2 1ÿ2) (Resp 82ÿ)sur 3i9

1/2 1/2(3in) (Resp H (329)) or-1ÿ1 (Resp 1(12) étant une des fonctions de H

thogonale à Vi (Resp V2 ) au sens de la dualité, Ai (Resp A2 ) étant un

scalaire.
Les fonctions 411 = cte sur 3i9, ip2 = cte sur 32ÿ appartiennent
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respectivement à 2(91 fî) et Ii1ÿ2(32Q)
re à Vi,la deuxième à V2,en vertu des conditions de compatibilités (29*).

Aÿj 90 est donc constante sur chacune des portions 3ÿfi et
ne contenant pas l'origine si P 0, Aÿ <j)Q

et sont orthogonales la premiè¬

re
32ÿ du contour. De plus

ne peut prendre les mêmes valeurs sur 9 et 32fi dans ce cas.

- CONCLUSIONS

U.l - Résultats

Soit :

a) un ouvert borné fi de R3, simplement connexe, de frontiè-

3ÿfi <0 U 32fi, C°° par morceaux ou même Lipschitzienne -
3Qfi, 9 I 21, 32fi étant disjoints, Sjfi et 32fi simplement connexes avec

dist (Sÿfi, 32fi) > 0.

re 30 =

b) H*(fi) l'espace des fonctions de carré sommable dans fi
dont les dérivées au sens des distributions sont de carré sommable

dans fi, muni de sa norme habituelle (Espace d'énergie finie).
l/2H (3fi) l'espace des traces d'ordre zéro sur 3fi des

fonctions de H1(fi).
H son dual fort (en identifiant H°(3fi) avec son

dual). La dualité étant notée < >.

c) la formulation variationnelle du problème de NEUMANN :

Soit V la variété linéaire fermée des fonctions
u 6. H1(fi) telles que

f (10)u du) = 0
Jfi

trouver u £ V d H1(fi) vérifiant pour tout v g V

3u 3v , •=
fi 1

(21)v >Yo
1

-1/2(3fi) tel queg donné dons H

(22)< g, 1 > = 0
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Pour laquelle il existe une et une seule solution

d) la famille o des $ é. H""'ÿ2(39) satisfaisant aux condi¬
tions :

(22)< <j>, 1 > = 0

(S')< <f>, 0 > = 0

1/2V 0 £ H (39) de support contenu dans 3ÿ9

(9’)< <•>, 0 * > = 0

V©’ € H1/,2(3ÿ) tel que 0' =1 sur 3ÿ9 et 329

< <p, 0" > = 2R (°")

ye" € H1/,2(39) tel que 0" = 1 sur 3i 9

0" = -1 sur 329
e) la famille des solutions A~ <j) € V C H1 (9) aux pro¬

blèmes de NEUMANN variationnels associés aux éléments c(> 6 H”ÿ2( 39 ) .
Les données d'une formulation faible du "problème de SAINT-VE¬

NANT transposé au cas du Laplacien", contenant la formulation classique
du chapitre I §2 alinéa 2.

Alors

-1/21 - La famille (39).est convexe et fermée dans HG

2 - La famille ' est convexe et fermée dans V C H1(9)

3 - Lorsque <J> décrit £ , la solution $ correspondante décrivant
alors ' , il existe un et un seul élément <J>~ _q c
la solution associée A,, A rend minimum sur Y0- N Yo-c
l'énergie :

pour lequel

l'intégrale de

S1*1S1 $
dw3x 3xi i9
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U - La "solution d'énergie minimum" <{> est telle que sa trace
d'ordre zéro est constante respectivement sur 9ÿ fi et 9?fi.

k.2 - Interprétations physiques

Le problème mathématique abordé dans ce chapitre et les résul¬
tats obtenus peuvent s'interpréter physiquement de diverses manières.

Elect rostat ique

- Le domaine fi est occupé par un milieu diélectrique parfait, homo¬

gène, isotrope, non chargé en volume. Le potentiel électrostatique U est
alors tel que

AU = 0 dans fi

- La portion 9Qfi du contour est libre de toute charge. Donc, si a
désigne la densité de charge en tout point du contour

3U
0 = -— = 0 sur 9 fi9n o

Cette condition peut être difficile à réaliser physiquement.

- La portion 9jfi du contour porte une charge Q et la portion 92ÿ du

-Q. C'est à dire que :contour une charge

a da = Qa da =
92fi9 j fi

- Les résultats obtenus "expriment" que l'énergie électrostatique

située dans le diélectrique, dont l'expression classique est proportion¬

nelle à (grad U)2 dm, est minimum si la répartition des charges Q et

-Q sur 9ifi et 92fi se fait à potentiel constant respectivement sur 3jfi
et 92fi. Pour qu'il en soit ainsi, il suffit de métallisér les portions 9jfi

et 92fi du contour.

- Un exemple de réalisation concrète de toutes ces conditions, avec

II-U



- h2 -

une bonne approximation, est fourni par les condensateurs plans.

+ <5 ”3A -U
TArmatures

métalliques'
Diélectrique3on

az a-Q

Le champ électrostatique E étant perpendiculaire (avec une bonne approxi-

mation) aux armatures, la densité do charge sur la surfs.ce latérale 9Qfi
du diélectrique est nulle en tout point.

- On pourrait aussi interpréter les résultats précédents dans le cas

d'un conducteur. L'énergie minimisée étant alors l'énergie dissipée par

effet joule.

Ecoulement stationnaire d'un fluide incompressible dans un milieu poreux

- fi est occupé par un milieu poreux statis¬
tiquement homogène et isotrope, à travers lequel

s'écoule un fluide. On néglige l'accélération et

on assimile le milieu à un milieu continu.

On définit pour le fluide, une vitesse

moyenne locale V et une pression moyenne locale

reliées (hypothèse de DARCY cf (22) p. 223)

par la relation :

/

/
+Q /

/3,a \ / /\
Qj /
Ï3

V >p>

/

grad p = - - V -Q
/

4p caractérisant la viscosité du fluide

K caractérisant la perméabilité du milieu

Par ailleurs, le fluide étant supposé incompressible, l'équation de con¬

servation de la masse s'écrit :

div V = 0

Par suite la pression doit vérifier
dans fiAp = 0
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- Sur la portion 3Qfi du contour il n'y a aucune fuite :

V.n = - £ iE
y 8n = 0 sur 3 fio

- Par la portion 3jfi du contour pénétré sous un débit imposé Q un
fluide qui ressort avec le même débit par la portion 32fi :

K -» -V Kgrad p.n da = + —-»• -> ~y -V
grad p.n = QV.n da = - P31fi 32ÿ

- L'énergie dissipée dans le milieu poreux est minimum si l'écoule¬
ment s'effectue à pression constante à travers respectivement 3ÿ et 32fi.

- Exemples concrets illustrant ces conditions : les percolateurs .. .

Ecoulement de chaleur stationnaire

- fi est occupé par un milieu conducteur homogène et isotrope. Dans

le cas d'un écoulement de chaleur stationnaire la température T vérifie

AT = 0 dans fi

- Sur Sÿfi il n'y a aucune fuite thermique

3T
-x— = 03n

- Par 3ifi pénètre une certaine quantité de chaleur Q, qui est éva¬
cuée par 32fi, ce qui s'écrit à un coefficient près :

( 3T 3T—— da - - “ da = Q.3n 3n
31fi

- L'énergie dissipée dans fi est minimum, si l'apport de chaleur par

3lfi et la perte de chaleur en 32fi se font respectivement à température
constante. Pratiquement il suffit de recouvrir 3jfi et 32fi d'un milieu
très conducteur.
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Remarque

Il est possible de donner d'autres interprétations physiques

du problème et des résultats précédents, relevant pour la plupart, tels

, de phénomènes dissipatifs stationnaires.(l)
les deux derniers exemples

Il pourrait être intéressant de situer le résultat obtenu vis à vis de

Principes comme le "Principe de la moindre énergie dissipée" d'ONSAGER

ou le "Principe du minimum de production d'entropie" de PRIGOGINE (cf

(23) p. 110 et suivantes).

4.3 - Commentaires
1 - La démonstration de l'existence et de l'unicité d'une "so-

lution d'énergie minimum" au problème de SAINT-VENANT transposé au cas

du Laplacien, a été possible grâce à me formulation généralisée du pro¬

blème dans laquelle sont étroitement liés algébriquement et topologique-

ment

- l'espace sur lequel est définie la fonctionnelle énergie

- l'espace où sont recherchées les solutions

- l'espace dans lequel sont choisies les conditions au con¬

tour

Nous avons vu que la notion de dualité joue un role essentiel

dans cette harmonisation des espaces. Elle suggère de traiter de façon

analogue le "problème dual" :

(T)dans fiAu = 0

(T")sur 3fiu = g

g étant donné tel que (T) (7") ait me "solution", et satisfaisant

aux conditions :
sur 8 fi8 = 0 o

f

-J g da = Rg da =
B2ÿ’

(1)Le premier exemple peut être considéré comme m cas limite
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Trouver g pour lequel la solution correspondante rend minimum l'in¬
tégrale de l'énergie ?

On montrerait aisément que la "solution d'énergie minimum"
existe, est ionique et possède une dérivée normale constante respective¬
ment sur 3}fi et 32fi.

Par ailleurs l'étude précédente est transposable à toute re¬
cherche de minimum pour l'intégrale de l'énergie, relativement à'une fa¬
mille donnée de conditions au contour, si à cette dernière peut être as-

( 3fi ) ou de H• >•
' -*l/2socié un convexe fermé de H~ 1/2(3fi). Elle peut aussi être

transposée au cas d'un autre opérateur elliptique, voire a un système
elliptique comme celui de l'Elasticité.

2 - Régularité de la solution d'énergie minimum - D'après un
résultat connu d'analyse sur les opérateurs elliptiques nous savons que

la solution est analytique dans fi. Par ailleurs les conditions
limites du problème et les résultats obtenus nous disent, respectivement ,
que sa dérivée normale est nulle sur 3 fi et aue sa trace est constante

. ° —1sur 3ifi et 32fi. Il reste à étudier la régularité de la trace de Aÿ <j>Q
à la traversée des frontières de 3jfi et 32fi. En particulier il est inté¬
ressant de s'assurer de sa continuité. A ce sujet le Professeur G. GEY-
MONAT nous a signalé un résultat de P. GRISVARD ( (2l) § 10-Wb) qui per¬

met de conclure pour des domaines de type cylindrique.

a) Soit l'ouvert

aux

O
3jfifi = avec

- Sÿfi ouvert régulier de R2
Çl- 3 fi surface latérale de lao

portion de cylindre 'i

- 32fi section du cylindre

de cote 2.
9
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Du résultat âe P* GRISVARD il résulte immédiatement que le problème mêlé

Au = f dans fi

sur Djfi U 32fiu = g

3u
~~ = f sur 3 fi3n o

2o+2(fi) si et seulement sia une solution dans H

f £ H2a(fi)
-T20+3/2(3 ifi U 32fi)g e Iï

20+1/2(3 fi)h £ H c

et vérifient sur le contour de 3jfi et 32fi les conditions de raccord :

£-13 /ÿ . \£ „3Aa/ xt-a-1
_

- v— (- A ) g = £ — A (-A ) f3n xy a=Q 3n z xy
A * ViA • hz

& entier, ?„ < a + 1

non entiera » 0 ,

32 32 + 1où etA A=:
2Z Xy 3x2 3y23z

b) D'après les théorèmes d'immersion de SOBOLEV (cf (18)
20+2(fi) dans C(fi) est continue si o > - 1/4, l'eu-p. 72) l'immersion de H

vert fi étant borné à frontière Lipschitzienne.
La solution d'un problème mêlé du type precedent,lorsqu'elle

existe, est donc continue sur la frontière 3fi puisque o 0.

c) Dans notre cas la solution d'énergie minimum est solu¬

tion d'un problème mêlé avec

f = 0 dans fi

sur 3ÿfi

sur 32fi
S = C1
g = C2
h = 0 sur 3 fio
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Ci et C2 étant des constantes,

Les données f, g, h de notre problème sont très régulières et

l’on vérifie facilement que pour a = 1/4 :

a > 0 et non entier

JI1/2(Q)f - 0 dans Q => f é

g = C'! sur „

g ~ C2 sur 3ÿÿ
g e H2(3]Q U 32fi)

sur 3 Q h £ H1(3 Q)
o o

Les conditions de raccord sont satisfaites.
h = 0

5/2(fi), doncPar suite la "solution d’énergie minimum" appartient a H

est continue sur 9fi.

En fait, a peut être choisi aussi grand que nous voulons, vé¬

rifiant les conditions du résultat de GRISVARD, et les théorèmes d’im¬

mersion permettent d’affirmer que la solution d’énergie minimum,pour ce

type de domaine,est Lipschitzienne dans TF.

Remarque - Il reste à démontrer ce résultat dans le cas d'ouverts plus

réguliers, pour lesquels à. notre connaissance on ne dispose pas de ré¬

sultats analogues à ceux obtenus par GRISVARD pour les ouverts de la

forme 0 x G.

E. SHAMIR (25j a obtenu des résultats sur la régularité des so¬

lutions des problèmes mêlés, mais relativement à l'opérateur A + X avec

X > 0. D'une façon plus générale rappelons que dans (l4) LIONS et MAGE-

NES, ayant défini les "problèmes am: limites réguliers" elliptiques, si¬

gnalent pour ceux-ci des résultats du type "si f € Hr(n) alors la solu-
2m+r(Q)" ou 2m est l’ordre de l'opérateur. Mais ilstion appartient à H

notent également (p. 224 et 228) que les problèmes mêlés, justifiables

par ailleurs d'une formulation variationnelle, ne rentrent pas dans le

cadre des "problèmes aux limites réguliers" et que l'on ne dispose pas

à priori des mêmes résultats de régularité (cf MAGENES - STAMPACCHIA (l?)).
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3 - Le calcul nunerique effectif de la "solution d’énergie mi¬
nimum" pour des domaines particuliers n'est pas abordé dans ce travail,
mais est envisageable.
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CHAPITRE III

EXISTENCE, UNICITE ET CARACTERISATION
D'UNE SOLUTION FAIBLE D'ENERGIE MINIMUM

POUR LE PROBLEME DE SAINT-VENANT EN

ELASTICITE

§1 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous donnons du problème A en Elasticité, dé¬

fini au chapitre I §3, une formulation généralisée pour laquelle l'exis¬

tence et l'unicité d'une solution minimisant l'énergie de déformation

sont aisément démontrées.La méthode est fondamentalement la meme qu'au

chapitre précédent.

1 - A la fonctionnelle à minimiser, l'énergie de déformation,

on associe vine variété fermée V de l’espace d'énergie fi¬

nie E(fi)3. Cet espace de HILBERT a été étudié notamment

par S. CAMPANATO (l6).

2 - Dans V, suivant l'espace choisi pour les conditions au

contour, on peut donner diverses formulations variation¬

nelles du Ile problème de l'Elasticité, avec existence et

unicité d'une solution au sens faible (cf (l6)).

3 - Les conditions au contour (2)(3)(H) du problème de SAINT

VENANT se généralisent diversement suivant l'espace consi¬

déré pour les conditions au contour. Elles définissent dans

ferme,auquel correspond le convexecet espace un convexe
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C VC E(ft)3 des solutions correspondantes au Ile pro¬

blème de l'Elasticité.

4 - Afin de démontrer l'existence et l'unicité d'un élément

de ’t' minimisant l'énergie de déformation, on souhaite

que 'S' soit fermé dans V. Pour cela il suffit que le re¬

lèvement de sur de l'application "solution" soit

continu.
Cela n'est vrai que pour une seule des formula¬

tions variationnelles envisagées. Dans celle-ci les don¬

nées au contour du type de NEUMAM, représentant les char-

ges, sont envisagées comme fonctionnelles linéaires et

continues définies sur les éléments de l'espace des tra¬

ces des éléments de E(fi)3 sur le contour, représentant

les déplacements au contour.

Afin de ne pas alourdir les démonstrations,nous nous limitons

au cas de l'Elasticité linéaire homogène. Les coefficients élastiques

sont donc supposés constants. Paz- contre l'hypothèse d'isotropie n'est

pas faite,car elle n'apporte ici aucune simplification.

1.1 - La fonctionnelle énergie - L'espace E(fi)3

Le domaine considéré est le même que précédemment (cf chap. II

§4). Soit L(u,u) la fonctionnelle (1) à minimiser :
(les 4 indices étant som-

(u) dto mes et prenant les valeurs
K A/

L(u,u) = (u) e
n Cijke

1, 2, 3)

u représente le déplacement en tout point de fi.

sont les coefficients élastiques, de déformabilité.Les Cijk£
Ils vérifient les relations :

(1) L(u,u) est le double de l'énergie de déformation <j>(u,u) considérée
au chapitre I.
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Cijk£ C,jik£ ” Cij£,k Cjiî,k

Pour tout tenseur V non nul,symétri-

que, d’ordre P,de composantes vÿ „

(u) sont les composantes du tenseur des déformations D:

> 0Cijk£ Vij Vk£

Les eij

3u 3u.
+ ~-i)3xeij(î) 2 <3* ij

La forme de la fonctionnelle L, nous conduit à considérer

l’espace E(R)3 des champs de déplacements u L2(r)3, pour lesquels les

(u) sont de carré sommable dens R.

(u) la dérivation est prise au sens des distri-
composantes du tenseur déformation e

Dans l’expression des e

butions. Cet espace étudié par S. CAMPMATO fié) (voir aussi fl?) p. ~9 )

ij

ij

est un espace de HILBERT pour -le produit scalaire :

E
i,j=l 1J

(v))((u, v)) - (u, v) + "ijL2(R)3 L2(R)

avec

3
(u, v) Vi}i 5

L2(R)3 L2(R)i=l

A ce produit scalaire est bien sur associée la norme :

= ((u, u))ut ! 3E(R)

Pour des ouverts suffisamment réguliers, ayant la propriété du cône par

exemple,et en particulier pour l’ouvert considéré dans notre problème,
E(R)3 s’identifie à l'espace HÿR)3 (cf (l6))„

A L(u, u) on associe plus précisément la variété liné¬
aire fermée V des u £ E(R)3 tels que
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(31)u du = 0
fi

(32)x A u do) = O
Ci

avec

3
Null2 = £ (e-.(u), (u))E• •

IJijv c E(fi)3 L2(n)i=l

La norme ainsi définie est équivalente dans V à la norme de E(fi) »

1.2 - Espace des traces F(3fi)3

Pour des ouverts suffisamment réguliers,il est possible de dé¬

finir (cf (l6) p. 246 et 247 et aussi (15)) la trace des éléments de

E(fi)3 sur dd.
3Soit F(3fi) l’espace de ces traces u sur

scus espace de E(fi)3 des éléments de trace nulle

-y
3fi. Soit E (fi)3 le

O
3fi. F(3fi)3, muni de

3 3
la topologie induite par l'espace quotient E(fi)‘ /EQ(fi) , est isomorphe

algébriquement et topologiquement à cet espace et l'application u -*
3 3

de E (fi) dans F(3fi) est continue (cf (13) p.295).

sur

y u'o

D'autre part nous sommes assurés, (cf une remarque de (l4)
p. 45) de l'existence d'un relèvement continu u u de F(3fi)3 dans
E(fi)3. En effet E(fi)3/E (fi)3 isomorphe à F(3fi)3, étant un espace de HIL-

O

BERT, s'identifie à un sous espace de E(fi)3„ Soit È(fi)3

Y

ce sous espace.

Il suffit donc de relever l'application trace par l'inverse de l'isomor¬
phisme défini par l'application trace de È(fi)3
un relèvement continu.

Dans notre cas nous avons dit que E(fi)3 s'identifie à H1(fi)3
et,la frontière 3fi étant Lipschitzienne, F(3fi)3 s'identifie à H1/,2(3fi)3.

3F(3fi) , pour obtenirsur

1.3 - L'espace F'(3fi)3 dual de F(3fi)3

Nous désignerons par F'(3fi) le dual fort de l'espace F(3fi)3. La
norme dans F'(3fi)3 est définie par :
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->

<S, YQ u>

III rr sup
yo u £F(9fi)3| |YQ u| |F' (an)3

F(an)3

représentant dans ce chapitre la dualité entre F(afi)3 et< >

F' (an)3.
-1/2(afi)3.Ici F’ (afi)3 s’identifie à H

Remarque

Pour les démonstrations qui suivent nous pourrions directement

associer à L(u,u) l’espace H1 (fi)3 au lieu de E(fi)3. On supposerait alors

a priori que non seulement les composantes du tensecir des déformations

sont de carré sommable,mais également les dérivées premières des compo¬

santes du champ de déplacements. Toutefois l’espace E(fi)3 est plus natu¬
rellement lié à L(u, U) et formellement

de ce fait certains avantages dans les démonstrations des théorèmes

d’existence (cf (l6) . ainsi que (20) et (2l)).

peu plus général. Il présenteun

§2 - FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME A

2.1 - Formulation variationnelle du Ile problème de l’Elasticité

V étant la variété linéaire fermée des champs de déplacements
u ÉE(fi)3 vérifiant

(31)u dm = 0
fi

(32)x A u dm = 0
fi

Nous dirons que u £ V est solution du Ile problème de l’Elasti¬
cité associé à g £F’(afi)3, si u vérifie :

(u) e (v) do = < g, (33)
n Cijk«, eij V >Y1 Okl
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_v

Pour tout v €V

g étant donné dans F’ (3Q)3 tel que :

< g, a > = 0

Pour tout champ de vecteurs a constants sur 90
(34)

-y

<g, hAx>=0 (35)
->Pour tout vecteur h

Ainsi posé, le Ile problème de l'Elasticité admet une solution
et une seule dans V, pour tout g €. F’(90)3 vérifiant (34) et (35)« Cela

résulte immédiatement de la coercivité de la fonctionnelle énergie sur V

et de l’application du lemme de LAX-MILGRAM (cf (l8) p. 182 et suivantes
et (l6) p. 247).

2.2 - Les conditions aux limites faibles du problème de SAINT-VENANT

Les conditions (2) (3) et (4) nous conduisent à définir la fa-

mille des é £ F!(90)3 tels que

< cf>, a > = 0

V champ de vecteurs a constants sur 90
(34)

<4>,bAx> = 0

vecteur b
(35)

(2’)< <p, 0 > = 0

V 0£F(9O)3 de support contenu dans 9 0o

~y -y
< <P, B’

V 6' Ç F(90)3 tel que 0’ = A + B A x sur 9ÿ0 et 920,

(3' - 4')> = 0

< 0"
V 0" £ F( 30 ) 3 tel que

.~y ~y -y ~y .
2(A.R + B.M) (3" - 4")> =

0" = A + B A x sur 9j0
~y

B A x sur 92Q0" = -t - -7-
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-y —y
A et B étant des vecteurs quelconques

-y
R et M étant la résultante générale et le moment résultant im¬
posés dans le problème.

Remarque

1 - (2) exprime la nullité des charges sur 3Qfi. Cela se tra¬
duit naturellement par (2') en terme de dualité.

(3) et (4) expriment que la résultante générale et le moment
résultant des systèmes de charges sur et 82fi sont donnés et opposés.

Du point de vue mécanique cela est équivalent au fait que le travail des

charges appliquées à 3iÿ (Resp. 82ÿ) dans tout déplacement de solide
A + B A x de (Resp. 82ÿ) est égal à A.R + M.B (Resp. -A.R ~ M.B).

(3?_ 1+') (3" - 4") traduisent très exactement cette propriété en terme

de dualité.

2-11 existe “bien des champs de vecteurs du type 0 apparte¬

nant à F(8Œ)3. L’hypothèse dist (âjfi, 82ÿ)
valeurs de 0" sur et 82Œ par des champs vectoriels rendant 0" aussi

régulier qu’on le désire.

0 permet de "raccorder” les

Propriétés de

On vérifie, comme pour le cas du Laplacien, que :

- est non vide - on le vérifie à l’aide de champs vectoriels
continus par morceaux

- ne contient pas l’origine si R ou M sont différents de zéro

- t est convexe - vérification immédiate a partir des relations de

définition

- est fermé - comme intersection d’une infinité de fermés
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2.3 -ÿ Formulation faible du problème A

A tout élément C F’(9fi)3 correspond un Ile problème de

solution unique "J 6 V CE(S)3, L’ensem¬
ble de ces solutions constitue un ensemble convexe C. V.

l’Elasticité qui admet une

Le problème A s’énonce alors :

décrit ? ,"Existe-t-il un élément * de
-1 t °

pour lequel, lorsque <j>

sur les éléments deL(AJJJ' <j>, Aÿ1 $) définiela fonctionnelle

associés, soit minimum ?

LIA,'1 %, Aÿ1 4) - ja Cljkt £iJ (Aÿ1 î) (JÇ1 î)

-1 i- -

du

<j>o est-il unique ? Quelles sont les propriétés de Aÿ
tion correspondante ?"

<j> ,la solu-o*

2.4 - Existence et unicité de la solution

Aÿ <f> solution du Ile problème de l’Elasticité associé à $
entraîne, en vertu de (33) :

o, iÇ1 *) = [
J ü ijkt £ij (iV e (.Ç1 £)dw =.4,C'

k£

(36)

-1 -tA < YQ AJJ
tout (f> Ç F’ ( 3fi) 3 vérifiant (34) et (35)

F4) = < yo Aÿ1l >

L’élément cherché est alors, en vertu de (36), celui qui

t. € étant convexe fermé, l’existence et l’unicité
du minimum sont assurées si la fonctionnelle F("|) est coercive

> on peut associer une fonctionnelle F, définie pour

par :

minimise F( ) sur

sur
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Demonstration de la coercivité de F(ft)

1 - Rappelons que les coefficients C sont constants et telsijkt
que :

V i , j , k ,C l = 1, 2, 3> 0
i.ik£

= C,]itkC = C = C
ijk£ jik£ ij£k

(v) e (v) .< C (v) y22 e (v) e.... (v)(v) eUl2 e ijk£ Eij k£ nmn ranran

(indices sommés)

(v) e (v)drae (v) e (v) du s<ran • •(v) (v) du << p22 eHl2 C. -v, e- .
Q ljk£ 1J ek£ mn mnmn fifi

c’est à dire si v Ç V :

2 2
MI2 II-!! L(v,v) £ p22 | |v| |

v c E( fi)
3 3

V C E(fi)

pj2 et p22 étant respectivement la plus petite et la plus grande des va¬

leurs propres de la matrice ( 9 x 9) des coefficients élastiques de défor¬
mabilité.

2 - Pour tout $ vérifiant (3M et (35), nous avons :

< V >

11*11 sup -

YQveF(3fi) i|yov|j
3 ~ ~

3F’ (an) s
F(afi)

Cijk£ eij(AN Ek£ (v)dü,

= sup 3
V e E (fi ) iY0 v 3

F( 8fi )

3 - Nous verrons plus loin que la norme de dans F’ (afi)3 peut
-V

s'obtenir en ne considérant que les éléments v atteints par un relèvement
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continu

■t
v -v vYo

de F(an)3 dans E(n)3. Nous avons vu dans l’introduction que nous étions

assurés de l'existence d’un tel relèvement,pour lequel :

■t

< a2 !|YQ v||V
F(3fi)3E(fi)3

h ~ Des points 1, 2 et 3 il vient successivement :

a Cit]k£ £ij(AN Gkü(v)dm|
Il «Il = sup

F'(an)3 v e E(Q)3 IIY0 v||
F(an)3

|n/ 1 ($) Ekÿ(v)dcüJo Cijk& "ij
« sup

V € E(n)3 IIY0 v|!
F(an)3

/F($)n2 1 1 v||
y F(1)V C E(Q)3 < a2N< U2SUP

v e E(n)3 IIY0 v||
F(an)3

ou encore :

1 2F(«) (37)
4 ?a V2 F’(an)3

ce qui nous assure l'existence et l'unicité de <J> .

Remarque

Hous avons bien sûr une inégalité dans l'autre sens correspon¬

dant à la continuité de l'application "solution".
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continu

't
v -* vYo

de F(3fi)3 dans E(fi)3. Nous avons vu dans l'introduction que nous étions

assurés de l'existence d'un tel relèvementspour lequel :

-i
.< a*||Y0 v||V

F(gn)3E(fi)3

U - Des points 1, 2 et 3 il vient successivement :

Cijk«. £ij(AN ek&(v)dw|
11*11 = sup

F'(3fi)3 v E E(fi)3 IIYO v||
F(3fi)3

/ f c A c
•'fi

ëijÿ1ÿ) els,(\1ÿ)dü3eij(î/) 'ek*(ÿ)d“« ijk£
< sup
v € E(fi)3 I IYQ v||

F(3fi)3

/F(«)y2 ||v||
V C E(fi)3 y Fci)< a2C H2sup

v e E(fi)3
F(3fi)3

ou encore :

1F(1) * (37)
a4 V2 F»(3fi)3

ce qui nous assure l'existence et l'unicité de

Remarque

Nous avons bien sûr une inégalité dans l'autre sens correspon¬

dant à la continuité de l'application "solution".
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< Y0 >|< î. 1a V >1
11*11 * IMrïllsup -

YO v € F(an)3 | |YQ ▼! IF* (3f2) 3
F( 3£2) 3F(3Î2)3

mis

Lÿ1*, JÇ1 *) »M2 IK1*!!2-> -I ->-< *» AJJ 4 > =
V C E ( £2 ) 3

et l'application trace continue de E(fi)3 sur F(3J2)3 continue, l'est aus¬

si de V dans F(3H)3,donc :

lltfîll * B2 || *11
F( 3£î) 3v c E(n)3

il en résulte que :

PI2 J tOÇ1*,ÿ1*)> 8* y,* H/ÇMllIIIII * e2 —U2V c E( £2 ) 3F' ( 3£2 ) 3

c'est à dire

VI4mu2 * e4 — F($)
F' ( 3 £2 ) 3 P22

Comme pour le cas du Laplacien, la conjonction de cette dernière inégali¬

té et de (37),pour la topologie de F'(3n)3, est directement liée au fait
F' ( 3£2 ) 3 est le dual fort de F(3fi)3.que

Relèvement v et norme de <j> dans F'(3fl)3

La norme de 4> peut être obtenue en ne considérant que les v

correspondant à un relèvement continu :

EQ(n)3 étant l'espace des fonctions w €E(Œ)3 de trace nulle

sur 3fi, si AJJ1 $ est solution d'un Ile problème de l'Elasticité, il en
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résulte immédiatement que :

ja cij>« *> St(w)doi = 0 (38)V w e E (c)3
O

Considérons alors les éléments de E(fi)3 qui ont même trace sur 3fi qu’un

élément v quelconque de E(fi)3. Ce sont tous les éléments de la forme

v + w, v quelconque dans EQ(fi)3. En vertu de (33) et (38) nous avons

donc :

Cijkü eij(AI* ' ek£(v + w)do)
c y (v + w) > n

I IYO (V + w)|| I IYQ (V+ V)||
F(an)3 F(an)3

ciokt Sj'S1n

IIY0 v||
F(3fi)3

La norme de 4> peut donc être obtenue en ne prenant qu’un seul

élément dans chacune des classes des éléments de même trace sur 3fi, En

particulier on peut prendre l’élément correspondant à un relèvement

continu.

2.5 - Conditions d’EULER du problème A - Propriétés de la solution

Considérons les fonctionnelles + en qui appartiennent à

pour toute valeur finie du paramètre e. Les fonctionnelles n vérifient

donc les conditions de compatibilité suivantes :

e

n € F’(3fi)3
-y

< n , a > = 0
< n , b A x > = 0

V champ de vecteurs a constants

V vecteur b
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(39)< n , 0 > = o

< n , 0' > = 0

-V ttf< n , 0

V 0, 0», "0” définis précédemment (cf.definition de )

> = 0

Interprétons ces conditions :
D’après la 3ème relation de compatibilité,les n ont leur sup¬

port contenu dans 3pl et 329 et par suite nous pouvons écrire :

n = ni + ri2 supp m C 31avec

supp ri2 C 32ÿ

Alors en tenant compte des définitions des "0’ et 0" et en notant

) la dualité entre F(3i9)3 (Resp F(329)3) et F'(3j9)3(Resp< > < >
319 _

(Resp F'(329)3), les autres conditions de compatibilité s’écrivent :
02ÿ

w “>ÿ -+
V a <=> < m, a > = 0< n, a > = 0 + < Tl2 3 a >

3293X9

+ < r\2 » A x >V b< n, b A x > = 0 = 0< m, b A x > 02ÿ319

il2, î + B A x >Ve’-»ÿ -*ÿ.< n, 0’ = 0m,A + B A x >> = 0 + <
92fi91Q

x, -y **>ÿ

V vecteurs A et B

-V-* -K,
< n 0 V 0" -- -> -y

m, A + B A x > < P'2 » A + B A x >> = 0 = 0<—> <
319 329

V vecteurs A et B

Finalement les conditions de compatibilité (39) sont équivalen-

tes aux conditions suivantes :

I -> -v -*ÿ

|n = ni + r\2
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ni £ F'(3ifi)3

n2 € F'(32Q)3

a > = 0

supp m C

supp n2 c 32fi (39»)
s << ni, a > n2>

\/ champ de vecteurs a constants

< ni, t A x >aiS2
\f vecteur h

î A * "a.n = o= <

Finalement les fonctionnelles ni (Resp n2 ) compatibles sont les

fonctionnelles appartenant à la variété linéaire Vi (Resp V2 ) de

F'(3ifi)3 (Resp F’ ( 32J2)3) orthogonale au sens de la dualité à la variété
linéaire fermée Vi (Resp V2) de F( 3if2 ) (Resp F(32£2)) des champs de vec¬

teurs de la forme a + b A x. Remarquons aussi que Vi = Vi (Resp

V21 = V2).

Exemple de fonctionnelles n compatibles

On considère les champs de vecteurs g définis par :

g = 0 sur

3 1 £7
Si da = 0

3l« gl € Cf°Oifi)3g = SI sur

I x A gi da » 0
3l0

3

!J32n

g2 da = 0

x A g2da = 0
32fi g2 € (ÿ"(SzŒ)3g = 62 sur

Alors les fonctionnelles n é F'(3fi)3 définies sur tout yQ v € F(3Œ)3 par :

I •J 3n
< n«

satisfont les conditions de compatibilités.

v dav > = • Yo

III-2



- 63 -

Condition d'EULER du problème A

h F(îo + = 0
e=0

Pour tout n vérifiant les conditions (39' )•

Ou encore, en tenant compte de la formule de GREEN généralisée

Yo *o (40)> = 0< n,

V n compatible

Conséquences de l'équation d'EULER

(40) s'écrit aussi :

< ni» Yo \ >91n Yo >a2n
-y = 0+ < H2.

V ni G Vi V n2 G V2

ce qui équivaut à :

V rq £ VjAN >91?î
-> = 0< ni, Y0

(4l)
j-

< n2 ’ Yo \ >dzÿi Vn2 € V2= 0

vï (Resp v2 ), YO Aj"1 |Q
un élément de Vj = Vi (Resp V2 = V2).

Alors, d'après la définition de

coïncide sur 9iQ (Resp 92Q) avec

Il est donc nécessairement de la forme :

aj + b) A x
-y-y-y

a2 + b2 A X

sur 9ÿ0

sur 929
V ne contenant pas l'origine, aj, a2 , b b2 ne peuvent être

= ÎD2 , si R ou MÿO.
Le convexe
ni tous nuis, ni tels que simultanément aq “ a2 et ï>

1 »

l
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§3 - CONCLUSION

3.1 - Résultats

Soit :

a) Un ouvert borne Q de R3, simplement connexe, de fron¬

tière an = Cl 9jn U a2n, C°° par morceaux ou même Lipschitzien-

ne. 9 n, ajn, 92Q étant disjoints, 9ÿ et 92n simplement connexes
avec dist (9jfi, 92n) > 0.

b) E(0)3 l'espace des champs de vecteurs dont les compo¬

santes sont de carré sommable dans fi et pour lesquels les conpo-

(u) sont de carré sommable,santés du tenseur des déformations e

muni de sa norme naturelle (Espace d'énergie finie)
ij

F(9Q)3 l'espace des traces d'ordre zéro sur 3f2 des champs de vec¬
teur de E(n)3.

F' (9fî)3 son dual fort, après identification de H°(n)3
dual. La dualité étant notée < >.

avec son

c) La formulation variationnelle du Ile problème de l'E¬
lasticité linéaire homogène :

soit V la variété linéaire fermée des champs de

u £ E(n) 3 tels quedéplacements

r
(31)u dm = 0

n
(32)x A u du = 0

trouver u£ V CE(iî)3 vérifiant pour tout v Ér V

[n cijk* Uj(S> (v)dm = < g, YO (33)v >ek£
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g donné dans F*(9fi)3 tel que :

< g, a > = 0 (34)

Pour tout champ de vecteurs a constants donné
sur 9fi

<g,bAx>=0 (35)

Pour tout vecteur b.

Pour laquelle il existe une et une seule solution

d) La famille des F'(9fi)3 satisfaisant aux condi¬
tions :

(34)< <j>, a > = 0

V champ de vecteurs a constants sur 9fi

(35)< b A x > = 0

V vecteur b

< "I, 8 > (2')= 0

Vie F(9fi)3 de support contenu dans 9 fi

<*,!'>
V 1'£ F(9fi)3 tel que I* = I + S A x sur 9}fi et 92fi

< I" > = 2(ît.R + I.S)
' 0" =t + B A x

(3» - 4*)= 0

sur 9ÿfi

0" = -1 - ? A x sur 92fi
V 0"€ F(9fi)3 tel que

A et B étant des vecteurs donnés quelconques.

e) La famille des solutions|6 V C E(fi)3
problèmes de l'Elasticité variationnels,associés aux éléments
I € tC F'(fi)3.

aux Ile
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Les données d'une formulation faible du "problème de SAINT-VEilANT1' , con¬

tenant la formulation classique du chapitre I §2.

Alors

est convexe et fermée dans F'(9fi)31 - La famille

et fermée dans V C F (fi) 32 - La famille (g ' est convexe

solution Aÿ 4> correspondante dé¬
crivant alors Ç ' , il.existe un et un gcul élément <J>o G 6 pour le¬

quel la solution associée 4» rend minimum sur g' l'énergie de

déformation définie par l'intégrale :

fa CijkH "ijÿ1 + >*“

L - La "solution d'énergie minimum" Aÿ 4> est telle que sa

trace d'ordre zéro respecte la rigidité des portions 3ifi et 9?fi
du contour.

3 - Lorsque <j> décrit S , la

3.2 - Commentaires

1 - Interprétation mécanique des résultats

dans les limites de la schématisa-Des résultats précédents»

tion proposée, nous pouvons conclure qu'étant donné un corps élastique :

- soumis sur une portion limitée de sa surface à une certaine "char¬
ge globale" définie par les éléments de réduction du torseur des

charges

- soumis sur une autre portion liftée de sa surface à une "charge

globale" opposée ou à des liaisons, de façon que le corps soit en

équilibre.
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Les données d'une formulation faille du "problème de SAINT-VENANT1' ,
tenant la formulation classique du chapitre I §2.

Alors

con-

est convexe et fermée dans F'(8fi)31 - La famille

2 - La famille <£ ' est convexe et fermée dans V C E(fi)3

solution Aÿ "|i correspondante dé¬
crivant alors Ç ' , i-l.. existe un et un soûl élément <J> G G pour le¬

quel la solution associée AÿJ1 tf> rend minimum sur l'énergie de

déformation définie par l'intégrale :

Lorsque <f> décrit t , la3 -

[a hjkt "ijÿ1 *> ‘y*4*1 *)d“

L - La "solution d'énergie minimum” Aÿ 4» est telle que sa

trace d'ordre zéro respecte la rigidité des portions 3t0 et 9?Q

du contour.

3.2 - Commentaires

1 - Interprétation mécanique des résultats

dans les limites de la schématisa-Des résultats précédents,

tion proposée, nous pouvons conclure qu'étant donné un corps élastique

- soumis sur me portion limitée de sa surface à une certaine "char¬
ge globale" définie par les éléments de réduction du torseur des

charges

- soumis sur une autre portion lijdtée de sa surface a une "charge

globale" opposée ou à des liaisons, de façon que le corps soit en
équilibre.
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Alors :

- L’énergie de déformation est minimum lorsque la répartition des

charges et des liaisons est telle que les portions de surface

concernées restent rigides dans la déformation.

En appliquant les charges et les liaisons par l'intermédiaire
de "corps très rigides" collés sur les portions données de surface, on
réalise une bonne approximation de ces conditions.

2 - Principe de SAINT-VENANT

Dans la Ile partie, la "solution d'énergie minimum" et sa ca¬

ractérisation jouent un rôle essentiel dans l'approche proposée de cette
question.

3 - L'espace F'(an)3 et la schématisation des charges

-1/2Nous avons dit que F'(an)3 s'identifiait à l'espace H (an)3,
espace de vecteurs distribution. Les possibilités de schématisation dans

cet espace sent un peu plus grande que dans L2(3n)3. Il est intéressant
-1/2(an)3 vis à vis de la représentation des

charges concentrées. On sait qu'me schématisation directe de celles-ci

en particulier de situer H

est possible à l'aide de vecteurs distribution de support ponctuel (cf*
BEZIER (il) chapitre III et IV). Leur expression fait alors intervenir

—1/2H (an) ne contenant pas 6 etla mesure de Dirac 6 et ses dérivées.
-1/2(an)3 ne se prete pas à une telle schématisation.

-1/2
ses dérivées, H

Il est aisé de vérifier que 6 n'appartient pas à H
D'après le mode de définition des espaces Hr'(3n) (cf (lL) p. 38), il

(R2) est,

(an).

-1/2 -1/2(R2). Hsuffit de montrer que ô n’appartient pas à H
par définition, l'espace des distributions g dont la transformée de

FOURIER g est telle que :

ëd + ui2rlAe L2(R2)

III-3



* 68 -

6 a pour transformée de FOURIER la fonction constante 1. On vérifie im¬
médiatement que 6(l +|Ç|2)
que <5 € H

-1/U n'est pas de carré sommable dans R2, et
-1-e(R2) pour tout e > 0.

b - Régularité de la "solution d'énergie minimum"

Comme au chapitre précédent nous sommes assurés de l'analycité
de la "solution d'énergie minimum" dans Q. Par ailleurs sa dérivée conor¬

male est nulle sur 9q9 et sa trace se réduit à un déplacement de solide
respectivement sur SjO et 82ÿ. Il reste à étudier la régularité de la so¬

lution à la traversée des contours de 9jŒ et 929.

5 “ Dualité - Energie

L'existence et l'unicité de la solution d'énergie minimum a

été obtenue grâce à une formulation variationnelle du Ile problème de

l'Elasticité, dans laquelle les espaces choisis pour les charges et les

déplacements au contour sont en dualité.
Ces espaces F'(99)3 et F(9fi)3 sont directement liés à l'espace

E(9)3, associé à l'expression mathématique choisie pour l'énergie de dé¬

formation. La dualité entre F'(9Q)3 et F(9Q)3 exprime le travail des

charges dans un champ de déplacement au contour donné.
Plus généralement la dualité semble un outil remarquable, près-.

que fondamental, en mécanique. J.J. MOREAU par exemple dans (26)(2T),
puis B. NAYROLES (28) (29), grâce aux notions de dualité et de convexi¬
té, ont abouti â des présentations élégantes de problèmes fondamentaux

de l'Elasticité, de la Plasticité et de la Mécanique en général. L'as¬

pect calcul numérique n'y est pas négligé. Il ne fait aucun doute que

ces méthodes ne sont pas exclusives de la Mécanique.

6 - Calcul numérique

La formulation donnée dans ce chapitre se prête a.u calcul nu¬

mérique approché de la solution d'énergie minimum,dans chaque cas parti¬
culier.
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Pour des corps de forme quelconque, soumis selon certaines por¬

tions de leur contour à des "charges globales", cette solution, calculée
à l’aide des techniques modernes de calcul, pourrait jouer un rôle de

solution de référence, analogue à celui des solutions de SAINT-VENAM1
dans le cas des poutres. Ceci dans l'hypothèse où le principe de SAINT-
VENANT est bien vérifié.

7 - Comme pour le Laplacien, la formulation adoptée dans ce

chapitre suggère de traiter de façon analogue le problème A correspon¬

dant au "problème de SAINT-VENANT dual"

Au = 0 dans fi

-> sur 9fiu = g

avec

g = 0 sur 3 fio

g da = Rg da= -
02fi3}fi

x A g da = Mx A g da - -
Ô2fi

ou à tout autre problème auquel on peut associer un convexe fermé dans

F’ ( 3fi ) 3

9

F( 3fi ) 3.ou
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PARTIE II

ETUDE DU PRINCIPE DE

SAINT-VENANT



CHAPITRE I

HISTORIQUE DU PRINCIPE DE SAINT-VENANT

§1 - INTRODUCTION

Des mémoires originaux (cf (l) préface et p. 65, (2) p. 99) et

des notes ajoutées par SAINT-VENANT à l'ouvrage de CLEBSCH ( (30) p. 174),

les prémices du Principe peuvent se résumer dans l’énoncé suivant :

Enoncé Ej

"Si les forces agissant à l'extrémité d'un corps prismatique al-

longë, sont remplacées par un autre système de forces statiquement

équivalent, la nouvelle distribution des efforts ne produit des modi¬

fications notables sur les contraintes et les déformations qu'au voi¬

sinage de cette extrémité".

Cette hypothèse justifie la portée pratique des solutions don¬

nées par SAINT-VENANT. Elle a suscitée d'assez nombreuses recherches et

généralisations. Initialement elle apparut comme "des plus naturelles":
certains mécaniciens envisageaient de la mettre au rang des fondements de

la théorie de l'Elasticité, d'autres de la déduire de principes fondamen¬

taux de la Mécanique ou de la Physique, d'autres enfin de l'obtenir comme

une conséquence des équations de l'Elasticité. Mais le concept de Princi¬

pe de SAINT-VENANT s'avéra à la longue difficile à cerner. D'autant plus

difficile que, dès l'origine, BOUSSINESQ [3) engagea le débat sur un ter¬

rain plein d'embûches. Quatre vingt dix ans après la naissance du Princi-
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pe démonstrations et contre-exemples, expérimentaux et théoriques, al¬

ternaient encore, sans que personne ne soit pleinement satisfait. Nous
leur devons d'avoir une notion plus claire de ses limites, et de savoir
qu'une justification sans discernement est hors d'atteinte. Nous leur

devons aussi de nous méfier d'un énoncé "mathématisé" pour les besoins

d'une démonstration. Cela conduit aisément à un Principe de SAINT-VE¬

NANT très affaibli.

Aujourd'hui l'étude théorique du Principe, celle de son lien
éventuel avec la forme des solutions de SAINT-VE?TANT sont toujours con¬

sidérées comme ouvertes. Elles ont été la plupa.rt du temps dissociées.
Avec les travaux récents notamment de TOUPIN (U), KNOWLES (U5), KNOWLES
et STERNBERG (W>), l'étude du principe a reçu une nouvelle impulsion.

Ceux-ci reprennent l'idée déjà ancienne d'une approche énergétique.
Jusqu'alors les résultats n'étaient, que qualitatifs. Quant au lien entre

Principe et solutions de SAINT-VENANT, il faut mentionner tout particu¬

lièrement un résultat de DOU dans (i+8).

§2 - LE PRINCIPE DE SAINT-VENANT ET L'ETUDE DE

L'INFLUENCE DES PERTURBATIONS LOCALES D'UN

SYSTEME DE CHARGES

SAINT-VENANT fondait son hypothèse sur des considérations ex¬

périmentales ou analogiques :

- un cylindre de caoutchouc pincé à l'une de ses extrémités entre

les mâchoires d'une tenaille ne subit une deformation sensible

qu'au voisinage immédiat de cette extrémité.
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- la convergence des diverses solutions vers une solution unique,

dès qu'on s'éloigne des parties chargées, est comparable à ce

qu'on observe au bout d'un certain temps pour l'écoulement d'un
liquide sous charge constante.

L'aspect théorique fut abordée par les successeurs de

SAINT-VENANT et en premier lieu, semble-t-il, par BOUSSINESQ.

2.1 - L'orientation de BOUSSINESQ

Dans son livre "Application des potentiels" (3) BOUSSINESQ
consacre plusieurs pages à l'étude de cette question, en des termes qui

reçurent l'agrément de SAINT-VENANT lui-même. Son travail est à l'origi¬

ne d'une série d'études ultérieures et mérite une attention particulière.
Au sujet du "problème de SAINT-VENANT" BOUSSINESQ est frappé

par l'uniformité des solutions données par celui-ci et il leur attribue

une valeur de référence. Envisageant donc le cas des poutres mais aussi

des plaques il écrit p. 298 :
"Les forces extérieures les plus considérables s'exercent sur

des parties restreintes des corps, généralement près de leurs extrémi¬
tés ou près de leur contour et cependant leurs effets les plus impor¬

tants pour le géomètre, le physicien ou l'ingénieur sont ceux qu'elles

produisent à des distances notables de ces parties, c'est à dire sur

l'ensemble des corps qu'elles déforment (...) . L'expérience prouve que

les phénomènes se simplifient, se régularisent à quelque distance de

l'extrémité considérée; et qu'ils cessent d'y varier avec le mode de

distribution ou d'application, à cette extrémité, des forces extérieu¬
res qui les causent, pour ne dépendre que de la résultante et du moment

du couple auxquels elles équivalent au point de vue des quantités tota¬

les de mouvement et des moments. Les déformations exceptionnelles (...)
qui se produisent dans une petite étendue comprenant la région d'appli¬

cation, peuvent être appelées très justement perturbations locales.

(...) Les physiciens et les ingénieurs (...) admettent implicitement ou

explicitement qu'il est permis de remplacer chaque groupe de forces ex-
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térieures dans sa propre région d* application,, par un autre, ayant même
résultante et même moment total, choisi de manière à annuler les pertur¬

bations, c'est à dire de manière a faire que le mode simple de déforma¬
tion qui est produit à quelque distance s'étende jusqu'à la région même

d'application
La légitimité d'un tel procédé suppose pour BOUSSINESQ. l'exac¬

titude du Principe suivant, qui lui semble incontestable.

Enoncé E?
"Des forces extérieures qui se font équilibre sur un solide élas¬

tique et dont les points d'applications se trouvent tous à l'inté¬

rieur d'une sphère donnée, ne produisent pas de déformations sensi¬

bles à des distances de cette sphère qui sont d'une certaine gran¬

deur par rapport à son rayon".

Toutefois il lui paraît souhaitable de "soumettre au calcul

les perturbations locales et reconnaître avec quelle rapidité elles dé¬

croissent La théorie du potentiel lui permet d'obtenir quelques

résultats en ce sens.

- Ainsi p. 109, pour le demi
espace élastique z > 0 soumis sui¬

vant la portion du contour définie

par :
mm

■OS' *-% ' X

-- .x2 + y2 4: d2
!
I

z = 0 •J Uf
à un système de charges normales de résultante Pz.

La composante v sur l'axe Oz, du champ de déplacements en un

point de la surface z = 0,situé à la distance r de l'origine,est de la

forme :

v = C -(1 + —)
Y or2
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k2où C est une constante et — le terme de perturbation, k2 dépend de la
r2répartition exacte des charges, mais reste toujours inférieur ou égal

à d2.

- p. 300, dans un milieu élastique indéfini 2 forces égales et op¬

posées d'intensité F, dont les points d'applications sont distants de d,

engendrent des déformations qui décroissent en raison inverse du cube

de la distance, lorsque celle-ci est grande par rapport à d. Il en est

de même pour un couple de moment Fd.

Par ailleurs BOUSSINESQ suggère que la décroissance des per¬

turbations doit être plus rapide encore dans le cas de solides allongés

ou aplatis, probablement exponentielle.

L'influence de son point de vue (Enoncé E2) sur la formulation

de l'hypothèse initiale (Enoncé Ej) est notoire dans l'ouvrage classique

de LOVE (3l) p. 132 :

Enoncé E3
"Les déformations et les contraintes produites dans un corps par

l'application, sur une petite partie de sa surface, d'un système

de charges de résultante générale et de moment résultant nuis, sont

d'un ordre négligeable à des distances qui sont grandes par rapport

aux dimensions linéaires de la partie chargée".

2.2 - L'étude critique de VON MISES

En 19*+5 VON MISES publie une étude critique (32) très
quée. Il souligne tout d'abord l'imprécision de l'énoncé E3 et propose

me formulation susceptible d'une approche mathématique.

remar-

Enoncé E4
"Si les forces agissant sur un corps, ne le font qu'en plusieurs

petites parties de la surface de ce corps, chacune étant comprise

dans me sphère de rayon d, alors les contraintes et les déforma¬

tions produites dans l'intérieur de ce corps à me distance finie
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de toutes ces parties, sont d’un ordre de grandeur plus petit,lors¬
que la résultante générale et le moment résultant des forces pour

chacune des parties sont nuis,que lorsqu'ils ne le sont pas".

Sur deux exemples,il montre ensuite que cet énoncé est par¬

tiellement infirmé.
Ainsi reprenant le cas du demi-espace élastique z > 0 chargé

sur la portion du contour définie par

z = 0
x2 + y2 4 a2

il suppose les charges quelconques.

- Si F, de composantes (X, Y, Z), représente une force dont le point

d’application P a pour coordonnée (Ç, n, 0), la contrainte moyenne a enm
un point M du milieu, de coordonnées (x, y, z), est donnée par :

(x - g)X H- (y - n)Y + z Z
o = K
El 3/2((x - Ç)2 + (y - n)2 + z2)

- Alors dans le cas de n forces appliquées en n points tels

que :

çÿ2 + nÿ2 d2

la contrainte moyenne en M peut s’écrire comme la somme d’un dévelop¬
pement en fonction des puissances de

r - J x2 + y2-et — avec + z2 :rr
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n n nK - E X. +r i=i 1

~ E Y. + — Er i=l 1 r i=

o n
. + 3xy E

_
y.

1 r2 i=l r 1

CTm r2

— X
i=l rr2

Çi3X£ E
r2 i=l r

O n
. s
1 r2 i=l r— Z+

- r-2 ? ni— Y.r 1

0 nn-
+ 3yz E

r2 i=l r 1
+

i=l rr2

+

Il est alors clair que

, n
-V1) E F. = 0

i=l 1

n
2) E ÔP. A F.

• , 1 11=1

entraîne l'annulation des termes du 1° ordre

n'entraîne pas en général l'annulation
des termes du 2° ordre.

= 0

Et VON MISES propose en substance l’énoncé modifié suivant :

Enoncé E 5
a) Si un système de forces est appliqué sur la surface d’un

corps, fixé de façon adéquate, à l’intérieur d'une sphère de rayon

d et si la résultante est nulle, il produit en un point M intérieur
au corps, situé à une distance r de la partie,chargée grande par

rapport à d, des contraintes d’ordre

b) Si de plus ce système de forces est tel que le moment

résultant soit nul, les contraintes sont encore d'ordre —.r
c) Par contre si le système de forces satisfait les condi¬

tions d’un équilibre "asiatique" c'est à dire :
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n n n
Z Ç. X. = E.Çi Yi= E Çi Z. = 0
i=l i=l i=l

n n n
E ni Xi = E Yi = E ni Zi = 0

i=l i=l i=l

d 2
alors les contraintes au point P sont au plus d’ordre (—).

Remarque

1 - Dans l’énoncé original de VON MISES 1’infiniment petit

n’est pas — mais d. Il est préférable d'introduire un infiniment petit

sans dimension.

2 - VON MISES attribue à BOUSSINESQ le résultat suivant qui

aurait servi de caution théorique au principe de SAINT-VENANT :

"Les contraintes en un point de coordonnées (x, y, z) du demi

espace élastique z >/ 0 soumis à des charges normales en des points de

0 tels que Ç2 + n2 d2, sont d’ordre —d 2tante générale est malle et d'ordre (—)'si le moment résultant est nul.

Nous n’avons pu retrouver ce résultat chez BOUSSINESQ. Mais en

ce qui concerne la contrainte moyenne oÿ, on retrouve aisément ce résul¬

tat à partir du développement établi par VON MISES.

si la résul-coordonnêes Ç, n,

2.3 - L’étude de la conjecture de VON MISES par E. STERNBERG

E. STERNBERG (33) en 195ÿ publie une justification théorique

de l’énoncé E5 pour la dilatation oubique ou,ce qui revient au même,la
contrainte moyenne

Soit un corps élastique C occupant un certain domaine Q de R3,
de frontière 9Œ régulière. C est soumis selon m régions 9ÿ9,simplement

A._

connexes bornées de son contour» à des systèmes de charges Tÿ(P). Ces ré-
A.

gions 9,,Q dépendent d'un paramètre e et sont telles que leur diamètre
K

soit d'ordre e,lorsque e tend vers zéro.
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AS-Pour chaque 3ÿ0,on dési¬
gne par PK le point appar¬

tenant à 3 SI quel que soit
Iv

e. Les systèmes de changes

T„(P) dépendent aussi du
IX

paramètre e, restent bor¬

nés lorsque e tend vers
zéro, et sent tels que le

corps soit en équilibre.

La dilatation cubique A(M) (ou à un coefficient près la con¬
trainte moyenne) en tout point M intérieur a 0 est donnée par la formule

de BETTI :

3«fi J 6\p*

'•M ->
f

m m r
l A„(M) = £ E iTPtM) . OP) da
' K ° K=1 J 3 0 K

JX

A (M) =
K=1

où c est une constante dépendant du matériau et g(P,M) un champ de dé¬
placement, en tout point M, tel que :

a) il satisfait les équations de l'équilibre dans 0, sauf

au point P où il présente une singularité caractéristique d'un "centre
de dilatation" (singularité du type grad )

b) les charges superficielles qui lui correspondent sont
nulles sur 30

Ajç(M) représente la contribution dans la dilatation du système de charges

O?).
Soit OP = r(ct,'3 ) une représentation paramétrique régulière de

sur un ouvert borné,simplement connexe 0ÿ de R2 telle que

r(0,6) = 0PT_. Alors en effectuant un développement en série de TAYLOR de
K

3K"

g(p,M) en fonction de (a ,6 ) , E. STERNBERG montre que :
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I r A rQ I da dg'a 8 1
c AK(M) = g ((0,0),M) . (a,8)

°K

a «0,0),M) . j T (a,8) a|r A r|da d8xV CL p
+ g

°K

+ gg ((0,0),M) .| TK(a,8) 6| A rg|da d6
°K

+ •••

D'où il conclut que :

a) Si la résultante des charges sur 3 ft, c'est à dire leK
coefficient de gÿ(0,0),M), n'est pas nulle, la contribution du système

Tjÿ(p) à la dilatation en M,est d'ordre e2 lorsque e tend vers zéro.

h) Si la résultante est nulle, cette contribution est au

plus d'ordre e3.

c) Si Tÿ.(P) est tel que les coefficients de g((0,0),Mj
et gg[(0,0),Mjsoient nul%alors elle est au plus d'ordre e4. Dans ce cas
le moment résultant du système Tÿ(p) est nul. Mais la réciproque n'est
pas vraie : la nullité du moment résultant n'entraîne pas la nullité des

coefficients de g et g..a p

2.U - Etudes complémentaires

Dans la conclusion de son article (32), VON MISES n'exclue

pas l'existence d'un énoncé plus fort que E5 pour les poutres, les pla¬

ques ou les coques. Toutefois,en transposant la méthode de VON MISES au

cas d'une plaque occupant le domaine y > 0, ERIM (3ÿ) obtient des résul¬
tats du même type : l'énoncé E4 n'est pas vérifié, l'énoncé Es l'est.
NAGHDI (36) étend quant à lui, le résultat de STERNBERG dans le cadre de

la théorie des coques et des plaques.
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Par ailleurs STERNBERG et AL KHOZAIE (Sî) traitent dans le mê¬

me esprit le cas de la Viscoélasticitê. Les travaux de H. KELLER (35) et

B. BOLEY (lO) sont de la même lignée. B. BOLEY notamment montre que le

résultat de STERNBERG et sa démonstration sont transposables à tout phé¬

nomène physique auquel est associé un opérateur elliptique.

H. KELLER, cependant, suggère que l’énoncé E4, mis en défaut,
n'est peut-être pas une transcription fidèle du principe de SAINT-VENANT.

§3 - PRINCIPE DE SAINT-VENANT ET ENERGIE DE DEFORMATION

3.1 - Les premiers travaux

L’éventualité d'un lien entre le Principe de SAINT-VENANT et

certains principes fondamentaux de la Physique, a conduit tout naturel¬

lement à envisager celui-ci sous l’angle énergétique.

Le premier, a notre connaissance, SOUTHWELL (38) publie en

1923 une étude qualitative assez discutable, dans laquelle il invoque le

"principe de l'énergie minimum". Dans les corps prismatiques considérés
dans le problème de SAINT-VENANT, il distingue deux types de parties :

les parties A,constituées des voisinages des parties chargées,et la par¬

tie B, le corps de la poutre proprement dit. La répartition des contrain¬

tes minimise l'énergie de déformation dans A + B et résulte, dit SOU¬

THWELL, d'un compromis entre les exigences des parties A et B, imposé

par la continuité de la poutre. L'énergie de déformation dans A est mi¬
nimum pour une certaine distribution des réactions entre A et B,fonction
de la répartition exacte des charges imposées. B, par contre, transmet

une "action résultante" et il existe une distribution standard optimum.

Pour SOUTHWELL, cette distribution est donnée par la solution de SAINT-

VENANT dans chaque cas "canonique".

Le Principe de SAINT-VENANT exprime la tendance de toute solu¬

tion à se rapprocher de la solution standard.
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GOODIER (39) (ÿo) (kl) suggère que le principe est une consé¬

quence de postulats ou hypothèses de la théorie de l'Elasticité, voire
de la Mécanique, mais à l'exclusion de certains. Par exemple,la loi de

HOOKE lui semble ne jouer aucun rôle.
Ensuite il arrive â la conclusion que la plus grande partie de

l'énergie de déformation» engendrée par un système de charges statiquement
équivalent à zéro (s.e.z.)
voisine de la partie chargée.

Son raisonnement très succint est fondé sur les ordres de gran¬

deur relatifs de la partie chargée et des champs de contraintes, de dé¬
formations et de déplacements au voisinage de celle-ci.

ZANABONI (k2)(k3) considère une famille fictive de corps C ,
croissant avec l'indice p, ayant en commun une portion de contour. L'é-

(1), est localisée dans la portion de solide

nergie de déformation étant définie positive, il montre à l’aide du

théorème de CASTIGLIANO-MENABREA (2) que :

1 - Un même système de charges s.e.z.,appliqué sur la portion

commune du contour, engendre une énergie de déformation
$ décroissante avec p.
P

2 - Pour tout e il existe P tel que p > P, q > P entraîne

j 4> - 5 I1 P G1 < e

Puis par des raisonnements qu'il conviendrait de préciser, il conclut

3 - qu'il existe pour un corps "allongé" une longueur £ au-de¬

là de laquelle l'énergie de déformation contenue est né¬

gligeable et donc aussi les contraintes.

(O Dans toute la suite nous écrivons s.e.z. pour "statiquement équiva¬
lent à zéro"

(2) Théorème selon lequel "parmi tous les champs des déplacements ciné-
matiquement admissibles et satisfaisant aux conditions au contour,
celui qui vérifie les équations d'équilibre, minimise l'énergie po¬
tentielle",
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4 - que la rapidité de la convergence de vers sa limite $,

ne dépend pas du système de charges, mais seulement de la
forme des corps C .

P
5 - que le Principe de SAINT-VENANT est mieux vérifié sur des

corps "amincis" ou moins connexes.

3.2 - L’étude de TOUPIN

L'interprétation du Principe de SAINT-VENANT résultant des tra¬
vaux de BOUSSINESQ, VON MISES, STERNBERG n'est pas satisfaisante. TRUES-

DELL (8) note à ce sujet :

"Ce concept du Principe de SAINT-VENANT se réfère à une famille
de solutions correspondant à une famille de charges, appliquées sur une
famille de petites aires tendant vers zéro,et les résultats sont expri¬

més en termes d'ordre de grandeur du rayon de la région. Aussi élégant
que soit ce travail, je suggère que cette formulation du problème est en
un certain sens trop générale et en un autre trop particulière. Par exem¬
ple pour la torsion, ce n'est pas la distribution exacte des contraintes
et des déformations dans la poutre qui est intéressante, mais plutôt cer¬
taines propriétés simples telles que le module de torsion et la contrain¬

te maximale. Requérir que toutes les propriétés ne soient pas modifiées
pour une autre distribution de charges statiquement équivalente, est
trop; comparer seulement les charges appliquées sur des portions de sur¬

face tendant vers zéro, est trop peu. Dans l'application du principe de

SAINT-VENANT on se donne un corps et l'on compare entre eux des cas où

les charges sont appliquées sur une région finie donnée".
Dans le cas de la torsion, le module de torsion, défini comme

le quotient du couple par la valeur moyenne de la torsion unitaire, est

une fonctionnelle des charges appliquées aux extrémités. Une forme du

Principe de SAINT-VENANT consisterait pour TRUESDELL à affirmer que cette
fonctionnelle est pratiquement constante pour des charges statiquement é-
quivalentes.
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En 1966, TOUPIN publie un article remarqué [4], Comme TRUES-

DELL, il pense que l’interprétation de BOUSSINESQ-VON MXSES-STERNBERG
trahit le Principe de SAINT-VENANT. Il rappelle par ailleurs que :

1 - En Elasticité linéaire, l’étude de la validité du Principe
de SAINT-VENANT se ramène à l'étude de l'influence des di¬
vers systèmes de charges s.e.z. appliqués sur me portion
limitée du contour.

2 - Les équations du problème étant linéaires, si un système
~v —■

de charge s.e.z. F engendre un champ de contrainte T, le

système AF, lui-même s.e.z., engendre le champ de contrain¬
tes AT. Il est donc possible,en théorie,de choisir A pour

que AT soit aussi grand que l'on désire.

3 - Un système de charge s.e.z. peut engendrer des contraintes
très élevées au voisinage d'une entaille ''éloignée" des

points d'application des charges.

4 - Un système s.e.z. peut engendrer des contraintes élevées
loin de la région chargée dans le cas de structures man¬

quant de rigidité (cf. SOIT fl2l).

Ainsi dans l'exemple

, il est

clair que les contraintes en un

point éloigné tel que P ne se¬

ront pas négligeables (cet exem¬

ple est à opposer à celui

de SAINT-VENANT du cylindre de

caoutchouc pincé à l'une de ses

extrémités).

(1)schématisé ci-contre -M

Q «P

tii

TOUPIN propose alors deux résultats dont la réunion constitue

à ses yeux une certaine justification du principe dans le cas des pou-

(1)
le symbolisme utilisé étant celui de la Résistances des Matériaux
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très, cette justification tenant corapte des points 1, 2, 3 et it.

A rt\
i
i<e- \ g. a \_ai.a/

À I U
/

/ i»

/1

i
x

Soit une poutre de section constante et de longueur occu¬
pant un certain domaine fi de R3, soumise suivant l'une de ses extrémi¬
tés 9ÿfi à divers systèmes de charges s.e.z., alors :

a) L'énergie de déformation $(s) contenue dans la portion
de poutre fi située au-delà de la section d'ahscisse s,est telle que :

/P m 2(£ )
/ . ° ° (s- £o)UM$(s) < $(0) e (42)

$(0) est l'énergie de déformation contenue dans toute la pou¬

tre
est la plus grande valeur propre de la matrice des coef¬

ficients élastiques de rigidité

la masse spécifique du matériau

ai (&o) la plus petite pulsation propre non nulle des vibra¬
tions libres d’une portion de poutre de longueur arbi¬
traire.

b) La norme quadratique du tenseur des déformations D au
centre d’une sphère de volume V, pour laquelle l'énergie de déformation

où

P
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est $, est telle que :

l|ï>'||2 « K?
<S> (43)

K est une constante dépendant du matériau.

Cette dernière inégalité résulte d’une formule de valeur moyenne donnée
par DIAZ et PAYNE (44) dans le

Schéma de la démonstration de (42)

de l’opérateur de l’Elasticité.cas

En vertu de la nullité des charges sur 9 Q et 92ÿ2 :

=M,fl3>(s) = - t.u daCijk£ Gij GkS> dül
h ss

avec les notations adoptées dans la première partie.

Alors pour tout a > 0 :

|t| da + — f |u| da]
a J 9 a JH*(s) « (44)

9 a s

On vérifie aisément que

|î|2 - |T.n|2 « |T|2 < UM Cijkî, Gij EkC,

où yÿ est la plus grande valeur propre de la matrice (9 x 9) des coef¬

ficients C

Par suite :
ijkH*

f |t| da < y I■I 9 fi J
(45)Cijk£ Gij Gk£ da

9 0ss

. + .2
|u| da s’obtient en ap-Une majoration analogue de l’intégrale / 9 Q

s
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pliquant le Principe de RAYLEIGH. En vertu de ce Principe les valeurs

stationnaires du quotient :

•ÿ2 Cijk£ eij ek£ d“

fi

sont de la forme p uÿ2 où les sont les pulsations propres des vibra¬
tions libres du corps occupant le domaine fi et p la masse spécifique du

matériau.
Alors pour tout champ de déplacements u, orthogonal (dans

L2(fi)3) aux déplacements de solide et vérifiant ou non des conditions au

contour homogènes :

f lîl2 1 C• •. £•• £, duijk£ IJ kg.du
2P U

O
Jfi fi

UQ étant la plus petite pulsation propre non nulle.

Afin d'appliquer ce résultat, on intègre l'inégalité obtenue

à partir de (U4) en tenant compte de la majoration (ÿ5), sur une lon¬

gueur & arbitraire :

s+R +,2
da dt + -° $(t)dt « -J [ayM j C..k£ e.. sk£

9 fi xfs,s+fc )s o'

da dt

9 fix(s,s+£ )s oJ

U
■(

s

1
* ¥ '"ijkt eij ‘'kR

9 fi xfs,s+t )s v o'

da dtap +
a p u 2U )J

o o

avec uÿCg,ÿ) plus petite pulsation propre non nulle d'une portion libre

de longueur £ .
D'où, en appelant Q(S,RQ) la valeur moyenne de $(t) entre s et

s + £ :o
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)dQ(s,£ )
OQ(s,ao) +\ î (46)« o+

a p u 2( z y
o o

a est alors choisi de façon que le coefficient de

mum,et de l’inégalité différentielle (46) on déduit :

ds

âQ(s,£o)
soit mini-ds

. /P Mo2(to)
-(B-VQ(s - z , % )

O O
Q(O, üO) (47)« e

Mais Q.(s - ü , £ ) est la valeur moyenne de $(t) entre s - £ et s, et
O O r c

$(t) est une fonction non croissante de t, donc

$(s) Q(s -£,?,)o o

$(0) * Q(0, £q)

ce qui joint à (47) permet d'écrire :

p ü,o2Uo)
(s - iQ)UM (42)$(s) $(0) e

3.3 - Etudes d'inspirations voisines

Le travail de TOUPIN est le premier d'une série d’études nou¬

velles sur le Principe de SAINT-VENANT

voisine dans leur démarche.

Dans (45) KNOWLES traite

du principe de SAINT-VENANT en E-

lasticité plane. Il considère un

domaine D simplement connexe de

"forme quelconque", soumis sur

une portion limitée de son con-

b

J)

AÀO
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tour à un système de charges s.e.z. et établit :

a) une inégalité vérifiée par l'énergie de déformation
contenue au-delà de l'abscisse s, en utilisant scomme TOUPIN 5le minimum
d'un quotient de RAYLEIGH.

- 2?b S
$(s) « 2 $(0) e

b "largeur" du domaine D
K constante universelle

avec

b) une inégalité pour les contraintes, grâce à une formule

et l'ine-(1)
de valeur moyenne valable pour les fonctions biharmoniques
galité précédente :

où 6 est la distance du point (s,y) à. la frontière de la portion du do¬

maine D située du côté des s £ 0.

Dans cette étude de KNOWLES il convient de remarquer que :

- le coefficient dans l'exponentielle ne dépend pas de la plus pe¬

tite pulsation propre d’une "tranche" arbitraire du domaine. Sa

valeur est ici donnée explicitement en fonction d’une caractéris¬
tique géométrique du domaine.

- il est donné, pour une classe particulière de domaines, une majo¬

ration de 3>(0) , l'énergie totale, par une quantité dépendant de la

forme de ces domaines et des données au contour.

- il est fait une étude limite des résultats précédents lorsque les

domaines du type précédent tendent à devenir "minces".

KNOWLES et STERNBERG (U6) -traitent dans le meme

esprit l’étude du Principe de SAINT-VENANT dans le cas de la torsion axi-

(1)
On sait que les problèmes d’élasticité plane se ramènent à la réso¬
lution de problèmes biharmoniques.
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ale des solides de révolution, limités par des sections planes (théorie
due à MICHELL (ÿî) ) : inégalité sur la répartition de l'énergie,obtenue

en considérant un quotient de RAYLEIGH, passage à une inégalité sur les

contraintes par un théorème de valeur moyenne, majoration de l'énergie
tôt.ale en fonction de l'intensité des charges données et de certaines
caractéristiques géométriques du domaine.

5U - AUTRES TRAVAUX

U.l “ Le mémoire de A.T. POU

Parmi les études ay<?.nt contribué à éclairer le concept du.

Principe de PAINT-VENANT, il convient de citer celle de A.T. DQU (ÿ8).
Un cor. s étant soumis sur mie petite partie de son contour à un système

de charges; le Principe de SAINT-VENANT exprime, selon A.T. DOU, une con-
(P) soit petitdit ion suffisante pour que le champ des contraintes

dès qu'on s'éloigne de la partie chargée

charge t(Q) soit bornée et dé: ‘misseun système s.e.z. D'où l'énoncé mathé-

T. -1J
il suffit que la densité de

matique proposé :

Enoncé 5ÿ

Soit un domaine fi borné, soumis suivant une portion limitée 9jfi

de son contour à un système de charge s.e.z. de densité tfQ),
0 < n < 1, alors il existe un nombre p(n) tel que, si Péfi

dist (P, 9i fi) > p. diam (9ifi), alors le champ des contrain¬

tes T(P) est tel que
avec

■ l|t||I |T(P)| I < n
00 5co

avec

1*11 |t . (Q)|sup
i=l,2,3 Q£ 91fi

~ sup

1 1 T(P)|| = (P)|sup
i-1,2,3 ij

CO

I~U
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Dans la pratique 0,1 « n 0,3

1 « P < 5

Il est ensuite montré sur des exemples d'Elasticité plane que cet énon¬
cé peut être mis en défaut.
Ainsi pour le domaine et le

système de charges représen¬

tés ci-contre, la norme des

contraintes en un point "i-
loigné" tel que P, peut être
du même ordre que la norme

de la densité de charges sur

9lfi, pourvu que la portion B

soit suffisamment "mince".
On conjecture

alors que la plus ou moins

bonne vérification du Principe est intimement lié au degré de connexion
du domaine et à sa convexité. On définit ce qu’on entend par ouverts à

section convexe relativement à la partie chargée et relativement à la

partie chargée à l'extérieur de cette partie. Les domaines considérés
dans les contre-exemples sont situés vis s. vis de ces définitions.

La suite du mémoire est consacrée à l'obtention des deux ré-

.

\

3,f•it
\

•F
/\

\ /
\

/

sultats suivants :

1 - Etant donné le cylindre élastique fi de section carrée C et de

longueur 2S, :

fi£ = {(x,y,z);|x| •$ TT , |y| « TT , -£ « s « £}

soumis aux systèmes de charges s.e.z. :

t (x,y)

t“ (x,y)

sur la face terminale s = £

sur la face terminale s = -£

avec

iKj' IK.*"î « i
L2(C) L2(C)
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Il existe une constante K, indépendante de £,, telle que, $ étant l'éner¬
gie de déformation :

<? < K(1 + th a)

2 - Les seuls champs de contraintes T uniformément borné dans un cy¬

lindre infini de section carrée tels que

soient aussi uniformément bornés, sont ceux obtenus par SAINT-VENANT
dans chaque cas canonique et leurs combinaisons linéaires.

Tl3jl(x,y,z) et x23ÿ2(x,y,z)

b.2 - Notes sur des orientations moins classiques

Il conviendrait de citer encore de nombreux travaux, si nous
voulions faire un compte rendu bibliographique à peu près complet des

recherches suscitées par le Principe de SAINT-VENANT. Nous nous sommes

limités ici au seul point de vue classique. Mais le principe de SAINT-
VENANT peut s'envisager dans le cas de matériaux obéissant à des lois
de comportement plus générales que celle de l'Elasticité linéaire homo¬

gène et isotrope, ou encore d'un point de vue dynamique. Nous indiquons

dans une liste bibliographique complémentaire les références que

connaissons. Figurent avec un astérisque les publications dont nous igno¬

rons le contenu, tel l'article de G,DJANELIDZE (55) écrit à l'occasion
du centenaire du Principe de SAINT-VENANT et que nous regrettons de ne
pas connaître.

nous

§5 - QUELQUES COMMENTAIRES

5.1 - Principe de SAINT-VENANT et perturbations locales

A l'origine du schéma proposé par BOUSSINESQ il y a deux préoc¬

cupations mêlées :

- montrer que le torseur, défini par un système de charge, joue un

rôle privilégié

- étudier l'influence des perturbations locales d'un système de char¬

ge
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Les résultats de VON MISES (32) et STERNBERG (33) montrent que

dans ce schéma la résultante générale apparaît comme un paramètre domi¬
nant mais non le moment résultant. Ces conclusions sont surprenantes.
Nous avons vu que pour TRUESDELL (8) la formulation proposée est

1 - trop exigeante en requérant qu'en tout point suffisamment éloi¬
gné le champ des contraintes soit peu affecté par une modifi¬

cation du système de charges conservant le torseur.

2 - Pas assez exigeante en ne considérant que des parties chargées

dont le diamètre tend vers zéro, ou des points s'éloignant à

l'infini.

Vis à vis de l'objection 1, il est clair que des phénomènes

de concentration de contraintes,notamment,peuvent de façon locale (et
annexe) mettre en défaut le Principe. Il convient de contourner cette

difficulté. Par exemple en adoptant un point de vue global : étude de la

fonctionnelle moment de torsion comme le propose TRUESDELL. Ce pourrait

être,simplement,en ne considérant que des domaines pour lesquels de telles

concentrations ne sont pas à redouter. Par ailleurs, du point de vue

des applications, il n'est pas criticable de dire que seul l'étude de

propriétés simples, module de torsion, contrainte maximale, sont inté¬

ressantes. Pour l'étude théorique du Principe, par contre, on peut sou¬

haiter une optique plus fine.

Vis à vis de l'objection 2, il nous parait tout à fait exact

que, dans les applications du Principe, on considère toujours des por¬

tions limitées mais non évanescentes du contour; la convergence des diver-

solutions vers une solution standard se constatant, en général, à

faible distance des régions chargées. Par contre, étant donnée une telle

région 3ÿ du contour, parmi les diverses perturbations possibles du sys¬

tème de charges appliquées sur 3jQ, il y a toutes les perturbations n'in¬

tervenant que sur de petites parties ou qu'en des points de 3iÿ. Les ef¬

fets de ces perturbations locales méritent d'être étudiés. Les résultats

de BOUSSINESQ, VON MISES, STERNBERG, nous semblent pouvoir être inter-

ses
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prêter dans ce sens. Il reste alors à expliquer leur caractère paradoxal

vis a vis du Principe de SAINT-VENANT. Nous allons donner ici auelques
indications sur ce point.

Nous pouvons constater très sinpleraent que :

- Les conclusions de BOUSSINESQ, VON MISES, STERNBERG, n'ont de sens
qu'à la limite : c'est à dire lorsque le diamètre d des parties chargées
tend vers zéro, ou lorsque le point, en lequel sont considérées les con¬

traintes» s'éloigne indéfiniment.

- Les n forces considérées sont supposées rester Bornées lorsque

le diamètre d de la partie chargée tend vers zéro:les termes de moment,

calciüés par rapport à un point toujours intérieur à la région chargée,

ne peuvent être qu'évanescents.

- Par contre on pourrait envisager le cas où les forces ne restant

pas bornées, les termes de moment ne tendraient pas vers zéro avec d.

Nous voyons que l'étude du schéma proposé par BOUSSINESQ est

lié à celle des charges concentrées. Pour cette dernière question nous

renvoyons à la thèse de P. BEZIER (il) chapitre III et IV. D'après (il)
nous savons que :

- Une schématisation correcte des charges concentrées, notamment

sur le contour, peut se faire à l'aide des vecteurs distributions à sup¬

port ponctuel. L'expression de c .ux-ci fait intervenir la mesure de DI¬

RAC 6 et ses dérivées au sens des distributions.La schématisation d'une for¬

ce concentrée fait intervenir uniquement 6, celle d'un couple concentré

d'ordre 1uniquement 6'. Mais on peut envisager des charges concentrées

d'ordre supérieur» dont la schématisation fait alors intervenir des déri¬

vées de 6 d'ordre plus élevé.

- On étend à ces charges les notions de résultante et de moment, et

l'on montre que les charges d'ordre supérieur ou égal à deux ont une ré-
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sultante et un moment nuis. On montre également qu'un couple concentre
(charge concentrée d'ordre l) ne peut être caractérisée par son seul tor-
seur. En effet la représentation d'un couple concentré fait intervenir
un champ tensoriel constant d'ordre 2. Son moment ne fait intervenir que
le champ antisymétrique associé.

- A partir de l'opérateur classique de l'Elasticité linéaire, il
est possible de donner un sens au Ile problème fondamental avec des char¬
ges concentrées dans l'ouvert et sur le contour.

Qu'un couple concentré ne soit pas caractérisé par son seul moment,
est à rapprocher de ce que le deuxième terme des développements
limités donnés par VON MISES et STERNBERG contient plus que le

ment statique.

Par ailleurs, vis à vis du Principe de SAINT-VENANT, il serait
intéressant d'étudier l'influence des perturbations locales consis¬
tant en l'addition de charges concentrées d'ordre supérieur ou égal

à 2, c'est à dire de charges concentrées de torseur nul. Toutefois
on atteint ici les limites de définition de l'opérateur de l'Elas¬
ticité classique. La question mérite d'être reprise dans son en¬

semble, en liaison notamment avec les théories de l'Elasticité avec
couples de contrainte. Dans la suite de ce travail nous n'envisa¬
gerons jamais le cas des charges concentrées.

mo-

5.2 - Principe de SAINT-VENANT et énergie

Pour SOUTHWELL (s8) le principe de SAINT-VENANT est la consé¬
quence d'un principe d'énergie minimum. Il traduirait la tendance

de toute solution à "converger" vers une solution d'énergie mini¬
mum; dans chaque cas canonique ce serait la solution de SAINT-VE¬

NANT. Les résultats de (9) et de la partie I de ce travail contri¬
buent à situer les limites de ce point de vue, tout au moins lors¬

que le domaine considéré est borné. Pour les domaines infinis, on
dispose du résultat intéressant de DOU (48) pour les poutres de

section carrée.
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L’orientation choisie par TOUPIN (_!+), KNOWLES (45), KNOWLES-

STERNBERG (46) nous semble intéressante. Elle est à l'origine de notre

travail. Les résultats de TOUPIN traduisent, pour les poutres, l’idée
émise par GOODIER (39) d'une localisation de l’énergie de déformation
au voisinage d'une région soumise à un système de charges s.e.z. Cette
localisation étant plus ou moins grande selon le matériau et la forme
de la section. Ces résultats vont bien dans le sens du Principe de

SAINT-'VENANT, mais ne constituent cependant pas une "justification"
complète. Pour approcher d'une telle "justification" , forcément nuan¬

cée d'ailleurs, il faut s'affranchir en particulier du terme de norma¬
lisation $>o, représentant l'énergie de déformation totale induite dans

la poutre.
Par ailleurs l'intégration sur une longueur arbitraire, in¬

tervenant dans la démonstration, entraîne la neutralisation de la por¬

tion de poutre au voisinage de la région chargée. Elle semble interdire
l'obtention d'un résultat où n'interviendrait, du point de vue géométri¬

que, que la longueur de la poutre et des paramètres caractéristiques de

la section. Savoir ce que devient le résultat de TOUPIN lorsque tend

vers zéro, nous semble être une question difficile. Dans une certaine

mesure pour des sollicitations particulières ou pour l’Elasticité plane, les

études de KNOWLES (1+5)et STERNBERG-KNOWLES (46) répondent à ces criti¬

ques. Disons aussi qu'il nous parait fallacieux d'obtenir une inégalité

sur les contraintes à l'intérieur du domaine, à partir d'une inégalité

sur l'énergie, par application d'une formule de valeur moyenne.

Au sujet du Principe de SAINT-VENANT en Elasticité plane,con¬

sidéré par divers auteurs tels que DOU (48) et KNOWLES (45), avec L. SA¬

LOMON (5) p. 368 nous pouvons dire que "les importantes simplifications

auxquelles conduit le principe de SAINT-VENANT n'ont pas d'équivalent

dans le problème plan. En effet modifier la charge - même sur une petite
portion du contour - cela signifie en réalité la modifier le long de

tout le cylindre dont le contour est la courbe génératrice. L'idée même
du principe se trouve donc généralement en défaut". Par contre il est

1-5



- 97 -
légitime d’envisager, indépendamment du lien avec l’Elasticité tridimen¬
sionnelle, de transposer le concept de principe de SAINT-VENANT auccas
d’autres opérateurs elliptiques : opérateur de l’Elasticité plane, La¬
placien etc... Le cas du Laplacien est ainsi envisagé au chapitre sui¬
vant.



CHAPITRE II

UN SCHEMA D'ETUDE DU CONCEPT DE PRINCIPE

DE SAINT-VENANT POUR LES DOMAINES CYLINDRIQUES

§1 - INTRODUCTION

1.1 - Orientations

Dans la partie I nous avons défini ce que nous entendions par

"Problème de SAINT-VENANT" pour un corps de forme quelconque" et son
transposé au cas du Laplacien. Nous avons également signalé p. 9 quel

pourrait être l'objet d'une étude systématique du Principe de SAINT-VE¬

NANT. Dans les pages qui suivent nous nous limitons au cas originel et
significatif des domaines cylindriques.

Le problème posé est celui de la comparaison des solutions
d'un "Problème de SAINT-VENANT" en particulier lorsqu'on s'éloigne des

régions chargées. L'énoncé classique du Principe implique a priori une
comparaison très fine portant sur les contraintes ou les déformations en

tout point. Les difficultés mathématiques sont alors grandes. Par ail¬

leurs il semble indispensable d'introduire des hypothèses diminuant i-
nutilement la portée pratique des résultats que l'on pourrait obtenir.

Ainsi pour se prémunir contre le phénomène de concentration de contrain¬
tes (cf. ANNEXE), il convient de faire des hypothèses sur la courbure

de la frontière. Ces hypothèses ne sont en général pas vérifiées dans le

cas des poutres "profilées" utilisées dans la construction métallique.

Pourtant le Principe de SAINT-VENANT est globalement très bien vérifié
dans ce cas.

On peut ici légitimement se demander si le langage local de

la théorie de l'Elasticité est celui qui exprime toute la richesse de
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l'hypothèse de SAINT-VENANT. Plus globalement, et c'est bien ainsi qu'en
use implicitement ou explicitement les ingénieurs, le Principe de SAINT-

0' A" ' •

VENANT rend compte de constatations pratiques très simples : une poutre,
encâÿbrée à l'une de ses extrémités, étaht soumise à l'autre extrémité à

un système de charges, le déplacement de tout point de cette extrémité
est essentiellement fonction du torseur défini par le système de charges

et non de la répartition exacte de celles-ci.
Pour toutes ces raisons nous adoptons dans les pages qui sui¬

vent un mode de comparaison des diverses solutions assez grossier. Du
point de vue mathématique cela se traduit par la considération de normes
du type L2 directement liées a la notion d'énergie. En ce sens, on étudie
en premier lieu la "proximité globale" des solutions d'un problème de

SAINT-VENANT dans l'ensemble du domaine, puis leur "proximité croissan¬
te" lorsqu'on s'éloigne des régions chargées. Le schéma proposé est com¬

mun aux cas de l'Elasticité et du Laplacien et pourrait être utilisé
pour d'autres transpositions du problème et du Principe de SAINT-VENANT
associées à des opérateurs ou à des systèmes elliptiques.

Dans le cas du Laplacien les difficultés techniques sont as¬

sez aisément surmontées. On discute sur des exemples de la plus ou moins
bonne vérification a priori du Principe transposé. Pour l'Elasticité la

discussion reste en suspens. En particulier l'étude de la "proximité

croissante" des solutions n'a pu être envisagée que par l'intermédiaire

de l'inégalité (42) due à R. TOUPIN. Celle-ci n'est pas pleinement sa¬

tisfaisante dans la mesure où le paramètre géométrique traduisant l'in¬
fluence de la forme de la section est partiellement arbitraire et non

directement lié à la section. Les difficultés rencontrées dans le cas

de l'Elasticité montrent que le schéma proposé est avant tout une ébau¬

che. Un approfondissement théorique ultérieur devrait permettre d'abou¬

tir à des résultats vraiment significatifs.

1.2 - Hypothèses sur les domaines

Les domaines considérés Q sont des portions de cylindre de

longueur &. Les sections terminales, frontières comprises, sont notées
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32fi* la surface latérale frontière exclue.3}fi et

nyà

y
S

(f (

I
\o. i_ t Jl \

\
\

\$ _n
4/ oc

fi est rapporté à un triÿdre trirectangle direct (0,x,y,s). 0
centre d'inertie de la section 3jfi, Ox et Oy axes d'inertie. Os ligne des

centres d'inertie des diverses sections.

3ÿfi désigne la section d'abscisse s, fi_ÿ la portion du domaine

située au-delà de cette section.

Dans toute la suite nous supposerons que la courbe génératrice

du cylindre 33ifi est suffisamment régulière, par exemple C1. On pourrait

en modifiant certaine démonstration la supposer seulement Lipschitzienne.

1.3 - Quelques propriétés préliminaires

Considérons la formulation faible d'un "Problème de SAINT-VE¬

NANT" proposée dans la partie I. Les données au contour $ (Resp. 4>) d'un

ï?dans (Resp. F'(fi)3) auqueltel problème engendre un convexe

correspond le convexe P'C V C H1(fi)(Resp. C E(fi)3) des solutions aux

problèmes de NEUMANN (Resp. Ile problèmes de l'Elasticité) associés.

Décomposition des solutions u £

Des relations de définitions de p. 30 (Resp. p. 54), S' p.

31 (Resp. p. 56) et des variétés Vi et V2 (Resp. Vÿ et V2X) p. 37 (Resp.

p. 62) il résulte immédiatement que :

1-3



100 -
Tout élément u € ' se décompose de manière unique sous la

forme :

+ u 1 + u 2u = um o

u est la solution d'énergie minimumm

u l c 1
o o

ou

u 2£ P' :
o ° o

1 et ensembles des solutions aux problèmes de NEU¬

MANN (Resp. Ile problèmes de l'Elasticité)associêes aux conditions

au contour appartenant respectivement aux variétés Vj et V2 (Resp.
et V2X).

avec

Interprétation

Un système de conditions au contour nulles sur de moyen¬

ne- donnée et opposée (Resp. définissant des torseurs donnés et oppo¬

sés) sur et 92Œ, se décompose de façon unique suivant le système de

conditions au contour correspondant à la solution d'énergie minimum, un

système de conditions au contour nulles sur 9 H U 92Œ et de moyenne nul¬

le (Resp. torseur nul) sur 9pQ, et un système de conditions au contour

nulles sur 9Jl KJ 9j2 et de moyenne nulle (Resp. torseur nul) sur 929.

Propriété d'orthogonalité de u

Dans V C H1(n) (Resp. CE(fi)3) définie p. 29 (Resp. p. 53),
u est orthogonal au sens du produit scalaire de V a tout élément

de 9" 1 et p* 2.L o c o

dans V

A vin élément uÿ1 de C'Q1* par exemple, correspond un système

de conditions au contour ru G Vj (Resp. <£ V1J’). Alors,d'après les rela¬

tions de compatibilité (29’) (Resp. (39*)) et la formule de GREEN,il
vient :

1-3



- 101 -
Su 3u 1
m ° -, / U0ÿv C H1ÿ)= 0 =< m j y u >1 Yo m 3Xÿ m*

(Resp.

C. „ e..(ü ) E, ,ijk£ IJ m k£(u Mdw = (u , u 1)o m o
)zs Q ss< m9 Y- u >

O ÏÏI O V c E(ft)3n

Consequence

Soit u” S V C E(fi)3 telle que :

u' = u + u 1 u 3€ 1
o ° oavecm o

alors

V C E(fi)S'il 3 + (48)V C E(fi)3 V C E(fi)3

et la propriété équivalente pour le cas du Laplacien.

Interprétation mécanique

Une poutre, dont l'une des extrémités 32fi est fixée rigide¬

ment, est soumise suivant l'autre extrémité 3jfi à un système de charges

de torseur donné. Ce système de charges est décomposatle suivant le sys¬

tème de charge engendrant l’énergie de déformation minimum et un systè¬

me de torseur nul. Le résultat précédent signifie que l’énergie de dé¬

formation dans la poutre est le somme de l'énergie de déformation mini¬
mum et de l’énergie de déformation engendrée par le système de torseur
nul.

1.4 - Schéma d’étude du Principe de SAINT-VENANT

Il s’agit conformément à 1-1 de comparer les diverses solu¬

tions de Sf’ décomposable de façon unique sous la forme :

+ u 2 u 1 £ <P’o ° o
1 u 2ë g”o ° ou + u oom

particulier lorsqu'on s’éloigne de 3jfi et 32fi.en
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et 9?' 2 jouent des rôleso °
symétriques et il suffit de comparer entre elles les solutions de

domaines considérésPour les

de la forme :

1u + um o

Comparaison globale des solutions

1 - Elle se fait en étudiant le rapport
2 u Ml2O 1 1u - u Vm (49)r;IKrr1 v

2u Vm

2 - Si nous ne faisons aucune hypothèse supplémentaire, ce rap¬

port n'a aucune raison d'etre borné supérieurement. La norme énergétique

d'un élément u 1 €. %'' 1
o °dépend de la valeur moyenne R (Resp. des éléments de réduction n et r)

donnée. Elle est nulle si R (Resp. ? et est nulle.

3-11 convient d'introduire ici des hypothèses supplémentai¬

res suggérées par l'aspect physique du problème. En effet :

a) la schématisation de l'Elasticité linéaire n'est cor¬

recte que dans certaines limites. Si les charges deviennent trop gran¬

des on observe la plastifieation puis la rupture du matériau en des

points qui ne sont pas toujours les points d'applications des charges.

Des limitations analogues existent pour les phénomènes physiques dont

la schématisation fait intervenir le Laplacien.

peut être très grande. D'autre part celle de uÿ

h) Les conditions d'entrée dans le domaine de non linéa¬

rité sont habituellement locales et très grossièrement nous pouvons en¬

visager de supposer :

dans le cas du Laplacien|~|< M en tout point de 30

dans le cas de l'Elasticité [ (u)| < M en tout point de 90
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ou encore

3u
< M2 mes (so)

9n ' L2 ( 30 )

l|an(5)|| < M2 ( 30 )mesy
(L2(30))3

-1/2( 30) (Resp.Par contre une condition analogue écrite dans H
1/2F’(30)3) n'est pas satisfaisante. En effet $ £ 'C c H"

U G V C H'(Q) étant la solution correspondante, nous avons vu au chapi-

(30) et

tre II de I que :

2 23u f-a»<e2|UI|
i i

a2||*|| H"l/2(30) 'O 9X H“1//2(30)

En conséquence introduire une limitation de la norme de cf> re¬

vient à supposer a priori l’intégrale de l'énergie bornée.

c) (1*9) n'est intéressant a étudier vis à vis du Principe

de SAINT-VENANT,que si la moyenne R (Resp. les cléments de réduction R

et M) n'est pas trop voisine de zéro.

1* - Nous ferons donc les hypothèses suivantes :

a) Seules les solutions u G £?' de la forme u + um o
suffisamment régulières pour que les conditions de h) aient un sens,

ne seront envisagées dans la suite
3u 1

»> I -i- 1 < M

i

(50)en tout peint de SjŒ

Dun (51)en tout point de 3jîî U 82ÿ< M3n

|a (u 1 ) | < F'no 1

|a (u )| < F' n m

)(Resp.

I-k
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Etude de la proximité des solutions lorsqu’on s’éloigne do

Elle se fait en étudiant la norme énergétique de u - uÿ c'est
dans la famille de sous domaine {fi }.

S
à dire I IVI I v c H(n )

s s

Plus ou moins bonne vérification du Principe

On dira que le Principe de SAINT-VENANT est d’autant mieux vé¬
rifié a priori que

2
o 11 V1) est petit devant 1

H“JI/
2) IK’llv décroit rapidement lorsque s varie de 0 à Z

La décroissance linéaire correspond au cas où l'énergie indui-

est uniformément répartie dans fi.lte par UQ

§2 - LE CAS DU LAPLACIEN

2.1 - Solution d'énergie minimum - Calcul de l'énergie associée

Du chapitre II de I il résulte que la solution d'énergie mini¬

est solution pour le domaine cvlindrique fi d’un problème mixte
m

régulier de la forme :

mum u

dans fi

sur

sur 82ÿ

Au = 0

u = C

u ~ 0

3u sur 3 fi= 0
3n o

où C est une constante a déterminer en fonction de la valeur moyenne P.

On vérifie immédiatement que um

“a - C (1 - f>
est de la forme :
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mais
3um (x.y,o)

f æs (SjH)R = - dx dy =3s3ÿ

D'où finalement

F' (il - s)U --J-rm mes (aifl)

3uÿ (x,y,0) R2 il. u,, (x,y,0)dx dy = ( 3 ifi )3s mes3 j R

2.2 - Forme de la solution u’o
On considère toutes les fonctions g definies sur 3fi telles nue :

(53)g = 0 U

g - 8(x,y ) sur 3jR

sur

(5M

avec

0(x,y) dx dy = 0 (55)31R

30 (56)~ = 0 sur 33ÿR3v

6(x,y) £ C2 ( 3 )

v étant la normale extérieure en tout peint de 38ÿ52

Alors classiquement, g étant donné, le problème de NEUMANN

Au = 0 dans fi

3u sur 3fita " s

ou tout autre relation équivalenteu dw = 0
fi

1admet une solution unique régulière uc

1Forme de u

Toute solution u 1 oeut s'écrireo *

03

UQ \X,y,s) = i|1 ai 0i(x,y)
II-2
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/ \ . Gavec 0 ( x,y ) i fonction propre du problème de NE11L-JTN homogène à
deux dimensions dans 9ÿ :

a2 0i(x»y) + Si(x,y) - 0 dans 9]ÿ

9P i
T— = 0 99ÿûsur?v

o6.‘”(x,y) dx dy = 10ÿ(x>y) âx d.y = 0 et
9ÿ 9XQ

9(x,y) 6i(x,y) dx dy

ch >/x7(a - s)

/x7 sh /xT £
1 X

et ai =
3 2 Q

( s ) =-

La série
E a. 6.(x,y)

i=l 1 1

étant supposée dérivable terme à terme une fois dans 9ÿ et deux

fois dans 9jJ2.

0(x,y) S C2(9IŒ) vérifiant (55) et (56) est développable dans

9lfi en série absoluement et uniformément convergente (cf (50) tome I p.
369) sous la forme (58).

Il s’agit donc de montrer que (57) est solution du problème

Au = 0

(58)

dans 9

9uu— ~ 0 sur 3 Cl9y Q

(I)
9u6-ÿ=0 sur 920

E 00 6ÿ(x,y)
3s

Ou sur Opè95 i=l

On vérifie aisément que (57) est formellement solution de (i).

Peste à justifier la légitimité des dérivations terme a terme effectuées.

Convergence de (57) et derivation en x et y dans fl

Il suffit de montrer qu’à partir d’un certain rang N(£,91fi,M),
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on a lorsque 0 < s < £ :

0 « —- À (59)« M
/xT sh /Â7 £J i

X. croissant indéfiniment avec j, il existe un rang N1(31Q) tel que pour

tout j > NxOifi), À.
J

> 1. De plus pour 0 s ü

ch /Â7(£ - s)5 - < coth /T] £

or coth /TT £ est une fonction dëcrois-

0 <ç
sh /x7 £

J
santé de À_. tendant vers1 lorsque X. croît indéfiniment, donc il existe
N2(£) tel que j > N2(£)entraîne coth /xT £ < ?.

Alors pour j > sup { 1î2(92Q)} et 0 < s « £ on a bien
(59) avec ?î = 2.

Dérivation par rapport à. s dans 9

La série dérivée est bien absolument et uniformément conver¬

gente,car pour tout i et pour 0 .$ s .$ £ :

sh /XT"(.£ - s)
0 « -.< 1

sh /xT £

Dérivations 2 fois en x ou y dans 9

Elles sont légitimes puisqu'elles le sont pour la série (58)
et que l'on a (59) pour 0 s .< £ et j > K(£,919 ,M).

Dérivations 2 fois en s dans 9

Il s'agit d'étudier la convergence de la série

/x7 ch /x7(£ - s)
00

E ai ®ÿ(x»y)
sh /xT £i=l
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La valeur s = 0 est singulière et l'on ne peut espérer démontrer la con¬
vergence uniforme et absolue de la série dans Ü.

Par contre dans ü, c'est à dire pour tout s et tout e tels que

0 < e .<? s £

AT ch Aÿ(£ - s)
il suffit de vérifier que pour tout i t est unifor-

sh AT £
i

mément borné sur tout intervalle
Or pour s ç (e,£) nous avons pour tout i :

AT ch AT(£ - s) AT ch AT(s, - e)
0 « «

sh AT £ sh AT £
ii

mais

-2ATU - e)AT ch ATU - e ) -ATe 1 + e= AT e
-2AT £sh AT £

1 - e

—AT e 22
s< A7e

-2A7 £-2A7 £
)ee(l - e1 - e

-ex
la dernière inégalité résultant de ce que pour x > 0 la fonction x e

est positive et a pour maximum-ÿ. D'où la légitimité de la double dé¬

rivation en s terme à terme dans Q.

12.3 - Estimation de la norme énergétique de u

Nous avons en vertu das résultats précédents :

3u 1 9u 1
o_ 9x. 9x.fill

0(x,y) u '(x.y.O) dx dy
J 3xn

0 J— dw =
° vcHÿn)

coth AT £
1n

0(x,y) E eu 6i(x,y) dx dy
ATi=l9 jSl i
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n a.
= E — coth A~ a

i=i A7 1 1 0(x,y) 6i(x,y) dx dy
8

coth /17 SL
°°= ? E a.2

i=l 1i=l A7 AT
l’intervert ion du signe / et E étant légitime.

Les 6ÿ constituent un système orthcnormal complet dans L2ÿÿ),
par suite :

2 - I |e(*,y)| I
T 2

ÜO

Ei a.
i=l 1

et finalement

coth /x]~ i
I ! 0 I ITI t: H1( si) A< (60)L2(3ifi)AT

avec X j plus petite valeur propre non nulle du problème de NEUMANN

homogène dans 3 .

contour associées au1.

est égal au carré de la norme dans L2(3fi) des données au

2- Etude de \julj\v Hl(n )
s s

en fonction de s2.4
dNu01llvs

1 - Une jnég_alité vérifiée par ds

rZ r-*- 2
dt |grad u Ux.y.t)! dx dy

J s J 3tSl

= - f |grad u 1(x,y s s )|
h Ü

2

V'ks

2
dl luo1Mvs dx dy (6l)

ds

eu 6ÿ(x,y) (jÿ(s)mais
i=l
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8,-(x,y) 0.(x,y) dx dy =avec
j31

Seÿx.y) 36. (x,y) 30. (x,y) 30. (x,y)( (
J 3

)dx dy = 0 si iÿji i+3x 3x dy dy

Par süite :

4"uo‘"vs r 30i(x,y) \2Hr 30. (x,y)30

i=l [“i" *i2(8Î j dx dyzz Jds 3x dyl3iÿ

+ aÿ2 <ju'2(s)

1* interve:rt ion du signe f et Z étant légitime.
Les 0ÿ(x,y) étant les fonctions propres normées du problème de

NEUMANN homogène dans 3ÿ :

30i(x,y) ■ 30i(x,y) -j2f[
hiül *ÿ

‘"VI IT

dx dy = A,.3x dy

et

- ÿ Ai E ou2 (jîÿ2(s)ds

c'est à dire

*iiyiivB 2
» Ai | |u Mx.y.s)! |L (62)L2 ( 3 n)

sds

2
2 - Inégalité vérifiée par j|u X|[,T

3u 1(x,y,s)
s

MVIIv u x(x,y,s) dx dy
3s3 fts s

A 3uox(x,y,s) 2
2I U0X (x,y,s )|| dx dy dx dydS 3 Q.3 Çls s
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->- 2
| grad uo1(x,y,s) |« I |uol(x,y,s)| | dx dy

L2(S n)
S

D'où en tenant compte de (6l) et (62) :

d! Iÿo1 I ly
1 s2

| |u Mx.y.s)! |v «- ds/Ms

et par suite :

-/Â7 s

b'Mv « IIVIl"s V
llu (63)e

Cette inégalité traduit une localisation, au voisinage de 9ÿ, de l'éner¬
gie correspondant à u Cette localisation est plus ou moins

grande a priori suivant que Ai est lui-même plus ou moins grand.

2.5 - Conséquences des hypothèses (50) et ( 51 ) et des résultats précë-

dents

L'hypothèse (51) peut s'écrire ici :

d un(x,y,0) R = a Mmes( 3jŒ )dS

avec 0 < a « 1

D' où
R = a M mes (3ÿ) (64)

Par ailleurs ( 5o) entraîne que :

Me||2 4M2 mes ( 9jn ) (65)
L2 ( 3 )

2
étant donné la valeur de | |u | |y (60), (64), (65) :, il vient deAlors,

2
( 3lfi) . coth /ïy £ coth /xy £mes l|e||2 (66)

L2(3ifi) a2 £R2£ /xy /Al

0 < a 1
II-2
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et de (63) on peut écrire :

coth /Tj" £ -/x7 s
llVIly « e

/TT L2 ( 9 )S

M2 mes (9jJî) coth /Tï" £ -/x"7 s
(67)« e

/xT

2.6 ~ Etude sur deux exemples de la plus ou moins bonne vérification a
priori du Principe de SAINT-VENANT transposé

1 - Domaine cylindrique de section carrée

Données géométriques et conséquences

a a a afi = ( (x,y,s) ; 0 s -S 100 a }- 2 « X « 2 ’ “ ~2 y $ ~2 ’
£ = 100 aon a donc

Par ailleurs cf (50) tone I p. 301

TT2X} =-a2

coth /Tj" £ = 1

HVNv ■■

Etude du rapport a
m1 1 V

llVUy
Tl— TI-

-<1r =
10 a /rr"

On voit que || 1 1 I v est a priori

assez nettement inférieur à | |u ( |y
dès que R est suffisamment grand

par rapport à sa valeur maximale

£

<B V- % A K
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Proximité des solutions lorsqu’on s'éloigne de 3 i ü
a3 M2

s

llVil- - TT_Tra a< i
ir

s varie de 0 è, 100 a. Cn voit que la '’distance" des solutions décroît
très vite lorsqu’on s’éloigne de 3ifi. En effet |Uo ' décroît beau¬

coup plus vite que linéairement. HV'lv
2 - Domaine cylindrique de section rectangulaire aplatie

a aS3 = { (x,y,s) ; 0 « s < 100 a }- 2a << y 2a ,« x~ 8 8
4\

JLïï2
Al !- —l6 a2
cotli /Âï" Z - 1

I

NUO1I!V i
j |u I I *11 m1 'y

r =
5 a /ir a

On voit que pour une section moins

"compact" le terme de perturbation

uÿ1 est a priori plus important.
‘Y-i

¥ a U M2 a3 TT a
ir s

IIVMv eMVMY « e
TT

s variant toujours de 0 à 100 a. On voit que la "distance" des solutions

décroît encore très vite lorsqu’on s'éloigne de 3i2. Toutefois cette dé¬

croissance est ici a priori moins rapide que dans le cas précédent.

2.7 - Un point de départ pour l’étude du cas général

La de..••'line 2 est supposé maintenant de "forme quelconque" et

répond aux hypothèses du chapitre I de la partie I. Sous certaines hy¬

pothèses à préciser, les solutions u(P) de la forme ujp) + uÿ (P) pou¬

vant s'écrire :

II-2
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u(P) = U (P) +
in

N(P,Q) S0X(Q) da

N(P,P' ) étant le noyau de NEUMANNet g ■'•(Q) les données sur 3jfi relatives
à u %).

O

9

Dans L2(n) :

00 u. (P) u.
E —-— (P* )

N(P,P* ) = Aii=l

Les Xÿ étant les valeurs propres non nulles du problème de NEUMANN homo¬
gène dans ü et les uÿ(P) les fonctions propres associées»

Alors dans un sens à préciser :

|alfi ui(Q) V(Q)daco
u(P) = u (P) + Em uÿ(Q) (68)

X.
îi=l

et 12
Ui(Q)gQ1(Q) da

2 ■VI >v = IIVIv + .E

' lL2(3in)
I M |v = | |u

m' 1 V + X.
1i=l

I MI* « I |uj i* + (69)
M

Le développement (68) précise la nature des termes complémen¬

taires, non directement associés comme u à la valeur moyenne des don-’ m
nées S0X(Q) sur 3iÿ-

Le dernier terme de l’inégalité (69) est tout a fait compara¬

ble au deuxième membre de l'inégalité (60) obtenue pour les domaines cy¬

lindriques.
L'étude du cas général pourrait comporter ensuite une estima-

dans des domaines à préciser.
2 2

tion de ||uj|vetde HuÿHy

§3 - QUELQUES CONSIDERATIONS SUR LE CAS DE L'ELASTICITE

3.1 - Estimation de la norme énergétique de u"----— —--m

II-3
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La complexité de l'opérateur de l'Elasticité rend a priori
difficile la détermination explicite de la solution d'énergie minimum

Um’ meme Pour m domaine cylindrique. Pour le schéma proposé il nous
suffirait de pouvoir déterminer||uj|v c'est à dire, au coefficient
1/2 près, l'énergie de déformation $(u , u ) associée à u . De prime

2 mm m
abord l'estimation de I lu||Tr1 1 m1 1 V n'est pas évidente,et nous pouvons nous

contenter dans un premier temps, d'une minoration.

Propriété

Dans le domaine fi défini précédemment :

$(u , u ) > $m’ m o

avec énergie de déformation dans fi lorsque l'hypothèse des mi¬

lieux continus (sections rigides) est supposée être vérifiée. C'est

à dire cf. (l9) p. 135 ou (H9) chapitre II :

. R 2 R 2 M2 M2 M2
V s x y z \

+ +-+
_— + -J— + -—)

a3 bx b2 b3

R 2

* = ± (-*-
o 2 aj a2

avec

y . mes(31 fi)p . mes (3ifi)
a3 = E.mesCsÿfi)a£ =ai = a2«1

b3 = p dbo = E Iz ybi = E I1 x

ou

est le module d'Young du matériau

2è coefficient de Lamé (ou module de cisaillement)
E

P

Ix moment d'inertie de la section par rapport à Ox et Oy
Iy

coefficients ne dépendant que de la forme de la section

et déterminés à partir de l'étude de la flexion en con¬

sole

ai

a2

II-3
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ifi(x,y) dx dy avec ifi(x,y) fonction de contrainte du

problème de torsion

d = 2 i 8 jfi

Justificat ion

Considérons u dans fi et les conditions aux limites associées.m
dans les

situées respectivement avant et après la sec-

(o s )’ $(s n) ®nerSÎes de déformation associées à uÿSoit $

portions 0 et fi(°»so)
tion d'abscisse s „o

$(u , U ) = $m’ ra (0,so) + 4(so,t)
Supposons alors que la section d'abscisse sÿ soit rigide, le domaine fi

étant soumis par ailleurs auxmémasconditionsaux limites que précédemment.

Les énergies de déformation $ '(v*) sont respectivement mi-et $

nimum, au sens défini dans la partie I, dans fi

suite
et fi et par(°,s0) (so’£)

$ (0>so) <

(so,i) ‘4(s0,*)$

et l'énergie totale $' est inférieure à 3>(u , u ).A fortiori lorsque tou-° m m
tes les sections sont supposées rigides,!' énergie est inférieure à
$(u u ) .m’ m

3.2 - Les difficultés propres à l'Elasticité

La mise en oeuvre de notre schéma d'étude du Principe de SAINT-

VENANT devrait se poursuivre par l'estimation de ||u puis par l'ob¬

tention d'une inégalité du type (63) vérifiée par | ( 1 1 ! v
deux cas nous nous sommes heurtés à une difficulté souvent rencontrée
en Elasticité sous diverses formes et que nous appelons, à tort peut-

être, le caractère tridimensionnel de l'opérateur de l'Elasticité. Cela

. Dans les

II-3
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se traduit notamment par un certain échec des méthodes de séparation de

variables ou par le passage délicat de l'Elasticité tridimensionnelle à
l'Elasticité plane.

Un exemple nous est fourni par la démonstration de l'inégalité
(h2) proposée par R. TOUPIN. Une intégration sur une longueur arbi¬

traire est nécessaire pour introduire la troisième dimension et appli¬

quer le Principe de RAYLEIGH (cf. p. 87). En d'autres termes, dans le

cas du Laplacien tridimensionnel on peut déduire de l'inégalité de plon-

gement de H1( ) dans L2(fi), une inégalité dans 9gfi liée au Laplacien bi¬

dimensionnel. Dans le cas de l'Elasticité il n'est pas simple d'obtenir

à partir de l'inégalité de plongement de E(fi)3 dans (L2(fi)}3, une inéga¬

lité dans 9 fi.s
Cette difficulté surmontée,nous pensons que les résultats de¬

vraient être de même nature que pour le Laplacien. Pour un domaine don¬

né, il est même probable que la présence des coefficients élastiques de¬

vraient entraîner un renforcement de la "convergence" des solutions lors¬

qu'on s'éloigne des régions chargées.

Signalons pour finir que le point de vue suggéré au § 2-7 dans

la cas du Laplacien, trouve son équivalent ici en introduisant l'opéra¬

teur de NEUMANN de l'Elasticité. La solution s'écrirait alors sous la

forme d'un développement du type (68). Celui-ci constituerait, nous sem-

ble-t-il, une traduction conforme à l'esprit du Principe de SAINT-VENANT

d'une des idées de J. BOUSSINESQ : écrire toute solution sous la forme

d'un développement dont lepremier terme met en évidence le torseur du

système de charges.
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§4 - CONCLUSION

Ce n'est pas diminuer les mérites de son inventeur que de re¬

connaître au Principe de SAINT-VENANT, non le rang de Principe, mais ce¬

lui d'une hypothèse admirablement adaptée a certains cas et défaillante
dans d'autres. Cette hypothèse accorde une importance particulière aux

torseurs des systèmes de charges appliquées localement, c'est à dire im¬
plicitement aux déplacements d'ensemble des régions chargées. En termes

simples,on peut dire que le Principe de SAINT-VENANT est bien vérifié
si, quelle que soit la répartition des charges, le déplacement relatif

des régions chargées est essentiellement un déplacement de solide. Il

nous parait clair que ce ne peut être toujours le cas,et la mise en évi¬

dence d'un role privilégié joué par le torseur,ne doit pas être possible

en général. Les travaux de J. BOUSSINESQ, R. VON MISES et E. STERNBERG

en sont une illustration.
Un aspect fondamental de .l'étude du Principe de SAINT-VENANT

nous parait plutôt résider dans la détermination de critères précisant

dans quelle mesure le déplacement relatif des régions chargées est as¬

similable à un déplacement de solide, quelle que soit la répartition des

charges. Sous cet angle il est très clair que l'étude du Principe de

SAINT-VENANT ne relève pas de la seule théorie de l'Elasticité. Plus gé¬

néralement encore, on rencontre le même concept lorsqu'il suffit de con¬

sidérer une grandeur globale, par exemple la quantité de chaleur, plutôt

que la grandeur locale associée, la densité de flux de chaleur. La "dua¬

lité" entre torseur et déplacement de solide se retro\ive dans cet exem¬

ple sous la forme de la "dualité" entre quantité de chaleur et réparti¬

tion uniforme de température.

Dans ce travail nous nous sommes placé initialement dans le

cadre mécanique et mathématique du "Problème de SAINT-VENANT pour les

corps de forme quelconque". C'est un cadre déjà vaste. Le torseur du sys¬

tème de charges intervient a priori dans la définition. Les déplacements

d'ensemble des régions chargées apparaissent alors comme caractéristi-

de la solution d'énergie de déformation minimum. L'énergie de défor-ques
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mation associée à cette solution est une fonctionnelle binéa-ire du tor-
seur des charges appliquées. Ces résultats suggèrent de prendre la solu¬

tion d'énergie minimum comme solution de référence. Il s'agit ensuite de

définir en quel sens et sous quelles conditions, elle représente le ter¬
me principal de tout autre solution. La linéarité du problème permet de

dire que le terme de perturbation correspond aux systèmes de charges de

torseur nul*

Malheureusement, même dans le cas typique des domaines cylin¬

driques, la mise en oeuvre d'un schéma précis se heurte à de nombreuses

difficultés techniques provenant de la complexité de l'opérateur de l'E¬

lasticité. Le schéma que nous avons proposé évite pourtant l'écueil des

singularités locales au contour et se fonde sur des critères très sim¬

ples. Le premier est original : s'il est légitime de caractériser pour

l'essentiel un système de charges par son torseur, alors l'énergie de

déformation associée à tout système de torseur donné, doit être voisine

de l'énergie de déformation minimum correspondante. Sans hypothèses sup¬

plémentaires, la dernière proposition ne peut être vraie. Celles que

nous avons introduites veulent traduire les limitations imposées aux

charges par l'apparition de la plastification, puis de la rupture du

matériau. Le deuxième critère est issu des travaux de GOODIER et de TOU-

PIN : si la répartition des contraintes tend à se rapprocher d'une ré¬

partition type en "presque tout" point lorsqu'on s'éloigne des régions

chargées, alors l'énergie de déformation associée à tout système de char¬

ges de torseur nul, est principalement localisée au voisinage des régions

chargées.

La transposition mathématique~du "Problème de SAINT-VENANT" et

du schéma d'étude du Principe au cas du Laplacien, permet de disposer

d'un modèle simplifié. Les résultats obtenus nous semblent de bon augure

pour le cas de l'Elasticité. Ils vont dans le sens d'une justification

nuancée d’un"Principe de SAINT-VENANT" en électrostatique, en chaleur

stationnaire ou pour l'écoulement d'un fluide visqueux incompressible

en milieux poreux.
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ANNEXE

UN EXEMPLE DE MISE EN DEFAUT FORMELLE DU
PRINCIPE DE SAINT-VENANT, TRANSPOSE A L'ELASTICITE

PLANE, PAR UN PHENOMENE DE CONCENTRATION DE CONTRAINTES

L'existence de "concentration de contraintes" au voisinage

d'entailles, fissures ou plus simplement de zones à forte courbure à la

surface d'un corpsÿest bien connue et a suscité de nombreuses études

expérimentales et théoriques. Vis à vis du Principe de SAINT-VENANT, di¬

vers auteurs ont signalé l'écueil représenté par ce phénomène. Toutefois

il n'existe pas, à notre connaissance, de mise en évidence théorique

d'une non vérification du Principe par apparition de concentration de

contraintes. Nous n'abordons pas ici cette question sous un aspect général,

ni même sur des cas particuliers d'Elasticité tridimensionnelle. Nous
n
nous contentons de construire un exemple en Elasticité plane,pour lequel

est formellement mis en défaut le Principe de SAINT-VENANT transposé

(avec les réserves signalées au § 5.2 - chapitre I - partie II).

1 - Rappels

En Elasticité plane,1'équivalent du Ile problème fondamental

consiste en la détermination de la fonction de contrainte biharmonique

<t>(x,y), définie dans un domaine fi de R2 rapporté à des axes orthonormés,
lorsque la charge sur la frontière 3fi est donnée; c'est à dire lorsque

le gradient de 4>(x,y), de composantes ç(s), n(s), est donné sur 3fi (cf

J. HADAMARD (5l)). s réprésente l'abscisse curviligne sur 3fi.

Si f(s) et g(s) sont les composantes du système de charges au

point d'abscisse curviligne s, alors :

IJ (ü> "5Ï e(s) ■ -b(s)
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Les conditions d'équilibre s'écrivent aisément, ainsi que tenseur des
contraintes : _ \

3x3y
32 $
3y2

32<})32<J>
3x3y 3x2

Le domaine 2 étant borné ou non, et la frontière 32 consti¬
tuée d’un nombre fini de contours simples 3ÿ2 orientés de façon convena¬
ble, le problème posé se ramène (cf G. KOLOSSOV (52) et N. MUSKHELISHVI-

LI (53) ) a la détermination de 2 fonctions u(z) et v(z) holomorphes dans

2_ telles que :

<p(x,y) = % (u(z) Z + v(z))

u(0 ) = 0

v(0) = 0

et vérifiant sur la frontière 32 l'équation fonctionnelle :

— ?— y . — du dvuTzT+ Z — + —fa = ç( s) - i n(s) = ç(s) (1)

Les conditions d'équilibre sont alors équivalentes aux conditions

1 - ç(s) est une fonction unifoime du point courant de 32

2 - JL i ç ( z ) dz ] - 0
J32 >

En particulier si 32 est analytique (Resp. constituée de n contours ana¬

lytiques simples 3ÿ2) , la condition 1 est vérifiée si ç(s) est la tra¬

ce d'une fonction ç (z ) uniforme et holomorphe dans un voisinage de 32

(Resp. ç ( s ) est la trace sur chaque 3ÿ2 d'une fonction çÿ(z) uniforme

et holomorphe dans un voisinage de 3ÿ2).
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Les conditions d'équilibré s'écrivent aisément, ainsi que tenseur des
contraintes :

32<f) V'( 3y2 8x3y

3ÿ4)3 4>V 3x3y 3x2

Le domaine fi étant borné ou non, et la frontière 3fi consti¬
tuée d'un nombre fini de contours simples 3ÿfi orientés de façon convena¬
ble, le problème posé se ramène (cf G. KOLOSSOV (52) et N. MUSKHELISHVI-

LI (53) ) à la détermination de 2 fonctions u(z) et v(z) holomorphes dans

fi. telles que :

<J>(x,y) = % (u(z) z + v(z))

u(0) = 0

v(0) = 0

et vérifiant sur la frontière 3fi l'équation fonctionnelle :

u(z) + z + ~ £(s) “ i n(s) = ç(s) (1)

Les conditions d'équilibre sont alors équivalentes aux conditions

1 - ç(s) est une fonction uniforme du point courant de 3fi

2 -RJ f ç(z) dz] - 0
*ÿ J3fi >

En particulier si 3fi est analytique (Resp. constituée de n contours ana¬

lytiques simples 3ÿfi) , la condition 1 est vérifiée si ç(s) est la tra¬

ce d'une fonction ç(z) uniforme et holomorphe dans un voisinage de 3fi

(Resp. ç(s) est la trace sur chaque 3ÿfi d'une fonction çÿ(z) uniforme

et holomorphe dans ion voisinage de 3ÿfi).



A-III

Le tenseur des contraintes s'écrit alors :

l' ni2 - (u" z + v")

jl (2 u' + u" z +

u" Z - v")

u" Z + v"] r"j
Pour l’étude de ces questions nous renvoyons a, (53) et, lors¬

que 9£2 est analytique, aux travaux de C. MATHURIN (54) (55) (56). Voir
aussi l'exposé proposé dans L» SOLOMON (5) chapitre 6.

Si le domaine H est simplement connexe, la représentation de

£2 sur le disque unité peut souvent être utilisée avec profit. Si £2 est
doublement connexe il peut être avantageux de représenter conformément
le domaine sur une couronne circulaire.

2 - Orientations
1 ~ Il s'agit, étant donné un système de charges statiquement

équivalent à zéro,appliqué sur une "petite" portion 9q£2 de 9£2, d'étudier
les contraintes en un point du contour "éloigné" de 9q£2, lorsque la

eourbure est "grande" en ce point.

2 - Supposons £2 simplement connexe. 9£2 étant prise analy¬

tique, l'équation fonctionnelle (l) et les conditions au contour sont
plus aisément satisfaites si ç(s) est la trace sur 9£2 d'une fonction
ç( z) holomorphe et uniforme au voisinage de 9£2. Mais il n'est pas possi¬

ble de construire une fonction holomorphe, nulle sur 3£2 sauf sur une por-

. Par centre si 2 est un domaine doublement connexe borné,donttion 9q£2
le contour intérieur 9&£2 est "petit" vis à vis du contour extérieur 9j£2,

ç(s) peut être prisenulle sur 9i£2 et être la trace sur 9q£2 d'une fonction

holomorphe et uniforme au voisinage de 9ÿ£2.

3 - La construction des diverses fonctions intervenant dans

l'équation fonctionnelle (l), se simplifie, si £2 est représentable sur une

circulaireÿ par l'intermédiaire d'un polynôme ou d'une fractioncouronne
rationnelle.
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/ki3 - Un exemple

3-1 - Le domaine
On considère dans le

plan des z le domaine fi

compris entre les deux

limaçons de Pascal

et Li d'équations pa¬
ramétriques :

x = 1 „ , m— cos 0 + — cos 20 D.n n2 trL P XO — sin 0+ ” sin 20■y = —n n2

x = cos 0 + m cos 20
Ll

y = sin 0 + m sin 20

fi peut être obtenu

à partir de la couronne
circulaire D,délimitée
dans le plan des Z par les cercles C et Ci, centrés à l'origine,de

1 °rayon respectif = — Ri = 1, par la transformation conformeÿ

Z + m Z2z =
0 m < ~avec :

Lorsque m tend vers le limaçon Li "tend" vers la cardi.oïde d’équa¬

tions :

cos 20x = cos 0 + 2

sin 20y = sin 0 + —
et dont le point de rebroussement a pour affixe z = -
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Lorsque m est voisin de 1/2, le limaçon Lj présente une forte
courbure au point situé sur l’axe des x pour 0 = îT.

Lorsque n croît, LQ décroît et sa forme devient quasi circu¬
laire.

3-2 - Système de charges - Equation fonctionnelle
Le domaine fi est représenté conformément sur D par la trans¬

formation

-1 + / 1 + 1+ mzZ =
2m

La détermination du radical étant celle qui, dans le plan des

z coupé le long de la demi droite )-°°, - , est réelle positive pour

z réel supérieur à -
La oondition (l) se traduit alors, les charges étant supposées

nulles sur Lj :

Z + mZ2 du
i + aÆü<z>+f <z> = °u(Z) +

(1!)

Z + (z) + 4ÿ (Z) = ç (Z+mZ2) = X (Z) sur C
1 + 2mZ dZ dz o o ou(Z)+

X (Z) donné, holomorphe et uniforme dans un voisinage de C
o °

X (Z)(1 + 2m Z) dZ
C °

avec "iavec

= 0

o

On vérifie immédiatement que les fonctions

u(Z) = Z2 - —Z2
(2 Z + —)Z + mZ* -i-•2(Z)-dz Z3Z2 Z2(l + 2mZ)
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sont holcmorphes dans D, satisfont (l*)aved ;

Z + mA0(Z) = Z2 - i- (2Z + —)+ —--n4Z2Z3 n4Z2Z2 Z2(l + 2mZ)

n2 Z + m (2Z + —)+
n4Z2(l + 2mZ) Z3

— JZ = Y sur Ci et z" = —i— sur C .car
on2Z

Remarquons que Xq(Z)est holomorphe au voisinage de CQ avec

XQ(Z)(1 + 2mZ)dz| = 0, les pôles de la fonction )(l + 2mZ)

étant 8u multiples ou de la forme avec A réel. X (Z) correspond bien

à ion système de charges statiquement équivalent à zéro,appliqué sur Lo.
3-3 - Mise en défaut formelle du Principe de SAINT-VENANT

Soit n suffisamment grand par exemple n = 20. Si m est proche

de — la courbure au point P de Iq,,correspondant à 0 = ir,est grande.

est le rayon de courbure en P

Si R

1 km - 1
R =

(2m - 1f
La partie LQ du contour, soumis à un système de charges stati¬

quement équivalent à zéro, est "petite" vis à vis du domaine n et le

point P est "éloigné" de Lq. En effet sa distance à LQ est supérieure à

10 fois le diamètre de Lo*

P peut être rendu aussi grand que l'on veutj.en

choisissant m suffisamment proche de 1/2.
Pourtant a eny

En effet,en tout point de fi :•*

+ aa

P, 0x est nul, d'où :Or en

■ >*(SHa (P)
y
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sont holomorphes dans D, satisfont (1')avec -
Z + mZ2 -i- (2Z + —)+ ——Z3 n4Z2

x0(z) « - n4Z2
Z2 z2(l + 2mZ)

n2 Z + m (2Z + —)+
n4Z2(l + 2mZ) Z3— iZ = -ÿ sur Cj Z = —etcar sur C .on2Z

Remarquons que Xÿ(Z)est holomorphe au voisinage de C avec

T)( X (Z)(l + 2mZ)dZ = 0, les pôles de la fonction X(Z)(l + 2mZ)
J c\J Q o o

étant ou multiples ou de la forme avec A réel. X (Z) correspond bien

à un système de charges statiquement équivalent à zéro,appliqué sur .

3-3 - Nise en défaut formelle du Principe de SAINT-VENANT

Soit n suffisamment grand par exemple n = 20. Si m est proche

de — la courbure au point P de Li„correspondant à 0 = ir,est grande. Si R

est le rayon de courbure en P

1 4m - 1
R =

(2m - 1f
La partie LQ du contour, soumis à un système de charges stati¬

quement équivalent à zéro, est "petite" vis à vis du domaine et le

point P est "éloigné" de Lÿ. En effet sa distance à est supérieure à

10 fois le diamètre de L .c

en P peut être rendu aussi grand que l'on veut»,en
y -

choisissant m suffisamment proche de 1/2.
Pourtant o

En effet,en tout point de £2 :•

- 1iJl'p-y dza + cr
::

Or en P, cr est nul, d'où :* x

Vp> ■ f <p>)
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mais

du du dZ 1 (2 Z + —)dz dZ dz 1 + 2mZ Z3

et en faisant Z = -1 :

16VP)= irra

Le module des charges sur LQ ne croît pas pour autant indéfi¬

niment.

la + a|sur L ;x y1 oVérifions-le, seulement, en considérant

£ h <*i£ ia + ax

mais

(|Z|4 + 1)_
2 |Z4 + 2|

|Z3! |l + 2 mZ|
du max« 2
dz |Z|3 min(11 + 2 mZ|)

ie
g - -— et par suite :n

n4 + 1
n - 2m

Sur Lo’

du
dz

0 < m < 1/2 n > 2avec

n4 + 1I <-y nD'où a + a - 2mx

Le majorant étant d'ailleurs atteint pour 6 = 7r. Il est clair

|reste tomé lorsque m tend vers 1/2 avec n quelconque,
y1+ aque I ox

supérieur à 2.
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mais

du du dZ 1 (2 Z + —)dZ dz 1 + 2mZdz Z3

et en faisant Z = -1 :

16yp)- TTT-S
Le module des charges sur ne croît pas pour autant indéfi¬

niment.

Vérifions-le, seulement, en considérant |a + a I sur L • ry o .

TI-HÆ(£ Mÿifia + ax

mais

(jz[4 + 1)_ 2 |Z4 + 2|
|Z3 1 |l + 2 mZ|

du max« 2dz |Z|3 min ( 1 1 + 2 mZ|)
ie

Sur L , Z = —— et par suiteo’ n
:

! — U —1 dz 1 x n
+ 1
- 2m

0 < m < 1/2 n > 2avec

n4 + 1D'où a + a ■*? n - 2myX

Le majorant étant d'ailleurs atteint pour G = TT - Il est clair

I reste borné lorsque m tend vers 1/2 avec n quelconque,
y1que |ax

supérieur à 2.

+ a
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