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Abstract

On a class singular boundary value problems

In the present work we study the singular mixed problem with
n™ order singularity at origin, in which combine a dirichlet
boundary condition with an integral conditon for one variable
Integration.

We establish existence and uniqueness of the solution.

The proofs are based on a priori estimates and the range density

of operator generayed by the considered problem.



Résumeé
Sur une Classe de Problemes
aux Limites Singuliers

Le présent travail est consacre a |I’étude d’un probléme mixte
singulier avec singularité a I’origine d’ordre n, Combinant une
condition aux limites Dirichlet avec une autre intégrale a borne
variable.

On montre |’existence et I’unicité de la solution.

Les démonstrations sont basees sur des estimations a priori et
sur la densité de I’ensemble image de |’opérateur engendré par

le probléme en question.
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0.1 Introduction

Différents problémes rencontrés en théorie de la conduction thermique [4, 5, 16, 17], cn
thermoélasticité et en physique des plasmas peuvent étre ramenés & des problémes aux
limites avec conditions integrales, de tels problémes ont été étudiés dans [1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 9,16,17,18] pour les équations paraboliques, dans [21] pour les équations hyperboliques
et dans [10,11] pour les équations du type mixte, la méthode utilisée dans [2, 3, 9, 10, 11,
18] est celle des inégalités énergetiques.

Le but de ce travail est extension de cette méthode aux problémes singuliers. Dif-
férents problémes aux limites pour ¢quations aux dérivées particlles ont ¢t¢ ¢tudiés par
differentes methodes dans [3, 8, 11, 19, 20, 21, 22, la méthode des inégalités de I’énergie
appeleé aussi méthode d’analyse fonctionnelle trouve son origine dans les travaux de 1.G.
petrovsky [20] utilisée dans la résoulution du probleme de cauchy lié aux équations du
type hyperbolique, par la suite des dévloppements impotants de la méthode sont dus a J.
Leray [19] et L. Garding [14], la méthode a été également utilisée et developée dans les
travaux de O.A. Ladyzenskaja [18], A.A. Dezin [12] K. Friedrichs [13] et N.Yurchuk [27],
on peut egalement citer les travaux de F.Rebbani et V.I. Chesalyn [22, 23], le schéma de
la méthode a été donné pour la premiére fois par A.A. Dezin [12] et qui peut étre résumé
comme suit:

Tout d’abord on écrit le probleme posé (P) sous forme d’une équation opérationnelle
Lu = f, u € D(L)

ol l'opérateur L est considéré de 'espace de Banach E dans ’espace de Hilbert F' con-
venablement choisis.

Apreés on établit les estimations a priori pour 'opérateur L et on montre la densité de
I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans F'.

Si on convient d’appeler solution généralisée du probléme (P) toute fonction vérifiant:
Lu=f.

Alors pour avoir I’existence de la solution généralisée il est nécessaire et suffisant qu’on

établisse la densité de R(L) dans F'. L'unicité est assurée par I'inégalité de 1'énergie.

o



Le présent travail est considéré comme le prolongement des résultats obtenus dans [1,
2,3,4,5,6,7,9, 16, 17] pour les équations paraboliques dans [10, 11] pour les équations
du type mixte.

La méthode des estimations & priori est une méthode efficace pour 1’étude de beaucoup
des problémes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide
et développée dans un cadre abstrait élégant, mais dans I'application de cette méthode
on trouve des difficultés parmi lesquelles nous citons:

1. Le choix de I'espace des solutions.

2. Le choix de multiplicateur.

3. Le choix de I'opérateur de régularisation.

Les questions sont tellement variées et récentes, que 1’élaboration d’une théorie générale
est encore prématurée, chaque probléme nécessite une étude spéciale, d’ou I'actualité du

théme.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

On commence dans ce chapitre par rappeler en bref certaines notions utiles par la suite.



1.1 Opérateurs abstraits de régularisation

Siot H un cspasc de Hilbert ¢t A un opérateur defini de
D(A)c H— H

avec

D(A)=H
Définition 1.1.1 On dit que A est un opérateur dissipatif si
Vu e D(A), Re(A(u),u)y <0.
Définition 1.1.2 On dit que A est un opérateur accretif si
Vu e D(A), Re(A(u),u)g > 0.
Proposition 1.1.1 Soit A un opérateur tel que
D(A)CH—H

avec

D(A) = H.

Alors les proprietés suivantes sont equivliantes:

i) A est un opérateur dissipatif.

i) |(A—=ADu|| > Re||u|| Vu € D(A), Y\ € C tel que Re A > 0.
it1) [[(A— AD)||u > A|u||Vu € D(A),VA > 0.

Théoréme 1.1.1 Tout opérateur dissipatif admet un prolongement fermé, ce prolonge-

ment est aussi un opérateur dissipatif.

Corollaire 1.1.1 Un opérateur dissipatif maximal est toujours fermé.

Théoréme 1.1.2 Soit A: D(A) C H — H avec D(A) = H un opérateur disspatif,
alors les proprietés suivantes sont équivalentes

i) A est mazimal dissipatif.

it) Im(A — XI) = H pour certains A € C' avec Re A > 0.

iti) Im(A — XI) = H pour tout A telle que A > 0.



Proposition 1.1.2 Soit A: D(A) C H — H avec D(A) = H un opérateur dissipatif,
alors les proprietés suivantes sont équivalentes:

i) A est maximal dissipatif.

it) A est fermé {\,/ Re\ > 0} C p(A) et de plus on a:

1
RMNA)| < —.
IROA)| < =

Théoréme 1.1.3 Soit A: D(A) C H — H avec D(A) = H un opérateur dissipatif
mazimal alors:

i) A-t e L(H).

i) A7 < 1
iii) lim AZY = u pour u € H. ourAZ'u = (I —eA)™ u, ¢ > 0.
e—0

Preuve. Soit ¢ > 0 alors{e : ¢ > 0} C p(A) donc (A — AI) est contintument inversible,
d’'ott (A — AI)"! existe, borné et définit sur H tout entier, puisque 1 € {e:2 >0} on
déduit que

(A~ é])fl c L(H)

mais
1 1
A-=I)=—-—=(I-¢cA
(A== -tu-ea
d’ou
1 1
A—-D)t=——(I-cA)?
(A= 1D7 = 1 —2a)™,
on posc A-! = (I —eA)~!, on déduit quc
Al e L(H)

et en utilisant le théoréme 1.1 2 on trouve que

=201 < b=

o | =

donc

I <1

supposons tout d’abord u € D(A),d’ou

HA;IW, - uH = H([ —cA) tu— uH = Hs(l —cA) M Aul| < el Au||,



d’oul par passage a la limite, on a lin% Ay = u, pour u € D(L) et comme on a D(A) = H
£—

, alors limA-'u = u, pour tout u € H. =
e—0

Exemple 1.1.1 Soit A = @

ot D(A) = {u € Ly(2)/u(0,t) =0} et Q = (0,1) x (0,7).

Alors A est un opérateur accrétif.

Preuve. (Au,u) = [, &udzdt = fol utlly dv — [y uZdrdt, done (Au,u) + (Au, u) =
fo (z,T)|) dv — fo lu(z, 0)|” dz, on a u(x,0) = 0, alors 2 Re (Au, u) fo lu(z, T))? d,
d’otu Re (Au,u) > 0. m

e—inégalité On applique dans tout de ce travail ’e —inégalité suivante:

1
Re(a,b) < = |af® + — [B]>, Ve > 0.
2e
Lemme 1.1.1 (inégalité de Gronwall) si a+y(t) < A—i—C’fO y(s)ds et telle que A >
0,a>0
alors

a+yt) <CiA  ou C et Cy deux constantes.



Chapitre 2

Etude de Quelques Problémes
Modéles

Ce chapitre est consacré & ’etude de deux problémes modeéles par la méthode des inégal-
ités énergetiques, 'un parabolique avec des conditions locales du type Drichlet et 'autre

hyperbolique abstrait.



2.1 Probléme parabolique avec conditions aux lim-

ites locales

Dans le rectangle Q = (0,7) x (0,1), on considére 1’équation

ou  Pu

Lu=
A T'équation (2.1) on associe la condition initiale,
lu=u(0,z) = ¢(x), a€(0,1),
la condition de Dirichlet,
u(t,0) = u(t,1) = 0, t € (0,7),
on la fonction ¢ satisfait les conditions de compatibilité suivantes:

o(1) = £(0) = 0.

Pour I’étude du probléme posé nous avons besoin des espaces fonctionnels suivants:
Soit E 1’éspace de Banach des fonctions u € Ly(£2) verifiant les conditions (initiales et

Dirichlet) muni de la norme

Jull = [ |5
u_an

et F est espace de Hilbert des fonctions vectorielles F = (f, ¢) obtenu comme complété

2

1
dxdt + max/ lu(z, 7)) dr
0

te(0,T)

de Tespace Ly(Q2) x W2(0,1) par rapport & la norme

1
T2 :/\cuﬁde/ o(2)? de
Q 0

on pose

Mu = 2u.

En multipliant ’équation (2.1) par Mu on obtient :

1 T 1 T 1 T 02
/ / Luudzdt :/ / @udﬂlz‘ / / a—Zud;MZz‘. (2.2)
o Jo o Jo Ot o Jo O



En intégrant le premier terme du membre droit par rapport a ¢ on obtient :

1 T OU /1 1 T OU
—udxdt = w3l — / / —udzxdt,
/0 /0 ot 0 ‘0 o Jo Ot /

1 T 9, 1 1
2 [ [ Gudede = [ ten)|de - [ o0 (23)

En intégrant le deuxiéme terme du membre droit de (2.2) par rapport & x on obtient :

1,7 92, T 9, 1 1 pr
/ / a—gudmdt = 2/ @u — 2/ /
o Jo Ox o Ox 0 o Jo

En remplagant (2.3) et (2.4) dans (2.2) on obtient:

d’on

2

ou
—_— xdt. 2.4
e dadt (2.4)

fol Jo (Lu)(2u)dadt + fol u?(x,0)dx
= foy [e>(@,7) da 12 [y [T |22 dudt.

En utilisant I'inégalité de € pour le terme fol Jy (Lu )(2u )dzdt on obtient:

1 T 1 T 1 T
2/ / (Lu)udzdt < / / |Cul® dsdt + / / |uf® dadt.
0 Jo o Jo 0o Jo

D’ou

fol |u?(z, 7)| dz + 2f01 N %‘2 dzxdt < fol N |Cu|* dsdt+

T dedt + [ [u?(x,0)] de.
(2.6)

En utilisant le lemme de Gromwall on trouve que
1 1 T 2 1 T ) 1
/ "LLQ(;E,T)‘ d$+/ / dzdt < Cy [/ / |£u|‘d$dt+/ ’uQ(:E,O)‘ dx] .
0 0o Jo 0o Jo 0

Ainsi
ull < C||F]|.

ou

u
o

10



2.2 Probléme hyperbolique d’evolution abstrait

Soit H un cspace de Hilbert séparable, ¢t V' un autre cspace de Hilbert continu ct dense
toutalement dans H.

Soit A € (C1[0,T], L (V.V*)) et considérant la forme quadratique
a(t,u,v) = —(A(t)u,v),

telle que a vérifie
1) a est symétrique

a(t,u,v) =a(t,v,u),

2) a est coercive

a(t,u,v) = allully, —blully,

a et b deux constantes positives.

Considérant le probléme

W) =AW u+ (1), u(0) =ug,i(0) = u. (2.7)

2.2.1 Existence de Solution

En multipliant (2.7) par @ scalairement on obtient:

Alors
(i, 1) + a(t,u,a) = (f(t),a). (2.8)

En intégrant (2.8) de 0 a ¢ on obtient:

/Ot(ﬂ,il)ds—l—/ota(t,u,ﬂ)ds_/Ot(f(t)’u)ds. (2.9)

En intégrant chaque terme du membre gauche on obtient :

t t
/ (it, @) ds = (1, @) — / (i, it) ds,
0 0

11



d’on
N AV ETEEN . 2 .
Jy Gini)yds = 3 Ja ()3 — 3 e (0)]f

! X (2.10)
= sl Ol =3 il
et
/O o (b, i) ds — —/()’(A(t)u,u)ds - AW w ),
+/O (A(t)u,u)dﬁ/o'(A(t)u u) ds.
On a
. 0 .
—(A(t)u,u)ds = &a(t,u,u) =a(t u,u),
d’ou
/0 a(t,u,a)ds = %a (t,u(t),u(t)) — %a (t,u(0),u(0))
INAN
—5/0 a(t,u,u)ds. (2.11)

En remplagant (2.10) et (2.11) dans (2.9) on obtient:

altu (), ul®) - i) = lal? +a(u(©).w(0)

+ /t (@ (tyu,w) +2(f(t),0))ds.
0

Ainsi on obtient I'estimation

[[u (Ol + e (Ol < C (||UO||V + llually + ||fHL1((O.T).H)>

12



2.2.2 Unicité de Solution

Soit u une solution de (2.7)  si f=0,up=u; =0, et s¢&(0.7)

en posant

o(t) = {— [ u(r)dr sit<s

0 sit>s.

Alors on a

i = A(t)u. (2.12)

En multipliant (2.12) par v scalairement et en intégrant par parties par rapport a ¢

on obtient:
¢ t ¢
/ (ii,v)ds = —/ a(t,u,v)ds —/ (A(t)u,v)ds. (2.13)
Jo 0 0
On a
¢ t
/ (it,v) ds = (a1, %))} —/ (1,0)ds
0 0
d’ou
¢ ¢
/ (i, v)ds = —/ (d,0)ds. (2.14)
0 0
En remplagant (2.14) dans (2.13) on trouve:
¢ t
/ a(t,u,v)ds = / (@, 0) ds. (2.15)
0 0
On a ¢ (t) =wu(t) et v(T)=4(0). par définition alors (2.15) devient:
¢ ¢
/ a(t,v,v)ds :/ (11, u) ds. (2.16)
0 0
En intégrant (2.16) par rapport a ¢ on obtient:
1)
s 1 9 1 9
[ wd = Slats)l - 5 o)
O -~
1
= gl (2.17)
2)
: . 1 L[,
/ a(t,v,v)ds = ¢ (0,v(0),v(0)) + 5/ a(t,v,v)ds. (2.18)
0 0

En remplagant (2.17) et (2.18) dans (2.16) on obtient:

0 0,000}, (0) + uls) = = [ at,0.0)ds,

13



donc on a 'estimation

1o (015 + [[u(s)

e ([ 1o as o). (219
On pose .
w(t) = /o u(r)dr = v(t) — v(0)
on aw(s) =uv(s) —v(0) et v(s)=0 alors w(s) = —v(0). donc

v(t) = w(t) — w(s).

En remplagant v(¢) dans (2.19) on obtient:

b= ([ e - uts

2 4 fu(s) |€ﬁ+hﬂm@>

lew(s)

On a

[ < 2 [y + lw(s)II7]

wt) — w(s)

et
|w$@§34|ww@ﬁ

En utilisant les deux estimations, on obtient:

W@mé+w@mfﬂclnmminK(Anmm@+wmﬁmﬁ-

D’ou ,
(1%%Ww@m3+MwNESK<AIWUM3+WMNZﬁ>-

1

5c» et en utilisant 'inégalité de Gronwall on trouve

En choisissant s tel que s <

w=u=0.

14



Chapitre 3

Probléme aux Limites Singulier non

Local

Le but de ce chapitre est I’étude d'un probléme mixte singulier avec une singularité a
I'origine d’ordre n, combinant une condition aux limites du type Dirichlet avec une autre
intégrale a borne variable.

On commence tout d’abord par décrire le cadre fonctionnel d’¢tude du probléme posé.
On commence par établir une estimation a priori bilatérale. La méthode utilisée est celle
des inégalités énérgetiques. Pour montrer ’existence de la solution on montre la densité
de 'image de l'opérateur engendré par le probléme en question et cela en se basant sur

les opérateurs de régularisation.

15



3.1 Position du Probléme

Dans le rectangle Q= (0,7) x (0, £),on considére I'équation

ou 1 0, ,0u

A T'équation (3.1) on associe la condition initiale

lu =u(0,z) = ¢(x), xe(0,4), (3.2)

la condition de Dirichlet
u(t,l) =0, te(0,7), (3.3)

et la condition intégrale
/ju(t,&)dﬁ o, 0<t <(te(0T) (3.4)

O la fonction ¢ satisfait les conditions de compatibilité suivantes:

p(£) =0, /go(x)dx =0.

151

Pour 1'étude du probléme posé nous nous besoin des espaces fonctonnels suivants:
Soit E l'éspace de Banach des fonctions u € Ly(€2) vérifiant les conditions (3.3) et

(3.4) et muni de la norme

. 2 ,
||u,||’j‘5_/ o) |2 dde/ ()

l,ZJL
et F est l'espace de Hilbert des fonctions vectorielles F = (f, ) obtenu comme com-

2

0 (3 dx; (3.5)

Tﬂ/ _ )

7, o
or'" Ox

x

4
dzdt + sup / 0(x)
0

0<t<T

plété de l'espace Ly(§2) x WF(0,¢) par rapport & la norme

of a -
171 = [ 0@Is P+ [ o) || ds (3:6)
Q 0 dx
ol
[, 0<a < 4.
Ola) = {1:”*1, <z <l/ (37)

Au probléme(3.1)-(3.4) on associe 'opérateur L = (£, () définit de F dans F.

Définition 3.1.1 On appelle solution du probléme (8.1)-(3.4),toute solution de l’équation
opératorielle

Lu=F.

16



3.2 Estimation a priori bilatérale

Théoréme 3.2.1 Pour chaque fonction u € E, on a ’estimation & priori suivante:

[ Lullp < Clullg
ou C' est constante indépendante de wu.

Preuve. De I'équation (3.1) on a

oul* 110 ul?
< I R ’rL_ .
uf 2[ ot x| Ox (= Ox ]
Alors
Ou Ox) | 0 ()u
<
donc )
oul> 6(x)|a , ,0u
T 2 rdt < _ ‘rL_ ~dt.
/Qﬁ(r) | Lul ahrdz‘_Q/Q [9( ) e o 0.77(T Ee ]d:rdt
D’autre part on a
¢ 2 ‘ (2 ‘ 2
/H(T) Olu dm—/ 0(x) 9u(0,z) dx < sup / 0(x) Ou dx.
0 €T 0 z 0<t<T Jo z
En sommant (3.9) et (3.10), on a:
Olu
/9 |ft7:)dxdt+/9()0 dr<2/9 —dxdt
O(x) | 0, ,0u
-5 g a—>

+ sup / 0(2) o
o<t<T Jo Ox

T
D’ou

[ Lullp < Cllull-

Ainsi le théoréme est démontré.

17
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Théoréme 3.2.2 Pour toute fonction u € E, on a l'estimation
Jullp < CllLul (3.11)
ou la constante C' est indépendante de wu.

Preuve. On note par

D(L):{ueE x ;;gt LQ(Q)},

¢
Ju = / u(t, &)d¢,

et
Iy é’l,{.n du 0<a< gl
L PR A
h ot ot 1=

En multipliant I’équation (3.1) par Mu, et en intégrant sur Q7 = (0,7) x (0,¢), on

0 <7 < T et en prenant par la suite la partie réelle on trouve que:

T 14
Re// LuMu dxdt = // M drdt (3.12)
0o Jo
81/
M dxdt.
//T” 8T or o

En intégrant par parties chaque terme du membre droit de (3.12) et en utilisant les

conditions(3.1)-(3.4) on obtient :

2
u

T Kau T 01 a
Re / / —Mu dxdt = / / O™ dxdt
o Jo Ot o Jo |0

Tt oul? T ,0u Ou
n+1 | 7™ ‘
+/0 /ga: o dxdt+/0 A O s e,

T ¢ T 3
Re//@l\lﬁdxdt = //QL
// —“Ja“dmf
0y

donc

2
dadt (3.13)

18



En intégrant le deuxiéme terme du membre droit de (3.13) on obtient:

Re / / 2" @Ja“dxdt / / 1 dxdt.
01 1
d’ou
T L a, T ¢ ) 2
Re/ / Oy rrdedt — //Hx U drdt
Jo Jo Ot o Jo t
T ¢ 2
ﬂ/ /m“—l 724 et
2 /o 0 y
On a:

Elx” a aU/ ou

—Re/ / m”@:ﬁ ]V[udult = // o &r )&
// e 0 au)@u,

0o " 07“ ot

" 0 ou
//lxax Jaddt

En intégrant par parties chaque terme du membre droite on trouve que:

o O au du & ou 9*u
/ / e 81: — —d dt = / / L™ — 919 atd:tdt

gt 0 01/ ou e ou O*u
/ /1 zm aﬂr —d:zdf / /Iﬁ o &ratdﬂit

E)uf)u
- e e G - // o

En sommant (3.16), (3.17) et (3.18) on obtient :

ﬂﬁu au, 0?u
/ / 55 T YMw dxdt —/ / 077 amatd:ﬁdt.

19
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(3.19)



En sommant de nouveau (3.16) et (3.19) on obtient :

T { T 4
Re// LuMu dxdt = //0(1:)
o Jo
01/ 9%
/ / o arafd“’dt

/ / n—1
En intégrant par parties le terme

| Ou d*u
dzdt
/ _/ &r Oxot ’

2
dxdt (3.20)

d;vdt.

on obtient
T du u £ o]
Re/o/ﬁ()a Tl edr = /9(33)% dr —
8u 0%u
/ / 8x8x8td wdl.
Alors
T 14 2
Jdu J*u
¢ 2
—1/ 8u7'x dm —1/9(7‘)% dx.
2 2/, ox
D’ou
1 Alu|?
//£71M11 (lT(if+2/0 O(x) 5y dr =
T £ 2 T £ 2
/ /0(1) Ou da:dtJrﬁ/ /33"1 dxdt
o Jo 2 Jo Ju
1 [ oulr,z) >
+§/0 o) | P

En remplagant 'expression de Mwu dans le terme Re fOT f(f LuMu dzdt

T 14 T 41
Re/ / LuMu dxdt = / L™ %Eudxdt%—
o Jo

// ,Cud:cdt—i—// ”Eufg—d:r:dt
0y

20



et en utilisant I’e—inégalité a chaque terme on obtient

1- Pour le premier terme, en prenant € = 2, on obtient

T £ au T £ 9 1 Tl
V2" — Ludzdt < O | Lul” dedt + — lx"
0o Jo ot 0 Jo 4o Jo

2- Pour le deuxiéme terme, en prenant € = 2, on obtient

// ,Cudrdt<// " | Lul? dedt + = // et
{9 21 2

3- Pour le dernier terme, en prenant ¢ = %, on obtient

2
dxdt

d:z:dt

f%

2
ou

T 4 ol - /
ou 1 n
2" LuJ —dxdt < —/ / zH E'uzdx(lf++—/ / it N Bt
/0 /21 ot 2n Jy Jo Ll 2 Jo Jo, ot
/ / 2" Cul? dadt < —/ / z) | Lul? dzdt.
£y

En sommant (3.21), (3.22) et (3.23) on trouve que

T ¥4 2 1
Re / / LuMudedt < ”+ / 0(x) | Cul? ddt
. I

L
IV

9 (2 z" nOu " Lu

d:p( 81‘) ot

et en utilisant I’e—inégalité, on a

De plus comme:

d’Idt

Ot

d:zcdt

d’autre part on a:

ou, ,0u

ou
81‘( 8:1:) ot

ot

<2 (;L‘z" |Lu)? + 2"

2)
oul?
ot

d’on
0(x)

41.271

ou, ,0
2| <

o <b [ frrer s [
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Ainsi on a

L

Bu
&T

(3.21)

(3.22)

dxdt. (3.23)

(3.24)

(3.25)



en combinant (3.16) et (3.24) on trouve que

du 1 /f du(r, x)
// ‘7 dudt + —/Oe)(x)’ 4

2 T b
2n+1
de < nt //0(x)|£u\2dxdt
2n Jo Jy

2
1/t Alu|”
— O(x) | =—| dr. (3.26
+3 [ 0| Ge| dn @26)
En sommant (3.25) et (3.26) on obtient:
L[t u? 1/t ou(r,x)|?
- T ’ — | (= - d:
4/0 /o 0(x) dxdt + 2/0 (x) 5 T

/ / 5 @ @ < 3n+1/ / ) | Lu)? dedt
T 2n o
1 [* ol
+§/ 0(x) a—z dx. (3.27)
0 o

Comme le membre droit de (3.27) ne depend pas de 7, en passant au sup sur 7, on trouve

que
ullp < | Lullf.

Ce qui achéve la, démonstration.
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3.3 Résolubilité du probléme

D’apres les estimations (3.8) et (3.11) , on voit que l'opérateur L : E — F' est continu
et que son image est fermée dans F'.

D’ott Popérateur inverse L' existe et continu de R(L) dans E, ainsi L est un homéo-
morphisme de E dans R(L).

Pour obtenir ’éxistence de la solution il suffit de montrer que R(L) = F.

La démonstration est basée sur le lemme suivant :

Lemme 3.3.1 Soit
Do(L)={u e D(L) /[lu=0}

st

/ 0(z) Lurndxdt = 0 (3.28)
o

pour tout u € Do(L) et pour un certain w telle que x™w € Ly(Q2), alors w = 0.

Preuve. En posant dans (3.28), h = 2 o h, 2" %, L (z"9%) € L,(Q) et h verifie les

conditions aux limites (3.3) et (3.4) on obtient:

9, ,0u__
/0 x —wdrdt /xne( ,)a (x %)wdldt. (3.29)

X

De nouveau en posant dans (3.29) u = Jh = fo T,x)dT on obtient :
/9( VW dt—/ L o) 2 (@0 2 (g by ywdadt (3.30)
Q:L,u:v—ﬂxnxammaxt wdxdt. .

En intégrant par parties le membre droit de (3.30) et en posant Jw = ftT w(T,z)dT on

trouve
2 Jow = —w(t, z) alors,
Ly 0 0n@ iy 1 0. . oh
/Qﬁg( )07“( a,,(J h) ywdzdt = Jr/Q —0(z )8T B — ) Jaodzdt
d’on

0

1 O, 0 n@h _
/QFG(I)%(:U %(Jt h))wdxdt/ﬂ —0(z )8T 8m)thdz:dt. (3.31)
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Par la suite en écrivant 78—(E” g“) sous la forme
10,6 ,0h 1 o ,0 n 2n 3 o n, o,

Alors (3.31) devient:
1 O 00 Ny Loy 0 n@ gy
/QEG(LL)%(LL %(Jt h))wdyLdt/Qﬁﬁ(hL)&EtL a:E(UL h)dxdt
n

_27L 9 n n
_/Q:E2n+19(x)%($ h)"‘/ﬂme(x)(x h). (3.32)

Le membre gauche de (3.32) montre que 1'application

N 1 o, ,0h
z"h H/Slﬁﬁ(r)%(r %)thdm(lt

est une fonction linéaire continue.Et du membre de droite de (3.32), on conclut que la

fonction w vérifie les propriétés suivantes:

0(z) 0

0(z) Y O(x) O K
2% dx

xQnJrQ t ’,LQnJrl a

== (Jow), Juw, —(Jaw)) € Ly(€).

0
Oz
De ’équation (3.31) on a
/83? thdw]f—/ / ax (012" %)thdwﬁ
+/T ‘o (:r”+1ah)de7;dt
o Jo, O Ox e
Tt 8h,
/ /x— " — thd:z:dt—&—/ /x —Lwdxdt
€1 21

d’ou
1 0
/— (x)=— (2" thdidt / / KLL — thduLdt
Q 81’
0 Oh Jaw
(@M | Jw— | E=de| dadt.
+/o o a’l?(x 3517) [ i /T ¢ ¢ de
En pose
th, O0<zx< El.
(t I) = L Jow
Jow — fx 3 dc, (L <ax</d.
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alors on aura

/:p(t,C)dCZ/:th(t,g)dg_/:dg/jwdn:

0 s
—a:/ Jtuéf,(,)dg

on peut écrire O(x)v(t, z) sous la forme

bix™ Jaw, 0<z <.
O(x)o(t,x) =4 ¢ o
2w — a(z [ "TdC), 0 <xz<d.
D’ou
v o) { ™ (t, ), 0<a<{.
v = w =
! amHu(t, x) + am f v(t, ¢)dC, 6 <zx<l.
Et ,
/ v(t,x)dr =0 (3.33)
J O

car z(v(t,z) — Jyw) = ’I’fj Jf%(to(lg pour (4 <2 < ¢ et pour z = ¢ ona Jyuw(t,l)) =
v(t,¢1). En posant h = Jjv = fg’ v(1,x)dr dans (3.31), on a

. (1 0 0 _
/QH(:E)Jtvwdxdt—/anH( )33;(T o (Jiv)) Jawdzdt (3.34)
mais comme 0(z)w = —2(Muv), alors (3.34) devient:
L0 B 10 a, . _
/Q TS (M)t = / D @ (o)) Mrded, (3.35)

en faisant des calculs analogues & ceux faits dans le Theoréme 3.2.2 on obtient :

19,,0,., _ B o, . . 0
/QE%@ %(Jt v))Mvd:cdt—/G( )ax(J )d o (J;v)dzdt
_/ 0 )sj(J* )&det (3.36)

En intégrant le premier terme de (3.35) on obtient :

0
Re/ Jiv—(M7v)dxdt = —Re/v(M@)d:cdt,
0 Q

ot
T
/U(Mﬁ)dxdt—/e(x) v|2dxdt+/ / v Jyvdadt,
0 ) o Jo
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de plus

T n [Tt
/ / va" Judxdt = —/ / 2" ol dadt,
0 4y 2 0 £
8 2 n o ! n—1 2
Re J v—(M7)dxdt = — O(x) |v|]” dedt + = " || dadt |
ot ) 2Jo Jy

En intégrant le dernier terme de (3.36) on obtient

donc

2

/9 (Jrv —d dt = /69() 72 | a
8:1‘ o t O o %
ainsi (3.36) devient
P 1 *81) ) ?
9 ) Jo]? dxdt+ | J,o]? dadt 9( )|, e —(T,2)| dz,
£

c’est & dire

2 n (T 2
/ O(x) |v|” dedt + —/ / 2" | dadt <0,
Q 2 Jo &

alors on obtient v = 0, d’ou w = 0.Ce qui achéve la démonstration. m
Théoréme 3.3.1 L’%image R(L) de lopérateur L est égale o F.

Preuve. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) si et seulement si de

- ¢ Olu O
/Q 0(x) CuFdadt + /0 o) e P e =, (3.37)

onaF =(f¢)=
En prenant u € Do(L) on a lu = 0, d’on

/ 0(x)Lufdrdt = 0.
Q

Ainsi d’aprés le lemme 3.1 on a f = 0, d’ou (3.10) devient :

Olu O
0 —dr =
/ )52 Ox Oz =0

Comme 'image de 'opérateur trace [ est dense dans I’espace de Hilbert muni de la norme

[/0[9(1;) de]é,

dp
Ox

alors p = 0.dou F=0. m
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