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Introduction

Soit H un espace de Hilbert complexe, séparable de dimension infinie
et soit B(H), I'algebre des opérateurs lineaires bornés sur H.
Pour un opérateur A € B(H), soit da la dérivation intérieure induite
par A et définie par

da: B(H) — B(H)

5a(X) = AX — XA, X € B(H).

Il est connu que I'opérateur identité / n'est pas un commutateur,
c'est-a-dire que pour tout A € B(H), | ¢ Im(d4) ot Im(d,) désigne
I'image de dérivation 4.
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Introduction

Néaumois J. H. Anderson a prouvé dans [2] I'existance d'un opérateur
B € B(H) tel que | € Im(dg), (ou Im(dg) est la fermeture de

Im (dg), pour la topologie uniforme sur B(H), i.e.

dist (1,Im (6g)) = 0. Cela a permis de définir une nouvelle classe non
vide d'opérateurs:

JA(H) = {A € B(H); I € Tm (5A)}.

On sait qu'en dimension finie on a toujour dist(/,Im(d4)) = 1, alors
qu'en dimension infinie ceci n'est pas toujours vrai.
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Introduction

Dans [47], J. P. Williams a introduit la notion d'opérateurs finis
c'est-a-dire la classe (H) des opérateurs A de B(H) tels que
dist(l,Im(04)) =1, i.e. la classe définie par

(H) = {A € B(H)/ |AX = XA—I|| > 1,YX € B(H)}

Autrement dit la classe des opérateurs A de B(H) tels que Im(da) est
orthogonale a I'opérateur identité / au sens de Birkhoff.
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Introduction

Notre travail est consacré a I'étude des opérateurs finis et leurs
caractérisations. Dans [19] S. Mecheri a donné plusieurs classes
d'opérateurs finis. Dans [20] I'auteur a montré que la classe des
opérateurs finis n'est pas invariante ni par similitude ni par
perturbation compacte, il a montré aussi que cette classe est
invariante par équivalence unitaire et il a donné de nouvelles
caractérisations des opérateurs finis. Dans [17], S. Mecheri a introduit
la notion d’opérateurs finis généralisés :

G(H) = {(A, B) € B(H) x B(H); ||l — (AX — XB)| > 1, VX € B(H)}.

6 on 50
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Introduction

Autrement dit la classe des couples d'opérateurs (A, B) de

B(H) x B(H) tels que Im (04 g) est orthogonale a I'opérateur identité
I au sens de Birkhoff , oli 64 g est la dérivation généralisée induite par
A, B € B(H) définie par

5A,B : B(H) — B(H)

5a8(X) = AX — XB, X € B(H).

Ceci généralise la notion d’opérateurs finis.

Dans le premier chapitre on est tenu a donner une synthese
bibliographique concernant les espaces lisses et les espaces de norme
différentiables au sens de la dérivée de Gateaux, Propriété des
operateurs dans un espace de Banach et un espace de Hilbert.

7 on 50
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Introduction

Dans le deuxieme chapitre on minimise dans C,, la norme des
applications affines convenables de B(H) a C., en utilisant |'analyse
convexe et différentielle (dérivée de Gateaux) ainsi que les données de
la théorie des opérateurs. Les applications considérées généralisent ce
qu’' on appelle "opérateur élémentaire” et en particulier les dérivations
généralisées, qui sont trés importantes par elles mémes. Les résultats
principaux obtenus caractérisent le minimum global en termes
d’orthogonalité et constitue une combinaison interéssante de |I'analyse
différentielle dans les dimensions infinies, la theorie d'opérateur et la
dualité. Ceci nous amene a caractériser I'orthogonalité au sens de
Birkhoof dans Co.

Dans le troisieme chapitre on minimise dans B(H), la norme des
applications affines convenables de B(H) a B(H), en utilisant I'analyse
convexe et defférentielle (dérivée de Gateaux) ainsi que les données de
la théorie d'opérateur.

8 on50
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Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

Le but de ce chapitre est de minimiser, dans C, la norme des
applications affines convenables de B(H) a C., en utilisant I'analyse
convexe et différentielle (dérivée de Gateaux) ainsi que les données de
la théorie d'opérateurs.

Les applications considérées généralisent ce qu' on appelle "opérateur
élémentaire” et en particulier les dérivations généralisées, qui sont trés
importantes par elles mémes. Les résultats principaux obtenus
caractérisent le minimum global, en termes d'orthogonalité, et
constitue une combinaison interéssante de I'analyse différentielle dans
les dimensions infinies, la theorie d'opérateur et la dualité. Ceci nous
amene a caractériser |'orthogonalité au sens de Birkhoof dans C...
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Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

Soit V un espace de Banach complexe. Rappelant que la norme ||.||
de I'espace de Banach V est dite Gateaux différentiable au point non
nul x € Vsi

t —
bl =

t—0t t

= ReDy(y), Yy € V, t € RT,

Ici Re: désigne la partie reélle et D, est le support fonctionnel unique
(dans I'espace dual V*) tel que

D]l =1, Du(x) = [x]|, [9,12].
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Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

[l est tres bien connu (voir [13] et les références qu'il donne) que pour,
1 < p < o0, laclasse C, de Von Neuman-Schatten est un espace de
Banach uniformément convexe. Donc tout point non nul T € C, est
un point lisse et dans ce cas, le support fonctionnel de T est donné par

| TP~ Ux*

17 W

DT(X) =tr

pour tout X € C, o T = U|T| est la décomposition polaire de T.
Le premier résultat concernant |'orthogonalité dans I'espace de Banach
a été donné par Anderson [2] montrant que si A est un opérateur
normal dans |'espace de Hilbert H, alors AS = SA implique que
chaque opérateur linéaire borné X vérifie

IS+ AX = XB| = ||S]], (2)

11 on 50
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Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

Ceci veut dire que I'image de dérivation

Sa: B(H) — B(H),

définie par
Ia(X) = AX — XA,

est orthogonal au noyau de d4
Ce résultat a été généralisé dans deux directions, par extension a la
classe des applications élémentaires

E : B(H) — B(H),

n
E(X)=>_ AiXB,
i=1
et N
E(X)=) AXB;— X,
i=1

12 on 50
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Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

ou (A1,Az,...,Ap) et (B, Ba, ..., B,) sont n-tuples des opérateurs
bornnés dans H.

Et par I'extention de I'inégalité (2.2) a Cp—Classes avec 1 < p < o0,
voir [14] et [17]. Le concept de dérivée de Giteaux a été utilisé dans
[11, 14, 15, 20] et [16], dans tous ces travaux, A n'était pas arbitraire.
La caractérisation de T € C, pour 1 < p < oo et qui sont
orthogonaux a Im(d4|Cp) (I'image de d4|C,), pour un opérateur
géneral A, a été démontré par F. Kittaneh [8] qui a montré que si

T =U]|T| estla décomposition polaire de T alors

[T+ 0a(X)ll, = IT],VX € Cp, (3)
pour tout X € Cp, (1 < p < 00), si et seulement si
|T|P~Y U* € Keréa.

13 on 50
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Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

Remarquons

1T +0a(X)|, > [ TI,VX € Cp <= [T|P~" U* € Keréa.
Definition
Soit C, la classe des opérateurs compacts avec

ITllc, = Sup | TFll,
Ifll=1

représentant la norme usuelle de I'opérateur et pour caractiriser ces
opérateurs qui sont orthogonaux a I'image d'une dirivation dans C.,
on caractérise en premier lieu. Le minimum global de I'application

X =[S+ o(X)c,,

dans C par I'utilisation de la dérivée de Gateaux, ou P est une

application linéaire dans B(H). I



Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

Ces résultats sont alors appliqués pour caractériser les opérateurs
S € Cy qui sont orthogonaux a I'image d'opérateurs élémentaires.
Soit B(H) I'algebre de tout les opérateurs lineaires bornés dans un
espace de Hilbert H, complexe, séparable de dimension infinie

T € B(H) un compact et soit

S1(T) > S(T) > ... >0,
les valeurs singulieres de T, i.e., les valeurs propres de
TI=(T"T)z,

dans leur ordre décroissant.

15 on 50
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Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

Definition
L'opérateur T appartient a I'espace Schatten p—classes Cp, si

1

P
— [tr(T)P]» < o0, 1 < p < o0,

1Tl = [Z Si(T)?
i=1

N

ou
tr: est la trace fonctinelle,

(i :  est la classe de trace,
Gy :  est la classe de Hilbert-Schmidt,

C : est la classe des opérateurs compacts avec,

ITlloe = Si(T) = Sup || TF]],
Ifll=1

définissant la norme usuelle de I'opérateur.
16 on 50
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Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

Pour la théorie générale p-classes de Schatten, le lecteur peut se
référer & [22]. Nous établissons le théoréme suivant, qu’on utilisera
pour démontrer notre résultat principal Théoreme 2.2.2. Nous
rappelons que A = U|A|, est la décomposition polaire de A € B(H),
oli U est une isométrie partielle, KerU = Ker(A*A) et A*A = |AJ°.
Cette décomposition est unique.

17 on 50 |
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Dérivée de Gateaux et orthogonalité dans C,

Theorem
Soit X, Y € Cy. Alors

D(X,Y) = max{Re (U*Yf,f)},
fel

IFl=1
ou X = U|X| est la decomposition polaire de X et T est le
sous-espace dans lequel X € C, atteint sa norme.

Theorem
Soit (V,||.]]) un espace de Banach arbitraire et F une application
définie come suit

F:V >R

Si F a un minmum global en v € V alors

DF(v,y)>0 Vye V.

18 on 50
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Résultats principaux

Soient X un espace de Banach et ® une application linéaire ¢:
X — X telle que
VU(x)=d(x)+ S
pour quelques éléments S € X. Soit f,g € X, on définit |'opérateur
fog: x—(x,f)g

et

tr[T(f®g) = (Tg,f).
Le théoreme suivant est une simple conséquence du résultat connu
dans I'analyse convexe (la condition nécessaire et suffisante pour
I'optimalité).
Theorem
L’application Fy(x) = ||W(x)|| @ un minimum global en x € X si et

seulement si
D\u(x)((b(Y)) >0, VY e X. (4)

19 on 50
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Résultats principaux

Ceci donne une condition d'optimalité nécéssaire et suffisante pour
minimiser Fy dans C,,—classes.
Soit

®: B(H) — B(H)

une application linéaire, On a

(aX 4+ BY) = ad(X) + SO(Y), Va,8,X,Y € B(H).

Notons que
U={XeB(H): o(X) e Cx},
et
V:U— Cx
définie par

20 on 50
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Résultats principaux

On définit la fonction Fy : U — R™ par
Fo(X) = [V(X)llc -

Dans le théoreme suivant on caractérise le minimum global de Fy dans
Cs ou P est une application linéaire satisfaisant

tr(XO(Y)) = tr(®*(X)Y), ¥X,Y € Cx (5)

ou ®* est un conjugué convenable de I'application .
Rappelant que ®* est la définition de I'application adjointe de ®.

21 on 50
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Résultats principaux

Example

Un exemple de ® et d* qui satisfait la condition (2.5) est donné par
I'opérateur élémentaire £ : & — & tel que

n
E(X)=) . AXB,

ou (A1, Az, ..., Ap) et (B1, Ba, ..., By) sont n-tuples des opérateurs
bornés dans I'espace de Hilbert et & est un ideal opérateur séparable
compact associé avec quelques normes unitaire invariantes. Dans [12],
Keckic a montré que I'opérateur conjugué de E est donné par

E*: 3% — S,
EX*(X) = Z_"_l Bi XA,.

22 on 50
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Résultats principaux

Theorem

Soit V € Cx un point lisse et soient W(V) = U |V(V)] la
décomposition polaire de W(V'), f € T, alors Fy a un minimum global
V dans C4, si et seulement si

(f @ Uf) € ker ®*.

Soit ® =04, ott 04 g: B(H) — B(H) est la dérivation généralisée
définie par
Sas(X) = AX — XB.

Corollary
Soit V € Cx et W(V) = U |W(V)| est la décomposition polaire de
V(V) et soit f € I'. Alors Fy a un minimum global V dans C, si et

seulement si
(f® Uf) S KeréB*7A*.

23 on 50
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Résultats principaux

Ce résultat peut étre reformulé d'une autre facon ou le minimum
global V n’aparait pas.
Ce résultat caractérise les opérateurs V' dans C,qui sont orthogonaux
a I'image de la dérivation 04 g.
Soit I le sous-espace dans le quel I'opérateur S € C,, atteint sa norme.
Soit ® =04, ott 94 g: B(H) — B(H) est la dérivation généralisée
définie par

da(X)=AX — XB.

Corollary
Soit V € Cx et W(V) = U |W(V)| est la décomposition polaire de
V(V) et soit f € ['. Alors Fy a un minimum global V dans C, si et

seulement si
(f® Uf) S KeréB*7A*.

24 on 50
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Résultats principaux

Ce résultat peut étre reformulé d'une autre facon ou le minimum
global V n’aparait pas.

Ce résultat caractérise les opérateurs V' dans C,qui sont orthogonaux
a I'image de la dérivation 04 g.

Soit I le sous-espace dans le quel I'opérateur S € C,, atteint sa norme.

Theorem
Soit S € Coo, W(S)=UV(S)| et feTl. Alors

IS+ AX = XBl[c, = [W(S)lc, VX € C,

et
(f® Uf) S KeréB*7A*.

25 on 50
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Résultats principaux

Comme corollaire de ce théoréme nous avons,

Corollary

Soit S € Cx N Kerda g, W(S) a la décomposition polaire

V(S) = U|V(S)| et soit f €T. Alors les deux assertions qui suivent
sont équivalantes

IS+ AX = XB|lc_ > [W(S)lc.. VX € Cu (6)

(f @ UF) € Kerdps ax.

Maintenant nous allons présenter une autre caractérisation de
I'orthogonalité au sens de Birkhoff .

26 on 50
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Résultats principaux

Theorem
Soient S)Y € Co et p €T o1 S = US| est un point lisse dans Cy,
alors les conditions suivantes sont équivalantes

L’application Fy a un minimum globale S € C.. (7)
max {Re (®(Y)p, Up)} > 0. (8)

pel

leli=1
tr((p @ Up)®(Y)) =0, VY € Cx. (9)
O(Y)pLSe. (10)

On note que I'ensemble
{(XTo(Y)f, ) /f el |[f| =1},

est I'image numérique de X*®(Y') dans le sous espace I m—



Résultats principaux

En conséquence du théoreme précédent nous obtenons.

Corollary
Soit ®(Y)=AY —YB, S, YeCxetpecl ouS=U]|S| estun
point lisse dans C,. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

L'application ||S + AY — YB||c_ a un minimum globale S € C.,

max {Re ((AY — YB)p, Up)} >0, VY € Cw, 8;;
i

tr (o ® Up)(AY — YB)) =0, VY € Cu, (13)

(AY — YB)pLSp, VY € Cs, (14)

28 on 50
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Résultats principaux

Si on suppose que S € Ker da g, on obtient.

Corollary
Soient ®(Y) =AY —YB,S,Y e Cxetpecl ouS=U|S|, et un
points lisse dans C.,. Alors les conditions suivantes sont équivalantes

IS+ AY — YB| . > |IS||, VS € Kerda, (15)
max {Re ((AY — YB)p, Up)} >0, VY € C,, (16)
r
Hiﬁﬂ
tr((¢ ® Up)(AY — YB)) =0, VY € Cs. (17)
(AY — YB)pLSp, VY € Cu. (18)

Si on prend ®(Y) = Y on obtient le corollaire suivant qui caractérise
I'orthogonaité au sens de Birkhoff de deux opérateurs dans C...
29 on 50



Résultats principaux

Corollary
Soient S,Y € Cx et p €T ot S = U|S| et un points lisse dans Cw.
Alors les conditions suivantes sont équivalantes

YLS ,au sens de Birkhoff. (19)
max{Re (Yo, Up)} >0, VY € C, (20)
pel
llell=1
tr((p@ Up)Y) =0, VY € Cx. (21)
YolSp, VY € Cu. (22)

30 on 50
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La dérivée de Gateaux et |'orthogonalité dans B(H)

Soit B(H) I'algebre de tous les opérateurs lineaire bornés dans un
espace de Hilbert H, complexe, séparable de dimention infinie. Il est
connu que les points lisses de K(H) sont les opérateurs compactes qui
atteignent leurs norme en un unique (moyennant une multiplication
par une constante de module un) vecteur unitaire.

[l a été montré dans [1] que T € B(H) non nul est un point lisse si et
seulement si T atteint sa norme sur un vecteur unitaire unique
(moyennant une multiplication par une constante de module un)

ec Het ||Te]| =||T||- Dans ce cas
(e® Te) ] < Te >
D7(X) = Retr [7X = Re ( Xe, — ), 23
) 7 K] %)

VX € B(H),ou(,) désigne le produit scalaire sur H et (e ® Te) est
I'opérateur de rang un, défini par

(e Te)f =(f,Te)e, VFfeH.

31 on 50
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La dérivée de Gateaux et |'orthogonalité dans B(H)

Le premier résultat concernant |'orthogonalité dans I'espace de Banach
a été donné par Andersson [2], montrant que, si A est un opérateur
normale dans un espace de Hilbert H Alors AS = SA implique que,
pour tout opérateur linéaire borné X vérifie

15+ AX — XAl = |[S]] - (24)
Ceci veut dire que I'image de dérivation d4: B(H) — B(H) définie par
Sa(X) = AX — XA

est orthogonale aux noyau.de d4.
Ce resultat a été généralisé dans deux directions.

32 on 50
= g



La dérivée de Gateaux et |'orthogonalité dans B(H)

Par |'extention de la classe des applications élémentaires

E : B(H) — B(H),

n
E(X)=>_ AiXB.
i=1

et
E: B(H) — B(H),

n
E(X)=) AXB;— X,
i=1

ou (A1, Ay, ..., Ap) et (B1, By, ..., By) sont n-tuples d'opérateurs bornés
sur H.

Et par I'extention de I'inégalité (1.3) a Cp-Classes avec 1 < p < oo,
voir [3] et [18].

33 on 50
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La dérivée de Gateaux et |'orthogonalité dans B(H)

Le concept de la dérivée de Gataeux a été utilisé dans [3], [15 — 16]
et [20], pour la caractirisation des opérateurs qui sont orthogonaux a
I'image de dérivation. Dans ces articles I'attention a été porté sur les
Cp—Classes pour quelques p > 1, nous intéressons, dans cette partie, a
la caractérisation du minimum global de I'application

X =[S+ o (X))

ou ® est une application linéaire dans B (H), en utilisant la dérivée de
Gateaux.

Ces résultats ont été alors appliqué pour caractériser les opérateurs

S € B(H) qui sont orthogonaux a I'image des opérateurs élémentaires
sur les points lisses.

Il est tres interéssant de faire ressortir le fait que ces résultats ont été
réalisés dans C, classes, avec 1 < p < oo, mais d'apres nos
connaissances, il n'a pas été traité dans B(H) jusqu'a maintenant.

34 on 50
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La dérivée de Gateaux et |'orthogonalité dans B(H)

Soit X un espace de Banach, ® une application linéaire X — X et
V(x) = ®(x) + S,

pour quelques éléments S.
En utilisant la notation

t —
e vl =

Di(y) = o n )
ol D, est une sous-additivité et telle que
Di(y) < Iyl
aussi
Di(x) = lIx]| -
et
Dy(=x) = —IxI-

35 on 50
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La dérivée de Gateaux et |'orthogonalité dans B(H)

Theorem
L’application Fy(x) = ||W(x)|| @ un minimum global x € XA, si et
seulement si

Dun(®(1) = 0, ¥y € X (25)

Maintenant, nous astreignons notre attention a B(H). Dans le
théoreme suivant, on caractérise le minimum globale de Fy dans
B(H) quand ® est une appliacation linéaire.

Theorem

Soit V € B(H) un point lisse et f est un vecteur unique pour lequel
V' atteint sa norme. Alors Fy a un minimum global V dans B (H) si
et seulement si 3f € H avec ||f|| =1 tel que

tr((F @ VF)®(Y)) =0, VY € B(H).

36 on 50
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Soit ¢ = (5,473, ol
(5A,B ' B (H) — B (H)

est la dérivation généralisée définie par

a8 (X)=AX — XB.

Corollary
Soit V € B(H) un point lisse et f un vecteur unitaire sur le quel V
atteint sa norme alors, Fy a un minimum global V' dans B (H) si et

seulement si
f® lU(V) fe Ker55,A.

Ce résultat peut étre reformulé d'une autre fagon ou le minimum
global V n’apparait pas.
Ce résultat caractérise les opérateurs S dans B (H) qui sont

orthogonaux aux images de dérivée d4 g.
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Theorem
Soit S € B(H) un point lisse, alors

15+ (AX = XB)llg(wy = [W(S)llg(r) - VX € B(H).
si et seullement si 3f € I avec ||f| =1, vérifiant
few (5) f € Ker 5B,A'

Corollary

Soit S € B(H) et f un vecteur unitaire sur le quel S atteint sa
norme, si S € Kerdg a. Alors les deux assertions sonts équivalentes

IS+ AX — XBHB(H) > HSHB(H), VX € B(H), (26)

f ® Sf € Kerdp a. (27
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Nous insistons sur le fait que, en s'appuyant sur nos résultats généraux
donnés précédemment avec une application linéaire plus générale, le
théoreme 3.2.1 et son corollaire 3.2.2 restent vrais pour des classes
d'opérateurs plus généraux que d4 g, tel que les opérateurs
élémentaires E(X) et E(X). Notons que le théoreme 3.2.5 et le
corollaire 3.2.1 généralisent les résultats donnés dans [13], p. 872,
remarque 3.2.2 et [7, lemme 1].

Maintenant nous somme prét a donner quelques applications du
corollaire précédent.
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Soit Aa g un opérateur élémentaire définie dans B(H) par
App(X)=AXB - X.
Theorem
Soit S € B(H) un point lisse et A, B € B (H) sont des contractions
qui Vérifient
App(S)=0.

Alors il existe un opérateur S qui vérifie

AA7B(§) - 0 - AA*7B*(.§).

D’autre part, en appliquant le corrollaire 3.2.2 on obtient
App(5) =0= D4 p(5) & [Bas(X) + S 2 [IS]|, V X € B(H).

Maintenant nous allons présanter une autre caractérisation de
I'orthogonalité au sens de Birkhoff. 400n50
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Theorem
Soient S et Y € B(H) ou S est un point lisse, alors les conditions
suivantes sonts équivalantes

1) L'application Fy a un minimum global S € B(H),

2) Il existe un vecteur unitaire ¢ €I tel que
Re (®(Y)p, Sp) > 0. (28)
3) Il existe un vecteur unitaire ¢ €T tel que
tr(p®@ Sp)P(Y)) =0, VY € B(H). (29)
4) Il existe une suite de vecteurs unitaires p, tels que

ISenll =+ IS et (®(Y)gn Sen) = 0 (30)
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Corollary
Soit ®(Y)=AY —YBetS,Y € B(H) ou S est un point lisse, alors
les conditions suivantes sont équivalentes

a) L'application ||S + AY — YB|| a un minimum global S € B(H).

b) Il existe un vecteur unitaire p € I tel que
Re ((AY — YB)y, Sp) > 0. (31)
c) Il existe un vecteur unitaire ¢ € I' tel que
tr(p ® Sp)(AY — YB)) =0, VY € B(H). (32)
d) Il existe une suite de vecteurs unitaires p, tels que

ISeall = IS]| et (AY — YB)gn. Sn) = 0. (33)
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Si on suppose S € Kerda g on obtient

Corollary
Soit ®(Y)=AY —YBetS,Y € B(H) ou S est un point lisse, alors
les conditions suivantes sont équivalentes
(i)
IS+ AY — YB| > ||S||, VS € Kerdag, (34)

(ii) Il existe un vecteur unitaire ¢ €T tel que
Re ((AY — YB)y, Sp) > 0, (35)
(iii) Il existe un vecteur unitaire ¢ € I tel que
tr((¢ ® Sp)(AY —YB)) =0, VY € B(H), (36)
(iv) Il existe une suite de vecteurs unitaires @, tel que

ISenll = ISI| et ((AY — YB)gn, Spn) = 0. (37)
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Maintenant soit ® (YY) =Y, alors, on a le corollaire suivant

Corollary
Soit S,Y € B(H) ou S est un point lisse, alors les conditions
suivantes sont équivalantes

1)
Y LS au sens de Birkhoff, (38)
2) Il existe un vecteur unitaire ¢ € T tel que
Re (Yp,S¢) >0, (39)

3) Il existe un vecteur unitaire ¢ €T tel que
tr(p ® Se)Y) =0, (40)
4) Il existe une suite de vecteurs unitaires o, tels que

ISenll = IS]| et ((AY — YB)gn, Spn) — 0. (41)
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Titre

Sur laminimisation de lanorme d’un

opérateur élémentaire et applications
Resume

Le probleme généra dans ce travail de recherche est de minimise,
dans C {x}, la norme des applications affines convenables de B(H)
a C{wo} e de B(H) — B(H).Utilisant l'anadyse convexe et
différentielle (dérivée de géteaux) ainsi que les données de la théorie
d'opérateur. Les applications considérées généralisent ce qu’on
appelle "opérateur élémentaire” et en particulier les dérivées
généralisées qui sont dun grand intérét par elle méme. Le résultat
principale obtenu caractérise le minimum globale en terme
d'orthogonalité et constitué une combinaison intéressante de I'analyse
différentielle en dimension infinie, de la théorie d'opérateur et de la
dualité. 1l faut noter que les résultats obtenus, généralisent quelques

résultats qu'on trouve dans la littérature concernant les opérateurs qui
sont orthogonaux a I'image de dérivation

Mot clé Les espaces de Banach; Les espaces de Hilbert; Les opérateurs
borné et non borné.
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Title

Minimizing the norm of elementary operator s and mappings

Abstract

In this thesis the general problem is minimizing the C_{«} norm of
suitable affine mappings from B(H) to C_{«} and B(H) — B(H).Using
convex and differential analyses (Gateaux derivative) as well as input from
operator theory. The mappings considered generalize the so-called
elementary operators and in particular the generalized derivations, which are
of great interest by themselves. The main results obtained characterize
global minimain term of ( Banach space) orthogonality, and constitute an
Interesting combination of infinite-dimensional differentiable analysis,
operator theory and duality . Note that the results obtained generalize some
results in the literature concerning operator which are orthogonal to the
range of derivation.

Key words. Banach space; Hilbert spaces; bound operateur



