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Résumé

Le présent travail est consacré a I’étude et la recherche de certaines
formes canoniques de matrices associées aux systémes différentiels
linéaires commandés et son application a I’étude de la controlabilité et
I’observabilité. En particulier, la forme de Jordan, la forme compagne et
la forme de Frobenius associées a certains systemes différentiels linéaires
commandés (A,B) ont été présentés. En exploitant ces formes, des
critéres de contrélabilité ont été obtenus. Ensuite, la forme de Smith et la
forme compagne sur I’anneau des polyndmes R[s] ont été considérées ou
une transformation d’équivalence a été établie. Une extension des
résultats précédents sur I’anneau des polynémes a deux variables R[s,z] a
été donnée. Finalement, on a étudié le probléme de découplage des
systémes définis dans des espaces vectoriels sur un corps et une
généralisation au cas des systémes définis dans des modules sur I’anneau
R[s,z] a été présentée.




0.1 Introduction

En théorie de controle, le but est de controler un systéme et de le conduire a
des objectifs visés. En particulier, pour un systéme linéaire commandé I'objectif est de
manipuler ses entrées pour arriver a des sorties désirées.

Les formes canoniques des matrices associées aux systémes linéaires commandés sont
trés importantes dans des branches diverses de la théorie de la commande, vu le lien
entre ces formes et les notions importantes telles que la controlabilité, 'obsérvabilité, la
stabilité et le feedback etc. . L'une des formes trés connue est la forme de Jordan qu’on
utilise souvent en algebre [11]. On s’intérésse egalement a étudier les formes canoniques
suivantes: forme Compagne (1], la forme de Frobenius {17] et de Smith [11] sur 'anneau
R[s], puis une extension de cette étude sur 'anneau des polynomes a deus variables R([s, z].
Rappelons que la forme compagne pour le cas des systémes sur 'anneau des polynomes
a une seule variable a été étudié par plusieurs auteurs par exemple par [13], [16] et dans
Panneau des polynémes i deux variables par [9], [25]. On note que d’autres résultats
liés 4 la forme de Smith dans les cas unidimensionnel et bidimentionnel ont été obtenus
respectivement par [19] et[25]. Ensuite, certains des résultats obtenus sur Panneau R(s, 2]
sont éxploités pour la généralisation de ’étude d’un probléme de découplage des systémes
linéaires commandés. D’ou’ I'actualité du théme abordé.

Le présent travail est composé deJ quatre chapitres.

Au premier chapitre on rappele les notions suivantes:

1. La notion importante de la controlabilité et la notion duale 'observabilité.

2. Les formes canoniques associées 4 ces systémes: la forme de Jordan, la forme

compagne, et la forme de Frobenius.

3. La relation entre la controlabilité et ces formes canoniques.

En ce qui concerne le deuxiéme chapitre, on introduit la forme de Smith et on étend
les résultats et les notions présentées précédement pour les formes canoniques, plus par-
ticulierement la forme compagne, sur I'anneau des polyndomes a une seule variable R{s]

puis sur 'anneau des polynomes a deux variables R[s, z].



Dans le troisiéme chapitre, on considére 'étude d’un probléme important dans la
théorie de controle: le probléme de découplage des systémes linéaires commandés dans
des espaces vectoriels sur un corps [27].

Dans le dernier chapitre, on étend I'étude du probléme précédent au cas des systémes
linéaires définis dans des modules sur I’anneau des polynémes a deux variables R(s, z].
On note que ce probléme a été étudié dans le cas d’'un domaine a factorisation unique,
dans un anneau principal, et dans un anneau noethérien réspectivement par {15}, [20], et
([31,[4])-

Enfin, on termine ce travail par une conclusion concernant les résultas obtenus et les

perspectives.



Chapter 1

SYSTEMES LINEAIRES
COMMANDES




1.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente les notions fondamentales de la théorie de controle telles
que la controlabilité, 'observabilité et les formes canoniques pour les matrices associées

aux systémes linéaires commandés.

1.2 Rappel

Rappelons qu’un systéme linéaire commandé peut s’écrire sous forme:

T (t)=A@)z(t)+ B(t)u(t)
y(t)=C )z (t)+D(t)ut)

onz(t)eR* y(t) eR", u(t) e R™
et A(t), B(t), C(t), D(t) sont des matrices d’ordre: n X n, n X m, r X n, v X m

respectivement.

1.2.1 La contrdlabilité

Définition 1 On dit que le systéme (1.1) est complétement controlable si pour tout ty €
R, et tout état initial z(to) = o et tout état final zy, il existe un temps fini t; > to et un
contréle u(t), to < t < t,, avec u(t) est une fonction continue par morceauz sur [to,t]
tel que:

z (t) = x5

On dit dans ce cas que la paire (A, B) est complétement controlable et on note c.c.

Remarque 1 La definition 1 reste valable pour les systémes linéaires commandés in-

variant en temps i.e les systémes sous formes:

T (t) Ax(t) + Bu(t)

(1.2)
y(t) = Cz(t) + Dult)

ot A est dite la matrice d’évolution, B la matrice d’application de la commande, C la

matrice d’observation et D la matrice de transmission dirécte.
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Théoréme 1 Le systéme (1.2) est c.c si et seulement si:
rang (B,AB,A2B,...,A"_IB) =n (1.3)

U= (B, AB, A’B,..., A" 'B) est dite la matrice de controlabilité [1].

Définition 2 On dit que (1.2) est algebriqguement équivalent au systéme:

Z (t) Arz (t) + Byuy (1)

1.4
n(t) = Ciz () 4

s'il existe une matrice T' non singuliére carrée n x n: tel que (1.4) est obtenu de (1.2) a
partir de la transformation:

z(t) =Tx(t)
D’ot, on a le théoréme suivant qui relie 'équivalence des systémes a la controlabilité.

Théoréme 2 Supposons que les systémes (1.2) et (1.4) sont algebriguement équivalents.
Alors, si (1.2) est c.c alors (1.4) lest aussi [1].

Remarque 2 D’aprés ce théoréme, on peut dire que la controlabilité du systéme (1.2)

est invariante en utilisant une transformation d’équivalence non singuliére de la forme:

2(t) =Tz (t).

Maintenant, on va parler d’une notion duale de la controlabilité dite: I'observabilité.

1.2.2 L’obsérvabilité

Définition 3 On dit que le systéme (1.2) est complctement obsérvable si pour un to
quelconque et un état initial x (L) = xo, il existe un temps fini Ly > Ly tel que: la
connaissance du contréle u (t), to <t < ty et de la sortie y (L), o < t < ty est suffisante

pour la détérmination de 'élal xq.

On dit dans ce cas que la paire (A, C) est complétement observable, et on note c.o.



Théoréme 3 Le systéme (1.2) est c.o si et seulement si:

o )
CA
rang | =n
C An—l
L .
r 1
C
. CA
la matrice: V = | est dite la matrice d’obsérvabilité (2.
n—1
| €A™ ]

Théoréme 4 Le systéme 1.2 est c.c si et seulement si le systéme dual:

T (t) = —Atz (t) + Ctu(t)
y(t) = Btz (t) + D'u(t)

est c.o [1].

Dans le paragraphe suivant, on va chercher certaines formes canoniques pour des
matrices associées aux systémes lineaires invariants en temps, telles que la forme de

Jordan, la forme compagne et celle de Frobenius, et leurs relations avec la controlabilité.

1.3 Les formes canoniques et la controélabilité

1.3.1 La forme de Jordan

Détérmination de la forme de Jordan:

La forme de Jordan associée au systéme (1.2) est donnée par:

J = diag|J,, J3, ..., Ji], G = [G1,G3, ..., Gi)!



ou:

(J. 0 0 .0
0 Jo O
T O

0

0 0 i |
et _ -

s 1 0
Jij = 0 .s., 1 , Gij = [.(]ijlagiﬂa'-'7gijfl(j)]t
i 0 0 s ]
avec 8j, S3,..., 8x sont les valeurs propres distinctes de A, de nombre de multiplicité n;.

Ji le bloc de Jordan associé & la valeur propre s;, Ji; € M, ;(R), r(i) le nombre de blocs,
Gi € My,xm (R), Gij € My jxm (R) et gijn(j) sont les lignes de G;; qui correspond aux

lignes de J;;. et on a:

k k(i)
n= E n; = E E TL,'J'
=1 i=1 j=1

La relation entre la forme de Jordan et la controlabilité
Soit le systéme (1.2). On va utiliser la forme de Jordan pour étudier sa controlabilité.

Lemme 1 Les lignes de la matrice (sI — J)™' G sont linéairement indépendantes si et
seulement si pour tout i €k, les lignes de (sI — J;)™' G; sont aussi linéairement indépen-

dantes.
Démonstration 1 Voir [17].

Théoréme 5 Le systéme (1.2) est complétement controlable si ct seulement si: pour toul
i €k, les lignes de la matrice G qui corespond auz derniers lignes des blocs de Jordan:

Gilniys Gitnizs s Gir(ingy SONE linéairement indépendantes.

Démonstration 2 Supposons que le systéme (1.2) est complétement controlable. Alors:

le systéme:

'=Jz4+Gu (1.5)
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Uest aussi. En utilisant la transformation de Laplace on aura:
sz=Jz+Gu

d’ol:

z=(sI-J)'Gu

et d’apreés le lemme précédent, on a (i) lignes ont la forme:

(s=5) 7 Ginnys (5= ) Giney oo (8= 80)7" Girgipn,

ir(i)

donc, st on suppose que ces lignes ne siont pas linéairement indépendantes, alors, on aura
que les lignes de (sI — J;)™' G; ne sont pas linéairement indépendantes. D’ou, d’aprés
le lemme précédent, les lignes de (sI — J)™' G sont linéairement dépendantes. D’ot on
aura que le systéme (1.5) est non c.c, d’ot le systéme (1.2) est non c.c. Ce qui contredit
Uhypothése.

Inversement, supposons que les lignes:

(s—s)7" Girn,» (58— 8:)7! 9i2ayr s (8= 83)7" Gir(iya,

ir(i)

sont linéairement indépendantes. On remarque qu’une ligne quelconque | de

(sI — Jij)_l Gij a la forme suivante:

(S _ Si)—‘n.‘j'H——l gij"ij
donc, les ligens de (sI — J,-.,-)_1 G;j sont linéairement indépendantes. D’ou les lignes de

(sI — J;)"' G; sont aussi linéairement indépendantes. Et par suite on aura le méme
résultat sur les lignes de (sI — J)™' G. Et cela signifie que le systéme (1.5) est c.c, d’ot

(1.2) lest aussi.



Exemple 1 Soit le systéme: £ = Az + Bu, ou:

A= ’B=
0 2 -1 0

On a le polynéme caractéristique de A est:

s—1 1

P(s) =det (sl — A) = det [
0 s-2

} =(s-1)(s-2)

d’ot les racines caracteristiques sont:
$ = 1, S9 = 2
la transformation est:

0 -1

d’ot la forme de Jordan associée & (A, B) est:

10 0 2
J=TAT =  G=TB= ~ | I
0 2 10 g

il est clair que les lignes g111 et go11 Sont linéairement indépendantes. On remarque aussi

que la paire (A, B) est c.c car:

1 2 2 2
rang [B, AB] = rang =2
-1 0 -2 0

1.3.2 La forme compagne

Etude algébrique

Soit la forme classique d’une équation differentielle d’ordre n:

ZM(t) + k2D (8) + ...+ knz(t) = u(t) (1.6)



Posons:

(
w, = <
- 'lU2 = z(l)
{
w, = z(D
\
on aura:
- w;, = 20 = Wey
’wl2 = 2(2) = w3
< 1
w, ; = 20D = Wy
. w, = zM = k) D koo
L = —klwn - kgwn_l e k,,w, +u
Soit
w = (wy,wy, ..., w,)"
d’ou: ) - L
- 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
w' = 0 w+ Uu
0 0 1 0
i —kn —kn-1 —kn-2 ... —k ] I 1 |
. e
w = Cw + du (1.7)
C est une matrice d’ordre n x n dite forme Compagne.
Inverssement , soit le systéme suivant:
t = Az + bu (1.8)

ou A est d’ordre n X n et b est un n-vecteur colonne. On veut trouver la forme compagne

associée au systéme (1.8). La réponse est donnée dans le théoréme suivant:

Théoréme 6 Un systéme de la forme (1.8) peut étre transformé par une transformation

10



non singuliere w = Tz, a la forme compagne (1.7) si l'on a:
U= [b, Ab,...A"”'b]

est de rang egal a n.

Inverssement, si une telle transformation non singuliére T existe, alors:
ranglU =n

Démonstration 3 Pour une démonstration voir [1].

Remarque 3 On peut avoir le méme résultat obtenu dans ce théoréme dans le cas du

systéme (1.2) dans lequel B est une matrice n x m [1].

Théoréme 7 Le systéme (1.8) est transformable a la forme compagne si et seulement

s’il est complétement controlable.
Démonstration 4 On obtient une démonstration, en utilisant les théorémes 1 et 6.

Maintenant, on donne un théoréme important caractérisant la forme compagne d’une

matrice [21].
Théoréme 8 Soit A une matrice carrée nxn. Les assertions suivantes sont equivalentes:

1. A est similaire a la forme compagne.
2. rang(AI — A) = n — 1, pour toute valeur propre X\ de A.

3. Le nombre géométrique (i.e le nombre des vecteurs propres associés d la valeur
propre A qui sont linéairement indépedants) de chacune des valeurs propres de A

est egal & 1i.e y(A) =1, VA € o (A).
4. Le polynéme caractéristique k() de A est identique & son polynéme minimal m(\).

5. Il existe un n-vecteur b tels que les vecteurs: b, Ab, ..., A" 'b soient linéairement

indépendants.

11



Exemple 2 Soit la matrice:

-11 2

Le polynéme caractéristique de A est: k(\) = (A= 1)%(\ — 2).D’ou les valeurs propres de
A sont: /\1 = /\2 = 1,A3 = 2.

1. La forme compagne associée & A est:

2. Montrons que rang(A — A)=n—1, VA€ 0 (A), ot n=3:

0 1 1
Pour A\=1: det(I-A)=det| -1 0 0 =0
1 -1 -1
0 1
d’ot rang(l — A) < 3.Soient o, Sde R tel que: o« | =1 | +6 | 0 =0, alors
1 -1
=0
=0

d’ot rang(I — A) =2

Pour A\ =2, on aura: rang (21 — A) = 2de la méme maniére.

12



I,

3. Montrons que y(A) =1, VA € a(A). Pour A\=1. Soitc= | gz, | € R%, on a:

T3
0 1 1 I 9+ x3=0
I-A)z=0<=|-10 0 z, | =0 —z;=0
1 -1 -1 I3 21—182—.’113—':0
d’ott ; = 0 et 2 = —x3. Donc, le sous espace propre associé a la valeur propre 1
0
est engendré par un seul vecteur | —1 |. D’oudimfker (] — A)] =1, i.ey(A) = 1.
1

Pour A =2, on aura y(2) = 1 diréctement puisque 2 est une valeur propre simple.

4. Montrons que: k(A) = m()X). On va calculer le polynéme minimal de A par la
méthode des facteurs invariants de A. On a d’abord les diviseurs determinantales

de A sont:

]=1
dy=ged[(A -1 +2,-(A-1),1-(A-1),A-1)(A-2),-1,-(A—-2)] =1
d3 =det (A — A) = (A= 1)) (A —2) = k(\)

dy =ng[(A— 1)1_111,01 (A —2)
)

d’ou, les facteurs invariants de A sont:

11—3_021
ZQ-——Z‘?:l
i3=g—z=(/\—1)2(/\——2)=m(,\)=k()\)

5. Montrons Uezistence d’un vecteur b tel que: b, Ab, A%b soient linéairement indépen-

13



dants. Si on prend:

0 -1 -3
b= 0| alors: Ab=| @ et A%=| -1
1 2 5

Soient a, 3,7 € R tel que: ab+ BAb+vA%b = 0. Alors:

-8-3y =0 B=0
a+28+5y = 0 a=0

Etude géomeétrique

Soit X un espace vectoriel de dimension n sur un corps F, et soit A : X — X un
endomorphisme arbitraire, k(A) son polynome caractéristique et m()\) son polynéme

minimal.
Définition 4 Si k(A) = m()), on dit que A est cyclique (ou non dérogatoire).

Remarque 4 D’apres le théoréme 8, Si A est un endomorphisme cyclique, alors il existe
uny € X tel que y, Ay, A%y, ..., A" 1y sont linéairement indépendants.

Définition 5 Un tel y est dit générateur cyclique de X relativement & A.

La structure compagne

On va utiliser maintenant une autre altérnative (étude géomeétrique) pour obtenir une
forme compagne analogue a celle obtenue algébriquement dans la section precédente.

Soit A un endomorphisme cyclique de générateur y et soit:

m(A) = \"— (al +aA+ ...+ an/\"'l)

son polyndéme minimal.

14



Définissons les polynémes auxiliaires suivants:

m@() = m(A)

mM(A) = A= (ag+azA + ... + @, A"7?)
m*~D()) = A—ay,

m® () = 1

On a la relation de récurrence suivante:
Am® (A) = mE D (A) + a;m™ (V) , i € {1,..,n}

Soient maintenant les vecteurs:

e = m(A)y,ien

€ = 0

{€i}ic, forment une base dans X.

En remplagant dans (1.9) A par A et en multipliant par y, on aura:

Am® (A)y = mE D (A)y + am™ (A)y, ien

i.e
Ae; =e;_1 +ae,, 1 €N
i.e
A61 = €0 + a1y
= O0e; + ... + e, 1 + aze,
Aey = e; + ase,

ﬁ = le; + 0eg + ... + age,

Aep1 = Oer+...+lep-o+0en1 + an_164

Ae, = 0e;+..+0e, 2+ le,_1+ane,

15
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D’oti la matrice associée a 'endomorphisme A dans la base {e;}._ est:

i€En

[ 0 1 0 0 0 ]
0 0 1 0 0
C =
0 0 .. .. 0 1
| @1 Gy .. . Gpy Gn

C est dite la matrice compagne associée & A.

Remarque 5 On voit que la forme compagne obtenue géométriguement est équivalente

a celle obtenue algébriquement.

1.3.3 La forme canonique de Frobenius
Détérmination de la forme de Frobenius

Dans ce paragraphe, on va donner la forme analogue a la forme compagne, dite la forme

de Frobenius associée 4 une matrice non nécéssairement cyclique.

Définition 6 On définit la matrice de Frobenius comme étant la matrice d’ordre v X T

notée F, qui a la forme:

(00 .0 f
10 .. fi,
Fr= 1
0
00 .1 fi |

ou f; sont définies dans ce qui suit.

Proposition 1 Toute matrice carrée d’ordre n X n peut étre réduite par une transfor-
mation non singuliére a la somme dir;écte de s matrices de Frobenius: Fy,, Fy,, ..., F;,, ou
le polynéme caractéristique de F,, divise tous les polynémes caractéristiques des malrices

précédentes [26).
Dans le cas ou A est cyclique,on a: s=1,71, =n.
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La relation entre la forme de Frobenius et la contrélabilité

Soit le systéme dynamique invariant en temps:

¢ = Az + Bu
(1.11)
y=Cz+ Du
ot Ae M,(R), Be M,,,(R), B=[b,bs,...,b] avec b;,i € m, des vecteurs colonnes,
CeM,.(R), De M, R).

Si le systéme (1.11) est complétement controlable alors:
rang [B, AB, .., A" 'B] =n

i.e la matrice U = [B,AB,...,A"'B] admet n vecteurs linéairement indépendants.
Une méthode du choix de ces vecteurs est de commencer par le vecteur b; et d’étudier
I'indépendance linéaire des vecteurs by, Abi, ..., A%~1b;, jusqu’a I'étude de I'indépendance
des vecteurs b,,, Ab,,, ...,A"'"‘lbm.On/aura a la fin de cette étude une matrice d’ordre

n X n non singuliére qui a la forme suivante:
by, Aby, ..., Ah1b by, Aby, ..., A% by, ..., b;,
A e 1,02, ADy 2 j (1.12)
Abj, ..., A% b, by, Ay, .., A% 1b,,
ol d;,j € m, les degrés de b;, Abj, ..., A“J“lbj sont appelés: les indices de controlabilité,

et on a:

idjzn

Jj=1

d’ot on a le théoréme suivant [17].

Théoréme 9 Si le systéme (1.11) est complétement controlable et rangB = n, alors, la

paire (A, B) peut étre transformée par la transformation non singuliére (1.12) a la forme
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canonique de Frobenius suivante:

F=T7'AT =

ot Fi; € My, (R), Fij € My, q4; (R) et e,; sont données comme suit:

-

-

Fii  Fi
Fy  Fp
le Fm2

me

-1
,E=T""'DB= [(!“,(212,

0 .0 fiil
1
0 . 1 fi

0
0

0

0 fij

0 fija, |

-

’elj_

-~

veey ff],"]

dy+dy+...+dj_; +1

(1.13)

(1.14)

Remarque 6 La définition de la controlabilité reste valable pour des systémes linéaires

commandés discrets i.e sous forme:

z(k + 1)

y(k)

ot A€ My(R), BE Mpm(R),C € M, (R) et D € M, ;» (R). Do, la détérmination

des formes canoniques présentées auparavant pour le cas des systémes linéaires discrets

peut étre obtenue d’une fagon analogue.
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Chapter 2

FORMES CANONIQUES SUR
I’ANNEAU DES POLYNOMES
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2.1 Introduction

Dans le premier chapitre, ’étude était sur les formes canoniques des matrices constantes
i.e avec des entrées dans R, ici on généralise I'étude 4 des matrices avec des entrées
polynomiales i.e dans I’anneau des polynémes a une scule variable, puis & deux variables

et A coeflicients dans R, et on donne la forme compagne et celle de Smith.

2.2 Formes canoniques: cas unidimensionnel

2.2.1 Forme compagne sur ’anneau R|s]

Dans cette section, on va faire une éxtension du travail fait dans le cas des matrices
constantes, pour les matrices polynomiales, en utilisant la notion de module qui est
justifiée du faite que R [s] n’est pas un corps. On va voir que sur cet anneau, la forme

compagne peut étre définie d’une fagon analogue au cas des corps.

Définition 7 On appélle matrice polynomiale P (s), toute matrice réctangulaire dont ses
éléments sont des polynémes en s.

On désigne par (R [s])” ’ensemble des vecteurs de n composantes de R [s].
Proposition 2 (R[s])" est un module libre de type fini sur ’anneau R [s].

Démonstration 5 La démonstration de cette proposition se base sur le faite que si A
est un anneau alors le A module A™ est libre de type fini et de longueur (ou dimension)

égale an [12].

La struture compagne

Théoréme 10 Soit A(s) : X — X un endomorphisme sur le R [s] module X = (R|[s])".
Comme l’anneau R (s] est commutatif, alors, on peut appliquer d’aprés [12] le théoréme
de Caley-Hamilton i.e: si pour A(s) € R[s|, on définit le polynome caractéristique de
A(s) par:

k(A(s)) = det(A(s)I — A(s))
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Alors, le théoréme de Caley-Hamilton affirme que:
- k(A(s)) =0

Définition 8 On définit le polynéme minimal de ’endomorphisme A(s) et on le note
par m(\(s)), comme étant le polynome de plus petit degré tel que:

m(A(s)) =0

Définition 9 On dit que ’endomorphisme A(s) est cyclique si son polynéme minimal

coincide avec son polynéme caractéristique.

Dans ce cas, d’aprés le théoréme 8 du chapitre 1, il existe un vecteur de X, g(s)
(générateur cyclique de X relativement a A(s)), tels que:

g(s), A(s)g(s), ..., A(s)"'g(s)

soient linéairement indépendants.

~ On définit les polyndomes auxiliaires comme suit:

m®(A(s)) = m (A (s))
A" (s) = [a1(s) + aa(s)A (5) + ... + an(s)A" 7 (s)]
mB (A(s)) = A"7'(s) = [az(s) + as(s)A(s) + ... + an(s)A" 7 (s)]

meD (A (s) = A(s) — an)
m™ (X (s)) 1

Soient maintenant les vecteurs:
ei(s) = m(A(s))g(s), i € n, eo(s) =0

On va montrer que (e;(s)),., forment une base dans le module X:

icn

21



Soient p;(s), pa(s), ..., pu(s) € R]s]:
pi(s)er(s) + pa(s)ez(s) + ... + cu(s)pa(s) = 0 =

0 = pi(s) [A"1(8) — aa(s) — as(s) A(s)] g(s) + pa(s)[A"*(s) — as(s) — as(s)A(s) — ...
—an(8)A™3(s)]g(s) + ps(8)[A"3(s) — aa(s) — as(s)A(s) — ... — aa(s) A" *(s)]x
9(s) + pn-1(s)[A(s) — ax(s)]g(s) + pa(s)g(s)

d’ou:

0 = pi(s)A" 1 (8)g(s) + [=p1(s)an(s) + p2(s)] A" 2(s)g(s) + [—p2(8)an(s) + pa(s)] x
A3(8)g(8) + .. + [=p1(s)as(s) — pa(s)as(s) — .. — Pu-1(3)] A(s)g(s)+
[~p1(s)az(s) — pa(s)as(s) — ... — pn-1(8)an(s) + pPn(s)] 9(s)

comme g(s), A(s)g(s), ..., A(s)" 'g(s) sont linéairement indépendants, alors:

pi(s) =0
“pi(s)an(s) + 1a(9) S0 m) =0
—pa(s)an(s) + ps(s) =0 = ps) =0
—p1(8)a3(s)—p2(s)a4(s)—-...—p,,_l(s) =0 = pn_l(s) = (
—p1(8)as(s) = . — Po-1(8)an(s) +pal(s) = 0 = pals) = 0

d’ov, (€; (8));c,, sont linéairement indépendants. Donc,

A(s)ei(s) = ei_1(s) + ai(s)en(s), Vien

d’o, la forme compagne associée a 'endomorphisme A(s) est:

0 1 0 ]
C(s) = E O : (2.1)
0 : - 1
I ai(s) aa(s) an-1(s)
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et la transformation est:

T(s) = [e1(s), ea(s), .-, €n(s)]

Exemple 3 Soit Uendomorphisme:

[ R[s) = (R]s])*

tel que: i - i i
(s) (s + 1)z (s)
s Za(s) _ (28 = 3)za(s) + x1(9) zi(s) € R[4
z3(s) sz3(s) + x2(s)
| Za(s) | (s + 2)z4(s)

la matrice associée & f(s) par rapport & la base canonique de (R [s])*:
e1 = (1,0,0,0)%, e; = (1,0,0,0), e5 = (0,0,1,0)", es = (0,0,0,1)"
est A(s). Elle est calculée comme suit:

fler) = [(s2+41),1,0,0] = (s2+ l)e; + ley
fles) = [0,(2s—3),1,0]' = (25— 3)ey + les

fles) = [0,0,s,0]" = ses
fled) = 10,0,0,5+2" = (s +2)ey
donc:
[ |
241 0 0 0
1 25-30 0
A(s) =
0 1 S 0
0 0 0 s+2
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Le polynéme caractéristique de A(s) est:

k(A = det(A] — A(s))
A= (s241) 0 0 o |
-1 A—(2s-3
= det (2s-3) 0 0
0 -1 A—s 0
0 0 0 A=(s+2) |

— P—(+1) = 2s—8) =] [\ = (s +2)]

On va montrer que A(s) est cyclique. On a:

do(A) =1
di(A) =1
da(A) = 1
d3(A) =1
dy(A) = k(X)

d’ou:

()
do(X)
—  d2(d) _
di(A
dy()
da(A)
a(A
d3(A)

Q.

v
|
[ S

g

= m(})

donc, A(s) est cyclique. Alors, il existe un vecteur de (R [s])! noté g(s) tels que:

9(s), A(s)g(s), A*(s)g(s), A%(s)g(s)

soient linéairement indépendants. Posons:

g(s) =[1,1,1,1)*
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Alors:

A(s)g(s)

A(s)g(s) =

A(s)g(s) =

On va montrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants i.e:

det [g(s), A(s)g(s), A*(s)y(s), A*(s)g(s)] # 0

on a.

[9(5), A(s)g(s),

(1 241 (s241) (s2+1)°
1 25—2 582 —10s+7 s*—33s%—20+10s* +44s
1 s+1 s?243s—2 7+ 8s%— 125 + s
1 s+2 (s +2)? (s +2)°
= /io+A18+Ags2+A333
rl 1 1 1
= b-2 7 -2 + Ays + Ays® + Ays®
1 1 -2 7
Ll 2 4 8 ]

ey
-2+ 2s
1+s
§+2

-

(s +1)°
552 + 7 - 10s
—2+5243s

(s+2)°

(s* + 1)3

st —33s% — 20 + 10s% + 445

7+ 852 — 125 + s3
(s+2)°

A%(s)g(s), A%(s)g(s)] =

25
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ot Ao, Aj, Az, Az sont des malrices constantcs i cocfficients dans R. On sail quc le

détérminant d’une malrice polynomiale est non nul si det Ag # 0 ou det Ay # 0 voir [14].

On a:

det Ag = det =090#0

alors g(s), A(s)g(s), A%(s)g(s), A3(s)g(s) sont linéairement indépendants. On va donc

définir les polynémes auziliaires comme suit:

4 ai(s) + az(s) A+
m® () = m(A) = A\ - [ s ()7 + ay(9)° :I
mD (X)) = XN — [as(s) + az(s)A + ag(s)A?]
m® ()) = X? — laa(s) + aq(s)A]
m® () = A — ay(s)
mW(\) = 1
" ar(s) = —s(s+2)(2s—3)(s*+1)

as(s) = s(2s* + s — 6)

az(s) = —4(s* + s+ s—2)

ay(s) = s(s +4)

puis, on aura:

ei(s) = mY (A(s)) g(s), i =T1,4, eo(s) =0

'

ei(s) = A(s)g(s) — as(s)A%(s)g(s) — as(s)A(s)g(s) — ax(s)Ig(s)

26



(8241)° —28(5+2) (25— 3) +4(* + 82 + 8- 2) (82 + 1)
st — 3382 — 20 + 10s% + 445 — 25 (s + 2) (25 — 3) +

= 8(s*+s?+5—2)(-1+s)

7T+85*—125+ 5 —25(s+2) (25— 3)+4(s* + 2 +5—2) (1 + 3)
(5+2)°—25(s+2) (25— 3)+4(s3+ 2+ 5~ 2) (s +2)

-

(32+1)2——.s(s-i—4)(32—%—1)+433+432+4s—8W
9s? —1— 65— s(s+4)(-2+2s) + 4s°

exs) = )
—10+4 552+ 7s — s(s+4) (1 + s) + 4s°
] (s+2)—s(s+4)(s+2)+4s* + 46 + 45— 8
s?+1-5s(s+4)
-2+2s—s(s+4
es(s) = (s +4)
1+s—s(s+4)
s+2—-s(s+4)
1
1
ea(s) =
1
1

comme g(s),A(s)g(s),A%(s)g(s),A3(s)g(s) sont linéairement indépendants, alors (e; (s))

i€n

sont aussi linéairement indépendants. Donc:
A(s)ei(s) = ei-—](s) + a,-(s)e4(3), 7 = T,_4

d’ot, la matrice associée a f dans cette base est:

[ 0 1 0 0 |
0 0 1 0
C(s) =
0 0 0 1
| —s(s+2)(2s - 3)(s?+1) s(2s’+s5-6) —4(s®+s*+5-2) s(s+4) |
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et la transformation cst:
T'(s) = [ea(s), ea(s), es(s), ea(s)]

2.2.2 Forme de Smith sur ’anneau R [s]

Opérations élémentaires sur les matrices polynomiales

Soit A(s) une matrice polynomiale d’ordre n x m et de rang r.

Introduisons les opérations élémentaires sur les lignes et colonnes de la matrice A(s)

suivantes:

1. Interchanger deux lignes ou colonnes de A(s) par exemple la i et la j*™ ligne

ou colonne.

2. L’addition a une ligne ou colonne de A(s) par exemple la i¥™¢, la j°™¢ multipliée

par un polyndme arbitraire p(s) de R[s].

3. Multiplication d’une ligne ou colonne de A(s) par exemple la i*™ par une constante

arbitraire ¢ de R.

Si on applique succéssivement ces opérations & gauche puis & droite sur la matrice

identité d’ordre n X m on aura les matrices élémentaires suivantes:

1 0]
0 1
M(s) =
1 0
0 1
: -‘7
1 0
p(s)
My(s) = .
I 0 0 :J
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M;(s) = c
0 0
L 0 1 .
[ 1 . 0 ]
0 1
My(s) =
1 0
| 0 . 0 |
(1 0 .00
0
0 1 0
My(s) =
p(s)
: 0
i 0 0 01 |
1 0
M:;(s) = S
0o : .. .0
I 0o ... ... .. 1 ]

Définition 10 On dit que deuz matrices polynomiales A, (s) el Ay(s) de méme ordre sont
équivalentes si on peut passer de l'une & l’autre par une suite d’opérations élémentaires,

et cela est équivalent & dire que:

Ai(s) = P(s)A2(s)Q(s)
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ot P(s) et Q(s) sont des produits de matrices élémentaires, cllcs ont done, le détérminant

non nul et constant (i.e P(s), Q(s) sont unimodulaires).

Théoréme 11 Deuz matrices sur un anneau principal sonl (quivalentes si el sculement

8’il existe une suite d’opérations élementaires transformant U'une & Uautre [22].
Rappelons que R [s] est un anneau principal [12], d’oti le théoréme suivant:

Théoréme 12 Toute matrice polynomiale A(s) d’ordre n xm et de rang r est équivalente

a la forme suivante dite la forme de Smith:

[i(s) 0 o o . 0
. .
ir(s) O

S@=| (2.2)
. . O 0 .

o .. .. . .0

ou 11(8), ..., ir(s) sont les polynémes invariants de A(s) qui verifient les propriétées
sutvanles:
1. ix(s) divise i4_(s), Vk = 2,7

2. ix(s) = d—LLj'; Ly do(s) =11

Démonstration 6 Une démonstration de cc théoréme sc base sur ulilisalion des opéra-
tions élémentaires sur la malrice A(s) afin de la reduire a la forme S(s). Pour plus de

détail voir [11).
Exemple 4 Soit la matrice polynomiale carrée:

s+2 =2
As) =
-1 s+1
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Trouvons les diviseurs délérminantales de A(s):

d()(h’) = 1
di(s) = ged(s+2,s+1,-1,-2) = 1
da(s) = . det A(s) = s(s+3)

d’otl, les polynémes invariants de A(s) sont:

: d
i1(s) = i% = 1

ip(s) = T2 = s(s+3)

d’ot, la forme de Smith associée 4 A(s) est:

1 0
0 s(s+3)

S(s) =

Montrons l’égquivalence entre A(s) et S(s). Dans A(s), ajoutons a la 2™ colonne, la 1%

colonne multipliée par (s + 1) i.e:

) 1 s+1
M,(s) =
0 1
on aura:
. s+2 -2 1 s+1 s+2 s(s+3)
A(s)M,(s) = =
-1 s+1 0 1 -1 0

ajoutons a la 1% ligne la 2™ ligne multipli¢e par (s + 2), i.c:

M= | T s m@aeme = | © Y
0 1 -1 0
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pérmutons les deuz lignes, i.e:

My(s) = [0 1}=>M2<s>M1(s)A(s>M{<s)= [‘1 ° }
10 0 s(s+3)

multiplions la 1°™¢ ligne par la constante —1, i.e:

M;(s) = I: 1o :l = Ms(s)My(s) M, (s)A(s) M, (s) = [ ! 0 }
0 1 0 s(s+3)

donc, il eziste deur matrices unimodulaires:

P(s) = My(s) Ma(s)My(s) = [0 - }

1 s+2
et:
, 1 1
Q(s)=Ml(s)={ . }
0 1

avec:

detP(s) = 1 # 0

detQ(s) = 1 # 0
tel que:

S(s) = P(s)A(s)Q(5)

2.3 Formes canoniques: cas bidimentionnel

2.3.1 Introduction

On va présenter dans cette section une généralisation des formes: de Smith et compagne

pour les systémes linéaires définient sur ’anneau R (s, z].
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2.3.2 La forme de Smith sur R s, 2]

Avant d’étudier cette forme, donnant d’abord quelques définitions et résultats concérnant

Panneau R (s, 2] qui sont utils dans cette section.

Définition 11 On appelle matrice polynomiale sur R*™*™ (s, z| toute matrice P(s, z) dont

ces entrées sont des polynomes a deux variables s et z i.e:

P(s,z) = [pi; (s,2)],__ ., » Pij(5,2) € R[s,7]

Définition 12 On dit que deuz matrices polynomiales P, (s,2) et P (s,z) sont équiva-

lentes s’il existe deur matrices polynomiales unimodulaires M(s,z) et N(s,z) telles que:
Pl (S,Z) = M(S)Z)P2 (3’ Z) N(31 Z)

Définition 13 Deur matrices polynomiales P, (s,z) et P, (s,2) du méme ordre n X n

sont dites similaires s’il eriste une matrice polynomiale unimodulaire M (s, z) tel que:
P (s,2z) = M(s,2)P; (s,2) M7'(s,2)

Proposition 3 L’anneau R [s, z] n’est pas principal [2].

Définition 14 Soit P(s,z) une matrice polynomiale d’ordre n x m et de rang r. On
définit la forme de Smith de P(s,z) comme étant une matrice polynomiale notée par

S(s,2) qui a la forme suivante:
S(s, z) = diag [iy(s, 2), 12(s, 2), ..., ir(s,2), O, ...] (2.3)

ou ix(s,2) sont les facteurs invariants sur R[s,z] associées & P(s,z). Ils vérifient les

relations suivantes:
dk (Sa z )

———k€r, dy(s,z) = 1.
di-1(s,2) o(s:2)

ik(S, Z) =

Théoréme 13 Soit R un anneau qui a la propriétée suivante: chaque deuz éléments de

R possédent un plus grand diviseur commun. Alors, une condition nécéssaire pour qu’une
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matrice M € M, ., (R) soit équivalente a sa forme de Smith cst que R ¢st un domaine

principal [19).

On va donner maintenant un cas particulier dans lequel ’équivalence entre une matrice

sur R [s, 2] et sa forme de Smith est satisfaite.

Théoréme 14 Soit la matrice d’ordre n x n sur R [s, 2] qui a la forme suivante:
P(s,z) =sl, — A(z) (2.4)

Alors, P(s,z) est équivalente a la forme de Smith:

AP 0 0o |
Seay=| O w0 0 (2.5)
0 0 in-1(8,2) 0
0 0 0 in(s,2)

si et seulement si : la matrice polynomiale A(z) sur R[z] est similaire sur R(s, z] a la

forme compagne C(z) qui a la forme:

C(z) = 0 Cy(z) O (2.6)

ot Cy(z) sont des matrices polynomiales d’ordre n; X n; d'unc forme compagne, qui onl

les polynémes caractéristiques suivants:

det [sl,, — C1(2)] = in-2(s,2) (2.7)
det[sl,, — Ca(2)] = in-1(s,2)
det [s,, — C3(2)] = in(s,2)

Démonstration 7 Voir (7 et [§.
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Exemple 5 Soit la matrice polynomiale sur R? s, z| définie par:
s+z 2241 -]
1 s+22+42 J
= SIQ - A(Z)

P(s,2) =

ou:

Alz) = {——z -(2z2+1) }
-1 —(22+2)

Cherchons les diviseurs déterminantaux de P(s,z):

d()(S,Z) =1
di(s, z) = ged [s+z,1,2z+ 1,s+22+2] =1

dy(s,z) =det P(s,z) = s* + 822 +2s+ 25+ 28 -1
d’ou, les facteurs invariants de P(s,z) sont:

i1(s,2) =1

ig(s,2) = 8% + 822+ 284+ 28+ 23 -1
d’ot, la forme de Smith associée & P(s, z) est:

1 - 0

S(s,2) = \ \
0 s2+4+s22+2s+28+28—-1

Cherchons maintenant la forme compagne associée & A(z). On a, le polynéme caractéris-

tique de A(z) est:
k(s) =det(sI — A(z)) = s® +s22 +2s+ 28+ 23— 1

et d’aprés les facteurs invariants de sI — A(z) on a le polynéme minimal de A(z) est

identique au polyndéme caractéristique, d’ou A(z) est cyclique. Donc, il existe un élément
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R?[2] tel que y(z), A(2)y(z) sont lincairement indépendants. Si on pose: y(z) =

€
0
ol 0 est le polyndme nul et 1 est un polynéme constant. Alors:
1

0 —(2:+1) 0 -1 0 -2z
[(2), A(2)y(2)] = = +
1 —(22+42) 1 -2 0 —22
el comme:
0 -1
det =1#0
1 -2

alors, y(z), A(2)y(z) sont linéairements indépendants. Définissons les polynémes auxili-

m©® (s) = m(s) = - k(s)

mW(s) = s—(-22-2-2)
m® (s) = 1

d’ot, on définit les vecteurs:

€ = 0
—(22+1)
e =
0
€y =
1

On peut montrer facilement que: (e;,ey) forment une base dans R?[s,z]. Donc A(z)

dans la base (e;,e;) est:

0
A(z)e; =
-2 +1
_ o ey () 0
z 1
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(22 1

A(z)egz[ (22 +1)

—(2*+2) |
:{—(2Z+1)]—(z2+z+2)[

z 14

= le, — (Z2+Z+2)62
d’ou la forme compagne associée a A(z) est:

cor=| O 1 ]

-2 4+1 —(22+2+2)

et la transformation est:

T(z) = —(22+1) o}z -1 0}+[-2 o}z

on a: detT'(z) # 0 car det = —2. Donc T(z) est non singuliére et par suite,
0 1

A(z) est similaire a C(z). Alors, P(s,z) est équivalente & S(s, z).
2.3.3 La forme compagne sur R s, 2]

On va donner un exemple dans le but de mieux comprendre la construction de la forme

compagne dans R [s, z]. En se basant sur les traveaux de [18], [9] et [25)].

Exemple 6 Soit le systéme discret de Roesser utilisé dans [15] dans le cas bidimention-

nel:

t = Az + Bu (2.8)
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ou:
zh(3, , zh(i+ 1,5
o (4,5) o= ( 7) (2.9)
z*(1,5) ¥ (i,j + 1)
avec z" € R", ¥ € R" sont les états, u € RPsont les entrées, A € M, ,(R), B € M, ,(R)

et n =1, 4+ t3.0n va donner la définiton suivante:

Définition 15 Soit P une matrice carrée d’ordre n x n. On définit la matrice carac-

téristique bidimentionnel de P, et le polynéme caractéristique de P comme suit:

A(s,z) = ILA-P

(2.10)
a(s,z) = det(I,A— P)

ou:
A=sl, &zl
avec @ est la somme directe.
Définition 16 La matrice P est dite la matrice compagne du polynéme a(s, z).
Remarque 7 La matrice P peut s’écrire sous forme:

Pll Pl2
P21 P22

P=

ot P;j € My «t;(R), i,j =1,2. On peut dire donc que la forme compagne ici est carac-
térisée par le faite que: rangPy; ou rangP; est égal a 1. Et comme l'utilisation d’une
transformation non singuliére ne change pas le rang de P2 ou Py, alors P peut étre
une matrice arbitraire. D’ou, dans le éas bidimentionnel, la construction de la forme

compagne par les méthodes diréctes i.e utilisées auparavant, n’est pas facile quand
min(rang Py, rangPy) > 1

Donc, pour construire la forme compagne d’un polynéme arbitraire a(s,z) et par suite
une matrice A(s, z), on va utiliser les opérations élémentaires bidimentionnel sur l’anneau

R [s, z] qui seront définis dans ce qui suit:
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Définition 17 On définit et on note les opérations élémentaires sur R [s, z] par:
1. L(i x c): la multiplication de la i*™¢ ligne par ¢ € R.
2. R(i x ¢): la multiplication de la i*™¢ colonne par c € R.

3. L(i+37 x p(s,2)): Uaddition a la i®™ ligne, la j°™ ligne multipliée par le polynéme
(s, 2).

4. R(i + j x p(s,2)): Vaddition a la i®™¢ colonne, la j*™¢ colonne multipliée par le

polynéme p(s, z).
5. L(i,7): Uinterchange des lignes i et j.
6. R(i,j): linterchange des colonnes i et j.

Définition 18 On définit U'opérateur d’augmentation par:
f : Mﬂ(R [S,Z]) — Mnt1 (1R [8,2])

tel que:

F(T(s,2)) = bl , T(s,z) € M,(R[s,2]) (2.11)
0 T(s,z2)

Donc, tout polyndme a(s, 2) peut s’écrire sous forme:

als,2) = detT(s,2) = det | &) @282 | eRE ) (212)

a?l(ﬁ,z) a(s, z)

Notre but est d’appliquer une chaine d’opérations élémentaires sur T'(s, z) tel que la

matrice caractéristique Al, — P est obtenu de la matrice:

I, 0
E(s,z) = (2.13)
0 T(s,z2)

Donc, pour arriver a cette forme on va utiliser I'opérateur d’ogmentation sur la matrice

T(s, z) plusieurs fois, jusqu’a l'obtention de la forme E(s, z).
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Posons:

By (s,2) =T(s,2)

avec T'(s, z) est définie dans (2.13). I'utilisation de l'opérateur d’augmentation donne:
Bi(s,2) = f (Bi(s,2))

Appliquons par suite sur B;(s, z) les opérations élémentaires suivantes:
1. L(2+1 X 94(s, 2)), L(3+ 1 X z3,(s, 2))
2. R(2+1 x z135(s,2)), R(3+ 1 X 113(s, 2))

ou z;5(s,z) € R s, 2].
Rappelons que chaque opération est appliquée sur la matrice obtenue de ’application

de 'opération précédente. Donc, on aura la matrice:

1 T12(s, 2) Z13(s, 2)
Bo.s) < | #2009 .
8,z
_:c31(s,z) ]
1 T12(8,2) Z13(s,2)
By(s, Z) = T (s, 2) D(s, 2)
z31(8, 2)

avec:

D(s,z) = T(s,z)+ X(s,z2)

X(s,z) = wﬂis,z; [z12(5,2) Z13(s, 2)]

Le but maintenant est de choisir z;;(s, z) de tel sorte que certaines entrées de D(s, z)
aient les propriétées suivantes:
1. Le degré mazimal de D(s, z) est plus petit que le degré de X (s, z).
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2. Les variables de D(s, z) sont séparées.

Avant de traiter ce probléme, rappelons qu’un polynome z(s, z) de degrés partiels v,

en s et v, en 2, peut étre écrit sous forme:

vy v2
z(s,z) = E E Ty 8" 2T

i1=0i2=0
- = b(s)c(z) +d(s, 2)

- ou: . v
1 . ,
b(s) =3 bis7h, c(s) =32 cip2™ 7"
=0 i2=0
_ vy v2 . .
d(31 Z) ='20i20 diliQSUJ—lszZ’—’?, dhin = Tiyig — bilcig
i1=0ig=

Remarquons que le degré de d(s, z) sera nul si:

. Zoiy .
c0=11bi1=$i10731€ﬂ,ci2=’—x y 12 E Vg
00

donc, si on continue cette procédure jusqu’a Pétape k, k > 2, on aura une matrice
polynomiale d’ordre k:
Bi(s, z) = [bfj(s, Z)]i,jem
et en appliquant sur By(s, z) les opéraftions élémentaires suivantes:
L R((i4+1)+1xz141(8,2)), L(2+ 1 X z91(s, 2))
2. L(3+1xz3(s,2)), ... LU(k+2)+ 1 X zpy2:1(8, 2))
on aura la matrice:
Biya(s, 2) = [b5 (s, 2)]

i,jEk+2

cet algorithme sera terminé quand on aura:
B,(s,z)=I,A-P
Remarque 8 Pour les matrices polynomiales sous forme:

- P(s,z) = sl, — A(2)
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on peul facilement trouvé la forme compagne associéc a cetle malrice, qui a la méme

forme que celle obtenue dans le cas unidimensionncl.
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Chapter 3

PROBLEME DE DECOUPLAGE
SUR UN CORPS
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier un probléme trés important dans la théorie de controle
qui est le probléme de découplage des systémes linéaires commandés. Cela veut dire
qu’on a un systéme dans lequel il y’a des blocs d’entrées qui éfféctes sur plusieurs blocs
de la sortie, et on veut les transformer tels que chaque bloc d’entrées éffectes sur un seul
bloc de la sortie et qu'il n’a pas d’influence sur le reste des sorties. On va résoudre ce

probléme: PDR (probléme de découplage restreint) en se basant sur le travail de [27)].

Soit le systéme dynamique suivant:

- z(t) =  Az(t)+ Bu(t)

(3.1)
z(t) = Dz(t),i€k,k=2

ouA: X - X,B:U - XetD;: X — Z sont des applications linéaires sur les espaces
_ vectoriels X, U et Z; sur le corps R de dimensions n, m, r; réspectivement. X est dit
I'espace d’état, U V'espace d’entrées et Z = Z; © Z, & ... ® Zj, I'espace de sorties avec
dim Z =i r; = k.
Cons:i—c;i:’erons les transformations linéaires suivantes: F : X - U et G;: U - U, i €k

qui paraissent dans la formule suivante du contrdle u(.):

u(t) = Fz(t)+ Z Givi(t) | (3.2)

F est dit le feedback d’état, G; les transformations gains et v;(.) les nouveaux controles.

Donc, en utilisant la forme (3.2) du contrdle u(.) on aura le systéme suivant:

Il

x (t) (A+ BF)z(t)+ Zl BGvi(t) (33)
Z,'(t) = D,.E(t)

Avant de situer le probléme, donnons quelques définitions et résultats concérnant le

systéme (3.1) qui sont utiles dans ce chapitre.
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3.2 Rappel

3.2.1 Sous espaces de contrélabilité et le feedback

Définition 19 Le sous espace controlable du systéme (3.1) est défini et noté comme suit:
(A/InB) =ImB+ AlmB + ...+ A" 'ImB (3.4)

Définition 20 Soient R;, i €n des sous espaces de X. On dit que R; sont des sous
espaces de controlabilité du systéme (3.1), s’il existe des applications linéaires F : X — U
et G;: U — U tels que:

R, = (A + BF/Im(BGj))

3.5
= Im(BG;)+ (A+ BF)Im(BG;) + ... + (A+ BF)*'Im(BG,), i € k (33

Remarque 9 Le sous espace de contrélabilité de (3.1) est le sous espace controlable de
(3.3).

On note par: C(A, B, X) ’ensemble des sous espaces de controlabilité de la paire
(A,B) dans X, par F(R) I’ensemble des applications linéaires F : X — U tel que:
(A+ BF)R C R, avec R €C(A, B, X) et par I(A, B, X) 'ensemble des sous espaces V
de X qui sont (A, B) invariant, i.e AV CV +Im B.

Proposition 4 Soit R C X. Alors'R €I(A, B, X) si et seulement s’il existe une trans-
formation linéaire F : X — U tel que:

(A+ BF)RCR
Démonstration 8 Supposons qu’il existe un F tel que: (A+ BF) R C R. Alors:
VréR,3s€R: (A+BF)r=8 = Ar=s—-BFre R+ImB

Inversement, supposons que:

ARCR+ImB (3.6)
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Soit (11,79, ...,7h) une base de R dans X avec h < n. D’aprés (3.6), il existe sy, 83, ..., 8 €

R et uy,uy,...,uy € U tel que:
Ar; = 8; + Bu;, Vi€ h

et d’aprés le théoréme d’existence des applications linéaires, il existe une application

linéaire F définit de R dans U comme suit:
Fri=—u;, Vi€ h
Soit maintenant F Uéxtension de F sur X. On a:

(A+Bf‘) ri = Ar+ BFr,
= A’l"i + BF'I','
= A’I‘,; - BU,'
= 8y, Vi € ﬂ
ie (A+BF‘)RcR
Proposition 5 SiInB CImB et <A/ Im B> =R avec B:U — X. Alors:

(A/ImBNR) =R

Inversement, si (A/Im BN R) = R, alors, il existc un G : U — U el que:

{

(A/Im(BG)) = R

Démonstration 9 Voir [27].

Proposition 6 R €C(A, B, X) si et seulement s’il existe une application linéaire F :

X — U tel que:

R=(A+ BF/ImBNR) [27]
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Proposition 7 Si R €C(A, B, X), alors:
R=(A+ BF/ImBNR)

pour tout F € F(R).
La preuve est dQ essentiellement a [27].

Démonstration 10 D’aprés la proposition précédente, il existe une application linéaire
Fo: X - U tel que:
R=(A+ BFy,/ImBNR)

donc Fy €F(R). Soit maintenant Fy, € F(R), et posons:

on a alors:

R, CR

Montrons maintenant l’inclusion inverse. Supposons que:
(A+ BFy)" '(InBNR)C Ry, i€k, keN (3.8)

d’apres (3.7), on a:

k+1 )
Y (A+BF)"'(ImBNR)

i=1
k

=(ImBNR)+(A+BF) Y (A+BF) ' (ImBNR)
=1

C(ImBNR)+(A+ BF)R,

=(ImBNR)[A+ BF, + B(F,— F)| R,

C(ImBNR)+(A+BF)R,+B(Fy— F,) R

B(Fy— F)R C R,
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car pour tout x € Ry, on a:
B(Fy— F})t=(A+ BFy)z— (A+ BFR)z € R,
d’ou:

k+1
Y (A+BF) ' (ImBNR)CImBNR+(A+BFR)Ri+R CR

i=1

remarquons que st on pose k =1 dans (3.8), alorsIn BN R C R,. Done:

k
Z(A+BF0 (ImBNR)C R

i.e:

RCR,

Soit maintenant R un sous espace de X et définissons la famille:
S={ScX:S=RnN(AS +ImB)}

Lemme 2 La famille S admet un élément minimal unique [27].

Lemme 3 L’élément minimal de S est donné par:
S.(R) =lim S* = S

Démonstration 11 Immédiatement du lemme précédent.

Lemme 4 Soit R€I(A,B,X). Si F €F(R) et R C R, alors:
ImBnR+(A+BF)R=Rn(AR+1mB) (271

Lemme 5 Soient R €I(A, B,X) et F €F(R). Alors, la suite S* définit au dessus peut
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étre donnée sous forme:

SH =i (A+ BFY ' (ImBNR)

=1
La preuve est da essentiellement a [27].

Démonstration 12 Par réccurence sur p. Pour p=1:

Sl

RN(AS°+ImB) = RNImB
= (A+ BF)’(ImBNR)

Supposons que la relation est satisfaite pour u et montrons la pour u+ 1. On a:

Bl , +1 .
S (A+BFY-YImBNR) = (A+BF°(ImBNR)+ S (A+ BF)-(ImBN R)
Jj=1 j=2

- (m BN R+ 3 (A+ BF)(Im B R)
= (ImBNR)+(A+BF)Y. (A+BF)y~{(ImBnR)

= (ImnBNR)+ (A+ BF)S*
= RN (AS* +1Im B) par le lemme precedent

= Skl

d’ou le résultat.

Proposition 8 Soit R C X et définissons la famille S. Alors, R €C(A, B, X) si et
seulement si:

ReI(A B,X) (3.9)

et
R=S,(R) (3.10)

ot S,(R) est le minimum de la famille S.

Démonstration 13 Supposons que (3.9) est satisfaite, alors il eriste un F € F(R) tel

que:
(A+BF)RCR
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d’apreés la relation (3.10) et les lemmes 9 et 11 on aura:

R=S,(R) =S"=§n_: (A+BF)"41 (ImBNR)=(A+ BF/ImBNR)

=1

i.e R est un sous espace de controlabilité. Inversement, supposons que R €C(A, B, X).
Alors R €1(A, B, X) i.e (3.9) est satisfaite. Et comme R €I(A, B,X) alors F(R) # 0,

d’ou, d’aprés le lemme 11 on aura:
R=(A+BF/ImBNR)=5"=85,(R)

i.e (3.10) est satisfaite.

3.3 Formulation du probléme
Le but de découpler le systéme (3.1) est de le rendre d’une facon tel que:

1. La nouvelle commande v;(.) controle la sortie 2;(.) complétement pour tout i €k,
c’est & dire que:
D:Ri=ImD; Vi€ k (3.11)

2. La nouvelle commande v;(.) n’éffecte plus sur la sortie z;(.) pour tout j # i, i.e
D;R;=0,VYi,j€k, j#1 (3.12)

Donc, le probléme de découplage est:
Etant donner A, B et D;. Détérminer, s’il est possible, F et G; tels que (3.11) et
(3.12) soient vérifiées pour R; défini par (77).

3.3.1 Probléme de découplage restreint: PDR

En utilisant la proposition 8, (??) sera équivalente a:

Ri=(A+BF/ImBNR), Vick, (3.13)
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et si on note par:

Ki=kerD; Viek

alors (3.11) sera équivalente a:

k
Roc K Viek (3.14)
it
car:
DR = 0,Vi,jek/j#i & R ckeD, Vijek, ji
k
& R; € ,ﬂl ker D;
i
J#i
(3.12) est équivalente &
Ri+Ki=X, Vick (3.15)

car si on suppose que: X = K; + R;, Vi €k, alors pour tout z € X, il existe k; € K; et
r; € R; tel que:
r=ki+mr;, Viek

!

d’ou:
D,(Z) = D,'(k'; + ’I‘,') = D,(k,) + D,‘(’I",') = D,;(’I"i), Y1 € _k_?, car: D,(k,) =0

donc:

ImD; = D;R;,Vi€k

Inversement, on a:

XDOKi+R;,Viek

Pour montrer que:

XCK;+R,Vi€ek

Soit z € X. Alors:
r=z—-1;+1;, 1 €ER,ViEek
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donc:

D,(IL') = Di (2: — T + T,') = l),’ (.L' - 'I',') + 1),'(7',‘)
ona (z—r;) € K;, Vi € k car:
D,' (:B — ’I",') = D,(I) - Di(’l‘i) =0
puisque: D;R; = Im D;. Donc, il existe un k; € K; tel que:
ki=z—r;
d’ou:
1‘=k,’+7',',V’iEZE

iLe:

XCK;+R,Viek

Donc, le probléme de découplage de (3.1) sera:

Etant donner A, B et des sous espaces K;, i €k. Détérminer, s’il est possible, une
transformation F : X — U et des sous espaces de controlabilité R;, i €k tels que: (3.13),
(3.14) et (3.15) 852 sont vérifices.

(3.13), (3.14) et (3.15) sont dites respectivement: la condition de compatibilité, la

condition de non interaction et la condition de controlabilité de la sortie.

Remarque 9 Si V; C X sont des sous espaces de conlrolabilité tels que:
F(V;)#0,Viek

cela n’implique pas que:

o=

EWV)#0

i=1

Donc, si cette derniére condition est vérifiée, alors, on dit que V; sont compatibles.On

montre que V; sont compatibles si F(V;) # 0 et V; sont indépendants.
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Retournant maintenant au PDR et posant:

A

k
Ki=0 K, (3.16)
J:

J#
et notant par Q(R}) I’ensemble des sous espaces de contrélabilité de la paire (A, B)
contenus dans le sous espace K; de X. On a les résultats suivants:
Proposition 9 C (k,) est férmé sous l’addition pour tout i €k [27).

Proposition 10 Q(R}) admet un elément supérieur noté R}, pour tout i €k, i.e:
R =supC (K) Vi €k (3.17)

[27].

Remarque 11 1l est clair que R} vérifient (3.14). S’il existe un i €k tel que R} ne vérifi
pas (3.15), alors le probléme de découplage n’est pas solvable. Et si R} vérifient (3.15)
pour tout ¢ €k alors, la résolution du PDR est ramenée d étudier la compatibilité des R}.
Dans le cas général, on peut pas trouver une condition nécéssaire et suffisante pour la

solvabilité du PDR. Mais avec des conditions précises on le peut.

Théoréme 15 Soit l’hypothése additionnelle suivante:
k
A K= {0} (318)

Alors, relativement a cette hypothése, PDR est solvable si et seulement si l’égalité suivante

est satisfaite:

Ri+K;, =X, Vick (3.19)
La démonstration est da essentiellement a [27).
Démonstration 14 Supposons que: (3.19) est vérifiée et montrons la solvabilité du
PDR. De (3.19) on a (3.15) est vérifiée. Comme:
R; =supC (k.)
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alors:

R} CK;=n K;
J#i

i.e (3.14) est vraie. Il réste & montrer que R} sont compatibles i.e:

>

E(R;) #0

=1

comme R} € C (k,) alors,
R =(A+BF/ImBNR}), F€F(R),Vick
i.e:
E(R)#0,Viek
molrons maintenant que R} sont indépendants i.e:

R:N (Z R;) = {0}

J#

?::»
D)
L *Y
™
>
SN———’
[
S
)
X
N—”’

ﬂ(ﬂ K+ N0 Ki+... N K+ N K +..n Kl)
1#£1 1£2 1£i-1 I£i41 £k

(Ka oo N KN 0 KG) +
rg:i Kr) n +(K1anﬂ...nKiﬂ...ﬂKk)—i-...-F
+(KiN..NKiN..N K1)

nK,-:rfle,:{O}

R:N (Z R;.) = {0}

J#i

putsque R} C K;, Vi €k. Inversement: supposons que PDR est solvable, alors il existe des
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sous espaces de controlabilité R; telles que (3.13), (3.14) et (3.15) sont vérifieés. Comme:

R} =supC (n- Kj)
J#i

alors R} vérifient (3.13) aussi, i.e:
R+ K, =X, Viek

Remarque 12 On peut résoudre le probléme de découplage du systéme (3.1) sans l’utilisation
de la relation (3.18) en se basant sur une compensation dynamique de l’espace d’état et

celui d’entrée du systéme (3.1): PDP (probléme de découplage prolongé) [27].

Exemple 7 Soit le systéme linéaire commandé suivant:

[ Z(8) = au(t) + 229(8) + wi () + ua(2)
TH(t) = T1(t) +ua(t) — ua(t) (3.20)
z1 (t) = T (t)
29 (t) = $2(t)

ou:
sty = | O ere,uy= | Y | ere, = | 2P | ew
$2(t) U2 (t) Zg(t)
on peut écrire (3.20) sous forme:

z'(t) = Az(t)+ Bu(t)
Z.'(t) = D,'.’E(t), i=1,

R RESHERN

ou:

on a.



d’ou:

0 .
Ki=K,= , Ko=K;=
1 0
et par siutc:
R; 3 supQ (kl) = 0 y R; = Slpo (kg) = 1
1 0
on a:

A’Ir\lk =0

d’oti, d’aprés le théoréme 9, PDR est solvable si el sculement si:
R+ K, =R%i=12
cette condition est satisfaite, car on a:
Ri+ K, =

Ri+ Ky =

Cherchons donc F, G, et Gy tel que:

u(t) = (A + BF)z(t) + BGyvi(t) + BGava(t)

L)L

AR} = =

_10 1 0
8

on a’
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r0} a+ﬂ}
= +
1 a—p

donc:
a+pB=2 =1
=
a—B+1=0 ﬁ:%
i.e: .
0 1
AR} = + B ;E
donc:

AR} C R} +ImB

ce qui est équivalent & dire qu’il existe un F tel que:
(A+ BFy)R; C R}

on pose:

a __1
Fl= 23 7a)ﬁ€'R
)

de la méme maniére on aura:

o

3

1

—

o =

+

Sy
LN

o

e

AR; C Ry +ImB

donc, il eziste Iy tel que:

(A+ BF,)R, C R}

57



on pose:

donc, st on prend:

on aura.

11 5 3

(A+BF)R} = |[A+ 22 R:
1 -1 1 3
2 2

et:

(A+ BF)R; ! 0] [1}

Cherchons maintenant G, et G, tel que:

ImBNR; = Im(BG;),i=1,2

on a.

ImBNR, =
1

. /)
donc, si on pose: Gy = , alors:

g2



d’ou:

PR
S ©
[T

h)'.'_ [

i.e

Q
-
]
R
"’LI-‘ ol
I |

De la méme fagon on aura:

G = [ % :|
1
d’ou, le systéme découplé est:
xll(t) — 10 z1(t) + 0 n(t) + ' vy(t)
z)(t) 0 1| | =) 1 0
e (
T,(t) = z1(t) + valt)
) To(t) = za(t) +v:(t) (3.21)
Z](t) = l'](t)
L Zz(t) = x?(t)

Remarque 13 L’étude et la solvabilité du probléme de découplage pour des systémes

linéaires discrets peut étre obtenue d’une fagon analogue au cas étudier dans ce chapitre..
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Chapter 4

PROBLEME DE DECOUPLAGE
SUR L’ANNEAU R s, ]
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va faire une extension de ’étude du probléme de découplage des
systémes a coefficients dans un corps au cas des systémes définis sur des modules sur
’anneau des polynémes a deux variables R [s, z], en utilisant une approche géométrique.
Les systémes a coefficients dans un anneau (non nécéssairement R (s, z]) sont souvent
utilisés dans des cas divers de la théorie de controle, par exemple, dans la solvabilité
des problémes concernant les systémes differentiels avec retards voir [3]. Rappelons que
le probléme de découplage sur un anneau a été étudié en utilisant 'approche dite la
fonction de transfert d’un systéme a coeflicients dans un domaine a factorisation unique
voir ([6]), et dans [20] avec une approche géomeétrique mais seulement dans le cas d’un
domaine principal, ce qui n’est pas notre cas, car R (s, z] n’est pas un anneau principal.
Et dela, le probléme de découplage peut étre résolu en utilisant la notion de sous module
de précontrolabilité qui n’était pas introduite dans le cas des corps.

Soit le systéme linéaire discret a coefficients dans 'anneau R [s, 2] défini par:

z(t+1) = A(s,2)z(t) + B(s, z)u(t)

(4.1)
z(t) = Dils,2)z(t), i€k

ou z(.), u(.) et z(.) appartiennent successivement aux modules libres de types finis
X = (R[s,2])" le module d’état, U = (R[s,2])™ le module d’entrées et Z = (R (s, z])"
le module de sorties avec Z est une somme directe des Z; = (R[s, z])™ pour tout i €k.
A(s, z), B(s,z) et D;(s,z) sont des matrices polynomiales & coefficients dans R [s, 2], et
dans tout le travail on va les noter par A, B et D;.

Donnons maintenant quelque définitions et résultats qu’on aura besoin par la suite.
Définition 21 Soit le systéme (4.1). Un sous module V' du module d’état X est dit:

1. (A, B) invariant si et seulement si:

AVCV+ImB (4.2)

2. (A, B) invariant de type feedback si et seulement s’il existe une transformation
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linéaire F : X — U tel que:
(A+ BF)V cV (4.3)

Un tel F est dit ami de V.

Remarque 14 Contrairement au cas des systémes linéaires sur un corps, dans le cas
des systémes sur un anneau, on a pas l’équivalence entre les deux définitions 1 et 2.
On a seulement si V est (A, B) invariant de type feedback, alors il est (A, B) invariant.

L’implication inverse est satisfaite sous la condition:

Proposition 11 Soit V un supplémentaire du module d’état X tel que V est (A,B)
invariant. Alors, V est (A, B) invariant de type feedback.

Démonstration 15 Comme V' est un supplémentaire de X qui est libre, alors V est
libre [2). La suite de la démonstration sera faite de la méme maniére que dans le cas des

coTps.

Définition 22 Un sous module R du module d’état X est dit sous module de contréla-

bilité s’il existe deux transformations linéaires F: X — U et G : U — U telles que:
R = (A + BF/Im(BG)) (4.4)

Remarque 15 En se basant sur la proposition 7 du chapitre précédent et du faite que
Uanneau est R [s, 2], un sous module R de X est de controlabilité si et seulement s’il

existe un F : X — U tel que:
R=(A+ BF/ImBNR)

Remarque 16 Un sous module de controlabilité est (A, B) invariant de type feedback.

4.2 La notion de précontrdlabilité

Dans ce paragraphe, avant de donner la définition de précontrolabilité, on va d’abord

définir et étudier une suite de sous modules de X.
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Soit le systéme (4.1) et soit K un sous module de X. Counsidérons la famille de sous

modules Si de X définie par:
Sk={SCcX:S=Kn(AS+1ImB)} (4.5)

Proposition 12 La famille Sk est fermée sous V’intersection des sous modules de X.

Démonstration 16 Soient S, et Sy deuz éléments de Sk et montrons que S;NS; € Sk.
On a:

$5NS, = [K N (AS; + Im B)] N [K N (AS, + Im B)]
= K N{(AS; + Im B) N (AS; + Im B)]
= KnNJ[(AS; NAS,)+ (AS; NIm B) + (AS; N Im B) + Im B]
C K N[(AS, N AS,) + Im B]

on a encore.

A(5iNS;) C AS N AS,

et Uinterséction inverse est satisfaite si ’on a l'égalité suivante:

(S; Nker A) + (S; Nker A) = (S; + S;) Nker A

(S1+8)NkerA = [(KN(AS; +1ImB))+ (K N(AS; +Im B))] Nker A
= KN[AS; +Im B +ImB+ AS;] Nker A
= K Nker AN [A(S; + S2) + Im B]

et:

(S1 Nker A) + (SyNker A) = [K N(AS; + Im B) Nker A] +
[K N (AS; + Im B) Nker A)
= (K Nker A)N[AS; + AS; +Im B + Im B]
= K Nker AN[A(S) + S2) + Im B]
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donce:

SiNS;=KN[A(S;NS3) + Im B]
Proposition 13 La famille Sk admet un élément minimal noté S,(K).

Démonstration 17 Une démonstration de cette proposition est faite de la méme maniére

que dans le cas des corps.
Maintenant, on peut introduire la notion de sous module de précontrélabilité.

Définition 23 Un sous module R du module X est un sous module de précontrélabilité

si les deur conditions suivantes sont satisfaites:

1. R est (A, B) invariant.

2. R=S,(R), ot S.(R) est le minimum de la famille:

Sp={SC X:8=Rn(AS +ImB)}

En utilisant cette nouvelle notion, on peut donner une caractérisation des sous mod-

ules de controélabilité.

Proposition 14 Un sous module R du module X est un sous module de controlabilité

st et seulement si les deuzr conditions suivantes sont satisfaites:
1. R est un sous module de précontrolabilité.
2. R est (A, B) invariant de type feedback.
Pour démontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant:

Lemme 6 Soient R un sous module (A, B) invariant et F €F(R). Et soit la suite S*
définie par (4.5) en remplacant K par R. Alors:

I
S*=Y " (A+BF)y ™ (ImBNR), p€n (4.6)
i=1
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Démonstration 18 Voir le cas des corps.

Démonstration 19 Supposons que R est un sous module de controlabilité i.e il eriste

deux transformations F': X — U et G : U — U tel que:
R = (A+ BF/Im(BQ))
ce qui est équivalent a:

R=(A+ BF/ImBNR), pour tout F € F(R)

i.e
(A+ BF)RCR

d’ot R est (A, B) invariant de type feedback. Donc, il est (A, B) invariant. Et d’aprés

le lemme 3 du chapitre précédent, on obtient:

S.(R) = S"
_ S (A+BFY-'ImBNR)
=1
= (A+BF/ImBNR) (par définition)
= R

Donc R est un sous module de précontrolabilité.
Inversement, si R est un sous module de controlabilité, alors il est (A, B) invariant de

type feedback et il est de précontrolabilité.

Remarque 15 La famille de tous les sous modules de précontrolabilité contenus dans
un sous module K est férmée sous laddition, d’ou elle contient un élément maximal
noté R*(K) comme on Uavait vu dans le cas des corps. Et si on note par V*(K) le
mazimum de la famille des sous modules (A, B) invariant de X, alors, on peut donner

une caractérisation de R*(K) comme étant le minimum de la famille:

Ry-={RCX:R=V"N(AR+ImB)} (4.7)
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Proposition 15 Soit (Ri)k>0 une suite de sous modules de X définie par:

0
{ Ry {0} ws)
Rk = V*N (ARk_l +ImB) ’ k Z 1

comme R [s, z] est noethérien, alors, (Ri)x est convergente vers R*(K) dans un nombre

fini d’étapes.
Démonstration 20 On a:
RyCR,C..CR,C..

donc (Ry), est une suite croissante de sous modules sur l’anneau noethérien R [s, 2], d’ou

elle converge en un nombre fini de pas vers un élément qu’on le note par Ry avec:

RF =V*Nn (AR;'*‘IIIIB)

d’ou:
RF cv*
et comme:
ARy C AV* CcV*+ImB
et:
AR; C ARE +ImB
alors:
AR; C (AR;;+Im B)yn(V*+ Im B)
= [V*N(AR; +ImB)|+[ImBN AR +ImB
C [V*N(ARz+ImB)]+ ImB

i.e Ry est (A, B) invariant et Ry C K. Et comme:

R C R CV*,Vk>1
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alors:

Rk =R;ﬂ(ARk_1+ImB),Vk 2 1

donc, Ry satisfait la 2°™¢ condition de la définition 12 i.e R; est un sous module de
précontrolabilité contenu dans K. Et comme R*(K) est le mazimum des sous modules de

précontrolabilité dans K alors:

Rz C R*(K)

R*(K) est la limite de la suite:

S0 = {o}
S, = R (K)N(AS,.1+ImB), p€n

on va montrer que:

Veen:S, CR;

on a.

S, = R*(K)N(AS,_,+ImB)
= V*N(AS,_; +ImB)

et:

r=V'N(AR; + Im B)
on va montrer l'inclusion par réccurence sur p. Pour p =0, on a:
supposons maintenant que S,_; C Ry et montrons que S, C Rg. On a:

Sy-l CRy = AS,‘“l C ARE
= AS, 1+ImBCAR;+ImB
= V*'N(AS,.1+ImB) C V*N(AR; +ImB)

67



e

S, C R;

et comme R* (K) est la limite de (S,),, alors:
R (K) C Ry

Remarque 18 Dans la démonstration de la proposition précédente, on a donné un al-
gorithme pour calculer R*(K). On va voir dans ce qui suit, qu’on n’a pas besoin de
donner une forme éxplicite du sous module de précontrolabilité ou du sous module (A, B)

invariant de type feedback pour résoudre le probléme de découplage.

4.3 Le probléme de découplage

4.3.1 Formulation du probléme

Soit le systéme (4.1) défini auparavant, et considérons la formule suivante:

u(t) = Fz(t)+ » _ Gai(t) (4.9)

ou v;(.), ¢ €k sont les nouveaux controles (ou entrées) et G;,i €k sont des matrices a
coefficients dans ’anneau R [s, z] dites matrices gains.

Si on remplage la formule de u(.) donnée par (4.9) dans (4.1) on aura:

z(t +1) = Az(t) + BFz(t) + B Z Giv;(t)

i=1

le
zt+1) = (A+BF)z(0)+ ¥ BGwi) (4.10)
Z,'(t) = D,I(t) ,i € _k_

Donc le probléme de découplage du systéme (4.1) consiste a:

Déteérminer (s’il est possible) une formulation (4.9) du controle u(.) tel que dans le
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systéme (4.10) chaque bloc d’entrées v;(.) controle complétement le bloc de sorties z(.)
(la condition de controlabilité de la sortie) et qu’il n'a pas d'influcnce sur lc reste des
blocs z;(.) pour tout j # ¢ (la condition de non intéraction).

Donnons les notations suivantes:

K;=kerD;, i€k (4.11)

N k )

Ki =JQ£ KJ’, 1€ E_ (4.12)
i=1

Remarquons que la condition de controlabilité de la sortie est satisfaite si on a:
RI+K,=X,i€k (4.13)

oil R} est le maximum des sous modules de précontrolabilité contenu dans K;.
Dans le cas des systémes sur un corps, la solvabilité du probléme de découplage est
satisfaite sous la condition:

;51 Ki = {0} (4.14)

avec la propriété que les sous modules de controlabilité sont les mémes de précontrola-

bilité. Cette condition (4.14) assure l'existence d’un feedback compatible F i.e
(A+ BF)R; CR;, i€k

Remarque 17 Dans le cas des systémes sur l’anneau R [s, 2|, U'étude sera différente, car
les sous modules de précontrolabilité ne sont pas toujours des sous modules de controla-
bilité, d’ou Uexistence d’un feedback d’état compatible n’est pas toujours possible. Dans
[15] la solvabilité du probléme est basée sur la condition suivante: pour tout i €k, le sous
module (A, B) invariant qui est le marimum dans K;, noté par V;* est un supplémentaire
de X. On va voir dans ce qui suit qu’on a pas besoin de cette hypothése comme le montre

la proposition suivante:

Proposition 16 Supposons que dans le systéme (4.1) défini sur 'anneau R [s, 2], la con-

dition (4.14) est satisfaite. Alors, le probléme de découplage est solvable si et seulement
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R +Ki=X ick

ot R} est le mazimum des sous modules de précontrolabilité contenu dans Ki;.

Démonstration 21 Supposons que le probléme de découplage est solvable. Donc, pour

tout i €k, il existe F' et G; tels que:
N;=(A+ BF/Im(BG;)), i€k

sont les sous modules de controlabilité du systéme (4.10) i.e N; la solution du probléme

de découplage. Pour tout i €k, d’aprés la condition de controlabilité de la sortie, on a:
Ni+K,=X,i€k

et d’aprés la condition de non intéraction:

N; C ki, 1€k
et comme:

R} = sup C(K.)
alors:

N;CR],i€k
d’ot:

Inversement, supposons que la condition (4.13) est satisfaite. On va montrer tout d’abord
que X est une somme dirécte des R}. Par la condition (4.13), pour tout x € X, il eziste
m € R} etd; € K, tel que:

z=r+d
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et comme d; € K, = ker D C X, alors, il existe my € R el dy € Ky el que:
dy =712+ dy

d’ou:

1E=T'1+’I‘2+d2, dg€K|nK2

st on términe cette procédure jusqu’a l’étape k on aura:
T=ry+7re+ ...+ 1+ dg
ouri € Ry, i€k etdy € K; = {0} = dy = 0. D'ou:
X=R+R+..+ R}
Supposons maintenant que x peut s’écrire sous une autre forme:
r=r4+ry+.. 47, ,ER, i€k

d’ot:
donc:
d’ou: (r; — r;) appartient & R} C K; et aussi a K;. Donc:

, ~ k
Ti*TiEKian Z'Ol Ki’—: {0}

d’ou:

7‘,-=7';,Vi€£
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et par suile:

X=ROR&..0R (4.15)

Donc R; est un sous module supplémentaire de précontrolabilité du module d’état X,
alors, d’apreés la proposition 3, R} est (A, B) invariant de type feedback. D’ou, d’apres la

proposition 9, R; est un sous module de controlabilit¢, i.c:
R;=(A+BF,/InBNR}), F;e F(R}),Viek
Soit x € X, alors x peut s’écrire d’une fagon unique sous forme:
r=r1+ro+..+7, mER,ViEk
On définit le feedback d’état F comme suit:
Fr=Fri+ Freo+...+ Firy

F est défini tel que:
R; =(A+BF/ImBNR;),Viek

On va montrer maintenant que:
Im BN R! =Im(BG;), Vi€ k

Comme R} est supplémentaire du module libreX , alors il est libre. Et B~'(R}) est un
sous module du module libre U sur U'anneau noethérien R [s, 2], alors, B7'(R}) est de

type fini [12). Soit alors une famille:
{uir, wia,-. Um}

de générateurs de B~'(R?). On va définir la matrice (ou la transformation linéaire) G;
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par:
Gi: (R [S,z])" - U
ej - Gile;) , Gile;) = u,

¢

ot (;),;-17; est une base du sous module libre de type fini (R [s, Z)cU. Ona:
Gi(e;) =uwj, Vi€
comme u;, € B~1(R}), Vi € k alors:
Gi(e;) € B (R!), Vi€ k = BG;(e;) € R, Viek
et BG; (e;) € Im B, donc:
BG;i(e;) € R:NImB, Vi € k

On a encore:

ui; = Gi(e;), Vj € i = B(uy;) = BGi(e;) € Im(BG;), Vjel;, Viek

d’ou:

ImBNR; =Im(BG;), Viek

Remarque 20 De la proposition précédente, on remarque que la solvabilité du probléme
de découplage sur l’anneau R [s, z| sous la condition (4.14) implique la contrélabilité du

systéme (4.1).

Proposition 17 Supposons que les conditions (4.13) et (4.14) sont satisfaites pour le
systéme (4.1) défini sur Uanneau R [s, z]. Alors: '

R:=K; Vick (4.16)

Démonstration 22 On a:
R: =supC(K;), i€k
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d’ou:
R: C K ={i‘1 K; Viek
it
d’ou:
RN K, cjriwl K;n K= K= {0}
i
donc:

RINK;={0},Viek
et d’apres (4.15):
d’ot:

RIeK,=X,Yiek

On a maintenant:

X=R0K, CK,®K;, Vick
et:
R:C K, Vick
d’otu:

R =K, Vick

Proposition 18 Supposons que la condition (4.14) est satisfaite pour le systéme (4.1)
défini sur Uanneau R [s, z]. Alors, le probléme de découplage du systéme (4.1) est solvable

si et seulement st les deux conditions suivantes sont satisfaites:

-~

K; est un sous module de précontrolabilité, Vi € k (4.17)

Ki+Ki=X,Viek (4.18)

Démonstration 23 Supposons que la condition (4.14) est satisfaite. Alors, d’apreés la
proposition 13 et la proposition précédente, le probléme de découplage est solvable, avec:

R} = K, Vi € k qui sont des sous modules de précontrolabilité, et aussi par la méme
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proposilion on aura la condition (4.18). Supposons maintenant que (4.17) et (4.18) sont

satisfaites. Alors, d’aprés la méme proposition, le probléme de découplage est solvable.

Exemple 8 Soit le systéme définit par:

[ 20() = Ta(t = hy) + 2a(t — ho) + wa(t) + w(t — hy)
{ Zo(t) = Z1(t — hy) + z2(t — he) + ua(t) (4.19)
n(t) = : T, (t)
- Ya(t) = x,(t)

\

ou hy, hy sont des constantes reelles dites retards. On définit l’opérateur de retard d’une

fonction f par:

sf(t) f(t—h)
- zf(t) = f(t—h)

d’otl, on peut associer au systéme (4.19) le systéme suivant définit par:

[ Z1(t+1) = sai(t) + 22a(2) + wa(t) + sua(t)
.’L'Q(f + 1) = sxl(t) + ZCL'Q(t) + UQ(t) (420)
wnt) = z1(t)
L () = za(t)

La solution du probléme de découplage de (4.19) est la méme de (4.20). On a:

z(t+1) = Azx(t)+ Bu(t
(4.20)@ ( ) () Q_
y,(t) = D,x(t),’l=1,2
ow.
1 0
A= 52 ,B= ;D1= 7D2=
8 2 01 0 1
- et:

X=U=2Z=(R[s,2])?
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kerD1 = K] =

1 0
s kerD2=Kg=
0 1

0 . 1 . .
K1=K2= ,K2=K1= ,Kan2={O}
1 0

d’ou, d’aprés la derniére proposition:

.- o ., = 1
1 0

R+K=X,i=12

et on a:

d’ou le probléeme de découplage est solvable. Détérminant F', G, et G. On a:

r N
s z 0 2
AR} = =
8 z 1 z
0-1 (%1
= + Bv,v= €X
V4 V9

donc:
z+va=2=2>0=0=v,=2
1.€
0 2z
AR} =2 +B
1 0
1.e

AR C R{+ImB
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i.e R} est (A, B) invariant. De la méme maniére on montre que:
1 —s?
AR, =s + B
0 E
i.e R} est (A, B) invariant. Et comme:

RI&R =X

et R sont des sous modules de précontrolabiliré alors, R} sont des sous modules de

controlabilité i.e il existe Fy € F(R}) et Fy € F(R3) tels que:
R} =(A+ BF,/ImBNR}), i=12

Soient a, b, c et d des éléments de R|s,z]. On définit F, et Fy par:

alors:

(A+BF,)R, = AR+ BFR;
S

z 1 s a —2 0
= +
Lz 01 b 0 1
z a+bs —z 0
= +
| 2 b 0 1
.| |-z
= +
2 0
- L
0 *
== ERI
2
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et de la méme maniére on montre que:

s
(A+BF) R, = { } € R,
0
donc, on définit F' par:

Fr = (Fiz,, Foxy), £ = (z),25) € X

i.e:

On montre maintenant que:

(A+BF)R; CR;,i=1,2

!

(A+ BF)R, = AR+ BFR:

z 1 s st -z 0
= +
z | 01 —-s 0 1
L L

et de la méme maniére:

(A+BF)R,§=[S}E [11=R§
0 O_I
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On va maintenant trouwver G, et Gy qui vérifies:

ImBN R, =Im(BG;),i=1,2

0
ImBNR] = [ :l
1

. , 91,92 € Rs, 2] tel que:
92

donc on va chercher G, =

Im BG, =
1
On a:
1 : 0
BG, = ] g _ g1+ 392 _
01 92 g2 1
donc:
(91+3g2) =0 g1=—8
=
g2=1 ga=1
i.e:
—8
G]_ =
1
et on a:
ImBNR, =

et d’une fagon analogue, on obtient:
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Donc, le controle u(.) est donné sous forme:
- u(t) = Fz (t) + Giv (t) + Gavs (t)

- ot vy (.) et va (.) sont les nouveauz contréles.

d’ou, le systéme corespondant est:

: z(t+1) = [s 0]m(t)+[1}vl(t)+[0}vg(t)
0 2 0 1

yt) = z(t)
- (2t +1) = szi(t) +wui(2)
_ J To(t+1) = 2zo(t) + vot) (4.21)
nt) = 1 (t)
L w) = (1)
d’ou:

- zi(t) = z(t — 1) + ()

) To(t) = Ta(t — ha) + va(t) (4.22)
- n(t) = :(t)

y(t) = (t)

Le systéme (4.22) est découplé. Il est complétement controlable car:

=R
_ S
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Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire concerne la recherche des formes canoniques
pour les matrices associées aux systémes linéaires commandés invariants en temps et
leurs relations avec la controlabilité.

L’étude des formes canoniques des matrices présentées sur I’anneaux des polynomes
) R [s] et R{s, 2], peut étre généralisée au cas ou 'anneau des polynomes est 4 n variables

R sy, 52, ...,5,]. Pour une autre approche utilisant les matrices dites: matrices multi-
- chemins (multiway matrices) voir [10].

Le probléme de découplage considéré dans ce travail a été étudié sur R [s, z] en utilisant
un feedback d’état statique i e invariant en temps. Une généralisation de I’étude de ce
probléme pour le cas de 'anneau R [sy, s3, ..., S, peut étre obtenue, et une future étude

du probléme de découplage en utilisant un feedback d’état dynamique est a encourager.
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Abstract

The present work is devoted to the study and research of certain
canonical forms of matrices associated with differential linear control
systems and its application to the study of controllability and observa-
bility. In particular, Jordan form, companion form and Frobenius form
associated with certain differential linear control systems (A,B) are
presented. Using these forms, some controllability criteria are obtained.
Moreover, Smith form and companion form over the polynomial ring
R[s] are considered and an equivalence transformation is established.
Then, an extension of the precedent results over the polynomial ring of
two variables R[s,z] is presented. Finally, the decoupling problem of
systems defined in vector spaces over a field is studied and a generaliza-
tion to the case of systems defined in modules over the ring R[s,z] 1s
presented.



Résumé -

Le présent travail est consacré a 1’étude et la recherche de certaines —
formes canoniques de matrices associées aux systémes différentiels
linéaires commandés et son application a I’étude de la controlabilité et
I’observabilité. En particulier, la forme de Jordan, la forme compagne et
la forme de Frobenius associées a certains systemes différentiels linéaires
commandés (A,B) ont été présentés. En exploitant czs formes, des -
critéres de contrdlabilité ont été obtenus. Ensuite, la forme de Smith et la |
forme compagne sur ’anneau des polynomes R[s] ont été considérées ot
une transformation d’équivalence a été établie. Une extension des
résultats précédents sur I’anneau des polyndmes a deux variables R[s,z] a
été donnée. Finalement, on a étudié le probléme de découplage des
systémes définis dans des espaces vectoriels sur un corps et une
généralisation au cas des systémes définis dans des inodules sur I’anneau
R[s,z] a été présentée.





