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Résumé

Le présent travail est consacré à l’étude et la recherche de certaines
formes canoniques de matrices associées aux systèmes différentiels
linéaires commandés et son application à l’étude de la contrôlabilité et
l’observabilité. En particulier, la forme de Jordan, la forme compagne et
la forme de Frobenius associées à certains systèmes différentiels linéaires
commandés (A,B) ont été présentés. En exploitant ces formes, des
critères de contrôlabilité ont été obtenus. Ensuite, la forme de Smith et la
forme compagne sur l’anneau des polynômes R[s] ont été considérées où
une transformation d’équivalence a été établie. Une extension des
résultats précédents sur l’anneau des polynômes à deux variables R[s,z] a
été donnée. Finalement, on a étudié le problème de découplage des
systèmes définis dans des espaces vectoriels sur un corps et une
généralisation au cas des systèmes définis dans des modules sur l’anneau
R[s,z] a été présentée.



0.1 Introduction

En théorie de contrôle, le but est de contrôler un système et de le conduire à

des objectifs visés. En particulier, pour un système linéaire commandé l’objectif est de

manipuler ses entrées pour arriver à des sorties désirées.

Les formes canoniques des matrices associées aux systèmes linéaires commandés sont

très importantes dans des branches diverses de la théorie de la commande, vu le lien

entre ces formes et les notions importantes telles que la contrôlabilité, l’obsèrvabilité, la

stabilité et le feedback etc. . L’une des formes très connue est la forme de Jordan qu’on

utilise souvent en algèbre [11]. On s’intérèsse egalement à étudier les formes canoniques

suivantes: forme Compagne [1], la forme de Frobenius [17] et de Smith [11] sur l’anneau

R[s], puis une extension de cette étude sur l’anneau des polynômes à deus variables R[s, z).
Rappelons que la forme compagne pour le cas des systèmes sur l’anneau des polynômes

à une seule variable a été étudié par plusieurs auteurs par exemple par [13], [16] et dans

l’anneau des polynômes à deux variables par [9], [25]. On note que d’autres résultats

liés à la forme de Smith dans les cas unidimensionnel et bidiment.ionnel ont été obtenus

respectivement par [19] et[25]. Ensuite, certains des résultats obtenus sur l’anneau R[s, z }
sont éxploités pour la généralisation de l’étude d’un problème de découplage des systèmes

linéaires commandés. D’ou’ l'actualité du thème abordé.

Le présent travail est composé de quatre chapitres.

Au premier chapitre on rappelé les notions suivantes:

1. La notion importante de la contrôlabilité et la notion duale l’observabilité.

2. Les formes canoniques associées à ces systèmes: la forme de Jordan, la forme

compagne, et la forme de Frobenius.

3. La relation entre la contrôlabilité et ces formes canoniques.

En ce qui concerne le deuxième chapitre, on introduit la forme de Smith et on étend

les résultats et les notions présentées précédement pour les formes canoniques, plus par¬

ticulièrement la forme compagne, sur l’anneau des polynômes à une seule variable R[s]
puis sur l’anneau des polynômes à deux variables R[s,z],
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Dans le troisième chapitre, on considère l’étude d’un problème important dans la

théorie de contrôle: le problème de découplage des systèmes linéaires commandés dans

des espaces vectoriels sur un corps [27].
Dans le dernier chapitre, on étend l’étude du problème précédent au cas des systèmes

linéaires définis dans des modules sur l’anneau des polynômes à deux variables R[s, z].
On note que ce problème a été étudié dans le cas d’un domaine à factorisation unique,

dans un anneau principal, et dans un anneau noethérien réspectivement par [15], [20], et

([3],[4]).
Enfin, on termine ce travail par une conclusion concernant les résultas obtenus et les

perspectives.
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Chapter 1

SYSTEMES LINEAIRES

COMMANDES



1.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente les notions fondamentales de la théorie de contrôle telles

que la contrôlabilité, l’observabilité et les formes canoniques pour les matrices associées

aux systèmes linéaires commandés.

1.2 Rappel

Rappelons qu’un système linéaire commandé peut s’écrire sous forme:

x (t ) = A(t) x (t ) + B (t) u (t )

y(t) = C(t)x(t)+ D{t)u(t)
(1.1)

où x (t) G R", y (t ) €Rr, u (t) €Rm

et i4(t), B(t), C(t), D(t) sont des matrices d’ordre: nxn, nxm, rxn, rxm
respectivement.

1.2.1 La contrôlabilité

Définition 1 On dit que le système (1.1) est complètement contrôlable si pour tout t0 G

R, et tout état initial x(t0) — xQ et tout état final Xf, il existe un temps fini t\ > t0 et un

contrôle u(t), t0 < t < t\, avec u(t) est une fonction continue par morceaux sur [to,
tel que:

xfa) = xf

On dit dans ce cas que la paire {A, B) est complètement contrôlable et on note c.c.

Remarque 1 La definition 1 reste valable pour les systèmes linéaires commandés in¬

variant en temps i.e les systèmes sous formes:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t ) + Du(t)

(1.2)

où A est dite la matrice d’évolution, B la matrice d’application de la commande, C la

matrice d’observation et D la matrice de transmission dirècte.
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Théorème 1 Le système (1.2) est c.c si et seulement si:

rang(B,AB,A2B,...,An~lB) = n (1.3)

U = (B, AB, A2B,..., An lB) est dite la matrice de contrôlabilité [1].

Définition 2 On dit que (1.2) est algébriquement équivalent au système:

z'(t) = A,z (t)+ B,ui(t)
Pi (f) = C\Z (t )

(1.4)

s’il existe une matrice T non singulière carrée n x n: tel que (1.4) est obtenu de (1.2) à

partir de la transformation:

z (0 = Tx(t)

D’où, on a le théorème suivant qui relie l'équivalence des systèmes à la contrôlabilité.

Théorème 2 Supposons que les systèmes (1.2) et (1.4) sont algébriquement équivalents.

Alors, si (1.2) est c.c alors (1.4) l’est aussi [lj.

Remarque 2 D’après ce théorème, on peut dire que la contrôlabilité du système (1.2)
est invariante en utilisant une transformation d’équivalence non singulière de la forme:

z (t ) = Tx(t).

Maintenant, on va parler d’une notion duale de la contrôlabilité dite: l’obscrvabilité.

1.2.2 L’obsèrvabilité

Définition 3 On dit que le système (1.2) est complètement observable si pour un to
quelconque et un état initial x (t0) = x0, il existe un temps fini t\ > l0 tel que: la

connaissance du contrôle u(t), t0 < t < fj et de la sortie y(t), to < L < t\ est suffisante

pour la détèrmination de l’état XQ.

On dit dans ce cas que la paire {A,C) est complètement, observable, et on note c.o.
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Théorème 3 Le système (1.2) est c.o si et seulement si:

C

CA
rang — n

CAn~l

C
CA

la matrice: V = est dite la matrice d’obsèrvabilité [24].

CAn~x

Théorème 4 Le système 1.2 est c.c si et seulement si le système dual:

x (t) = —Alx (t ) + Clu (t )
y (t) = Blx (t) + D*u(t)

est c.o [i].

Dans le paragraphe suivant, on va chercher certaines formes canoniques pour des
matrices associées aux systèmes linéaires invariants en temps, telles que la forme de

Jordan, la forme compagne et celle de Frobenius, et leurs relations avec la contrôlabilité.

1.3 Les formes canoniques et la contrôlabilité

1.3.1 La forme de Jordan

Détèrmination de la forme de Jordan:

La forme de Jordan associée au système (1.2) est donnée par:

J = diag [Jx, J2, ..., <4] , G = -ÿGk]1
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où:
<7j] 0 0 ... 0

0 Ja 0 ... :

, Gi — [G<i,Gj2, - - - >Ji = : :

: : ••• 0

0 ......0 Jir(i)
et

1 ... 0

o :
: 1

0 ... 0

Si

Gij — [(Jiji . 9ij2 > •••1 9ijn(j)]Jij -

Sjt sont les valeurs propres distinctes de A, de nombre de multiplicité n{.

Ji le bloc de Jordan associé à la valeur propre Sj, Ji3 G Mnij (R), r(i) le nombre de blocs,

Gi G Mn<xm(R), Gij G MnijXm(lR) et gijn(j) 8001 lignes de Gij qui correspond aux

lignes de Jtj. et on a:

avec Sj, s2,

k r(i)k

n* n*
i=i t=i j=i

n =

La relation entre la forme de Jordan et la contrôlabilité

Soit le système (1.2). On va utiliser la forme de Jordan pour étudier sa contrôlabilité.

Lemme 1 Les lignes de la matrice (si — J)-1G sont linéairement indépendantes si et
seulement si pour tout i Gfc, les lignes de (si — Ji)-1Gi sont aussi linéairement indépen¬

dantes.

Démonstration 1 Voir [17].

Théorème 5 Le système (1.2) est complètement contrôlable si et seulement si: pour tout

i Ek, les lignes de la matrice G qui corespond aux derniers lignes des blocs de Jordan:

<7«r(«)nir(0 sont linéairement indépendantes.9ilni] y 5t2r»i2 y

Démonstration 2 Supposons que le système (1.2) est complètement contrôlable. Alors:

le système:

z = Jz + Gu (1.5)
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l’est aussi. En utilisant la transformation de Laplace on aura:

sz = Jz + Gü

d’où:
z — {si — J)-1 Gü

et d’après le lemme précédent, on a r(i) lignes ont la forme:

(s - Si) 1 0jinn , ( s - s,) 1
gi2n.2 , {s- Si) 1

9ir(i)n.r(i)

donc, si on suppose que ces lignes ne sont pas linéairement indépendantes, alors, on aura
que les lignes de (si — J*)-1Gi ne sont pas linéairement indépendantes. D’où, d’après

le lemme précédent, les lignes de (si — J)~l G sont linéairement dépendantes. D’où on

aura que le système (1.5) est non c.c, d’où le système (1.2) est non c.c. Ce qui contredit
l’hypothèse.

Inversement, supposons que les lignes:

(s~si) 19nn.l, (s -Si) 19i2„i2 , (s Si) 9ir(i)„

sont linéairement indépendantes. On remarque qu’une ligne quelconque l de

(si — Jij)~l Gij a la forme suivante:

(s - Si)~nii+l~x gijni.

donc, les ligens de (si — Jij)~l Gij sont linéairement indépendantes. D’où les lignes de

(si — Ji)1Gi sont aussi linéairement indépendantes. Et par suite on aura le même

résultat sur les lignes de (si - J)~l G. Et cela signifie que le système (1.5) est c.c, d’où
(1.2) l’est aussi.
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Exemple 1 Soit le système: x = Ax + Bu, où:

1 21 -1
A =

0 2 -1 0

On a le polynôme caractéristique de A est:

s- 1 1
P(s) = det (si — A) = det «(*-!)(* -2)

0 s -2

d’où les racines caractéristiques sont:

sx = l,s2 = 2

la transformation est:
1 1

T —
0 -1

d’où la forme de Jordan associée à (A, B) est:

1 0 0 2 0uiJ = T AT-1 = , G = TB =
0 2 1 0 0211

il est clair que les lignes gm et <7211 sont linéairement indépendantes. On remarque aussi

que la paire (A, B) est c.c car:

12 2 2
rang [B, AB] = rang = 2

-1 0 -2 0

1.3.2 La forme compagne

Etude algébrique

Soit la forme classique d’une équation différentielle d’ordre n:

z(n)(0 + kxz(n 1}(t) + ... + knz(t) = u(t) (1.6)

9



Posons:
Wi = Z

z™VÔ2 =
:

wn =
on aura:

w\ = 2(1) =
w'2 = 2(2) -

11)2

W3
:

<-i = =
w'n = 2(n) = -klZ(n-V -kiZÿ-V ~ ...-knZ+U

— —kiwn — k'iWn- j — ... — knwi + u

Wn

Soit

w — (wÿ , îI>2, ..., in„)f

d’où:
0 1 0 0 0

0 0 1 ... 0 0
: :0 w 4-w = u

0 0 ... 1 0

—kn —kn~ i — fcn_2 ••• —ki 1

i.e

w = Cw + du (1.7)

C est une matrice d’ordre n x n dite forme Compagne.

Inverssement , soit le système suivant:

x — Ax + bu (1.8)

où A est d’ordre n x n et b est un n-vecteur colonne. On veut trouver la forme compagne

associée au système (1.8). La réponse est donnée dans le théorème suivant:

Théorème 6 Un système de la forme (1.8) peut être transformé par une transformation
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non singulière w = Tx, à la forme compagne (1.7) si Von a:

U= [b,Ab,...An~xb]

est de rang égal à n.

Inverssement, si une telle transformation non singulière T existe, alors:

rangU = n

Démonstration 3 Pour une démonstration voir [1].

Remarque 3 On peut avoir le même résultat obtenu dans ce théorème dans le cas du

système (1.2) dans lequel B est une matrice n x m [J].

Théorème 7 Le système (1.8) est transformable à la forme compagne si et seulement

s’il est complètement contrôlable.

Démonstration 4 On obtient une démonstration, en utilisant les théorèmes 1 et 6.

Maintenant, on donne un théorème important caractérisant la forme compagne d’une

matrice [21].

Théorème 8 Soit A une matrice carrée nxn. Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. A est similaire à la forme compagne.

2. rang(XI - A) = n -\, pour toute valeur propre A de A.

3. Le nombre géométrique (i.e le nombre des vecteurs propres associés à la valeur

propre A qui sont linéairement indépedants) de chacune des valeurs propres de A
est égal à 1 i.e 7 (A) = 1, VA G a (J4).

4. Le polynôme caractéristique /s(A) de A est identique à son polynôme minimal m(A).

5. Il existe un n-vecteur b tels que les vecteurs: b, Ab, ..., Au lb soient linéairement
indépendants.

11



Exemple 2 Soit la matrice:

1 -1 -1

A = 1 1 0

-1 1 2

Le polynôme caractéristique de A est: k(X) = (A - 1)2(A - 2). D’où les valeurs propres de
A sont: Ai = A2 = 1, A3 = 2.

1. La forme compagne associée à A est:

0 1 0

C = 0 0 1

2-5 4

2. Montrons que rang(\I — A) = n — 1, VA G a (ÿ4), où n = 3:

0 1 1

Pour A = 1 : det (I - A) = det = 0-10 0

1 -1 -1

0 1

d’où rang(I — A) < 3.Soient a,/3de R tel que: a + 0 = 0, alors-1 O

1 -1

0 = 0

a = 0

d’où rang(I — A) = 2

Pour A = 2, on aura: rang (21 — A) = 2de la même manière.

12



xx
e R3, on a:3. Montrons que 7(A) = 1, VA €<r(A). Pour A — 1, Soit x — x2

x3

0 1 1 X2 + X3 = 0

—xx = 0

xj - x2 - x3 = 0

Xi

(I-A)x = 0<=* = 0 <=>-10 0

1 -1 -1 X3

d’où Xi = 0 et x2 = — x3. Donc, le sous espace propre associé à la valeur propre 1
0

. D’où dim [ker (/ — A)] = 1, Le 7 (A) = 1.est engendré par un seul vecteur -1

1
Pour A = 2 , on aura 7 (2) = 1 directement puisque 2 est une valeur propre simple.

4. Montrons que: fc(A) = m(A). On va calculer le polynôme minimal de A par la
méthode des facteurs invariants de A. On a d’abord les diviseurs determinantales
de A sont:

do = 1

d\ = gcd[(A - 1) , -1, 1,0, (A — 2)] = 1

= gcd[(A - l)2 + 2,- (A - 1) , 1 - (A - 1) , (A - 1) (A - 2) , -1, - (A - 2)] = 1

d3 = det (A/ - A) = (A - l)2 (A - 2) = fc(A)

d’où, les facteurs invariants de A sont:

<k
<ki2 = = 1ï

d3 = (A - l)2 (A - 2) = m (A) = A: (A)

5. Montrons l’existence d’un vecteur b tel que: b, Ab, A2b soient linéairement indépen-

13



dants. Si on prend:

0 -1 -3

et A2b =b = alors: Ab =0 0 -1

1 2 5

Soient a,/3, 7 G R tel que: ab + PAb + 'y A2b — 0. Alors:

-P- 37 P = 0= 0

= 0 =»
a + 2/3 + 57 = 0

7 = 0

a = 0
-7

Etude géométrique

Soit X un espace vectoriel de dimension n sur un corps F, et soit A : X — � X un

endomorphisme arbitraire, k( A) son polynôme caractéristique et m(A) son polynôme

minimal.

Définition 4 Si k( A) = m(A), on dit que A est cyclique (ou non dérogatoire).

Remarque 4 D’après le théorème 8, Si A est un endomorphisme cyclique, alors il existe
un y 6 X tel que y,Ay,A2y, An~1y sont linéairement indépendants.

Définition 5 Un tel y est dit générateur cyclique de X relativement à A.

La structure compagne

On va utiliser maintenant une autre altèrnative (étude géométrique) pour obtenir une

forme compagne analogue à celle obtenue algébriquement dans la section précédente.

Soit A un endomorphisme cyclique de générateur y et soit:

m( A) — An — (ûJ + 02A + ... + a„A" *)

son polynôme minimal.

14



Définissons les polynômes auxiliaires suivants:

m<°>(A) =
wiÿ(A) = A” 1 — (û2 + Ü3A 4- ... + a.n\n 2)

m(A)

m<n-1)(A) =
ro<"> (A) =

A - an
1

On a la relation de récurrence suivante:

AmW (A) = rrS1 (A) + aÿm (A) , i €{1, .., n} (1.9)

Soient maintenant les vecteurs:

e, = mW (A) y,ie n

e0 = 0

{e*)ten f°rment une base dans X.
En remplaçant dans (1.9) A par A et en multipliant par y, on aura:

Amw (A) y = m(' (A) y + aiin(n) (A) y,iÇ.n

i.e
(1.10)Ae{ =e<_i +dien, ien

i.e
Aex = e0 + aie„

Oei + ... + 0e„_i + aien

t\ + Û2en

IêJ + 0ê2 + ... + Û2en

Ae2 =

i4en_i = Oei + ... + len_2 + 0e„_i + a„_ien

Aen = Oej + ... + 0en_2 + len-l + ûnen

15



D’où la matrice associée à l’endomorphisme A dans la base {ej}ien est:

0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0
C =

0 0 0 1

Û1 Û2 ......ûn-1 an

C est dite la matrice compagne associée à A.

Remarque 5 On voit que la forme compagne obtenue géométriquement est équivalente

à celle obtenue algébriquement.

1.3.3 La forme canonique de Frobenius

Détèrmination de la forme de Frobenius

Dans ce paragraphe, on va donner la forme analogue à la forme compagne, dite la forme

de Frobenius associée à une matrice non nécéssairement cyclique.

Définition 6 On définit la matrice de Frobenius comme étant la matrice d’ordre r x r

notée Fr qui a la forme:
0 0.0 fr

10.. fr

. 1 . . .Fr =
. . 0 .

0 0.1/,

où fi sont définies dans ce qui suit.

Proposition 1 Toute matrice carrée d’ordre n x n peut être réduite par une transfor¬

mation non singulière à la somme dirècte de s matrices de Frobenius: Fr, , Frj, ..., Fr, , où

le polynôme caractéristique de Fr< divise tous les polynômes caractéristiques des matrices

précédentes [26\.

Dans le cas où A est cyclique, on a: s = 1, r, = n.

16



La relation entre la forme de FVobenius et la contrôlabilité

Soit le système dynamique invariant en temps:

x — Ax + Bu

y = Cx + Du
(1.11)

(R) , B = [61,62, ...,6m] avec 6j,i € ra, des vecteurs colonnes,où A E Mn (R) , B 6 M,

c e A/r,„(R ),DeMr>m (R).

Si le système (1.11) est complètement contrôlable alors:

n,m

rang [B,AB,...,An~lB] =n

i.e la matrice U = [B,AB,...,An~lB] admet n vecteurs linéairement indépendants.

Une méthode du choix de ces vecteurs est de commencer par le vecteur bx et d’étudier

Adl~l 61, jusqu’à l’étude de l’indépendance

des vecteurs 6m, Abm, ...,v4dm_16m.On aura à la fin de cette étude une matrice d’ordre

n x n non singulière qui a la forme suivante:

l’indépendance linéaire des vecteurs 61, Abx J •••>

b\,Abi, ..., Adl 161,62, Ab2, ..., Adi 162,...,6j
Abj, ..., Ad>-lbj, ..., 6m, Abm, ..., Adm~xbm

T = (1.12)

où dj,j G m> les degrés de bj,Abj, ..., Adi 16J sont appelés: les indices de contrôlabiüté,

et on a:
m

j=i

d’où on a le théorème suivant [17].

Théorème 9 Si le système (1.11) est complètement contrôlable et rangB = n, alors, la

paire (A,B) peut être transformée par la transformation non singulière (1.12) à la forme
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canonique de Frobenius suivante:

F\\ F\2
Fn F‘22

Flm
Fÿm

F = T-1AT = , E — T lD — [«n, «12, «i,»] (1.13)

Fml Fm2 Fmm

où Fa € Mdi (R), Fij € MdiXdj (R) et sont données comme suit:

0 •• 0 fUl
1 ... .

0 .. 0 fih
0 ... .

0

0Fu = > Vi = , ey = :

.0-1 fiidi .0-0 fijdi d\ + dÿ + -•+ dj-i + 1
(114)

Remarque 6 La définition de la contrôlabilité reste valable pour des systèmes linéaires
commandés discrets i.e sous forme:

x(k+ 1) = Ax{k) + Bu{k)

y(k) = Cx(k) + Du(k)

où A £ Mn (R) , B G Mn>m (R) , C € Mr>n (R) et D G Mr>m (R). D’où, la détèrmination
des formes canoniques présentées auparavant pour le cas des systèmes linéaires discrets

peut être obtenue d’une façon analogue.
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Chapter 2

FORMES CANONIQUES SUR

L’ANNEAU DES POLYNOMES
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2.1 Introduction

Dans le premier chapitre, l’étude était sur les formes canoniques des matrices constantes
i.e avec des entrées dans R, ici on généralise l’étude à des matrices avec des entrées

polynomiales i.e dans l’anneau des polynômes à une seule variable, puis à deux variables

et à coefficients dans R, et on donne la forme compagne et celle de Smith.

2.2 Formes canoniques: cas unidimensionnel

2.2.1 Forme compagne sur l’anneau R[s]
Dans cette section, on va faire une éxtension du travail fait dans le cas des matrices

constantes, pour les matrices polynomiales, en utilisant la notion de module qui est

justifiée du faite que R [s] n’est pas un corps. On va voir que sur cet anneau, la forme
compagne peut être définie d’une façon analogue au cas des corps.

Définition 7 On appèlle matrice polynomiale P (s), toute matrice rectangulaire dont ses
éléments sont des polynômes en s.

On désigne par (R [s])n l’ensemble des vecteurs de n composantes de R [s].

Proposition 2 (R [s])" est un module libre de type fini sur l’anneau R [s].

Démonstration 5 La démonstration de cette proposition se base sur le faite que si A

est un anneau alors le A module An est libre de type fini et de longueur (ou dimension)
égale à n [12).

La struture compagne

Théorème 10 Soit -A(s) : X — * X un endomorphisme sur le R [s] module X = (R [s])".
Comme l’anneau R [s] est commutatif, alors, on peut appliquer d’après [l2\ le théorème

de Caley-Hamilton i.e: si pour A(s) €E R [s], on définit le polynôme caractéristique de

A(s) par:

k(X(s)) = det(A(s)I - J4(S))
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Alors, le théorème de Caley-Hamilton affirme que:

k(A(s)) = 0

Définition 8 On définit le polynôme minimal de l’endomorphisme J4(S) et on le note
par m(\(s)), comme étant le polynôme de plus petit degré tel que:

m(A(s)) = 0

Définition 9 On dit que l’endomorphisme A(s) est cyclique si son polynôme minimal
coïncide avec son polynôme caractéristique.

Dans ce cas, d’après le théorème 8 du chapitre 1, il existe un vecteur de X, g(s)
(générateur cyclique de X relativement à -A(s)), tels que:

g(s), A(s)g(s), ,4(s)n lg(s)

soient linéairement indépendants.

On définit les polynômes auxiliaires comme suit:

m(°> (A (s)) = m(A(s))

= A" (s) - [a,(s) + a2(s)A (s)+ ... + aÿA""1 (s)}
m(1) (A (s)) = A"-1 (s) - [a2(s) + a3(s)A (s) + ... + a„(s)An-1 (s)]

m(n) (A (s)) =
A (s) — a„(s)

1

Soient maintenant les vecteurs:

ei(s) = m(,)(yi(s))(/(s), i €n, e0(s) = 0

On va montrer que (ej(s))ien forment une base dans le module X:
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Soient pi (s), Pi[s), ..., pn(s) 6 IR [s]:

Pi(s)ei(a) +p2(s)e2(a) + ... + e„(s)pn(.s) = 0 =>

0 = pj(s) [i4n-I(s) “ û2(s) - a3(s)A(s)]p(s) +p2(«)[>!"' 2(s) - o3(s) - a4(s),4(a) - ...
-an(s)An"3(s)]ÿ(s) + p3(s)[Æ*~3(s) - a4(s) - ab(s)A(s) - ... - OnÿJA"-4ÿ)]*

g(s)+ pn-i(s)[A(s) - an(s)]g(s) + pn(s)g(s)

d’où:

0 = pi(s)An~l(s)g(s) + [— pi(s)a„(s) + p2(s)] An~2(s)g(s) + [-p2(s)a„(s) +P3(s)] x
,4n-3(s)p(s) + ... + [-Pi(s)a3(s) -P2(s)û4(s) - ...-pn-i(s)]A{s)g(s)+

[-pi(s)a2(s) - p2(s)a3(s) - ... - p„_1(s)afl(s) + pn(s)] g(s)

A(s)n 1g(s) sont linéairement indépendants, alors:comme ÿ(s), A(s)g(s),

Pi(s)
-pi(s)an(s) + p2(s)
~P2(s)an(s) + p3(s)

= 0

= 0 => p2(s)

= 0 => p3(s)
= 0

= 0

-pi(s)a3(s) -p2(s)a4(s) - ... -pn-i(s) = 0 => Pn-i(s) = 0

-p1(s)a2(s) - ... -p„_i(s)a„(s) + p„(s) = 0 => pn(s) = 0

d’où, (ej (s))iÉQ sont linéairement indépendants. Donc,

A(s)ei(n) = e*_ J(ü) + ai(s)en(s), Vi 6 n

d’où, la forme compagne associée à l’endomorphisme A(s) est:

00 1

0: (2.1)C(s) =
10

û](s) a2(s) ... On-ÿs)
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et la transformation est:

T(s) = [e1(s),e2(s),...,en(s)]

Exemple 3 Soit l’endomorphisme:

/: (RW)4 — (RH)4

tel que:

0>'2 + i)*i(s)
(2s - 3)x2(s) + xj(s)

sx3(s) + x2(s)
(s + 2)x4(s)

la matrice associée à f(s) par rapport à la base canonique de (R[s])4:

xj(s)
x2(s)
Ms)
x4(s)

, Xi(s) e K [s]/

ei = (1,0,0,0)*, e2 = (1,0, 0,0)*, e3 = (0,0,1,0)*, e4 = (0,0, 0,1)*

est A(s) . Elle est calculée comme suit:

/(ei) = [(s2 + 1),1,0,0]* = (s2 + l)ei + le2
/(e2) = [0, (2s -3),1,0]* = (2s — 3)e2 + le3
/(e3) = [0,0,s,0]‘
/(e4) = [0,0,0, s + 2]* = (s + 2)e4

se3

donc:
s2 + 1 0 0 0

1 2s -3 0 0
A(s) =

00 1 s

0 0 s + 20
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Le polynôme caractéristique de A(s) est:

k(\) = det(A/ - 4(a))
A - (s2 + 1) 0 0 0

A - (2s - 3) 0

A — s

0 A - (s + 2)
[A - (s2 + 1)] [A - (2s - 3)] [A - s] [A - (s + 2)]

-1 0
= det

0 -1 0

0 0

=

On va montrer que 4(s) est cyclique. On a:

do(A) = 1

rfi(A) = 1

d2( A) = 1

d3( A) = 1

d4(A) = fc(A)

d’où:
MA) - Sgi - 1

MA) = ag = i

‘3(A) = S = 1

<4 (A) - *(>)
*>(A)

donc, 4(s) est cyclique. Alors, il existe un vecteur de (R [s])4 noté g(s) tels que:

= 1 = m (A)

9{s), A{s)g{s), A2(s)g(s), 43(s)5(s)

soient linéairement indépendants. Posons:

g(s) = [1,1, 1,1]*
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Alors:
s2 + 1

-2 + 2s

1 + S

.s + 2

(*2 + l)'2
5s2 + 7-10s

— 2 + s2 + 3s

(S + 2)2

=

(s2 + l)3
s4- 33a2 - 20 + 10a3 + 44a

7 + 8a2 - 12a + a3
(a + 2)3

On va montrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants i.e:

A3(s)g(s) =

det [g(s),A{s)g(s),A2(s)g(s),A3(s)ÿ(s)] 0

on a:

[g(s),A(s)g(s), A2(s)g(s), A3(s)ÿ(s)] =

(s2 + 1)3
1 2s -2 5s2 -10s + 7 s4 - 33s2 - 20 + 10s3 + 44s

1 s + 1 s2 + 3s- 2

1 s + 2 (s + 2)2

— a4o + J4JS + A%s2 + .A3S3
1111

1 s2 + 1 (s2 + l)2

7 + 8s2 -12s + s3
(s + 2)’*

1 -2 7 -20
+ AjS + AjS2 + A3S3

11-27

12 4 8
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où Ao, Ai, Ai, A3 sont des matrices constantes à coefficients dans R. On sait que le
déterminant d’une matrice polynomiale est non nul si. det An ± U ou det A3 ± 0 voir [14].
On a:

1111

1 -2 7 -20
det AQ = det = 90ÿ0

11-27

12 4 8

alors g(s), A(s)g(s), A2(s)g(s), A3(s)g(s) sont linéairement indépendants. On va donc
définir les polynômes auxiliaires comme suit:

ûI(S) + a2(s)A+
a3(s)A2 + a4(s)A3

m<°>(A) = = A4-m(A)

mW (A) — A3 — [a2(s) 4- û3(S)A + a4(s)A2]
m<2>(A) =

(A) =
mW (A) =

A2 — [03(5) + û4(S)A]
A — a4(s)

1

où:
ai (s) = -s(s + 2)(2s - 3)(s2 + 1)

s(2s2 + s — 6)
— 4(s3 + s2 + s — 2)

s(s + 4)

a2(s) =
a3(s) =
a4(s) =

puis, on aura:

ei(s) = m{i) (A(s))g(s), i = 1,4, e0(s) = 0

i.e

ej(s) = A3(s)g(s) - a4(s)A2(s)g(s) - a3(s)A(s)g(s) - az(s)Ig(s)
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(s2 + l)3- 2s (a + 2) (2a - 3) + 4 (a3 + a2 + .s - 2) {s1 + 1)
s4 - 33s2 - 20 + 10s3 + 44s - 2s (« + 2) (2s - 3) +

8 (s3 + s2 + s- 2) (-1+ s)
7 + 8s2 -12s + s3- 2s (s + 2) (2s - 3) + 4 (s3 + s2 + s- 2) (1 + s)

(s + 2)3- 2s (s + 2) (2s - 3) + 4 (s3 + s2 + s- 2) (s + 2)

(s2 + l)2 - s (s + 4) (s2 + 1) + 4s3 + 4s2 + 4s-8

9s2 — 1 — 6s — s (s -|- 4) (—2 + 2s) + 4s3

— 10 + 5s2 + 7s — s (s + 4) (1 + s) 4- 4s3
(s + 2)2 — s (s + 4) (s + 2) + 4s3 + 4s2 + 4s -8

s2 + 1 — s (s + 4)

— 2 + 2s — s (s + 4)
1+ s — s (s + 4)
s + 2 - s (s + 4)

e2(s) =

e3(s) =

1

1
e4(s) =

1

1

comme g(s),A(s)g(s),A2(s)g(s),A3(s)g(s) sont linéairement indépendants, alors (eÿ (s))i6n
sont aussi linéairement indépendants. Donc:

= ej_i(s) + ûj(s)e4(s), î = 1,4

d’où, la matrice associée à f dans cette base est:

0 00 1

00 10
C(s) =

10 00

-s(s + 2)(2s- 3)(s2 + 1) s(2s2-fs-6) -4(s3 + s2 + s- 2) s(s + 4)
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et la transformation est:

T(s) = [c!(a) , ca(s) , c3(*), c-i (*)]

2.2.2 Forme de Smith sur l’anneau R [.s]
Opérations élémentaires sur les matrices polynomiales

Soit J4(S) une matrice polynomiale d’ordre n X m et de rang r.

Introduisons les opérations élémentaires sur les lignes et colonnes de la matrice A(s)
suivantes:

1. Interchanger deux lignes ou colonnes de A(s) par exemple la ième et la jème ligne

ou colonne.

2. L’addition à une ligne ou colonne de A(s) par exemple la icme, la jème multipliée

par un polynôme arbitraire p(s) de IR [s).

3. Multiplication d’une ligne ou colonne de A(s) par exemple la ieme par une constante

arbitraire c de IR.

Si on applique succéssivement ces opérations à gauche puis à droite sur la matrice

identité d’ordre n x m on aura les matrices élémentaires suivantes:

1 0

: 0 ... 1

MM = :

. i ... o ;

o 1

i o......P(S) ::
MM =

: :

. 0 ... 0 :
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1 0
: ... : :

M3(s) = : c

o : •. o
o 1

î o
: 0 ... 1 !

M'M =
: i ... o ;
o o
i o ... o o
o •• ......; :
: 0 1 ... 0 !

M'(s) = : : :

: ; p{s) ; ; ;
: : o: ::

:0 0 Ü 1

1 0

: : :

M'M = : : c

o : ... o
o 1

Définition 10 On dit que deux matrices polynomiales Ax (s) et A2(*‘) de même ordre sont
équivalentes si on peut passer de l’une à l’autre par une suite d’opérations élémentaires,
et cela est équivalent à dire que:

Ax(s) = P(S)A2(S)Q(S)
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où P(s) et Q(s) sont des produits de matrices élémentaires, elles ont donc, le détèmünant
non nul et constant (i.e P{s), Q(s) sont unimodulaires).

Théorème 11 Deux matrices sur un anneau principal sont équivalentes si et seulement
s’il existe une suite d’opérations élémentaires transformant l’une à l’autre [22].

Rappelons que R [s] est un anneau principal [12], d’où le théorème suivant:

Théorème 12 Toute matrice polynomiale A(s) d’ordre nxm et de rang r est équivalente

à la forme suivante dite la forme de Smith:

h(s) 0 0

0

: ir(s) o ... :
0 0 ...

S(s) = (2.2):

0 ... 0

où ii(s),
suivantes:

ir(s) sont les polynômes invariants de A(s) qui vérifient les propriétées

1. ifc(s) divise ifc_i(s), V/c = 2,r

2- ù(») = doM = 1

Démonstration 6 Une démonstration de ce théorème se base sur Tulilisalion di s opéra¬

tions élémentaires sur la matrice >l(s) afin de la réduire à la forme S(s). Pour plus de

détail voir [11],

Exemple 4 Soit la matrice polynomiale carrée:

s + 2 — 2
A(s) =

-1 s + l

30



'Prouvons les diviseurs délèrminantalcs de ,4(.s):

do{s) = 1

di{s) = gcd (s + 2,6-+ 1,-1, -2) =
d2(s) =

1

det A(s) = s(s + 3)

d’où, les polynômes invariants de .A(s) sont:

dits) _
d0{s) “

dits)
dits)

il (-) =
i2(s) =

1

= s(s + 3)

d’où, la forme de Smith associée à A(s) est:

1 0

0 s(s + 3)
S(s) =

Montrons l’équivalence entre A(s) et S(s). Dans J4(S), ajoutons à la 2ème colonne, la lère
colonne multipliée par (s + 1) Le:

1 s + 1M[(s) =
0 1

on aura:

s + 2 s(s + 3)s + 2 —2 1 a+1A{s)M'x(s) =
0 1 -1 0-1 s + 1

ajoutons à la lère ligne la 2ème ligne multipliée par (s + 2), Le:

0 s(s + 3)
-1 0

1 s + 2
=* Mi(s)A(s)Mx(s) =Mx(s) =

0 1
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pèrmutons les deux lignes, i.e:

0 1 -1 0

0 s(s + 3)
=> M2{s)M1{s)A{s)M[{s) =M2(s) =

1 0

multiplions la 1èr6 ligne par la constante —1, i.e:

-1 0 1 0

0 s(s + 3)
=>• M3(s)M2(s)Mi(s)A(s)M[(s) =M3{s) =

0 1

donc, il existe deux matrices unimodvlaires:

P(s) = = ° -1

1 s + 2

et:
1 s+1Q(s) = M[(s) =
0 1

avec:
det P(s) = 1ÿ0

det Q(s) = 1ÿ0

tel que:

S(s) = P(«M(a)Q(fl)

2.3 Formes canoniques: cas bidimentionnel

2.3.1 Introduction

On va présenter dans cette section une généralisation des formes: de Smith et compagne
pour les systèmes linéaires définient sur l’anneau R [s, z}.
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2.3.2 La forme de Smith sur R [s, z]
Avant d’étudier cette forme, donnant d’abord quelques définitions et résultats concèrnant

l’anneau R [s, z] qui sont utils dans cette section.

Définition 11 On appelle matrice polynomiale sur R"xm [s, z] toute matrice P(s, z) dont
ces entrées sont des polynômes à deux variables s et z Le:

P(s , z) = \pa (s, z)] Pij(s,z) el[s,z]
*en.i€n ’

Définition 12 On dit que deux matrices polynomiales Px (s, z) et P2 (s> z) sont équiva¬

lentes s’il existe deux matrices polynomiales unimodulaires M(s,z) et N(s,z) telles que:

Pi (s, z ) = M(s, z)P2 (s, z ) N(s, z)

Définition 13 Deux matrices polynomiales Pi (s, z) et P2 (s,z ) du même ordre n x n

sont dites similaires s’il existe une matrice polynomiale unimodulaire M (s,z ) tel que:

Pi (s, z) = M{s, z)P2 (s, z) M

Proposition 3 L’anneau R [s, z] n’est pas principal [2].

Définition 14 Soit P(s,z) une matrice polynomiale d’ordre n x. m et de rang r. On

définit la forme de Smith de P(s , z) comme étant une matrice polynomiale notée par

S(s, z) qui a la forme suivante:

S(s , z) = diag [ÿ(s, z), i2(s, z), ir(s , z), 0, ...] (2.3)

où ik(s, z) sont les facteurs invariants sur R [s, 2] associées à P(s,z). Ils vérifient les

relations suivantes:
Ms,z)ik{s,z) = her, d0(s, z) = 1.dk_i(s,z)’

Théorème 13 Soit R un anneau qui a la propriétée suivante: chaque deux éléments de

R possèdent un plus grand diviseur commun. Alors, une condition nécéssaire pour qu’une
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matrice M € Mn>m (R) soit équivalente à sa forme de Smith est que R est un domaine
principal [lty.

On va donner maintenant un cas particulier dans lequel l’équivalence entre une matrice

sur R [s, z] et sa forme de Smith est satisfaite.

Théorème 14 Soit la matrice d’ordre n x n sur R [s, z] qui a la forme suivante:

P(s, z) = sln — A(z) (2.4)

Alors, P(s, z) est équivalente à la forme de Smith:

Ai-3 0 0 0

0 Î„-2(S,2) 0 0
S(s,z) = (2.5)

în_l(s,2) 0

0 in(s,z)
0 0

0 0

si et seulement si : la matrice polynomiale A(z) sur R [2] est similaire sur R [s, 2] à la

forme compagne C(z) qui a la forme:

Ci(z) 0 0

0 C\(z) 0

0 0 C\(z)

(2-6)C(z) =

où Ci(z) sont des matrices polynomiales d’ordre iii x n, d’une forme compagne, qui ont

les polynômes caractéristiques suivants:

det [s/„, — C\(z)] = in-i(s,z)

det [SAI2 - C2(z)] = în_j(s,2)

det [sln3-C3{z)\ = in(s,z)

(2.7)

Démonstration 7 Voir [?] et[S\.
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Exemple 5 Soit la matrice polynomiale sur K2 [s, z] définie par:

1s+ z 2z + 1

1 s+ z* + 2 J
= sl2 - A(z)

P(s,z) =

où:
-z — (2z + 1)
-1 -(z2 + 2)

Cherchons les diviseurs déterminantaux de P(s, z):

A(z) =

do(s,z) = 1

di{s,z) = gcd [s + 2,1, 2z + 1, s + z2 + 2] = 1

d2(s, z) = det P(s, z) = s2 + sz2 + 2s + zs + z3 -1

d’où, les facteurs invariants de P(s,z) sont:

ii(s,z) = 1

i%(s, z) — s2 4- sz2 + 2s + zs + z3 — 1

d’où, la forme de Smith associée à P{s,z) est:

1 0
S(s,z) =

0 s2 + sz2 + 2s + zs + z3 -1

Cherchons maintenant la forme compagne associée à A(z). On a, le polynôme caractéris¬

tique de A(z) est:

k(s) = det (si — A(z)) = s2 + sz2 + 2s + zs+ z3 — 1

et d’après les facteurs invariants de si — A(z) on a le polynôme minimal de A(z) est
identique au polynôme caractéristique, d’où A(z) est cyclique. Donc, il existe un élément
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y(z) e R2 [2] tel que y(z), A(z)y(z) sont linéairement indépendants. Si on pose: y{z) =
où 0 est le polynôme nul et 1 est un polynôme constant. Alors:

0

1

0 -(2; + l)
1 — (z2 + 2)

0 -1 0 -22[y(z),A(z)y{z)\ = +
0 — 221 -2

et comme:
0 -1

det = 1ÿ0
1 -2

alors, y(z), A(z)y(z) sont linéairements indépendants. Définissons les polynômes auxili¬
aires:

mW {s) = m(s) k.(s)

= S2-((-23 +1)-.S(22 + 2 + 2))
m(1) (s) = s — (—z2 — 2 - 2)
m(2) (s) = 1

d’où, on définit les vecteurs:

0eo =
-(22+1)

ei =
2

0
e-i =

1

On peut montrer facilement que: (ei,e2) forment une base dans R2 [s, 2]. Donc A(z )
dans la base (ej , e-f) est:

0
A{z)e j =

-z3 + 1

-(22 + 1)
+ (-23 + l) 0

= 0
12
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= Oe! + (-z3 + l) e2

~(2z + l)

— (z2 + 2)

-(** + * + 2) °

A(z)e2 =

— (2z + 1)
1z

= lej — (z2 -f z + 2) e2

d’où la forme compagne associée à A(z) est:

O 1
C(z) =

-z3 + 1 - (z2 + z + 2)

et la transformation est:

— (2z + l) O -1 O -2 OT(z) = z
1 O 1 1 Oz

-2 O

O 1
A{z) est similaire à C{z). Alors, P(s,z) est équivalente à S(s,z).

on a: det T(z) 0 car det = —2. Donc T(z ) est non singulière et par suite,

2.3.3 La forme compagne sur R [s, z]

On va donner un exemple dans le but de mieux comprendre la construction de la forme

compagne dans R [s, z]. En se basant sur les traveaux de [18], [9] et [25].

Exemple 6 Soit le système discret de Roesser utilisé dans [l3\ dans le cas bidimention-
nel:

x = Ax + Bu (2.8)
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où:
xh(i,j)
xv(i,j)

avec xh £ R*1, xv £ Rt2 sont les états, u £ Wsont les entrées, A £ Mn u (]R) , B £ M„iP(R)
et n = ti + t2.On va donner la définiton suivante:

xh{i+l,j)
xv(i,j+ 1)

(2.9)x = , X =

Définition 15 Soit P une matrice carrée d’ordre n x n. On définit la matrice carac¬
téristique bidimentionnel de P, et le polynôme caractéristique de P comme suit:

A(s,z) =
a(s, z) = det(/nA - F)

InA-P (2.10)

où:

A = slh © zlh

avec © est la somme directe.

Définition 16 La matrice P est dite la matrice compagne du polynôme a(s, z).

Remarque 7 La matrice P peut s’écrire sous forme:

P\\ P12

F21 F22

F =

où Pij £ Mt.xtj(R), i,j — 1,2. On peut dire donc que la forme compagne ici est carac¬
térisée par le faite que: rangPu ou rangPn est égal AI. Et comme l’utilisation d’une

transformation non singulière ne change pas le rang de F12 ou P21, alors P peut être

une matrice arbitraire. D’où, dans le cas bidimentionnel, la construction de la forme

compagne par les méthodes dirèctes i.e utilisées auparavant, n’est pas facile quand

min(rangPi2,rangP2i) > 1

Donc, pour construire la forme compagne d’un polynôme arbitraire a(s,z) et par suite
une matrice A(s, z), on va utiliser les opérations élémentaires bidimentionnel sur l’anneau

R [s, z] qui seront définis dans ce qui suit:
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Définition 17 On définit et on note les opérations élémentaires sur R [s, z] par:

1. L(i x c): la multiplication de la ième ligne par c €R.

2. R(i x c): la multiplication de la ième colonne par c 6 R.

3. L(i+j xp(s,z)): l’addition à la ième ligne, la jème
p(s,z).

ligne multipliée par le polynôme

4. R(i + j x p(s,z)): l’addition à la ième colonne, la jème
polynôme p(s,z).

colonne multipliée par le

5. L(i,j): l’interchange des lignes i et j.

6. R(i,j): l’interchange des colonnes i et j.

Définition 18 On définit l’opérateur d’augmentation par:

f : Mn( R [s, z]) Mn+1 (R [s, z])

tel que:
1 0

0 T(s,z)
,T(s,z)€Mn(R[s,z])f(T(s,z)) = (2.11)

Donc, tout polynôme a(s, 2) peut s’écrire sous forme:

an(s,2) 012(3,2)
021(3, z) 022(3, z)

aij(s, z) e R[s, x:)] (2.12)a(s, 2) = det T(s,z) = det

Notre but est d’appliquer une chaine d’opérations élémentaires sur T(s,z) tel que la

matrice caractéristique A /„— P est obtenu de la matrice:

■ffi-1 0
(2.13)E(s,z) =

0 T(s,z)

Donc, pour arriver à cette forme on va utiliser l’opérateur d’ogmentation sur la matrice

T(s, z) plusieurs fois, jusqu’à l’obtention de la forme E(s, z).
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Posons:
Bi(s,z) = T(s, z)

avec T(s,z) est définie dans (2.13). l’utilisation de l’opérateur d’augmentation donne:

Appliquons par suite sur B[(s,z) les opérations élémentaires suivantes:

1. L(2 + lx x2i(s, z)), L{3 + 1 x x31(s, z))

2. R( 2 + 1 x x12(s, z)), R (3 + 1 x x13(s, z))

où Xij(s,z) e K [s, z].
Rappelons que chaque opération est appliquée sur la matrice obtenue de l’application

de l’opération précédente. Donc, on aura la matrice:

xi2(s,z) x13(s,z)1

x2i(s,z)
B2(s,z) =

D(s, z)

x3i(s,z)

Zl2(s,z) Zl3(s,2)
B2(s,z) = x2i(s,z)

Z3l(s,z)
D(s,z)

avec:

D(s,z) = T(s,z)+ X(s,z)

*2l(*.z)
x31(s,z)

[x12(s,z) x13(s,z)]X(8,z) =

Le but maintenant est de choisir Xÿ(s, z) de tel sorte que certaines entrées de D(s,z)
aient les propriétées suivantes:

1. Le degré maximal de D(s,z) est plus petit que le degré de X(s, z).
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2. Les variables de D(s, z) sont séparées.

Avant de traiter ce problème, rappelons qu’un polynôme x(s, z) de degrés partiels vx
en s et «2 en 2, peut être écrit sous forme:

x{s,z)
*1=0»2=0

= b(s)c(z) + d(s, z)

où:
c(«) =T,ciÿV2 *2

12=0
b{s) = £ bixsv

ii=0

d(s, A = £ £ diit2SVl_ilÿ_<2, = Z»1»2 -
«1=012=0

Remarquons que le degré de d(s, 2) sera nul si:

CQ — 1, — 2-1,0) £ — ,
2-00

donc, si on continue cette procédure jusqu’à l’étape k, k > 2, on aura une matrice

polynomiale d’ordre fc:

Bfc(s,2) = [6*.(s,2)] i,jek+l

et en appliquant sur Bk{s,z) les opérations élémentaires suivantes:

1. R{(i + 1) + 1 x xlji+1(s, z)), 1(2 + 1 x x2i(s, 2))

2. L (3 + 1 x X31(S,2)), L((k + 2) + 1 x xfc+2|i(a,2))

on aura la matrice:

Bk+i{s,z) = [6g1-1(a, 2)] i,jek±2

cet algorithme sera terminé quand on aura:

B»(s, z) = 7„A - P

Remarque 8 Pour les matrices polynomiales sous forme:

P(s, z) = sln- A (2)
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on peut facilement trouvé la forme compagne associée à cette matrice, qui a la même

forme que celle obtenue dans le cas unidimensionnel.
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Chapter 3

PROBLEME DE DECOUPLAGE
SUR UN CORPS
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier un problème très important dans la théorie de contrôle

qui est le problème de découplage des systèmes linéaires commandés. Cela veut dire

qu’on a un système dans lequel il y’a des blocs d’entrées qui éffèctes sur plusieurs blocs

de la sortie, et on veut les transformer tels que chaque bloc d’entrées éffectes sur un seul

bloc de la sortie et qu’il n’a pas d’influence sur le reste des sorties. On va résoudre ce
problème: PDR (problème de découplage restreint) en se basant sur le travail de [27].

Soit le système dynamique suivant:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

Zi(t) = Dix(t),iek,kÿ2
(3.1)

où A : X — > X, B : U — > X et Dj : X — > Z* sont des applications linéaires sur les espaces

vectoriels X , U et Z* sur le corps R de dimensions n, m, r, réspectivement. X est dit
l’espace d’état, U l’espace d’entrées et Z = Z\ ® Zi © ... © Z* l’espace de sorties avec

k
dim Z —ÿ2 r, = k.

i—\
Considérons les transformations linéaires suivantes: F : X — > U et Gi : U —> U , i ek

qui paraissent dans la formule suivante du contrôle tt(.):

k

u(t) = Fx(t)+ GiVitt) (3.2)
i=l

F est dit le feedback d’état, Gi les transformations gains et w<(.) les nouveaux contrôles.

Donc, en utilisant la forme (3.2) du contrôle u(.) on aura le système suivant:

(A+ DF)x(t)+j:iiGivi(t)
i I

Dix(t)

x\t) =

Zi(t) =
(3.3)

Avant de situer le problème, donnons quelques définitions et résultats concèrnant le

système (3.1) qui sont utiles dans ce chapitre.

44



3.2 Rappel

3.2.1 Sous espaces de contrôlabilité et le feedback

Définition 19 Le sous espace contrôlable du système (3.1) est défini et noté comme suit:

(A/ ha B) = ]mB + AJmB + ...+ An-1lmB (3.4)

Définition 20 Soient Ri, i en des sous espaces de X. On dit que Ri sont des sous

espaces de contrôlabilité du système (3.1), s’il existe des applications linéaires F : X — �U

et Gi : U — �U tels que:

(A+ BF/lm(BGi))

= Im(BGi)+ {A+ BF)lm(BGi) + ... + (A + BF)n~l Im(£<?<), i € k
Ri = (3.5)

Remarque 9 Le sous espace de contrôlabilité de (3.1) est le sous espace contrôlable de
(3.3).

On note pax: C(A, B, X) l’ensemble des sous espaces de contrôlabilité de la paire

(A,B) dans X , par F(R) l’ensemble des applications linéaires F : X — » U tel que:

(.4 + BF) R C R, avec R €C{A, B, X) et par L(A, B, X) l’ensemble des sous espaces V
de X qui sont (A,B) invariant, i.e AV CK + Imfî.

Proposition 4 Soit R C X. Alors R EL(A, B, X) si et seulement s’il existe une trans¬
formation linéaire F : X — �U tel que:

(A + BF)R c R

Démonstration 8 Supposons qu’il existe un F tel que: (A + BF) R C R. Alors:

Vr € R, 3s € R: (A + BF) r = s => Ar = s — BFr € R+lmB

Inversement, supposons que:

ARC R+ lmB (3.6)
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Soit (ri,r2, ...,r/,) une base de R dans X avec h < n. D’après (3.6), il existe S\,s?, ...,Sh €

R et iii, u2, uh E U tel que:

Art — Si + Buiy Vi e h

et d’après le théorème d’existence des applications linéaires, il existe une application

linéaire F définit de R dans U comme suit:

Fri = ~Ui, Vie h

Soit maintenant F l’éxtension de F sur X. On a:

(.A + BFÿj r{ = Ar{ + BfVj

= Ari + BFn
= Ari — Bu{

= Si, Vie h

(A+ BFÿRC R

Proposition 5 Si ImB C ImJ3 et lÿA/ Im Bÿj = R avec B : U

i.e

—* X. Alors:

(A/lmBOR) =R

Inversement, si ( A/ Im B D R) = R, alors, il existe un G -.U — » U tel que:

{A/îm{BG)) = R

Démonstration 9 Voir [27].

Proposition 6 R eÇ(A,B,X) si et seulement s’il existe une application linéaire F :

X — ♦ U tel que:

[27]R — (A+ BF] ImBOR)
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Proposition 7 Si R eC{A,B,X), alors:

R= (A + BF/ ImB DR)

pour tout F eF(R).

La preuve est dû essentiellement à [27].

Démonstration 10 D’après la proposition précédente, il existe une application linéaire
FQ: X —* U tel que:

R = (A+ BF0/lmBnR)

donc F0 CF(R). Soit maintenant F\ G F(R), et posons:

Ri = {A + BFi/lmBOR) (3.7)

on a alors:

Ri CR

Montrons maintenant l’inclusion inverse. Supposons que:

(.A+ BFoŸ-1 (ImB n R) C Ru i G k, k e N (3-8)

d’après (3.7), on a:

fe+i

Y ( A + BFoÿ-'QmBnR)
»=i

k

= (Im BHR)+ (A + BF0)Y (A + BF0y~l (Im B n R)
i=1

C (Im B H R) + ( A + BFQ ) Ri
= (ImB n R) [A + BFi + B(F„- FJ] Ri

c(îmBnR) + {A + BFi) Ri + B ( F0 - Fi) Ri

On a:

B(F0-Fi)RiCRi

47



car pour tout x € Ri , on a:

B (F0- F1) x = {A+ BFq) X — (A+ BFI) X € RX

d’où:

k+1

Yÿ(A+ BF0y~l (ImB n R) C Im£ fl R+ {A + J3FX) Fx + C Ri
»=i

remarquons que si on pose k = 1 dans (3.8) , alors ImB DR C R\. Donc:

k

Y,(A+ BFo)k (Imfînfi)cfi,
«=i

i.e:

RcRi

Soit maintenant R un sous espace de X et définissons la famille:

S = {ScX:S = Rn (AS + Im B)}

Lemme 2 La famille S admet un élément minimal unique [27].

Lemme 3 L’élément minimal de S est donné par:

S,(R) = liraS" = 5"

Démonstration 11 Immédiatement du lemme précédent.

Lemme 4 Soit R Ef(A,B, X). Si F €.F(R) et R C R, alors:

tmBr\R+(A+ BF)R = Rn (AR + ImB)
Lemme 5 Soient R eI(A,B, X) et F EF(R). Alors, la suite S** définit au dessus peut
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être donnée sous forme:

S» ( A + BFŸ _1 (ImB n R)
j=i

La preuve est dû essentiellement à [27].

Démonstration 12 Par réccurence sur ft. Pour ft — 1:

S1 = Rn(AS° + lmB) = RnlmB

= ( A+ BF)°{lmBnR)

Supposons que la relation est satisfaite pour fi et montrons la pour ft + l. On a:

H-l M+l
E (A+ BFy-1{hn B n R) = (X + BF)°(Im B n R)+ £ (.4 + n fl)

J=2

(Im B fl Æ)+ £ (A + BF)'(hn B H R)
i=l

= (ImBnR)+ (A+ BF) £ {A + BFy-ÿImB n R)
i=1

(]mBnR)+ (A+ BF)S>*
R H (AS1* + Im B) par le lemme precedent

S>*+1

i=i

=

d’où /e résultat.

Proposition 8 Soit R C X et définissons la famille S. Alors, R 6C(A, B, X) si et
seulement si:

R Ç. L(A,B,X) (3.9)

et
R = S,(R) (3.10)

où St(R) est le minimum de la famille S.

Démonstration 13 Supposons que (3.9) est satisfaite, alors il existe un F EF(R) tel

que:

(A+ BF)RCR
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d’après la relation (3.10) et les lemmes 9 et 11 on aura:

R= S.{R)= Sn=Y, ( A + BF)j-' (Imfîn R) = (A+ BF/ ImBnR)
J=i

i.e R est un SOILS espace de contrôlabilité. Inversement, supposons que R EC(A,B,X).
Alors R el(A,B,X) i.e (3.9) est satisfaite. Et comme R eI(A,B,X) alors F(R) ± 0,
d’où, d’après le lemme 11 on aura:

R = {A + BF/lmB n R) = Sn = S.(R)

i.e (3.10) est satisfaite.

3.3 Formulation du problème

Le but de découpler le système (3.1) est de le rendre d’une façon tel que:

1. La nouvelle commande «<(.) contrôle la sortie Zj(.) complètement pour tout i ek,
c’est à dire que:

DiRi = 1m Di,Viek (3.11)

2. La nouvelle commande Vi(.) n’éffecte plus sur la sortie zj(.) pour tout j / i, i.e

DjRi = 0, Vt, jekjÿi (3.12)

Donc, le problème de découplage est:

Etant donner A, B et Di. Détèrminer, s’il est possible, F et Gi tels que (3.11) et
(3.12) soient vérifiées pour Ri défini par (??).

3.3.1 Problème de découplage restreint: PDR

En utilisant la proposition 8, (??) sera équivalente à:

Ri = {A+ BF/lmB n Ri), V* €k, (3.13)
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et si on note par:

Ki = ker Dj, Vi e k

alors (3.11) sera équivalente à:

Ri e n Kj, Viek (3.14)

car:
DjRi = 0, Vi, j E k_j j i <<=> Ri e ker Dj, Vi,j e k, jÿi

Ri e n ker Dj&

(3.12) est équivalente à

Ri + Ki — X, Vi 6 k (3.15)

car si on suppose que: X = Kt + Ri, V* €k, alors pour tout x € X, il existe k{ € Ki et

r< e Ri tel que:

x = ki + r{, Vi e k

d’où:

Di(x) = Di(ki + Tj) = A(fci) + Di(ri) = Di(ri), Vi €fc, car: £><(&») = 0

donc:

Im Di = DiRi, Vz e k

Inversement, on a:

X D K, + Ri, V* e k

Pour montrer que:

XC Ki + Ri,Viek

Soit x E X. Alors:
x = x - r{ + ri, r{ G Ri, Vi G k
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donc:

Di(x) = Di (x - ri + Tj) = Di (x- i\) + Di(ri)

on a (x — rj) 6 Ki , V* €k car:

Di ( x - ri) = Di(x) - Di(ri) = 0

puisque: DiRi — ImDj. Donc, il existe un ki € Ki tel que:

ki = X — Ti

d’où:

x = ki + rt-, Vi 6 A:

i.e:

X C K* + iîi, V» €k

Donc, le problème de découplage de (3.1) sera:

Etant donner A, B et des sous espaces Ki, i Ek. Déterminer, s’il est possible, une

transformation F : X —*U et des SOILS espaces de contrôlabilité Ri, i Ek tels que: (3.13),
(3.14) et (3.15)852 sont vérifiées.

(3.13), (3.14) et (3.15) sont dites respectivement: la condition de compatibilité, la

condition de non interaction et la condition de contrôlabilité de la sortie.

Remarque 9 Si Vi C X sont des sous espaces de contrôlabilité tels que:

F(v;)ÿ0,vi€fc

cela n’implique pas que:

n. £(Vi) 0
1=1

Donc, si cette dernière condition est vérifiée, alors, on dit que V< sont compatibles.On

montre que V* sont compatibles si F(Vî) 0 et Vi sont indépendants.
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Retournant maintenant au PDR et posant:

*•=k* (3.16)

et notant par l’ensemble des sous espaces de contrôlabilité de la paire {A,B)
contenus dans le sous espace Ki de X. On a les résultats suivants:

Proposition 9 est férmê sous l’addition pour tout i ek [27\.

Proposition 10 admet un élément supérieur noté R*, pour tout i ek, Le:

R* = supç (â\) yiek (3.17)

Remarque 11 H est clair que R* vérifient (3.14). S’il existe un i ek tel que R* ne vérifi
pas (3.15), alors le problème de découplage n’est pas solvable. Et si R* vérifient (3.15)
pour tout i ek alors, la résolution du PDR est ramenée à étudier la compatibilité des R* .
Dans le cas général, on peut pas trouver une condition nécéssaire et suffisante pour la

solvabilité du PDR. Mais avec des conditions précises on le peut.

Théorème 15 Soit l’hypothèse additionnelle suivante:

à Ki = <°> (3.18)

Alors, relativement à cette hypothèse, PDR est solvable si et seulement si l’égalité suivante
est satisfaite:

R* + Ki = X,Viek (3.19)

La démonstration est dû essentiellement à [27].

Démonstration 14 Supposons que: (3.19) est vérifiée et montrons la solvabilité du

PDR. De (3.19) on a (3.15) est vérifiée. Comme:

R- =sup£ (À",)
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alors:

R: C ki = p Ki

i.e (3.14) est vraie. Il rèste à montrer que R* sont compatibles i.e:

R* e C alors,comme

R* = {A + BFi/hnB n R*) , Fi € F (R*) , V» €k

i.e:

E(R:)ï0,Viek

motrons maintenant que R* sont indépendants i.e:

''"fô'O = {0}

On a:

(g*,) - (*„.)„(go,,)
= Ca*')nU ... n Kt+ n Ki + ... n KA

l£i- 1 ijtt+x Jn K,+ n Ki +

(K2 n ... n Ki n ... n Kk) +
+ {Ki n n ... n Ki n ... n Kk) + ...+

+ {K1n...nKin...r\Kk-i)
- Ca*')n
c ( n Kr) n Ki = n Kr = {0}

\r£i J r=l

d’où:

= {0}

puisque R* C Ki, Vi Gfc. Inversement: supposons que PDR est solvable, alors il existe des
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sous espaces de contrôlabilité Ri telles que (3.13), (3.14) et (3.15) sont vérifieés. Comme:

fl.‘=supc(.n if,)
alors R* vérifient (3.13) aussi, i.e:

R* + Ki = X, Viek

Remarque 12 On peut résoudre le problème de découplage du système (3.1) sans l’utilisation
de la relation (3.18) en se basant sur une compensation dynamique de l’espace d’état et
celui d’entrée du système (3.1): PDP (problème de découplage prolongé) [27].

Exemple 7 Soit le système linéaire commandé suivant:

x\ (t) = xx(i) + 2x2(t) + u{(t)+ u2(t)
x2(t) =
Zx(<) =
z2(t) =

Xi{t) + Ux{t) - u2{t)
xi{t)
x2(t)

(3.20)

où:
xi{t)
x2{t)

on peut écrire (3.20) sous forme:

u\(t)
u2(t)

£ R2, u(t) = G R2, z(t) = G R2x(t) =
z2(t)

x(t) = Ax(t) + Bu(t.)
Zi(t) = Dix(t), i = 1,2

où:
01 2 1 1 1

,D2 =,D1 =A=
1 0 1 -1 0 1

on a:
01

, K2 = ker D2 =K1 = kerD1 =
0 1

55



d’où:
0

, K* = Ki =
1kj = K2 =

1 0

et par siute:

R\ = sup£7 (ÿi) = , = supÇ (ÿ2) ==

on a;

A'i n Â"2 = 0

d’où, d’après le théorème 9, PDR est solvable si et seulement si:

R' + Ki = R2, i = 1,2

cette condition est satisfaite, car on a:

0 1
= R2R] + K, = +

1 0

1 0
= R2RZ + Kt = +

0 1

Cherchons donc F, Ci et G? tel que:

u(t) = {A+ BF)x(t) + BGivÿt) + BG2v2(t)

on a:

21 2 0
AR\ =

01 0 1

0 a
+ B

P1
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0 a + p
oc — p+

1

oc-Y P
a- P+ 1

donc:
a = ia + P = 2

a-P+l =0 0=1
i.e:

l0
ÆRÎ = + B

IJ1

donc:

AR\ C R\ + lmB

ce qui est équivalent à dire qu’il existe un F\ tel que:

(A + BFÿRlcRl

on pose:
a =±

0 f
, a, P e JRF =

de /a même manière on aura:

21
AR; = + B

iJ.0 2

i.e:

ARÿC R*2 + lmB

donc, il existe F2 tel que:

{A + BF2)Rÿ C R2
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on pose:

2 , 7, S € RF2 = i 6i
donc, si on prend:

zl zü.
‘2 2F =
I
2 2

on aura:

zl zî1 1 2 2(A + BF)R\ = R\A + ï ?1 -1

0
CR\

1

et:

1 0 1
(A+ BF2)RÏ =

00 1

1
C i<5

0

Cherchons maintenant G i ei G2 tel que:

ImfinF* = Im(5Gi), * = 1,2

on a:
0

Im B n R\ =
1

9i alors:donc, si on pose: G i = )

92

1 1 91BG\ =
1 -1 02
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9\ +92=
9\ ~ 92

0

1

d’où:
01 = 2

92 = 1
i.e:

2Gt =
T

De la même façon on aura:

2G2 — J
d’où, le système découplé est:

MO
MO

MO +
01 0 1

MO + MO
*2(00 1 1 0

i.e:
MO = MO + MO
MO = M0 + MO
MO =
MO =

(3.21)<

MO
MO

Remarque 13 L’étude et la solvabilité du problème de découplage pour des systèmes

linéaires discrets peut être obtenue d’une façon analogue au cas étudier dans ce chapitre..
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Chapter 4

PROBLEME DE DECOUPLAGE

SUR L’ANNEAU R[s,z]
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va faire une extension de l’étude du problème de découplage des

systèmes à coefficients dans un corps au cas des systèmes définis sur des modules sur

l’anneau des polynômes à deux variables R [s, 2], en utilisant une approche géométrique.

Les systèmes à coefficients dans un anneau (non nécéssairement R [s, 2]) sont souvent

utiüsés dans des cas divers de la théorie de contrôle, par exemple, dans la solvabilité

des problèmes concernant les systèmes différentiels avec retards voir [3]. Rappelons que

le problème de découplage sur un anneau a été étudié en utilisant l’approche dite la

fonction de transfert d’un système à coefficients dans un domaine à factorisation unique

voir ([6]), et dans [20] avec une approche géométrique mais seulement dans le cas d’un

domaine principal, ce qui n’est pas notre cas, car R [s, z] n’est pas un anneau principal.

Et delà, le problème de découplage peut être résolu en utilisant la notion de sous module

de précontrôlabilité qui n’était pas introduite dans le cas des corps.

Soit le système linéaire discret à coefficients dans l’anneau R [s, z] défini par:

x(t + 1) = A(s,z)x(t) + B(s,z)u(t)

Zi(t) = Di(s,z)x(t),i€ k
(4.1)

où x (.), u(.) et Zi(.) appartiennent successivement aux modules libres de types finis

X = (R [s, 2])" le module d’état, U = (R [s, z\)m le module d’entrées et Z = (R [s, z])r
le module de sorties avec Z est une somme dirècte des Z{ = (R [s, r])r< pour tout i ek.
J4(S,2), B(S,Z) et Di(s,z) sont des matrices polynomiales à coefficients dans R [s, 2], et

dans tout le travail on va les noter par A, B et Di.
Donnons maintenant quelque définitions et résultats qu’on aura besoin par la suite.

Définition 21 Soit le système (4.1). Un sous module V du module d’état X est dit:

1. (A,B) invariant si et seulement si:

(4.2)AVcV + lmB

2. (A, B) invariant de type feedback si et seulement s’il existe une transformation
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linéaire F : X —* U tel que:

(A + BF)V C V (4.3)

Un tel F est dit ami de V.

Remarque 14 Contrairement au cas des systèmes linéaires sur un corps, dans le cas

des systèmes sur un anneau, on a pas l’équivalence entre les deux définitions 1 et 2.
On a seulement si V est ( A, B) invariant de type feedback, alors il est (A, B) invariant

L’implication inverse est satisfaite sous la condition:

Proposition 11 Soit V un supplémentaire du module d’état X tel que V est {A,B)
invariant. Alors, V est ( A, B) invariant de type feedback.

Démonstration 15 Comme V est un supplémentaire de X qui est libre, alors V est
libre [2] . La suite de la démonstration sera faite de la même manière que dans le cas des

corps.

Définition 22 Un sous module R du module d’état X est dit sous module de contrôla¬
bilité s’il existe deux transformations linéaires F : X — > U et G : U — > U telles que:

R = (A+ BF/lm(BG)) (4.4)

Remarque 15 En se basant sur la proposition 7 du chapitre précédent et du faite que

l’anneau est R[s,z], un sous module R de X est de contrôlabilité si et seulement s’il

existe un F : X — �U tel que:

R={A+ BF/lmBnR)

Remarque 16 Un sous module de contrôlabilité est {A, B) invariant de type feedback.

4.2 La notion de précontrôlabilité

Dans ce paragraphe, avant de donner la définition de précontrôlabilité, on va d’abord

définir et étudier une suite de sous modules de X.
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Soit le système (4.1) et soit K un sous module de X. Considérons la famille de sous

modules SK de X définie par:

SK ={5 C X : S = K D (AS + ImB)} (4.5)

Proposition 12 La famille SK est fermée sous l’intersection des sous modules de X.

Démonstration 16 Soient Si et S2 deux éléments de SK et montrons que 5ifl52 £ SK-
On a:

[K n (>15! + Im 5)] n [K n (>152 + Im B)]
K n [(>15! + Im B) D (ÆS2 + Im B)}

— K n [(i45i H AS2) + (>15i n Im 5) + (ÆS2 n Im B) + Im B]
tfn[(>15in>152) + ImB]

5i n s2 =

c

on a encore:

A{SIC\S2) C ÆSinAS2

et l’interséction inverse est satisfaite si l’on a l’égalité suivante:

(Si D ker >1) + (52 fl ker >1) — (5t + 52) fl ker >1

On a:

(Si + S2) n ker >1 = [(K fl (ÿ45i + Im B)) + (/C fl (>152 + Im B))] fl ker >1

= K D [>15j + Im B + Im B + D ker >1

= K fl ker >1 fl [A(Si + S2) + ImB]

et:

(5i fl ker >1) + (S2 n ker >1) = [K n (>15i + Im B) n ker >1] +
[K D (>152 + Im B) n ker >1]

= (K D ker A) D [AS\ + AS2 + Im B + Im B]

= K H ker >1 fl [>i(5i + S2) + ImB]
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donc:

S\ n S2 = K n [>i(5i n 52) + im B]

Proposition 13 La famille Sx admet un élément minimal noté S,(K).

Démonstration 17 Une démonstration de cette proposition est faite de la même manière

que dans le cas des corps.

Maintenant, on peut introduire la notion de sous module de précontrôlabilité.

Définition 23 Un SOILS module R du module X est un sous module de précontrôlabilité

si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

1. R est (A,B) invariant.

2. R = S,(R), où S,(R) est le minimum de la famille:

SR = {S C X : S = R D (AS + Im B)}

En utilisant cette nouvelle notion, on peut donner une caractérisation des sous mod¬

ules de contrôlabilité.

Proposition 14 Un sous module R du module X est un sous module de contrôlabilité

si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

1. R est un sous module de précontrôlabilité.

2. R est (A, B) invariant de type feedback.

Pour démontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant:

Lemme 6 Soient R un SOILS module ( A, B) invariant et F eF(R). Et soit la suite Sh

définie par (4.5) en remplaçant K par R. Alors:

b

S» =]T (A+ BFy-1(lui B n R), fi en (4.6)
3=1
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Démonstration 18 Voir le cas des corps.

Démonstration 19 Supposons que R est un sous module de contrôlabilité i.e il existe
deux transformations F : X U et G : U —y U tel que:

R = (A+ BF/ ïm(BG))

ce qui est équivalent à:

R = (A+ BF/ Im B fl R) , pour tout F 6 R(R)

i.e

(.A+ BF)R C R

d’où R est (A, B) invariant de type feedback. Donc, il est {A, B) invariant. Et d’après
le lemme 3 du chapitre précédent, on obtient:

S,(R) = Sn

£ {A+ BFy-'QmBnR)
3=1

= (A+ B F/ Im B fl R) (par définition)
R

Donc R est un sous module de précontrolabilité.

Inversement, si R est un sous module de contrôlabilité, alors il est (A, B) invariant de

type feedback et il est de précontrolabilité.

Remarque 15 La famille de tous les sous modules de précontrolabilité contenus dans

un sous module K est fermée sous l’addition, d’où elle contient un élément maximal

noté R*{K) comme on l’avait vu dans le cas des corps. Et si on note par V*(K) le

maximum de la famille des sous modules (A, B) invariant de X, alors, on peut donner

une caractérisation de R*(K) comme étant le minimum de la famille:

Rv = {R C X : R =V n (AR + Im JS)} (4.7)
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Proposition 15 Soit {Rk)k>o une suite de sous modules de X définie par:

{«}flo =
Rk = v* n (ARk-1 + Imfi) , k > 1

(4.8)

comme R [s, z] est noethérien, alors, (Rk)k est convergente vers R*(K) dans un nombre

fini d’étapes.

Démonstration 20 On a:

RQ C RI C ... C Rk C ...

donc (Rk)k est une suite croissante de sous modules sur l’anneau noethérien R [s, z], d’où
elle converge en un nombre fini de pas vers un élément qu’on le note par Rk avec:

Rk =V* n {ARk + Im B)

d’où:

R-kcV'
et comme:

ARkcAV*CV*+lmB
et:

ARk C ARk + Im B

alors:
ARk C {ARk + Im 5) fl (V* + Im B)

= [V * n (ARk + Im 5)] + [Im B n ARk] + Im B

[V* n (ARk + lm B)] + Im B

Rk + ImB

C

Le Rk est {A, B) invariant et Rk C K. Et comme:

RkCRkC V, VA; > 1
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alors:

Rk = Rj n (ARk-1 + Im B) , Vk > 1

donc, Rj; satisfait la 2eme condition de la définition 12 i.e Rÿ est un sous module de
précontrolabilité contenu dans K. Et comme R*(K) est le maximum des sous modules de
précontrolabilité dans K alors:

RkCR'(K)

R*(K) est la limite de la suite:

S0 =
Sp = R* (/(T) H (ASÿ-i + Im B) , p £ n

{0}

on va montrer que:

V/i6n:ÿC%

on a:

S„ = R* (K) D (ASÿ! + Im B)

= V*n(ASft-1-hImB)

et:
Rj=V*n(ARÿ + ImB)

on va montrer l’inclusion par réccurence sur p. Pour p = 0, on a:

S0 = 0 C R*

supposons maintenant que Sÿ-i C Rj: et montrons que C Rj:. On a:

Sp-i C Rj =ÿ AS i c ARk
=> AS fi-1 + Im B C ARk + Im B

=* V n (ASfi-1 + Im B) C V n ( ARk + Im B)
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i.e:

Su C Rk
et comme R* {K) est la limite de (5ÿ)ÿ, alors:

R* (K) C R-k

Remarque 18 Dans la démonstration de la proposition précédente, on a donné un al¬

gorithme pour calculer R*(K). On va voir dans ce qui suit, qu’on n’a pas besoin de
donner une forme éxplicite du sous module de précontrôlabilité ou du sous module (A,B)
invariant de type feedback pour résoudre le problème de découplage.

4.3 Le problème de découplage

4.3.1 Formulation du problème

Soit le système (4.1) défini auparavant, et considérons la formule suivante:

k

u(t) = Fx(t)+ Y,GMt)
1=1

(4.9)

où «,(.), i ek sont les nouveaux contrôles (ou entrées) et Gt, i ek sont des matrices à

coefficients dans l’anneau R [s, z] dites matrices gains.

Si on remplaçe la formule de u(.) donnée par (4.9) dans (4.1) on aura:

k

x(t + 1) = Ar(f) + BFx(t ) + B GiVÿt)
»=i

(A + BF)x(t)+ £ BGiVi(t )
i=i

Dix(t ) ,i e k

i.e
x(t+ 1) =

(4.10)
Zi(t) =

Donc le problème de découplage du système (4.1) consiste à:

Détèrminer (s’il est possible) une formulation (4.9) du contrôle u(.) tel que dans le
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système (4.10) chaque bloc d’entrées t»*(.) contrôle complètement le bloc de sorties Zi(.)
(la condition de contrôlabilité de la sortie) et qu’il n’a pas d’influence sur le reste des
blocs Zj(.) pour tout j i (la condition de non intêraction).

Donnons les notations suivantes:

Ki = ker Di, i €k (4.11)

ki - n Kh i e k (4.12)
3=1

Remarquons que la condition de contrôlabilité de la sortie est satisfaite si on a:

R* + Ki = X,iek (4.13)

où /?* est le maximum des sous modules de précontrolabilité contenu dans Kÿ.

Dans le cas des systèmes sur un corps, la solvabilité du problème de découplage est

satisfaite sous la condition:

2, Kt = {0} (4.14)

avec la propriété que les sous modules de contrôlabilité sont les mêmes de précontrola¬

bilité. Cette condition (4.14) assure l’existence d’un feedback compatible F i.e

(A+ BF)R* CRI iek

Remarque 17 Dans le cas des systèmes sur l’anneau IR [s,;], l’étude sera différente, car

les sous modules de précontrolabilité ne sont pas toujours des sous modules de contrôla¬

bilité, d’où l’existence d’un feedback d’état compatible n’est pas toujours possible. Dans

[15] la solvabilité du problème est basée sur la condition suivante: pour tout i Ck, le sous

module (A,B) invariant qui est le maximum dans Kit noté par V* est un supplémentaire

de X . On va voir dans ce qui suit qu’on a pas besoin de cette hypothèse comme le montre

la proposition suivante:

Proposition 16 Supposons que dans le système (4.1) défini sur l’anneau HR. [s, z\, la con¬

dition (4.14) est satisfaite. Alors, le problème de découplage est solvable si et seulement
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si:

R; + Ki = x, iek

où R* est le maximum des sous modules de précontrolabilité contenu dans Ki .

Démonstration 21 Supposons que le problème de découplage est solvable. Donc, pour
tout i Ek, il existe F et Gi tels que:

Ni = (A+ BF / Im(BGi)) ,iEk

sont les sous modules de contrôlabilité du système (4.10) i.e Ni la solution du problème

de découplage. Pour tout i Ek, d’après la condition de contrôlabilité de la sortie, on a:

Ni + Ki = X,iek

et d’après la condition de non intéraction:

Ni C Ki, i E k

et comme:

R; = sup c(ki)

alors:

Ni C R-, i €k

d’où:

R* + Ki = X, iek

Inversement, supposons que la condition (4.13) est satisfaite. On va montrer tout d’abord

que X est une somme diiècte des R*. Par la condition (4.13), pour tout x € X, il existe

ri e R\ et d\ E Kx tel que:

x = ri + dx
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et comme d\ G Ki = ker Dj C X, alors, il existe r2 G S2 et d2 G K2 tel que:

di — r2 + d2

d’où:

x = r\ -{- r2 d2, d2 (E. K\ H K2

si on tèrmine cette procédure jusqu’à l’étape k on aura:

x = ri + r2 + ... + rk + dk

où ri G Rÿ, i Gk et dk G.D Ki = {0} =*ÿ dk — 0. D’où:

X = R* + HZ + ... + R;

Supposons maintenant que x peut s’écrire sous une autie forme:

x = r[ + r2 + ... + r'k, r[ G R*, i G k

d’où:

(n - r[) + (r2 - r2) + ... + (rk - r'k) = 0

donc:

r« - r'i =Y1 (r'j~ri)
j=i
j/t

d’où: (Tj — r’) appartient à R* G Ki et aussi à Ki. Donc:

r, - r' e K, n fi-, = n K. = {0}
t=l

d’où:

= r], Vi G fc
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et par suite:

X = R\ © R*2 © ... © RI (4.15)

Donc RI est un sous module supplémentaire de précontrolabilité du module d’état X,
alors, d’après la proposition 3, R’ est {A, B) invariant de type feedback. D’où, d’après la
proposition 9, R* est un sous module de contrôlabilité, Le:

R* •= (A + BFi/ Im B D R*) , F{ £ F(R*), V* 6 k

Soit x £ X, alors x peut s’écrire d’une façon unique sous forme:

x = n+r2 + ... + rk, ri £ R*,Vi £k

On définit le feedback d’état F comme suit:

Fx = Fxrx + F2r2 + ... + Fkrk

F est défini tel que:

R* = (A + BF/ Im B D R*) ,Vi£k

On va montrer maintenant que:

Im £ n Æ* = lm(BGi), Vi £ k

Comme £* est supplémentaire du module libreX , alors il est libre. Et B-1(R*) est un

module du module libre U sur l’anneau noethérien IR [s, z], alors, B X{R‘) est de

type fini [12]. Soit alors une famille:

sous

“irj{«H* uü

de générateurs de B1(R*). On va définir la matrice (ou la transformation linéaire) Gj

72



par:

Gi i (RM)1* - U

ej î-* Gi(ej) , Gi(ej) = uij

où (ej)j=jÿr est une base du sous module libre de type fini (R [s, z])(i C U. On a:

Gi (ej) =Uij, Vj G lj

Ui . € B 1 (R*) , Vi G k alors:comme

Gi (ej) G B'1 ( RT) , Vi e k =» BGi (ej) G R*, Vi G k

et BGi (ej) G ImS, donc:

BGi (ej) G D Im B, Vi G k

On a encore:

uij = Gi(ej), Vj G lj => B(uij) = BGi(ej) G Im (BGi) > Vj G lj, Vi G k

d’où:

ImBHR* =ïm(BGi), Vi G k

Remarque 20 De la proposition précédente, on remarque que la solvabilité du problème

de découplage sur l’anneau R [s, z] sous la condition (4.14) implique la contrôlabilité du

système (4.1).

Proposition 17 Supposons que les conditions (4.13) et (4.14) sont satisfaites pour le

système (4.1) défini sur l’anneau R [s, z\. Alors:

fl? = K„Viek (4.16)

Démonstration 22 On a:

R- = mpÇ(Ki),iek
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d’ou:

R* C Ki = f}i KjtVi(Ek
iH

d’où:

RI n Ki e n Kj n K, - n /c< = {0}
J7N

donc:

R* n /Ci = {0} , v* e &

ef d’après (4.15);

/ç + Ki = x,Viek

d’où:

R* ®Ki = X,Viek

On a maintenant:
X = R*®KicKi® Ku Vi e fc

et;

/2* C À'*, Vi €&

d’où:

R- = Ki, Vi €£

Proposition 18 Supposons que la condition (4.14) est satisfaite pour le système (4.1)

défini sur l’anneau R [s, z\. Alors, le problème de découplage du système (4.1) est solvable

si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

Ki est un sous module de précontrolabilité, Vi e k (4.17)

ki + Ki = X,Viek (4.18)

Démonstration 23 Supposons que la condition (4.14) est satisfaite. Alors, d’après la

proposition 13 et la proposition précédente, le problème de découplage est solvable, avec:

R* = Ki, Vi € k qui sont des sous modules de précontrolabilité, et aussi par la même
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proposition on aura la condition (4.18). Supposons maintenant que (4.17) et (4.18) sont
satisfaites. Alors, d’après la même proposition, le problème de découplage est solvable.

Exemple 8 Soit le système définit par:

x\(t) = Xi(t - hi) + x2(t - h2) + uÿt) +U2(t - hx)
x'2(t) =
Vi(t) =
2/2(*) =

Xi (t - hi) + x2(t - h2) + u2{t)

xi (t)
x2(t)

(4.19)

où h\,h2 sont des constantes reelles dites retards. On définit l’opérateur de retard d’une

fonction f par:

•m = f(t-hi)

zf(t) = f{t-h2)

d’où, on peut associer au système (4.19) le système suivant définit par:

+ l) = SXi(t) + ZX2(t) +Ui(t) + su2(t)
x2{t + 1) =

2/i (0 =
2fe(i)

SXi(t) + zx2(t) +u2(t)
xi(0
x2(t)

(4.20)

La solution du problème de découplage de (4.19) est la même de (4.20). On a:

x(t + 1) = Ax(t ) + Bu(t)

yi(t) = DiX(t), i =172
(4.20) 4»

où:
01 s 1S Z ,D2 =,Di =A= , B =

0 1 0 1s z

et:
X = U = Z = {R M)2
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On a:
01

ker D\ = K\ = , ker D-i = —0 1

d’où:
0

,K2= K,=
1ki = K,= ,kxr\k2 = {o}
ol

d’où, d’après la dernière proposition:

0 ,m = k2 = 1
R\ = kx =

01

et on a:

R* + Ki=X,i = 1,2

d’où le problème de découplage est solvable. Détèrminant F, G\ et G2. On a:

0 2s Z
AR\ =

1 2S Z

0 Vi ex+ Bv, v =
V2Z

0 1 s Vl
+

0 1 v?.z

Vl + St>2

Z,+ v2

Z—
Z

donc:

Z +V2=:Z=ïV2 = Q=>Vi = Z

Le
0 2

+ BAR\ = z
01

Le

AR\ C R*i + lm B
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Le R\ est (A, B) invariant. De la même manière on montre que:

-s21
AR± = s + B

0 s

i.e est (A,B) invariant. EU comme:

R\ © R*2 = X

et R* sont des sous modules de précontrolabiliré alors, R* sont des sous modules de

contrôlabilité Le il existe Fi e F(R{) et F2 6 F(Fj) tels que:

R* = (A+ BFi/lmBD R*) , i « 1,2

Soient a, b, c et d des éléments de R [s, 2]. On définit F\ et F2 par:

s2 ca —z
Fi = , F2 =

-s db 0

alors:

(A+ BF1)R\ = AR\ + BFXR\
01 s a —zz

+
b 0 10 1z

a + bs —z 0z
+

b 0 1z

—zz
+

0z

0 e R\
z
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et de la même manière on montre que:

s
(.A + BF2) R; = ER*2o

donc, on définit F par:

Fx = (F1Xi,F2x2) , x = (xux2) e X

i.e:
s2

F =
0

On montre maintenant que:

(A+ BF) R* c R*,i = 1,2

On a:

(A+ BF)R[ = ARl + BFRl
s2 —21 s 0z

0 1 0 1-2 — S

0 0z
+

-s 0 1z

z -z

0z

0 0
= R\€

1z

et de la même manière:

1(A+ BF) R%= È e
0 Ü
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On va maintenant trouver Gi et G% qui vérifies:

Im B n R* = Im ( DGi ) , i = 1,2

On a:
0

Im B fl =
1

01donc on va chercher Gi = , 0i,02 €R[a,2] tel que:
02

0
Im BG\ =

1

On a:
1 s 001 + *0201BGi =
0 1 102 02

donc:
(0i + sg2) = 0

02 = 1

01 = -s
=»

02 = 1

i.e:
—s

Gi =
1

et on a:
1

Im B fl =
0

et d’une façon analogue, on obtient:

1
G2 =

0
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Donc, le contrôle u (.) est donné sous forme:

IL (t ) — Fx (f) + G ii>i (t ) + G-iv-i (t )

où V\ (.) et i>2 (.) sont les nouveaux contrôles.

s2 1—s
u (t) = x(t) + (t) + MO

-s O O1

d’où, le système corespondant est:

s Û O1x(t + 1) = x(t) + MO + MO
O 2 O 1

2/(0 = x(t)

Le:
M* + 0 = sxt(t) + MO
cc2(t + 1) = zx2(t) + MO

2/i(0 = MO
2/2(0 = MO

(4.21)

d’où:
MO = M*-M + MO
MO = M*-M + MO
2/1(0 =

k
MO =

Le système (4.22) es2 découplé. Il est complètement contrôlable car:

(4.22)
MO
MO

s 0 s 0 1 0
rang

0 z 0 10 2

s 0 s 0
= 2 = dim Xrang

0 z 0 2
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Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire concerne la recherche des formes canoniques

pour les matrices associées aux systèmes linéaires commandés invariants en temps et

leurs relations avec la contrôlabilité.

L’étude des formes canoniques des matrices présentées sur l’anneaux des polynômes

R [s] et R [s, z], peut être généralisée au cas où l’anneau des polynômes est à n variables

R[s1)s2) Pour une autre approche utilisant les matrices dites: matrices multi-

chemins (multiway matrices) voir [10].
Le problème de découplage considéré dans ce travail a été étudié sur R [s, z] en utilisant

un feedback d’état statique i e invariant en temps. Une généralisation de l’étude de ce

problème pour le cas de l’anneau R [s!, s2, ..., s„] peut être obtenue, et une future étude

du problème de découplage en utilisant un feedback d’état dynamique est à encourager.
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Abstract

The present work is devoted to the study and research of certain
canonical forms of matrices associated with differential linear control
systems and its application to the study of controllability and observa¬
bility. In particular, Jordan form, companion form and Frobenius form
associated with certain differential linear control systems (A,B) are
presented. Using these forms, some controllability criteria are obtained.
Moreover, Smith form and companion form over the polynomial ring
R[s] are considered and an equivalence transformation is established.
Then, an extension of the precedent results over the polynomial ring of
two variables R[s,z] is presented. Finally, the decoupling problem of
systems defined in vector spaces over a field is studied and a generaliza¬
tion to the case of systems defined in modules over the ring R[s,z] is
presented.
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Résumé

Le présent travail est consacré à l’étude et la recherche de certaines
formes canoniques de matrices associées aux systèmes différentiels
linéaires commandés et son application à l’étude de la contrôlabilité et
l’observabilité. En particulier, la forme de Jordan, la forme compagne et
la forme de Frobenius associées à certains systèmes différentiels linéaires
commandés (A,B) ont été présentés. En exploitant ces formes, des
critères de contrôlabilité ont été obtenus. Ensuite, la forme de Smith et la
forme compagne sur l’anneau des polynômes R[s] onl été considérées où
une transformation d’équivalence a été établie. Une extension des
résultats précédents sur l’anneau des polynômes à deux variables R[s,z] a
été donnée. Finalement, on a étudié le problème de découplage des
systèmes définis dans des espaces vectoriels sur un corps et une
généralisation au cas des systèmes définis dans des modules sur l’anneau
R[s,z] a été présentée.




