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IntroductionIntroduction
•• Ce travail est un cas particulier d'un problème Ce travail est un cas particulier d'un problème 

limite issue d'un modèle simplifié de collage limite issue d'un modèle simplifié de collage 
de deux solides linéairement élastiques, la de deux solides linéairement élastiques, la 
colle est schématisée par une couche colle est schématisée par une couche 
d'épaisseur d'épaisseur ɛɛd et de coefficient d'élasticité d et de coefficient d'élasticité 
d'ordre d'ordre ɛɛ par rapport à celui des deux par rapport à celui des deux 
adhérents. D'un point de vue mécanique, le adhérents. D'un point de vue mécanique, le 
problème est une transmission de contraintes problème est une transmission de contraintes 
entre les trois solides élastiques. Ce problème entre les trois solides élastiques. Ce problème 
est développé dans les travaux de G. est développé dans les travaux de G. 
Geymonat, F. Krasucki et S. LenciIls ils ont Geymonat, F. Krasucki et S. LenciIls ils ont 
décrit le collage de deux solides linéairement décrit le collage de deux solides linéairement 
élastiques occupant Ωélastiques occupant Ω++ et Ωet Ω-- deux ouverts deux ouverts 
bornés connexes de bornés connexes de ℝℝ³ ³ , le long de la surface , le long de la surface 
S =S =∂∂ΩΩ++∩∂∩∂ΩΩ-- à l'aide d'une couche mince à l'aide d'une couche mince 
d'une colle linéairement élastique. Le d'une colle linéairement élastique. Le 
déplacement udéplacement uɛɛ:Ω:Ωɛɛ→→ℝℝ³ ³ des points de des points de 
l'assemblage satisfait le problème variationnel l'assemblage satisfait le problème variationnel 
PPɛɛ suivant:suivant:
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Pour la résolution de ce problème ils ont transformé PPour la résolution de ce problème ils ont transformé Pɛɛ dans un dans un 
problème posé sur un domaine fixe, et ça qu'on dilate Ωproblème posé sur un domaine fixe, et ça qu'on dilate Ωɛɛ

mm d'un d'un 
facteur (facteur (11//ɛɛ) dans la direction e) dans la direction e33, on obtient une autre forme de , on obtient une autre forme de 
la forme bilinéaire qu'on va la présenter dans la partie qui ce la forme bilinéaire qu'on va la présenter dans la partie qui ce 
suit.suit.

Trouver uP5 VP= v 5 H 1ÝIPÞ; v = 0 sur @Pu ;

a+ÝuP, vÞ+PaPmÝuP, vÞ+a?ÝuP, vÞ= LPÝvÞ, -v 5 VP.
1
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11. Motivation. Motivation
On s'intéresse dans les travaux de G. Geymonat, F. On s'intéresse dans les travaux de G. Geymonat, F. 

Krasucki et S. Lenci au problème suivantKrasucki et S. Lenci au problème suivant

Les formes bilinéaires aLes formes bilinéaires a++, a, a--, a, aαβαβ
mm sont définies parsont définies par

uÝP, xÞ: I t r =I t r
+W Im W I? í § 3

Trouver uÝPÞ5 V , -v 5 V ,
a+ÝuÝPÞ, vÞ+a?ÝuÝPÞ, vÞ+a 3 3

m ÝuÝPÞ, vÞ+Pa 3J
m ÝuÝPÞ, vÞ+

P2 aJKm ÝuÝPÞ, vÞ= LÝvÞ+PL mÝvÞ. 1.2
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a ± Ýu , v Þ = X
I ± a i j

± /u
/x i

/v
/x j

d V

a 3 3
m Ýu , vÞ= X

I m a i j
m n i n j

/u
/x 3

/v
/x 3

d V

a 3 J
m Ýu , vÞ= X

I m
a Ji

m n i
/u
/t J

/v
/x 3

+ /u
/x 3

/v
/t J

d V

a JK
m Ýu , v Þ = X

I m a JK
m /u

/t J

/v
/t K

d V

L Ýv Þ = X
I

f v d V

L m ÝvÞ = X
I m f i v i d I .

1.1

1.5

1.4

1.2

1.3

1.6
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22.Étude d'un cas modèle.Étude d'un cas modèle

22..11.Position du problème.Position du problème
Notre but essentiel étant d'étudier un cas modèle du problème (Notre but essentiel étant d'étudier un cas modèle du problème (22) et ) et 

pour cela on prend le domaine Ω de pour cela on prend le domaine Ω de ℝℝ² ² définit pardéfinit par
On considère dans ce domaineOn considère dans ce domaine
la forme bilinéaire suivante:la forme bilinéaire suivante:

Alors aprés l'utilisation de la formule de GreenAlors aprés l'utilisation de la formule de Green
les formules du problème (les formules du problème (22) s’écrivent) s’écrivent
comme suitcomme suit::
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           mΩ  
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aÝu , vÞ=X
I

a 4u 4v dI.

Fig.1.1
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a+Ýu,vÞ=?X
I+

a+Au1 v dx1 dx3 ?X0
La+/u1Ýx1,bÞ

/x3
vÝx1,bÞdx1

a?Ýu,vÞ=?X
I?

a?Au2 vdx1 dx3+X0
La?/u2Ýx1,aÞ

/x3
vÝx1,aÞdx1

a 3J
m Ýu , vÞ= 0 , Ýa 1 3

m = 0 , /u m
/t 2

= 0Þ;

a JKm Ýu , vÞ= X
a
b X

0
L a m

/u m
/x 1

/v
/x 1

d x 1 d x 3 .

X
0
L a m

/u mÝx1 ,bÞ
/x3

vÝx 1 , bÞdx 1 ?X0
L a m

/u mÝx1 ,aÞ
/x3

vÝx 1 , aÞdx 1 ,

a 3 3
m Ýu, vÞ=?X

a

b X
0

L /
/x 3
Ýa m

/u m
/x 3
Þv dx 1 dx 3 +

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5
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22..22.. Problème aux limitesProblème aux limites

Le problème (Le problème (11..22) sur le domaine (fig) sur le domaine (fig11..11) s'écrit:) s'écrit:

On substitue les formules (On substitue les formules (22..11), (), (22..22), (), (22..33), (), (22..44), (), (22..55) dans ce problème et ) dans ce problème et 
par l'identité de deux membres, on obtient le problème aux limites suivant:par l'identité de deux membres, on obtient le problème aux limites suivant:

Trouver u 5 V = v 5 H1ÝIÞ, v =0 sur/I ,

a+Ýu, vÞ+a?Ýu, vÞ+a 33
m Ýu, vÞ+P2 aJKm Ýu, vÞ=LÝvÞ.
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a+Au1 =f1 Ý0,LÞ×Ýb,dÞ,
/
/x1
P2am

/um
/x1

+/
/x3

am
/um
/x3

=fm Ýo,LÞ×Ýb,aÞ,

a?Au2 =f2 Ý0,LÞ×Ýb,cÞ,

u1 =0 0 <x1 <L, x3 =d,

u2 =0 0 <x1 <L, x3 =c,
u1Ýx1,bÞ=umÝx1,bÞ 0 <x1 <L,

u2Ýx1,aÞ=umÝx1,aÞ 0 <x1 <L,

a+/u1Ýx1,bÞ
/x3

=am
/umÝx1,bÞ
/x3

0 <x1 <L,

a?/u2Ýx1,aÞ
/x3

=am
/umÝx1,aÞ
/x3

0 <x1 <L.

2.2
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22..33.. L'existence de la solution variationnelleL'existence de la solution variationnelle
La démonstration de l'existence de la solution faible du problème aux limites (La démonstration de l'existence de la solution faible du problème aux limites (22..22) ) 

nous amène à démontrer l'existence de la solution du problème variationnel nous amène à démontrer l'existence de la solution du problème variationnel 
suivant:suivant:

Tel que a(.,.) est une forme bilinéaire définie parTel que a(.,.) est une forme bilinéaire définie par

•• DéfinitionDéfinition: On définit sur l'espace V la norme suivante:: On définit sur l'espace V la norme suivante:

T ro u v e r u 5 V = v 5 H 1ÝIÞ, v = 0 s u r /I ,

a Ýu , vÞ= Ýf , vÞ.

aÝu, vÞ= a+Ýu, vÞ+a ?Ýu, vÞ+a 3 3
m Ýu, vÞ+P2 a JKm Ýu, vÞ

-u , v 5 V : quqV
2 = /u 1

/x 1 L 2ÝI+Þ

2
+ /u 1

/x 3 L 2ÝI+Þ

2
+

/u m
/x 3 L 2ÝImÞ

2
+ /u m

/x 1 L2ÝImÞ

2
+ /u 2

/x 1 L2ÝI?Þ

2
+ /u 2

/x 3 L2ÝI?Þ

2
.

2.3
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Remarque : Remarque : La norme précédente est équivalente à la norme suivante:La norme précédente est équivalente à la norme suivante:

Théorème:Théorème: Le problème (Le problème (22..33) admet une unique solution u de H) admet une unique solution u de H¹¹(Ω), pour (Ω), pour 
toute f de Vtoute f de V′′ (dual topologique de V).(dual topologique de V).

Démonstration:Démonstration: Pour affirmer l'existence de la solution du problème (Pour affirmer l'existence de la solution du problème (22..33), il ), il 
suffit de démontrer la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.).suffit de démontrer la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.).

i) La continuitéi) La continuité

|u|V=
/u1
/x1 L2ÝI+Þ

+ /u1
/x3 L2ÝI+Þ

+ /um
/x3 L2ÝImÞ

+ /um
/x1 L2ÝImÞ

+

/u 2
/x 1 L 2ÝI?Þ

+ /u 2
/x 3 L2ÝI?Þ

.

-u, v 5 V

|aÝu, vÞ| ²M |u |V |v |V.
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ii)La coercivitéii)La coercivité

Alors grâce au théorème de LaxAlors grâce au théorème de Lax--Milgram, pour toute f de VMilgram, pour toute f de V′′ le problème (le problème (22..33) ) 
admet une unique solution.admet une unique solution.

-u 5 V
a Ýu , uÞ³ Jqu qV

2
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33. Étude qualitative du problème de transmission. Étude qualitative du problème de transmission
L'idée ici est de réécrire le problème (L'idée ici est de réécrire le problème (22..22) sous la forme d'un problème d'équation ) sous la forme d'un problème d'équation 

différentielle abstraite d'ordre deux. Puis on essayera d'obtenir des propriétés différentielle abstraite d'ordre deux. Puis on essayera d'obtenir des propriétés 
qualitatives à l'aide des outils d'analyse fonctionnelle appropriésqualitatives à l'aide des outils d'analyse fonctionnelle appropriés

33..11. Position du problème. Position du problème
Pour une étude qualitative du problème (Pour une étude qualitative du problème (22..22) on suppose le système homogène ) on suppose le système homogène 

suivant:suivant:
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a+Ý/
2u1

/x1
2 +

/2u1
/x3
Þ=0 Ý0,LÞ×Ýb,dÞ,

P2amÝ
/um

/x1
2 +

1
P2
/2um

/x3
2 Þ=0 Ýo,LÞ×Ýb,aÞ,

a?Ý/
2u2

/x1
2 +

/2u2
/x3
Þ=0 Ý0,LÞ×Ýb,cÞ,

u1 =0 0<x1 <L, x3 =d,
u2 =0 0<x1 <L, x3 =c,

u1Ýx1,bÞ=umÝx1,bÞ 0<x1 <L,

u2Ýx1,aÞ=umÝx1,aÞ 0<x1 <L,

a+/u1Ýx1,bÞ
/x3

=am
/umÝx1,bÞ
/x3

0<x1 <L,

a?/u2Ýx1,aÞ
/x3

=am
/umÝx1,aÞ
/x3

0<x1 <L.

3.1
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sont des constantessont des constantes..

On poseOn pose

alors on obtient le problème aux limites suivant:alors on obtient le problème aux limites suivant:

Tel que l'opérateur A est défini par la matriceTel que l'opérateur A est défini par la matrice

a +, a ? e t a m

B = ? /2

/x 3
2 , u =

u 1

u m

u 2

u vv?Au = 0 da ns Ý0 , LÞ,
uÝ0Þ= uÝLÞ= 0 .

3.2
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et son domaine estet son domaine est

DÝAÞ= u 5 H2Ýc, dÞ, u 1ÝdÞ=u 2ÝcÞ=0, u 1 =u m sur S+,

u 1 = u m s u r S +, u 2 = u m s u r S ?

, a +/u 1
/x 3
ÝbÞ= a m

/u m
/x 3
ÝbÞ, a ? /u 1

/x 3
ÝbÞ= a m

/u m
/x 3
ÝbÞ

A =

B 0 0

0 1
P2 B 0

0 0 B

,
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33..2 2 Propriétés de l'opérateur APropriétés de l'opérateur A

Définition:Définition: On définit sur l'espace LOn définit sur l'espace L²²(c,d) le produit scalaire suivant:(c,d) le produit scalaire suivant:

Proposition:Proposition: L'opérateur A du problème (L'opérateur A du problème (33..22) est un opérateur auto) est un opérateur auto--adjoint.adjoint.
Démonstration: Il faut avoir que A est un opérateur symétrique et maximal Démonstration: Il faut avoir que A est un opérateur symétrique et maximal 

monotone. monotone. 

-u, v 5 L2Ýc, dÞ
ÝÝu,vÞÞL2Ýc,dÞ=a+Xb

d u1v1 dx3 +P2amXa
b umvm dx3 +a?Xc

a u2v2 dx3
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A est symétriqueA est symétrique

A est monotoneA est monotone

-u , v 5 D ÝA Þ :

Impossible d'afficher l'image. Votre ordinateur manque peut-être de mémoire pour ouvrir l'image ou l'image est endommagée. Redémarrez l'ordinateur, puis ouvrez à nouveau le fichier. Si le x rouge est toujours affiché, vous devrez peut-être supprimer l'ima

-u 5 D ÝA Þ :

ÝÝAu , uÞÞL 2Ýc ,dÞ³ 0.

ÝÝAu,vÞÞL2Ýc,dÞ=ÝÝu,AvÞÞL2Ýc,dÞ.
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A est maximal monotoneA est maximal monotone
Pour cela il faut avoir quePour cela il faut avoir que

On définit le problème variationnel de ce problème comme suitOn définit le problème variationnel de ce problème comme suit

-f 5 L2Ýc,dÞ, 0u 5 DÝAÞ tel que u+Au =f.

Trouver u 5 V = v 5 H 1Ýc, dÞ, v = 0 sur /I tel que

a+Ýu1 ,v1ÞL2Ýc,dÞ+P
2a mÝum ,vmÞL2Ýc,dÞ+a?Ýu2 ,v2ÞL2Ýc,dÞ+

a+Ý/u1
/x3

, /v1
/x3
ÞL2Ýc,dÞ+amÝ

/um
/x3

, /vm
/x3
ÞL2Ýc,dÞ+a?Ý/u 2

/x3
, /v2
/x3
ÞL2Ýc,dÞ=Ýf,vÞ.

3.3
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On poseOn pose

Cette forme bilinéaire est continue et coercive.Cette forme bilinéaire est continue et coercive.

La continuité de la forme bilinéaire b(.,.).La continuité de la forme bilinéaire b(.,.).

bÝu,vÞ=a+Ýu1,v1ÞL2Ýc,dÞ+P
2amÝum,vmÞL2Ýc,dÞ+a?Ýu2,v2ÞL2Ýc,dÞ+

a+Ý/u 1
/x3

, /v1
/x3
ÞL2Ýc,dÞ+amÝ

/u m
/x3

, /vm
/x3
ÞL2Ýc,dÞ+a?Ý/u 2

/x3
, /v2
/x3
ÞL2Ýc,dÞ.

-u , v 5 V
|bÝu , vÞ| ² Mqu 1 qVqvqV



2323

La coercivité de la forme bilinéaire b(.,.).La coercivité de la forme bilinéaire b(.,.).

La forme bilinéaire b(.,.) est continue et coercive, alors grâce au La forme bilinéaire b(.,.) est continue et coercive, alors grâce au 
théorème de Laxthéorème de Lax--Milgram le problème (Milgram le problème (33..33) admet une unique ) admet une unique 
solution, donc A est maximal monotone.solution, donc A est maximal monotone.

L'opérateur A est symétrique et maximal monotone, alors A est L'opérateur A est symétrique et maximal monotone, alors A est 
un opérateur autoun opérateur auto--adjoint.adjoint.

A est un opérateur autoA est un opérateur auto--adjoint, alors il existe une base adjoint, alors il existe une base 
orthonormale formée de vecteurs propres de A. L'objectif orthonormale formée de vecteurs propres de A. L'objectif 
maintenant est de déterminer les éléments de cette base, pour maintenant est de déterminer les éléments de cette base, pour 
cela on considère l'équation aux valeurs propres Aw=λw.cela on considère l'équation aux valeurs propres Aw=λw.

Alors on a le système suivant:Alors on a le système suivant:

-u 5 V
bÝu , uÞ³mquqV

2 .
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On poseOn pose

Aprés calcul, on obtient les solutions suivantes:Aprés calcul, on obtient les solutions suivantes:

Vw 1 +w 1
vv= 0

Vw m + 1
P2 w m

vv = 0

Vw 2 +w 2
vv= 0

w 1ÝbÞ= w 2ÝcÞ= 0
w 1ÝbÞ= w m ÝbÞ,

w 2ÝaÞ= w m ÝaÞ,
a+w 1

vÝbÞ= a m w m
vÝbÞ,

a ? w 2
vÝaÞ= a m w m

vÝaÞ.

w =erx 3

w1Ýx3Þ= C1 cos Vx3 +C2 sin Vx3

wmÝx3Þ= C3 cosPVx3 +C4 sinPVx3

w2Ýx3Þ=C5 cos Vx3 +C6 sin Vx3

3.4
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On utilise les conditions du système (On utilise les conditions du système (33..44), on obtient), on obtient

C1 cos Vd+C2 sin Vd =0,

C5 cos Vc+C6 sin Vc =0,

C1 cos Vb+C2 sin Vb =C3 cosPVb+C4 sinPVb,

C5 cos Va+C6 sin Va =C3 cosPVx3 +C4 sinPVa,

?a1C1 V sin Vd+a1C2 Vcos Vd =?amC3PV sinPVb+amC4 PVcosPVb,

?a2C5 V sin Va+a2C6 Vcos Va =?amC3PV sinPVa+amC4 PVcosPVa.
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La forme matricielle du système des équations précédentes est donnée par:La forme matricielle du système des équations précédentes est donnée par:

On a utilisé le logiciel Mathematica pour trouver le déterminant de la matrice On a utilisé le logiciel Mathematica pour trouver le déterminant de la matrice 
M.M.

Comme cas particulier, on prend a=Comme cas particulier, on prend a=00, b=, b=11, c=, c=22, d=, d=33, alors on obtient, alors on obtient

0 0
0 0

0 0

cos Va sin Va

?a2 Vsin Va a2 Vcos Va

cos Vc sin Vc

C1

C2

C3

C4

C5

C6

=

0
0

0
0

0

0

cos Vd sin Vd 0 0

cos Vb sin Vb ?cosPVb ?sinPVb

?a1 Vsin Vd a1 Vcos Vd amPV sinPVb ?am PVcosPVb

0 0 ?cosPVx3 ?sinPVa

0 0 amPV sinPVa ?am PVcosPVa
0 0 0 0

DetßMà= V4 Ý?PsinßO Vàa 2Ý VÝcosß2Ý1 ?PÞ Và?cosß2Ý1 +PÞ VÞàÞa 1 +

Ý?cosß2Ý1 ?PÞ Và+2 cosß2PVà?cosß2Ý1 +OÞ VàÞPVa 2Þ?PcosßO Vàa 2 ×

Ý2 V sinß2Ý1 ?PÞ Vàa 1 +P VÝsinß2Ý1 +PÞ Và?2 sinß2PVàÞa 2Þ+

Ý VÝ?sinß2 Và+sinßÝ2 +3PÞ Và?sinßPVàÞa 1 +P VÝ?2 sinß2 Và?

sinßPVàa 2Þa 3Þ.
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Maintenant on cherche les vecteurs propres non nuls, c'est à dire Maintenant on cherche les vecteurs propres non nuls, c'est à dire 
CiCi≠≠00,   i=,   i=00,...,,...,66. Pour cela on prend det[M] comme une . Pour cela on prend det[M] comme une 
fonction de λ et fonction de λ et ɛɛ et on cherche les valeurs propres λ qui et on cherche les valeurs propres λ qui 
vérifient det[M]=vérifient det[M]=00. Les calculs directs sont difficiles, donc on . Les calculs directs sont difficiles, donc on 
essayera d'obtenir le graphe de λ en fonction de essayera d'obtenir le graphe de λ en fonction de ɛɛ à l'aide du à l'aide du 
logiciel Maple. On obtient le graphe suivant:logiciel Maple. On obtient le graphe suivant:

pour pour ɛɛ de de [[00, , 00..11] et  λ dans [] et  λ dans [00..55, , 22]]
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RemarqueRemarque: : D'après ce graphe on remarque l'existence des valeurs propres λD'après ce graphe on remarque l'existence des valeurs propres λ≠≠00. En . En 
particulier on peut aussi voir l'existence des valeurs propres λ particulier on peut aussi voir l'existence des valeurs propres λ dans dans [[00,,22] quand ] quand 
ɛɛ→→0 0 et cela montre l'existence de la partie singulière du la solution du problème et cela montre l'existence de la partie singulière du la solution du problème 
((22..22). L'existence des valeurs propres non nulles, nous permet de déterminer ). L'existence des valeurs propres non nulles, nous permet de déterminer 
l'expression de la solution.l'expression de la solution.

33..3 3 L'expression de la solution L'expression de la solution 
Sous forme d’ une sériéSous forme d’ une sérié
On considère maintenant que u dans le problème (On considère maintenant que u dans le problème (33..22) est une fonction d'un ) est une fonction d'un 

seul variable xseul variable x11, qui prend ces valeurs dans un espace des fonctions du , qui prend ces valeurs dans un espace des fonctions du 
variable xvariable x33 dans [a,b] on peut écrire le problème (dans [a,b] on peut écrire le problème (33..22) comme suit) comme suit

d2 uÝx 1Þ

dx 1
2 +AuÝx1Þ= 0,

uÝ0Þ= uÝLÞ= 0.
3.5
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On a vu que L'opérateur A est un autoOn a vu que L'opérateur A est un auto--adjoint, alors il existe une base adjoint, alors il existe une base 
orthonormale (eorthonormale (enn) formée de vecteurs propres de A définit par) formée de vecteurs propres de A définit par

Tel que λTel que λnnsont les valeurs propres de A.sont les valeurs propres de A.
On peut écrire la fonction u(xOn peut écrire la fonction u(x11 ,x,x33 ) dans la base (e) dans la base (enn ) sous la forme,) sous la forme,

On substitut ces formules dans le problème (On substitut ces formules dans le problème (33..22) on obtient) on obtient

AlorsAlors

A eÝx 3 Þ= V n e n Ýx 3 Þ, n = 0 , 1 , 2 , . . .

uÝx1 , x3Þ=>
n=0

K

unÝx1Þe nÝx3Þ.

AuÝx1 , x3Þ=>
n=0

K

Vn unÝx1Þe nÝx3Þ.

>
n=0

K

un
vv
Ýx1ÞenÝx3Þ?>

n=0

K

VnunÝx1ÞenÝx3Þ=0,

>
n=0

K

un
vv
Ýx1Þ?VnunÝx1ÞenÝx3Þ=0.
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On a donc les problèmes suivants :On a donc les problèmes suivants :

La solution de ces problèmes, s'écrit sous la formeLa solution de ces problèmes, s'écrit sous la forme

Pour xPour x11==0 0 on aon a

La forme générale de la solution du problème (La forme générale de la solution du problème (33..55) s'écrit comme ) s'écrit comme 
suit:suit:

un
vv
Ýx1Þ?VnunÝx1Þ=0, n =0, 1, 2, . . .

unÝ0Þ=unÝLÞ=0.

unÝx1Þ=bn expÝ? Vn x1Þ+cn expÝVn x1Þ.

cn =?bn

uÝx1 , x3Þ=>
n=0

K

bn expÝ? Vn x1Þ?expÝVn x1Þ enÝx3Þ.
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On cherche maintenant la condition pour que u(xOn cherche maintenant la condition pour que u(x11,x,x33)) de de HH¹¹(Ω), tout d'abord (Ω), tout d'abord 
on a la définition suivanteon a la définition suivante

Définition:Définition: On définit sur l'espace LOn définit sur l'espace L²²(Ω) le produit scalaire suivant:(Ω) le produit scalaire suivant:

La norme associe estLa norme associe est

Pour que u(xPour que u(x11,x,x33)) de de HH¹¹(Ω), il faut que                         , ceci implique que                          (Ω), il faut que                         , ceci implique que                          

-u, v 5 L2ÝIÞ

ÝÝu,vÞÞL 2ÝIÞ=a+X0
L X

b

d u1v1 dx3 dx1 +amX0
L X

a

b um vm dx3 dx1 +a?X0
L X

c

a u2v2 dx3 dx1

|||u|||L 2ÝIÞ=a+X0
L X

b

d
qu1q

2 dx3 dx1 +am X0
LX

a

b
qumq

2 dx3 dx1 +a?X0
L X

c

a
qu2q

2 dx3 dx1

4u 5 ÝL2ÝIÞÞ
2

X
I

|4u|2 <+K

ÝÝ4u,4uÞÞL 2ÝIÞ=a+X0
L X

b
d /u1
/x1

2
+ /u1

/x3

2
dx3 dx1+am X0

LX
a
b /um
/x 1

2
+ /um

/x 3

2
dx3 dx1 +

a?X0
L X

c
a /u2
/x1

2
+ /u2

/x3

2
dx3 dx1



3232

tel quetel que

On intègre par partie par rapport à xOn intègre par partie par rapport à x33 on obtienton obtient

Après l'intégration on obtientAprès l'intégration on obtient

La condition pour que u(xLa condition pour que u(x11,x,x33)) de de HH¹¹(Ω), est la convergence de la série ((Ω), est la convergence de la série (33..55))

X
I
|4u|2 <+K ù I<+K

I =a+X0
L X

b
d /u1
/x3

2
dx3 dx1 +amX0

LX
a
b /um
/x 3

2
dx3 dx1 +a?X0

LX
c
a /u2
/x3

2
dx3 dx1

=X
0
L a+Xb

d /u1
/x 3

2
dx3 +am Xa

b /um
/x 3

2
dx3 +a?Xc

a /u2
/x3

2
dx3 dx1 .

I =X
0

L
ÝÝAu,uÞÞL 2Ýc,dÞdx1

I =X
0

L
>
n=0

K

Vn unÝx1Þ
2dx1

I =>
n=0

K

Vn bn
2X

0

L
expÝ? Vn x1Þ?expÝVn x1Þ

2dx1 .

I =>
n=0

K

Vn bn
2 1

2 Vn
exp 2 Vn L ?expÝ?2 Vn LÞ ?2L 3.5
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À l'aide des semiÀ l'aide des semi--groupesgroupes
Le problème non homogène de (Le problème non homogène de (33..22) s'écrit) s'écrit

On prend u=uOn prend u=u11+u+u22, tel que u, tel que u22""--AuAu22=f, alors le problème devient=f, alors le problème devient

Donc on l'écritDonc on l'écrit

uvv?Au =f dansÝ0, LÞ
uÝ0Þ=uÝLÞ=0

u1
vv?Au1 =0 dansÝ0,LÞ

u1Ý0Þ=?u2Ý0Þ

u1Ý0Þ=?u2Ý0Þ

uvv?Au =0 dansÝ0,LÞ

uÝ0Þ=g1

uÝ0Þ=g2

3.6
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On a vu que l'opérateur A est un autoOn a vu que l'opérateur A est un auto--adjoint et (adjoint et (--A) est dissipatif alors A) est dissipatif alors --A est A est 
un générateur infinitésimal d'un Cun générateur infinitésimal d'un C00--semisemi--groupe de contraction, donc la groupe de contraction, donc la 
solution du problème (solution du problème (33..66) s'écrit sous la forme) s'écrit sous la forme

On utilise les conditions au limites pour déterminer les fonctions COn utilise les conditions au limites pour déterminer les fonctions C11, C, C22, alors , alors 
on aon a

Dont le déterminant de ce système se donne parDont le déterminant de ce système se donne par

uÝx1 , x3Þ=C 1 e?x1 A
1
2 +C 2 e ?ÝL?x 1ÞA

1
2 .

C1 +C2 e?LA
1
2 =g1

C1 e?LA
1
2 +C2 =g2

I ? e ?2 L A
1
2 ,
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qui est inversible car le Cqui est inversible car le C00 semisemi--groupe de contraction associe à groupe de contraction associe à 
l'opérateur Al'opérateur A11//22 est défini parest défini par

On a On a 

Les calculs directs nous donnentLes calculs directs nous donnent

En fin la solution du problème (En fin la solution du problème (22..22) s'écrit) s'écrit

G ÝtÞ = e ?t A
1
2 .

qG ÝtÞq ² 1 ,

e ?2 L A
1
2 < 1 .

C1 = ?g1 e?LA
1
2 +g2 I?e?2LA

1
2
?1

C2 = g1 e?2LA
1
2 ?g2e?LA

1
2 I?e?2LA

1
2
?1

.

uÝxÞ= ?g1 e?LA
1
2 +g2 e?x1A

1
2 + g1 e?2LA

1
2 ?g2e?LA

1
2 e?ÝL?x 1ÞA

1
2 I?e?2LA

1
2
?1

.
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ConclusionConclusion
On a étudie dans ce travail un cas particulier d'un problème limite issue d'un On a étudie dans ce travail un cas particulier d'un problème limite issue d'un 

modèle simplifié de collage de deux solides linéairement élastiques. modèle simplifié de collage de deux solides linéairement élastiques. 
A partir de la formule variationnelle de ce problème on a déduit le problème A partir de la formule variationnelle de ce problème on a déduit le problème 

aux limites, celui qu’on a démontré l’existence de sa solution faible.aux limites, celui qu’on a démontré l’existence de sa solution faible.
On a réécrit ce problème aux limites sous la forme d'un problème d'équation On a réécrit ce problème aux limites sous la forme d'un problème d'équation 

différentielle abstraite. Dans ce problème on a obtenu un opérateur qu’on a différentielle abstraite. Dans ce problème on a obtenu un opérateur qu’on a 
étudie ses propriétés et aussi l’expression de la solution. Dans cette étudie ses propriétés et aussi l’expression de la solution. Dans cette 
expression expression ɛɛ n’apparaisse pas donc on ne peut pas passer à la solution du n’apparaisse pas donc on ne peut pas passer à la solution du 
problème limite.problème limite.
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