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ntroduction

all'est un cas particulier dun probléme
ssue d'un modele simplifie de collage
X SO 'deslinéairementélasthueﬁ la

ur sd et de coefficient d élasticité
' :_.; par rapport a celui des deux
qts. D'un point de vue mécanique, le
-, 2 est une transmission de contraintes
BAtre les trois solides e astigues. Ce probleme
;- /eloppé dans les travaux de G.

ﬁ;:_- symonat, F. Krasucki et S. Lencillsils ont
—de crit e collage de deux solides linéairement
elastiques occupant Q* et Q- deux ouverts
~bornes connexes de R? , lelong de la surface

S =00*NAQ- al'aide d'une couche mince
d'une colle linéairement élastique. Le

depl acement u,_:Q. —R> des points de
|'assemblage stistait le probleme variationnel
P suivant:




Trouver up5 Vep=<v 5 HYl 2v =0 sur @b} ;
a ™ igvb+HRAYIgvP+aYigvP=Lp¥E —v 5 Vg @

—

résolution de ce probleme ils ont transforme Pe dans un
léme poseé sur un domaine fixe, et ca qu'on dilate Q™ d'un




——

-
nteresse dans les travaux de G. Geymonat, F.
sucki et S. Lenci au probleme suivant

uYRxp: Ty =TgWEITWIE?T 1 §°

Eo™

Trouver uM®»5 V, —v 5V,
a IR VP+a YRV P+al, YO YRR vb+RY NOYR VP+
Pal oY Rvb=LYb+P "YWk

Les formes bilinéaires a', a, a,,™ sont définies par
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2.1.Posi |

— —LCA A OCLUIU ¥ O CAD JU AU UM

';p_rend le domaine Q de R? définit par

dére dans ce domaine
a bilinéaire suivante:

= o =
——

 aY.vb= X adudvdl.

——

Alors aprés|'utilisation de la formule de Green
les formules du probleme (2) s’écrivent
comme sulit:




a*\a V=X a.Au; v dxy dXa '>>ta A bpv\(l,blzdx @

a™ VI:::?a?Aug v d><1 d><3 —I)Sa? "ﬁ?apv‘f(l, aleix @

al, M, vb= ’?)@XL “n by dx; dxs @

¥, ,bb m
)%am 31 vY<1,bI:>dx1 ’>)¢am‘{21apv\r{<1,alrdx1,
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léme (1.2) sur le domaine (figl.1) sécrit:

o —

Troweru 5V ={v5 H'MIRVv =0sur A},
a™™,vb+a ™Y, vb+al i, ve-+HRPaL Y, vb=LYP

- k.
e =
e i
— —

—

~— “On substitue lesformules (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) dans ce probléme et
par l'identité de deux membres, on obtient le probleme aux limites suivant:




aAu, =f,
U1 =0
u; =0

Ulg(l, bb=um§<1, bb

U ¥, ab=un ¥, ab
#7¥,,bb M0 X,bP

Y, LB, dip
6, LB, alp

Y, LB<Y, clp

0 <x; <L, X3 =d,

0 <x; <L, X3 =,

0 <x; <L,

0 <x; <L,

0 <x; <L,

0 <x; <L.
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— -"'h-'—.r
ration de |'existence de la solution faible du probleme aux limites (2.2)

e a démontrer |'existence de la solution du probléme variationnel

Trouveru 5 V = <{v 5 HYIRV =0 sur A }, @
aYu,vb= ¥Y,vb

~aY

8(.,.) est une forme bilinéaire définie par

vb=a™Yi,vb+a ™, vb+al, i, vP+HPa N, v

T .
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_Définition: On définit sur I'espace V la horme suivante:
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Remar que fm'précédente est équivalente alanorme suivante'

u CE(EE R
luly = L2YE L2YEp L2Y1Mp L2\IMp
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e Le probleme (2.3) admet une unique solution u de H!(€2), pour
Stoutef de V' (dual topologique de V).

——r— —_—

—

,..:—*Bémdnstratlon Pour affirmer |'existence de la solution du probleme (2.3), il
= -suffit de demontrer la continuité et |a coercivité de laforme bilineaire a(.,.).

i) Lacontinuité

@, vip =M |uly, [v]y.




o — W

A coercivité

—u S5 V . e
aYu,ubP = Jquqy
LI theoreme de Lax-Milgram, pour toute f deV'le probleme (2.3)

Ine unique sol ution.

=
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est 'de réécrire le probléme (2.2) sous laforme d'un probléme d'équﬁion
entielle abstraite d'ordre deux. Puis on essayera d'obtenir des propriétés
tatives a |'aide des outils d'analyse fonctionnelle appropries

3.1. Positi

gualitative du probleme (2.2) on suppose le systeme homogene




[ —
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o, Y - 1 ﬁﬁm |3=O
> 1
ANV : P=0
u;, =0
U2 =O

Uy X1, bb=un X1, b
UZY]_, ap:umY]_, ab

llyl,bp lYl bID
a
+ & —dm =
A~ AX,ab
& ) —am oG

a+\% %1 =0 Y, Lb<Y, dp

6, Lb<Y, alp l

Y, Lb<, cp

0 <x; <L, x3 =d,
0 <x; <L, X5 =¢,
0 <x; <L,
0 <x; <L,

0 <xp <L,

0 <x; <L.




uY?2Au =0 dansY.,Lb
uYb=u\Y.b=0.

Tel que I'operateur A est défini par la matrice




domaine est

-

- DVAP={u 5 H2Y,dP, u;\dP=u,XP=0, u; =up sur S,
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1: On définit sur I'espace L2(c,d) le produit scalaire suivant:
—u,v 5 L2, d b—
\m,vl:l?_,dp:aﬂ)g Uy dXs —I-Ii‘am)g UmVm dX3 —la?)g UpV2 dX

Sltlon L ‘operateur A du probleme (3.2) est un opérateur auto-adjoint.

: .....--_:Iu._ﬂ-'-.-.

— E:émonstratl on: | faut avoir que A est un opérateur symétrigue et maximal

= “monotone.
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st symetrique

—u,v 5 \'AID

—

WAU VHR . o, =V AVHD,




A max’lm'rotone
avoir que - ...,g""; —_——
—+5L%Y,dp @5 DYAPtdque u-+Au =f @
-'probl eme variationnel de ce probleme comme suit

Trouveru 5V =<{v5HN,dRvV —Osur/I'} tel que

ll:L)Zygdp‘Fam )(I?Z\cdb_l'a")( )(I?ZYSdID_YV
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by, VD:_a+‘ﬁ1,V1 e o P00 Yim, Vi ngdp‘la'?\az,vz PPy
” L. v o>
a+\é == I?Zy’g dp_l'a-m\i D4 I?Zﬁ,db_la?\%’ 72 I?ZY,d B

b|||nea| re est continue et coercive.
U|te delaformebilinéaireb(.,.).

bMi,vH = Maui g,ovC




.

leecivité de la forme bilinéaireb(.,.).
—u 5 V =

bilinéaire b(.,.) est continue et coercive, alors grace au
2oreme de Lax-Milgram le probleme (3.3) admet une unique
ltition, donc A est maximal monotone.

== ateur A est symetrique et maximal monotone, alors A est
= L:ﬁn operateur auto-adjoint.

H.

A est un operateur auto-adjoint, alorsil existe une base
orthonormal e formée de vecteurs propres de A. L'objectif
maintenant est de determiner les ééments de cette base, pour
celaon considere I'éguation aux valeurs propres AwW=Aw.

Alorson ale systeme suivant:




Vw, +w¥ =0
VW m +§w¥’ =0
Vw , +w X =
wibbP=w,¥P=0
wibb=wn,Y¥bB
woYab=w,vak
arwYWbP=an wy¥WpR
a>wyY¥Yab=a_wy¥ap

—e'Xs

———

= Apréscalcul, on obtient les solutions suivantes:

1\'(3|3: C1 COSJ\_/Xg —+C> anx
n Y3 b= C3 cosRVx3 +C4 snRVxs

2\'(3 P=C; COSJ\_/Xg +Cg anx




On utilise les Emau systéme (3.4), on obtient

-

C; cos/Vd +C, sn/Vd =0, =

Cs cosJ\—/c +Cg sn,/Vc =0,
Cy cosJ\—/b +C, sin/Vb =C3 cosR'Vb +C, snRVb,
Cs cosJ\—/a +Cg sindVa =C3 cosR'Vxs +Ca snF Ve

’%11C1 J\—/an\—/d +8,C, /Vcos/Vd =22,C3sRV snRVb +8,C4 FVcosR'Vb
’%12C5 J\—/an\—/a +8,C¢ /Vcos/Va =2,C3 RV snRVa+a,C, RV cosRVa

——
=
— e pam—
: o T

il e —
_-—-




Laforme MSystéme des équations précédentes est donnee par:

[ cosyVd snyVd 0 0 0
cos./Vb sn,/Vb 20sF Vb AnEVb 0
2, YVsndVd a /VecosyNVd amRFV snRVb Zam BVcosRVb 0
0 2cosHVxs 2snRVa cosy/Va sn/Va
0 anRV snRVa 2m RVcosRVa 2 JVsn/Va a /Veoos,/Va
0 0 oos/\Vc sn/\Ve

e

Y autilisé le logiciel Mathematica pour trouver le déterminant de la matrice

i
o

-~ ~Comme cas particulier, on prend a=0, b=1, c=2, d=3, alors on obtient
= DetRl &= %Y?Rin@ﬁéz\?ﬁ\bosmﬁ ?R/V 2PcosRYL +R/VER, +
Y2cosRYL ? AV a2 cosRRVarcosRY. +@/VaR/\Va, b? Ros@/Va, x
2JVsinY ?m/va; +P/V¥inRY +mV 222 sinRRV ae, b+
YNV Y2sinRJV adsin@ 3V arsinR/Vae, +R/V Y2 siniRJVar

sinRVa, s b
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- Maintenant on cherche les vecteurs propres non nuls, c'est adire
. Ci#0, i=0,...,6. Pour celaon prend det[M].comme une —
netion de ) et ¢ et on cherche les valeurs propres A qui
ifient det| M]=0. Les calculs directs sont difficiles, donc on

era d'obtenir le graphe de A en fonction de ¢ al'aide du

eI Maple. On obtient le graphe suivant:
"de[0,0.1] et A dans[0.5, 2]

0.02 0.025

epsilon




Remar que D'apres ce he on remarque I'existence des valeurs propres A0. En
3¢ 0N peut aussi voir |'existence des valeurs propres A dans[0,2] quand
t celamontre |'existence de la partie singuliere du la sol ution du probleme
_'existence des valeurs propres non nulles, nous permet de déterminer
ession de |la solution.

sm———

3.3 L'exy
ifme d’ une sérié
RSidere maintenant que u dans le probleme (3.2) est une fonction d'un

Variable X,, qui prend ces valeurs dans un espace des fonctions du
'-"-'-' VE ' Iex3 dans [a,b] on peut écrire le probléme (3.2) comme suit

e —

=
e

d UY]_D

dx?2

uNbP=uY. P=0.

—|-AU\k1|D 0,




On avu que L'omﬁ est un auto-adjoint, alorsil existe une base
nale (e,) formée de vecteurs propresde A definit par

AeYksb=V, en 3R n=20,1,2,...

crire lafonction u(x, ,x; ) danslabase (g, ) souslaforme,

I

U\’X1,X3 b= u,¥1 I@n\’ﬁ3 .
n=0

A U\’kl,X3|3= > VnUn&lmn&3 0
n=0

itut ces formules dans le probleme (3.2) on obtient

1<

= u, %1, K3 52> V,un %1 e, K3 =0,
n=0 n=o

> I: UW]_ I:)'?Vn Un‘%ll:ilen&3 p:O
n=>




On a donc les problemes suivants :

Uy, W1 B2Vhun %, BP=0, n=0,1,2,...
u, Yb=u, . b=0.

- o —

Je Ces problemes, secrit souslatorme

Un K1 P=bn, exp Y2,/ Vi, X1 P+€, exp ¥ Vi X1 F

t:cﬁ;c_)r'me generale de la solution du probleme (3.5) sécrit comme
~suit:

U¥, XsP==> b, (exp\??JVn X1 P?expX Vi x1 I% en Y3
n=>o




erche maintenant la condition pour que u(x,,X3) de H'(€2), tout d'abord
Sfinition suivante — g—

- o -
—

110N On définit sur I'espace L2(Q) le produit scalaire suivant:
—,v 5 L°YIE

\?ﬁ,vligzﬁpzaqx >€ U1V dX3 dX1 —+am )g )§ UmVm dX3 dX1 —l-a?)&o )§ UzV2 dxs dX

aSSOCIe est

IIIUIIILzy.p—aqx )qulcf' dxs dx; +am X ){’quq2 dxs dx; —l-aox )quzq2 dxs dx

e
il
e

"J u_e U(Xy,X3) de H'(Q), il faut que EYEINZIE= . ceci implique que

=

——

o, |2 o, |2
);1] 4‘(7”3] dX3 dX]_




Xiap <u | <

3

_){'( —l'ao)§|§§|2 dX3) dxy

pa r partie par rapport a x, on obtient

La condition pour que u(x;,X3) de H'(€2), est la convergence de la série (3.5)




Blgle des semi-groupes
léme non homogene de (3.2) sécrit

Y
]

== .

uY?Au =f dansV,Lb
uNb=uY.b=0

+
. .

-

__:_U=u1+u2, tel que u,"-Au,=f, alorsle probleme devient

UY?Au; =0 dans¥,Lb
Ulﬁp: i?.lz@p
Ulﬁpz ‘?Jzﬁp

Donc on |'écrit
UY2Au =0 das,LE
uYb=g,
uYb=qg,




.

| que l'opérateur A est un auto-adjoint et (-A) est dissipatif alors-A est
3ur infinitésimal d'un C,-semi-groupe de contraet-lon doncla
It ion du probleme (3.6) secrit sous laforme
1
uY<1 X3 b=C; e™*iA g +C, e PLZRA2

~='
. .

__ les conditions au limites pour déterminer lesfonctions C,, C,, alors

C, 4> e’lAE =01
C,e?A? +C, =g,

Dont Ie déterminant de ce systeme se donne par

L
| f;e?ZLA 2




qui est inversible car le C, semi-groupe de contraction associe a
ur A2 est défini par — -
1

G Wtb = e ™tA 2
qG Ytbg = 1,

i
N

) 1
-d_:: e’mLAZ < 1.

;' Is directs nous donnent




.

~
on — o —
u ie dans ce travail un cas particulier d'un problemelimite issue d'un
dele smplifie de collage de deux solides Ilnealrement élastiques.

. eme on a déduit le probleme
tes celui gqu’on adémontre I’ eX|stence de sa solution faible.

C |t ce probleme aux limites sous la forme d'un probleme d'équation
-__ entielle abstraite. Dans ce probléme on a obtenu un opérateur qu’on a
udie ses propriétés et aussi |’expression de la solution. Dans cette

=c expression & N’ @pparaisse pas donc on ne peut pas passer ala solution du
= oblemellmlte

-—'-_n.ﬂ-
'!_— o
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