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Introduction

La description théorique de la dynamique d’un systéme physique donné (mécanique, élec-
tronique, biologique, économique, ...) sous 'angle d’'un modéle mathématique qui s’exprime en
termes de variables d’état, permettant de définir ’état instantané du systéme, et d’équations
d’évolution faisant passer ces variables d’un instant initial & un instant final, les équations d’évo-
lution sont des itérations d’applications (systéme dynamique a temps discret), ou des équations
différentielles (systéme dynamique & temps continu). Cette thése concerne plus particuliére-
ment les systémes dynamiques chaotiques, qui est un systéme non linéaire, déterministe et
imprévisible, le lieu qui relie les deux notions paradoxales, déterminisme et imprévisibilité est
la propriété de sensibilité aux conditions initiales, en effet, deux conditions initiales infiniment
proches peuvent conduire & des états futurs trés différents du systéme.

La théorie du chaos a été reconnue en tant que telle & partir des années 1960 par de nombreux
scientifiques. En 1963, Edward Lorenz a établi un modéle atmosphérique trés simplifié qui
posséde une forte sensibilité aux conditions initiales. Cette propriété explique le comportement
chaotique des solutions du modéle, s’il y a des erreurs dans la mesure ot l’observation de 1’état
initial du systéme alors la prédiction du futur du systéme dans ce cas est impossible. Lorenz
a appelé ces systémes présentent la dépendance sensible sur les conditions initiales comme
avoir de "l’effet papillon", ce nom unique est venu de la proposition qu’un battement d’aile
de papillon au Brésil peut provoquer une tornade au Texas. Plus tard, de nombreux autres
systémes chaotiques liés au systéme de Lorenz (généralement appelés systémes de type Lorenz)
ont été analysés. Parmi eux un systéme a trois dimensions est inventé par Chen et Ueta en 1999,
dans la poursuite d’une stratégie de controle appelée anti-controle du chaos pour le modeéle de
Lorenz. Plusieurs chercheurs ont démontré dans leurs études que le modele de Chen parait étre
plus complexe et plus sophistiqué, et qu’il a la méme complexité que le modéle de Lorenz, ils
sont tous les deux & trois dimensions, autonomes avec seulement deux termes quadratiques, et
ils ne sont pas topologiquement équivalents.

L’objet de cette thése consiste en une étude de 1’équivalence de deux systémes dynamiques
chaotiques, le but de cette étude est d’examiner et clarifier le domaine des systémes de type
Lorenz bien que des centaines de documents prétendent sinon, généralement, Comme était

prouvé dans les travaux d’Antonio Algaba et al. que les systémes de Chen et de Lii ne sont que



des cas particuliers de systéme de Lorenz, ils ont prouvé aussi que la famille générale de Lorenz,
de maniére générique, homothétique au systéme de Lorenz. De maniére analogue, dans cette
thése on a posé plusieurs conditions sur des formes de systémes tridimensionnels autonomes
quadratiques & deux termes quadratiques pour étre équivalent au systéme de Lorenz. Par les
résultats obtenus dans nos travaux, nous avons distingué trois systémes reconnus équivalents
au systéme de Lorenz.

Cette thése comprend cing chapitres :

Chapitre 01 : Nous donnons dans ce chapitre les notions de base concernant les systémes
dynamiques : la définition et les types des systémes dynamiques et ces propriétés.

Chapitre 02 : Ce chapitre comprend la définition de la théorie du chaos et les différents
outils mathématiques qui nous servent & caractériser le comportement chaotique, tels que les
attracteurs étranges, sensibilité aux conditions initiales et les exposants de Lyapunov.

Chapitre 03 : Dans ce chapitre en donne des exemples célébres sur les systémes dynamiques
chaotiques tels que le modéle de Lorenz, le modéle de Chen et le modeéle de Lii qui nous servira
dans la suite de la these.

Chapitre 04 : Dans ce chapitre nous présentons les travaux d’Antonio Algaba et al. qui
prouvent 1’équivalence de deux systémes dynamiques chaotiques, I’équivalence du systéme de
Chen et le systéme de Lii avec le systéme de Lorenz, et a la fin de ce chapitre une équivalence
de la famille générale de Lorenz avec le systéme de Lorenz sera aussi présenter.

Chapitre 05 : Dans ce chapitre, nous déterminons, au moyen d’une transformation linéaire
des coordonnées et de temps, plusieurs conditions sur six formes générales de systémes auto-
nomes quadratiques tridimensionnels avec deux termes quadratiques équivalents au systéme
de Lorenz, quelques exemples sont donnés pour illustrer nos principaux résultats & certains
systémes bien étudiés en littérature actuelle.

Le contenu du chapitre 5 fait 'objet d’une publication international : "About the Three-
Dimensional Quadratic Autonomous System With Two Quadratic Terms Equiva-
lent to the Lorenz System", Dyn. Contin. Discrte Impuls. Syst., Vol 27 (2020), pp 133-143.

- Communication international : "Some Well Studied Systems Equivalent to the
Lorenz System", International Conference on Operator Theory; ICOT-2018, Hammamet,

Tuniste.



Chapitre 1

Notions de base sur les systémes

dynamiques

1.1 Définition d’un systéme dynamique

Définition 1.1 Un systéme dynamique continu est défini par un systéme d’équations différen-
tielles de la forme :

dz

5 =a' = f(z,t,p). (1.1)

Avec f un champ de vecteurs. x € U C R" le vecteur d’état, u € V C RP le vecteur
des parameétres et ¢ la variable temporelle. R™ est 1’espace des phases (ou d’état) consiste en
un ensemble d’états possibles du systéme, l'ordre qui est égal & la dimension de cet espace

représente le degré de liberté du systéeme. RP est 'espace des paramétres.
Exemple 1.1 L’oscillateur de duffing

=
Y (1.2)
Yy =x— 23— Sy +ycoswt

o 5, v et w sont des paramétres réels. L’espace des phases est R? et lespace des paramétres

est R3.

Définition 1.2 Un systéme dynamique discret est la donnée d’un ensemble d’équations algé-



briques définies par une application itérative f qui associe xy l’état du systéme a un instant ti

par Tpy1 Uétat sutvant a l'instant tipy1 pour tout k € N, on a :
g1 = f (zg,p), z € UCR", peV CRP (1.3)

Exemple 1.2 L’application de Hénon :

2
Th+1 =Yk + 1 —ax;

(1.4)
Yr+1 = by

ol a et b sont des paramétres réels. L’espace des phases et des paramétres est R2.

1.2 Systéme linéarisé

Supposons que, par un changement des coordonnées, le point fixe T ait été ramené a ’origine

f(0) = 0. Le développement de Taylor en x = 0 s’écrit :

f(@) = Df(O)z + %D%(O)(x,x) 4 %D?’f(())(m,:v,x) +o (1.5)

oul’on a

Df(z)e = Z(aafg))xj,
D%f(z)(x,z) = Z@Zgg) T,

o3
D3f($)(-757.%',$) = Z (mg%) TiZT Ty -

Die) = (42).

La matrice



s’appelle matrice jacobienne de f(z) (son déterminant est le jacobien). Pour z petit (1.5) montre

que le comportement du systéme au voisinage de 0 est celui du systéme linéarisé :
' = Df(0)x. (1.6)

Dans le cas ou la matrice A = D f(0) posséde n valeurs propres \;, i = 1, ..., n distinctes, la

solution de (1.6) est :
T = Z Cia(i) exp At

ou a® est le vecteur propre correspondant a la valeur propre \; et ¢, @ = 1,...,n sont des

constantes (déterminées par les conditions initiales).

Définition 1.3 1- Un point d’équilibre T est dit point hyperbolique si la matrice A n’a pas de
valeur propre nulle ou imaginaire.

2- Un point d’équilibre T est dit point selle si le nombre des valeurs propres positives est égal
a celut des valeurs propres négatives.

3- Un point d’équilibre T est dit point neud si toutes les valeurs propres ont le méme signe.

4- Un point d’équilibre T est dit point foyer si des valeur propres sont des paires complezxes

conjuguées.

Théoréme 1.1 (Hartmann-Grobman) : Soit F : R" — R" est un C* difféomorphisme avec un
point d’équilibre T hyperbolique. Alors il existe un homéomorphisme h d’un voisinage du point
d’équilibre T € U dans R™, mettant en correspondance les trajectoires du systéme non linéaire

et celles du systéme linéarisé © = Ax. En particulier :

h(T) =0 et h(F(z)) = Ah(z), Yz e U.

1.3 Notions de stabilité

La notion de stabilité correspond a I'idée d’un comportement qui dure dans le temps et per-
met de formaliser la question suivante : en un point voisin d’un point d’équilibre T qu’advient-il
de la trajectoire solution 7. Cette question est d’importance car dans la pratique les conditions

initiales présentent des incertitudes, il serait souhaitable que deux condition initiales voisines



conduisent a des trajectoires voisines pour tout temps et ceci méme pour des temps infiniment
longs. Une maniére naturelle d’aborder cette question consisterait a résoudre I’équation diffé-
rentielle et & examiner le comportement de solutions. Mais en général, on ne peut pas résoudre

les équations différentielles.

1.3.1 Stabilité d’un point d’équilibre

Définition 1.4 Un point d’équilibre T est dit stable si pour tout voisinage V de xq, il existe un
plus petit voisinage V' C V de T tel que toute trajectoire traversant V' reste dans V lorsque t

augmente, i.e., si ¥p >0, il existe r (p) > 0 tel que :
[zo —Z|| <7 =z (t) — 7| < p,Vt = to

Sinon le point d’équilibre est dit instable.

Définition 1.5 Le point d’équilibre T est dit attractif s’il existe p > 0 tel que :
lzo —Z|| < p= lim [z (t)[| ==
t—-+4o00

Lattractivité signifie que, si l’état est initialisé dans un certain voisinage de l'état d’équilibre,
alors la trajectoire issue de cet état initial convergera vers l’état d’équilibre au bout d’un temps

suffisant (méme infini).

Il existe plusieurs notion de stabilité :

1.3.2 Stabilité asymptotique

Définition 1.6 Le point d’équilibre T est dit asymptotiquement stable s’il est stable et attractif,

i.e., s’il existe r > 0 tel que :
e — 7| < r = lim & (t:70) — & (£7)]| = 0, quand t — o

Remarque 1.1 La stabilité asymptotique impose que la limite des trajectoires lorsque (t — 00)

soit le point d’équilibre, tandis que la stabilité neutre impose seulement que les trajectoires



restent dans un voisinage du point d’équilibre sans nécessairement tendre vers celui-ci, et exige
Uexistence d’un voisinage de l’équilibre tel que toute trajectoire ayant pour condition initiale un

point de ce voisinage converge vers le point d’équilibre.

1.3.3 Stabilité exponentielle

Dans certaines situations, on exige la stabilité exponentielle de I’équilibre qui est plus forte

que la stabilité asymptotique.

Définition 1.7 Le point d’équilibre T est dit exponentiellement stable s’il existe des constantes

positives o, v et r telles que :
|zo-Z| < r = ||z (t,20) — Z|| < ve " ||zo — Z||, pour tout t € R.

1.3.4 Stabilité globale et stabilité locale

Définition 1.8 Dans chacune des définitions précédentes, la stabilité est définie de maniére
locale puisque reliée a la notion de voisinage. En utilisant les définitions précédents, il n’est pas
possible & priori de prédire le comportement du systéme pour une condition initial prise loin du

point d’équilibre.

Définition 1.9 Si un systéme est stable exponentiellement (resp asymptotiquement) pour n’im-
porte quelle condition initiale dans R", on dira que T est exponentiellement (resp asympto-
tiquement) stable au sens large. On dira aussi qu’il est globalement exponentiellement (resp

asymptotiquement) stable.

1.4 Attracteurs

Pour les systémes dissipatifs, lorsque t tend vers I'infini le point représentatif du systéme
dans I'espace de phase va se rapprocher asymptotiquement d’'un objet géométrique que 1'on
nomme attracteur. On distingue quelques types de comportements asymptotiques, et donc
d’attracteurs :

1. Le point fixe : C’est le cas le plus courant, dans lequel le systéme évolue vers un état

de repos. C’est un point de I’espace de phase vers lequel tendent les trajectoires.



2. Le cycle limite périodique : Est une trajectoire fermée dans ’espace des phases se
referme sur elle-méme, vers laquelle tendent les trajectoires. C’est donc une solution périodique
du systéme.

3. Le cycle limite quasi-périodique : C’est presque un cas particulier du précédent.
Le systéme présente au moins deux périodes simultanées dont le rapport est irrationnel. La

trajectoire de phase ne se referme pas sur elle-méme, mais s’enroule sur une variété de dim-2.

1.5 Bifurcation

Les systémes d’équations différentielles paramétrées peuvent avoir différents comportements
asymptotiques (tendre vers un équilibre, un cycle limite,...) en fonction des valeurs de leurs
parameétres. Il peut donc exister certaines valeurs pour lesquelles le comportement du systéme
passe d'un état qualitatif & un autre (l'attracteur du systéme était un équilibre et devient
un cycle par exemple). Ce changement d’état qualitatif est une bifurcation et la valeur du
parameétre associée est appelée valeur de bifurcation. Sur un intervalle de valeurs d’un parameétre
qui contient une valeur de bifurcation, un systéme est donc structurellement instable. L’analyse
des bifurcations a pour objectif de localiser ces éventuelles valeurs particuliéres des paramétres.
La théorie des bifurcations consiste & classer les différents types de bifurcations en classes.
Chaque classe correspond & une certaine symétrie dans le probléme. Parmi les différents types
de bifurcations on trouve :

Bifurcations locales : de fagon générale, toutes les déstabilisations d’un systéme se ra-
meénent & trois types de bifurcations génériques :

Bifurcation selle-noceud : Cette bifurcation consiste en le dédoublement d’un point fixe

en deux nouveaux points fixes, 'un étant stable et ’autre pas.

branche (a)

T~ . _ branche (b)

Fig.1.1: Bifurcation point selle-nceud, la branche (a) est stable tandis que la branche (b) est instable.
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Bifurcation fourche ( pitchfork ) : Un point d’équilibre unique stable se déstabilise
en un équilibre instable, et deux équilibres stables sont créés. On distingue deux types de
bifurcation pitchfork, super-critique (se caractérise par un point d’équilibre qui bifurque en
deux points d’équilibres stables et un point d’équilibre instable), ou sous-critique (un noeud
instable bifurquera en deux nceuds stables).

Bifurcation de Hopf : La bifurcation de Hopf donne naissance & des solutions oscillantes,

elle associée a I’équation dans le plan complexe :
() = £ (2(t) = (u+ iw)2(t) — |2 2(0).
Pour étudier cette équation, on écrit z sous la forme :
2(t) = a(t)e’,

on obtient alors :

La premiére équation représente la bifurcation fourche de paramétre de controle p.

& Q

Fig.1.2: la bifurcation de Hop.

Nous partons d’un systéme ou le parameétre p est négatif. Le systéme posséde un point d’équi-
libre stable qui correspond ici & un point puits : les trajectoires s’enroulent en spirale vers
Porigine. Lorsque p = 0, ce point d’équilibre perd sa stabilité. Puis lorsque p > 0, il se forme
alors une trajectoire périodique stable ou un cycle limite.

Bifurcations globales

Ces bifurcations correspondent aux collisions de variétés et ne sont plus détectées par li-

11



néarisation autour de la solution (elles ne font donc pas forcément intervenir le voisinage de la

solution).

Orbite hétéroclinique Cette bifurcation résulte de la collision de variétés stables et instables

de deux selles séparées. C’est en fait un phénomeéne assez rare.

x1 x1 %1

p<p p=p p>p
Fig.1.3: Bifurcation hétroclinique
Orbite homoclinique Ce sont les variétés stable et instable d’une méme selle qui entrent en
collision. Selon le signe d’une certaine quantité, appelée quantité de selle et notée o, deux types
de cycles sont observés comme on peut le voir sur la Figure 1.4.

Au niveau temporel, les orbites homocliniques ont un comportement trés particulier. Comme
le montre la Figure 1.5, les trajectoires restent longtemps & proximité de la selle avant d’étre
trés rapidement expulsées vers le cycle homoclinique en cours de formation pour revenir enfin
prés de la selle et y passer un peu plus de temps encore etc. La théorie prédit que, pour la
valeur du parameétre pour laquelle 'orbite homoclinique est observée (valeur de bifurcation) la
période des trajectoires sur ’orbite est infinie. Cela rend les points de bifurcation homoclinique
trés difficilement détectables par simulation (& la limite, le temps de simulation serait infini).
D’autre part, dans le cas des systémes biologiques, les données sont souvent recueillies sur une
période de temps assez courte (quelques années par exemple pour les systémes écologiques).
Dans ce cas, il faut garder a l’esprit le comportement des orbites homocliniques pour ne pas
identifier a tort un équilibre du systéme qui serait en fait une phase stationnaire (proche de la
selle) d’une trajectoire attirée par une orbite homoclinique, qui pourrait donc encore subir des

changements brutaux.

Remarque 1.2 De plus, cette bifurcation peut aussi étre a l'origine d’un comportement chao-
tique. Dans ce cas, une seule bifurcation est suffisante pour faire basculer le systéme dans un

régime chaotique.

12



Cas =0 :
24 2 A X2 4
x1 x1 x1
Cas og=0 :
X2 M X2 A X2k
x1 %1 x1
p<p p=p p>p
Fig.1.4: Bifurcation homoclinique.
%1
| Temps

Fig.1.5: Comportement temporel d’une orbite homoclinique.

Diagramme de bifurcation

Le diagramme de bifurcation est un tracé des points de ’état stationnaire du systéme en
fonction du paramétre du controéle. Typiquement, on choisit un état variable et on trace la valeur
limite de celui-ci en fonction d’un seul parameétre de controle. Pour les systémes discontinus,
on trace simplement les valeurs successives d’un état variable. Pour les systémes continus, un
certain type de discrétisation est demandée, en général a ’aide d’une section de Poincaré. Un
diagramme de bifurcation résume l'information sur ’espace d’état et la variation en fonction
du paramétre peut étre visualisée. La transition d’un état stationnaire vers le chaos peut étre
observée.

Dans lapplication de Hénon (1.4) la construction de diagramme de bifurcation est faite en
faisant varier le parameétre a de 0 & 2 avec un pas de 0,0005, b est égale & 0,3. Le diagramme
obtenu est représenté par la figure 1.6. Ce diagramme est de type de bifurcation de doublement
de période (lattracteur de Hénon contient deux points fixes). La partie stable se situe dans

I'intervalle [0; 0,3675] : Un 2—cycle stable commence & a = 0, 3675 suivi d’un 4—cycle stable &

13



a = 0,9 et ainsi de suite. La période continue de doubler jusqu’a une valeur déterminée ou le
trajectoire commence & prendre une forme particuliére.

Pour a = 1,4, on ne distingue plus les cycles, le systéme est chaotique.

1.5

_ost

o 0.5 1 15

Fig.1.6: Diagramme de bifurcation de Hénon
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Chapitre 2

Notions de la théorie du chaos

2.1 Introduction

Des systémes dynamiques non linéaires, peuvent faire preuve de comportements compléte-
ment imprévisibles, qui peuvent méme sembler aléatoires (alors qu’il s’agit de systémes parfai-
tement déterministes : Chaque condition initiale détermine entiérement 1’évolution future car
il n’y a pas de hasard). Cette imprédictibilité est appelée chaos. La branche des systémes dy-
namiques qui s’attache & définir clairement et & étudier le chaos s’appelle la théorie du chaos,
(Voir par exemple [4]-[11]). Cette branche des mathématiques décrit qualitativement les com-
portements a long terme des systémes dynamiques. Dans ce cadre, on ne met pas ’accent sur
la recherche de solutions précises aux équations du systéme dynamique (ce qui, de toute fa-
gon, est souvent sans espoir), mais plutot sur la réponse a des questions comme « Le systéme
convergera-t-il vers un état stationnaire & long terme, et dans ce cas, quels sont les états sta-
tionnaires possibles 7» ou « Le comportement a long terme du systéme dépend-il des conditions
initiales 7.

Ce chapitre est consacré & donner quelque notion de base sur la théorie de chaos.

2.2 Histoire de la théorie du chaos

En 1846, la planéte de Neptune a été découverte, en causant d’une vraie célébration dans

le monde mécanique classique Newtonien, cette révélation avait été prédite de I’observation des
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petites déviations dans I'orbite d’Uranus.

En 1860 James Maxwell employé a discuté comment les collisions entre molécules de la sphére
dures pourraient mener a 'amplification progressive des monnaies d’appoint et le rendement
aléatoire microscopique dans les gaz.

En1889 le Roi Oscar II de Suéde octroie un prix au premier chercheur qui pourrait déterminer
et résoudre le probléme des n-corps des orbites des corps célestes et ainsi prouver la stabilité
de systéme solaire.

En1890 Henri Poincaré gagne le premier prix du Roi Oscar I1. Etant le plus proche a résoudre
le probléme de n-corps, il a découvert que l'orbite de trois corps célestes agissantes 1'une sur
Pautre peut engendrer un comportement instable et imprévisible. Ainsi, le chaos est nait (mais
pas encore mentionné!). En 1908 il a publié, une idée de chance qui est au début le facteur
déterminant dans les systémes dynamiques, parce qu’il n’y avait pas d’outils tels que le théoréme
d’ergodique au sujet des mathématiques de mesure, et parce qu’il n’y avait pas d’ordinateurs
pour simuler ce que ces théorémes prouvent.

En 1963 Edward Lorenz découvre le premier systéme chaotique dans la météo ou encore
appelé attracteur étrange.

En 1975 Tien-Yien Li et James Yorke ont présenté pour la premiére fois le terme “chaos”
dans un article intitulé “Period three implies chaos”.

Au début de 1980 au moins le chaos dans ce sens avait été vu dans toutes sortes de méca-

nique, systémes électriques, fluides et autres.

2.3 Caractérisation des systémes chaotiques

Ce paragraphe est consacré a quelques outils servant a rendre quantitatives les observations
faites sur des systémes chaotiques. Pratiquement, une dynamique chaotique peut étre identi-
fiée, en premiére analyse, par la reconnaissance de propriétés caractéristiques : sensibilité aux
conditions initiales, exposant de Lyapunov, attracteurs étranges,. .. etc.

1. Sensibilité aux conditions initiales

Le systémes chaotiques exhibent la sensibilité aux conditions initiales, si deux trajectoires

divergent exponentiellement a deux conditions initiales arbitraires trés voisines initialement,
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par suite les deux trajectoires sont incomparables.

2. Exposants de Lyapunov

Lorsque la divergence possible entre deux orbites issues de conditions initiales voisines croit
exponentiellement avec le temps pour presque toutes les conditions initiales voisines d’un point
donné, on a le phénomeéne de sensibilité aux conditions initiales, idée & laquelle sont attachés les
exposants de Lyapounov, qui donnent une mesure quantitative de cette divergence exponentielle
locale.

FExposant de Lyapunov pour une application unidimensionnelle

Soit une application discréte f de R dans R qui applique z; sur x;y1. Choisissons deux
conditions initiales trés proches, soit zg et xp + € et regardons comment se comportent les tra-
jectoires qui en sont issues. Supposons qu’elles s’écartent en moyenne & un rythme exponentiel.

On pourra alors trouver un réel A tel qu’aprés ¢ itérations :

|f(z0) — f (zo + )| ~ e

En passant au logarithme on trouve :

~ \t.

lﬁfWM—f@m+@

€

Si 'on fait tendre € vers 0 il vient :

df (zo)

dwo

1
A~ —In
t

Finalement, en faisant tendre t vers I'infini et en utilisant la régle de dérivation en chaine, on

obtient :
t—1

. 1
/\_tl}-ni-lootzg

=l

df

T=X;
dx ‘

)

A est appelé exposant de Lyapunov. Il indique le taux moyen de divergence par itération. Si ce

nombre est positif, il y a élongation et sensibilité aux conditions initiales. Si, par contre, il est

négatif, on perd de I'information sur les conditions initiales : les trajectoires se rapprochent.
Généralisation auz applications multidimensionnelles

Pour généraliser les concepts du paragraphe précédent & des trajectoires multidimension-
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nelles de type :
iR SR xp = f(x).

Commencgons par préciser qu'un systéme m-dimensionnel possédera m exposants de Lyapunov.
Chacun d’entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes du systéme, de sorte qu’en

moyenne un hyper-volume initial V{ évolue selon une loi de type :

V= %6(A0+/\1+"'+>‘m)t.

Pour avoir du chaos, il est nécessaire qu’au moins un des A; soit positif, pour avoir étirement
et donc SDIC selon au moins un axe. Mais il faut également que la somme des \; soit négative.
En effet, dans le cas contraire, le volume initial finirait par remplir tout I'espace dans lequel il
est immergé. On n’aurait alors plus un attracteur de faible dimension, et donc plus affaire a
du chaos déterministe. Mais avant de nous pencher sur ce genre de considérations, nous devons
pouvoir définir et calculer les A;. Dans ce but, fixons-nous donc une hypersphére dans notre
espace m-dimensionnel de rayon ¢ (petit) de conditions initiales et examinons son évolution.

Comme précédemment, nous nous intéressons & :

fH(zo+ ) — fH(zo).

Soit wa = 1o + ¢ et opérons un développement en série limité d’ordre 1 de f!(x() au voisinage
de 336 :
; dft (330)

Ty — Ty = 7(9«"0 — 14) = J*(20) (0 — ),

ou J'(zp) dénote la matrice jacobienne de ft'(.) au point zg. Il s’agit d’'une matrice carrée

m X m. Si elle est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P; telle que :

D! =P lJ'P

ou D}, est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de J*. Dénotons celles-ci par L}
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,4 =1,..,m. On définit alors les m exposants de Lyapunov de la maniére suivante :

1
Ai = lim gln[Aﬂ, i=1,...m

t— 400

3. L’existence d’une trajectoire homocline ou hétérocline

Définition 2.1 Une orbite v(xg) telle qu’il existe deux points d’équilibres a et b vérifiant
Tme— o0 @i(T0) = a et limy—,_ o @,(xg) = b est dite orbite hétérocline si a # b et orbite

homocline si a = b.

Théoréme 2.1 (Shilnikov, 1965) Soit ( un champ de vecteurs linéaires par morceaux associé
a un systéme autonome en trois dimensions f (X). Si Uorigine est un point d’équilibre ayant
une paire de valeurs propres complexes o + iw avec 0 < 0, w # 0 et une valeur propre réelle
v tel que |o| < 7, et si l'origine posséde une orbite homocline alors ( peut étre perturbé de
maniére infinitésimal en un champ de vecteurs (' ayant un nombre dénombrable d’ensemble «

fer a cheval ». De tels ensembles étant la signature de systémes chaotiques.

4. L’attracteur étrange ou chaotique

L’attracteur étrange est caractérisé par le phénomeéne de sensibilité aux conditions initiales
qui limite les possibilités de prédiction & long terme d’une trajectoire particuliére. Il est contenu
dans un espace fini. Son volume est nul. Sa dimension est fractale et non entiére, sa trajectoire
est complexe, presque toutes les trajectoires sur 'attracteur ont la propriété de ne jamais
passer deux fois par le méme point. En d’autres termes, chaque trajectoire est apériodique,
deux trajectoires proches & un instant ¢ voient localement leur distance augmenter & une vitesse
exponentielle. Alors un sous-ensemble borné A de ’espace des phases est un attracteur étrange
pour une transformation 7" de ’espace s’il existe un voisinage U de A, c’est a dire que pour tout
point de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les propriétés
suivantes :

Attraction : U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le point
initial est dans U et entiérement contenue dans U. De plus, toute orbite de ce type devient et
reste aussi proche de A que 'on veut.

Sensibilité : les orbites dont le point initial est dans R sont extrémement sensibles aux

conditions initiales.
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Fractal : Le comportement d’un systéme chaotique se reproduit de maniére « auto similaire
» & des échelles différentes. Plus on le regarde de preés, plus on découvre de nouveaux détails
comparables a ceux qu’on observait aux échelles supérieures. Sa représentation géométrique ne
s’integre pas dans un espace de dimensions entiéres, mais de dimensions fractionnaires (une
courbe, n’est plus tout a fait une courbe, mais elle n’est pas devenue une surface).

Mélange : Pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi

prés que 'on veut de ce point.
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Chapitre 3

Quelques modéles des systémes

chaotiques

3.1 Modéle de Lorenz

Edward Lorenz (1917-2008), météorologue au Massachusetts Institute of Technology, a dé-
veloppé un modeéle météorologique basé sur I'étude de la convection dans I’atmosphere (du
chaud vers le froid). La différence entre la température de la Terre et celle de 'atmosphére crée
des courants convectifs qui ont pour effet d’influencer les phénomeénes météorologiques [12]. Ce
modele a joué un roéle historique important puisque son évolution temporelle fait apparaitre un
comportement chaotique. De plus, il constitua le premier systéme dissipatif permettant d’ob-
server un attracteur étrange. Lorenz a proposé en 1963 un modéle mathématique simplifié, basé
sur les équations de Boussinesq, qui peut étre exprimé sous la forme d’un systéme de trois

équations différentielles d’ordre 1 :

X' =o(Y - X)
Y =pX-Y -XZ
7' = —BZ+ XY

ou o désigne le nombre de Prandtl, 5 est I’élongation de la boite contenant le fluide et p (Le

parametre de controle) est le nombre de Rayleigh réduit.
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Equilibres de modéle

Les points d’équilibre sont définis pour 2’ = ¢/ = 2’ = 0. Pour p < 1, il n’y a qu’un seul point
d’équilibre Py (0,0,0) et pour p > 1, il y a deux autres points : Pj (\/ﬁ (p—1),\/Blp—1),p— 1) et
Py (—\/B (p—1),—/B(p—1),p— 1>. L’étude de la stabilité des points d’équilibre repose sur

le singe de la partie réelle des valeurs propres, notées \;, de la matrice jacobienne J obtenue en
linéarisant autour d’un point d’équilibre.

La matrice jacobienne du systéme s’écrit :

J = p—z -1 —zx . (31)

Stabilité de I’équilibre nul
L’origine est un point d’équilibre pour toutes les valeurs de parameétre 3, o et p. La matrice

jacobienne est :

et pour det(J — AI) = 0, nous avons I’équation caractéristique suivante :
A+ BN+ (e + DA +a(l—p)] =0, (3.3)
a pour racines :

—0—141/(0c—1)*+4po —0—1—1/(c—1)*+4po

AL = Ag = A3 = —f.
1 2 y N2 2 s N3 /B

Pour p < 1, il y a trois racines réelles négatives, I’équilibre est donc stable. Pour p > 1, une des
valeurs propres est positive, I’équilibre est donc instable.

Il y a une bifurcation quand p = 1 : ¢’est une bifurcation de fourche créant les deux autres
points d’équilibre.

Comme application numérique dans la Fig.3.1 avec p = 0,5 et avec trois conditions initiales
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différentes Iy (0,0,0), I; (—1,2,—-1/2) et I3 (2,2, —3), en remarque que quelque soient les condi-
tions initiales, les points convergent vers le point d’équilibre FPy. C’est donc un point d’équilibre

stable et il est unique.

=Lty
=Lty
E143 ]
=ity
a | wi{t)y

(L)

[EERER]
b
e

Positions x et 2

—a | 4

-3 a .2 a4 .5 i) 1@
Tenps (t)
Fig.3.1: Les trajectoires du modele de Lorenz pour différentes conditions initiales avec p=0.5.

Stabilité des équilibres pour p > 1

La matrice jacobienne correspond & ce cas s’écrit :

—0 o 0
J=11 -1 —/Bp-1) |- (3.4)

VB(p—T1) (\/5(,0— 1)) —b

Ses valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique :
det(J —AI) = P(\) = X* + (0 + B+ 1)A? + B(0 + p)A + 2Ba(p — 1). (3.5)

Selon les valeurs du paramétre p, ce polyndéme peut avoir trois racines réelles négatives
ou bien une racine réelle et deux racines complexes conjuguées. On peut simplifier ce calcul
en utilisant le fait qu’il existe une valeur propre A\; = 0 si p = 1 donc on peut supposer

que |A\;| << 1si|p—1] << 1 on peut donc négliger A\? et A3 de 1’équation :

~ —208(p—1)

A = <0, pour p>1.
+8p
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Les autres valeurs propres A2, A3 ne dépendent pas de p.
~X = Xo+1+ )~ (08 + ) =0,

on a donc :

A= (0+1+p)?—4B(c +1),

alors les valeurs propres sont :

—(c+14+B8)+/(o+1+B8)2—-4B8(c+1)

Ay = 5 < 0,
. —(a+1—|—6)—\/(a;1+6)2—4ﬁ(0+1)<O.

On fait de méme avec P» et on trouve le méme résultat A3 < A2 < A\; < 0 (noeud stable). Donc
pour les points Pj, P, sont stable pour |[p — 1| << 1.

On va maintenant montrer que les points d’équilibres issus de la premiére bifurcation se
déstabilisent pour une valeur critique de p par une bifurcation de Hopf. Cette deuxiéme bifur-
cation est caractérisée par une paire de valeurs propres complexes conjuguées pour lesquelles la
partie réelle change de signe & la bifurcation. On sait donc qu’il existe des solutions purement
imaginaires A2 = diw quand p assume sa valeur critique p.. En reportant la valeur A = jw

dans I’équation, on obtient les deux conditions :
—W 0+ B+1)+28(p—1)0=0, —iw®+iwB (o0 + p) =0.

L’élimination de w? entre les deux équations permet d’obtenir la valeur critique p,. :

_o(0+B+3)
SECEY RSV
Pour les valeurs o = 10, 5 = 8/3, la valeur critique est p, = 470/19 ~ 24, 73. Lorsque p > p,, le
systéme transite vers un régime chaotique. La trajectoire tourne autour d’un des deux équilibres
instables comme si elle y convergeait avant de basculer aléatoirement vers I'autre équilibre pour

y répéter le méme type de comportement. Tous les trajectoires convergent vers une trajectoire
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chaotique, c’est 'attracteur étrange.

On montre que la distance entre deux conditions initiales trés proches s’amplifie trés ra-
pidement (sensibilité aux conditions initiales), ainsi que le chaos déterministe observé avec ce

systéme dynamique simple.

25
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Fig.3.3: Position z(t) pour p=30.

Position x(t}

3.2 Modéle de Chen

La construction du systéme du Chen [50], est basée sur la création de chaos avec la tech-
nique de 'anti-controle, elle basée sur la déstabilisation de quelque points d’équilibre stable

existant dans le systéme non-chaotique par 'utilisation de la réaction de I’état (Feedback).

25



Anti-contréle de I’équation de Lorenz

Chen a considéré ’équation de Lorenz controlé :

' =aly —x)
Y =cr—y—xz+u (3.6)
2= —bz+uwy

ol a, b, ¢ sont des constantes et v est un controleur linéaire de la forme

u = ki1x + koy + k3z,

tel que ki1, ko, k3 sont des constants de gains & déterminé.

Le Jacobian du systéme controlé, évalué a (z*,y*, z*), est donné par

—a a 0
J(m*,y*,z*)z c+ki—2% ko—1 kg—2ao*
y* x* —b

Les trois points d’équilibres du systéme de Lorenz contrélé sont donné par :

0(0,0,0), P(z) = (z,x,—),

ou :

11
2= §k3i§\/k3+4b(c+k1+k2—1).

Si le Jacobian est évalué au point O(0,0,0), Chen a choisi k3 = 0 pour la simplicité, car
k3 n’influence pas les valeurs propres, et les paramétres k1, ko sont déterminés plus loin pour un
comportement chaotique possible du systéme contrélé. Pour avoir un comportement chaotique,
les deux points d’équilibre P(x) ne peuvent pas étre stables, la condition de Routh de stabilité

des points d’équilibre réveéle un choix possible simple de k1, ko comme :

klz—a, k2:1+c,
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alors le contréleur est donnée par :

u=—ax+ (1+ )y,

qui transforme le systéme de Lorenz non chaotique vers le systéme chaotique de Chen :

o = aly - )
y=(c—a)x+cy—uzz (3.7)
2= —bz+uxy

Le portrait de phase pour le systéme de Lorenz non-contrélé avec a = 35, b = %, c = 28, est
une orbite stable qui part d’un point arbitraire et qui est attiré vers I'un des points d’équilibre.
Au contraire, Fig.3.2 montre un attracteur chaotique dans le systéme controlé avec le méme

ensemble de valeurs du parameétre. Ces résultats suggerent que ’action de controle u est efficace

pour la création des comportements chaotiques dans certains cas comme celui-ci :

Fig.3.4: Attracteur étrange de Chen.

Stabilité des points d’équilibre

La dynamique du systéme de Chen est globalement, uniformément et asymptotiquement
stable autour l'origine si ¢ < 0 < a, cela peut étre vérifié par 'utilisant de la fonction de
Lyapunov :

a—c
Viz,y,z) = WxQ +y? + 22

Ensuite, pour un volume dans un certain domaine Dy, de ’espace d’état, la divergence du
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systéme est donnée par :

div=—-a—-b+ec

Pour une solution du systéme de Chen existe il faut toujours utiliser un ensemble de para-
metres satisfaisant div < 0, comme (a, b, ¢) = (35, 3, 28), cela veut dire que le systéme de Chen
est dissipatif, donc le volume de tout attracteur du systéme doit étre nul, donc 'orbite vote
dans une certaine région bornée quand ¢ — oo.

Bifurcations des points d’équilibres

Le systéme de Chen a trois points d’équilibre si (2¢ —a)b > 0 :

0(0,0,0), CT = (v/(2¢ — a)b,\/(2c — a)b,2c — a), C~ = (—/(2¢ — a)b, —\/(2¢c — a)b, 2c — a).

% est la valeur du

Pour a > a,, lorigine O est un foyer (le seul équilibre), tel que a, =
parameétre a au laquelle le foyer change & un noeud. La bifurcation pitchfork pour O émerge a
la valeur de a, = 2c, ici, O a un changement a un selle instable et en méme temps deux foyers
symétriques sont produits, donc nous avons trois points d’équilibre pour a < a,.

Le paramétre a, est aussi la valeur de la bifurcation noeud-col pour C* et C~, qui ne
dépendent pas de parameétre b.

_ 2
Pour : ap = 3c+V ibc+17c

les bifurcations de Hopf émergent de ces foyers.

Pour : a; < a < ap les valeurs propres sont complexes conjuguées, C* et C~ sont deux
foyers stables.

Pour : a = ay, ils changent en deux selles instables, et deux cycles limite isolés sont produits

autour les d’eux point, C* et C~.

3.3 Modéle de Lii

Le systéme de Lii est définit par [22] :

o = aly - 2)
y = —xz+cy (3.8)

2 =xy— bz
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le systéme (3.8) avec a = 36, b = 3, ¢ = 20, présent un attracteur chaotique comme montré

dans la figure suivante :

(5] ()
Fig.3.5: Diverses projections de l'attracteur chaotique de Lii : (a) z—y, (b) z—2z, (¢) y—=z, (d) z—z—y.

Equilibres et bifurcations

Dans le systéme (3.8), si be > 0, alors le systéme a trois points d’équilibres :
So = (0,0,0), Sy = (Vbe,Vbe,c), S— = (—Vbe, —Vbe, ¢).

La bifurcation de fourche de la solution nulle & ¢ = 0 peut étre observée, si a et b sont fixes
et c est varié, les autres équilibres, S et S_ sont symétriques placé par rapport a l'axe z. La
linéarisation du systéme (3.8) pour la solution nulle Sy donne trois valeurs propres : \; = —a,
A2 = ¢, et A3 = —b. Lorsque ¢ > 0 l'origine est un point selle en trois dimensions, lorsque ¢ < 0
l'origine est le seulement point d’équilibre et c’est un puits.

Ensuite, linéariser le systéme pour 'autres équilibres donne I’équation caractéristique sui-

vante :

FO) =X+ (a+b—c)A\? + ab) + 2abc = 0 (3.9)

Notez que les coefficients de ce polynome cubique sont tous positifs (puisque a +b—c > 0),
de sorte que f(A) > 0 pour tout A > 0. Par conséquent, il y a instabilité (Re(\) > 0) seulement
8’'il y a deux conjugués complexes zéros de f. Maintenant, il est clair que lorsque ¢ = 0, les

trois zéros sont A\ = 0, —a, —b et donc le systéme a une stabilité linéaire ou une stabilité
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marginale. Le premier zéro donne A = —2¢, comme ¢ | 0, donc la stabilité est perdu dans la
limite lorsque c¢ s’approche de zéro. Comme ¢ augmente de 0, I'instabilité ne peut s’établir que
lorsque Re(A) = 0, c’est-a-dire lorsque deux zéros sont A = +wi pour un vrai w. Mais la somme

des trois zéros du polynoéme cubique f est :

)\1+)\2+)\3:*(a+b*0).

Donc A3 = —(a+ b — ¢). Sur la marge de stabilité, nous avons A = +wi. Par conséquent, sur la

marge, nous avons

0=f(—(a+b—c)) =ab(3¢c—a—1D),

et
b
ch = a;r . (3.10)

En fait, s’il y a I'instabilité alors que ¢ augmente & partir de 0, le phénoméne suivant peut
étre observé. Le diagramme continu une bifurcation de Hopf, b = 3, A1 décroit de zéro jusqu’a
coalescence avec Ao (quand A\; = Ay < 0), ils deviennent alors un complexe paire conjuguée, et
finalement leur partie réelle augmente par zéro, tandis que A3 reste négatif pour tout ¢ > 0. On
peut ainsi voir que chacun des points S; et S_, lorsqu’ils sont instables, ont une valeur propre
négative et deux valeurs propres conjuguées complexes. Ce point d’équilibre est un selle-foyer.
Les bifurcations de Hopf émergent de la valeur de ¢;, = (a + b)/3, ou le complexe conjugué
valeurs propres sont A = ++/bci. Lorsque ¢ < ¢;,, S4 et S_ sont les deux puits stables. A ¢ = ¢y,
ici ils changent a deux selles instables bidimensionnelles. Si nous réparons b = 3 et varient a
et ¢, on peut observer une continuité de bifurcation de Hopf. Et c’est facile pour voir que la
bifurcation de Hopf continue du systéme (3.8) est plus simple que celle systémes de Lorenz et

Chen puisque ces derniers ont des fonctions quadratiques du paramétre a.
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Chapitre 4

L’équivalence topologique de deux

systémes dynamiques chaotiques

4.1 Introduction

Depuis I'introduction du systéme de Lorenz, qui a fait 'objet d’une étude approfondie (voir
par exemple [12]-[25]), de nombreux autres systémes chaotiques liés & lui (généralement appelé
les systémes semblables & Lorenz) ont été analysés (voir par exemple [26]-[45]). Parmi tous les
systémes semblables & Lorenz considérés dans la littérature, il y en a deux ont de nombreux
documents été publié¢ a leur sujet : le systéme de Chen (voir par exemple [50]-[67]) et le systéme
de Lii (voir par exemple [68]-[87]). Dans ce chapitre nous intéresse a la question de 'équivalence
au systéme de Lorenz qui a été discutée récemment [90]-[104], pour ¢a nous présentons quelque
travaux sur le probléme de ’équivalence, Telles que les travaux d’Antonio Algaba et al., qu’ils
ont prouvé ’équivalence entre les systémes de Chen et Lii avec le systéme de Lorenz, de méme

pour la famille générale de Lorenz.

4.2 L’équivalence du systéme de Chen au systéme de Lorenz

Dans la référence [53] Chen indique que le systéme de Lorenz et de Chen sont similaires, ainsi
qu’il est simple de vérifier qu’aucune transformation de coordonnées (linéaire ou non linéaire)

ne peut convertir 'un a lautre. Dans la référence [90] Antonio Algaba et al. ont prouvé qu’il
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existe une transformation linéaire entre le systéme de Chen et le systéme de Lorenz, d’autre
part, le systéme de Chen est un cas particulier du systéme de Lorenz, et par conséquent,
tout le comportement dynamique présenté par le systéme de Chen est présent dans le systéme
de Lorenz. Ces résultats illustrons reliant les bifurcations de Hopf, les orbites périodiques, les
surfaces invariantes et les attracteurs chaotiques des deux systémes. Comme il y a eu une grande

littérature qui a ignoré cette équivalence (voir par exemple [50]-[67]).

4.2.1 La transformation entre le systéme de Chen et le systéme de Lorenz

Dans [90] et avec la transformation linéaire suivante, ¢ # 0
r=—-cX, y=-¢Y, z=—cZ, T=—ct, (4.1)
le systéme de Chen (3.7) devient :

02% =a(—cY 4+ cX)
2dy _ —(c—a)eX — Y —2XZ

dr
242 — peg + Ay

¢ dr
alors
=t -x)
Y — (e _NX-Y-XZ (4.2)
i bz 4 XY

Par conséquent, si ¢ # 0, le systéme de Chen est un systéme a deux parametres ¢ et %. Notez

que le systéme (4.2) correspond au systéme de Lorenz avec les parameétres :
a b
oc=——p=--1pF=—. (4.3)
c c c
Dong, généralement, pour ¢ # 0, le systéme de Chen est équivalent au systéme de Lorenz
dans le cas particulier p+ o = —1. Ainsi, pour un systéme de Lorenz satisfaisant p+ o0 = —1, il

y a un nombre infini des systémes de Chen de parameétre c. Dans ce cas tout objet dynamique

existant dans le systéme de Chen avec ¢ # 0 (équilibre, orbite périodique, orbite homocline,
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hétérocline orbite, ensemble d’attracteur, etc...) existe également pour le systéme de Lorenz.

De plus, pour ¢ = 0, la transformation linéaire :

xr=aX, y=aY¥, z=aZ, T=at, (a#0),

montre de maniére triviale que le systéme de Chen est équivalent au systéme a un parametre

X -y-X

£

X = _X-XZ
=

az _ _ b X

En fait, c’est un cas particulier du T-systéme [47].
Rappelons que si a = 0, le systéme de Chen devient linéaire, alors il a un intérét trivial.
En bref, du point de vue dynamique, quand ¢ # 0 le systéme de Chen est équivalent au
systéme de Lorenz dans le plan des parameétres p + o = —1. Dans le cas ¢ = 0, il est équivalent

au T-systéme dans un espace & un paramétre.

4.2.2 Comparaison dynamique de deux systémes

Dans la référence [90], les auteurs ont donné quelques exemples de la dynamique trouvée
dans le systéme de Chen (bifurcations de Hopf, surfaces invariables, attracteurs,...) qui a été
présenté dans un nombre des travaux qui auraient peut étre évités simplement en prenant
en compte I’équivalence dynamique entre les deux systémes. Ils ont utilisé les relations (4.1)
et (4.3), pour déterminer facilement une correspondance entre la dynamique trouvée dans le
systéme de Chen et ’autre dans le systéme de Lorenz.

Ce qui suit, Leurs explications concernant la dynamique trouvée dans les deux systémes.

Bifurcation de Hopf La bifurcation de Hopf des équilibres non triviaux dans le systéme de

Lorenz se produit lorsque

Be+p)+o?+B—p)oa+p=0, B(c+p)>0.
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Le premier coefficient de la forme normale de cette bifurcation de Hopf est calculé dans [46],
qui détermine la stabilité de I'orbite périodique sortant de cette bifurcation. Dans le cas du

systéme de Chen, la bifurcation de Hopf des équilibres non triviaux apparait pour (voir [51])

2a% — 3ac +bec — ® =0, be > 0.

Pour I’étude de la stabilité des orbites périodiques créés dans la bifurcation de Hopf du systéme

de Chen, il suffit de remplacer les relations (4.3) dans le coefficient calculé pour le systéme de

Lorenz :
2
(=242 () + (3-24) (-2) + 2 -1 =0,
c c ¢ c c c c
b a a
2 (-2+2-1) >0, c 20,
c c
alors
b 2 b
S 32428 120,250, c#0,
c c c c
donc

2a% — 3ac +bec — ® =0, be > 0.

Ainsi, les résultats présentés dans les références [53] et [56] sont obtenus.

Orbites périodiques Dans la section précédente, on a vu que, pour un systéme de Lorenz
satisfaisant p + o = —1, il y a un nombre infini des systémes de Chen, paramétrés par ¢ # 0.

Cela est clair, en tenant compte de 'orbite périodique stable dessiné dans [51] (Fig.4.1 (a)).
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Fig.4.1. (a) Projection sur le plan de coordonnées x — z de quatre orbites périodiques
homothétiques stables du systéme de Chen pour, respectivement,

a=45 b=1, ¢ =28 (le plus grand, avec période T =~ 2.326),
a=45/3, b=1/3, c=28/3 (T = 3 x 2.326),
a=45/9, b=9, c=28/9 (T ~ 9 x 2.326)

et a =45/28, b=1/28, ¢ =1 (le plus petit, T = 28 x 2.326).

(b) Projection sur le plan de coordonnées X — Z de l'orbite périodique
instable associée existant dans le systéme de Lorenz pour

r=—% g—%H_1 p— L (T~28x2.32)

Dans la figure 4.1 (a), il y a quatre orbites périodiques homothétiques stables du systéme
de Chen, dont la dynamique ne dépend que de parameétres a/c = 45/28 et b/c = 1/28. Tous
ont lorbite périodique instable de compagnon (stabilité opposée parce que ¢ > 0) du systéme

de Lorenz pour 0 = —45/28, p =45/28 — 1, = —1/28, dessiné sur la figure 4.1 (b) [90].

Surfaces algébriques invariantes Les surfaces algébriques invariantes du systéme de Lorenz
étaient étudié dans les références [13], [17] (Théoréeme 1) et [18]. Leurs résultats sont résumés
dans le tableau I. A partir de ce tableau, et par l'utilisation des relations (4.1) et (4.3), les
surfaces algébriques invariantes du systéme de Chen pour ¢ # 0 sont obtenus de maniére triviale
(voir tableau II). Cela a été réalisé dans les références [61]. (Théoréme 2.1) et [66] (Théoreme 1).

Remarquant que les cing premiers cas (Chl) - (Ch5) du tableau II est obtenu, respectivement,
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de cing premiers cas (Lol) - (Lob) du tableau I.

TABLEAU 1 : Surfaces algébriques invariantes pour le systéme de Lorenz. ([13], [17] Théorémel et [21] Tableau I).

Cas Les parameétres Surfaces algébriques invariantes

(Lol) B =20 X2 207

(Lo2) B=0,0=3% X —3X%2Z - 3Y? - 8XY + 3pX?

(Lo3) B=1,p=0 Y2+ 72

(Lo4) B=4,0=1 X4 —4X2%7Z —4Y? —8XY +4pX?2 - 16(1—p) Z
(Lo5) B=10=1 Y24 22 - pX?

(Lo6) | B=60—2, p=20—1 X4 —40X%7 — 40%Y? + 8po XY + 4p*X?

TABLEAU 2 : Surfaces algébriques invariantes pour le systéme de Chen ([61] Théoréme 2.1 et [66] Théoréme 1).

Cas | Correspondance | Les parameétres Surfaces algébriques invariantes
(Ch1) Lol—Chl b=2a z? — 2az
(Ch2) Lo2—Ch2 b=0,3a+c=0 ot + 32?2 — Py — BPay — LcPa?
(Ch3) Lo3—Ch3 a=-b=c y? + 22
(Ch4) Lo4—Ch4 a+c=0,b=4a | 2* + dcx’z — 4c%y? + 8c?xy + 8c?x? 4 4832
(Chb) Lo5—Chb a=b=—c y? + 22 + 222
(Ch6) Lo6—Ch6 b=c=0 y? + 22 4 2az

Comme le cas (Lo6) du tableau I apparait en dehors du plan de parameétre p+o = —1 alors,

il n’a pas de cas compagnon dans le systéme de Chen. De fagon analogue, comme le cas (Ch6)
du tableau II se produit pour ¢ = 0, il n’a pas de correspondance avec le systéme de Lorenz.
D’un autre c6té, la dynamique globale du Chen sur ses surfaces invariantes est étudiée dans les
références [63, 67]. Lorsque ¢ # 0, ces deux articles n’apportent rien de nouveau a la littérature,
car leurs résultats sont présentés dans les références [19, 21|, pris en compte 1'équivalence entre

le systéme de Chen et le systéme de Lorenz.

Attracteurs Chaotiques Pris en compte ’équivalence entre les systémes de Chen et de

Lorenz, la célebre méthode développée par Tucker [15, 16] prouve l'existence de l'attracteur de
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Lorenz peut également étre utilisée pour démontrer I'existence de I'attracteur de Chen.

(a) (b)

30 20 10 ".; 10 20 30 1 0.5 4\07 0.5 1
Fig.4.2. (a) L’existe de 'attracteur de Chen pour a =35, b =3, ¢ = 28.
(b) L’attracteur qui existe dans le systéme de Lorenz pour

o =—-35/28=—5/4, p=135/28 —1=1/4, B = —3/28 [90).

Alors I’équivalence entre les deux systémes dynamiques dessinant un attracteur chaotique.
Ainsi, dans la figure 4.2 (a), il y a une projection de l'attracteur chaotique du systéme de Chen
pour les valeurs typiques a = 35, b =3, ¢ =28 ([50] (Fig.1), ([51] (Fig.5 (k))). Cet attracteur
chaotique est homothétique au répulseur chaotique compagnon (ci-contre stabilité car ¢ > 0)
obtenu dans le systéme de Lorenz pour 0 = —5/4, p=1/4, f = —3/28, voir la figure 4.2 (b).

Par conséquent, Algaba et al. déduisent une conséquence importante basée sur leurs études,
pour ¢ > 0 (respectivement, ¢ < 0), attracteur de Chen existe si le répulseur (resp., attracteur)

de Lorenz existe [90].

4.3 L’équivalence du systéme de Lii au systéme de Lorenz

Antonio Algaba et al. ont prouvé que le systéme de Lii est également un cas particulier du
systéme de Lorenz. Ils ont montré qu’il y a une transformation linéaire qui transforme le systéme
de Lii au systéme de Lorenz, et par conséquent, tout le comportement dynamique présenté par

le systéme de Lii est également présent dans le systéme de Lorenz [92].
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4.3.1 La transformation entre le systémes de Lii et le systéme de Lorenz

Le systéme de Lii est donné par [22] :

& =aly -2
%:cy—xz (44)
fl—i = —bz+xy

ol a, b et ¢ sont des paramétres réels.

Dans [99] et par la transformation linéaire suivante, ¢ # 0,
x=—-cX, y=-cY, z=—-cZ, T=—ct, (4.5)
le systéme de Lii (4.4) devient :

02% = a(—cY 4 cX)
CQ% =—cY —2XZ

02% =bcZ + XY

alors
Pty -X)

%:—Y—XZ (4.6)
dZ _ b
i bz 4 Xy

Par conséquent, généralement (¢ # 0) le systéme de Lii ne dépend que de deux paramétres
a/c et b/c. En outre, et ce qui est plus important, remarquons que le systéme (4.6) correspond

au systéeme de Lorenz avec les paramétres :

O-:_Ea p:07 /8:_7' (47)

Par conséquent, pour ¢ # 0, le systéme de Lii est équivalent au systéme de Lorenz dans le
cas particulier du plan de paramétres p = 0. Ainsi, pour chaque systéme de Lorenz satisfaisant
p =0, il y a un nombre infini des systémes de Lii paramétrés par c. Dans ce cas, les deux systémes

sont homothétiques, c-a-d. tout le comportement dynamique présenté par le systéme de Lii avec
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¢ # 0 (équilibre, orbite périodique, orbite homoclinique,orbite hétérocline, attracteur,...) existe
aussi pour le systéme de Lorenz, et plus, ils sont homothétiques avec la méme stabilité si c < 0 et
de stabilité opposée si ¢ > 0. D’autre part, si ¢ = 0 et a # 0 (observer que quand a = 0 le

systéme de Lii est linéaire), avec la transformation linéaire :

r=aX, y=aY¥, z=aZ, T=at, (a#0), (4.8)

le systéme de Lii est transformé en systéme a un seul parameétre :

Loy - X
dy __

&Y _ _xz
az _ _ b
dr = "o + X1

ce qui est un cas particulier du T-systéeme [30].
En résumé, d’'un point de vue dynamique, si ¢ # 0, le systéme de Lii est équivalent au
systéme de Lorenz dans le plan des parameétres p = 0. Lorsque ¢ = 0 (et a # 0), il est équivalent

au T-systéme dans un espace & un paramétre.

4.3.2 Comparaison dynamique de deux systémes

Dans la référence [92] avec quelques exemples les auteurs ont montré comment la dynamique
présentée par le systéme de Lii (équilibres, bifurcations locales, orbites périodiques et attracteurs
chaotiques) peut étre déduit de la dynamique trouvée dans le systéme de Lorenz. Ceci est fait
en tenant compte de ’équivalence montrée ci-dessus entre les deux systémes. Ainsi, & partir des
relations entre les variables d’état et les parameétres des deux systémes donnés par les relations
(4.5) et (4.7), une correspondance entre le comportement dynamique trouvé dans le systéme de
Lii et le comportement dynamique dans le systéme de Lorenz est facilement obtenu.

Ce qui suite, Leurs explications concernant la dynamique trouvée dans les deux systémes.

Equilibres et bifurcations locales Les équilibres du systéme de Lorenz sont Ey(0,0,0) et

E+(£\/B(p—-1), £/B(p—1), p—1), quand B(p—1) > 0. Il suffit d’utiliser les relations (4.7)

pour obtenir que les équilibres du systéme de Lii sont Eg(0,0,0) et E*+(Fsgn(c)vbe, Fsgn(c)vbe, c),
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quand bc > 0.
Une bifurcation fourche dans le systéme de Lorenz apparait pour S(p — 1) = 0, et, par
conséquent, une bifurcation de fourche dans le systéme de Lii se produit lorsque b = 0. La

bifurcation de Hopf des équilibres non triviaux se produit dans le systéme de Lorenz lorsque :
Blo+p)+o*+B=po+p=0, B(o+p) >0, (4.9)

qui correspond & la bifurcation de Hopf des équilibres non triviaux dans le systéme de Lii
lorsque :

a+b—3c=0, ab>0.

Pour le systéme de Lorenz, le premier coefficient de la forme normale de la bifurcation de Hopf,
qui détermine la stabilité de l'orbite périodique émergente, est calculé dans ([14], Egs. (13) -
(15)). Si ces expressions sont particularisées & p = 0, on obtient le premier coefficient de la

forme normale de la bifurcation de Hopf dans le systéme de Lii [92].

Surfaces algébriques invariantes Dans la référence [92] les surfaces algébriques invariantes

du systéme de Lii pour ¢ # 0 sont obtenues de maniére triviale (voir Tableau 3).

TABLEAU 3 : Surfaces algébriques invariantes pour le systeme de Lii ([86], [89], [88], Théoréme 1).

Cas | Correspondance | Les parameétres Surfaces algébriques invariantes

Lol—Lul b=2a 2 — 2az

Lo2—Lu2 b=0, 3a+c=0 zt 4+ %cxgz — %CQy2 — %CQxy

Lo3—Lu3 a=—c y? + 22

)
)
)
Lu4) Lo4—Lu4 a+c=0, b=4a | 2* + 4ca?z — 4c*y? + 8c%xy + 8%z + 16¢3 %
)
)

Lub Lo5—Lub a=b=—c y? + 22
Lu6 Lo6—Lu6 b=—c, c=—-2a zt 4+ 2ca?z — Py
Si les paramétres de Lorenz satisfont p = 0, il suffit de prendre 0 = — et 8 = —g, alors
a=0\ c=—\ b=—0Fc= [\, AeIR*

Pour chaque systéme de Lorenz satisfaisant p = 0, il existe une infinité de systémes de Lii,
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paramétrés par A.

Pour illustrer comment obtenir les surfaces algébriques invariantes du systéme de Lii a partir
des surfaces algébriques invariantes du systéme de Lorenz, ils ont montré comment le cas (Lo6)
du tableau 1 conduit au cas (Lu6) du tableau 3.

Le systéme de Lorenz lorsque 5 = 60 — 2, p = 20 — 1, a la surface algébrique invariante
XY +40X%Z — 402Y? + 8po XY — 4p> X2

Pour p =0, 0n a0 =1/2 et § =1, et par conséquent, b = —c et ¢ = —2a pour le systéme de

Lii. Ils ont utilis¢ (4.5) et (4.7) pour obtenir :
1
X*+40X?Z — 40°Y? + 8po XY — 4p° X% — — (2* + 22’2 — Py?) .
c

Par conséquent, 24 + 2cx?z — c?y? est une surface algébrique invariante du systéme de Lii. De
maniére analogue, & partir des autres surfaces algébriques invariantes connues du systéme de
Lorenz (cas (Lol) - (Lo5) dans le tableau 1), les surfaces algébriques invariantes compagnes
dans le systéme de Lii (cas (Lul) - (Lub) dans le tableau 3) sont obtenues, respectivement.

Notez que le cas (Lub) est simplement un sous-cas de (Lu3) et ensuite il n’ajoute rien de
nouveau. Par contre, le cas (Lu6) n’a été détecté ni dans [86] ni dans [89]. La liste complete de
toutes les surfaces algébriques invariantes du systéme de Lii ne se trouve que dans [88].

De plus, la dynamique sur ces surfaces algébriques invariantes coincide avec la dynamique sur
les surfaces algébriques invariantes compagnes dans le systéme de Lorenz. Toute la dynamique
décrite dans [89] pour le systéme de Lii est trivialement obtenue & partir des informations cités

dans [19, 21] pour le systéme de Lorenz.

Attracteurs chaotiques Algaba et al. ont illustré I’équivalence entre les deux systémes consi-
dérant un attracteur chaotique/ répulseur [92]. Dans la Fig.4.3 (a) lattracteur chaotique pour
les valeurs typiques a = 36, b = 3, ¢ = 20 [68]. Cet attracteur chaotique est homothétique
a celui obtenu pour a = 9/5, b = 3/20, ¢ = 1, représenté sur la Fig.4.3 (b). Celui-ci est le
répulseur obtenu dans le systéme de Lorenz (avec une stabilité opposée parce que ¢ > 0) pour

o=-9/5 p=0, = —3/20, dessiné sur la figure 4. 3 (c), simplement changeant (x,y, z) par
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(=X,-Y,—Z). Le répulseur chaotique représenté en (c) est obtenu a partir de lattracteur

chaotique dessiné en (b) par moyen du changement (z,y,2) — (=X, =Y, —2).

(a) (b)

Fig.4.3. Projections sur le plan de coordonnées y — z
(a) Attracteur chaotique qui existe dans le systéme de Lii pour a = 36, b =3, ¢ = 20.
(b) L’attracteur chaotique homothétique qui existe dans le systéme de Lii pour
a=36/20=9/5, b=3/20, c =1,
(c) Le répulseur chaotique compagnon qui existe dans le systéme de Lorenz pour

o=-36/20=—-9/5 p=0, B =—3/20.

Notez que le répulseur chaotique montré en (c) est obtenu a partir de 'attracteur chaotique

dessiné en (b) au moyen du changement (z,y,z) — (=X, Y, —2).
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Fig.4.4. Projections sur le plan de coordonnées = — z
(a) Un répulseur chaotique qui existe dans le systéme de Lii pour :
a=—-40, b= -3, ¢ = —25;
(b) Le répulseur chaotique homothétique qui existe dans le systéme de Lii pour :
a=—40/25=-8/5, b=—-3/25, ¢ = —1,
(¢) Le répulseur chaotique compagnon qui existe dans le systéme de Lorenz pour :

o =—40/25=—8/5, p=0, B = —3/25.

Pour le cas avec ¢ < 0. Ainsi, dans la figure 4.4 (a) un répulseur chaotique qui existe dans
le systéme de Lii pour a = —40, b = —3, ¢ = —25, le répulseur homothétique qui existe pour
¢ = —1 apparait sur la figure 4. 4 (b), le répulseur chaotique compagnon dans le systéme de
Lorenz se produit lorsque o = —8/5, p = 0, = —3/25, voir la figure 4. 4 (¢) (il y a la méme
stabilité car ¢ < 0). Trivialement, le répulseur montré en (c) est obtenu a partir de celui dessiné
en (b) au moyen du changement (z,y,2) — (X,Y, Z) [92].

Sur la base de I’équivalence entre les deux systémes, pour démontrer I’existence d’un attrac-
teur chaotique dans le systéme de Lii nous pouvons utiliser la méthode renommeée développé

par Tucker [15] pour montrer que l'attracteur de Lorenz existe.

4.4 L’équivalence d’une famille générale de Lorenz au systéme

de Lorenz

Dans la référence [48], les auteurs donnent une preuve constructive de 'existence d’un

ensemble globalement exponentiellement attractif et d’un ensemble invariant positif de la famille
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générale de Lorenz, qui contient quatre parameétres indépendants et est plus général que tous les

systémes semblables & Lorenz étudiés dans la littérature. Le systéme considéré dans cet article

défini par :
¥ = aly - )
y = pr—yy —xz (4.10)
2 =—Bz+xy

oino >0,8>0,v>0et pe (—o0,+00) sont des parametres réels. Quand o = 10, p = 28,
B =18/3,v =11lesystéme (4.10) devient le systéme de Lorenz classique, et quand o = 25+ 10,
p=28—35q, B=8+a/3,v=1-29, ou a € [0, %), le systéme (4.10) devient le systéme
de Lorenz généralisé.

Dans la figure 4.5, trois attracteurs sont proposés par les auteurs,

[1]
-10 5 -10 ¥
0 5 e 20
10 15 35 -30

75

350
300 |
250 |
200 |
150 -
100

135

Fig.4.5 Les attracteurs chaotiques du systéme (4.10) :
(a) Attracteur chaotique pour o =10, p =28, § =8/3, v = 1.
(b) Attracteur chaotique pour o = 30, p =80, =5, 7 =6.
(c) Attracteur chaotique pour o = 40, p =250, =5, v = 20.
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Dans [100], Algaba et al. ont prouvé par la transformation suivante :

r=9X, y=7Y, z2=9Z, T=q9t 7>0,

que la famille générale de Lorenz (4.10) devient :

X — sy X)

dy X -Y - XZ

dr
dz __ B
Z=57+xy

Par conséquent, si 7 > 0, la famille générale de Lorenz (4.10) ne dépend que de trois

parameétres libres, o* = %, pr = % et B* = g Qui peuvent étre considérés comme des parameétres

de systéme de Lorenz :
X = _o*(Y - X)
X =pX-Y-XZ

9 — g7 + XY

(4.11)

Alors la famille générale de Lorenz (4.10) est équivalente au systéme de Lorenz (4.11). Ainsi,
pour chaque systéme de Lorenz (et fixe), il existe une infinité de systémes de la famille générale
de Lorenz, paramétrés de la maniére suivante : ¢ = o*y, p = p*y et f = %y, v > 0. De cette

fagon, Algaba et al. ont trouvé que les énoncés dans la référence [48] ne sont pas corrects.
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systéme (4.10) pour 0 =30, f =5, v =
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Fig 4.6 : Projections sur le plan de coordonnées x — z de :

(a) Un attracteur chaotique pour le systéme (4.10) : 0 =30, =5, v =6, p =80,

(temps d’intégration T = 20, C.L. : (z,y,z) = (0.8078, —5.4522, 78.9460)).

(b) Un attracteur chaotique du systéme (4.11) : ¢* = 30/6, 5* =5/6, p* = 80/6,
(temps d’intégration 7' =20 x 6, C.I. : (X,Y, Z) = (0.8078/6, —5.4522/6, 78.9460/6)).
(c) Un attracteur chaotique pour le systéme (4.10) : 0 =40, 8 =5, v =20, p = 250,

(temps d’intégration T'= 8, C.I. : (z,y, z) = (0.8078, —5.4522, 250)).

(d) Un attracteur chaotique du systéme (4.11) : o* = 40/20, p* =5/20, p* = 250/20,
(temps d’intégration 7' = 8 x 20, C.I. : (X,Y, Z) = (0.8078/20, —5.4522/20, 250/20)).

Algaba et al. ont illustré que les attracteurs chaotiques dessinés dans les figures 4.5 (b) et

(c) ne sont que des copies homothétiques des attracteurs chaotiques présentés par le systéme
de Lorenz pour les valeurs correspondantes, comme ils 'ont montré sur la figure 4.6, ainsi, sur

la figure 4.6 (a) ils ont dessiné la projection sur le plan z — z de Pattracteur chaotique du

attracteur du systéme de Lorenz pour o* = 30/6, 8* = 5/6, p* = 80/6, dont la projection sur
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le plan X — Z apparait sur la figure 5.6 (b). De maniére analogue, sur les figures 5.6 (c) et
(d), les attracteurs chaotiques compagnons qui existent, respectivement, pour o = 40, 8 = 5,
v = 20, p = 250 dans le systéme (4.10) et pour o* = 40/20, f* = 5/20, p* = 250/20 dans le
systéme de Lorenz sont représentés. Observons qu’au moyen d’une transformation linéaire, les
résultats nouveaux et intéressants qu’ils fournissent pour la famille générale de Lorenz peuvent
étre obtenus en travaillant directement avec les équations de Lorenz, c’est-a-dire en ne traitant

que de trois paramétres indépendants.

4.5 Conclusion

Le systéme de Chen est introduit en 1999 en tant que nouveau systéme chaotique. Deés
le premier instant, des auteurs le comparent au systéme de Lorenz, considérant toujours que
c’est différent et essayant de le concurrencer : topologiquement pas équivalent (il n’existe pas
d’homéomorphisme qui peut transformer un systéme a lautre), et a encore plus de complexité
comportement dynamique que le systéme de Lorenz. Suivant cette ligne, le systéme de Lii est
présenté comme une «transition» entre les systémes de Lorenz et Chen. De plus, la famille
générale de Lorenz [48] est considérée comme comprenant les trois systémes (Lorenz, Chen et
Lii) que les auteurs croient différents. De plus, un systéme chaotique unifié & un parameétre est
introduit pour connecter ces trois systémes [49]. Cependant, malgré les centaines d’ouvrages qui
affirment le contraire, Algaba et al. ont récemment montré que, génériquement, les systémes de
Chen et Lii ne sont que des cas particuliers du systéme de Lorenz. De fagon analogue, la famille
générale de Lorenz [48] est, génériquement, homothétique au systéme de Lorenz. En outre, le
systéme chaotique unifié est homothétiquement équivalent au systéme de Lorenz le long d’une
ligne & un parameétre. Par conséquent, la dynamique des systémes ci-dessus (Chen, Lii, famille
générale de Lorenz, systéme chaotique unifi¢) peut étre déduite trivialement de la dynamique

correspondante du systéme de Lorenz.
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Chapitre 5

Les systémes tridimensionnels

équivalents au systéme de Lorenz

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on déterminera six formes générales de systémes tridimensionnels avec
deux non linéarités quadratiques équivalents au systéme de Lorenz. Nous donnons nos résultats
sous la forme de théorémes avec des preuves. Notez que le changement de variables donné
dans chaque cas est valable dans tout I’espace de phase R3, pour toute valeur des paramétres
(@i, bi, ci)o<i<o € R30 et par conséquent, la dynamique des deux systémes est la méme dans

toute la phase de I’espace [105].

5.2 Nouveaux formes des systémes tridimensionnels équivalents

au systéme de Lorenz

La forme général du systéme quadratique tridimensionnel donne par :

7' = ag + a17 + agy + a3z + asx? + asy? + as2?® + arvy + agrz + agyz
Yy = bo + by + byy + bsz + bax? + bsy? + bz + by + bgxz + boyz (5.1)

2 = cg+ c1x + coy + 3z + cax? + c5y® + c62? + crzy + cgrz + coyz
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ou (aiv bia Ci)0§i§9 € R30.
Théoréme 5.1 Le systéme (5.1) est équivalent au systéme de Lorenz si :

a3 =a4 =a5 =ag = a7 =ag = ag = 0,
by =bs =bg = by =bg =0,
cyg =c5=cg =cg =cg =0,
ar #0, ag #0, ba #0, bs #0, c7 #0, c3 #0,

co __ b3 aics ascy
crbg <0, 2 =72 ap— 52— 22 =0,

(5.2)

cscr c3er c3cs

cob bic boc bscic cocab Clb802_
bo 003 1C2 %71+ 312+ 0C208 2
Preuve. Avec la transformation linéaire suivante :
T = (alX"’_ﬁl)? Yy = (a2y+/62)7 z = (a32+/83)7 T = gt (53)

ol (a;)1<i<a € R* et (B;)1<i<3 € R,

le system (5.1) devient :

011044%% = (483 + a7B1 By + asB1Bs + 181 + asB3 + agBaBs + a2l + agB3 + asBs + ao)+
(a1a1 + 2a401 81 + ara1By + aga1fB3) X + (agzag + 2as0fy + arasf; + agaafS3)Y +
(a3 + 2a6035 + asazfy + agasfa)Z + asai X? 4 a5a3Y? + agaz 2+
ara1oo XY + agayas X Z + agasasY Z
Oé2064% = (bo + b13y + baBy + b3 B3 + baf3] + bsB3 + b33 + b731 85 + bsB1 85 + boByBs)+
(bran + 2bg1 By + braa By + bsar B3) X + (b2az + 2bs2 39 + braa By + bgaaB3)Y +
(bsa + 2bsasBs + bgas By + boasB9) Z + baa X2 + b5a3Y? + bga Z2+
bra1as XY + bgayaz X Z 4 bgasasY Z
agaus = (co+ c1fy + 2By + cafz + calfi + csf3 + o33 + c181 82 + csB183 + coffafls)+
(cron + 2c401 By + cran By + csn B3) X + (caan + 2c50285 + crag By + coazB3)Y +
(c3as + 2c603 B3 + csasfBy + coasfa)Z + caaiX? + c503Y? + cea3 22+

cra1oo XY + cgaias X Z + cgagasY Z
(5.4)
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nous cherchons des conditions suffisantes pour le systéme (5.4) lorsqu’il sera équivalent au
systéme de Lorenz. Pour cela les parameétres (a;, bi, ¢i)o<i<g, (®i)i<i<a € R* et (8;)1<i<a € R,

doivent vérifier les équations suivantes :
aron + 2ag01 81 + arai By + agan fz = —oaqay,

azg + 2a5028y + arazfy + agazfiy = ocaray,
agas + 2a6a3fB3 + agasBy + agazfy = 0,
a4a% =0, a5oz§ =0, CLGOZ% =0, arajas =0, agajag =0, agasasz = 0,
bo + b1 81 + 2B + b3B3 + b3 + bs B3 + b6 /33 + b7B1 B2 + bs 3185 + boBaB3 = 0,
biay + 2bsa1 By + bra By + s B3 = pagau,
bava + 2bsa By + braaBy + boaaB3 = —azau,
bsaz + 2bgas B3 + bsagf + boaz By = 0,
b4a% =0, b5a§ =0, b6a§ =0, byajas =0, bgajag = —asay, bgasasg = 0,
o+ 1By + 2By + c3B3 + caBi + 583 + 683 + crB1 By + csB1B3 + coBafBz = 0,
cia1 + 2cq0n 8y + cran By + cga1 By = 0,
coa2 + 2c50935 + craa By + cgazBy = 0,
csa3 + 2c6a303 + csazfy + coasfy = —Pasau,
0404% =0, 05043 =0, q;a% =0, crajae = agay, cgayjaz =0, cgasaz = 0.

Alors on trouve :

a3 =a4 =as =ag = ay = ag = ag = 0,
by =bs = bg = by =bg =0, bg # 0,

ca=cs=cg=cg=c9g=0, ct#0, c3#0,
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(&) b
— = 73’ crbg < 0,

cr b

bo + b1y + b2y + b3B5 + bgB3153 =0,

Cobg b]_C2 B bgCl T b30102 i C[)Cgbﬁ Clcg bg

bo — 2 — -
c3 cr cr c3cy c3 ¢ c3 cF
aica  acy
ap +a18, + azfy =0, ap — e =0
7 7
o — |ba o — ay |ba| o — a1bo
1 — ) 2 — — ) 3 — =
vV —C7b8 asy/ —C7b8 a2b8
C2 C1 C1C2 Co
ag = —by, B = y Bo=——, 3= 7
C7 Cc7 Cc3Cr C3

Avec ces résultats le systeme (5.1) s’écrit :

' =ag+ a1z + asy
y' = by + b1z + boy + b3z + bgxz

2 =co+crx + coy + c3z + crxy

et la transformation linéaire (5.3) s’écrit :

cl), z—( alsz—i-Cl@—cO), T = —bat,

w_(|b2|X_c2> y-(— ay |b| _
v/ —crbs cr)’ azy/ —c7bg cr asbg c3cr C3

et avec cette transformation linéaire le systéme (5.5) devient

— b b
X =gt (X = 3) o (pitsY - 8)

_\/W
Y =t by (X =2 ) b (oY ) (—aRZ g2 - @)+
bs(mX—ii)( Z;Z§Z+E;23—%2)
Bz —cota (B X -2) to (- - 2) rop (-apz a2 - a) 4
2 (o)

o1



apres les calculs on trouve le systéme :

X' = —Z—;X + ‘g—;Y
Y = (a2b1 _aacobs + azczclbg) X-Y-XZ

a1ba aibacs aibaczer

Z'=-87+ XY

qui a la méme forme du systéme de Lorenz, ol les parameétres de Lorenz sont :

ay azb1  agcobg | azcacibg c3

by’ P= arby  aibacs  arbacger” T by

o =

Théoréme 5.2 Le systéme (5.1) est équivalent au systéme de Lorenz si :

az = a4 = a5 = ag = ay = ag = ag = 0,
c4=c5=cg=cg=rcg =0,
by =bg =bs =bg = b7 =0,
a1 #0, a3 #0, bg #0, by #0, c3 #0, c7 #0,

c b a1b. asb
erbs <0, 2 =1, ag— o _ah
__cabp _ cibs _ caba c2bsby crbgby _ crbiby _
€O~ B T by bg 1 babs T bsby bz — O

Preuve. Avec la transformation linéaire suivante :

LE:O‘lX_{'ﬁl? y:a22+627 22013Y+ﬁ3, T = out,

ol (av)i<i<a € R* et (8;)1<i<3 € R,
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le systeme (5.1) devient :

arasZE = (a4} + arB1 By + asB1 By + a1B8) + asB3 + agBaBs + azfBy + asf3 + asPs + ao) +
(ara1 + 2as01 81 + ara1 By + asa1B3) X + (azas + 2asasfs + asasfBy + agasfBy)Y +
(agaz + 2a5989 + azazfy + agaeB3) Z+
a4X2a% + a6Y204?2) + a5Z2a% +agXYaraz + ar X Zajas + agY Zasag
azas G- = (calf + e1B182 + c8B1B3 + 181 + csB3 + coflafis + 283 + c6B3 + cafs + co) +
(2c401 81 + cran By + cga B3 + cran) X + (g + coazBy + 2cs383 + c3a3) Y+
(cranfBy + 2c50085 + cgaaB3 + caad) Z + c4 X202 + 06Y2a§ + 5 222+
csXYaraz + cr XZajas + cgY Zasas
g %% = (baf3] + b7B1 B2 + bsB183 + b181 + b5 B35 + boB233 + bafy + bs 33 + b3z + bo) +
(2bsc1 By + brau By + bga By + bian) X + (bsBras + boasBy + 2bgars B + baaz) Y+

(b70¢251 + 2b50£2ﬁ2 + bga253 + bgag) 7 + b4X2a% —+ b6Y2a2 —+ b5Z2a%—|—
3

\ boY Zasas + bg XY aras + b7 X Zajas
(5.8)

nous cherchons des conditions suffisantes pour le systéme (5.8) lorsqu’il sera équivalent au
systéme de Lorenz. Pour cela les parameétres (a;, b, ¢;)o<i<o, (i)1<i<a € R¥et (5;)1<i<a € R,

doivent vérifier les équations suivantes :
asB7 + a7B1 By + asB1B3 + a1y + asPB3 + agBaBs + azBy + asB3 + asPz + ag = 0,

(@101 + 2a401 81 + arar By + agar B3 = ooy,
agag + 2asa3f3 + asasfy + agazfy = caray,
azag + 2a5aa83y + arazfy + agazfs = 0,
a4a% =0, aﬁag =0, a5a% =0, agajaz =0, araja =0, agasas =0,
caBt + c1B1Ba + csB183 + 1By + ¢55 + coBaBs + 2y + c683 + c3B3 + co = 0,
2cq4a1 81 + cran By + csa1 B3 + cran = pazay,

cgfB103 + cga3 By + 2ce383 + cz3aiz = —aizauy,
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cragfy + 2c5a28y + cgaa B3 + caay = 0,

C40é% =0, CﬁOé% =0, 65043 =0, cgajaz =0, crajag = —agay, cgagasz = 0,
bafT + b781 B2 + bsf1 83 + b1 By + bs B3 + bo o3 + bafy + b3 + b3S + by = 0,
2bgv1 By + bron By + by fz + biay =0,
bgBiag + by By + 2bsas B3 + byag = 0,
bragfBy + 2bs2839 + bgaa B3 + bacy = —Bagau,
b4a% =0, bgag =0, b5a§ =0, bgasas =0, bgajasz = asay, brajas = 0.

Alors on trouve :

ag = a4 =as =ag = a7 = ag = ag = 0, az # 0,
ca=cs=cg=cg=cg=0, cg #0,

by =bs =bs =bg =br =0, bg #0, by #0,

2 _bs <,
cr bg
7a1b3 _ a3b1 a 0
bS bg 0—VY,
_C7b3 bgbl C7b3 bj o Clbg Cgbgbl C2b0 b1

bg babg bg ba bg babg by bs

oo el o ae o aile
CoVEalst T aser T agy/erds)

. bg _b3b1 b[) o bl

Avec ces résultats le systeme (5.1) s’écrit :

T =ag+ a1z + azz
y' =bo+ bix + boy + b3z + bgxz

2 = co+crx + coy + c32 + crxy
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et la transformation linéaire (5.7) s’écrit :

|ca] bs) < aics b3b1 bo) < ay |es| b1>
r=(—=X—-—=|,y=|—"Z2+——— ), 2=———Y — =), 7= —cst,
<v —crbg bs Y ascy babs  bo as\/—crbg bg 3

et avec cette transformation linéaire le systéme (5.9) devient ;

2
3 r_ c3 _ b _ _ aics] _bu
\/7C7bsX =ao+ax <\/707b8X bs) +as < a3\/T768Y bs )
2
Ne g1 c3 _ b3 _aics b3by _ bo ___aics _ b
0307Z =bo + b1 (\/?71)3)( b8)+b2( a3C7Z+b2b8 b2)+b3( a3\/—c7bsY b8)+
b s x _ba)(___aics _ b
8 vV —C7bg b8 a3/ —C7b8 bS ’

alcg Y/ —cy+c c3 X — bz +e _alcgz_,r_ b3b1 _ bo +C3 o aics Y — b1 +

az+/—crbg 0 1\ V=crbs bs 2 ascr babg b2 az/—crbg bg
_c3 y _bs)(_aics b3b1 _ bo

\ €1 (\/fc7bsX bs) ( a3C7Z T Babs bz) ’

apres les calculs on trouve le systeme :

X =_4axy yauy
c3 c3
y! — (a301 _ bo aser +h%b307) X_-Y-XZ

aics b2 aic3 b2 bg aic3

7'= 2%+ XY
qui a la méme forme du systéme de Lorenz, ol les parameétres de Lorenz sont :

a1 cragbsbi  azerby | azcr 5= by

C3 » P C3 a1b2b8 ajcCs bz a163’ C3

g =

Théoréme 5.3 Le systéme (5.1) est équivalent au systéme de Lorenz si :

ag =a5 =ag =ay =ag =0,
bs =by =bs =bg = by =bg =bg =0,
c4g =c5=cg=cg=cg =0,
ag #0, a1 #0, b1 #0, by #0, ¢7 #0, c3 #0,

c1 __a bic bac1
ager <0, &=, py— bz b —g

(5.10)

2
ascy aic asc as3cic: cocC1a ageac
ap — 30_12_21_|_ 312+019_ 1=

c3 c7 c7 cscr cscr c3c?

95



Preuve. Avec la transformation linéaire suivante :
r=o1Y + 0y, y=aX+ Py, z=a3Z+[3, T=aut, (5.11)

ot (a;)1<i<a € R* et (8;)1<i<3 € R,

le systéme (5.1) devient :

agar X’ = (bo + Byb1 + Baba + Babs + Bibs + B3bs + B3bs + B1B2b7 + B1B3bs + BaBsbe) +
(cu2ba + 2028505 + 2107 + aB3bg) X + (cuby + 201 B1by + 1 Bob7 + a1 B3bg) Y+
(b + Brasbg + 2a383bg + asBaby) Z + XQa%bg, + YZa%b4 + Z2a§b6+
XY aiaoby + X Zasagbg + Y Zovyagbs
aga1Y’ = (ag + Bra1 + Baaz + Bzas + Blas + Bas + B3as + B18aar + B1Bzas + BaBsag) +
(qvoag + 202 Bqa5 + anfiar + asfisag) X + (a1a1 + 2a1 8104 + a1 B9a7 + a1 fzag) Y+
(agas + Brasas + 2a3fza6 + asfBqrag) Z + X2oz%a5 + Y2a%a4 + ZQOz%ag—l—
XYaiasar + X Zasazag + Y Zoiasag
a3 Z' = (co + Brer + Baca + Bacs + Blea + Bies + Bice + Brfacr + B1Bscs + BaB3co) +
(qvaca 4 2028905 + aaficr + aafizce) X + (aner + 218 ¢4 + a1 Byc7 + a1 fzcs) Y+
(ascs + Brases + 2asBsc6 + agfyce) Z + X2a305 + Y2a%04 + 22a§06+

XYOélOKQC7 + XZCYQCMgCg + YZOqung
(5.12)

nous cherchons des conditions suffisantes pour le systéme (5.12) lorsqu’il sera équivalent au
systéme de Lorenz. Pour cela les paramétres (a;, b, ¢;)o<i<o, (qi)i<i<a € R¥et (B;)1<i<a € R,

doivent vérifier les équations suivantes :
bo + B1b1 + Baba + [B3bs + ,B%b4 + ﬁ%bg, + 5%56 + B182b7 + B183bs + Bofzbg =0

agby + 2a262b5 + a251b7 + az,ﬁgbg = —Q4020,
a1by + 2018104 + a1 Bob7 + a1 B83bs = sz,
asbs + [B1asbg 4+ 2a383b6 + a3 fBabyg = 0,

Oé%bg; = 0, Oé%b4 = 0, Oégbﬁ = 0, a1a2b7 = 0, OégOégbg = 0, Oqugbg = 0,
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ao + B1a1 + Baaz + Bsas + Blas + Bras + Bia + B18yar + B1B3as + BaBzag =0,
a2 + 202505 + aofa7 + azfzag = asanp,
ara1 + 200104 + a1 frar + o1 fzag = —agon,
asas + Braszas + 2a3Bsa6 + azfaag = 0,
a%a5 =0, oz%a4 =0, a%ag =0, ajasay =0, avsazag = —aqa1, ajagzag =0,
o+ Bre1 + Baca + Bacs + Bica + Bics + Bice + B1Bacr + B1Bscs + BaBscy = 0,
aace + 2 85¢5 + et + aafBsco = 0,
aier + 20181 ¢4 + a1Byer + a1 Bzes = 0,
ases + Brasces + 2as83c6 + azfaceg = —Bayas,

a%cs) =0, 0%04 =0, a%ctg =0, ajaecy = agas, asazcg = 0, apazeg = 0.

Alors on trouve

b3 = by =bs =bg = by = bg =bg =0, by #0,
ag=as=ag=a7=ag =0, ag #0, a1 #0,

ca=cs=cg=cg=c9g=0, ct#0, c3#0,

C1 as
— = —, agcr <0,
Cr Qg

bo + B1b1 + Baba =0,

c2 c1
bp —b1— —by— =0,
cr cr

ap + Bra1 + Baaz + Bsasz + ByBza9 = 0,

asco aica agsCl ascic C1 Cpag C%Cg ag
- — - —— - — 4+ ——— - 1= =y,
C3 Cr Cc7 Cc3C7 c3 C7 c3 C7
C2 C1 azCi1C2 €o C1 a9C1C2 Co 1
ap— —a1— —ap+——— —a3— ———— + ——ay,
cr Cr Cc3Cr C3 Cr C3C7 C3 C7
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albg 1 b1 ale 1 a1b2
1= , g = ——— 9 = - , Q4 —ag,
b1 v/ —agcCyt b2 bl v/ —agcy blag
C2 C1 CiC2  Cp
61 =" 62 = ) 3= -
C (64 C3Cy C3

Avec ces résultats le systéme (5.1) s’écrit :

' = ap+ a1x + asy + azz + agyz
y' = by + bz + bay (5.13)

2 =co+ c1x + coy + 3z + cray

et la transformation linéaire (5.11) s’écrit :
a1by

< 1 y C2> < b1
€T = B — R — R f— R —
b1 | /—agcr cr Y b2
b
. = <Z+) SE—
b1a9 C3Cy C3

et avec cette transformation linéaire le systéme (5.13) devient :

albg
b1

1 X cl>
V—ager cr)’

2

_ Y X —po— b2 pCL _ b _by

%_ang = bo by o by o Xap v +Ya; oo
2 2
__aiby a0 g €2 _ gL cLag _ 2c2ag _ “1

b1v/—agcr = ao (l3 al CL2 + a3c1 6307 +co c3 cr Cles 2 Xay = \/ agcy \/—agc Tase T
co as bz aip_ci c2
Xay c3 \/ agcr + XZ b1 v/—agcr —Zay 1%y ag Zb1 b20 Xalcl c3 cm/—agc

iz~ Xy9ih _ gap,c

biag b1 ag

apreés les calculs on trouve le systéme :

X' =-bx4ly
V' = (-2bs 4 oy ahan) x _y - X7

c3 bacral

r_
VA —%Z + XY
qui a la méme forme du systéme de Lorenz, ot les paramétres de Lorenz sont :

bo cobiag  biaz  cobiciag c3
o= — = —— _— —_— —

ar’ csbaar  baar  cgbacrar’ ar’
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Théoréme 5.4 Le systéme (5.1) est équivalent au systéme de Lorenz si :

ag =a5 =ag=ay=ag =0,
by = b5 = b = by = bg =0,
Cy = C4:C5:CGZC7:C8:CQZO,
(5.14)
al#()? (Ig?éo, b27é07 b87é07 Cl#oa 637507
b _ a _ bies _ bzcr _
a9b8 < 07 bs — ag’ (&) bs bs 07
_asbo _ arbs _ asby | asbibs | agbiby _ G9bsb _
ao b2 bs bs + bgba + bgbo bob2 T 0.

Preuve. Avec la transformation linéaire suivante :

r=oY + 58, y=aZ+ Py, z=a3X+ (s, T = aut (5.15)

ou (ai)1§i§4 € R* et (5i)1§i§3 € R,

le systeme (5.1) devient :

[ uasX’ = (caBBl + c7B1Bs + csB1B83 + c1B1 + 583 + coBaf3 + c2By + o3 + c3B3 + o) +
(coXagfy + 2c6 Xasfs + csXas + cs X [as) +
(2caY a1 8 + c7Ya189 + csYa1 85 + c1Yar) + (crZasfy + 2c5 Zaafs + coZagfSs + caZas) +
c6X2a§ + C4Y204% + C522a§ + cgs XY aja3 + cg X Zasas + c7Y Zagas
o7 (Y + By) (a2Z + By) + cs (Y + By) (asX + B3) + g (a2Z + B) (asX + fB3)
asanY’ = (asBi + arB1 By + asB1PBs + a181 + asB3 + agBafBs + azBy + asf3 + asBs + ag) +
(ag X Bias + ag X asfy + 2a6 X 3fs + az X ag) +
(2a4Y a1 81 + a7Y a1y + agY 185 + a1Y o) + (a7 Zagf + 2a5Zaafy + agZanfs + asZas) +
a6X2a§ + a4Y2a% + (I5Z20é% + ag XY ajaz + agX Zasas + a7Y Zajas
a7 (1Y + B1) (2Z + By) + ag (1Y + 1) (a3 X + B3) + ag (2 Z + B5) (3 X + 3)
agapZ’ = (bafT + b7 By + bsB1 B3 + b1B1 + b5 5 + boBafBs + bafy + bs33 + bsfB3 + bo) +
(bs X Bras + bgXagBy + 206 X o3B3 + bs X ag) +
(204Y a1 By + brY a1 89 + bsY 185 + bi1Y o) + (brZagfy + 2bs Zaa Sy + bgZaw 3 + baZag) +
b6X2a§ + b4Y204% + b5Z2a§ + bs XY a3 + bg X Zasas + b7Y Zagao

(5.16)
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nous cherchons des conditions suffisantes pour le systéme (5.16) lorsqu’il sera équivalent au
systéme de Lorenz. Pour cela les parameétres (a;, bi, ¢i)o<i<g, (@i)i<i<a € R¥et (5;)1<i<a € R

doivent vérifier les équations suivantes :
caPi + c181By + csB1Bz + c1By + ¢5B5 + coBafBz + caBy + c6B3 + c3B3 + co = 0,

coazfBy + 2cea333 + 3z + cgfraz = —oauas,
2c401 81 + cron By + cg1 B3 + cran = oauas,
craefy + 2¢50009 + coaa B3 + cap = 0,

0604% =0, C4a% =0, C5a% =0, cgaraz =0, cgasag =0, crajas = 0,
17 + a71By + asB By + a1y + asf3 + aoBafy + azBs + asf3 + asfy + ag = 0,
agBiaz + agasfy + 2as3 B3 + agag = payan,
2a401 81 + ara1 By + asa1 By + a1an = —agon,
a7y + 2a5028, + agazfs + aza = 0,
a6a§ =0, a4a% =0, a5a% =0, agaiaz =0, agasay = —aqaq, arajag =0,
bafT + b7B1 B2 + bsfB1 85 + b1 By + bs B3 + boBa B3 + bafy + b3 + b3Sy + by = 0,
bgfa3 + boas By + 2bgaz Pz + bzaz = 0,
2bg1 By + bron By + bgan fz + biay =0,
brazfy + 2bsazBy + byaz g + bace = —Bayas,
bﬁag =0, b4a% =0, b5a§ =0, bgajas = agas, bgasag =0, brajas = 0.

Alors on trouve :

co=cp=cs=cs=cr=cg=c9g=0, c #0, c3 #0,
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as =as = ag = ay = ag = 0, ag # 0,

by =bs = bg = by = by = 0, bs £ 0,

b
e = @, agbg > 0,
bg ag
C3 C1
—h 2 — ha—t
Co 1b8 3b8a
an — a2b0 B a1b3 B a3b1 CLlebg a9b1 bio B ﬁagblbg .
" by by bg | bgba | bg by bg bghy
. b1b3 bo . bs . b1
/82_b8b2 b2751_ b85183_ bS’
N L SR () Lo 0§ 1 o — | 8acs 1
! b agCy P 7 C1 | C3 —bsag, ' c1 | v/—bsgag ’

Avec ces résultats le systeme (5.1) s’écrit :

' =ag + a1z + agy + azz + agyz
y' = by + bix + boy + byz + bgwz (5.17)

2 =cy+cix+c3z

et la transformation linéaire (5.15) s’écrit :

. - (alcg 1 Y—b3) _(_a103Z+l)1();z,_1)(J>
c1 | v/—bgag bg )’ Y agcy bgby  ba )’
aijcs| Ccq 1 b1
z = — —_— X — 5 - — t,
( c1 | c3/—bgag b8> ! “

et avec cette transformation linéaire le systéme (5.17) devient ;

2
ar r_ aics ajcs
) \/*bga9X B X\/*agbs T Y\/*a9b87
_afcy 1Lyl —Xayg 2 Yﬁ s 4 XQILO as 4
Cl 4/ —2b8a9 vV —agbg (&} —agbg b v/ —agbg
9 __c3 az c3 bies by ag
Xz c1 v/—agbs Zay c1 ag +Za c1 bg Xay b2 b3 bg+/—agbs’
G/%CB ! a% c3 by c3
G g XyUs _ ggibacs
\ agcl c1 ag c1 ag
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apres les calculs on trouve :

X' =-8X4+8Y
al al
y! — (m _ bociag —l—b—lb3cla9>X—Y—XZ

aics b2 aics b2 bgaics

_ b
Z'=-274+ XY

qui a la méme forme du systéme de Lorenz, ol les parameétres de Lorenz sont :

c3 cragh1bs  craghy = cras ba

o = =
a1’p czarbgby  cgarby  czaq’ ay

Théoréme 5.5 Le systéme (5.1) est équivalent au systéme de Lorenz si :

ag =a5 =ag=ay=ag =0,
by = by = bs = bg = by = bg = bg =0,
c4=c5=cg=cg=rcg =0,
ag #0, a1 #0, by #0, b3 #0, c7 #0, c3 #0,

c a asb asb
ager <0, & =2 py st aibe g

2
c1aQ asca azcs + azascy + apagcy _ €74203 0

ay ag ag aiag aiag a1a?

Preuve. Avec la transformation linéaire suivante :
r=aZ+ B, y=X + 0y, z2=0a3Y + P53, T=aut,

ol (ai)1§¢§4 € R* et (51)19‘33 S R,
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le systéme (5.1) devient :

s X’ = (b4 + brB1 By + bsB1 85 + b1y + b5 53 + boByBs + bafBy + b3 + b3fBs + bo) +
(braafBy + 2bsaafBy + bogava B + baca) X+
(bgBras + boarsfy + 2bsx3 B3 + bzaz) Y + (2bs1 81 + bran By + by B3 + biat) Z+
b5X2a§ + ngzoz% + b4Z2oc% + bg XY asag + by X Zagag + bgY Zagarg
aasY’ = (caPBT + e1B818y + csB1Bs + 1By + c5B83 + coByBs + 2By + c633 + c3Bs + o) +
(craeBy + 2c5008, + coaafly + coan) X+
(csBras + coazfBy + 2ca3B3 + c3a3) Y + (2ca01 By + cran By + cson By + cran) Z+
C5X2a% + 06Y2a§ + C4Z2a% + cg XY asag + cr X Zajag + cgY Zajas
ar04Z' = (asB3] + a7B1 By + asB1Bs + a1By + asB3 + aoByBs + azBy + asf3 + asBs + ag) +
(araeBy + 2a502f5 + agaz B3 + asaz) X+
(asBras + agasBy + 2a6asfs + azas) Y + (2aa01 8y + azai By + agon f3 + aron) Z+

a5 X203 + agY?a2 + s Z%03 + a9 XY avag + ar X Zajas + agY Zayag

(5.20)
nous cherchons des conditions suffisantes pour le systéme (5.20) lorsqu’il sera équivalent au
systéme de Lorenz. Pour cela les paramétres (a;, b, ¢;)o<i<o, (i)i<i<a € R¥et (B;)1<i<a € R,

doivent vérifier les équations suivantes :

baf33 + 0731 By + bsB1 B3 + b1 By + bsB5 + boBs By + bafy + b33 + b3B3 + by = 0,

brasfBy + 2bsaa By + bgaa B3 + bacy = —oasas,
bgas + boas By + 2bga3 B3 + bsag = oy,
2bg01 B + bran By + bga1 B3 + biar = 0,
b5oz% =0, bgag =0, b4oz% =0, bgagsasz =0, brajas =0, bgajaz =0,
caBt + c1B1By + csB183 + 181 + ¢55 + coBaBs + 2y + c683 + c3B3 + co = 0,
cragfy + 2c5028y + coaa g + caaa = pagas,

cgfB103 + cga3 By + 2ce383 + ca3aiz = —as0i3,
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2c4001 81 + cran By + cga1 B + cran = 0,

0504% =0, 06a§ =0, C4a% =0, cgagaz =0, crajag = —aygas, cgajag = 0,
s + a7B1 By + asB1 B3 + a1y + asPB3 + agBaBs + azfBy + agBs + aszfBz + ag = 0,
araf3y + 2as002B9 + agan B3 + aza = 0,
agfias + agasfBy + 2asa3By + azas =0,
2a401 31 + ara1 By + aga1 B3 + a1 = —fajay,
a5a% =0, a6a§ =0, a4a% =0, agasas = ajay, arajas =0, agajaz = 0.

Alors on trouve

by = by =bs =bg = by = bg =bg =0, by # 0,
ca=cs=cg=cg=c9g=0, ct#0, c3#0,

as=as=as=ar=ag =0, ag #0, a1 #0,

1 ag agbs  asby
— ==, aghy >0, bp— —= — —— =0,
cr ag ag ag
2
as a ag as asas C1 C1a0 ascs asC3
_7%67_‘_7707_1_ — = — — +cog =0,
a1 ag ail ag ai; ag al ag ag
azagz  ap as az
1= - /32:_77 ﬂ3__77
aiag a1 9 ag
N - o bacs |cs] N ba |c3]
4 — —C3, 1 ) 3 -
703 Vv —agcr b3/ —agcy

avec ces résultats le systéme (5.1) s’écrit :

' = ap+ a1x + asy + azz + agyz
y' = bo + bay + b3z (5.21)

2 =co+cr1x + coy + c3z + cray
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et la transformation linéaire (5.19) s’écrit :

bacs azaz  ag ] az b2 |cs] as
r=—""—72+ - — =(—X-—),z=-——7"-2Y—-——=|, 7= —cst
< C7b3 ajag al » ¥ \/ —agcCy ag ’ b3\/—a907 ag 35
et avec cette transformation linéaire le systéme (5.21) devient ;

X" = by + by (L= X — 8 by ey 2)

v/ —agcy b3\/ —agcy ag
r_ __bacs agaz _ ag _ e  y _ a3 __bies v _ az
asasy _CO+01( C7baz+a1a9 a1>+c2<\/TgC7X a9)+c3< 63\/T967Y as ) T

b
o(-mrz+nn-n) (G -2)
aruZ' = ag+ ay (—bm’Z + 2293 _ Z—(l’) + ay (073X - %) +as ( bacs_y _ “—2) +

c7bs aiag v/ —agcr ag - bsv/—agcr ag
c3 _ a3 (___becs _ a2
\ a9 (\/ —agC7X GQ) ( b3/ —a967Y 119)

apres les calculs on trouve le systéme :

_ _b b
X=X 4y
Y/ _ (b307a2a3 __ bacrag + bgcz) X-Y-XZ

baczaiag baczay bacs

r_
VA —‘CL—;Z + XY
qui a la méme forme du systéme de Lorenz, ot les paramétres de Lorenz sont :

bo bscrasaz  bzcrag . bsco ai
oc=-—, p= = —

cs’ P= bacsaiag  boczar  bacg’ T c3

Théoréme 5.6 Le systéme (5.1) est équivalent au systéme de Lorenz si :

a4 = a5 = Gg = a7 = ag = U,
by =bs =bg = by =bg =0,
cp=cis=cy=cg=cy=cg=rcg =0,
a1 #0, ag #0, by #0, bg #0, ca #0, c3 #0,

b a; asc asc
aghy < 0, P =22, ¢y — 25 — 22 = (,

(5.22)

bO biag azbs asbo 4 asasb + agbgas b8a3ag =0

ay ag ag aiag aiag aia
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Preuve. Avec la transformation linéaire suivante :
x =12+ By, y =Y + B, z=a3X + f3, T = aqt (5.23)

ot (a)1<i<a € R* et (B;)1<i<3 € R,

le systeme (5.1) devient :

auas X' = cafff + e, Ba + csB1Bs + 181 + 585 + coBaBs + caBy + 683 + 385 + cot
(cg X Bias + coXasfy + 2c6 X asfs + c3Xag) + (7Y agfy + 2¢5Y aaffy + coY agfis + caY ag) +
(2caZonfy + crZaifBy + csZaifs + c1Zaon) +
66X20z§ + C5Y204% + C4ZQOé% 4+ co XY asas + cs X Zayasg + c7Y Zagag,
ag0Y" = byf5T + b7B1 85 + bsfB1 55 + b1 By + bs B3 + bofBa B3 + bafy + b33 + bsfs + bo+
(bs X Bras + bg X agfy + 2bs X 383 + bs X az) + (b7Y a8y + 2b5Y By + boY a3 + baY avg) +
(2b4Z o1 B+ brZai By + bgZa1 By + b1 Zan ) +
be X202 + bsY2a3 + by Z%a? + bg XY asaz + bs X Zajag + brY Zayas,
agonZ' = asB + arB1 By + asBiBs + a1 8y + asB3 + agByBs + azBy + a3 + azBs + ao+
(as X a3 + ag X asfy + 2a6 X a3z + azXasz) + (arY aefq + 2a5Y aafy + agY aafis + a2y as)
(2a4Z018, + arZa1 8y + agZa1 B3 + a1 Zaq) +

a6 X203 + asY?a3 + as 2203 + a9 XY avag + as X Zajaz + arY Zayas

(5.24)
nous cherchons des conditions suffisantes pour le systéme (5.24) lorsqu’il sera équivalent au
systéme de Lorenz. Pour cela les parameétres (a;, b, ¢;)o<i<o, (i)1<i<a € R¥et (5;)1<i<a € R,

doivent vérifier les équations suivantes :
4Py + 1818y + csB1Bz + c1By + ¢5B5 + coBafBz + caBy + c6B3 + e3P + co = 0,

cgBras + cgazfy + 2c6a383 + c3az = —oasas,
craafy + 2c50989 + coaa B3 + cava = cagag,
2640&1ﬁ1 + C7011,82 + Cgalﬁg, + 101 — 0,

ceai =0, cza3 =0, cya? =0, cgazas =0, csajaz =0, crajaz =0,
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baf3 + 1318y + bsB1 83 + b1 By + bs B3 + bo B3 + b2 By + b3 + bsfs +bo = 0,
bsfras + boasfBy + 2bgas B3 + bsag = pasas,
braef3y + 2bsaz By + boaa B3 + bacgy = —aug,
2bgv1 By + bron By + by fz + biay =0,
bﬁoz% =0, b504% =0, b4oz% =0, bgasag =0, bgajag = —agas, brajas = 0,
asf7 + a7B1 8y + asB1 B3 + a18; + asfB3 + aoBaBs + azBy + asfi + azfz +ag = 0,
agfias + agasfy + 2aga3 85 + azasz = 0,
arazfy + 2a50285 + agae By + azan =0,
2a401 81 + ara1fy + agan By + arap = —Paga,
aﬁag =0, a5oz% =0, a4a% =0, agavagz = gy, agaiaz =0, arajas = 0.

Alors on trouve

c]=c4=C5=Cg=0C7=cg=cg =0,
by =bs = bg = by = bg =0, bg # 0,

agy = a5 =ag =ay =ag =0, ag # 0,

b1 as 3 2
aghbs <0, — = —, cg—ag— —az— =0
bs a9 ag ag
b1a0 a2b3 a3b2 asas3 b1 ao bgag a% bgag
by — - - === 22—,
aq ag ag a1 ag a1 ag al Qg
a2a3 ao az az
Bl: — T /82:_77 /63:_77
aiag ai ag ag
o — Cgbg o — Cng 1 n — C2 Cgbz 1 o — —b
1——7 =\ |\ ~"F7/— 83 = " |7 | T/ &4 — —02.
bgco c2 | v/ —agbg c3 | c2 | v/—agbg
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Avec ces résultats le systeme (5.1) s’écrit :

' = ag + a1x + agy + azz + agyz
Yy = by + bix + boy + bz + bgxz (5.25)

2 =co+ coy+ 32

et la transformation linéaire (5.23) s’écrit :

b
A <_03 2Z+a2a3—a0), y:<
bgcs aiag a1
(-3
z = [——=
C3

et avec cette transformation linéaire le systeme (5.25) devient ;

c3bo

C2

1 Yy (L3>
vV —agbsg ag )’
1 a9
L G
Vv —agbg %) ! ?

c3bo

C2

! b 1 b

v/ —agbg ag
r_ _ c3by a2a3 __ ag c3bo 1 _ as
agY’ = by + by ( bSCQZ + aiag a1> + by < c2 /—agbs ag) +
_ bo _ az __c3bo azasz _ agp ___ b _ a2
b3 < \/—angX a9> + s < bsczz + aiag al) ( \/7a9b8X a9> ’

c2 \/—agbg ag
___ by _ a2 egba 1 v _az)(__ b _ a2
“3< Tk a9>+“9(ca Vet Y 9)< Veats )

ag

bsca aiag

0440412/ =ag + aq <—03b2Z 4 2283 %’ + a9 (C3b2 1 Y a3> +

apres les calculs on trouve le systéme :

X'=-X@+yg

I — [ _ao bSC2 b302 aza3 b302 _ o
Y= < ay czba + c3ba + aiag C3b2> X-Y-XZ

Z'=-72% + XY

qui a la méme forme du systéme de Lorenz, ou les paramétres de Lorenz sont :

C3 aq bgCg b302 a20as bgCQ ai
g = — = —_—— = —.
b2 ’ al C3b2 Cgbg aj1ag Cng, b2

68



5.3 Quelques applications de 1’équivalence au systéme de Lo-

renz

En plus du systéme de Chen et de Lii qui vérifient les condition de Théoréme 1, Nous
illustrons dans cette section quelques d’autres systémes qui présentent une nouvelle équivalence

avec le systéme de Lorenz.

Exemple 5.1 Pour le systéme de Chen (3.6) on a a1 = —a, aa = a, by = ¢ —a, by = ¢,
bs = —1, c3 = —b, c¢; = 1, qui satisfait les conditions du théoréme 1, alors la transformation

linéaire donne par :
r=|c| X, y=|cY, z=—cZ, T=—ct; c#0
alors le systéme de Chen devient :

X'=-4Y - X)
Vi=(¢-1)X-Y-XZ
7'=t7+ XY

Ou les paramétres du systéme de Lorenz sont :

b
U:_g) PZQ_L B:_f‘
c c c
Exemple 5.2 Dans le systéme de Li (3.8) on a a; = —a, az = a, by = ¢, bg = —1, c3 = —b,

c7 = 1, qui satisfait les conditions du théoréme 1, alors la transformation linéaire donne par :
x=lc| X, y=lcY, z=—cZ, T=—ct; c#0

alors le systéme de Lii devient :

X'=-4(Y - X)
V'=-Y-XZ
7'=t7+ XY
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Ou les paramétres du systéme de Lorenz sont :

a
o= ——

b
p:O, 5:77'
C

C’
Exemple 5.3 En 2009, X.F. Li et al. [{1] sont désignés un nouveau systéme chaotique :

¥ = —ax + ay
Y =-y+uzz (5.26)

Z=b—cz—xy

ol a, b et ¢ sont des paramétres réels positifs. On a a1 = —a, ag =a, bo = —1,bg =1, cg = b,
c3 = —c, c7 = —1, qui satisfait les conditions du théoréme 1, alors la transformation linéaire
donne par :

r=Y, y:X,z:—Z+g,T:t,; c#0

alors le systéme (5.26) devient :

X'=a(Y - X)
V=X -Y-XZ
7' =—cZ+ XY

O1 les paramétres du systéme de Lorenz sont :
o=a, p= -, ﬂ:c'
c

Exemple 5.4 En 1992, Wang et al. [29] sont désignés un modéle chaotique décrit par la dy-

namique :
= —ar +ay
Y = —y — a2z (5.27)
Z=—-b—z+uay
ot a et b sont des paramétres réels positifs. On a : a1 = —a, ag = a, by = —1, bg = —1, ¢y = —b,
cs = —1, ¢; = 1, qui satisfait les conditions du théoréme 1, alors la transformation linéaire
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donne par :
x=Y, y=X, z2=272-0>b, 7 =t,
alors le systéme (5.27) devient :
X' =a(Y - X)
Y=bX-Y-XZ
7'=-7Z+4+ XY

Ou les paramétres du systéme de Lorenz sont :

c=a, p=b, B=—1

Exemple 5.5 En 2013, Wang and Chen [26] sont désignés le systéme suivant :

¥ =anzr+ apy
(5.28)

"= a9 + axy — vz

2 =as3z+xy+c

Siay #0, a1z # 0, age # 0, agg # 0, alors le system (5.28) satisfait les conditions du théoréme

1, alors la transformation linéaire donne par :

ai |azz| ai1a22 c
r=lag|X, y=———""Y, 2= — "7 — — 7= —agt
ai2 a2 ass

alors le systéme (5.28) devient :

X' = (Y - X)
22

Y/ — <2120«21 + a12¢ ) X-Y —-—X7
22011 a22011a33
7' =887 4 XY

a22

Ou les paramétres du systéme de Lorenz sont :

412021 a12C a33

ail
a22

0 = ) p - )
a22 22011 (22011a33
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Pour vérifier I’équivalence d’un systéme au systéme de Lorenz par la transformation linéaire,

on peut suivre la méthode de I'exemple suivant :

Exemple 5.6 Le systéme de Sprott C est décrit par [45]

/ —_—

T =—-T+y
y’ = —Iz (529)

2=y —i

ol 1 est un paramétre réel, ce systéme est équivalent au systéme de Lorenz s’il y a une trans-

formation linéaire
$:(a1X+B1)7 y:(OZ?Y‘f'ﬁg), z:(a32+ﬁ3)7 T = ayt

ot (o) 1<i<a € R* et (5;)1<i<s € R, avec cette transformation linéaire le systéme (5.29) devient :

X/:—LX—F a2 y_f31—52

Qg a10yg a10yg
Vi = v yxyz _ a153X _ 043512 _ B183
Q204 Q204 204 a0i4
2 2_ .
] Q5 2 20289 B3—i
Z = a4a3Y + Qo Y + agas

il est clair que parmi les conditions pour que le systéme (5.29) soit équivalent au systéme de
Lorenz est ag = 0 et cela est contradiction avec la définition de la transformation linéaire. Nous
trouvons le méme type de contradictions si on utilise les formes de la transformation linéaire

définies dans les théorémes 2 a 6.

Pour obtenir d’autres formes de systémes équivalents au systéme de Lorenz, cela se fait en

utilisant un changement linéaire général,

p

xr = OzllX + Oélzy + 0413Z + ﬁl,

y =01 X + Y + a3Z + By, (5.30)

z= a3 X + a3y + az3Z + f3,

T = ot,
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o (ij)y<; j<3 € R?, (8;)1<j<3 € R?, o € R*, par notre méthode cela conduit & un calcul trés
compliqué afin de définir les conditions nécessaires a cela. Par conséquent, il est recommandé
pour déterminer qu’ un systéme peut étre équivalent au systéme de Lorenz d’appliquer la trans-
formation (5.30) directement au systéme a étudier en utilisant la méme méthode de I'exemple

6 avec la condition |a;1| + |aua| + |aus| #0, 1 <7 < 3.

5.4 Conclusion

Le systéme de Lorenz est le premier modéle mathématique et physique du chaos, devenant
ainsi le point de départ et la pierre angulaire de recherches ultérieures sur la théorie du chaos,
la question de I’équivalence de divers systémes de type Lorenz et la possibilité d’une prise en
compte universelle de leur comportement, en vue de la possibilité de réduire ces systémes a la
méme forme a ’aide de diverses transformations, comme cela s’est produit pour les systémes
de Chen et Lii, par conséquent tous les résultats obtenus dans les articles consacrés a 1’étude
du Chen et Lii (équilibres, bifurcations, orbites périodiques, stabilité, surfaces invariantes, at-
tracteurs chaotiques,...) peuvent étre dérivées trivialement des résultats correspondants sur le
systéme de Lorenz. Par les résultats obtenus dans notre travaux, et sur la base des théories
mentionnées dnas le chapitre 5, nous avons posé plusieurs conditions & six formes générales
des systémes autonomes quadratiques tridimensionnels & deux termes quadratiques (5.5), (5.9),
(5.13), (5.17), (5.21), (5.25), pour étre équivalents au systéme de Lorenz, Nous avons égale-
ment identifié trois systémes reconnus équivalents au systéme de Lorenz, il s’agit les systémes

mentionnés dans les exemples 3, 4 et 5.
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Résumé

L’objet de ce travail consiste en une étude de I’équivalence de deux systémes dynamiques
chaotiques, le but de cette étude est d’examiner et clarifier I’équivalence des systémes au systéme
de Lorenz et & cet effet on a posé plusieurs conditions pour des formes générales des systémes
autonomes quadratiques tridimensionnels & deux termes quadratiques pour étre équivalent au
systéme de Lorenz, comme cela s’est produit, par exemple, avec les systémes Chen et Lu qui
sont des cas particuliers du systéme de Lorenz. A l'aide de résultats obtenus dans nos travaux,
nous avons distingué trois systémes reconnus équivalents au systéme de Lorenz.

Mots clés : Systéme de Lorenz, transformation linéaire, équivalence, stabilité, chaos.
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Abstract

The aim of the present work consists in a study of the equivalence of two chaotic dynamic
systems and to examine and clarify the equivalence of the systems to the Lorenz system. For
this purpose we had give several conditions for general forms of three-dimensional quadratic
autonomous systems with two quadratic terms to be equivalent to the Lorenz system, as it has
happened, for example, with the Chen and Lu systems that are particular cases of the Lorenz
systme. By the results obtained in our work, we have distinguished three well-known systems
equivalent to the Lorenz system.

Keywords : Lorenz system, linear scaling, equivalence, stability, chaos.
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