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INTRODUCTION

Ce travail est une généralisation de la notion de lin€arité aux

applications multivoques, il consiste en trois parties:

La premiére partie regroupe des résultats fondamentaux, il s’ agit de
définir, de caractériser et de construire des morphismes m— linéaires et d’
explorer les structures associées a ces morphismes. On y étudie aussi les
applications linéaires multivoques injectives .Les démonstrations données
sont élémentaires et n’ utilisent que la définition d 'une application linéaire

multivoque.

La deuxiéme partie expose la construction de la catégorie m—DLS ainsi

que la correspondance entre la catégorie m—VectK et cette derniere.

En fin la derniére partie contient un certain nombre de résultats

concernant la vecherche des solutions des équations a morphismes

m—linéaires.



Chapter 1

Catégorie m-Vecty



On considére X et Y deux espaces vectorieljsur un corps commu-

tatif K.

Definition 1 Une application multivoqgue F' : X — Y est dite
linéaire si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

1. F(z)+F(z') C F(z+2'), pour tout couple de vecteurs (z, ) €
X xX,.

2. a-F(z) C F(a- ), pour tout couple (o, z) € K x X.

Proposition  Une application multivoque F : X =Y ou X el Y
sont deuz espaces vectoriels sur un corps commulalif K est linéaire
multivlque si et seulement si son graphe

I'r={(z,y) € X xY |y € F(z)}
est un sous espace vectoriel du K -espace vectoriel produit X x Y.

Preuve:

» Soit F' : X — Y une application linéaire multivoque et I'r son
graphe. Si (z,7) et (z,y') sont deux éléments de I'r alors y € F(z)
et

y € F(z') donc y +y' € F(z)+ F(z') C F(z+2') ainsi (z,y) +
(z,y) = (z+ 2, y+¥) €lr.

D’autre part, siy € F(z) et a € K alors a-y € a-F(z) C F(a-1)
donc a - (z,y) = (a-z,a-y) € T'p.

On conclut ainsi que si F est linéaire multivoque son graphe I'r
est un sous espace vectoriel de X x Y.

<« Supposons maintenant que F' : X — Y est une application
multivoque dont le graphe s’avére étre un sous espace vectoriel de
Vespace vectoriel produit X x Y. Considérons z et =’ deux vecteurs
de X. et y € F(x)+ F(z') alors il existe (a,b) € F(z) x F(z') avec
y = a+b. Or, (z,a) et (z,b) sont deux éléments du sous espace
vectoriel 'z donc (z+1',a+b) = (z,a)+(z',b) € I'r ce qui exprime
lefaitquey=a+be Flz+2'). -

D’autre part, si z € a - F((z) denc il existe y € F(z) tel que
z = a-y. Ainsi, il exite (z,y) € T'r tel que z = a-y. Dufait que I'r



est un sous espace vectoriel de X X Y on déduit que o - (z,y) € I'p
donc a -y € F(a - z) autrement dit z € F(a - ).
|

SiF: X — Y est une application linéaire multivoque
alors 0 € F(6), ou 8 est le vecteur nul.

Preuve:

En effet, pour tout vecteur £ € X et 0 le neutre de la loi additif
du corps K on 3{0}= 0. F(z) C F(0-z) = F(0). Autrement dit
©}CFO.
|

Proposition 4 Une application linéaire multivoque est linéaire uni-
voque si et seulement si {0} = F(6).

Preuve:

» Il est évident que si F': X — Y est une application linéaire
univoque alors F\(6) = {F(6)} = {0}.

» Inversement supposons que F(6) = {0} et soit y et y' deux
vecteurs de F(z) ol z est un vecteur de I’esp e vectoriel source
X. Alors Popposé du vecteur ¢ est un élément de/—F(z) = (1) -
F(z) C F((—1)-2) = F(—z). Ainsi, le vecteur y—y' = y+(-¢) €
F(z) + F((~1) - z) C F(z + (-1) - ) = F(#), dou 'on déduit
que y = ¢. Donc F(z) est réduit & un singleton donc est une
application univoque linéaire.

n

Proposition 5 Si f : X — Y est une application linéaire univoque
alors Uapplication multivoque f~' : Y — X est une application
multivogue linéaire.

Preuve:

En effet, si y et 3 sont deux vecteurs de Y et z un vecteur de
FYy) + fY(y), alors ils existe (z1,72) € X* avec T = T3 + T,
ou f(z;) =y et f(zz) = ¥. Ainsi, f(z1) + f(z2) = y + ¢ donc



f(z1+23) = y+y et par conséquent, z, + z2 € f'(y +y'), ainsi,
z€ [ y+y)

D’autre part, si a est un scalaire de K et z € a - f~!(y) pour
un certain vecteur y € Y, alors il existe ' € f~!(y) avec z = o - 2.
Or, f(z') = y donc a- f(z') = a -y et puisque f est une application
linéaire univoque on déduit que f(a-z') =a-ydoncr=a -z’ €
fHay).

Conclusion, si f : X — Y est une application linéaire uni-
voque f~z)+ f}(z') C f~}(z +z'), pour tout couple de vecteurs
(z,z) € Xx X, et a-fYz) C f~}(a-z), pour tout couple (o, z) €
K x X que f~!:Y — X est une application linéaire.multivoque.
|

Proposition 6 S F' : X — Y est une application linéaire multi-
voque alors 'application (tp) : X — I'r donnée par

(tr) ' (@) = {(z,9) € X x Y |y € F(o)}
est une application linéaire multivoque.

Preuve:

Notons que le graphe de F' est un sous espace vectoriel de
X x Y car F est linéaire multlvoque donc lgude de la linéarité de
I’application multivoque ! = a un sens. Considérons Papplication
tr : I'r — X donnée par tz(z,y) = z pour tout couples de vecteurs
(z,y) € I'p. 1l est alors simple de vérifier que {r est une applica-
tion linéaire univoque. En effet, pour s’en convaincre on les égalités
tF((m’y)+(m )y,)) - tF($+$ ,y+y) = .'II+.’E - tp(.’l?,y)-l-tF(IB y)
et tp(a-(z,y)) = tr(a-z,0-y) = a-z = a-tr(s,y), égalités vraies
pour tout (z,y), (z/,y’) € I'r et & € K. On conclut alors que
(tr) ' : X — Tz est linéaire multivoque.
|

Proposition 7 La composition d’applications linéaires multivoques
est une application linéatre multivoque.

Preuve:



En effet, soient G : X — Y et F : Y — Z deux applications
linéaires mulitivoques ou X, Y et Z sont trois espaces vectoriels sur
un corps commutatif K.

Considérons z et =’ deux vecteurs de X alors G(z) + G(z') C
G(z+z'). donc F(G(z)+G(z')) = FyyC U F(y) =

yeG(z )+G(x’) yeG(z+x')
F(G(z +2') = F o G(z + 2').
Si o est un scalire de K et z un vecteur de X alors o - G(:L‘) C
G(a - z) par conséquent si z € a- F(G(z)) = - eg( )F(y) il existe
v x

donc y € G(z) avec z € - F(y) C F(a-y). Or, -y €a-G(z) C

G(a - z). Donc z € F(G(a - 1)) = ’e(%z F().
]

Proposition 8 3i X etY sont deux espaces vectoriels sur un méme
corps commutatif K alors les application Idx : X — X donnée par
Idx(z) = {z} pour tout z € X, et Idy : Y — Y ou Idy(y) = {y}
pour tout y € Y sont des applications linéaires multivoques qui véri-
fient les propriétés suivantes:

1. Idy o F = F pour toute application linécire multivoque F' :
X -Y,

2. Goldy = G pour toute application linéaire multivoque G :
Y —-X.

Preuve:

IIs est simple de constater que Idx et Idy sont linéaires. De
plus si z est un vecteur de X on a

Idy o F(z) = Idy (F(z) = yeg(z)ldy(y) g( ){y} F(z).

D’autre aprt, si ¥ est un vecteur de I'espace vectoriel Y on a Go

I.dy(y)=G(Idy(y))— G({y}) = G(y)-

Proposition 9 La composition d’applications linéaires multivoques
est associative.



Preuve:

SiT: X —Y,G:Y —» Zet F:Z — L sont trois applications
linéaires multivoques alors F o (G o T') ainsi que (F o G) o T sont
des applications linéaires multivoques. De plus, pour si1 T est un
vecteur de ’espace vectoriel X on a les égalités suivantes:

(FoG)eT(z) = (FoG)(T(z)) = Y (FoG)y)= U F (G(y) =

o (L2 F@)) =, 0, PG = F( Y_Cw) = F (G @) =

yeT(x) \2€G W) yeT(x)
i((G oTYz)) = F o (G oT)(z).

Proposition 10 La collection des espaces vectoriels définis sur un
méme corps commutatif K et la collection des applications linéaires
mulfivoques corﬁituent une catégorie notée m-Vectg ou la compo-
sition est la composition des applications multivoques.

Preuve:

Cette proposition est une conséquence immédiate des proposi-
tion antérieures.

Definition 11 Un morphisme linéaire multivogue est un morphisme
de la catégorie m-Vecty on les appelle m-linéaire. morphisme ou
plus simplement m-linéasre.

Proposition 12 Tout morphisme m-linéaire est la composée d’une
application linéaire univogue et d’un autre m-linéaire morphisme.

Preuve:

En effet, si ' : X — Y est un morphisme m-linéaire alors
F =rpo(ty) ' ourp:Tr — Y est Papplication linéaire univoque
donnée par r(z,y) = y pour tout (z,y) € L'r.
n



Chapter 2

Sur quelques morphismes m -
linéaires |



2.1 L’ endomorphisme m linéaire de pro-
jection canonique

Definition 13 Un endomorphisme m lnéaire est un morphisme
m linéaire F' qui admet pour source et pour bul le méme K espace
vectoriel:

F:X—-X

Soit X un K espace vectorile et X' un sous espace vectoriel de
X.

Proposition 14 La correspondance F : X — X donnée par F(z) =
z + X' pour tout vecteur £ € X est un morphisme m linéaire.

Preuve:

En effet, soient a et b duex vecteurs de X alors Fi(a) + F(b) =
(a+X)+B+X)=(a+b)+ X' = Fla+b).
D’autre part, si k est un scalaire et z un vecteur de X ona F(k-z) =
k-z+ X =k-(z+X)=k- F(z).
n

Proposition 15 Si X' est un sous espace vectoriel d’un K espace
vectoriel X alors la surjection canonique s : X — X /X' ot s(x) =
T pour tout vecteur x € X est une application linéaire univoque.

Preuve:

. En effet, pour z € X, on a s(z) =T =z + X' = F(z).
n

2.2 Inverses de morphismes m linéaires

Si F: X — Y est un m-linéaire morphisme on peut définir pour
deux applications multivoques que ’on peut appeler les inverse de
F'. En effet, on peut considérer:

F': Y - X



ou Ft(y) = {z € X | F(z) = {y}} pour tout y € Y,
et
F7:Y—-X

oun F (y)={zeX|ye€ F(z)} pourtout y € Y.

Notons que ’application multivoque F'* peut é&tre trivial autrement
dit Ff(y) = & pour tout y € Y.

En général F' n’est pas un morphisme m-kinéaire néanmoins
on a le résultat swivant:

Proposition 16 Si F': X — Y est un m-linéaire morphisme alors
Uapplication multivogue F~ : Y — X, ot

F:(y)Z{xEleeF(w)}
pour tout y € Y, el un morphisme m-linéaire.

Preuve:

Siz € F (y) + F-(y") ou ¢ et ¥’ sont deux vecteurs de Y.
Alors, 1 existe (2',2") € F~ () X FZ(y") tel que z = (2’ +z").
Ainsi, ¥ € F(z') et ¥y’ € F(2") donc (¥ +¥") € F(z') + F(2") C
F(z' 4+ "), d’ot Von déduit que z = (z' + 2") € FZ (¥ +y").

D’autre part, si z € a - F~ (y) alors il existe ' € F_(y) avec
z=a-7.0r,y€ F(z')donca-y € a- F(z') C Fla-2') = F(x)
ce qui justifie que z € F~ (a - y).

n ‘

~ Remarque: Si F' est une application univoque F* = F on.
pote alors F™! = Ft = F~ est donc si F' est univoque linéaire
F~1 est un m-linéaire morphisme. Ce qui justifie encore une fois la
proposition

2.3 Opérations algébriques sur les mor-
phismes m linéaires

MOT'm—VectK (X7 Y)

10



la collection des m-linéaires morphismes de source X et de but Y
deux espaces vectoriel sur un corps commutatif K.
Si F, G € Morpveuy,(X,Y) et & € K alors on peut définir:

1. La somme de F et G ou
(F + G)(z) = F(z) + G(=)
pour tout vect~ur x € X,
2. Le produit
(- F)(z) = - F(z)
pour tout vecteur z € X.

Proposition 17 La somme de deuz morphismes m-linéaire est un
morphisme m-linéaire, le produit par un scalaire d’un morphisme
m-linéuire est m-linéaire.

Preuve:

En effet, si z et ' sont deux vecteurs de l’esapce vectoriel X
alors (F+G)(z) + (F +G)(z') = (F(z) + G(z)) + (F(') + G(z")) =
(F(z) + F(z)) + (G(z) + G(z)) € F(z + &) + Gz + ') = (F' +
G)(z + z'). D’autre part, a - (F + G)(z) = a- (F(z) + G(z)) =
o F(5)+-Gla) C Fla-)+Gla-2) = (F+@)(a-2).

De la méme fagon on a (- F) (z) + (e - F) (z') = a- F(z) +-a-
F(m’)QF(a-x)+F(a-x’)=F(a-x+a-$’)=F(q-(z+:c’))=
(a-F)(z+z) et A-(a-F)(z) = A-(a-F)(z)) = A-(a-F(z)) = (-
a.)'F(m)) = (a-A)-F(z)) = a-(A-F(z)) C - F(A-z) = (- F)(A-z).

Proposition 18 Soient F' : X — Y un morphisme m linéaire et
o un scalaire alors Conve ' : X — 'Y donnée par

Conv,F(z)={(1—0a)-y+a-y | (y,9) € F(z) x F(z)}

est un morphisme m linéaire.

11



Preuve:

Soient z € Conv,F(z) + Conv,F(z') donc z =a+bota =
1-—a) yu+a -y, etb=(1-0a) y+a-y, avec y,, ¥, € F(x)
et Yo, yl,; € F(xl) ainsi, z = (1_a)'(ya+yb)+a'° (y(,z+yll;)‘
Or, (Yo + w), (Yo +3) € F(o) + F(z') C F(z + ') donc z €
ConvoF'(z + ).

D’autre part, si z € \:-Conv,F(z)doncz = A((1 —a) -y +a - y')
ou (y,y') € F(z)x F(z) par conséquent, z = (1—a)-(A-y)+a-(A- y)
ot A-yeEX-F(z) CFQ-z)et A-y' € A F(z') C F(XA- 2') donc
z € Conv F'(\ - z).
|

2.4 Opérations ensemblistes sur les mor-
phismes m linéaires

M Om-Vectx (X ) Y)

la collection des m-linéaires morphismes de source X et de but V'
deux espaces vectoriel sur un corps commutatif K.
Si
F,G € Morpveu, (X,Y)

on peut définir:
1. La réunion de F' et G ou
(FUG)(z) = F(z) UG(x)
pour tout vecteur z € X,
- 2. L’intersection de F et GG ot
(FNG)(z) = F(z) N G(z)

pour tout vecteur z € X,

12



3. la différence de F et G out
(F\G)(z) = F(z)\G(z)
pour tout vecteur z € X,

4. la différence symétrique de F' et G ou
(F A G)(z) = F(z) A G(z)
pour tout vecteur z € X

5. le produit cartésien de F' et G ot
(F x G)(z) = F(z) x G(=)
pour tout vecteur z € X

Proposition 19 L’intersection de morphismes m linéaires est un
morphisme m linéaire.

Preuve:

En effet le graphe de FNG est Tpng = {(z,y) € X xY |y €
(FRG) )} = (o) € XXV |y € (FNO@} = {(2,y) €
XxY|ye Fz)nG(z)} =
{(z,y) € X xY |y € F(z) et y € G(z)} = {(z,y) € X X Y|
(z,9) € Tr et (z,39) € Te} = I'r NTe qui est un sous espace
vectoriel si I'r

|
Par contre le graphe de la réunion I'ruc = I'r UT'¢ qui n’est
pas en général un sous espace vectoriel méme si I'r et T'g le sont.
Il en est de méme pour la différnece et la différence symétrique
ol FF\G = FF\FG et FFAG = PF A Fg.

Proposition 20 Le produit cartésien de deur morphismes m linéaire
est un morphisme m linéaire. '

13



Preuve:

Soit ¢ € (F x G)(z) + (F x G)(z') donc y € (F(z) x G(x)) +
| (F() % G(o) sins il adiste (F, f) € F(z) X F(@) et (9, €
G(z) x G(z') avec y = (f,9) + (f,9) = (f + f,9 + ¢), on
C(f+f) € (F(z)+ F(a)) et (9+¢) € (G(z) x G()) par
conséquent (f + f') € F(z + ') et (g+¢) € G(z + 7') et ainsi
yeF(z+7)xGlz+2)=(FxG)(z+1)-

D’autre part, si o € K alors a-(F x G) (z) = o (F(z)xG(z)) =

c-y-F(z)xa-G(z)(_;F(a-:v)xG(a-x)=(F><G)(a-a:).

14



Chapter 3

Structures associés aux
morphismesm-linéaires
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Proposition 21 L image de lout sous espace vectoriel par un mor-
phisme m linéaire est un sous espace vectoriel.

Preuve:

Soit F : X — Y un morphisme m linéaire et X' un sous espace
vectoriel de X alors FI(X') = U F(z') contient F'() qui est non

z'e t

vide. Ainsi, 0 € F(X'). Soient y et y' deux éléments de F'(X") donc
il existe = et o’ deux éléments de X' avec y € F(z) et y' € F(z')
par conséquent y+y' € F(z)+F(z) C F(z+1') odz+z' € X', qui
est un sous espace vectoriel de X. Autrement dit, y +y € F' (X").
Si a € K est un scalaire et y € F(X') alors a -y € a- F(z) pour
un certain élément z € X'. Donc a -y € F(a - x) C F(X').
[

Proposition 22 Si F': X — Y est um morphisme m linéaire alors
UF(A)) € F(I(A)

pour toute partie non vide A de Xet ol : P{X) — P(X) est
l’opérateur enveloppe linéaire.

Preuve:

Fn effet, soit A une partie de X alors A C [(A) donc F’ (A) €
F(I(A)). En vertu de la proposition 21, F'(I(A)) est un sous espace
vectoriel de Y celui ci contient F(A) donc I[(F(A)) C F(I(A)).
|

Definition 23 On appelle image d’une application multivoque F:
A — B le sous ensembe de B noté

ImF = U F(z).
€A

Proposition 24 L’image de tout morphismem linéaire est un sous
espace vectoriel de l'espace vectoriel but.

Preuve:

Ceci est une conséquence de la proposition 21.
n

16



Soit F': X — Y un morphisme m linéaire, et B une partie de
Y on peut alors définir deux pré image de B :

F*(B)={z € X | F(z) C B}
qu’on appellle la pré image inférieure de B,

F-(B)={z€ X |F(z)NB # @}

qu’on appelle pré image supérieure de B.
La pré image inférieure ou supérieure d’une partie B donnée
peuvent étre vide.

Proposition 25 La pré image supérieure de tout sous espace vec-
toriel est un sous espace vectoriel.

Preuve:

Notons préalablement, que si Y’ est un sous espace vectoriel
de V’espace vectoriel but Y d’un morphisme m linéaire F' : X — Y
alors évidement le vecteur nul @ de Y lui apprtient et donc Fe)ny’
est non vde car contient au moins 8. Ainsi, FZ (Y’) est non vide si
Y’ est un sous espace vectoriel de Y.

D’autre part, si £ et =’ sont deux éléments de F (Y") donc F(z)NY’
ainsi que F'(z')NY" sont non vide et donc leur somme (F(z)nY")+
(F(z")NY") est non vide. Puisque Y’ est un sous espace vectoriel
de Y alors (F(z)NY') + (F(z)NY') & (F(z) + F(z")) NY' et
donc F(z'+ z)NY’ est non vide, exprimant ainsi 'appartenance
dez+2 aF_(Y').

Pour  un scalaire donné du corps commutatif K qui agit sur I'epace
vectoriel Y et z € F~(Y") on a donc F(z)NY' # @ donc a- F(z)n
Y' # @. En effet, si F(z)NY' # & alorssiy € F(z)NY" le vecteur
a-y€a-Flz)NY' C F(a-z)NY’ donc F(a-z)NY' # @ ainsi
donc a -z € FZ(Y’).

|

Soit F : X — Y un morphisme m linéaire, alors pour 0 le
vecteur nul de P’espace vectoriel Y on peut définir comme cela a
été déja évoqué deux pré image: F *+(0) et FT(0) ce qui conduit &
considérer la définition suivante

17



Definition 26 On appelle noyau inférieur d’un morphisme m linéaire
le sous ensemble noté ker, F' = F1(0) on appelle noyau supérieur
le sous ensemble noté ker_ F' = F~(0).

Ainsi:
ker, F = {z € X | F(z) = {0}}

alors que
ker_ F={z€ X |0e€ F(z)}

il est évident que ker F' C ker_ F.

Notons aussi, que si F' est linéaire univoque ker, F' =ker_ F' =
ker F. d’autre part, ker, F' peut étre vide alors que ker_ F' n’est
jamais vide car 6 € ker_ F. De plus ker, F' n’est pas forcément un
sous espace vectoriel de X . Cependant:

Proposition 27 Le noyau supérieur d’un morphisme m linéaire
est un sous espace vectoriel de l'espace source X.

Preuve:

Soient z et =’ deux éléments de ker_ F alors 0 € F(z) et 0 €
F(z') donc 8 € F(z)+ F(z') C F(z + z') donc la somme est stable
dans ker_ F.

Pour @ € K et = € ker_ F on a également 0 = o -0 € a- F(z) C
F(a - z) donc la loi externe est égalemnet stable dans ker_ F.

Notons également que ce résultat peut étre intérprété comme
une conséquence de la proposition 25.
|

Pour cela on donne la définition suivante:

Definition 28 On appelle noyau d’un morphisme m linéaire le
sous espace vectoriel ker_ F' qu’on notera simplement ker F.

Notons que si F' est univoque on retrouve la définition du noyau
d’une application linéaire en vertu de I’équivalence F(f) = {0} si
et seulement si F' est univoque.

Remarquons que la composition d’une application univoque et
multivoque linéaire est une application linéaire multivoque. Cepen-
dant:
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Proposition 29 St F : X — Y, f : Y — Z représenient une
application linéaire multivoque et univoque respectivement alors f o
F : X — Z est univoque si et seulement si F(0) C ker f.

Preuve:

» Supposons que f o F soit univoque donc f o F(6) = {6} donc
F(F(0)) = {6} donc f(z) = 0 pour tout z € F(#) donc = € ker f
pour tout z € F(6) par conséquent F'(0) C ker f.

< Si f(F(0)) = {0} donc f o F() = {0}, et en vertu de la
proposition 77, on déduit que f o F' est linéaire univoque.

]

Proposition 30 Si: f : X —» Y, F: Y — Z représenient une
application linéaire univoque et multivogque respectivement alors Fo
f: X — Z est univoque si et seulement si f(0) € ker, F.

Preuve:

»Si F o f est linéaire multivoque alors F' o f(§) = {6} donc
F(f(6)) = {0} donc f(0) € F*(0) = ker, F.

» Si f(0) € ker, F donc f(8) € F*(6) donc F(f(9)) C {6}
ou encore F'(f(#)) = {6}, grice a la proposition ??, on déduit que
F o f est univoque linéaire.

Definition 31 Une application multivoqgue F' : A — B est dite
injective si tout couple (z,z') € A? tel que z # =’ on a alors F(z)N
F(z')=2@

Proposition 32 Une application multivoque F' : A — B est injec-
tive si et seulement si tout couple (z,z') € A% tel que z # z' on a

alors 0 ¢ F(z) — F(z').-

Preuve:

Ceci est une conséquence de I'équivalence F(z) N F(z') # @ si
et seulement si § € F(z) — F(z'). ;
» ‘

19



Proposition 33 Un morphisme m linéaire I : X — Y est injectif
si et seulement si ker F' = {0}.

Preuve:

» considérons un morphisme m linéaire injectif F' : X — Y
et soit z € ker F, alors 8 € F(z) or @ € F(0) et ainsi donc
6 € F(z) N F(0) ce qui exprime le fait que F(z) N F(6) # @ donc
x=40.

D’autre part si on suppose que le noyau d’un morphisme m
linéaire F : X — Y est réduit au vecteur nul alors si z et £’ sont
deux vecteurs différents de X on a z — ' # 0 par conséquent 0 ¢
F(z—z') donc forcément 0 ¢ F(z)—F(z') donc F(z)NF(z') = &.
|

Proposition 34 Un morphisme m linéaire F: X —Y est injectif
si et seulement si 0 ¢ F(x) pour tout z # 0.

Preuve:
» Soit z # 0 donc F(x) N F(#) = @ donc 0 ¢ F(z)
< Soit = € ker F donc ¢ € F(z) donc z = 6.

n

Proposition 35 Un morphisme m linéaire F - X — Y est injectif
si et seulement si (Ts)icpn) €st un systéme libre de vecteurs de X
alors tout systéme (Ys)icpn de vecteurs deY o y; € F(z;),i €
[1,7n]

Preuve:

»Supposons que F' : X — Y soit un morphisme m linéaire
injectf et considérons z1, Tz, ..., Tn UN systéme de n vecteurs libres de
X et soient ¥, Yz, ---, Yn un systéme de n vecteurs deY ouy; € F(z;)
pour tout ¢ € [1,7n]. Soient alors (@ti)iei,m une famille de scalaire
telleque ay-y1 + a2 Yo+ .. + 0 Yn = 0 donc 6 € oy - F(zy) +az-
F(z3) + ... + a3 - F(zn) C Flar- 1 + g~ Tyt o+ Oy - Ty). Ainsi
donc, o Ty + g - Ta+ ...+ 0Ty € ker F. Or, celui ci est réduit au
vecteur nul de X car supposé étre un morphisme m linéaire injectif
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donc o -z + a9 - Ty + ... + o, - T, = O et puisque zq, Ty, ..., T, est un
systéme de n vecteurs libres de X on déduit que tous les scalaires
sont nuls concluant ainsi que le systéme y1,¥2, ..., Y» de 1 vecteurs
de Y ou y; € F(z;) pour tout i € [1,n] est libre.

« Soit z un élément de ker F' et supposons qu’ll n’est pas nul.donc
Cest un vecteur libre de X. Grace aux hypotéseftout vecteur y €
F(z) est donc un vecteur libre de Y donc non nul. Par conséquent,
6 ¢ F(z) et donc z ¢ ker F. On conclut alors que si z € ker F alors
z = 0 ou encore que ker F' = {#}. Ce qui exprime le fait que F' est
un morphisme m linéaire injectif.

]

Proposition 36 Si F': X — Y est un morphisme m linéaire in-
jectif alors limage de tout systéme libre de vecteurs kbres de X
constitue une famille disjointe de parties de Y.

Preuve:

En effet, soient z;, T3, ..., Z, un systéme de n vecteurs libres de
X et soit F(x;), F(zq), F(z,) la famille de parties de Y associées
A Z1, Ty, ..., Tn. Sl Oon suppose qu’ils existent 1, j € [1,n] i # j (i < j)
tels que F(z;)NF(z;) # &. alors la famille y1, Y2, --Yi-1, ¥> Yi+ 1> - Yi-1, ¥s Yit 15 - Yn
ot y; € F(z;) pour tout i € [1,n\{j} et yi = y; =y € F(z:;) N
F(z;), est une famille liée ce qui est impossible.
|

Proposition 37 Soit F': X — Y un morphisme m linéaire injecty,
oedim X = dimY =n. Alors siey, ey, ...,e, est une base de X tout
systeme de vecteurs f1, fa, ..., fn de Y ot f; € Fe;), i € [1,n] est
une base de Y.

Preuve:

En effet, puisque F est linéaire multivoque injectf et €1, €3, ..., €n
est une base de X donc un systéme de vecteurs libres de X en
vertu de la proposition 35, on déduit que si fi, fa, ..., fn de Y est un
systéme de vecteurs ou f; € F(e;), ¢ € [1,n] est un systéme libre de
Y or dimY = n donc f, fa, ..., fn constitue une base de Y.

]
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Definition 38 Une application multivoqgue F' : A — B est dite
surjective si F'(A) = UAF (a) = B.
ac

Proposition 39 Une application multivoque F' : A — B est dite
surjective si et seulement st F_ (b) # @, pour fout b € B.

Preuve:
»En effet, soit b € F(A) = UAF (a)donc il existe a € A tel que
ac

b € F(a) donc a € F (b) autrement dit F_ (b) # 2.

« Considérons b € B alors par hypothése il existe a € A avec
a € F~(b) et par conséquent, b € F(a) C F(A) donc B C F(A) ©
B. \ ,
n

22



Chapter 4
Catégorie m-DLS
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4.1 Spectres directes de K espaces vec-
toriels

Definition 40 On appelle spectre direct ou systéme inductif de K
espaces vectoriels indicés sur un sur A, toute famille du type

(Xa7 TaB, A)agﬁ
indicée sur un ensemble dirigé & droite (A, <) ou:

1. X, sont des espaces vectoriels définis sur le corps commutatif
K,

7Ta,3 : Xa b 4 Xﬁ,

est une famille d’applications linéaires univoques définis pour
tout o < f3, o o, B € A,

Moo : Xa — Xou

est 'automorphisme identité de X, pour tout a € A,

7T,37O7ra3=7Ta7:Xa—+X5—+X»y,

pout tout «, B,y éléments de A

Si (Xa, Tap, A)acp est un systéme inductif de K espaces vec-
toriels indicés sur un sur A, les K espaces vectoriels X,, o € K
s’appellent les éléments du spectre direct et les applications linéaires

Tag, @f € A, @ > (3, s’appellent les projecteurs du sys-
téme inductif.

Proposition 41 Dans la réunion disjointe (la somme directe) X =

3> Xo de la famille d’ensembles (Xo)a € A la relation binawre
acA

notée " ~"et donnée par: x, ~ zg si el seulement si il exisle un
indice v € A tel que vy > a et v > B avec Toy(Ta) = Tpy(25), €5t
une relation d’équivalence.
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Preuve:

En effet, si 1, est un élément X alors Mo Zo = MayZe poOUr
tout 7 > o qui exprime que T, ~ Z,. 1l est évident que ~ est une
relation symétrique.

Soient ., T et T, trois éléments de X tels que zo ~ g et
Iz ~ T, ainsi, 1l existe donc A} € A, A 2 o, >pPBet Ay €A
A2 > B, ¥y = 77 avec Tax (Ta) = aa,(T5) €t T3y (Tp) = Ty (TH)-
Considérons A € A ou A > Al et A > /\2, alors T © Mo, (fl)a) =
Tan, © T8, (T5) €t Tan, 0Tpa,(T8) = Tany 0Tya, (Z), d’ott 'on déduit
que Tox(ZTa) = Tpr(28) = mya(,) qui confirme que z, ~ Z,.

n

Proposition 42 L’ensemble quotient X/ ~ noté limX, = X
acA :
muni des deux opérations:

1. .
+: l_i_r_gXa X 111_1_}1Xu — l_iL’nXa
acA ach acA
0t To+E5 = Tar(Za) + Ty (T), pour tout (Ta, ZTg) € lim Xo X
. aEA

imX,, o, 8,7 €A, et oty 2,72 b,

acA
2.

- K x ImX, — IimX,
— o
ach aE

ou kT, =k -z, pour tout T, € l_i_r_gXa,kEK,
acA

est un espace vectoriel sur K on I'appelle la limite inductive du
spectre direct ( Xy, Tag, A),0n le note Xoo

IimX, = X = Xw-
- =

a€A

Preuve:
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Prouvons préalablement que les relations:

+: im X, % lim X, — lim X,
acA aEA ac

et
K X 1_:1_r§Xa — ]j_r)nXa
acA acA
sont des applications.
En effet, considérons (T4, Z5) € lim X, x lim X, soient v’ € A,
acA acA

¥ > o,y > B, ety €A et ouy” > 0,9 > B, alors v € A,
Y29, 7 27" on & Toy(Tay(Ta) + Tpy(26)) ~ Tar(Ta) + 7ay(26)
et Tyin(Tan(Za) + Ty (25)) ~ Tay(Za) + Tpy(Tp) done Moy (Ta) +
Tay(Tg) ~ Tay(Ta) + Tpy(zs), d’ott Pon déduit que la classe
Tay(Ta) + 7a,(zp) est indépendante de 'élément v € A tel que y >
a, v > (. D’autre part, si T, € T, et z, € Tp autremant dit z, ~ Z,
et T, ~ 1z, alors puisque A est dirigé & droite, il existe v € A,
Y2, Z Y2 A 2 B avec Tay(Ta) = Tuy(Ty) et may(2p) =
y(53) par CONSBUnt Tay(@a) + Mpr{E5) = Tyn() + o (@),
justifiant ainsi 1’indépendance de la classe 7ay(Za) + 7,(z5) par
rapport aux représentants des classes Z,, et Zg.

Soit k un scalaire du corps commutatif K et T, € X, alors si
Ig~ T, il existe ¥ € A, 7 > @, 7 > B avec Moy (Ta) = ay(T5) et
donc k - Tar(Ta) = k - Tpy(zp) €t par linéarité on a Tay(k - Ta) =
Tgy(k - T5) qui traduit que k - o ~ k - 25, d’olt 'indépendance de
la classe k - £, par rapport au représentant de la classe T, € Xoo.

On conclut que 'opération somme confére & X, une structure
de magma alors que le produit par un scalaire est une loi de com-
position externe du corps commutaif K sur Xe.

La commutativité et Passociativité dans X, sont une conséquence
imnédiate de la commutativité et de I’associativité des sommes dans
les éléments du spectre.

L’élément neutre qu’on notera 8, ou @ est égal a la classe d’un
des vecteurs nuls des éléments du systéme inductif (Xa, Tag, A)a<s-
Notons que tous les vecteurs nuls sont équivalent, car si , € X, et
05 € X alors pout tout y € A, A > a, 7> f, on a May(0a) = 6, =
7gy(0p). Ainsi si T, € Xoo on a Ty, + 00 =§;+9:=a:#+0,‘ =7,
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Enfin, si T, € X, alors (—z,) est le symétrique de Z,. dans
X Notons que si z, ~ 7, alors évidement (—z,,) ~ (—%q).

Proposition 43 L ’élément neutre qu’on notera 0, ou i = Y kermag.
alp

Preuve:
Soit To € Y ker map donc T, € ker map ot @ < f alors Tag(2a) =
alp
0 et puisque To ~ Tag(Z,) on déduit que z, ~ 5. Ce qui exprime

le fait,z,, € 0. ou encore que Y kermog C 0o = O
alpB

De plus, si Z, € 0y, alors z, € 0, donc il existe B € A, > «
avec Tap(Ta) = Tas(fa) = 05 autrement dit, T, € ker mas o a0 < f8

et par conséquent, 0., C Y ker mag.
alp
u

Proposition 44 Pour tout (o, ) € A, a < B les vecteurs nuls
fn € Xo €t 85 € Xpg sont équivalents.

Preuve:

Soient (a, 3) € A, a < Betles vecteurs nuls 8, € X, et 05 € Xp
alors ’/Taﬁoa = 0,3 = 7Tﬁ,30,3 donc Ba ~ 93.
n

Proposition 45 Le vecteur nul de la limite inductive directe lim X,

achA
sera noté 0 il est la réunion disjointes des noyaux des projecteurs

autrement dit: i est la réunion disjointef de la famaille {ker mop, 0, B €

A, o < B}
Preuve:

En effet, soit 6, le vecteur nul de X, alors 0, = 8, car si
zg € O, donc zg ~ 0, donc il existe y € A, v > a et 7 > [ avec
TgyTg = Moyl = 0,. Autrement dit, zg € kermg, C 6. D’autre
part, si T, € 0, il existe a, € A, a < B avec T, € kermag donc
TapTa = O donc T, ~ Taple ~ 05 ce qui exprime le fait que
:’i‘; = Oﬁ.
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Proposition 46 Si (X, Tep, A)a<p €st un systéme inductif de K
espaces vectoriels indicés sur un sur A o4 tous les projecteurs sont
des monomorphismes alors l'élément neutre de la limite inductive
Xoo coincide avec Uensemble {0,, a € A}.

Preuve:

En effet, si tous les projecteurs sont de monomorphismes alors
kermos = {0,} pour tout (o, B) € A, o < B ainsi ) kermog =

alp
{ba,c € A}
n

4.2 Morphismes m linéaires de spectre
directs

Definition 47 On appelle application canonique du spectre direct
les applications Linéaires notées sq : Xo — Xoo qui représentc les
restrictions de la surjection canonique s : X — X & Xa, a € A,

On appelle morphisme m linéaire de spectre direct
de K espaces vectoriels la donnée d’une famille de morphismes m
linéaires F = {Fo}a : (Xo, Tag, D)acs — YarWas, B)acp 0L

1.
F,: X.—Y.

pour tout a € A,

2. les digrammes du types:

Xa - Xﬁ
Fyl | Fg
Y, — Y
Wap

sont commutatifs pour tout o, € A, a < f3,
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Proposition 49 SiF = {F,}a: (Xa,Tag, A)a<sg — (Yo, Was, A)a<s
est un morphisme m linéaire de spectres direts de K espaces
vectoriels alors il exite un unique morphisme m linéaire noté

E} ou F.:
F :imX, — imY,
== -
acA acA
donnée par:
F(zg) = U Yo
_)(m ) yaEFa(xa){y }

pour tout élément T, € im X,.
acA

Celui ci est l'unique morphisme m linéaire vérifiant la com-
rutativité des diagrammes suivants, pour tout o € A :

$X
X, = limX,
—
acA
Fol 1 Fo
Y, — limY,
¥ 7
®  achA

ou sX et s¥ sont les applications canoniques des spectres direct
respectifs. On Uappelle la limite de F' = {Fa}acn-

Preuve:

Soit zg € T, alors il existe v € A, v > a, v = B avec
Tany(Za) = Tgy(zp) par conséquent F(may(Ta)) = F v(ﬂﬁw(xé)) ou
encore F, 0 Tay(2a) = Fy 0 mgy(zg). De la commutativité des dia-
grammes suivants:

X, = X,
Fol | F,
Yo — Y,
Way
pour v 2 a,
et .
Xg B X,
F, B ! | F g
Y5 = Y,
Wiy

29



pour v 2 f3,
on déduit Pégalité we (Fu(za)) = wsy(Fa(Ts)) qui exprime que

= autrement dit F..(Z,) est indépen-
Ly =, U ) (72) est indép

dant du chois du représentant dans la classe d’équivalence T, € Xoo
Soient T, et Tz deux éléments de la hmlte inductive directe X

alors F (ZTa )+ Foo(T o = o} +
(Ta) +HFo(Tp) = e u(%){y} ve Fﬁ( ){yﬁ} aeFa(a{y}

ypEFp(2g)
{vs} = U  {Tat¥s} = U {way(¥a) +wsy(¥s)} =

€ a( a) (ya)ewa’YOFa(za)
yﬂEFﬁ(xﬁ) “'ﬁ*y(yﬁ)e‘”ﬂ'PFﬁ(“B)

= U Zt C U Y4t C U Yyp =
z,,ewa,,oFa(za)+wﬁ.,oF3(a:5){ ‘Y} - zyeF,,owa.,(za)—l-Fyow&,(a:g){yﬂ’} - z,,EF7(1ra7(za)+7rﬂ7(xﬁ)){y’y}

Foo(Tar(a) + Tpy(25) = Foo(Ta + Z6) = Foo(Ta +Tp)-
Enfin, si k est un scalaire de K et 7, un éléments de la lim-

ite inductive directe X, alors k - Foo (Tg) = k - F( ){?Ja} =
Ya€Fa(Ta

U k- {ta} = {k %} C U {kga} C

YaEFa(Ta) k-ya €k Fa(:ca) kya€Fal(kza)
U {Z} = Fo(k- 2a) = Fo(k - Ta)-

z2a€Fa(k-za)

Soient ,sX et s¥ les applications canoniques des spectres direct
r&spectifs alors Fi, 08X = s¥ o F _pour tout @ € A. en effet,
Fy 0 55 (2a) = Foo(Ta) = {ya} = {sa(ya)} =

Ya F,,, ,,eFa( To)
Sa(Fya(Ta)) = $a 0 Fo(Za)-

L unicité du Fy, provient de la commutativité des diagrammes
ou les applications canoniques sont des épimorphismes: Fi, 0 sX =
sy o F, = Gos),si G est un autre morphisme linéaire vérifaint la
commuta.tlwte pour tout @ € A. on déduit alors que G = F, car

sX sont des épimorphismes.
u

Proposition 50 Soient

F = (Fa)aeA : (Xa)ﬂ-aﬂyA)aS_B - (Yay waﬁyA)agﬁ

et
G= (Ga)aeA . (Ya’waﬁ; A)asﬁ - (Zay'raﬁy A)QSﬂ
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deuzx morphismes m linéaires de spectres directs de K espaces vec-
tortels alors

GoF = (Ga)acao(Fa)aca = (GaoFa)aca : (Xa, Tap; B)a<p = (ZasTap, D)asp
est un morphisme m linéatre de plus
(GoF),, =G o Fy
D’autre part,
Idx = (Idx,)aca * (Xa;Tap, A)acp = (Xa; Tap, A)asp

ot ldx, (%a) = {Za} est un morphsime m linéaire appelé morphisme
m linéaire identité du spectre direct (Xq, Tag, A)a<p €t on a

Idy = Tdx.

Preuve:

Considérons les diagrammes suivants:

X, = X
Fal lFﬁ
Yo = Y
Ga lGﬂ
Lo 7:; Zg

pour o, € Aet o <f.
De la commutativités des quadrans des diagrammes on déduit
la commuativité des diagrammes:
X, = X
GaoFo | 1 Ggo Fy
Zo — Zgs

TaB

pour a,f € Aet a < f.

On conclut que G o F = (Gp)aca © (Fu)aca = (Ga © Fo)acea :
(Xa, Tap, Aa<pg = (Zo Tas, D)a<s, €st un morphisme m linéaire.
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D’autre aprt, pour T, € X, ona(Go F)_ (Ta) = U Za} =

20 €G a0 Fo(za)
Z U Gy (We) = G U ) =
e ZQEGQ(%){ b= e (V) (a Do {y b=
Goo © Foo(Tar)-
Enfin, (Idx),, (ZTo) = {#a} = {Za} = ldx(Za)
- Yo Idxa( !1)

Proposition 51 Les spectres directs de K espaces vecloriels in-
dicés sur un ensemble dirigé a droite et des morphismes m linéaires
de spectres directs de K espaces vectoriels indicés sur un ensem-
ble dirigé a droite constituent une catégorie appelée catégorie des
spectres directs de k espaces vectoriels indicé sur un méme ensem-
ble dirigé et des morphismes m linéaires de spectres directs de K
espaces vectoriels indicés sur un ensemble dirigé a droite. On notera
cette catégorie m-DLS.

Proposition 52 La relation qui associe & un spectre direct de K
espaces wectoriels indicés sur ur. méme ensemble dirigé sa lim-
ite inductive et qui fail correspondre & tout morphisme m linéaire
F = (Fa)aeA X = (XaywaﬁaA)agﬁ —Y = (}favwaﬁyA)agﬁ de
spectres directs de K espaces vectoriels indicés sur un méme en-
semble dirigé sa limite Fy, : Xoo — Yoo est un foncteur co variant
de la catégorie m-DLS dans la catégorie m-Vecty des K espaces
vectoriels définis sur un méme corps commutatif K et des applica-
tions linéaires multivoques.

Obj(m-DLS ) — Obj (m-Vect K)
(Xa ,’”aﬂ;A)a <B

et

=

MOT(m—DLS)((Xaa TaB; A\)aSB, (Yaa Wag, A)agﬂ) %?’ Mor('m»VectK)(Xoo7 Yoo)
FZ(Fa)aEA FOO

Soient 8 le vecteur nul de élément X, du spectre (Xq, Tag, A)a<p
et 6 le vecteur nul de I'élément Y, du spectre (Yo, Wap, A)acs, OU
(Xa> Tap, A)acp €t (Yo, Was, A)acp sont deux objet de la catégorie
m-Vectg.des K espaces vectoriels définis sur un méme corps com-
mutatif K et des applications linéaires multivoques.
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Proposition 53 Soit F, : X, — Y, limage par le foncteur co
vartant oo : m-DLS — m-Vecty ou

F= (Fa)aeA € MUr(m»DLS)((Xa; TaB, A)aSB; ()/on Was, A)aSB)

alors le morphisme m linéaire F,, est un monomorphisme si et
seulement si si pour tout @ € A et tout vecteur z, € X, tel que

ﬁ € F(Z3) on alors z, ~ 0X.
Preuve:

» Soit @ € A et z, € X,, et supposons que 6F ¢ F., (ZTa) alors
Tq € ker Fiy,. Or, Fy, : Xoo — Yoo est supposé étre un monomor-
phisme donc ker Fiy, = {0} on déduit alors z, ~ 6.

« Soit T, € X, tel que Fio(T,) = 0. par conséquent, 0}; €
F(Za) et donc selon les hypothéses on déduit que z, ~ 0,‘;( ou
encore que Ty = 0.

4.3 Sur une linite particuliére d’un mor-
phisme m linéaire de spectres di-
rectes

Considérons (Xa, Tag, A)a<g €t (Yo, Was, A)acp deux objet de la
catégorie m-DSL et

F= (Fa)aeA : (Xa;ﬂ'aﬁa A)agﬁ — )/onwaﬂ)A)CtSﬂ
un morphisme m linéaire alors
est un morphisme linéaire univoque de K espaces vectoriels.
Ainsi
(Foo)” : Yoo = Xoo
est morphisme de la catégorie m-Vectg.
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Le morphisme

F~ = (Fa):aeA : (Y:.I:wc!l%A)aSB - (Xa’ﬂ'aﬂ’A)aSﬁ

est un morphisme m linéaire de spectres directs de K espaces vec-
toriels. On a alors

qui est un morphisme m linéaire de K espaces vectoriel.
Proposition 54 Si F = (Fa)aca : (Xa) Tap, A)a<s — Ya,Wap, Aa<s

un morphisme m linéaire de spectres directs de K espaces vectoriels
alors on a l'égalité suivante:

(Foo)~ = (F7)_ : Yoo Xow

Preuve:
Soit T € Yoo alors (Im(Fa)-) () = U {z3) = (&5 e
zA€(Fr)”(yx)
Yr€EYa

A;(oo Lys € (Fx) (Z4), Ya €Ta} = (Foo)~ Ua)-
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Chapter 5

Equations & morphismes m
linéaires
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Considérons F' € Mor,, vee,(X,Y) un morphisme de la catégorie
m-Vecty des K espaces vectoriel et des morphismes m linéaires.

Proposition 55 L’espace quotientd X /ker ' est un objet de la
catégorie m-Vecty des K espaces vectoriel el des morphismes m
linéaires cette objel est isomorphe & ’objet Im F.

Preuve:

_ Considérons I'application multivoque F:X/ker F — ImF ou
F(Z)=F(@) = }é-F(T/) pour tout vecteur T € X/ ker F.

Soient, T et @ deux vecteurs de X / ker F' alors, F(@) + F(@) =
Lé F(z)+ UF(@)= U F@)+F@)< U F@+
€% a'ca

(=' a')ea:xa z'+a’'€T+a

d)C U F(z) = F(z ¥ a) = F(z +a).

Si k est un scalaire k - F(Z) = k- F(Z) = k- ( U_F(x’)) =
Lk FENS, G, ke G FE) = FE ) = Fe) =

F(k - ). Ceci finit par justifi¢'que ' : X /ker F — ImF est un
morphisme m linéaire.

Soit T € X /ker F' et supposons que T € ker F' ce qui signifie
que § € F (%), ou 8 est le vecteur nul de l'espace vectoriel Y. Donc,
il existe un élément ' € T tel que § € F(z') ce qui induit que
z' € ker F, ce qui conduit aux égalités suivantes ker F' = 7' = T par
conséquent ker F' = {ker F'}.

Soit y un vecteur de I'espace but Im F’ donc il existe £ € X tel
que y € F(z) donc y € F(Z) = F(Z) C F(X / ket F).
|

Definition 56 On appelle co-noyau d’un morphisme F' € Morp, vect, (X,Y)
de la catégorie m-Vecty des K espaces vectoriel el des morphismes
m linéaires V'espace vectoriel quotient Y / Im F' qu’on note coker F.

Definition 57 Un morphisme F € Mory, vect, (X,Y) de la caté-
gorie m-Vectyx des K espaces vectoriel et des morphismes m est
dit de m Fredholm si le noyau ker F' el le co noyau coker F' sont de
dimension finis.
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Definition 58 On appelle indice d'unm Fredholm F € Mor,, veet, (X,Y)
Dentier relatif neté

indF = dimker I — dim coker F'

Proposition 59 S F : X — Y est un m Fredholm d’indice nul
alors

dimker F =dimY — dimIm F

Considérons F' : X — Y un morphisme m linéaire et soit
I’équation suivante:
Y € F(z) (1)

ou Y est un vecteur donné de Y.

Proposition 60 Si I’équation yo € F(x) admet une solution xo
dans X alors la classe de zo modulo ker F' est U'encemble des solu-
tion de cette équation.

Preuve:

Soit zo € X tel que yo € F(xo) alors si z € Tp il existe z' € ker F
avec £ = To+1', on a alors yo € F(z0) C F(ze)+F(2') C F(zo+2')
ainsi, z est une solution de équation.[1] ce qui exprime le fait que
To € S ou S est 'ensemble des solutions.

D’autre part, si z est une solution de ’équation [1}, alors y €
F(z) et yo € F(xo) donc 8 € F(x — zo) et par conséquent £ — o €
ker I donc x € Tg.
|

Proposition 61 Si F : X — Y est un monomorphisme m linéaire
alors si l'équation yo € F(x) admet une solution elle est unique.

Preuve:

En effet, si 7o € X est une solution de ’équation alors 'ensemble
des solutions est S = zo + ker F' = {xo}.
|
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Proposition 62 Si F' est un m Frdholm d’indice nul alors on a
les alternatives sutvantes:

1. Si F est un monomorphisme alors Péquation y € F(z), admet
une solution unique pour tout vecteur y € Y,

2. SiF  uest pas un monomorphisme ’équation y € F(z)
n’admet toujours de solution, cependant s’#l’admet zg-€--X
cette solution n’est pas unique, I’ensemble des solution est
To + ker F.

Preuve:

Si indF = 0 donec dimker F' = dimY — dimIm F' de plus si F
est un monomorphisme alors dimY = dim F' et donc F' est surjectif
par conséquent 'équation y € F'(x) admet des solution mpour tout
vecteur ¥y € Y et cette solution est unique car F' esr supposé étre
injectif.

Si ind(F) = 0 et si dimker F' # 0 alors dimY /' Im F' # 0 ce qui
exprime que Im F' est un sous espace vectoriel propre de Y donc
F n’est pas une surjection par conséquent I'équation y € F (z)
n’admet pas des solution pour tout vecteur y € Y. Cependant si
pour un vecteur yo donné de Y il existe une solutuion 7o € X alors

en existent plusieurs elles représentenet Vensemble g + ker F.

Considérons
F = (Fa)aca : (Xa: Tap, A)agp = Yar Wap) Dasp
un morphisme m linéaire de la catégorie m-DSL et
Foo = limFy, : Xoo = Yoo
sa limite mductive.
Proposition 63 Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. Tx € FoolTa),

2. vy €A, yy ETn, Ty € Ty tels que yy € Fy(zy).
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Preuve:

1. » Supposons que U € Fio(T5), donc il existe p € A tel que
T, ~ Ta, Yp € Fu(zy) ety ~ya. I existe alors y € A, 7 >
, Y 2 | avec:

2. T, ~ Tpy(Tp) = Tay(Za) ~ Tay
3. Y~ Wuy(Yp) = Wiy (¥r) ~ Un,

4. wuy(yp) € Wory (Fu(zp))-
Considérons Yy, = wWuy(yyu) €t Ty = Tay(Za) alors y, € T,
Ty € Ta €t Yoy € Wiy (Flu(4)) = Fy(muy(@p)) = Fy(Tar(2a)) =
Fy(zy)-
» Suppososns quils existent 7 € A, ¥y € Ta, Ty € T, tels
que y., € F,(z.,), alors évidement J, € F..(T,) on conclut en
remarquant que ¥ = Yx

Proposition 64 L’équalion Y € Foo(Ta) admet une solution dans
X, si et seulement si il existe 7€ A, yy €T tel que Uéquation
y, € F,(z,) admetie une soullion T, € Ta.

Preuve:

» Supposons que 20 € X,, soit une solution de I'équation alors
Tn € Foo(x?) par conséquent ils existent 7 € A,z €l et yy €
Tatels que y, € F,(29), exprimanr ainsi que léquation y, € F,(z)
admette une soultion 3 € ).

» S ils existent v € A, ¥, € U tel que Péquation y, € Fy(z)
admette une soultion 9 € Z4 alors Yy € Foo(23)-
|
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CONCLUSION

Mise a part 1 'étude des morphismes m— linéaires dans le cas des
‘'systémes projectifs, ce travail ouvre la voie & une étude systématique de la

continuité des applications linéaires multivoques.

Il pourra également éclairer d' avantage les recherches liées aux
questions d' existence et d'unicité dans la résolution des équations

différentielles a opérateurs multivoques.
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Résumé:

Ce travail consiste en trois parties .Dans la premiére partie on s'intéressera a la
‘notion d' applications multivoques ainsi qu'aux propriétés principales de telles
applic"ation_s Jla deuxiéme partie est consacrée a l'étude des applications multivoques
linéaires ,et dans la troisiéme partie on abordera la résolution des équations

multivoques linéaires par ce qu'on appelle I'alternative de Fredholm.

Mots clé: applications multivoques linéaires, équations multivoques linéaires,

alternative de Fredholm

"
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Absti*act:

In this work we have defined the notion of multivalued maps, linear
multivalued maps and their main properties. We have also shown how to solve

multivalued linear equations by Fredholm's alternative.

Key words: multivalued linear maps, multivalued linear equations, Fredholm's

alternative.
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