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INTRODUCTION



1 Introduction

Différents problémes rencontrés en théorie de la conduction thermique [5, 6, 18, 19],
en thermo-élasticité et en physique des plasmas [28], peuvent étre ramenés a des pro-
blémes aux limites avec conditions intégrales. De tels problémes ont été étudiés dans
[2,3,4,5,6,7,10, 18, 19, 20, 30, 37], pour les équations paraboliques, dans [25, 35] pour
les équations hyperboliques et dans [11, 12] pour les équations de type mixte.

La méthode utilisée dans [3, 4, 10, 11, 12, 13, 20, 37] est celle des inégalités énergétiques.
Le but de ce travail est I’extension de cette méthode aux équations d’ordre trois en temps.
différents problémes aux limites pour équations d’ordre impair ont été étudiés par diffé-
rentes méthodes dans [4, 26, 27, 31].

La méthode des inégalités énergétiques est appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle.
Elle trouve son origine dans les travaux de I.G.Petrovsky [24], utilisée dans la résolution
du probléme de Cauchy lié aux équations de type hyperbolique. Par la suite les dévelop-
pements importants de la méthode sont dus a J.Leray [23] et Garding. [17]. La méthode
a été également utilisée et développée dans les travaux de O.A. Ladyzenskaja [21], K.
Friedricks [16] et N. Yurchuk [36, 37, 38].

Le schéma de la méthode a été donné pour la premiére fois par A.A. Dezin [15] et qui
pcut étre résumé comme suit :

Tout d’abord on écrit le probléme posé (P) sous forme d’une équation opérationnelle

Lu=F, we D(L),

ol 'opérateur L est considéré d'un espace de Banach F dans un Hilbert /' convenablement
choisis.
Aprés on établit les estimations a priori pour 'opérateur L et on montre la densité de

I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans I’espace F'.



Si on convient d’appeler solution forte du probléme (P) toute fonction vérifiant
Lu=F, wue D(L),

alors pour avoir I'existence de la solution forte il est nécessaire et suffisant qu’on établisse
la densité de l'image R(L) dans F. L’unicité est déduite de 'inégalité de I’énergie. Le
présent travail est considéré comme le prolongement des résultats obtenus dans [2, 3, 4,
5,6, 7,10, 13, 18, 19, 20, 30, 36] pour les équations paraboliques et dans [11, 12] pour les
équations du type mixte.

La méthode des inégalités énergétiques est une méthode éfficace pour ’étude de beaucoup
de problémes de la physique mathémathique, elle est fondée sur un support solide et est
développée dans un cadre abstrait. Mais dans ’application de cette méthode, on trouve
des difficultés parmi lesquelles nous citons :

1. Le choix de ’espace des solutions.

2. Le choix du multiplicateur.

3. Le choix de 'opérateur de régularisation.

Les questions sont tellement variées et récentes, que I’élaboration d’une théorie géné-
rale est encore prématurée. Chaque probléme nécessite une étude spéciale, d’oti 'actualité
du théme.

Ce travail est constitué de trois chapitres :

e Le premier chapitre est consacré & I’étude d’un probléme mixte pour une équation
aux dérivées partielles d’ordre trois selon la variable temporelle combinant une condition
finale avec deux autres intégrales a poids. On montre I'existence et I'unicité de la solution
forte.

e Le dexieme chapitre est consacré a I’étude d’un probléme mixte pour une équa-
tion aux dérivées partielles d’ordre trois combinant une condition finale, une de Dirichlet
avec une autre du type integrale.On présente une extension de la méthode des inégalités

energetique & ce type de problémes.



e Dans le troisiéme chapitre on reprend ’étude faite dans le chapitre précédent pour
la méme équation combinant une condition finale avec deux autres integrales & poids.
On montre Pexistence et 'unicité de la solution forte. La démonstration est baseé sur
I'inégalité de ’énergie et la densité de I'image de 'opérateur engendré par le probléme en

question.



NOTIONS PRELIMINAIRES



Nous commoncons par un bref rappel sur les opérateurs de régularisation, et certaines
de leurs propriétés
Opérateurs Abstaits de Régularisation

Soit H un espace de Hilbert, et T un opérateur a domaine dense défini de

D(T) C H— H avec D(T) = H.

Définition 1 On dit que lUopérateur T' est un opérateur dissipatif si
Re(Tu,u) <0 Vu € D(T).

Définition 2 On dit que Uopérateur T' est accrélif si —T est dissipatif. i.e
Re(Tu,u) > 0 Vu € D(T).

Définition 3 Un opérateur dissipatif T est dit maximal si son extention est T lui méme.

Proposition 1 Soit T un opérateur défini de D(T) C H L H avec D(T) = H. alors

on a les équivalences suivantes

(i) T est un opérateur dissipatif.

(ii) |Tu — Aul| > Re A ||lu|| Yu € D(T) et pour tout A telle que Re A > 0.

(iil) || Tu — Aul| > A|u|| Yu € D(T) et pour tout A > 0.

Démonstration. Supposons que (i) soit vérifieé. Soit u € D(T') et Re A > 0. alors
Re(Tu — Au, u) = Re(Tw, u) — Re A |ul|* < —Re||ul]?.
done ||Tw — Mul| ||ul| > — Re(Tu — Mu,u) > Re X |jul)* . ceci implique (ii ). Il est clair que
(ii ) implique (i ).
Supposons que ( iii ) sot vraie. Pour tout v € D(T) et A > 0, on obtient
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| Tul|> = 2ARe(Tu, u) = || Tu— ul|®> = X ||ul|> > 0. et donc, 2\ Re(Tu,u) < ||[Tul?.

Comme \ > 0 est arbitraire, il résulte que Re(T'u,u) < 0. m

Théoréme 1 Tout opérateur dissipatif admet un prolongement fermé, ce prolongement

est aussi un opérateur dissipatif.
Théoréme 2 tout opérateur dissipatif admet un mazximal dissipatif.

Proposition 2 T est un opérateur dissipatif, alors, les propriétés suivantes sont équiva-

lentes

— T est un opérateur dissipatif maximal.
— Im(T — A\I) = H pour tout X telle que Re A > 0.

— Im(7T" — A\I) = H pour certaine A telle queRe A > 0.

Théoréme 3 Soit T' un opérateur dissipatif défini de D(T') C H L\ H avec D(T)=H,

alors les propriétés suivantes sont équivalentes

— T est un opérateur dissipatif maximal.

1
— T est fermé et {\/ ReX > 0} C p(T), et on a de plus |R(T, )| < o

Théoréme 4 Soit T un opérateur maximal dissipatif défini de D(T) C H S H avec

D(T) = H. Alors

J-V e L(H).

12 < 1.

- Eliglnglu = u pour tout u € H.
on Jol=(I—el)™", e >0.
Démonstration.

Soit & > 0, alors {¢ : Ree > 0} C p(T) donc (I —eT) est continiment inversible. D’ou

€

. 1 1\
(I —eT) " € L(H). Puisque — > 0, alors <[— —T> € L(H) ieeJ-! € L(H).donc
5
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J-' € L(H). Alors on déduit que < ¢. Comme ¢ > 0 arbitraire, alors

)

1M < 1.

Soit u € D(T'), alors on a
| — | = H(I—sT)flu—uH = 6H(I—5T)71TuH <e||Tul.

Ainsi par passage & la limite lorsque ¢ tend vers 0, on déduit limOJg Ly = u pour tout

E—

u € D(T'), par densité on aura limOJ;lu = u pour tout ©u € H. m
PE
Exemple 1 On prend T = ETek de domaine de définition

ou Pu Pu

D(T):{ueH:LQ[O,a] | — 5 9 on

) o, O,
€ L?[0,a], u(0) =0, 5(0)—0,—((1)—0}

alors T est un opérateur dissipatif.

Démonstration. En effet on a

(L8u 82 “ u@uf)u

2
Re(T'u,u) = Re [, udt = Re —1u| —Re [, dt = —= Ou
0

ot

> o o ° Bt or2

t=a
53
Onpose Jo'= (I —eT) ' = (I — 5%)’1, pour € > 0.

les opérateurs J_ ! ne sont que ceux qui donnent la solution du probléme
ge g 9.

6__:76020«_0207_
e — €= g9, 9.(0) =0, (0) e

=0
or o (a)

Dont le probléme adjoint est

Pygr Jg; Pgr
gotegs =0 9:0=0 —-(a) =0, —(a)=0
Proposition 3 Soit v € L*(0,a), alors
Lim 17 e — UHLz(o,a) =0.
Lim [(J1) = uHLQ(O,a) -
On note par 2 = [0, 1] x [0,7].
Pour u € L*(Q), on note par u. = J'u, v = (J7) v,

Propriétés



aly
DU o 12), k- 03,
atk

D’autre part

o (1,0) =0,=0 %(m T)=0Vz e 0,1].
3 7 7at2 ) )
A LX), k=0.3
atk ? 3 *
De plus on a
§ v’ 2y
- v} (m,O):O,W(x,T):O,W(m,T) =0V e[0,1].

- ||J§1“||L2(Q) < ||“||L2(Q) Ve > 0.

€

U 0] gy < M0llzqy Ve > 0.

— (I, v) 2y = (u, (J71) T 0) 2

- Siue L*Q), ? € L*(Q), alors
T

Oue Oue 0
1) < e L*(9), de plus on a e (Z) et (2,T)=J (u(0,T)).
oz Ox dr ).
(()’U,: au * *
2) 2 () et ut (o, T) = (J7) (0 (0,T)).
Ox or /.
3) Siue L%Q) alors
a- EL% | J =t — ull 20y = 0.
b- a[/% H(Js_l)* U — uHLQ(m = 0.
Exemple 2 On prend T = a—t;, de domaine de définition
ou  &%u ou
— ), — 72 - - 2 , — i —
D(T) = {ue H=L[0,a] / 5 o8 € L*[0,a], u(0) =0, at(a) =0
alors T est dissipatif.
o 0? ou_|* a|oul’
Démonstration. Re(Tw, u) = Re [; a—lgﬁdt =Re O—?ﬂ o N a—l;

2

ot?

0*u
Lopérateur u, = (J-')u= <u — 5—() , dont ’adjoint est u} = (

a les méme propriétés que 'opérateur 1" = BT
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Lemme 1 <de Gronwall> Si f1, fo et f3 sont des fonctions non négatives sur [0,T],

f1(t), fa(t) sont intégrables et f3(t) est non décroissante, alors de l'inégalité

/f1 )dt + fa(n) < fa(n) /fa

il découle

/0 R+ ) < e o).
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CHAPITRE 1

Probleme Non local Pour Une Equation Aux Dériveés

Partielles Du troisiéme Ordre.
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Ce chapitre est consacré a I’étude d’un probléme mixte pour une équation aux dérivées
partielles d’ordre trois selon la variable temporelle combinant une condition finale avec
deux autres intégrales a poids. On montre I'existence et 'unicité de la solution forte. La

méthode utilisée est celle des inégalités énérgétiques.

2 Position du Probléme

Dans le rectangle 2 = [0, 1] x [0,7"], on considére I’équation aux dérivées partielles :

03 0 0
£u—a—g+&<a(af,t)a—z>—f(x,t). (1)

A Téquation (1), on associe les conditions initiales

hu=u(z,0)=p(x),lu= % (x,0) = (z), x€]0,1], (2)

la condition finale

zu—a2“(:cT)— (@), zel01] (3)
34 — atQ 'y =X ) 4 9 2
et les conditions non-locales
1
/ Ki(z)u(z,t)de =0, i=1,2. (4)
0

les fonctions a (z,t), ¢ (z), ¥ (x), x (z), f(x,1), et K;(x) sont données, ou les fonctions

K; (x) satisfont aux conditions de compatibilité

/Olfxri(l)sﬁ(m)dx:O,/OIKZ-(:E)Q/)(J:)([Izoﬁ/olKi(I)X(I)dmzo.

De plus, on suppose que les fonctions K; (z), a (z,t) sont positives et vérifiant les condi-

tions :

0<ag <a(xrt)<ay,pour tout (z,t) € .

Jda
—(x,t
® (1)

(5)

< b, pour tout (z,t) € Q.

13



0 < ko < Kq(z)+ Ky (x) < ky,
dK dK.
Ty T2 <K,
dz dz 6
i P’ K; L0 (Ki@)oa\| (6)
= de? O Ox 0 or)| =M
2 K (2 Ko
By o < 1 () = Ko () B8 gy B2 2)
\ @9 x dx

Dans ce chapitre, on montre I'éxistence et 1'unicité de la solution forte du probléme (1)-
(4). La démonstration est basée sur une estimation a priori et sur la densité de 'image
de 'opératceur engendré par le probleme (1)-(4). Ce probléme peut étre ¢erit sous forme
opératorielle

Lu=F,

ou Popérateur L = (£, 1y, ls, l3) est considéré de E dans F, de domaine de définition

D(L) constitue des fonctions u € W;* (Q), et vérifiant les conditions (4).

2.1 Espaces fonctionnels

Pour I’étude du probléme posé, nous avons besoin de quelques espaces fonctionnels.
L’espace de Banach E constitué des fonctions u € Wy (Q), vérifiant les conditions (4),

muni de la norme suivante

= i Oy 2
2 pr— . — n
||u||E—; [t / KO 22 ¢ty dod
2

ngfdg ¢,t)d

+81?p2/ ( 2) dz, (7)

finie,et F l'espace de Hilbert des fonctions vectorielles F= (f,¢.v,y) € (L? (Q))J‘ dont

la norme est donnée par

1
1715 = [ elrPdader [ (o + ol + ) do ®)

14



Lemme 2 Pour u € D (L), on a

2

2 1
0
Z/ (C, s)dC dx<2eT/cf/0 0—1;(¢,T)d<
+de (’)tQ (C t) dc dxdt.

Démonstration. On intégre par parties le terme

=2 T 1 T - o
N X NG _ _
reY [ [ [0 G o [ RS s
i=1 /s JO 0 ¢ 0 l

par rapport 4 ¢, on obtient

i=2 T 1 i o T %
SO Y| Ki<<>g<<,t>d</0 () 22 (¢ 0y —

1/% 1/%
—— e + = e’
2 /o 2 /o

| o5 e

AL

en utilisant I’e—inégalité, on obtient I’inégalité cherchée. m

| m©% e

C t) dC

Lemme 3 Pouru € D (L), on a

dx§

s) d¢

TZQ

% (¢

w(¢, ) dr,

Démonstration. On intégre par parties le terme

—Rezi/T/Olet/OIKi( gtdg/ K ( gt)d(d(dzdt
— Js

par rapport 4 t, on aura

—Reii/T/olef/owKi( gtdg/ K; ( Ct)dCdCdxdt
~

—Z/ / w(G,s) s

ou 2
e Q)5 (G0 dc| dadt

15



2
dx.

+6T /1
2 0

En utilisant I'e—inégalités, on obtient

1 =2 1

/OI K (Qu(¢,T)d¢

2
dr <

/0 K (Qu(¢.s)dC

6T =2 x . au 2 . eTk‘% 1 )
7;/9/0&(05(975)% dxdt + 5 /o'u(C’T) dz,

d’ou le lemme. m
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2.2 Inégalité de 1’énergie et ses conséquences
Théoréme 5 Pour toute fonction w € D (L), il existe une constante positive c, telle que
ullg < ¢l Lullp (9)

Démonstration. On prend le produit scalaire dans 'espace L? (2) de I'équation (1)
et Popérateur intégrodifférentiel
== K (2) v Pu
Mu = —1)' ==t —At) [ K3 (Q) == (¢, 1) dg, 10
w= 3 R e (a0 [ K (0 G (G0 (10)
puis on prend la partic réelle, on obtient la forme quadratique suivante
¢ (u,u) = Re/ Lubudxdt, (11)
Q
avec la constante \ positive.

En remplagant dans (11), £u et Mu par leurs expréssions, on trouve

i=2 ' <o P [ Fu
® (.0) = Re Y (-1 /Q t[T(”“") exp (A1) 2 /O K+ (€) St (G )Gy

— i [ Ki(x) 0 ou m Pu
+Re;(—1) /ﬂTteXp(—At)%(a%>/o Ksi(Q) 5oz (¢ DdCdadt.— (12)

En integrant chaque terme par partics dans (12) par rapport & z, ct cn utilisant les

conditions (4), on aura

a3,
O (u,u) = — Re/ tH (x) exp (—At) u@dzdt
Q ot3
1. <2 [ texp (—At) i K1Ks 0a ¢ Pu ?
+5 Rei_zl/ﬂ—a[(i2 @) {H (z) — (—1) , %} /0 K; () e (¢,t)d¢| dxdt
=2 B -
i d2Ki 0 KL (I’) da ¢ N 03u . .
(13)

En intégrant le premier terme du membre droit de (13), par rapport a ¢ , et en prenant

en consédération (2),(3), on obtient

93, _ N
— Re/ LH (x) exp (—At) ugd’rdt = —3/ (1 —Xt) H (z) exp (—A\t) ’%
Q 0

2
ot 2 or | drdt

17



1 1!
t= / (32 = A1) H (x) exp (—At) [uf? dadt + = / LH () exp (—\t) ouf’
2 Ja 2 Jo o t=T
1 ! 9 2 t=T
~3 /. (=22 + A t)H(:r) exp (—At) |ul dm‘t:o
DPu
/ H(z)(1— XM)exp (— )\7‘) 11—(17‘ / H (z)texp (—At)u 57 dx
"

En combinant (13) et (14), on obtient

1 2 [ texp(=\) i KKy da] Pu 2
§Re;/ﬂm[f[($)—(—l) ” ﬁ]ekp(—/\t) i i(C)%(C:t)dC

dzdt

2

dx

1t du
+§/0 H (z) texp (—At) ‘E

/ H(z)(1— At)exp (— /\t) u—dm

1 1
0

t=T

02
/H x)texp (—At) uwdr

t=T

Re/ texp (—=At) LuMudxdt +/ NH () |o]” d + Re/ H (z) pipda
Q 0 0

=2

[ TRE, 0 (Ki(x)d d u
+Re ) (~1) /Qt{dx2 —%< ;L)KZ)]eXp(—/\t)u/o Ky ; (g)a—;(g,t)dg‘dxdt
i=1

1
/ H(x) (1 — A\t)exp (—At) ‘?)Z; dxdt + 5 / H (z) (At — 3)\%) exp (—At) lu|® dxdt.
0
(15)
11 est facile de voir que
1-\T 1 \T ?
—/ A | |H(L) exp (=) |u|* de|  — / | | H (x)exp (=T Ou dx
; 2 e Jo 2X o] 7|

! Ju
Ro/ H () (1 — At)exp (—AMt) “de
0

t=T
et

1 A T2
- [ 5 H @ e (-am) qum‘t_T—/ L (@) exp (-AT) |y dr
0 0

1 Ru
< Re/ H (x)texp (—\t) umd:r
Jo t

t=T

18



1
Si on choisit A telle que 5 < Ao < AT < 1, alors, de (5), (6), (15) et les inégalités

précédentes, on déduit
lexp (—AT) k2b
e (- ]

, ! 22T
)\72”0 exp (—A\T) |ul? dz‘t:T + AT — 1)mo exp (— A1) /
0 0

(¢, t) " et

81‘3

2
Yo

| a
ot |

A

/t£u||1\[u|dxd1‘+—/ ol + [¢*) da +Tm1/ (In1%)

%/QH(JE) (A%t — 37%) exp (—At) quxdt+§/H($)(1_)\t) exp(—M)‘%

+m2/t|u|

. 1 k‘%b (2/\0 - 1) my )\m,()
= —_— N — —— \ 6,
(0% min 2(1/1]{;% mo a0 s \ , 5

alors, I'inégalité précédente devient

t=T

dxzdt.

/ K-t () S (6,1 dc

Si on pose

i=2 ’ 2 1 ) 1 ou 2
t — dadt ds —
21/9 O | wie | uf el g+ ‘c‘%
1 37711 ! 2 T
a/f|£1/ |M1/\d7‘(l7‘+2— (I + || ) o (‘ | )
3y du

dxdt.

M T Bu
d:pdt—i—E;/ﬂt\u\ /0 Ki(€) 55 (G0 dC

Utilisons I'e—inégalité dans 'inégalité précédente, on obtient

Pu 2 L
Z/ / (C t) d¢ dﬂ?dtJr/ (|u|2+
‘ =T
h\? my (! 27"
aag Jo a Jy

3my mH 2 ou’ 5
+max | —, 4 <—) + |u|” ) dxdt.
« « Q

De nouveau, utilisons le lemme (1) dans I'inégalité précédente, on aura

ot
Z/Q /0 0; (¢, 1) d:cdt+/01 (|u| + >d:r,

19
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<
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2 5 ! 2 2 2 >
B(/Qtlfl dxdt+/0 (Il + [0 + ) dz )

avec

a

, <3m1 4<m)2)T
h ) . max s —
[ = max (4 (—) , 3 ﬂ) max (1,T2) e o o .

Qg

Maintenant, intégrons de nouveau par parties le terme

1=2 z asu = azu
—Re;/ﬂt/O K; (C)@(é,t)dC/o Ki(¢) 55 (¢, 1) didudt,

par rapport a ¢, en utilisant la condition (3), on obtient

- ! Pu v 0?u
_Re;/ﬂt/o K (Q) FI (¢,t) dC/O K; (¢) T (¢, t) d{dxdt =

d:z:dz‘ - —

¢.t)d¢

82(

de (17) et en utilisant des e—inégalité, ’égalité precedente devient

2
dzdt <

0
Q) 5 (€D

. 1
(45 + ATk?) (/ t|f|2da:dt+/ (lel* + [ + |\ ) dm)
Q 0

De (18) et le lemme (2), on déduit

2

O (e Ty dc

26TL2 SRES

2
dx §/
15 0

2 1
T (43 + ATk?) (/ tIf|? dedt +/ (Iel* + [* + ) (Zm> :
1 Q 0

de plus, on peut facilement voir que

c ) " dedt <

2

2T2 2 dx.

‘l//‘

1
(g t)dC¢ (lmdt+4Tk%/
0

De l'inégalité precedente, (17), (18) et le lemme (3), on déduit

dr</]uCT|dI

eTkQ
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(18)

(19)



8312 + 8T°k? + 8Tk? !
+ o /QlflzdrcdH/ (ll* + [0 + [xI°) do (20)
1 0

On combinant (18),(19) et (20) avec (17), on obtient

=2 .
;/ﬂt /0 K (¢) 3T3 ( 02‘2 (C t) dxdt

(Z/ (/ u(C,1) / (02 ) )g
5 ( [ el asae+ | o 1 ) d) , (21)

2 31.2 2
o (487 +47];%k1+4Tk1) i (k_2% + 1) (48 +4TE?) + B

avec

5:

. 1
min (1 —;)
( ? el'k?

comme le membre droit de (21) est indépendant de s, alors

Z / / =7 (C1) yac| 22 (G, 1) d¢

+sup2/ (/ u (¢, >d:r<
s ([ v v + / (0P U+ ) dz) | (22)

En vertu I'équation (1) et de I'inégalité précédente, on deduit

Z/ tige (o c)dg

ix1
En combinant (22) avec (23), on obtient I'estimation (9) avec ¢ = 3§ + 4k?. =

2
dxdt

)2

1
dwdt < (26 + 4k?) </tf|2d;rdz‘+/ (Jol* + [0 + |x[?) dz
Q

0

(23)

Lemme 4 L’operateur L de E dans F' est fermable.

Soit L la fermeture de L, et D(L) le domaine de définition de L.

Définition 4 la solution de I’équation Lu = F est dite solution forte du probléme (1, 4).
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Comme les points du graphe de 'opérateur L sont limites des suites des points du

graphe de l'opérateur L, on peut prolonger Iinégalité (9), en passant a la limite
lull, < c HZLLHF Vu € D(L). (24)

Corollaire 1 La solution forte du probléeme (1, 4) si elle existe, est unique et dépend

contindment du F .

Corollaire 2 L’ensemble des valeurs R (f) de lopérateur L est égal & la fermeture R (L)

de R(L).
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2.3 Résolubilité du Probléme (1)-(4)

De I'inégalité (24) résulte que 'opérateur L admet un inverse borneé f_l, du corollaire
(2) on déduit que R (L) est ferme.
D’ou pour montrer ’existence de la solution forte il suffit de montrer la densité de I'en-

semble I? (L) dans l'espace F. La démonstration est basée sur le lemme suivant

e 9a OFa
30z’ otox” otk

Lemme 5 Supposons que la fonction a(x,t) et ses dérivées k=13

sont bornées, et

Ko (1S (1)~ Ky (1) 22 (1) £ o
8=V K @) do Jy Ko ) ] e 70
Soit Do(L) = {u € D(L), u(z,0) =0, %(93,0) =0, %(T T) = 0} . Si, pour u €
Do(L) et pour certaines fonctions w € L? () on a
/Q (1 — ) Luwdzdt = 0, (26)

alors w = 0.
Démonstration. L’égalité (26) peut s’écrire sous la forme

3 4 T
/Q(l —x)° %W(lmdt =— /Q % <(1 — ) n%) ((1 — )W — /0 md@) dxdt,  (27)

pour w (x,t) donnée, on introduit la fonction v (z,t) tel que
(1—r)2w—K2/ Klv—Kl/ Kyv. (28)
0 0
De cette derniere égalité en utilisant (25), on obtient
1
/ Koder =0, i=1,2, (29)
0

alors
(1—x)w—/ wd( =
0
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dK
1/ Kyv (7, )d’y) d¢ = vy

1 dK.
/ ( 2/ Kyv(ny dv——
0

de ceci, l'égalité (27) peut étre écrite sous la forme
(30)

3
/ %m&ndt = [ A(t)uvidzdt
o O3 Q

avec
0 ou
A= 2 (1 2)at
(t)u . (( ) (18x>
et
Nu—KQ/ Kw—Kl/'KQ@v— (1—2)2w.
JO 0

On substituant la fonction v dans (30) par sa fonction régularisée u., et en utilisant la

relation
At ue = J T Au—eJ '8 (H)u
avec
E)QA()au OA(t) 9, +83A(t)
o o e

Hue =3
B (t)u otz ot

(31)

on obtient

F— B, (1) u(v)? ) drd.

7(93'1):
_/Qu]\ =3 dxdt—/Q(A (t) u(vy)

1l est facile de voir que 'opérateur A () admet un inverse continu dans L? (0, 1) défini par

X C
Al(t)g——/o Tzwlf)/o g(n.t)dn

ey (1) /0 ' Tlg% L) (32)

avee

- (—l)i/olKidx/OIKgidx/j%/;g(n,t) dn,

et
T ST (T g Ay LAY (S S
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Alors, on aura
1
/ K (x) A7 (t) gdx = 0,i = 1,2.
0
Donc la fonction u, = J='u peut étre représentée sous la forme u, = J~*A7* A (¢) u, donc

la fonction . (t) s’écrit

Ba (9 a, v
v (=% ([ emom-aw))
d[0% & 1[/[
3— —J = t) — Cy(t
AT [5)75(‘)3: o1c a</0 g (n.1) = €1 )>

0ad (9 a ([ ["
ol (L= ([mna-co))|. (33)

dont ’adjoint est donné par

3
ron-ory B2y & (42)
+(G-h) (z) + C(t) (G-h) (1), (31
avec
oo =[50 5 (3)
+3Z—Z% (Jsl)*% (%%)
_é (J7h)" a?:gg“h + %Zé (171 %h} ic. )
et

C(t)—%g(—l)i/oll(i(az)dx/olf(gi(az)/; 7 fi)a_/: (lili)a/;f(gi (n) di.

Par conséquent, 1’égalité (31) sera

O3v? ' —
/uN (lmdt—/A(t) wh.dxdt, (36)
Q o3 Q
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avec he = (07)" — e (t) (v1)?.
Le membre gauche de (36) est une forme linéaire continue de u. Donc la fonction h. a des

oh. 0O oh.
((1 )

dérivées (1 — z) ) € L?(2) et on a les conditions suivantes :

0w’ O O
hel,—o =0, % = 0,(1—x) %Z = 0.
De légalité
-0 r-e )y 2t a-n 2k
_32 (J7Y) C‘; (g‘; st (1-2) ag;):) , (37)

et comme l'opérateur (J71)" est borné dans L? (), alors pour ¢ assez petit, on a

3 )3
e(JoH Zts < 1. Donc 'opérateur I —¢ (J-1)* % admet un inverse borné dans L? (Q).
a *
On conclut que (1 — x) % eL*(Q).

S

3] ov?
De la meéme facon, on montre que — ((1 —x) = ) € L?(Q), et que les conditions

ox

suivantes sont satisfaites

0, (1 — ) 200

B o = 0. (38)

En substituant « = fg o fCT exp (A7) vidrd(dn € Do (L) dans la relation (30), avec la

constante A > 0, on obtient

/exp (A7) v* Nvdawdt = —/A(t) o dzdt. (39)
0 Q

En utilisant les propriétés des opérateurs de régularisation, 1’égalité (39) devient

P(v)?
(;)dedt. (40)

/Q exp () v Nodadt — — /Q A () ulon ) dadt — ¢ / At u

0
En intégrant le premier terme dans (40) par rapport & z, et en utilisant les conditions

(38), on obtient

3

—Ro/ Alt )1/(711) dxdt = Rc/ aH () cxp (—At) u%dmdt
o Q

+Re/ 2 (a@> / Klv*dgdrdt—Re/ 9 ( disy >u/’KQT;d§dzﬁdt.
an 3 dx 0

26



En intégrant le premier terme du membre droit de 1’égalité précédente par rapport a t,

on obtient
Re | aH (z)exp (—\t) u——dzdt =
Q ot?

u

ot

2
dx

1 .
—/ H(I)aexp(—/\t)
0 2
2 /P 7 ;
_/ H (z) (Q PP A3a) exp (=) [u]” dadt
Q

2 o3 ot? ot

1 2
+/ H (x) (@ P A%) exp (=) |uf” dz
0

2 ot? ot

i _
Supposons que ¢; < T <¢, i=1,3,c >0, on choisit A telle que

0 < Ay <,
mo (—2)\(110 + (,'1)

2
/ 2 3 2/L2
0<my (—03+3)\02—3)\‘01+)\ ao) +— <9,
Mo

< —ap <0,

my (2 — Ad))

0< 5 <8,
0 - 3my (c1 — Aag) <
\ 2
alors
— U oul?
—Re/ A(t) uvi‘d;vdt—f—aoe’\T/ —| dx <
Q c 0 | Ot
t=T

9 1
dade+5 [ Jufdode+p [ ],
Q 0

2 T
dedt + ° / / Kywtdc
4 Q 0

ou

ot

/E)u
T ot

mo / /1‘ a0z
— 2V, dC
4 JalJo
1l est clair que

A 2 1 ! 2 exXp ()‘j )
— : — : < _— 7

En combinant I'inégalité précédente avec (41), on conclut

2
dadt.

2
dxdt.

2

ou

1
— Re/ A (t) uordxdt + aoe’\T/ —
Q o |0

27

3 da du
» + 5 /Q H (x) (a - /\a> exp (—At) ’E

! da
—Re/ H (x) (— - \a
t=T 70 ot

)

2
dxdt

u%daz

ot

(41)

t=T



oul?

Bexp (AT)  25exp (AT /
, —| dudt
<7+ P olot]
m :“ 2 m ¥ 2
+=2 / Kovtd¢| dwdt + —2 / Kyvid¢| dadt. (42)
4 Jallo 4 Jallo

En intégrant le second terme dans le membre droit de (40) par rapport & z, on aura

PPvr
—eRe/A dedt —eRe/H au 50 = dadt

R/a dKQ /K 03*] Irdi R/a 4K,y /B " et
—eRe dCdxdt — e Re a— | u [Cdxdt
dx ! ¢ Ox dx o P ¢ ’

en utilisant les e—inégalités dans 1’égalité précédente, on obtient

83 %2

/A(t <2 + 2)/ a? |ul? dmdz‘Jre—/ = dwdt, (43)

De (42), (43) et les propriétés des opérateurs de régularisation, 1'égalité (40) devient

/ K—1 vd C
0

L ou)?
ot

2
daxdt

Re/ exp (A7) vNvdzdt — o /
Q 4 Ja

2
/ KQ UdC

dadt + age T
(7 N S exp ()\f) +eM N 26 ex;(/\T)) /
0

miy N
+ <7+ 2)@1/

k
-l—m; 1 / ’U:—zv\2dxdt+/exp (A7) |0 — 0| |Nv| dadt. (44)
@ Q

77’l0

dx

0

ot3

En remplagant I'expression de Nv dans Re fQ exp (A7) vNvdzdt, on obtient
Re/ exp (M) vNvdwdt = Re/ exp (At) ng/ KwdCdrdt—Re/ exp (At) Klv/ ’ngdgdmdt,
Q Q 0 Q 0

en intégrant en z, et en utilisant (29), on aura

Re / exp (M) vNvdzdt =
Q

/ KQU
0

2

1
- dxdt.

2/QH(I) exp (At)

/ ]fll’dc
0

2
1
ddt + / H (z) exp (At)
2Ja
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En combinant 1’égalité précédente avec (44), et en utilisant le lemme (1), on obtient

/ KyodC| dadt + 10 / / KyvdC
0 4 Q 0

alors, de (45), on conclut que

L " Kovd¢

alors [ Kvd¢ =0,V (z,t) € [0,1] x (0,T) ce qui nous donne K;v = 0.d’ot.v =0. m

mo

2
— dxdt < 0ase— 0. (45)
4 Ja

2
drdt <0,i=1,2.

Lemme 6 L’%mage R (f) de L coincide avec F.

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert, alors R (f) = F'si et seulement

si de la relation

/ t fgdxdt+
Q

1 1 1
/ pprdr + / ipydx + / xxidr =0, (46)
0 0 0
pour un arbitraire u € D (L) et F = (g, e1, Y1, X1) € F implique F =0p. On prend
u € Do (L) dans (46), on conclut que [,¢fg,dedt = 0, en utilisant le lemme (5), on
déduit que (1 —z)*w = tg = 0, alors g = 0.

Par conséquent, pour u € D (L) on a

1 1 1
/ pp dx + / Yibydx + / XYidx =0,
0 0 0

comme 'image de 'opérateur trace est dense dans ’espace de Hilbert munit de la norme

1 1 1
R e N
0 0 0

alors o, =1, =x; =0. m

29



CHAPITRE II
Probléme Mixte Pour Une Equation Aux Dériveés Partielles
D’Ordre Trois Combinant une Condition Finale

Une de Dirichlet Avec Une Autre Condition du Type Intégrale.
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Ce chapitre est consacré a I’étude d’un probléme mixte pour une équation aux dérivées

partielles d’ordre trois combinant une condition finale, une de Dirichlet avec une autre du

type integrale. On présente une extension de la méthode des inégalités énergetique a ce

type de problémes.

3 Position du Probléme

Dans le rectangle @ = (0,1) x (0,7), on considére ’équation

Pu 0 d*u .
fu= G+ gy (a0 5 ) = T

ou la fonction a(x,t) est telle que

0<ag <a(zt) <ay,

. 0% —
ckgw(x,t) <¢, Yee(0,1), Vie (0,T), k=1,2,
da
—(x, t)| <b.
" (e1) <

A Téquation (47), on associe les conditions initiales suivantes

hu=u(x,0)=p(x), lu= % (x,0) =4 (z), Yo € (0,1),
la condition finale
Zu—aQu(x TY=x(z), Vxe(0,1)
33U — 0t2 3 =XT), £ ) )

la condition au bord de Dirichlet
u(0,t) =0, Vte (0,7),
et la condition intégrale

1
/ u(z,t)de =0, Vte(0,7),
0

(47)

(48)

(49)

(51)

ou les fonctions f; ¢ (z), ¥ (x), Y (z) sont données, et satisfaisant aux conditions de

compatibilité

/olw(x)d’x_/017*”(9”)‘11?—/le(x)d:r—o.
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Dans ce chapitre, on montre I’éxistence et 'unicité de la solution forte du probléme
(47)-(51). La démonstration est basée sur une estimation & priori et sur la densité de
I'image de I'opérateur engendré par ce probléme.

Le probleéme (47)-(51) peut étre écrit sous la forme opératorielle
Lu=F (52)

ou Vopérateur L = (£, I, lo, I3), est considéré de E dans F, de domaine de définition
ou Pu Pu Ml

— = — — 2
50 o 968 s € " (€2),

D(L) constitue des fonctions u € L*(Q), telle que

k =10,3, et satisfont aux conditions (50), (51).

3.1 Espaces Fonctionnels Associes

Pour I'étude du probléeme (47)-(51), on introduit les espaces fonctionnels suivants :
Soit £ I'espace de Banach constitué des fonctions u, u € L* (Q2), vérifiant (50)-(51), munit

de la norme

Pu (1—2)*| &u |* 0%’
Jully, = [ - ] AL s / / ( 2 AT )m
T 2 aa |2 L ) )
(1—2)"| 0*u u|? / (1-2)%|0u )
—5 |5 dxdt - ul? ) dae.
+A /0 ( 2 Otox ot v +g“p 0 9 O + Jul z. (53)

et I l'espace de Hilbert des fonctions F = (f,©,1,Y), avec ¢, ¥, x € H'(0,1) et

[ € L*(£2), dont la norme est donnée par
1 24 (2
2 (1—=)" |9p 2
iFz = [l !f\ddt+/( % +m>dr
1 1 2
(1) o2 / (1—x2)* |ox|*

Lemme 7 Pour u € D(L) tel que u(x,0) = ¢ (x), on a

o[
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2

d%u
otox

ou

ot

5902 2
£ + [oo

2eT(/01[(12'T‘)2 d$+/OT/01<(12x)2

Démonstration. Il suffit d’intégrer

st ou (1—2)*0u 0u
Re/0 /0 exp (—t) <UE + TR dtdz,

et en utilisant des e—inégalités, on obtient 'inégalité demandée. m

) dm) |
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3.2 Inégalité de 1’énergie et ses Conséquences

Théoréme 6 Il existe une constante positive k indépendante de u, telle que pour tout
ue D(L), ona

lull g < k[ Lullp- (55)

Démonstration. Multiplions scalairment dans Pespace L? () I'équation (47) et
I'opérateur

, (1—2)* % PBu
Mu= =S+ (1= ) fy s

5 o where un—/o u (¢, t)dC.

En prenant la partie réelle, on obtient
O (u,u) = Re/ texp(—ct) £uMudzdt, (56)
Q

avec la constante ¢ satisfaisant

.
c >0,

ey — 2cc| + ay + b2 >0,
2cag — 2c1 — (cg — 2¢d) + c2ap + 62T >0, (57)

c1 — cag < 0,

L 4T (c; = cay) > 0.

En substituant 'expression de Mu dans (56), on obtient

2

3.
(u, u) / / texp( ct) T dxdt
r t &ul? 0 9u \ Pu
+/0 /o Eexp( ct) | J. > d:z:dl‘—i—Re/ / z‘e‘ip( )a <am> 07.‘3d xdt
0 ou Pu
—i—Re/ / (1—x)texp(—ct) =— e ( 5)t6)m) v o ——dxdt. (58)

En intégrant par parties les deux derniers termes dans le membre droit de (58), par

rapport & x, et en utilisant les conditions (50), (51), on trouve

T 1 2 : 92, N\ 93,
(1—2x) a0 Pu\ Pu
Re /0 /0 5 texp (—ct) 5 \ Y550 ) B Y drdt =
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O0%u O
)’ AL
/ /0 acxp(=ct) 55 5mg ™

+R/ / (1 — ) taexp (—ct) ZL %o (59)
e ; | xT)taexp C at(‘) [)7_‘3 X

: 2, Pu
Re// (1 —x)texp( Ct);<£a>Jcé)) dxdt =

82u Pu
—Re (1 —z)taexp (—ct) —— 5100 575 —duzdt

Tt 1%} 5)3 ou  Pu
—Re/ / taexp (—ct) —u—d.l"dt Re/ / tag exp (—ct) — J,—=dxdt.  (60)
o Jo

ot o3 at "ot

En intégrant de nouveau le premier terme dans le membre droit de (59) par parties, par

rapport & ¢, en prenant en compte les conditions (48), (49), alors 'égalité (59) sera

9 [ &Pu\ Pu
', N T G =
/ / exp (=) 5 (”atax) RIE

2 2

T 1 _ 2 . _ 2
_/ / (1 —x)"2a; — 2ca+1 (c;ﬁ 2ca; + c*a) exp (—ct) ‘ataz dedi
3, |2 L1 _ .02 _ 2, 12|
/ / 7‘(7 exp (—ct) ‘(%2; dmdt+/ (1 2I) {G—‘rt(;t ca) } exp (—ct) ‘aatau
x 0 x
t=0
T Ou Pu Y(1—2)? 9*u Ox
, 1—x)taexp (—ct T gt T —cT = lz.
Re/ / (1 —x)taexp( C)afa 5 Re /o 5 a(z,T)Texp(—c )atamam t:T(:r

(61)
intégrons par parties le second terme dans le membre droit de (60) par rapport a t, en

utilisant les conditions (48) et (49), la relation (60) devient

PBu
// (1—xz)texp(— m‘)aa ( (93%25)']?9 dxdt =

—2ca+t{ay —2 ,

/ / 2a; — 2ca + (a; cay + c*a) exp (—ct) ‘_ drdt+/ /taexp —ct) d_ drdz‘
_R//l—t t)a ddt+R//t taJa3ddt

o x exp —c 55 B8 T e a, exp ( C FTRTE oy

1 _
+/ a—&-t(at CCL) (,7(. (]T—RC/ /(;)77T)Toxp( cT )a (T) dz.

o 2 0 at t=T

(62)
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e (61) et (62), 'égalité (58) s’écrit

—l—/OT/Oltn,cxp(—ct) [(1_233)2

B /T /1 2a; — 2ca + t (ay — 2ca; + c*a) exp (—cf) [(1 —x)°

+/0 a—i—t((;t—ca) exp (—ct) [(1—2Jz)

3

(h?dt

3u
fexp( 1) ¥ ﬁ

deer//—eXp —ct)

92u
a2

OBy

oeor|

] dzdt

2

9%*u
otox

2]
(1—12)* &u Pu 8u%]

1
8o [ ta(e Dexp (-l [ > owr ovar 01 o7

2,
—Re/ /talexp —ct) Ou —J, O Y dxdt. (63)

ou
ot

] dxdt

=T
dx

t=0

9% |2
otox

Ou
ot

t=T

ot "ot

En utilisant les inégalités de Young, on montre que

T
—Re/ /taiexp cz‘gJ?)gd dt <
T rtta? oul? Tty B |?
/0 /0 TGXP(—C@‘E cl:r,dtJr/O /0 §exp(—ct) y R
1 2 92 3 2
(1—2)° Pu FPu  Judu
Re/o ta (@, t)exp () [ 2 otorovox T ot o

ot
/0 %exp(fct) [(1_21) ]

1 2 a3 2
1= du 0%
+/ t2aexp (—ct) [( 7) ‘ fl "
0

dxdt,

et

8
IA

t=T
9% |?
otoxr

ou

d
ot v

t=T

2]

D (u,u) = Re/ texp(—ct) LuMudxdt <
Q

2 T 1( i
dxdf+33/ /
0 0

2 020z ot

t=T
et

3

T 1 2
(I—2)t | PP
/0 /0 5 §exp( t) |53

2
¥ texp (—ct) | f|? dadt.
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En prenant en considération les inégalités précédentes, I’égalité (63), devient

// u2da~df+/ /mexp —ct) [(1—;;)2

13
_/ / 2a; — 2ca + t (ay — 2ca; + c*a) + ta? exp (—ct) [(1 —xz)?
o Jo

2 2
2]

texp( ct)lf(:v,t)|2d:cdt+/o a(x,0) [(1_295)

3 2

B
ot20zx

9% |?
otozx

= exp( ct)

oul?
ot

2

J%u
Otox

ou
Ot

dx

IN

12—&—75(%—(:(1,) _2)?
R o

wf [

T? T
+ / # exp (—cT)
0

t=T

Wt
I + Y|

2

1—2)% oy ]?

9% |2
otox

1—2)?
En utilisant les conditions (57), et comme la quantité fol [%

est positive, alors, de I'égalité (64), on déduit que

/OT/01(12x)2t " u+/ / [17’
//[1—;
§§</OT/01(1Qm)zﬂf(‘”’t)'dedH/ol 5 |3

+ /1 (L=2)" |0 d:z:), (65)

1
= min <§,CLO,CGO —C1 ),

2 ox
a1 T2a1
3 = 1, —, —— .
3 max<,2, 2)

2

9% |?

ot3

0% 2]
Ot?

O3
o201

dzdt

tL

otox

2 ou
ot

] dzdt

2

(1—a)* |90

+[of | de

+ |x[?

avec

Combinons le lemme (7) avec I'inégalité (65), on trouve

T 1 2 3, |2 2
(1—2)" |0u / / (1—2)"| &u J*u
/ / 5 t 503 d dt + 5 0 + e dadt
(1—2)*| & |* |ou Y11 —2)? [oul]? 2
/ / [ 5 _0t0x B ] dadt + aup/o [ 5 2 + |ul
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1 2 2
<’ ( )(/ / z‘|f (2, 0))? d:rdz‘+/0 %‘%‘ + |p?| da
L —a2)? [opl]? LE = o) 1ov?
+/0 ( Q‘r) a_i + +/0 ( 21) ‘a—:‘ +x ) d:c) (66)

En vertu de ’équation (47), on conclut que

2

// > ddf<2// "Ef S
|ataaz| a5 | 0

- &u [*
+b°T BT dx dt+4 z‘\f x, )| dadt.

combinons maintenant 'inégalité précédente avec (66 on aboutit a

T 1 2 3 2
(1—x) Su / / (1-2)° | &u N
/0 /0 S 8753 " dudt 4 s | dudt
T rl 3, |2 2,
(1—2)*| &% 0%u
+ /0 /0 t[ 5 |aeox| || |
1T 20 a2, (2 1 2 2
(1—2x)"| 0%u oul? / (1—2)"|0u 2
o= — T <
/0 /0 [ 5 moa Tt dtdt—&-sup i 3 5 + |u|”| dx

; l/ o | ((1_2@ > +!¢(w)\2) &

ox

ol
T(Z 4 1) (T +2) +4
min (1, a?)

B =
ce qui achéve la démonstration. m

Proposition 4 L’opérateur L de E dans F' est fermable.

Définition 5 La solution de l’équation Lu = F est appelée solution forte du probléme
(47)-(51).

D’aprés la définition de L, on déduit de (55) I'inégalité suivante

(f) . (67)
De l'inégalité précédente, on conclut que :
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Corollaire 3 La solution forte si elle existe est unique et dépend continiment de F.

Corollaire 4 L’image R (Z) de Uopérateur L est fermée dans F et on a R (Z) = R(L).
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3.3 Résolubilité du Probléme (47)-( 51)

De l'inégalité (67), on déduit que 'opérateur L admet un inverse borné Z_l, du
corollaire précédent résulte que I'image R (Z) est fermée.
D’ou, pour montrer 'existence de la solution forte, il suffit de montrer la densité de

I'ensemble I? (L) dans F.

3
Lemme 8 On suppose que la fonction a (x,1) et ;es dérivées 0?2—(57” % soient bornées.
Soit u € Dy(L) = {u € L*(Q), u(z,0)=0, a—: (x,0) =0, a—tg (z,T) = O} . Si pour

certaines fonctions w tel que w € L* (), on a

/OT /01 (1—2)° f(z,t)w(z,t)dadt =0, (68)

alors

w(z,t) = 0.

Démonstration. 1’égalité (68), peut étre écrit sous la forme suivante

T 1 3
/ / (1—x)? %mdﬂtdt =

_/OT/OI% <(1—x)a(fc,t) 0;;) {(1—1)@—/()xmdg}dxdt. (69)

Pour la fonction w (z,t), on construit la fonction v (x,t) telle que

xz

() = w (. t) — / w(C,b)dC. (70)

0

De l’égalité (70), on montre que fol v (z,t)dr = 0, et que 'égalité (69) devient

N T ol ou
_]\71 ; — A A 1
/0 /0 50 vdxdt /0 /0 (t) 5 vdxdt, (71)

0 ou
avec A(t)u = “ ((1 —x)a(x,t) 5) et Nv=(1—xz)v+ Ju.

L’opérateur A (t) admet un inverse continu dans L? (0, 1) donné par

B T 11 (¢ T 1 dC
A1 —— — ) - >
g /O 1_@/0 g(nvt)dn+c(t)/o T Ca (72)
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ol

(]C
Jo fo g(n,t)
cn - . (73)
I
0 q
Donc de (72), on déduit que fo (t) gdo = 0, alors <%> peut étre mise sous la
forme
L 0u ou
Jr— = JtAT () At) —.
S =TT AW

0
Remplagons la fonction (')_11: dans (71) par la fonction régularisée (a—l:> , en utilisant la

relation

AW 2 = a2

A S (70

ol

Bt)g =t (fo ntjn CO)*"’“Jal(—%(/0<9(77;t)dn—c(t))+g)

fo (n,t)dn — C(t) 0 . ¢ g
+2GMEJ ( - + 2ataJ<E 3 /0 g(n,t)dn—C(t) ) + =)

(75)
L’opérateur B (t) admet un adjoint donné par
= dn
* 1 —1\* 2 1\ a fO ;
B*(t)h == (J7') ayh — = (J7')" = (@h) + Ge (h) (z) + G.(h)(1), (76)
a a ot J‘l@
0 q
avee
G @ = [ (% (@) — 2 )2 (e
)Gy = | (G U Geuh) = 4 ()" g (e
2 * a 2(1( —1\* a
2 ()" g ) + 258 () 5 ) )

Par conséquent, I’égalité (71), s’écrit sous la forme

0?/ 027}’; Tt Ou—

avec he = vf — eB* (t)vi.

€

O
le membre droit de (78) est une forme linéaire continue de E‘)_Z Alors la fonction h. admet
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des dérivées (1 —z) —

Oh. 0 Oh.
dx’ Ox <(1 - ) OJx

) € L?(Q) et les conditions suivantes sont
satisfaites

Oh.
Ox

helyg =0, he|,_, =0, (1—2) =0. (79)

r=

De I’égalité

Oh, £ J
(1 — I) agj = |:[ —_ — (JE 1) att] <1 — 1‘) %UE
2e % a 8 ¥
Jr? (JE ) 5 < (1—x) %LE> , (80)

et comme l'opérateur (J- )" est borné dans L? (), alors pour ¢ assez petit,

on déduit

£ .
’ (J21) an

€

€ . .
< 1.Alors l'opérateur [I ——(JY att} a un inverse borné dans
a

Ve

ox

d v
s ((1 — ) al > € L2 (), et les conditions suivantes sont vérifiées
x T

€ L?(Q). De la méme maniére, on aura

I'espace L?((2). on conclut que (1 — x)

. . ov’
Ué|m:0 = 07 va‘m:l = 0’ (]' o iE) or =0.

ax=1

Posons u = |, fo f7 . exp (cr) vidrdnd( dans la relation (71), on obtient

T 1 o T 1 o
- / / exp (ct) v Nvdzxdt = / / A(t) a—@dzdz‘, (81)
o Jo o Jo t

avec la constante ¢ satisfaisant

c <0,
¢y — cag > 0, (82)
chy — 2ccy + ag > 0.
En utilisant les propriétés des opérateurs de régularisation, le membre droit de 1’égalité

(81) aprés intégration par rapport a x, devient

82U i} 02 *
/ / o < &LE)T) [ e T o ] didt =

e 0%u Ov; ot Pu Pur
_Re/o /0 (1= 2)ag o ae 0 dt“/o /0 (1 = 2) a5t
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en intégrant par rapport a t, chaque terme du membre droit de 1’égalité précédente,

utilisant le fait que u € Dy(L) on obtient

"o o TF
Re/o/o(lm)aamatam(:r

Tt Pu 0w Pu
1—x)a (1-—
Re/o /0 (1 —x)aexp(—c )81“81‘(91&3(% / / x)aexp(— ct)‘(,)an dxdt
T 1
(1 ‘ 2u
+/ / ay — 2cay + c*a) exp (—ct da"dt
o Jo (0 ! Joxp (=) | 55
1 2,, |2
(1—x) J0°u
/0 5 (a; — ca) exp (—ct) 10 . (83)
92u 83 * 4 2
ERG/ / E%E)r 5)t2axd;1:dt —5/ / 1—2) m dxdt
! OPu 0u
+e /0 (1—2)ay 00 dx / / (1 — ) (ay — cay) 0 (lT(h‘

! O*u vt Ou ov*
_ 1— : < 4
aRe/O (1—2)a V1B B Lt_T—&—eRe/ / aﬁata (%d xdt. (84)

e (83), (84), en utilisant des e-inégalités et les conditions (82), on aboutit a

* 1 (1 — ) 82
/ / oxp (ct) v* Nodadt + () —mo)/o . oxp (—ct) e dr <
=T
22, 2
_9 ,
(C2 cer + ay / / exp Ct)’@t@m dadt
g Pu 1 92u |2
+e (/0 /0 (1 — ) |aw — cayl ETeE dz:dt+/0 /0 (1—2)|a L dedt
! Pu 1 92u |12
1 - 1—
+/o( D oy d +/( o) ol | 55| da

+/01(1—l)|at| / / l—x\att|

En substituant Nv par son expression dans (85), on obtient

Tl 1 _ 2
/0/0(1—x)exp(ct)|7;|2dmdt+(c'1—cn,o—f)/o (12:1:) exp (— )’;au

2
dxdt

dxdt) : (85)

2

N2,

T 1
B 5 (1—x) B d*u
(c2 — 2cci + Pay +¢€) /0 /0 5 exp (—ct) ‘(‘)tax
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Bu |? ! Pu |?
/ / (1 —2) |ay — cay Eore ‘ dmdtJr/O (1—2)a ETor dx .
2 1 2
* a *
+/ (1 — ) |ay 015 dx ++/ (1 — ) |a L
0 0 Oz
=T

t=T

t
T 9u* |2 T
+ / / (1 —2) |aw| 5 dadt | + / / exp (ct) |v — v |Nv| dzdt.
o Jo o Jo

On choisi € assez petit de telle sorte que ¢} — cag — € > 0. En utilisant le lemme (1) dans

I’inégalité précédente, en passant a la limite quand € — 0, on obtient

T 1
/ / (1 — ) exp (ct) |v|? dadt <0,
o Jo

D’ot v = 0, par conséquent w = 0. m
Théoréme 7 L’image R(L) de L coincide avec F.

Démonstration. Comme F est un Hilbert, alors R(L) = F ssi de la relation

1 2 Y
(1 —x2)" 0p dpy 1\
/ / tfufldrdwr/o < 5 B2 1 + ¢ | dx

Ly W A R Y
+/0< 5 %aerlMJl dLJr/O 5 %0_+ dx =0, (86)

pour u arbitraire dans D (L) et F = (g, @, ¥, x) € F, implique F =0. En prenant

u € Dy (L) dans (86), on obtient fDT fol (1 — z)* t £ugdxdt = 0. En utilisant le lemme (8),
on aura w = tg = 0, d’ot g = 0.

Par conséquent Yu € D (L), on a

(=) 0pdyp Y- oad,
/0< 2 8701+W1>dx+/0( R

1
(1- )3X8X1
—I—/O ( 5 9x o7 + X dz =0,

comme 'image de 'opérateur trace est dense dans ’espace de Hilbert munit de la norme

/01(<1_2x)2 %:W) d:t+/01<( 2 2)’ +|d|)
+/01 ((1_233)2 %‘2+XI2) dz,

ox

alors p =9 =x=0. &
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CHAPITRE IIT
Probléme Mixte Pour Une Equation Aux Dériveés Partielles
d’Ordre Trois Combinant Une Condition Finale Avec Deux

Autres Intégrales a Poids.
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Dans ce chpaitre, on reprend ’étude faite dans le chapitre précédent pour la méme
équation combinant une condition finale avec deux autres integrales a poids. On montre
I’existence et I'unicité de la solution. La démonstration est baseé sur I'inégalité de 1’énergie

et la densité de 'image de 'opérateur engendré par le probléme en question.

4 Position du Probléme

Dans le rectangle © = [0,1] x [0,T], on considere I’équation

Pu 0 0%u
£u=28 -2 (e ) = S w0, 87

avec la fonction a (z,t) , satisfaisant

0<a0§a($at) Sah

%(x,t)’ <b, x€l0,1], te[0,1].

X

Pour I’équation (87), on lui associe les conditions initiales

u
L = u(2,0) = ¢ (), lou = @—? (2,0) = (z), ze0.1], (88)
la condition finale
0%u

l3u = W(IaT) :X(I)> US [07 1]: (89)

et les conditions intégrales

1
/ Ki(z)u(z, t)de =0, i=1,2. t€]0,T)] (90)
0

Les fonctions ¢ (x), ¥ (), x (), f(z,t) ¢t K; (x) sont données, on supposc de plus les

conditions de compatibilité

1
/K da:—()/ K, ( dx—(),/ Ki(x)x(x)dz =0, i=1,2.
0

et que les fonctions K; (x) et ses derivées, satisfont aux

o<k0<K(q~ <k1,

dK; .
< —, 1=1,2, 91
‘ dx 336( a > T (O1)
dK dKs (x
) < my < H (1) = Ky (a) L0 waﬁﬁﬁﬁm
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Dans ce chapitre, notre objectif est de démontrer I'existence et I'unicité de la solution
forte du probléme (87)- (90). La démonstation est basée sur les inégalités énergitiques et
la densité de I'image de 1'opérateur engendré par ce probléme. Le probléme (87)- (90),

peut étre écrit sous la forme opérationnelle
Lu=F

ou F = (f, ¢, 1, x). L'opérateur L = (ly, Iy, I3) est considéré d'un espace de Banach F
dans un cspace de Hilbert F. Le domaine de définition de 'opérateur L cst ’'ensemble des

fonctions u appartenant & W5 (Q) et qui satisfont aux conditions (90).

4.1 Espaces Fonctionnels

Pou étudier le probléme (87)-(90), on introduit les espaces fonctionnels £ et F' donnés
par :
E est I'espace de Banach constitué des fonctions v € W3 (Q) vérifiant (90), muni de la

norme suivante

3 2
Jul|% = 2/ ‘/ Ki(Q) 55 Y tyde| dedt
< )9 9%u 0%u|?
-l—l / aC ( (¢, 1) ('K@t) dxdt—l—/ 2 dxdt
du 2
/ — dxdt—i—sup/ |u (z,¢)|" dx, (92)
ol ot t Jo

et F est I'espace de Hilbert des fonctions F = (f, ., x) € (L?(Q))", muni de la norme

1
17 = / £ dadt + / (ol + [0l + ) da. (93)

Lemme 9 Pour u € E, tel que u(x,0) = ¢ (), on a

1
sup/ u (,t) d¢|? da < eT/
t 0 Q

ou

2 1
— (x,t d;L‘dt-i-eT/ gozd;v,
AR 1ol
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Démonstration. Par intégration par partie le terme
~S 1
ou
/ / exp (—t)u (z,t) — (z,t)dx
par rapport a ¢, et en utilisant des e—inégalités, on obtient le résultat. m
Proposition 5 L opérateur L est fermable dont sa fermeture est notée par L.

Définition 6 La solution de l'équation Lu = F est dite solution forte du probléeme (87)-

(90).
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4.2 Estimation a Priori et Ses Conséquences

Théoréme 8 [ exist une constante positive ¢ > 0, telle que pour toute fonctions u €
D(L), on a

[ullp < ellLullp. (94)

Démonstration. On prend le produit scalaire dans l'espace L2 (), de ’équation
(87) ct Popérateur intégrodifferenticl

=2 K « 3
Mu = Z (—1) Mtexp (—At) /0 K3 (¢) % (¢, 1) dc, (95)

- a
i=1

avec A > 0, puis prenant la partie réelle, on obtient la forme quadratique
 (u,u) = Re/ LuMudxdt. (96)
Q

En substituant I’expression de Mu dans (96), on trouve

=2

R o Bu [ P
@(u,u)—Re;(—l) /Qt‘T(‘”)exp(—At)a—g/o Ky s (g)Tg(g,t)demdt
i=2 A (x P o2 z Pu
+Re ) (1) /Q KT(T)texp(—)\t)% ( af;) /0 Ky (g)a—g(g, tyd¢dedt.  (97)

En intégrant chaque terme par parties du membre droit de (97), par rapport a x, et en
utilisant les conditions (90), on obtient

ou Pu
D (u,u) = —Re/QtH (x)exp (—At) Ewdazdt

1 2 [ texp(—\) K1 I, da ?

i=2 @ a3,
i Ky ;0 (Kz_i(x)0a\]|ou [ Pu

i=1 Q

| m© g€

(98)
Intégrons le premier terme dans le membre de droite de (98) par rapport a ¢, et en tenant

en compte des conditions (88),(89), on obtient

2
dxdt

32,

ot?

u Pu
—Re/QtH (x) exp (—At) Eﬁdmdt = /QtH (x) exp (—At)
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2

_'_% /Q (2/\ B )\Qt) I (z) exp (—At) ‘% dxdt—i—%/o (1—Xt)H (x) exp (— /\t)

vy
ou %u

/ H (z)texp (—\t) — 5 o —dz

De (99), I'égalité (98) sera

1 2 texp (—At) / i K1 K5 0a

dzdz‘
Q a T

JRGEA T

9 12

+/QtH (2)exp (—At) gu

2
AlE dadt

I 9 ou
dadt + —/ H () (2X = N*t) exp (= A1) | =
2 Jy ot

1

5/0 (1— M) H (z) exp (—\t) Ou*

ot

! ou_
+ Re/ H (z)texp (—At) a—xdz
0 1;

t=T

dzx

t=T

_ 1/t (
Re/ texp (—At) LuMudzdt + 5 / H () |[o|” do+
Q 2Jo

+Re§(—1)7‘/t [dzigi - (;1 <K3;( )%ﬂ p (=) g?/ Ky (C) ‘?;3 (¢, )dCddt.
(100)

il est facile devoir que

2 1
/ T b yesp ()| 2] ae| = / L () exp (-XT) | do
at - o Al
1 ou 0%
RC/O H (x)texp (—/\f)aaﬁd i

On choisit A de telle sorte que 1 —2X\T" > Xy > 0, alors, de (91), et I'inégalités précédente,
(100) devient

2 12

lexp (=AT)
2 (71/¢2 (7 Ny — _) Z/ / 37‘3 (C t) d:EdterO exp (— )\T)/ 5 dordt
2\ — AT 2 _ 19,2
+—( ) o exp()\T)/ Ou dmdtJr—(l 2AT) mo exp(AT)/ Ou dx
2 ol 0t 2 o | ot
t=T
1
/t|£u|M’u| dxdt+%/ |U)|2dI+T7n1/ o
0
03
+m2/ / K3 )33 (¢, t) d¢| dadt. (101)
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On pose

. 1 k%b 3 )\07710 1- /\0
= Iin mgyg — — —m, m, ex
2@1]€% 0 a "9 09y 9 0 p 2 )

0

alors, l'inégalité (101) devient

82u?
/ 87‘3 - (¢, t)dC d:z:dtJr/ Fr) dxdt
ou? Yo ?
+A§ d:zrdtJr/OEdz <
t=

T
. T
L[ g rudasies 2 [ oan 20 [y

m =2 ou OB
L / £ 2

K3 ; (() = (¢, 1) d(| dxdt.
[ K055 (e an
En utilisant I'inégalité de Young dans le membre droit de I'inégalité précédente, on obtient

2

== Du 2
; /Q ¢ €) 575 (G 1) dC| dudt + /Q bl o | dodt
oul? Y ou|
+/ dxdt+/ —| dx <
ol Ot o | Ot o
ho\? Tm1 ou
4(7%) /t|f da‘dt+—/ ) d + /(| %) + - /QE drdt. (102)
De (102) et du lemme (1), on obtient
=2 2 2 2
v Pu 0%u ou
t K; — (¢, 1 dxdt t|—| dxdt —| dxdt <
ZI/Q ‘/0 (©) = (1) ‘“+/Q oz | 7 +/Q ar|
1
3 (/t|f|2dxdt+/ (lel” + [ + |x|?) m) (103)
Q Jo

avec
bo\2 4m
f = max (4 (—) , @, ml)max(l T)e «
aag o’ A

de (103) et du lemme (9), on déduit

1
sup/ lu (1) d¢|? do <
t Jo
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T 2 ! 2 12 2 )
e (B+1) </Qt|f| dxdt+/0 (lol” + [0|* + [xI7) dz ) . (104)

Combinons 'inégalité (103) avec (104), on obtient

=2 z 93 2 9u
Z/Qt /0 K; (C)a—g(g’,t) dxdt—k/ﬂ - (1) dxdt
=1
i %((,t) dd:cdt—ksgp/ol (e, ) dee <
1
(e (5 +1)+5) ( Jels s [ (o 1ol + ) d:c) S (0s)
0 0

En vertu de I’équation (87) et l'inégalité (105), on déduit

S [ [ iy (o) o]

(2(e" (B+1)+B) + 4k7) (/Qt|f|2dxdt+/0 (el® + [ + 1xI%) dz) : (106)

Et en combinant (105) avec (106) pour déduire (94) avec ¢? =2 (e7 (8 + 1) + 3) +4k?. m

dedt <

Lemme 10 L’operateur L de E dans F' est fermable, sa fermeture notée par L.
Soit L la fermeture de L, et D(L) le domaine de définition de L.

Définition 7 la solution de l’équation Lu = F est dile solution forte du probléme (87,

90).

Comme les points du graphe de opérateur L sont limites des suites des points du

graphe de l'opérateur L, on peut prolonger l'inégalité (94), en passant a la limite
lullp < || Lu||, Vu € D(L). (107)

Corollaire 5 La solution forte du probléme (87, 90) si elle existe, elle est unique et

dépend continument du F .

Corollaire 6 L’ensemble des valeurs R (Z) de lopérateur L est égale o la fermeture R (L)

de R(L).
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4.3 Résolubilité du Probléme

De linégalité (107) résulte que 'opérateur L admet un inverse borné f_l, du corol-
laire (6) on déduit que R (L) est fermé. Pour montrer I'existence de la solution forte du
probléme (87)-(90), il suffit de montrer la densité de 'image de l'opérateur. La démons-
tration est basée sur le :

d3a da

o290z Otdx

Lemme 11 Supposons que la fonction a(x,t) et ses dérivées sont bornées,

et les fonctions K; (x) satisfont aux conditions

dK; (1 dKs (1
K () P g ) ;< : #o
ot A : (108)
A= SV K @ de [ Kani ) ] ey 70
. ou 0*u :
Soit Do(L) = u € D(L), u(z,0) =0, P —(z,0) =0, %(ZL’,T) =0¢ .95, pouru € Dy(L)
et pour certaines fonctions w € L* (Q) on a
/ (1 — 2)* fuwdzdt = 0, (109)
Q

alors w = 0.

Démonstration. Substituant £u dans P'égalité (109) par son expréssion, on obtient

2 Pu 0%u _ v
/Q(l — ) a—wd:rdt Z/ 5 < 3t83:) ((1 — )W —/O wd() dxdt,

(110)
pour la fonction w (x,t) donnée, on construit la fonction v (z,t) tel que
dK dKy [¢
(1—xz)w / wd( = / ( 2/ Kyvdr — —2/ Klvd7> = .
0 ¢ Jo

De I’égalité précédente, on déduit
1

/ Kvdxr =0 i=1,2, (111)

0

ceci nous permet d’écrire (110), sous la forme

/ O—Nvdxdt Z / —vldxdt, (112)
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avec

Nv = K, foj’ Kivd¢ — K, foj’ Koo = (1— :17)211).

L’opérateur A (1) est inversible dans I'espace L? (0,1), son inverse est borné et est donné

par
11 ¢
A ()g=— [ — _
(t)g /0 1—ga(g,t)/og(”'t)d”
| d¢
a0 [ eyt GO,
avec
11 ¢
Afl ,— -
(g /0 1—Ca(C,t)/o g (n,t)dn
1 d¢
a0 ) e 40
ou les constantes C (t) et C (t) sont donées par
d
Ei ? fo Kidx fn Ky idx f() %ﬁg(nﬁ dn
Cy(t) = X ’ ,
ct
=2 i1l - B dc 1 x d¢ ¢
o Y (DT fy Kida (R Jo Kside f, A=0alch Jo 9 (n,t)dn

A

Alors, on déduit que fol K;(z) A7' (t) gdz = 0, de plus la fonction (%) c=J1 <@)

ot
) . ou a1 ou .
a une représentation de la forme 5 = = J TATTA(Y) ik Remplagons la fonction

ou ou
T dans (112) par sa fonction régularisée 5 ) en prenant en compte la relation

€

Ju 1, 0u , ou
20 (2) el (2.
PA(t) Ou, 3&4 (t) 0%u, OPA()

Hu, =3
plt)u oz o o or | op

Ue,

on obtient

%dedt Z/( (o) + 8. (1) 22 ())drdt. (113)

54



avec

t
(oo / (n,8)dn — Cv(1)
at2 € a CL2 0 g 7’7 77 1

0%a 0 1 z
2 B no) —

0ad (9 a, ‘
+2om o e (E_E(/o g(n,t)dn—Cl(t)»]-

dont ’adjoint est donné par

ou
-1 « [ OPa da 1 « [0%a
G.h) (x) = — (Jt —h — = (J! —nh
(Geh) (@) /0 [a (%) (afzag >+8Ca2(6 ) (87&2 )
2, 1\ 0 (0% 2001 , 1\« @ (0Oa
201y 9 ) g 20e L 2% g
L ol atag')+ AR <at )] &
et

:%z:: / )dx/olf(gi(x)/: a ili)a—/; (1fCC)G/OCKs7:(n)dn.

Par conséquent, ’égalité (112) devient

ou 0% Ou—
—N—dzdt = — | A(t) —h.dxdt, 114
wot o /Q()at v (114)
avee he = (v1)" 1)e —eBi(t )(1)1)
2.

Le terme fQ —]\ a—d:)jdt est une forme linéaire continue en _u Donc la fonction h,

Ohe O Oh. 5 "
admet des dérivées (1 — z) — 5 Oa ((1 —x) e ) € L*(92), de plus on a les conditions
suivantes :

Oh Oh
he =0 — =0, (1- = =0.
“‘1:0 7 a‘E z=0 7( T) 81: =1

De I’égalité




+ZQ€ 7Y (gf(l r)%%”)

et comme l'opérateur (J:

d%a
Sy 2

dans L? (2). Donc en déduit que (1 — z) @ €L*(Q).
T

De la méme maniére on obtient que 82 <(1 — ) 8(6’01)5> € L%(Q), et les conditions
x x

1)* est borné dans L? (2), donc pour ¢ suffisamment petit, on

PBa
< 1. Alors 'opérateur I —— ( Jh ) admet un inverse borné
a

déduit que

suivantes sont vérifieés

d (v1):
Ox

=0, (1—x)

=0

= 0. (115)

(Ul) |1 0 0> O

posons u = fot I fCT exp (A7) vidrd{dn dans I'égalité (112), avec la constante A > 0, on
obtient

/ exp (A7) v* Nvdxdt = Z/ —vldxdt (116)
0

En utilisant les proprietés des opérateurs de régularisation, on obtient

— Ou— (v1):
AT)viNvdedt = — [ A(t d dt + / ———dxdt. (117
/Qexp( T)viNvudx /Q ()8 V) dx ez 815 YR (117)

Intégrons le premier terme du membre droit de (117) par rapport a x, et en utilisant les

conditions (115), on obtient

ou OPu
/A —(01); () dadt = Re/Qa,H (x)exp (— /\f)aﬁdrdf

0 A’Ks\ Ou 9 PN\ du
[ (R [ £ (58)%

De nouveau, intégrons le premier terme dans le membre droit de I’égalité précédente par

rapport a t, on obtient

Ou 0Pu 0%ul’
Re/aH( Nexp (—At) — 5 903 —dadt = —/QH(.L)CLGXP (—At) e dxdt
H (x da ou|?
<W - 2)\a + A a> exp (—At) ‘E dxdt
VH(x ( > ul?
— Aa | exp (—At) dx
ot o
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Supposons que

. Oa . =
e = T
4 @) 12 @) <

Et si on choisit A tel que

0<(10§C’1*ACL1,

ClQ —2Xc1 + )\2610 > 0,

m (ce — 2M\, + Na 2 )
(2 ! 1)+u—§(5avec 0> 0,

2 mo
alors
11,2 2
—Re/A(z‘) wordzdt + age Ou dr S(S/ ou dxdt
Q 0 ot O 0
m . 2
-2 / CurdC drdt+— d:rdt (118)
4 JalJo

En intégrant le second terme dans le membre droit de (117) par rapport a z, on trouve

o—

u 0% vy O*v*
eRe/A()gZZ (;2) drdt—eRe/H 31; a:jd;cdt

0 K>\ Ou [* DPor 0 dK1\ Ou [* 3211; .
—l—eRe/ o < o ) E/o K1 dCdLLdt—l—eRe/ o <aﬂ> E/o Ky 5 d¢dxdt,

et en utilisant des e—inequalities dans 1’égalité précédente, on obtient
Bu PPuE m?2 ] 2 1
—eR Alt dzdt < dxdt i
R [ A Gl pintt < (Tt = 3) [ |5 awirve (s2+3) [

De (118), (119) et les propriétés des opérateurs de régularisation, 1’égalité (117) devient

2

O*v*

&€

ot?

du

ot

dzdt.

(119)

2
dzdt

Avl vd C
0

Re/ﬂexp (A7) vNv

2

2
Yo

d/
ot |

t=T

82 K

E

ot2

dzxdt + oge ’\T/

/ Kll’dc
0
2 2 2
/ ’ 1
m+e ﬂa%—&—l / drdt + ¢ | ki + /
2 2 0

@;wfww+/wMMﬂ@—vwmmm (120)
Q

2

Ju dxdt

ot

o7



Substituons I'expression de Nv dansRe fQ exp (A7) vNwvdxdt, on obtient

Re / exp (A7) vNvdxdt =
0

Re/exp (A7) ng/ KldedIdt—Re/eXp (A7) Klv/ Kyvd(dzdt,
Q

0 Q 0

par intégration par rapport a x, et en tennant en compte les conditions (115), on aura

Re / exp (A7) vNvdxdt =
0

/’ (ovd( /’Klvdg
0 0

En combinant 1’égalité précédente avec (120) et on utilise le lemme (1), on déduit

/ KyodC| dadt + 70 / / KyvdC
0 4 Q 0

alors, de (121), on conclut
alJo

donc [ Kjvd¢( =0,V (z,t) € [0,1] x [0,7] = v=0ie w=0aec m

2

1 ? 1
5 / H (x)exp (A7) ddt + 3 / H (x)exp (A7) dxdt.
Q 2Ja

mo

2
— dxdt <0 ase— 0. (121)
4 Jo

2
dedt < 0,i=1,2.

Théoréme 9 L’image R (Z) de L coincide avec F.

Démonstration. On a R (Z) =F < R (I)T = Op. Comme I est un espace de

Hilbert, alors I? (f) = F' si et seulement si
/ t fgdxdt+
Q

/01 ¢prdr + /01 by da + /01 adr =0, (122)
pour un u € D (L) quelconque et F = (g, o1, U1, X1) € I implique F =0p. prenons
u € Dy (L) dans (122), on obtient [, tfgdadt = 0, utilisons maintenant le lemme (11), on
aboutir a (1 — .77)2 w=tg =0, alors g = 0.

Par conséquent pour u € D (L) on a

1 1 1
/ o, d + / i) da + / Y dr =0,
0 0 0
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comme 'image de 'opérateur trace est dense dans ’espace de Hilbert munit de la norme

1 1 1
[t [k [ an,
0 0 0

alors p; =1, =x;,=0. =
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