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Abstract

The goal of this thesis is to investigate the existence and uniqueness of the solution of

some mixed problems with integral conditions for certain singular and non singular parabolic

and hyperbolic equations in one-and two-dimensional structures. Some classical, integral and

purely integral conditions are combined for the different studied problems. The proofs are

based on some a priori estimates and on the density the operators range generated by the

considered problems

Résumé

Le but de cette thèse est d’étudier l’existence et l’unicité de la solution de quelques

problèmes mixtes avec conditions intégrales pour certaines équations paraboliques et

hyperboliques, singulières et non singulières dans des structures uni- et bi-dimensionnelles.

Des conditions classiques, intégrales et purement intégrales sont combinées pour les différent

problèmes étudiés Les démonstrations sont basées sur des estimations à priori et sur la densité

des images des opérateurs engendrées par les problèmes considérés

Please contact to Foxit Software for the licensed copy.

Web Site:
www.FoxitSoftware.com

Sales and Information:
Sales@FoxitSoftware.com

Techincal Support:
Support@FoxitSoftware.com



INTRODUCTION

Please contact to Foxit Software for the licensed copy.

Web Site:
www.FoxitSoftware.com

Sales and Information:
Sales@FoxitSoftware.com

Techincal Support:
Support@FoxitSoftware.com



Introduction page - 2 -

Un assez important nombre de problèmes de physique peuvent être représenté par

ensemble d’équations qui, jointes à des conditions initiales et à des conditions aux

limites classiques s’exprimant sur la frontière du domaine spatial où le problème est étudié,

permet de définir l’état du système Pour certains problèmes, d’autres types de conditions

apparaissent, telle que la condition intégrale

un

\<Z(x)u(x,t)dx = x(t)
0

où Ç(x) et j(/) sont des fonctions données Une condition de ce type peut représenter

physiquement une moyenne, une énergie totale ou une masse totale. D’où l’importance de

l’étude de ces problèmes.

L’objet de cette thèse est d’étudier quelques problèmes mixtes avec des contraintes

linéaires de la forme * Plus précisément, on démontre l’existence et l’unicité de leurs

solutions à l’aide de l’une des méthodes les plus efficaces inspirée de l’analyse

fonctionnelle, appelée méthode des estimations a priori, ou méthode des inégalités de

l’énergie, qui a été initiée par K O Friedrichs-H Lewy [30] et P.Lax [60],

Ces problèmes peuvent être rencontrés en théorie de transmission de chaleur,

élasticité, thermoelasticité, en physique de plasma, P.Shi-M Shillor [78], M.E.Gurtin-

R C M.Camy [36], G F Webb [84], K Rektory [73], W A Day [27], A.Bouziani [7],

J R Cannon [24], N Keyfitz [41], J D Murray [70], A.Samarskii [76], A Hillion [37],. ..

Les étapes de base dans l’étude des problèmes considérés sont :

a) Le choix du cadre fonctionnel, où l’on résout les problèmes posés.

b) L’obtention des estimations a priori.

c) La densité des images des opérateurs engendrés par les problèmes considérés.

Pour l’obtention des estimations a priori, dans tous les cas considérés, on

multiplie les équations données par des expressions linéaires en fonction des inconnues, et
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on fait des intégrations par parties convenables On note qu’il n’y a pas pour l’instant

aucune méthode générale pour la construction de telles expressions

Les problèmes mixtes avec conditions intégrales liés aux équations paraboliques et

hyperboliques unidimensionnelles du second ordre sont étudiés en utilisant différentes

méthodes, en particulier la méthode du potentiel, de Fourier, du principe du maximum, la

méthode variationnelle, et la méthode des inégalités de l’énergie N l.Ionkin [38] a

démontré à l’aide de la méthode de Fourier, l’existence et l’unicité de la solution d’un

problème mixte combinant une condition de Dirichlet avec une condition intégrale, pour

une équation parabolique Lors de l’étude de conduction thermique dans une barre mince

chauffée, J R Cannon [24] a prouvé sur la base de la méthode du potentiel, l’existence et

l’unicité de la solution classique d’un problème mixte avec une condition classique

(Dirichlet) et une condition intégrale pour l’équation de la chaleur, Y.Lin [62] a étudié

dans sa thèse des problèmes mixtes avec conditions non locales pour certaines équations

paraboliques, en se basant sur la méthode du potentiel , L A Mouravey et V.Philinovski

[69], en utilisant le principe du maximum ont démontré l’existence et l’unicité de la

solution d’un problème mixte en combinant une condition de Neumann et une condition

intégrale pour une équation parabolique Une méthode variationnelle est utilisée dans P.Shi

[77], ou l’auteur a démontré l’existence et l’unicité de la solution faible, sur la base d’une

inégalité d’interpolation Le résultat obtenu est un prolongement de celui dans N I.Yurchuk

[85]

Concernant l’etude des problèmes mixtes avec des conditions intégrales pour des

équations paraboliques unidimensionnelles, en utilisant comme outil la méthode des

estimations a priori, on cite les articles N I.Yurchuk [85], A.V Kartynik [40], N.E.Benouar-

N 1 Yurchuk [5] Par la suite, plusieurs travaux relatifs à ces problèmes ont été publiés
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récemment, parmi lesquels on cite les travaux de A Bouziani [8], [9], [10] et A.Bouziani-

NE Benouar [18], [20]

Pour les problèmes mixtes avec conditions intégrales liés à des équations

hyperboliques unidimensionnelles, on dispose des résultats récents dans A.Bouziani [6],

[13], [15] et A Bouziani-N E Benouar [21] En ce qui concerne les problèmes mixtes avec

conditions intégrales pour les equations pluriparaboliques, on cite celui de A.Bouziani

[14]

On note que cette méthode d’analyse fonctionnelle a été utilisée pour des problèmes

avec conditions aux limites classiques (Dirichlet, Neumann,...) liés à des équations

elliptiques O A Ladyzhenskaya [52], [55], J L Lions [63], hyperboliques :

O A Ladyzhenskaya [55], [56], S K Godounov [34], [33], B Carbonaro-R.Russo [25],

R Sakomoto [74], [75], J Leray [61], N I Yurchuk-F.E Lomovtsev [98], F.E.Lomovtsev

[64], V I Korzyuk [44], J Fritz [31], paraboliques : N I Yurchuk [89], [90] J.Fritz [31], ,

O A Ladyzhenskaya [56], [55], pseudoparaboliques A Bouziani [16], opérationnelles:

A Guezane-F Rebbani-N I Yurchuk [35], N I Brish-N I Yurchuk [22], [23], J.A.Dubinskii

[29], O A Ladyzhenskaya [51], [53], N I Yurchuk [88], [91]-[97], F.E.Lomovtsev [64],

F E Lomovtsev-N I Yurchuk [65], F Rebbani-V I Chassalin [72], [71], N.V.Tsyvis-

N 1 Yurchuk [80], M I Visik-O A Ladyzhenskaya [81], N I.Yurchuk [87], [86],

N E Benouar-L Bougueffa [4], de type mixtes :composites N E Benouar [3],

V P Diedenko [28], S A Aldashev [1], P Lax [60], N.N Lanin [58], N V Kislov [43], [42],

V N Vragov [82], [83],

V I Korzyuk-N I Yurchuk [49], O A Ladyzhenskaya-L.I.Stupialis [57], V.I.Korzyuk [46],

[45], [47], et équations non classiques: NE.Benouar [2], A Bouziani [11], [12],

A Bouziani-N E Benouar [19], V I Korzyuk-V V Dainyak [48], I.V.Suveika [79],

G D Dachev [26], de transmission : A.Bouziani [17],

N I Kamynin [39]
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Nous commençons par étudier dans le premier chapitre de cette thèse, un

problème mixte pour une classe d’équations hyperboliques du second ordre, dans une

structure multidimensionnelle avec conditions intégrales uniquement. Ce travail peut être

considéré comme prolongement des travaux A Bouziani [15], [13], A.Bouziani-

N.E Benouar [21] dans la mesure où, d’une part, les conditions envisagées sont

uniquement de type intégral et, d’autre part, l’équation étudiée est de type hyperbolique.

On note que c’est pour la première fois, est étudié un problème mixte hyperbolique avec

conditions intégrales dans une structure multidimensionnelle

Dans le deuxième chapitre, on traite un problème mixte pour une équation

hyperbolique du second ordre avec l’opérateur de Béssel, où il est marié une condition

intégrale à poids non homogène avec une condition classique de type Neumann. Dans le

K0!}-cas ou au lieu de l'opérateur de Bessel, on considère l’opérateur on consulte

A Bouziani [6], [13], [15]

Le chapitre trois est centre sur l’étude d’une équation parabolique avec l’opérateur

de Bessel du second ordre lie avec une condition intégrale à poids non homogène et une

condition classique de type Neumann Dans le cas où au lieu de l’opérateur de Bessel, on a

, on peut consulter A Bouziani [10], P Shi [77], Un problèmel’opérateur

analogue avec des conditions Dirichlet-intégrale homogènes, est étudié dans N E Benouar-

N.I Yurchuk [5]

Dans le chapitre quatre, on étudie un problème mixte pour une équation

parabolique bidimensionnelle ayant deux singularités d’ordres différents On combine une

condition de Dirichlet par rapport à x , une condition de Neumann par rapport à y et deux

conditions intégrales

Please contact to Foxit Software for the licensed copy.

Web Site:
www.FoxitSoftware.com

Sales and Information:
Sales@FoxitSoftware.com

Techincal Support:
Support@FoxitSoftware.com



Introduction page - 6 -

Dans le chapitre cinq, on s’intéresse à l’étude d’un problème mixte avec

conditions intégrales uniquement pour une équation parabolique bidimensionnelle. Ce

travail, peut être considéré comme prolongement des travaux A Bouziani [8], [7],

A Bouziani-N E Benouar [20], dans la mesure où, d’une part les conditions envisagées

sont uniquement de type intégral, et d’autre part l’équation étudiée est de type parabolique.

On note que c’est pour la première fois, est étudié un problème mixte parabolique avec

conditions intégrales dans une structure multidimensionnelle

Le dernier chapitre est consacré à l’étude d’un problème mixte pour une équation

parabolique singulière bidimensionnelle On combine une condition intégrale à poids avec

des conditions classiques ( Dirichlet, Neumann ).
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CHAPITRE I

PROBLEME MIXTE AVEC

CONDITIONS INTEGRALES POUR UNE

CLASSE D’EQUATIONS

HYPERBOLIQUES MULTI¬

DIMENSIONNELLES
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Chap 1 Problème mixte avec conditions intégrales pour une classe
d’équations hyperboliques dans une structure multidimensionnelle
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PROBLÈME MIXTE AVEC CONDITIONS INTÉGRALES POUR UNE

CLASSE D’ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES DANS UNE STRUCTURE

MULTIDIMENSIONNELLE

. Introduction

On considère le problème de chercher la fonction u = M(X,/), solution du problème :

(x„••-, X.)e n = f](°,*, )c IR", I e (O.T)
i=l

&u = u„-a(t)Au = /(x,/),(11) x =

où bt, T sont des constantes connues et a(t) est une fonction donnée satisfaisant aux

conditions

c0ÿa(t)ÿcÿ, a\t)ÿcÿ , pour tout t G [0,T] ,Cl.

a"(t)ÿci, pour tout te [0,7'].C2.

A l’équation ( 1 1), on associe les conditions initiales,

X G Q,
X G Q,

= w(*,0) = (p{x),

= w<(x,0) =
(12)

et les conditions intégrales,

$X'U(x,t)dx, = 0,
o

/ = 1, 2,•••,/?; k = 0, 1.(13)

où /, (p et \(/ sont des fonctions données et telles que :

b, b,
\xk'(p(x)dxt = = 0,
0 0

/ = 1, 2,",w;* = 0,l.

L’étude de ce problème, peut être considérée comme prolongement du travail [6]

dans la mesure où, d’une part, les conditions envisagées sont uniquement de type intégral

et, d’autre part, l’équation étudiée est de type hyperbolique à plusieurs dimensions.
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Dans ce chapitre, sur la base de la méthode des inégalités de l’énergie, on démontre

l’existence et l’unicité de la solution forte du problème posé (1.1)-(l .3). On établit une

estimation à priori, et on démontre que l’ensemble des valeurs de l’opérateur engendré par le

problème considéré est dense

Dans le but d’éviter des complications purement techniques, on se propose d’étudier le

problème (1.1 )-(13) dans le cas particulier où n = 2 c’est-à-dire, le problème de chercher

la fonction u=u(x,t), solution du problème

x = (x,,x2) G Q = (0,/>,)x (0,b7), t G (0,T),£u = M„- a(t )Aw = /(x,0,(14)

JC G Q,
JC G Q,

= w(x,O) = 0>(x),
f 2u = //,(*,0) = y/(x),

(15)

j\*//(x,/)c/r, = 0,
0

/ = 1, 2; * = 0,1.(16)

2. Inégalité de l’énergie.

Le problème ( 1 1 )-( 1 3) peut être considéré comme la résolution de l’équation

opérationnelle

Lu = y/),

où I. est un opérateur défini de li dans h, où L est un espace de Banach constitué des

fonctions 3 u G L2(Q), dont la norme

Ni/î

[sup ,r))! + (3,.K( ,.,r))! + (3„, r))’)<& ,
Q

1 'H.=
est finie, et F est l’espace de Hilbert muni du produit scalaire

((£uJÿJ2u)Xf,<P,¥))F =
Q
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+ J(3„*,« ■ 3,ÿ + 2U ■ 3
n

et de la norme associée

IM,

Le domaine de définition D(L) de l'opérateur L est l'ensemble des fonctions

telles que 3, 3,,,«,,,, e l\Q), qui satisfont aux3„„» e L\Q)

conditions (16)

Théorème 1. Si a(t ) satisfait aux conditions Cl, alors il existe une constante

positive c indépendante de la solution u , telle que :

HL MH- pour tout UGD(L).(2 1)

On multiplie scalairement l’équation (1.1) par l’expressionDémonstration.

Mu = 3\xu, , où

xl x2 4\ 4 2

3l,x2£ = f f f JVfa 2»0ÿi d$2 dtj 2 drj 2 ,
0 0 0 0

puis on intègre sur le sous-domaine QT =Qx(0,r),où r e [o, r], on obtient

j"n ■ dxdt - Ja(t)uXiXi •3\xu, dxdt - \a(J)uxÿ • 3\xut dxdt
Q' Q' Q'

(2 2)
J'.f-3l«,dxdt

Q'

Considérons chaque intégrale de l’égalité (2.2), et intégrons par parties en tenant compte des

conditions ( 1 5)-( 1 6), on obtient
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r fr2 X|=fc,J ■ 3\xu, dxdt = J J3xu„■ 3’XjW,| dx2dt
xi o

0 0

J 3Xju„-3mu,dxdt
Q'

0 0

2 Q 2 Cl

"f £ 0ÿ.ÿ+J3*,*2 W" ’ 3** U,dxdt
Q'

(23) x,x2x2

r o2 *i=A . ,dx,dt
X| =0 L

■ 32vu, JxJl = -J{a(/)«, ■ 3‘„«,|
Q‘ 0 0

+ Ja(/)//Xi -3
e1

= J 3W2i/f[|;o dx2dt \au 3\u,dxdt
oo 1 Q

T <>,
: ~ÿa3Xiu ■ Zlu,ÿ dx,dt + \a3xu- 3xu,dxdt

0 0
2

Q'

= f a(r) • (3X2 //(r, 2, r))2 dx - ]- Ja( 0) • (3Xjp)2 cAr
2 Q 2 Cl

— — J«'(/)(3X rtf dxdt ,
2 G'

u,dxdtx,x2x2

(24)

/«(')«„„ ■ 3’„»,*<* = ■ 3U <*
0 0G '

+ Jtf('K2 Zw u,dxdt
Q'

p dxÿdt - j au 3X[ urdxdt
*2=0 Q

= IJa(r) ■ (3,»«„x;,/))*-ija(0) • (3,, «>) <fr
2 a 2 n

Ja'(/)(3Xiw)z cArt//,
2G‘

= \\au 3X(2.5) ",,x,x2

0 0
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J/-3>, «&* = )}3,/-3’„«,|
Q' 0 0

-\ÿJ
Q'

x,-6,

xi~0
d xdx 2

(26)

x2 b2 j3„„f 3vu,dxdt.
Q'

Unix, -
x2 0

n h

Substituons les égalités (2 3)-(2 6) dans l’égalité (2 2), on obtient

ja(r)((3Xii/(£ „*2,r))2 + (3A.2 //(*,,£ )dx
a

\{ZXxXSu,ÿZi’T)}
a

= 2 J 3 v,x2/ • 3IiXju, dxdt + Ja(0) ■ ((3Xi (pf + (3Xjq>\ )dx
Q ' o

+ J(3flv:V')2 dx+ JaV)-ÿ//)2 +(3Xu\)dxdt
O Q'

+

(2.7)

Utilisons l’inégalité de Cauchy pour majorer le premier terme du membre droit de

l’égalité (2.7), et tenons compte des conditions Cl, il vient

+ |3Jt2M(*1,£2>0|[ IIÿÿXJUt (<31 ->Ç> 2’ÿ"))ÿ

+ll3™HlrtJ
|3Xl//fe„x2,r|'

+4M-0 v

L:(0) L2(Ci)L'(Ci)

+IMI:+IM:(2 8) r2(0)L\Ci)L2{Q')

+Ml2(Ci)/.J( Q)

OÙ

max (l,c,,c2)= min (l,c0)

Pour éliminer les trois derniers termes du membre gauche de l’inégalité (2.8), on

utilise le lemme suivant

Lemme 1. Si les fonctions /?,(/), / = 1,2,3., sont des fonctions non négatives sur

l’intervalle [o,7 ], //,(/), /i2(/) sont intégrables et h,(t) est non décroissante, alors de

l’inégalité
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jhx (t)dt + h2 (/) < hft)+ c]h2(t)dt ,
0 ' r 0

il s’ensuit que

|hl(t)+ h2(t)ÿec'hft)
0

Pour la démonstration de ce lemme on peut consulter [32] (voir lemme 7 1).

Maintenant si on pose

MO = o,

Mr) = ||3,wfëp*2,r)|[ + ||3, 2,rf + »TtL2(Q) L2(,0) ’Z.2 (Cl)

et

+IMI:*,(!ÿ) = |3W/|[ +M +K.HIi-ho) L2(0)’L\O)L-(Q')

il vient, en utilisant le lemme 1, que

+|3„«(*,,£

< c4 exp(c'4r) •(l3V!/|[,(el +13, </> 1 1
L2( Q)r<O)

(29)
Z.2(0)

Comme le membre droit de l’inégalité (2.9) ne dépend pas de r, on passe dans la partie

gauche au supremum par rapport à r de 0 à F, on obtient l’inégalité (2.1), avec

cj Ce qui achève la preuve du théorème 1c = c4J expl —

Proposition 1. L'opérateur L défini de E dans F possède une fermeture L .

Démonstration. On doit vérifier l’assertion suivante: si un e D(L) (// -1,2,...)

telle que

dans E,>0(2.10) n *x>
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et si

Lu,, =(£u„,£lu„,tiu„) >CF = (/>,y/) dans F,(2.11)

alors / = 0, (p = 0, ip = 0.

La relation (2.10) entraîne que

dans*0(2.12) u„

où CL)'(0 est l’espace des distributions sur Q.

D’après la continuité de la dérivation de CL)'(0 dans Q), (2.12) implique que

£u„— dans CZ)'(0.(2.13)

En vertu de (2.11), on a

-Gu.....; ">/ dans *])'(Q).(2.14)

D’après l’unicité de la limite dans ty'iQ), on conclut que f = 0.

Par ailleurs, il vient de (2.11), que

dans Z;(Q)(2.15)

Comme l’injection canonique de L2 ( Q) dans est continue [50], on déduit de

(2.15) que

dans(2.16)

D’autre part de l’estimation (2.1). il vient

slkllE-/.2(0)

ce qui entraîne, compte tenu de (2.10)

dans L2(Q)

par suite

(2.17) dans
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En vertu de l’unicité de la limite dans 9)'(Q), on conclut de (2.16) et (2.17) que

ç = 0 .

De la même manière, on démontre que (// = 0 .

Soit L la fermeture de l’opérateur L, et D(L) son domaine de définition.

Définition. La solution de l’équation

Lu = <T

est appelée solution forte du problème (1 4)-(1.6).

Par passage à la limite, on prolonge l’inégalité (2.1) aux solutions fortes, on a

alors :

IHLHNI, , VweD(L).(2.18)

D’où les deux corollaires suivants:

Corollaire 1. La solution forte du problème (1.4)-(1.6) si elle existe, elle est unique et

dépend continûment de 9" = ( f,(p,y/ ) G F .

Corollaire 2. L'ensemble des valeurs R(L) de l'opérateur L est égal à la fermeture

R(L) de R(L).

3. Existence et unicité de la solution.

Théorème 2. Si on suppose que les conditions du théorème 1 ont lieu et si de plus, la

condition Cl a lieu. Alors pour tout 9“ = (/ ,<p ,(//) G F , il existe une solution forte unique

u - L 9" = L l<T du problème (L4)-(1.6), vérifiant l'estimation
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où c est une constante positive indépendante de la solution u.

Démonstration. Pour démontrer que le problème (1 4)-(1.6) admet une solution forte

unique pour tout ‘T G F , il suffit de démontrer que R(L) est dense dans F, car il s’ensuit de

l’estimation (2.18) que l’opérateur L admet un inverse continu L , et du corollaire 2 on

déduit que l’ensemble des valeurs R(L) est fermé dans l’espace F . Pour cette fin, on a

besoin de la proposition suivante :

Proposition 2. Si les conditions du théorème 2 sont satisfaites et si pour

Zvl'¥eÜ(Q),ona

j3,„Æta-3w'r*d/ = 0,
Q

pour toute fonction u G D0(L) = {ulu G D(L),fu = i2u = O}, alors s'annule presque

(3.1)

partout dans Q.

Démonstration de la proposition 2. Puisque la relation (3.1) est donnée pour tout

u G D0(L) , on peut alors l’exprimer sous la forme particulière suivante :

[0 0≤t≤s

(3.2) u - ](t-T)u„dz s<t<T

et telle que u est solution de l’équation

= 3;3V1'P = |3V1¥ dr.°(0(3.3)

Des relations (3.2)-(3.3), on conclut que u G DS(L) Q D0(L), et que

3Vl'f = 3r,? = -(a(03w».)1(3 4)
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Pour continuer la démonstration de la proposition, on a besoin de :

Leni me 2 La fonction définie par la relation (3.4) appartient à L2(Q).

Démonstration . on a -aÿÿu,, G L2(Q) , car

o 4 n
(3.5) 2»

En effet

Voo J \0 0 À00 y

VO 0 A» 0 J

=

= x,x2
Il II

D’où, on a

4 o
\(?XiXu„y dxxdx2 < J x}x2dxxdx2 ju2adxxdx2
O VQ ÀO J

2-

Pour démontrer que -a(t)3XiXium e L2(Q), on doit utiliser les opérateurs de

régularisation introduits dans [32] (Lemme 9.1).

Si on applique les opérateurs pc et dldt à l’équation (3.3), on obtient

“tPÿÿt,--ÿ(a(0PE3XlX“n - PAOZÿUn)

=f43ÿWr-a(/)|ÿ,u„.

De cette dernière égalité on a
1 2

-a(i)~Pc3vu„ + 3
LHQ) I d(Q)

(3.6)

+ 3 |-(a(r)p,3I,<l«„-p,a«)3Vî«„]j
et IIL\Q)
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En tenant compte des propriétés des opérateurs de régularisation utilisés et de

l’inégalité (3.6), on obtient

a(oa/arA3,,,,4,w)S4X(C) +MU>
k = 3max| cl — 1 1. . Ce qui prouve le lemme.OÙ

Revenons maintenant à la démonstration de la proposition. Pour cela, remplaçons

3ÿÿÿ dans la relation (3.1) par sa représentation (3.4), on a

- j3Xrt2W„ (a(/)3Xxÿt,),dxdt
Q

+ Ja(/)-3I)XjwXiXi (a(î)-3XiX7Un\dxdt
Q

+ J"(0-3XIX2MXIX2 ■(a(t)-3xix2u�)tdxdt = 0.
Q

(3.7)

Après une intégration par parties, en tenant compte de la forme particulière de u

donnée par les relations (3.2)-(3 3) et des conditions (1.6), l’égalité (3.7) peut être écrite sous

une forme plus simple Pour cela, considérons chaque terme de cette dernière égalité

•("(0 • 3XlXi«rt )t dxdtj3XlX2"*
Q

(3 8)
=\J"(O • (3x„2U„(X,sjf dx-i Ja'(t) • (3x.Xjwff }dxdt,

1 a L Q,

•(aO) ■ «„),<*<* =
Q

J/a(03„«„(«(03w, ),|
0 0

r f>2

= -J jo(/)3Xi«Xi (a(t)3Wiu„),|
0 0

r b2 xt=b>

= Jfa(/)3xu (o(03v,»„),|

\a(l)Z,uVt(a(mÿu„\jxül
Q,

|"(03XjwXj {a(t)3XiXlu„\dxdt
a

|"(03X2w("(03Xjwtf \dxdt
Q,

X,=fel
dx2dt -

(3.9) *1=6,

dx2dt +
Xi=0

dx,dt -

0 0 x,=0
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En tenant compte des propriétés des opérateurs de régularisation utilisés et de

l’inégalité (3.6), on obtient

a(0S/arA3w„,|,œi < 4x(0) +|3„,.'itJ
k = 3max j c\ ■ -1—2 ,1 L Ce qui prouve le lemme.où

Revenons maintenant à la démonstration de la proposition. Pour cela, remplaçons

dans la relation (3.1) par sa représentation (3.4), on a

- J3*,*,"* (a(t)3XiXiutt)tdxdt
Q

+ /«(') 3, •(«(') ■ l dxdt
Q

+ !«(')•
Q

(3.7)

Mt) ZXlXu„\dxdt = 0.

Après une intégration par parties, en tenant compte de la forme particulière de u

donnée par les relations (3.2)-(3.3) et des conditions (1.6), l’égalité (3.7) peut être écrite sous

une forme plus simple Pour cela, considérons chaque terme de cette dernière égalité

- J3V,»„ \dxdl
Q

=\/*(*) • fax,*, (x,sjfdx-]- Ja\t) • (3X1XJ un )*dxdt,
1 Q lQ,

(3.8)

J«(03Xi;t2WXlJCl {a(t) ZXiXïutt\dxdt =
Q

jjk)3w»„(a«3w,»„),[ÿ dx,d,-|a(03„«„Ù(')3,wun\dxdt
n ii

(3.9) xi=6,

= -}j«(,)3A(a(/)3WiO,| dx2d! + \a(,)Zx.ux\a«)2vU'\dxdt
o o x,=o Q,

b x1=i»i- J ja(/)3X2w (tf(03XiXjO,| Ja(*)3Xju(a(t)3Xiu„ dxdi
Q,

tdx2dt -
0 0 Xj=0
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= -jV(03r2M- jV(/)3Xjw, 3Xu„dxdt
n 5

Q,

+ u -3Xundxdt
Q,

= Ja(/K(0'3„» ■3xul,dxdt+Ua\T)(Zxu,(.,.,T)fdx
Q. Zn

- Ja(t )a' (t )(3X2ut y dxdt
Q,

= lfa*( 7’)(3*2 u> ( ” T)Y dx - 2 J«(0«’ (0(3X2 W, J2 dxdt
ZQ Qs

- + a’2)3XM 3x u,dxdt
Qs

+\a(T)aXTy3xu(.,J)-3xU'(,J)dx,
a

J«(03XiX2«l2jt2 • (»(0 • 3XX2 w„)2 dxdt =
Q

T

JJo(/)3Vl»Vl
(«(')3W,»„),| <&,<*-/a(03„ (a«)3mun)dxdt

oo Xl Q,

*2 *2
) | dx,dt + \a(t)3xuxi(a(t)3xxun)dxdt

Xj =0 Qs

: «y

= -JJa(03Xi//X2(ûr(03*1*2*2
0 0

*2 *2r N
) | c/JTjcy/ - Jûf(/)3X) u(a(t)3xu„\dxdt

*, =0 Qs
= |Ja(/)3Vii/ (tf(/)3

*1*2
0 0

= -jV(/)3Vii/ -3Xiw„[ Tsdx+ jV(/)3x«, 3Xuudxdt
O * Q,

+ \a(t)a'(t)3xu
Q,

• 3X| (//„

= Ja(0«'(')3„« ■ 'Sxuttdxdt + (u,(.,.,T))f dx
Q, 2 O

(OÿSÿW, )*«*«//
Q,

= jjV (7 )(3ti1/, ( , , n)2 cfr - 2Ja(/)a’(/)(3Xi», dxdt
2 Q <2,

- j(a(/)a"(0 + a’2 )3X(M 3xutdxdt
Qs

+\a(T)arr)3xu(.,.,T)-3xul(.,J)dx
Q

(3.10)
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La substitution des égalités (3.8), (3 9) et (3 10) dans l’identité (3.7), donne

{/«(*)’(3 T))fdx
Z O Z Cl

+ dx = 2ÿa{t)a'(t){3xu,y ebedt
2n Q,

+ j(a(t)a'V)+a'2)ÿxu-3xuldxdt-\a(T)aXTÿÿu(.,.J)-3ÿuX,J)dx
Q, O

+ 2ÿa(J)aXt){3xu,y dxdt + J(a(/)a"(/) + a'2)3x u
Q, Q,

-\a{T)aXT)ZX' »/(.,., 7> 3X) //,(,,T)dx+UaXt)\ZXxXutt}dxdt.
O 2 Q,

(3.11)

• 3xU'dxdt

A l’aide de l’inégalité de Cauchy, on estime le deuxième, le troisième, le cinquième et

le sixième terme du membre droit de l’égalité (3.11) de la manière suivante :

J(<7(r)n"(0 +a,2)fix u ■ 3x n,dxdt
Q,

<-J (a(t)a"(t) + a,2\ dxdt +]- J(a(1)a"(t) + a'1 Xÿw, J2 dxdt,
2 Q,

2 Q.

(3 12)

-Ja(7V(7PV2?/(.,,7’)-3X2 //,(.,.
Q

< — J(3t.«,(xl,ÿ2,7'))2 + -y J(a(7')a'(r))2(3I]M (x„ÿ,T)f dx,
4 Q C0 O

J)dx

(3 13)

J(ûr(/)a"(/) + x, «,dxdt
Q,

< --- f (a(/)a"(0 + a'1 X3Xi nJ dxdt +1J(a(t)a"(t) + a'2\3xu, dxdt,
2Q, ' 2a

(3 14)

ja(T)a'(Ty3xu( ,.,T)) ■ 3x ti ,( i >T)dx
Q

(3.15)
< f (3, ,X, ,n)<& + LJ(a(T)a'(T))1 <3,« (#, ,x„T)fdx

4 O C° O
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En vertu des conditions Cl, C2 et en combinant les inégalités (3.12)-(3.15) ainsi que

l’égalité (3 11), il vient

Z O 4 Q 4 O

< 2C,C2 J(3i2//, )" dxdt + 2c,c-2 J(3xw, )dxdt +ÿ- J(3
Q, Q, Z Q,

+(ÿliMdxdl
Z Q,Z Q,(3 16)

CV J(3„« <*„ÿ!;, ,T)f<Jxco n

z Q,

+ Cl ) J(3,, dxdt
1 Q,

+ // {Çux2J)fdx
C0 Q

Le sixième et le neuvième terme du membre droit de l’inégalité (3.16), peuvent être

éliminé du second membre à l’aide des inégalités élémentaires

— J(3,Z')2 + CATT I(3«,“, ï
C0 Q, c0 Q,

c0 Q, c0 Q,

/tv* (xl,42J)ydxÿ(3 17)

(3 18)

En combinant les inégalités (3. 16)-(3.18), on obtient

J(3„X2«„(x,5))"dx + J (3Xj//, ( , ,T)}dx + J (3Xiu,(., ,T)f dx
Q O O

I J(3
V; u, )" dxdt + J(3

Xi u, dxdt + J(3
Vi,2 un }dxdt

U, Q, Q-

+ J(3 v z/)2 dxdt + J(3 v z/)2 dxdt >,
Q, Q. J

(3 19) ≤ci
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cjcl c2 c,c, +c;; çlçl
cl ’2' 2

max<ÿ 2f,c2 +
où =

co cl
2 ’ 4

min

Appliquons maintenant l’inégalité de Friedrichs [73] pour exprimer les normes de

3xu et 3xu en terme des normes de 3xut et 3ÿut, pour obtenir

||3V!»„(x,5)|[;(Q) +||3„«,(.,.,7’)|’1(q) +13ÿ«,(..Of*
{||3Vl«„||’,(ai +||3,»|,(e>) +K».|’,(a) }'(3 20)

Pour continuer, on introduit une nouvelle fonction /? définie par

T

p(x,t) = \urrdT,

alors

du(x,t)
= J3(x,s)-P(x,t),

ôt

et

du(x,T)
= P(x,s)

dt

D’où, on a

4»(l3-,P (*>sCcn>+ll3*>?|3V,M*.*)|’

f[ll3-,,"«ll'.,a,+ll3ÿl[.<Q) +

+(1- 2c<f(T -
O)

(3 21)
- 2C6

Par conséquent, si s0 > 0 satisfait

(1- 2C6(r- s0 )) = 1/2,

alors l’inégalité (3.21) entraîne
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ll3ÿ(x.4(û,43ÿMI*Q)HMMI
(3.22)

pour tout s G [/’ - s0,7']

En dénotant la somme des trois termes du membre droit de l’inégalité (3.22) par a(s), il vient

-a\s) < 4c6a(s)(3.23)

En intégrant l’inégalité (3 23) sur {s,T)et en tenant compte du fait que a(T ) = 0, on conclut

que

ûf(.v)exp(4cvs) < 0.(3.24)

11 s’ensuit de (3.24), que 3 4* s 0 presque partout dans QT-So En réitérant le même

raisonnement, un nombre fini de fois, on montre que 3,ÿ4* = 0 et par suite 4* = 0 presque

partout dans Q

Revenons maintenant à la démonstration du théorème 2. On doit montrer la validité de

l’égalité R(L) = F Comme F est un espace de Hilbert, l’égalité R(L) = F est vraie, si de

l’égalité

(LU,W)F =
Q

+ f(v <" ■ 3«, +V■" • 3*,<"•)*+ J(3™ < »" • 3«<u')A = 0-
Q «

•3 Vdxdt
XIXI

(3.25)

il s’ensuit que 4' s 0, co0 = 0 et œ, = 0, presque partout dans Q, où W = (V ,û)0,(ox) e R(L)L

Si l’on considère un élément quelconque de D0(L), la relation (3.25) entraîne

I3,,03,,
Q

D’où, en vertu de la proposition, on déduit que 4* = 0. Et par conséquent, à partir de 1 égalité

(3.25) on obtient

mdxdl - 0
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jfV,*' ' 3<,wo + 0)dx + J(3XI,/2W • = 0.
O Q

Comme les ensembles de valeurs R(t’,) et R(P 2) sont partout denses dans les espaces de

JM , on a o)0 s 0 et cox = 0, presquenormes
r2(U) z.2(0) r2(û)

partout dans Q Ce qui achève la démonstration du théorème2.
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SUR UNE CLASSE D’ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES AVEC UNE
CONDITION INTÉGRALE A POIDS

1. Formulation du problème

Dans le domaine Q - (0,R)x(0,T), où 0<R<oo et 0 < T < oo , on considère

l’équation hyperbolique du second ordre avec l’opérateur de Béssel

1•O* = V,,--Vr ~Vrr = f('V) irj) G Q(11)
r

On associe à l’équation (1 1) les conditions initiales

r G (0,R),
r G (0,R),

itv = v(r,0) = <D(r),

f2v = v,(r,0) = ¥(r),
(1.2)

la condition intégrale

jrv(r,/)c/r = m(t), t G (0,7 ),
(13)

et la condition au bord de Neumann

/e (0,71vr(Rj) = /y(0,

où /(r,/), G>(r), ¥(r), /»(/) et //(/) sont des fonctions connues On suppose que les

conditions initiales vérifient les conditions de compatibilité suivantes:

(14)

R

Jr0(r)r7r = m(0),
0

R

J/vF(r)c7/' = m\0),
0

o,(fl) = M0),

¥,(/?) = AI'(0).

Le problème (1.1H1.4) peut être considéré comme un problème aux limites non
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locales pour une équation hyperbolique singulière Dans ce chapitre, on démontre

l’existence, l’unicité et la dépendance continue des données de la solution forte du

problème (1 1)-(1 4) Au point de vue de la méthode appliquée, il est préférable de

transformer le problème (11)-(14) avec conditions aux limites non homogènes (1 3)-(l .4), à

un problème équivalant avec conditions aux limites homogènes Pour cela on introduit une

nouvelle fonction inconnue u définie par

u(r,t) = v(r,l)-U(rJ),

où

(m(0-yA(0j12(r-R)1
U(r,t) = r/i(/) + fi4

Alors, le problème (1.1)-( 1 4) peut être formulé de la manière suivante:

-Qu = f (/*,/)- U - f(r,t),(1.5)

= O(r) -/?,(/ = (p{r ),

P2u = 'i>(r)-(2U = v(r),
(16)

R

jru(r,t)dr = 0,(17)

(18) ur(R,t) = Q.

Ainsi, au lieu de chercher la fonction v, solution du problème (1.1)-(1.4), on

cherche la fonction //, solution du problème (1.5)-(1.8). Et le problème (1.1)-(1.4) aura la

solution v(r,t) - u(rj)+U(r,t).

2. Espaces Fonctionnels.

Pour l’étude du problème posé (1 5)-(1.8), introduisons tout d’abord certains

espaces fonctionnels qui nous sont nécessaires
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Soit Üp(Q) l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrables avec poids

ayant la norme finie

= \\nddrdt// jI H L\{Q)

Le produit scalaire dans L2p(Q) est défini par

= (r«,w\>iQvL2JQ

V' °{Q) est l’espace de Hilbert muni du produit scalaire:

+(//,H)r'/lQ)

et de la norme associée

I LiferIrjj°(0)

Les espaces avec poids sur l’intervalle (0,/?), tels que L7p(0,R) et VP(0,R) sont aussi

utilisés Leurs définitions sont analogues à celles des espaces sur Q

Écrivons maintenant le problème (1.5)-(1 8) sous la forme opérationnelle suivante :

Lu = (T

Dans cette dernière équation Lu = (£uj 2u) et 9 = (f,<P,V) L’opérateur L est

considéré de l’espace E dans F , où E est l’espace de Banach des fonctions u e Lp(Q),

vérifiant les conditions (1.7)- (1.8), et ayant la norme finie

+ lk-rCyo.J-Mr = SUP l"-< -rCLÿO.R)
0 r-T

constitué des élémentsL7p(Q)*Vÿ0,R)xL2p(0,R),et F est l’espace de Hilbert

<T = (f,cp,i{/) dont la norme

2PIHI/I: + Ir'/o.R)L\{Q)
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est finie

Le domaine de définition D(L) de l’opérateur L est l’ensemble de toutes les fonctions

u e L],(Q) pour lesquelles u, ,u„,wr ,u ,r ,u„e L2p(Q) et vérifiant les conditions (1 7)-(18).

3. Estimation a priori.

Théorème 1. Pour toute fonction u e D(L), on a l’inégalité de l’énergie

HLScNf(3 1)

où c est une constante positive indépendante de ta solution u .

Démonstration. Considérons le produit scalaire dans L?(QT) de l’équation (1.5) et

l’opérateur

Mu = ru, -rZl(pu,),

r P

où Q' = (0,Æ)x(0,r) avec 0 < r < T, et 32(p»/,) = j\rju,dTjdp, on a
0 0

+ \PrrS:*1ÀPUt)\= -(//„,rZ){pu,)\(£u,M")L2
+ (wr,3f2(p//,))

C(Q')L2(Q')(Q')

(32) L2(Q‘)

L\Q‘)

En utilisant les conditions (1 6)-(l 8), des intégrations standards par parties de chaque

terme du membre de droite de l’égalité (3.2), on obtient:
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=-j3r(pwa)3jo*o i;:>
0

(w„,r3r2(piy,))£2(0 ')

+ J3,(PM„)3, (/*/,>//•£#
Q'

(3.3)

L*(0.R) ’

= J™r32(pw,)[
(?/r,32(pi/,))

(wÿ,r32(pw,))
-(wr,r3r(pw,))t2(e

x2(e")
(3 4)

'Û(Q’) »')

= |lk(''’rf3(0,it)-2lWIÎ(3.5) i.3(er)

= -j™r«,\7*0 dt +(Ur’U\\Q)+
0 Q'

Û(Q')

(3 6)

+ k>w,)r2(e>-

Substituons les égalités (3 3)-(3 6) dans l’égalité (3.2), il vient

4<w.) + 2l“'(-r)l*+ 2!"' ( ,r)li
+\M\>.n)+\V'\

i||3r(p«,(.,r))||'

=
+(»r>r3,(p»,))t.(e.) + (-/?»,'•",W> -(•£»,r3,2(ri/,))

4(0JO£2<0..R)
:

(3 7) Z.2(0.fl)

iJ(0r) ■

Les trois derniers termes du membre de droite, peuvent êtres estimés de la manière

suivante :

(«,,r3r(pr/,))t.(a., < i|hli;.,e, +f|3ÿ'.>l:
(3.8) L\Q') »

(£u,ru)(39) L2(Qr)

(£u,r3l(pu,)\(3.10) L2(Q' )

En évoquant les inégalités (3.8)-(3.10) et (3.7), il en résulte que
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||3 (pu,( .,r))|[ +L2( O.R) Lp(O.R)

[y + lj-||3.(P«,)l,!
(3.11) + lûptO.R)

+ K Lp(Q') U-p(O') ■

En vertu de l’inégalité élémentaire

|2N'.tf +L\i,O.R) 1ÿ(0'

et l’inégalité (3.11), il vient

||3, (p",(r.ÿf,uo.R> +IH''-r)|';<o.s) +IK(r-rC

IMIr1
/ÿp(O.ft)

tail 2
(3 12) ++ r2p(o.R)LpiQ' )

+ CA\UWr'/(Q') IML,).’ +

où

c, = max(R4/2 + 1, l\
et

c2 = max(l, R(1 + R2 /2))

En appliquant le lemme 1 du chapitre I, on obtient

Pr(P», ++ 2ÿ,(0.*)Vp(O.R)l'-(O.R)

|2:2 +(3 13) + ILJ(0.R)Ii-frU’)

|2:2C2T +< c\e + \L2p(o.R)rlr*,<o.«)I LZp(Q)

Puisque le premier terme du membre de gauche de l’inégalité (3.13) est positif, il en

résulte que
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‘S< c\e

Comme le membre de droite de l’inégalité ainsi obtenue est indépendant de r ,

passons alors au supremum par rapport a r sur l’intervalle [0,r], on obtient l’inégalité

désirée (3.1), avec c = c\ V'7 2
.

Proposition 1. L opérateur L Je E dans F admet une fermeture L .

Démonstration. La démonstration de cette proposition est analogue à celle de la

proposition 1 du premier chapitre

Désignons par D(L) le domaine de définition de l’opérateur L

Définition. La solution de l’équation

Lu = 9" .

est appelée solution forte du problème

Par passage à la limite, on prolonge l’inégalité (3.1) aux solutions fortes, on a alors

pour tout u G D(L).HHMI’(3 14)

L’estimation (3 14) entraîne les corollaires suivants:

Corollaire 1. Si la solution forte du problème (1.4)-(1.6) existe, alors elle est unique

et dépend continûment de T - (/,<p,i//) e F .

Corollaire2. L'ensemble de valeurs R(L) de l'opérateur L est fermé dans L et

égale à R(L).

4. Existence de la solution
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Théorème 2. Pour chaque f G <p G y'p(0,R) et y G lfp(0,R), il existe

une solution forte unique u-L T - L 'T du problème (1.4)-(1.6), vérifiant l'estimation

sup(||,/(/-,r)|;,,reJ()+||«,(r,r)||',(0JI))
<C\ Irp(o.R)

où c est une constante positive indépendante de la solution u .

Démonstration. De l’inégalité (3 1 ), il s’ensuit que l’opérateur L admet un inverse

Du corollaire 2, on déduit que l’ensemble des valeurs R(L) de l’opérateur L estcontinu L

fermé D’où, il suffit de démontrer la densité de l’ensemble R(L) dans F, i e , R(L) = F.

Nous avons besoin de démontrer la proposition suivante

Proposition 2. Si pour *P G L2(Q) et pour tout

D0(L) = {///;/ G D(L) : fu = f\u = o}. on au G

(Ætp'V) = o,(41) L2p(Q)

alors NK s annule presque partout dans Q .

Démonstration de la proposition. La relation (4 1) est donnée pour toute fonction

u G D0(L ), on peut alors l’exprimer sous une forme particulière.

Soit u solution de l’équation

u„-Z](pu„) = g(r,l\(42)

OÙ

g(r,t) = \ÿ(r,T)dT(4 3)

Et soit u la fonction définie par
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si 0 < t < 5,0,
(44) |(/ T)UrJz,

U = si s ≤ t ≤ T.

Des relations (4 2) et (4 3), on a

KV(r,t) = (-utl+32r(pull))l.(4 5)

Lemme. La fonction u définie par (4.2) et (4.4) possède des dérivées par rapport

à t jusqu'au troisième ordre inclus appartenant à I 2p(Qs ), où Qs - (0,R)x(s,T).

Démonstration. La démonstration de ce lemme est analogue à celle du lemme 2 du

premier chapitre

Pour continuer la démonstration de la proposition 2, on remplace 'F dans (4.1) par sa

représentation (4 5), on aura

+ (u„,32r(pumj)l}piQ)
+ (", ,Um )L\Q )

- ("r >32r(pUm )\1(Q )

+ ( )LÿQ )
'(M- ’ 3Ï >)i* « ) = °

4«? )

(46)

En tenant compte des conditions (1 7)-(l 8) et de la forme particulière de la solution u

definie par les relations (4 2) et (4 4), on ramène l’égalité (4 6) aune autre plus simple

Dans ce but, on intègre par parties chaque terme de l’égalité (4 6)

1

(Un>Um)(4.7) L\(0M)’
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f3r(pM,,)3r2(pK,,,)[’*<*

Q,

I],(Q >

(4 8)

«
(4 9) /.Jte )

«

) = dr ~ \rUmU«drdt
o a

K,."»)tj(e

s

= rlk<r.dlî’,o.R,+(""•"«)

\nir1U llrdrdt + \Ur!UUdrdt
Q, Q,

(4 10)

3r2(p//m))ÿ(0 } = -(UrlÿApUnAÿQ,) +far>3Î(PUm)\

~ *dt
L\Q.)

(4 11)

En substituant les égalités (4.7)-(4 1 1) dans (4 6), il vient,

IK<r-sCi(..»,+IK(r’7'C-(..»)+|ÿ'</,"“(Aî)ÿ
= 2(«„,3,(p«„))t.,ei).

L2(0,R )

(4 12)

Estimons maintenant le membre droit de (4 12) à l’aide de l’inégalité de Cauchy, ce qui donne

lh(r’-'€>.S) +l"'><r’r)ll'>co.R> +IK3-(ÿ"»(r’4l’L\0Ji)

(4 13)
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L’inégalité (4 13) est essentielle pour notre démonstration Pour l’utiliser, on

remarque que la constante R est indépendante de s Cependant la fonction u dans (4 13)

dépend de s Dans le but d’éviter cette difficulté, on introduit une nouvelle fonction /? définie

par la formule suivante

/

/?(/-,0 = \u„dTy

on alors

u,(r,t) - P(r,s) - P(r ,1),

et

i*t (r,T) = p{r,s).

Ainsi, l’inégalité (4 13) peut être écrite sous la forme

llAtj
lhMl L\o.F)12P(0,R)(4 14)
&2Rp,ip*XL2(Q.)

Si .5, >0 vérifie 2R(T-sa)=-, alors l’inégalité (4 14) implique que

+||3. (/7Mri(r’s))l’:(o.«> +|A (r>sÂ
2KM! L2(0.R)

(4 15)
<4«|3, (/,«„> r LhQ,)'ihu,)

pour tout s G [7' - A’0 , 7 ]

Posons

\\0Xa(s) = |3,(*JM„)||) +

dans (4 15), on obtient
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de cette demiere inégalité, il en résulte que

(4.16)
ds

Puisque a(T) = 0, une intégration de (4 16) sur l’intervalle [s,/’] donne

a(s).e4Hs < 0(4 17)

Il s’ensuit de l’inégalité (4 17), que T = 0 presque partout dans QT ,o- Puisque la

longueur s ne dépend pas du choix de l’origine, on en déduit en procédant de la même

manière, étape par étape que T = 0 presque partout dans Q Ce qui achève la démonstration

de la proposition 2

Soit W = (¥,£00,6), ) e R(L) , tel que

+(ÿ«,«0),>) +(f2U’Û>x)l.H0JO = 0.(4 18)

Si on pose u e D0(L) dans l’équation (4 18), on obtient

(Q) = 0, pour tout u <E D0(L)

D’où, en vertu de la proposition 2, on déduit que *P = 0. Ainsi l’équation (4.18)

devient

+ I)L>«) =0

Puisque C ,// and f7u sont indépendants, et les ensembles des valeurs des opérateurs

o)l'ÿ(O.R)

rÿ(0.«) et L!A0,R),sont partout denses dans les espaces de Hilbertf and î 2

ry, = 0, et par conséquent W - 0. Ce qui achève larespectivement D’où œ0 = 0,

demonstration du théorème 2
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PROBLEME MIXTE AVEC UNE
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PROBLÈME MIXTE AVEC UNE CONDITION INTÉGRALE A POIDS
POUR UNE ÉQUATION PARABOLIQUE AVEC L’OPÉRATEUR DE

BESSEL

1. Introduction

On considère le problème de chercher la fonction (rj) -> v(r,t), solution du

problème

1-Gv = v, -~{rVr)r =f(r,t),(M) re(0,R), t e (0, T),
/

où R, T sont des constantes positives données

On associe à l’équation (11), la condition initiale

(12) Pv - v(r,0) = O(r), re(0,R),

la condition au bord de type Neumann

(13) vr(R,t) = ju(t), tz(0,T),

et la condition intégrale avec poids

R

jn’(r,t)dr = m(t),(14)

où f(r,t),<t>(r),jLi(t) et m{t) sont des fonctions données

Le problème mixte (11)-( 1 4) peut être considéré comme un problème non local pour

une équation parabolique avec l’opérateur de Bessel Dans ce chapitre, sur la base de la

méthode des inégalités de l’énergie, on démontré l’existence et l’unicité de la solution

généralisée du problème (11)-( 1 .4) Au point de vu de la méthode utilisée, il est préférable de

transformer le problème (1.1)-( 1 4) avec conditions aux bords non homogènes (1.3) et (1.4) à

un problème équivalent avec conditions homogènes Pour cela on introduit une nouvelle

fonction inconnue u définie par
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u{r,t) = v(r,t)-l/(r,t),

ou

12(r - R)2 ( x R 3 H
= fi(t) r

Ainsi le problème (11)-(1 4) peut être formulé de la manière suivante

■Gu - J31J =(15)

Cu = u(r,0) = O(r) -f.U = <p(r),

nr(R,t) = 0,

R

$rn(r,t)ür = 0
■

(16)

(17)

(18)

Au lieu de chercher la fonction v solution du problème (11)-(1.4), on montre

l’existence et l’unicité de la solution u du problème (1 5)-(l 8) Et la solution v sera donnée

par v(r,t) = u(rj)+U(r,t)

Pour l’étude du problème (1 5)-(l 8), on utilise quelques espaces fonctionnels Soit

L2a(Q) et L2p{Q) les espaces de Hilbert avec poids constitués des (classes de) fonctions,

définies et de carré intégrables dans Q , de normes finies respectivement

=KL'(Q)’1ÿ(0)

et

-HIHI'H ihQ)

Et soit le sous espace de L2„{Q), muni de la norme finie

2H,■-((?> _ IMU<0)+lklllf(Q)
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On utilise aussi les espaces avec poids sur l’intervalle (0,R) tels que

L2„(0,R), lJr(0,R) et rj(0,R), dont les définitions sont analogues à celles des espaces sur Q,

par exemple, Lj(0,R) est le sous espace de L2o(0,R) dont la norme associée finie est:

I-UO.R)

Le problème ( 1 5)-( 1 8) est équivalant à l’equation opérationnelle

Lu = <T ,

ou I. - (JfJ) et T -(f,(p) Le domaine de définition D(L) de l’opérateur L est l’ensemble

des fonctions u G L2a(Q) pour lesquelles uÿur,utr,un G L2a{Q) et qui vérifient les

conditions (17) et (18) L’opérateur L est considéré de E dans F, où E est l’espace de

Banach constitués des fonctions u G L2a(Q), vérifiant les conditions (1 7) et (1.8), et ayant la

norme finie:

+ l(™r )'£<„, + suP>(r,r)|Ji'J(o j<yI I-UQ) 0 r 7

<T = (/,«.)€L\(0XVl (0, R)et F est l’espace de Hilbert constitué de tous les éléments

dont la norme

est finie

On suppose que la fonction <p satisfait les conditions de compatibilité

ç (R) = 0 et jr<pdr = 0
0

2. Estimations à priori.

Théorème 1. Pour toute fonction u G D(L), on a l estimation à priori

INI ≤ 2R(2.1)
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Démonstration. De l’équation (15), il s’ensuit que

2(2 2)
L2(Q)

La condition ( 1 6) implique que

IMI: < sup||«(r,r£(2 3)
-K) rjtoj?)

0 r 7

En additionnant les inégalités (2 2) et (2 3), on obtient l’estimation désirée (2.1). Ce

qui achevé la demonstration du théorème 1

Théorème 2. pour toute fonction u e D(L), il existe une constante c positive

indépendante de la solution u , telle que

(2 4)

Démonstration. Considérons le produit scalaire dans L2(QT) de l’équation ( 1 5) et

l’opérateur intégro-différentiel

Mu = r3r(pu,)+ r u, - rur ,

où

3r(pu) =|pu(pd)dp ,
0

et

(?r = (0,R) x (0,r),

avec 0 < T < /' , il vient

|ru,3, (pu, )drdt + J’ r2u2drdt
Q'Q'

jru pi ,drdt - J(ru , ), 3, (pu, )drdt
Q' <?'

Jru,(ru , )drdt + J//, (ru, )drdt = (/,MM)ÿ
<?' Q'

(2 5)

„«?') ■
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En tenant compte des conditions ( 16 )-( 1 8), et en intégrant par parties chaque terme de

l’egalite (2 5), on obtient

= ’ j(3,(pr/,))2| *
Ç)' 0

r

\(rur\Zr{pu,)drdt = Jrwr3f (/»,))'
Q' 0

= jr2urutdrdt,
Q‘

x r*

- jrnt(rur ) droit = - \r2urui dt + Jr1urujdrdt + Jruutdrdî
<J' 0 r ~0 Q' Q'
1 R 1 «

=-Jr2 (ur (r,r ))2dr --Jr7<p2rdr + Jruutdrdt ,
2 o 2 o Q'

■�H-0

= —|u]drdt
2Q-

(26) dt = 0,

r R .r0Jt + jr2uru,drdt
Q'(27)

(2 8)

dt + — Ju)drdt
2Q-\u r (ru , ), drdt

Q'(29)

La substitution des relations (2 6)-(2 9) dans (2 5) donne

Jr 2u2drdt +-Jr 1 (ur (r,r)):dr +- Ju]drdt
Q’ 20 2 Q.

= jr/3r(pn, )drdt + Jr fiidrdt - JV / udrdt
Q' Q' <?'

(2 10)

Iryu'drdt + -ÿr2<p2dr
Q' 2 0

Estimons maintenant les quatre premiers termes du membre de droite de (2 10), à 1 aide

de l’inégalité de Cauchy, on aura

Jr/ 3 (pw, )drdt < -\\ut\\
Q‘

L ■ f JrJl < J",||',(e,, + 2||/||

’(2 11) LliQ')

’
(2 12)

Q'
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\r„, ■ fdrclt <
Q- Z

\r!u, U,<lrdl<Ufi,fL

4i/i:(2 13) LUQ')'

+IKII(2 14) Ll(Q')

De l’identité (2 10), et en vertu des inégalités (2 1 1)-(2 14), il vient

{H + 5lK<r-r)l!LUQ') ll(O.R)
(2 15) +f)/u: klîL\(Q' ) 2

De l’équation ( 1 5), on obtient

sÎKi«-'+ÎHi1 2IK>J(2 16) LUQ')16

Soit l’inégalité élémentaire

(2 17) LUOM) +
l6 4(0f>

Ainsi a partir des inégalités (2 15)-(2 17) découle l’inégalité

■

< <42 + \6R! ) + M£;«UI>)
+ (42 + 16/?2 )|m||

l’ï(O.R)

(2 18)
2

' i«?‘)

Appliquons maintenant le lemme 1 du chapitre 1 , il vient

+ IK™.)3î"(e',+l“(,-r)lr2
rÿo.R)I LUQ')

(2 19)
+ IWL;(oji))'LUQ)

ou k] = 42 + 16/ÿ2

On remarque que le membre de droite de (2 19) est indépendant de z , on passe alors

de 0 à 7 On obtient ainsi l’inégalité (2 4), avec c = kÿekjnau supremum par rapport à r
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3. Existence et unicité de la solution

Il s’ensuit de l’inégalité (2 1) que l’opérateur LE —> F est continu, et de l’inégalité

(2 4) que l’ensemble des valeurs R(L) de L est fermé dans F , par conséquent, il existe

l’operateur inverse continu L donnant la solution En d’autres termes, L est un

homéomorphisme linéaire de l’espace E dans l’ensemble fermé R(L)czF . Pour démontrer

qu’il existe une solution unique du problème ( 1 5)-(18), on doit montrer que R(L) = F.

Théorème 3. Four tout élément 'T - ( f ,<p) G F, il existe une solution unique

u - L l<r/r du problème ( 1 5)-( 1 8), vérifiant I estimation,

est une constante positive indépendante de la solution uou c

Démonstration. Pour démontrer ce théorème on a besoin d’établir d’abord la

proposition suivante

Proposition. Si, pour tout u dans l'ensemble D0(L) = {u lu e D(L) lu - O}, et si

pour une fonction T G L\ (Q) , on a

œuy)lUe)=o,(3 1)

alors T O .s annule presque partout dans O

Démonstration de la proposition. Etant donner que la relation (4 1) est donnée pour

toute fonction u e D0(L), on peut alors l’exprimer sous une forme particulière

Définissons d’abord la fonction g par la relation

T

g(r,t) = Jy(r,s)ds,

et soit //, la solution de l’équation
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1 (//, 3 ](pu,))ÿ
r

(3.2)

ou

’ r

3l(pul) = l\rjiil(rj,l)dridp
0 0

On définit la fonction solution u par

0 < / < s,
(3 3)

s≤t ≤T0,

On a maintenant

4V,0 = -(3,2(/*<, )-«,),
r

(3 4)

Les relations (3 2) et (3 3) entraînent que u est dans D0(L).

Lemme. La fonction u définie par les relations (3 2) et (3 3) admet des dérivées

par rapport à t jusqu'au second ordre indus appartenant à l'espace L2a(Q, ), où

Qs=(0,R)x(s,T)

Démonstration. La démonstration de ce lemme est analogue à celle du lemme 1 du

chapitre 1

Pour continuer la démonstration de la proposition, remplaçons 4* dans la relation

(31) par sa représentation (3 4), on a

J ru,3;( pu,, )drdt |//,3;( pu,, )drdt + Juudrdt
Q Q 0

- Jrip3;( pu,, ylrdt - J ru,u„drdt + J rupi„drdt = 0
t> Q 0

(3 5)

Utilisons les conditions aux bords (1 7) et (1.8), la forme spéciale de u donnée par

(3 2) et (4 3), et intégrons ensuite par parties le premier et les trois derniers termes du membre

de gauche de la relation (3 5), il vient
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Jru,3;( pu,, )drdt - J 3,(pu, ) • 3,2 ( pu„)[ * dl
Q

- j3r(pu,) 3r(pu„)drdt
Q.(36)

:“J(3r(/*.))’[ T
àr

1 0

I

J rurr3 ]{pu„)drdi - -Jn/,32 (pu„)| o dî
Q

+ J//,32(pr/„ )drdl + Jn/,3,(pr/„)drdt
Q, Q,

R

frur 3, dr -|rulr 3,( pu, )drdt
Q,

(3.7)

+ \ur3](pu„)drdt
Q,

- - jru,r 3, (pu, )drdt + Jw,3 )(pu„)drdt ,

Q, Q-

\ru,u„drdt = (r,s)||ÿ(0 R) ,
Q

(3.8)

f runu„drdt = \ruru„\ÿdt - \rurumdrdt - \uru„drdt
Q Q, Q.

---)ruruX:*+\ul
)

\uuadrdt(39) L'(a) i
fu,u„drdt

Substituons les égalités (3 6)-(3 9) dans (3 5), on obtient
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M*a, + (Pu'(P-stüW +

= JV//„3, (pu, )drdt
Q.

(3.10)

En vertu de l’inégalité de Cauchy, on estime le membre de droite dans (3 10), pour

avoir

lkli.(a)+l|3.(p",(,4-,..»)+lk(.s)||
≤ *(ll3> (P“, )|£(a> + IklÿaJ

2
L2fi(0.R)(3 11)

où k = max(Æ,l) Si on pose

+Hi:a(.s) = ||3r(p«,)|rI2(Q.)

alors de l’inégalité (3 1 1 ), on obtient

Ja2Kl --< ka(s) ,4«?-> ds

Et par conséquent, on a

-(a(s)ets)ÿ0(3 12)
J s

En tenant compte du fait que a(T) = 0, une intégration par parties de l’inégalité (3 12)

sur l’intervalle (s,T), on obtient

ccisyÿ <0(3 13)

T = 0 presque partout dans QT lo
Puisque s neL’inegalite (3.13), montre que

dépend pas du choix de l’origine, raisonnons de la même manière, au bout d un nombre fini de

fois on montre que T = 0 presque partout dans Q Ainsi la proposition 2 est démontrée

On revient à la demonstration du théorème 3 II suffit de démontrer que 1 ensemble

RU) est dense dans F Soit W = (*F,<a0) G R(L)1 , tel que

= 0(ÿ?w,T) + (f .(3 14) LU<2)
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Posons u e D0(J.) dans 1 equation (3 14), il vient

(-Qu,T ) = 0, VueD0(L)r.AQ)

D’où a partir, de la proposition précédente, on déduit que T = 0 Ainsi, l’inégalité (3 14)

devient

(3 15) (Pu,co0)yl = 0,
(0,/?)

puisque R(() de l’operateur f est partout dense dans y\(0,R), alors l’inégalité (3.15)

implique que œ0 = 0 D’ou W - 0 cela achevé la démonstration du théorème 3
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SUR UNE EQUATION PARABOLIQUE

DU SECOND ORDRE AVEC

CONDITIONS NON LOCALES

Please contact to Foxit Software for the licensed copy.

Web Site:
www.FoxitSoftware.com

Sales and Information:
Sales@FoxitSoftware.com

Techincal Support:
Support@FoxitSoftware.com



( hap 4 Sur une équation parabolique du second ordre avec conditions non locales page - 51 -
SI R UNE ÉQUATION PARABOLIQUE DU SECOND

ORDRE AVEC CONDITIONS NON LOCALES

1. Position du problème

Q Q*(0,7), un domaine dans IR3Soit Q = (0,a)x(0,b) oùavec

a < x, b < 30 et /' < x On considéré le problème de déterminer la solution u , dans

Q , de Pequation différentielle

1-Gu = ",(il) (x,y,t)zQ,
xv

vérifiant la condition initiale

0 < x <a, 0 < y < b ,(12) "(x,y,0) = (p(x,y),

la condition de Dirichlet en x

0 <t<T, 0 < y <b ,(13) u(a,y,t) = 0,

la condition de Neumann en y

0<I < T, 0 < x < a ,uy(x,b,t) = 0,(14)

et les conditions intégrales

\u(x,y,I)dy = 0
0

j" xu(x,y\f )iJx = 0,
"

(15)

On suppose que la fonction (p , satisfait les conditions de compatibilité

(p\x,b) = 0,<p(a,y) = 0,

h

j<p(x,y)Jy = 0jx<p(x,y)clx = 0 and
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Dans ce chapitre, en se basant sur une estimation a priori, et sur la densité de

l’ensemble des valeurs de l’operateur engendré par le problème considéré, on démontre

l’existence et l’unicité de la solution forte du problème (1.1)-(1.5).

Le problème (1.1)-(1.5), peut être mis sous la forme opérationnelle:

Lu - 9”

I-(-Gj),<T = (f,(p) Le domaine de définition de l’opérateur L est l’ensembleou

defini par /)(/,) = {w G L1(Q) / u, L1(Q), vérifiant (1 .3) — (1.5)},wx,w> tuxxtuyytuxl G

L’opérateur L est considéré de l’espace E dans F , où E est l’espace de Banach

constitué des fonctions u G L2(Q), satisfaisant aux conditions aux bords (13)-(15) et dont la

norme

214 = j[x’(3 (w,))2 +*(3 + xul
Q

j[(x + r>2( ,.,r) + X3(3,(uj ,T)))\bcdy,

2 + xu

+ sup
0-rÿÔ

est finie

Et F est l’espace de Hilbert ayant la norme

+ xi )<p 2 + x 3(3v (<px )ÿ \bcdy- \{£uŸdxdych+\\x
Q O

Le produit scalaire dans F est defini par

3 )<p wdxJy + x33y (<px ) 3y (u>x )\txdydl ,|/ vdxdydt + |[(x
Q O

(9~,r) + X

ou 9" = (f.tp) et V - (v,M ) sont deux éléments appartenant à l’espace de Hilbert F

Estimation à priori et ses conséquences

Théorème 1. Pour toute fonction u G /)( L), onal estimation a priori suivante

(2 1)
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où t est une constante positive indépendante de la solution u .

Démonstration. On multiplie scalairement l’équation (11) par l’expression

Mu = -x332//, + 2x232//r + x33 x'Zyuy,

et on intégré ensuite sur le domaine (J’ - Q x (0, r) , ou

= \u(4,yJ)dç >

il vient

Jx3//, 3\u,dxddt + jx2(xux)x32utdxdydt
Q' <?'

(J3ti,Mu)L\Q‘)

+ J x;/>r 3\u'dxdydt + 2 Jx2//, 32uxdxdydt
Q‘

- 2 Jx(x//t )r 2S\uxdxdydt - 2 ju
Q' Q‘

„ 32yuxdxdydt

+ J x ’w, 3W (Çu, )dxdydt - J x 2 (x//x ), 3W (£w, )dxdydt
Q' Q'

- J™>v 3w(ÿt#f )dxdydt + Jx3w, • 3yuydxdydt

(22)

e1

J x2 (x//x )x 3v// vdxdydt — Jx//
<?! <2'

2Syuydxdydt

En tenant compte de la condition initiale (12) et des conditions aux bords (13)-( 15),

et en faisant des intégrations par parties standards de chaque terme du membre de droite de

l’identité (2 2), on obtient

Jx3//, 32viitdxd)dt - Jx(3v//,J dxdydt
Q' Q'

Jx3(3vu,)2 dxdydt,
Q'

(2 3) a r

Jjr>3A.3>,rdxdt
0 0

Jx2 (x//t )t 2$\u'dxdydt = -2 jx2ux ■ 32//,dxdydt
Q'

J jx 3
//

1
■ 32*/,|r [dydt Jx3z/X 3\u

Q‘
(2.4)

+
Q‘o o
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2jx23,//x 3 udxdydt + Jx'3,7/ÿ 3 yuxdxdydt
Q'Q‘

J jV 3 v //, 3X II[k0dxdt 2jJx 23vwx 3>,|
Z J 0 0

“ Jjf'(3(//X( ,yz)f dxdy - -- J x 3 (3yxpx J2 dxdy
2 u 2 a

y h
dxdt

y o
U .1

+ 2 Jx23v//( 3,/i,dxdydf,
Q'

J xuyy 3\u,dxdydt - J xux 3vu,dxdydt + JJ xuy 32w,| dxdt

|xuudxdydt

Q' o oQ'

IJ y h
(2 5) xu 3 dxdt•%-oo o Q'

— J xu 2 ( , . , r )dxdy - —
O Q

2 jx2t/r 3\uxdxdydt - -2 Jx23,7/, 3yuxdxdydt
Q‘Q'

(26)
2J|x23v//, 32(mx)[ * dxdt = -2 Jx23>,i/f Zyuxdxdydty+

Q'0 0

2 J x(xux )x 3\uxdxdydt = 2 Jx(x3 ux )x •3yuxdxdydt
Q'Q1

-2j{x(x3vwv)t •. i' h
•3 !/x- 1 1 o

dxdt(27)
0 0

a2JJ(3vi/x(a,>',/))2dtdy,
b r

11x’ (3, // x )2 1 dydt
0 00 0

dxdydt — 2J Juy
■ 32MX| y=b

2 J // vv 3\.uxdxdydt - 2 Jwv 3V//X
Q'

1

dxdt - 2 f // iidxdydt
J

dxdt
y=0

0 0y
(2 8)

2JJ"-v.ir,
0 0
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JJ«1L o
dydt =JJ// 2 (0,y,t )dydt ,

0 0

J*3", 3ny($i,)dxdydt JjV3vw, • 3w(ÿw,)|y \dxdt
y o .»

|x ' 3
1 //, 3n (<£/, )dxdydt + Jxÿÿ (£w, ))2dxdydt

V' Q'(2.9)

- J*(3ÿ0ÿ/, )Y dxdydt,
Q‘

Jx2 (xux )x 3m (ÿ7/, )dxdydt = 2 Jx2//x 31>>(£w, )dxdydt
Q■ Q'

b r

+ j 32yu,dxdydt - \ JVMX 3I)),(ÿ, )[ [dydt
Q' 0 0

= jj*43v», • 3>,|:><*+ • 3W($<,)£„<*«#(2 10)
0 00 0

JX43VMX ■ ZSvu,dxdydt - 2 Jx23vwx 3x>.(Çn,)dxdydt
Q‘ Q'

3vu,dxdydt - 2|r 2 3
1 t/x • 3„($/, )dxdydt,

Q'
- - Jx43

Q'

a r
y

f xii n 3m.(£/, )c/vc/\c// = JX// v. 3„(Çu, yixdydt - JJxu v
■ 3ÿ (£/, |y_0dxdt

00yy(2 11)
= Jx//t 7Sn{Çu,)dxdydt,

y

frV3vurJxJyJl = fr'i/v Z,v,<tafydf +\\*%"ÿ '
J 0 0yy

(2.12)

JJX '// 3 VM, | ' * t/rJ/ 4 J X // u,dxdydt
y0 0
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JVM2( ,T)JxJy- * j x'<p2dxdy,
2 U 2u

)x 3yuvdxdydt =2jx2ux 3viydxdydt
U' Q'

JJx ’//x 3 (
u v| o

dydl + Jx u x 3 yu
0 o ç,‘

> h
- jV3vwt u \ 2jjx23l//t -3,,«ÿ

Q' 0 0

u r

2|X2MI Zyuxdxdydt + jjjf 3lt/I • 3,»/ÿ dxdt
Q' 0 0

= Jx u\dxdydt - 2 Jx 23yux iy dxdydt ,

(2.13) dxdt
y o

Q'Q'

y-b jxufdxdydt
<?'

Jxu IV
• 3 v // vdxdydt = - \\xu

Q’ 0 0

V>| dxdt +
» 0

(2 14)
= Jxu]dxdydt

Q'

En substituant les égalités (2 3 )-(2 14) dans (2 2), il vient

IV (3 v //,)2dxdydt +-Jr ’(3, // x ( , ,r)y dxdy + |r;/ 2 (.,.,r )dxdy
y 2 u

+ a 2 f J(3 vu x(a,y,t ))2 dtdy +JJ//
2 (0,y,1 )dtdy + j (£“, )Y dxdydl

00 00 Q'

+- jV//2( , ,z)dxdy + Jx}u]dxdydt +Jxuÿdxdydt
2 u y Q‘

- — Jx '(3 v<px )2 dxdy + —ÿxx(pdxd}' + — Jx<p2dxdy
2 u 2 O 2 O

(2 15)

+ Jx43, //x 3V (//, Vixdydt + 2 Jx23,i/X 3n (Çu,)dxd}dt
Q'Q'

3„.(£/, )dxdydt + 2 J v23l//l ty dxdydt - JX3-£M • 3lu,dxdydt
y Q'JXMl
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2 J x 2£u 3\uxdxdydt + J x2 jQu 3vuydxdydt + J x3_£w 3w(£m, )dxdydt

Q' V Q'

En vertu d une inégalité élémentaire, on estime les huit derniers termes du membre de

droite de l’inégalité (2 1 5) de la maniéré suivante

Jx43vi/r 3 yu,dxdydt < a 2 Jr3(3v,wjr)2 dxdydt + - jV(3 yuÿf dxdydt ,

Q' Q' 4 Q'

(2 16)

2 J x2 3vux 3n. (S?/, )dxdydt < 8 J x 3 (3 yux)2 dxdydt + - J x(3n (Çit, ))* dxdydt ,(2 17)
8,JQ'Q'

Jx//, 3n(Çu, )dxdydt < - J xu2ydxdydt + J x{3xy(ÿul )ÿ dxdydt ,

<?* 2c>' 2er
(2 18)

2 Jx2 3 yux u dxdydt < 8 Jx 3 (3 yux )2 dxdydt +- J xu 2 dxdydt ,(2 19)
8 J'Q'Q'

- J xiJ?u • 3\.u,dxdydt < - Jx3(3,7/, f dxdydt + J/2dxdydt ,

Q' 4Q' 2 Q-

2 Jx27?// 32 uXdxdydt < - Jx3(3 u x)2 dxdydt + ab2 2 dxdydt ,

Q‘ 2Q' Q'

J x37?// 3,71 vdxdydt < — J xu\dxdydt + a' b1 J f dxdydt ,

Qs 8<?‘ Q'

f x2~Qu 3ÿ (Çu, )dxdydt < - Jx(3r> (ÿw, )f dxdydt +a'b J/ 1dxdydt
<?•

8 <?' e*

(2 20)

(221)

(2.22)

(2.23)

Puisque le quatrième et le cinquième terme du membre du droite de 1 égalité (2.15)

sont positifs, alors en vertu des inégalités (2 16)-(2 23), on a

\[x'(3,u,Y +x(3JÇu,)Y +x,ul+xul)ic<fydt
(x + x )»:( , ,r)pri/yJ[Y (3,7/v( , ,r))

j j[x (3,//v)2 + f 2\jxdydt +

(2 24) t-

u

1
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x' )<p2\ixdyÿ,/MW + (x +

k = max faa'h 2 + 4ah 2 + 2a3b2,4a2 +6ô)
De l’inégalité (2 24), et du lemme 1 du chapitre 1, on conclut que

ou

jVfc*,1',)2 + *(3ÿ (£/, ))2 + x3«2 + xu]\bcdydt
Q'

j[Jr’(3,«I( , ,r)) x3 )u2 ( , ,zÿpbcdy2 + (x ++

x3 )(p2 \bcdy + J f2dxdydt l
Q' I

x3 )<p2 \ixdy + J f2dxdydt L
Q J

[o

(2 25) 2 +(x +< ke

<ke"\\[cÿyVy
1°

+ (x +

Puisque le membre de droite de l’estimation (2 25) ne dépend pas de z , en passant au

supremum par rapport à r de 0 to T , il s’ensuit que

Jixdydt

x3)w2(.,.,r)]irc/v’
J[X3(3>W,)2+X(3ÿ(ÿ/))2+X3WX2

J[X3(3VMX( , ,r))

j/Mw

2 4- xw 2

Q'
: + (x ++ sup

OrT-n

xi)(p1\txdy+ J f2dxdydt L
Q )

2 + (x +≤kekT

d:
De cette dernière inégalité découle (2.1), avec c = 4ke
Proposition 1. L'opérateur L de l’espace E dam b estfermable.

On démontre cette proposition de la même manière que celle de la proposition 1 du

chapitre 1
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Désignons par L, la fermeture de l’opérateur L et par, I)(L) son domaine de

definition

Définition. On appelle solution forte du problème (11)-(15), solution de l’équation

opérationnelle

IJI = 9"(2 26)

En passant a la limite, l’estimation (2 1 ) peut être prolongée à L , soit

IMLHMI’ pour tout u dans D(L),(2.27)

d’où le

Corollaire 1. La solution forte du problème (1.!)-(!.5) si elle existe, elle est unique et

dépend continûment des éléments *7" = (f,<p)ç F .

Corollaire 2. L’ensemble des valeurs R(L) de l’opérateur L est égal à la

fermeture R(L) de R(L)

3. Existence et unicité de la solution

Théorème 2. Pour tout élément <7 = ( f,<p) e F , il existe une solution u = lx<T du

problème (L1)-(L5), vérifiant l’estimation

jdxdydtJ [x3 (3 vu, )2 + *-(3ÿ (fu, ))2 + x3u\
Q

+ sup f|(r + x3)î/2( , ,r)+ x3(3vMx(.,.,r))2 \bcdy
°-'Th

\(ffi)' dxdydt + J[(x + x3 )<p2 + x3(3v<px Y \xdy l
J o J

+ xuv

<c

où c est une constante positive indépendante de la solution u
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Démonstration. De l’estimation (2 27), on déduit que l’opérateur L admet un

inverse continu I. Et du corollaire 2, il s’ensuit que l’ensemble des valeurs R(L) de

l’opérateur L est fermé Par conséquent, il suffit de démontrer que l’ensemble R(L) est

dense dans l’espace F Pour cela démontrons d’abord le résultat suivant

Théorème 3. Si, pour une fonction T G L1 (Q) , on a

J Jfu 'Vdxdydt - 0
Q

(3.1)

u G D0(L) = { u / u G D(L) Pu = 0 }, alors 'P A ’cumule presque partoutpour tout

dans Q.

Démonstration du théorème 3. Puisque la relation (3 1) est supposée vraie pour

toute fonction u G D0(L), on peut alors l’exprimer sous une forme particulière

Définissons d’abord la fonction g par la relation suivante

g(x,y,l) = J(v - ) +10XJ3lu, - 20x!3'»i )jr(3.2)

Soit u la solution de l’équation

- x53lu, = g,(33)

' 7

32yv =\\v(x,ç,t)dçdrjou
0 0

Et soit la fonction u donnée par

0</<50
(34) "= s≤t≤ T

Des relations (3 2) et (3.3), on a

4'(x,>-,r) = x,3>„+x63ÿ(ÿ,)-10xJ3>, +20x!3>,(3 5)
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Lemme. lu fonction T définie par la relation (3.5) est dans I)(Q).

Démonstration. La démonstration de ce lemme est analogue à celle du lemme du

chapitre 1

On établit maintenant la démonstration du théorème 3 Remplaçons 4* dans (3.1) par

sa représentation (3 5), il vient

jVw, 32yu , ,dxdydt - j x4 (xux)x ■ 3\u ,,dxdydt
Q Q

- J x2uw 3\undxdydt + Jx\ 3W(£w, )dxdydt
Q Q

\x'(xux)x- 3W (£/, )dxdydt - J x4w
Q Q

- 1ojx3!/, • 32yu,dxdydt + 1oj* x2 (xnx )x ■ 3\utdxdydt
Q Q

yy-3xyy(Çu,)dxdydt
(36)

+ îojxuyy ■ 32yu,dxdydt + 20jx2;/, • 3\uxdxdydt
Q Q

- 20J x(xux )x ■ 3yiixdxdydt - 20ju>y 3\uxdxdydt = 0.
Q Q

En évoquant les relations (3.3), (3 4), les conditions aux bords (1 3)-(1.5), et en

intégrant par parties chaque terme de (3 6), on obtient

J x'u, 3\undxdydt = J x53yi/r 3yuudxdydt
Q Q,

(37)
J 0

= -JX,(3VM,( , ,5))2ÿJV ,
U
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J\x*(xu
Q

32yiindxdydt = J r'//i -3\unxdxdydt
Q,

x)x ■

T b

jV//, 3\undxdydt -jfxsux-3lua\xJÿdydtf 4
v 0Q.

a '<a b

4jjx4//t • 32w,[ dxdy + x dxdy
0 0 0 0

x //, t 32ulxdxdydt - 4 J x4ulx Z2yu,dxdydt
Q,

= J x 5 (3vu f t
)2 dxdydt + 4J X*3VII, x

■ 3yutdxdydt
Q, Q,

'3Î("«C
5 0

Jx' (3 7/, x )2 dxdydt - 8Jx '(3 v ?/, )2 dxdydt
Q, Q.

2\\X4M\X fid*
5 0

= J x~ (3 v //, v )2 dxdydt - 8J x 3(3yu,f dxdydt ,

Q. Q'

J*’
y,

y b
dxdt

v 0
s 0

+
(3 8)

jV//v>, • 3\undxdydt = jV\ 3vundxdydt
Q Q,

T a

-JJ*\ 0JxJt
5 0

(39) T a

■■ -jx3u■ulldxdydt + JJjf,M-3>.i/B|ÿ o
Q, 1 0

J xlu)dxdydt,
Q,

dxdt

3W (ÿ7/, = - J x63v.w, 3a (£/,
Q,<?

!

s 0

- J X4 (3n. (Çu, )f dxdydt -ij j v' (3„.(fy, )f[ o2 y, s 0

- Jx4(3 dxdydt,
2 y,

dydt(3 10)
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-J x\xux )x 3W(£M, )dxdydt =J x1ux • Z\u,dxdydt

Q.

T b

+ 5J xiux • 3 )dxdydt - JJ xbux • 3w(£/,lÿdydî
Q, » o

J x73yiix 2yii,dxdydî - 5Jx’3ÿ1/, • 3X>,(£/, )dxdydl
Q. Q,

+ )fx%.uÿ3lulldxJt +5)jX%u,-3ÿ,rÿdxd,
s 0 a 0

- J x73yux 3yu,dxdydt - 5J x,3>.i/x •3 )dxdydt
Q, Q,

= J x73vw Zyu,xdxdydt + 12Jx63yu ■ 2yu,dxdydt
Q, Q,

T b

+ 25J x43yu ■ 3ÿ (£/, )dxdydt -JJx73yu ■ 3yu, \x\dydt
Q, > «

5JJVZyu-3v(fr,ÿdydl
; 0

= Jx73yu 3yut Xdxdydt + 12Jx63yu ■ 3yutdxdydl
Q, e.(3.11)

25Jx43> u 3„,(£/, )dxdydt ,
Q,

+

Ix4W>>. • 3W(£/, *&•</>*// = Jx\ • 3ÿ(£/f
e a

5 0
r b

= -Jx4w • 3X (£w, )dxdydt + JJxV 3ÿ,(#/, )|
Q, 1 0

= Jx4//, 3x(l?/)dxdydt + 2ÿx23x(<*u) 3x($it)dxdydt
Q, Q.

JJx33x(£/,)-3Aÿ)[x]dydt
s 0

= J x4//, • 3x($i)dxdydt +-Jx2(3x(£w( , ,T)))2 dxdy ,
Q,

y h
dxdt

y-0

(3 12)

T a yÿb

- îojx3»/, 3]u,dxdydl = -10jjx33v«( • 3luÿdxdt
Q J 0

+ 10Jx3(3v7/, dxdydi ,
Q,

(3 13)
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1ojx2(xut )x 32yutdxdydt
Q

\o\xiuxZ\utxdxdydt
Q.

T b

- 20 jV//x • Z\,u,dxdydt +10jjVwx 32w,[ [dydt
Q, * o

= 10jV3v.//
Q,

x ZS vnudxdydt + 201x23yux Zyu,dxdydt
Q,

(3 14)

T a T a
yÿh y -b10jjV3vwx -3ÿ1 dxdt -20jjx23vwx • 3*1/,| dxdt
y o y 0

v 0 i 0

5jx3favux(.,.,T)Ydxdy +20Jx23yux ZSyu,dxdydt ,
H Q,

32yiitdxdydl = -10J*7/

Q,
1°J

Q

ZSviitdxdydtXII yy

T a
y -b

+ 1 oj*Jx// v
• 32w dxdtt y-0

s 0
(3.15) T y*

101xu ■ utdxdydt — 10J J xu -3 v. //, o
Q, ' » 0

dxdt

b a

- 5JJ* Jr//
2 ( , ,T)dxdy ,

0 0

20jV//, • 3\uxdxdydt = -20Jr23yu, • 3yuxdxdydt
Q Q,

I a

2ojjx23vw, -32wx[' [dxdt(3 16) +
-V 0

= -20 f X23 V.M, 3vuxdxdydt ,
Q,

Z\.uxdxdydt = 20J(x3vu x )x *3 v u xdxdydt
Q.

20j" x(xux )x
Q

20jjr(x3vwx)i • 2\.u}\ [[dxdt(3 17)
v 0

T b

10jjV(3,/OY [d}dtÿ\Oa2\\(ÿyux(a,}\t))2dydt,
s 0Î 0
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7 a

20\uy> • 3\uxdxdydt - -20ÿ]uy -3]ux\y
• 3i//)dxdydt

» 0

20 J//
<2,

t

(3 18) T a
- 20jJ// 3yux| o dxdt 20Jw uxdxdydt

■’° Q.

/ > T h

- loJJ,/2| (®i>'d)dydt
s 0 s 0

En substituant les identités (3 7)-(3 18) dans (3 6), on obtient

— Jjr (3vu,( y ,s)f dxdy + Jar,(3v//,I)2 dxdydt
2 ci e,

+ J x*u]dxdydt + — J x4(3n (£w, ))2 dxdydt
Q, 2 <2,

+ 2J x3 (3 v w, )2 dxdydt + — J x 2 (3X (&( , ,T)))2 dxdy
Q, 2 Ci

+ 5jV(3vMx(., J))1dxdy' + 5J JT// 2 ( , ,T)dxdy +
Ci Q

Th T b

10a 2 J J(3v // x (a, y,t ))2 dydt + 10J J //
2 (0, y , / )dydt

(3.19)

s 0s 0

= -Jjr73v// 3v// , xdxdydt - 25J x43yu 3 )dxdydt
Q, Q.

- J x 4//f 3X (Ç11 )dxdydt - 1 2 J x63yu ■ 3 yutdxdydt
Q, Q,

On estime maintenant chaque terme du membre de droite de la relation (3.19) à

l’aide de l’inégalité de Cauchy de la forme 2afi < Sa 2 + \/S /? , et d’une inégalité de type

Poincare [73], il vient que

J X73VU 3vu,xdxdydt <-\x' (3 vut dxdydt
Q, 2Q.

— I J x- (3 )2 dxdydt + a 2 J x3(3VMX )"dxdydt L
2 1 Q, Q. J

(3 20)
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25J x4 3X// t, )dxdydl < 2Jx4(3ÿ (£«, ))2 dxdydt
Q, Q,

2
- J xu 1dxdydt ,

(3 21)

- J x4//, 3x (£// )dxdydt < — Jx2 (3X (Çu)Y dxdydt
Q, Q,

+ ~ J xu7dxdydt ,
(3.22)

12 Jx63t// 3vu,dxdydt < ôjx'(3vut)2 dxdydt
Q, Q,

\a7 J x3(3 H x )2 + Jx'(3yu, )2 dxdydt 1
[ Q, Q, J

(3 23)
+ ba 2

Puisque les deux derniers termes du membre gauche de la relation (3.19) sont

positifs, en combinant alors les inégalités (3 20)-(3 23) et (3 19), on obtient

Jx,(3VM, ( , ,-s))2 dxdy + J x?(3vut x|dxdydt
o Q,

+ J x3uf dxdydt + Jx4(3„\Çu,Yf dxdydt
Q, Q,

+ J X3(3vw, )2 dxdydt + J x2 (3X(£i( , ,T))Y dxdy’
Q, «

+ Jx3 (3
V M,(.,.,F))2 àxdy + J xu2 ( , ,T )dxdy'

u O

J x ’ (3 , // t
)2 dxdydt + J x'(3v u, J2 dxdydt

_Q, Q.

+ JX2(3x(Çti)Y dxdydt + Jx//2dxdydt ,

Q,

(3.24)

s c

ou
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c - maxi 12 + 12a2 + a4 , 12a4 + 2a*, a3, 5VA2
8

L’inegalite (3 24), est essentielle dans notre démonstration Pour l’utiliser, on note que

la constante c ne dépend pas de s, mais la solution u , dans (3 24), dépend de s Afin

d’éviter cette difficulté, on introduit une nouvelle fonction P définie par la formule

P(x,y,t) = jur(x,y,r)dT

D’ou on déduit que

u(x,y,t) = p(x,y,.s) - p(x,y,t)

Et sur la base de (3 24), on a

(3v u, )2 + x3w 2 + x4(3„(£/, )2 \ixdydtJ[+X'(3VM,X)2
Q,

lx’(3vuÿ,,s)Ydxcty +(\-2c(T-s))\\xp2t,.,s)dxdy
n [o

s))f ebedy + $ xi(3yPx( , ,s)f dxdy\
o J

(3A4P)Y +x3(3J,Y]tcdy*|

+ X

+

(3 25)

o

2c\\[x'{zypy

+

2+x2<
la

l
Si on choisit s0 > 0 tel que 1 - 2c(J -s0) = -, alors (3 25) entraîne que

3(3 u, )2 + x3w,2 + x4 (3„(£/,Y 1ixàydtJ[x,(3y//,X)2
Q,

, ,.v)); Jxcly + j[*‘(3,/U . .*>)’
O O

(3v(#?( , ,s)))2 +xp2( , ,s)}ixdy

+ x

+

2(3 26) + x

! +*'(3JAx.y.Of
l a

< 4c

2 (3x (#?(x, y,t))Y + xp2(x, y,t )]bcdydt}+ x
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pour tout .v G [ / - .v0, 7 ]

Notons la somme des quatre termes du membre de droite de l’inégalité (3 26) par

tf(.v) D’ou il vent

JV(3,«,J2
Q,

(3 u, y + X y + X-4 (3ÿ (Çu, y \ixdydt+ x

da(.s)
< Aca(s).

ds

Par conséquent,

— (a(.v)exp(4c.s)) < 0(3 27)
ds

En tenant compte du fait que a(T) = 0, l’intégration de (3 27) sur l’intervalle (s,T)

donne

(3 28) a(.v)exp(4cs ) < 0

D’où on déduit de (3.28), que T = 0 presque partout dans QT . En procédant

toujours de la même maniéré, au bout d’un nombre fini de fois, on peut montrer que T = 0

presque partout dans (7, car s ne depend pas de l’origine Cela achève la démonstration du

théorème 3

Revenons maintenant à la demonstration du théorème 2 On considère une fonction

W - (yV,û)0 ) G R(L) Alors cette fonction vérifie l’égalité

J£u *Vdxdydt + J[( x + x3 )(u co0 + x33y(dfu/dx) 3v(dco0 /dx)\ixdy = 0,
Q «

(3 29)

où u G E et W ~ (4>,fti0) G F, il s’ensuit que 4ÿ = 0 et œ0 = 0

Si on pose u G D0(L) dans la relation (3 29), on obtient

J J?u Vdxdydt - 0,
Q

VM G D0(L)

D'ou en vertu du theoreme 3, on déduit que T = 0 Ainsi (3 29) devient
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j[(r 4■xi)fu o)0 + x'Z v(dfu!dx)Z y(do)0 !dx)\bcdy = 0(3 30) Vw G D(L).
o

Puisque l’ensemble des valeurs R(f) de l’opérateur de trace t est partout dense dans

l’espace de Hilbert de norme

|j[(* + *3 )(OQ + x3(3t (dco0 Idx))\ixdy\
Vo )

D’ou co0 - 0 Par conséquent le theoreme 2 est démontré
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PROBLÈME MIXTE AVEC CONDITIONS INTÉGRALES

POUR UNE CLASSE D’ÉQUATIONS PARABOLIQUES

BIDIMENSIONNELLES

1. Formulation du problème

Soit Q - Ox(0,T) un domaine dans IR\ où T > 0 et Q = (0,A,)x(0,Aj).

On considère l’équation différentielle

-Gv = v,-a(/)Av = /(x,/), (xtt)= (xitXJ9t) € Q,(11)

ou /> ,/ = 1,2 sont des constantes connues, et la fonction a(t) vérifie les conditions

c0 ≤a(t)≤c}, a'(t) ≤ c2,Cl.

c3 ≤a\t), a\t)<cÀ,Cl.

pour tout t e [0,7’].

A l’équation (11), on associe la condition initiale

(.v = v(x,0) = (p(x\(12)

et les conditions aux limites intégrales,

».
Jx,v(x,/)d!r = 0,
0

bi

Jv(x,/)cix, = 0,
0

/ = 1, 2(13)

où /, (p sont des fonctions données avec

4, 4,

J(pÿxybc, =0, J x<p(x)dX, = 0, / = 1, 2.
0 0

Pour n - 1, ce problème apparaît dans l’etude de la flexion quasi-statique d une baguette

thermoelastique [7]
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Ce présent travail, peut être considéré comme prolongement des travaux [8], [7] et

[20] dans la mesure où, d’une part, les conditions envisagées sont encore uniquement de type

intégral et, d’autre part, l’équation étudiée est de type parabolique à deux dimensions

Dans ce chapitre, en suivant la méthode des inégalités de l’énergie, présentée dans [10], on

démontre l’existence et l’unicité de la solution Dans ce but, on établie deux estimations a

priori bilatérales et on démontre que l’opérateur L - engendré par ce problème, réalise

un homéomorphisme linéaire entre les deux espaces E et F qui seront convenablement

choisis

2. Estimations a priori

Le problème (1.1)-(1.3) peut être considéré comme la résolution de l’équation

opérationnelle

Av = ( f,<p )

où L est un opérateur défini de E dans F, où E est un espace de Banach constitué des

fonctions 3,i2v G L2(Q), dont la norme

= + (3„„Av)’)rfuft + supj[((3.iv( ,r))' +(3.>v( .,r))')*j ,IML
est finie, et F est l’espace de Hilbert muni du produit scalaire

((-OA), - J 3.....£v-3wfdxdt +J(3,/v 3,ÿ + 3,/v- 3..<p)Jx
Q °

et de la norme associée

( V'*
= I J (3.,., fVdxJt + J(<3., ç>Ÿ +(3.,Ï>)’)*Jk/.ri

Le domaine de définition de l’opérateur 1. est l’ensemble des fonctions G ((?)

telles que 3ÿ»/, , 3ÿ*/ÿ, G L2(0, et vérifiant les conditions (1.3).
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Théorème I. Si la fonction a(t) satisfait aux conditions Cl, alors pour tout

v e I)(L ), on a l 'estimation,

INI, ≤ «H.(2 1)

où c est une constante positive indépendante de la solution v .

Démonstration. Appliquons l’opérateur 3 à l’équation (1.1), il vient

\(Zw£v)'dxdt < 2|((3„,iv,)1 +O'((K3„.JAV),)*J/
0, Q,

(22)

La condition initiale (12) entraîne

J((3,/v)! + (3,/v)’)Kr< sup J((3. v( . .r))1 + (3.,v( , .r»1)*
O °'rÿro

(2 3)

En combinant les inégalités (2 2) et (2 3) et en utilisant les conditions Cl, l’inégalité

(2 1) découle immédiatement, avec c - ,c,2)

Théorème 2. Si les conditions du théorème 1 sont satisfaites, on a l 'estimation a

priori,

IMLMM, •(2 4)

ou c est une constante positive indépendante de la solution v.

Démonstration. Multiplions l’equation (1.1) par l’opérateur Mv - 3*|ajv„ où

K,h =
0 0 0 0

et intégrons ensuite sur le sous domaine Q' - O * (0, r), où 0 < r < T, on obtient

(2 5) \f-32vv,Jxdl = Jv, -3‘vv,dxdt- Ja<0\, Z\ÿ,dxdt- \a(t)vVi
Q' Q' Q' °'
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Intégrons par parties chaque terme de (2 5) et tenons compte des conditions (1.2)-

(1.3), on obtient

J V, ■ 3 = J jf 3, v, • 3ÿv,|ÿ dx,xl
Q' 0 0

-JV.-3
Q’

dxxdt + dxdt
Xl=0 Q<

V'dxdt*1*2*2

-K v,-3(26) V,
j

o o

r *2
J°(0vVl3‘Xiv,i<a// = JJoCO», 3’ÿv,

Q' 0 0

*l=*l fdx2dt - J aiOvÿ 3
*t=° g*

v, dx2dt - Ja(/)v- V'dxdt
*i=° e.

vtdxdt*1*2*2

= J j[ûr(/)v-3*1*2*2
0 0

: *1
= JJa(03Xjv 3'2v,

2

<&,</' + Ja(/)3,a vZxv,dxdt
0 o XJ=0 g'

= Jo(r)(3Xj v(x, , r))2fir - jJ*(0)(3ÿ(x, Ax$<**

'-\a'(l)(ZHÿdxdl,
ZQ‘

(27)

ja('K,„3’ ,,V'dxdt = I ja(r)(3X|vfe , *2, r))'<* --jjo(0)(3,i ?>(£, ,», ))'<*
O Z O

(2.8)

r 6j *i *ÿ-{3,,/3
0'

<*><* + /3WZ 3wv,<fc*
0'

3’„v,
g’ 0 0

r (h

= /K,/'3
0 0

- J 3I|„/ 3Ii,i »,<&</(
0'

V'dxdt*1*2*2
*i=0

*2 =*2
(29) v,

*i *:*:
*2 ~®
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Substituons les identités (2 6)-(2 9) dans l’égalité (2.5), on a

J<3,*,", )2 <t*Jt +1 ja(r)((3ÿ r jf + (3,_ v(jr, r))\k
0' Z O

= J3.,,,/ 3„.,ÿ' + |/“<0)((3ÿ)! + (3„p)2)*
Q' a

+\ v)1dxdt +1 J<ar'(/)(3ÿ v)2 dxdt
LQ' 2 Q'

(2 10)

Utilisons l’inégalité de Cauchy pour majorer le premier terme du membre droit de

l’égalité (2 5), il vient,

J (3r,Xj v, )2 dxdt +Ja(r )((3,t v(£, x2 , r))2 + (3ÿ v(x, ,£2, r))2 )dx
Q' O

≤ J (3I|XJ f)dxdt + Ja(0)((3x <p)2 + (3ÿ q>Ÿ )dx
Q O

+ JaXOÿÿv)2 dxdt + J <ar'(/)(3X) v)2 dxdt
Q' Q'

(2 11)

Appliquons l’opérateur 3X|Xj à l’équation (11) et intégrons sur QT , on obtient

7 ja\t)(3„.àvYdxdl < U(3vtf)'dxdt + i\0ÿvjdxdt
4q, 2q 2q,

(2.12)

Additionnons les inégalités (2 11) et (2.12), et utilisons les conditions Cl, on aura

{((3„„v,)2 +OvAvŸ)dxJl
Q'

+ J((3, v(|,.*,,r))2 + (3. V(X„42, v)f
a

I J(3„x1/)2*‘/'+ J(<3,p)! +(3.,P)I)*
l Q «

+ J(3l2v)2 dxdt
Q'

(2.13)
<k

J(3x, v)2 àxdt1,
Q' J

k _ max(6,4c, ,4c )
min(l,c0J,4c0)où

En appliquant le lemme 1 du chapitre 1, on obtient
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J((3„J2V,)J +(311JAV)?ÿ/+J((3J + (3.ÿxxÿT))\bc
tf' Q

≤ M\ \(ZMiMj)dxdt + J((3,}ç>y +(3,iÿ),)ir
l o O

(2 14)

Ki - keklou

Comme le membre droit de l’inégalité (2 14) est indépendant de r, il s’ensuit, en

passant dans le membre gauche au supremum par rapport à r de 0 à T , on obtient l’inégalité

(2 4) avecc- - 4M - sfke7 Ce qui achève la démonstration du théorème 2

3. Existence et unicité de la solution

Nous pouvons maintenant énoncer un résultat d’existence

Théorème 3. Supposons que les conditions Cl et C2 sont satisfaites Alors pour tout

(f,ç) € F, le problème (!.!)-(1.3) admet une solution unique v = L'(f,ç), vérifiant les

estimations (2.1) et (2.4).

De l’inégalité (2 1) on déduit que l’opérateur L de E dans F est

continu, et de l’inégalité (2 4) il s’ensuit qu’il admet un inverse L 1 continu, et que l’ensemble

des valeurs R(L) de l’opérateur L est fermé, i e , L réalise un homéomorphisme linéaire de

l’espace E sur l’ensemble fermé R(L)c F Pour montrer que le probème (MH1 3) admet

une solution unique, il suffit de monter la densité de l’ensemble R(L) dans f Pour cela

Démonstration.

montrons le résultat suivant

les conditions du théorème 3 sont satisfaites et si pourProposition. Si

on a

\Z„,t£v2,„ydxJl = 0.
Q

v 6 D,(/.) = { v/v € D(l), 'V = 0 }. alors

(3 1)

y = o presque partout dans Q
pour tout
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Démonstration. La relation (3 1) est donnée pour tout v € D0(L), on peut alors

l’expnmer sous la forme particulière suivante

0 0 ≤ / ≤ .S

(3 2) \vdTV = sÿtÿr

et telle que v, est solution de l’équation

o(03„„v, = j3(33)

Des relations (3 2)-(3 3), on conclut que v € D0(L)ç DfL), où

D,(L) = {ü/tf G D(L),ü = 0 pour / < A },

et que

(3 4)

Pour continuer la démonstration de la proposition on a besoin du résultat suivant:

Lemme. La fonction 3J JJ4/(ÿ,ÿ,,/) définie par la relation (3.4) appartient à

l’espace L2(Q)

Démonstration. En vertu de l’inégalité (3.5) du chapitre 1 et des conditions Cl, il

vient que -ol(t)<3x ]ijvl G L2(Q) Pour démontrer que -a(t)3xÿ vn est dans l’espace L2(Q), on

applique à l’équation (3 3) les opérateurs de régularisation introduits dans [32] (Lemme 9 1),

on obtient

|p, )3,,,T(f, ,4, ,T)JT - a,(<)P,3„v, -o(()|P.3v,v,

= |k')ft3wv, - P.o(')3v,v,)

D’ou on a
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i\e.) +

2

f 3
L\Q.)

En utilisant les conditions Cl et C2 ainsi que les propriétés des opérateurs de

régularisation utilisés, il vient

IkofpA,,/,
U! . <c

dEt par conséquent a(t)— est dans L7(Q).
ôt

Pour continuer la démonstration de la proposition en substituant donnée par

(3.4), dans l’équation (3.1), on obtient

- j3Vlv, -(a(t)3V2v,\ dxdt + dxdt
Q, Q,

+ Jfl(/)3wvw \a{t)Zÿv\dxdt = 0.
Q,

(35)

Intégrons par parties chaque terme du membre gauche de l’identité (3.5), en tenant

compte des conditions (15) et de la forme particulière de v donnée par les relations (3.2) et

(3 3), il vient

- f 3,„v, •(<K/)3„„v,\dxdt =
Q, Q O’

= \a'(ti3,itv)dxdl,
*• Q Q‘

(36)
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v„(a(/)3„v, ) JxJt = fjfa(/)3„v„ (a(t)3 v, ) l'"*1
Q. . o h-*
- j0(1)3ÿ \a(t)3ÿxv,\dxdt

Q.

•" *>"° a

k')3Wiv,
Q.

T b.

= -Jj«(/)v-(a(03WlV/)f dx2d/+fa(t)v\a(t)3\vt\dxdî
j o 11=0 Q,

dxÿdt - [a(l)3Xjv (p(t)3Xjv,) dxdt
x’=° a

- -j|a2(03xîv -3Xjv, dx+ ja2(tÿ3gv,y dxdî
0 0 •' Q,

+ Ja(t)a\t)3Xi v 3Xjv,dxdt
Q‘

1 \ l,=r
= Jÿ2(/)(3Xi v, J2 £ÜrJ/ + -Ja(/)û'(0(3Xjv)2| d*

0, 2 o »=.

-{J(a(/)a"(0 + a'2 (/))(3,a v)2 dxdt
2 Q1

= \{a(t)a'Xt) + a'\t))(3xv)1dxdt + Arff
01

+ ija(7-y(r)(3ÿv(jr„#2,r))2<*
n

<&2<//

<&*//

r
= J U/K, (<i(/)3ÿv,) *1ÿ*1

dxMt -
' *i=®J o

= j}fl(03Xjv (a(03ÿv,)r
s 0

(3.7)

On trouve ainsi,

U'P,,,,v (a(/)3,,,v, ) doit = -i J(a(()o"(r) +a”(0)(3,.'(!A</'
0, zc*

+-1a(T)a'(T)<3,, v>(f , *„7)F + J«’(')(3„v, )doit
2Q {?'

(3 8)

Additionnons les relations (3 6)-(3 8) et tenons compte de l’identité (3.5) et des

conditions Cl et C2, on obtient
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« ?

Z Cl 1 Cl

1 Q‘ 1 ?

J(‘3'Vfdxdi.
Q’

(39)

!
(ClC4+Cl)

2

Par conséquent

+|3,iv(r„ÿ,Df;,(ûi+f3„ÿ„D|;
L2(Q,)

(3 10) X*(Q)

≤ *{||3-.-.v-llI1(Q, )

OÙ

J. _ max(c2,c,c4 +c\)
min (c0,c0J,c0c,)

Introduisons maintenant la fonction /? définie par

T

0(xl,xJ,t)= \ûdrj.

De cette dernière relation et de (3.2) on déduit que

V(*l>*2>0 ~ P(X»X2’S) fi(X\iX2’0(311)

Les relations (3.10) et (3.11) donnent

+PA+M!
+ O - 2*(T -*)f 13, W.,-xAm +l3*.ÿx'ÿ-JC>,o,]

+l3„/'«,.*,.o|L,+l3*ÿ(ï-{”C,a,]-

L\Q.)L\Q.)i2(0)

(3 12)

[P,A<2k

Si s, > 0 satisfait 2k(T - s,) =i, alors l’inégalité (3.12) entraîne que
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2

L'IQ.)

(3 13)

pour tout T - s0< s ≤ T

Si l’on pose maintenant

«<*> = il3-,..'’.it.,,., + i3.,/»«,.*..'i,ft>
On déduit de l’inégalité (3 13) que

lv4a,+I3-.4ÿ,
D’où on a

-a\s)≤ 4ka(s)

Et par conséquent

-*-(a(s)e4k’U 0(3 14)
ch

Puisque a(T) = 0, alors une intégration de l’inégalité (3.14) sur l’intervalle (5,T),

donne

a(5)t?4fa < 0(3 15)

D’où il s’ensuit de (3 15) que T = 0 presque partout dans Qr_H . La longueur 5 étant

indépendante du choix de l’origine, en procédant avec le même raisonnement, au bout d un

nombre fini de fois on montre que 41 = 0 presque partout dans Q Par conséquent, la

démonstration de la proposition est complète

Revenons à la démonstration du théorème 3 On doit montrer la validité de 1 égalité

R(L) - F. Comme F est un espace de Hilbert, l’égalité R(L) = F est vraie, si de 1 égalité
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(l.v,W)F = 3„„4'A,A + J(3I/v3,i<«,+3ÿ-'v.3ÿ<»o)<ir = 0,
Q Q

(3 16)

il s’ensuit que T = 0, co0 = 0, ou W = (T,rw0) € R(L)1 .

Si on considère un élément quelconque de D0(L), la relation (3.16) entraîne

|3v,Æv 3„„T A«* = 0
Q

D’où, en vertu de la proposition, on déduit que T = 0 Et par conséquent à partir de la

relation (3 16) on obtient

I(3,/v-3,5t3,/v3,a> = 0,
□

Puisque l’ensemble des valeurs de l’opérateur f est partout dense dans l’espace de

,t(o0Ÿ + (312<ü0)2 )dx , on a o)0 = 0 Ce qui achève la démonstrationHilbert de norme

du théorème 3
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SOLUTION FORTE D’UN PROBLEME MIXTE AVEC UNE
CONDITION NON LOCALE A POIDS POUR UNE EQUATION

PARABOLIQUE BIDIMENSIONNELLE

. Introduction

Dans le domaine Q - (0,a) x (0,Z>) * (0, 7 ) ou a < x, b < x et 7’ < x , on considère

l’équation différentielle

Qu = Ut(11)

ou la fonction p(l) vérifie les conditions

c0ÿp{t)ÿcx, p'(t)<c1, pour tout f€[0,7~]Cl.

c3 < p\t)<cA, pour tout le [0,7],C2.

et les constantes cn i = 0,1,2,3,4 sont toutes positives

A l’équation (11) on associe la condition initiale

fu = //(r,>\0) = <p(x,y),(12)

les conditions de Dirichlet

«L =°. "U=°- “U=°.(I 3)

et la condition intégrale

J xudx - 0,(14)

ou p(t),<p(x,y) e t f(x,y,l) sont des fonctions données

se basant sur une estimation à priori et sur la densité de 1 ensemble des valeurs de

l’operateur engendré par le problème considéré, on montre 1 existence et I unicité de la

solution forte du problème (1 1 )-( 1 4)
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On suppose que la fonction <p , vérifie les conditions de compatibilité de la

forme (1 3)-( 1 4), c’est-à-dire

ç>(a,y) = 0, p(x,0) = 0, , <p(x,b) = 0,

et

jx<p(x,y)dx = 0
0

2.Espaces fonctionnels associés.

introduit les espaces fonctionnelsPour l’étude du problème (11)-(1 4), on

Soit L2(Q) l’espace de Hilbert, constitué des (classes de) fonctions définiessuivants

et de carré intégrables dans Q, muni du produit scalaire défini par

(w’vW> = \uvdxdydi
Q

La norme associée est

i

>2
MUe) = )>‘2d*dydl

\Q

On désigne par L2r(Q) et L2a(Q), les espaces de Hilbert des fonctions de carré intégrables

avec poids, dont les normes associées sont respectivement

>2

IMLiw= .
vy

1

I

■ x u (JxdydtILiiQ)

Les produits scalaires dans ces deux espaces sont définis respectivement par

= (*M,V)IS(M,V) /*(C>)’
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= (*Vv)(M,V) L\Q)L\(Q)

Et soit H'p(Q) l’espace de Hilbert constitué des éléments u de l’espace L7p(Q) ayant des

dérivées généralisées du premier ordre sommables dans Q Cet espace est muni du produit

scalaire défini par

et de la norme associée

On utilise aussi les espaces avec poids sur le domaine Q = (0,a)x(0,Z>) tels que

l}p{Çï),L\(Çï), et Hp( Q), dont les définitions sont analogues à celles des espaces sur Q Par

exemple, /7ÿ,(0) est le sous espace avec poids de L2r(Q) dont la norme

HU»HU+kl*»,+NL\(Q)

est finie

On peut écrire le problème (1 1H1 4), sous la forme opérationnelle suivante

Lu - T,

où L = 7 - ( f,(p ) L’opérateur L est considéré de l’espace E dans l’espace F, où

E est l’espace de Banach de toute les fonctions u e L2a(Q) vérifiant les conditions (1.3)

et ( 1 4) et ayant la norme finie

+ ||wI(.,.,r)||Ii(û) (Q) }**+ sup
O-irÿT

'ri(O)I LUQ)

et F l’espace de Hilbert I2(Q) x H'r(Q) ayant la norme

imi; =i/i:.(e)+wi:H'ÿay

et le produit scalaire défini par
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(7,W), =(/,4%(fl) +(<P,v0)H,(O),

où <T = (f,<p)et W = (T,tü0)

Le domaine de définition I)(L) de l’opérateur L est l’ensemble de toutes les

fonctions «e/ÿ) pour lesquelles ul,ux,uy,utx,uly,ua,uyy e l}a(Q) et vérifiant les

conditions (1 3) et (14)

3. L'inégalité énergétique.

Théorème 1. Supposons que la fonction a(t) vérifie les conditions Cl, alors pour

toute fonction u e D(L), il existe une constante positive c indépendante de la solution u

telle que

IMLMMI,(3 1)

Démonstration. Multiplions scalairement l’équation (1.1) par l’opérateur intégro-

différentiel

Mu = -xiZx{Çu)-2x1p{t)ux +x3u„

3xw = ju(4,y,tW4, et
0

sur le sous domaineintégrons ensuiteoù

Qr = fix (0,7), où 0 ≤ T ≤ T, on obtient

(£u,Mu)LUo.t = |Ki;,(e, -
~(x1p(l)ul,(xuI)r)L,(g,)+ 2(p1(0xu„(xu,),)l,(g,)
+(x2p(t)3x(fr),(xux)x)

-(p(l)"yy,u,)LVQ')+2(p1{t)ux,uyy)l}(Q,y

En tenant compte des conditions (12)-(14), et en intégrant par parties chaque

terme du membre de droite de la relation (3 2), il en résulte

(32)
4 (M'KvÿxOÿ))ÿ)L\Q' )
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r b

(x2/?(O«,,(xwx)x)i2(0r) = -jjxip(t)ulux\XJ,odydt+(p(t)ux,ulx)4(2')
0 0

+ 2(X1p(t)ux,u,)l}(Q,)
(33)

-\WU) ■ + 2(P<0x\,U')ûwy,

T h

0 0

= a2\\p(t)-ux(a,y,tfL
(34)

Z.J((0,r)-(0,/>))’

r b

(x2P(03r(fr ),(*«,),
0 0

(p(t)X*U,Ux)L,(Qt) - 2(X2/K03X(#/),WX)I2(G,)

= - JJ /KO*4" 2\2l dydt +2||V/KÔ •«|[ + 4(/K/)",3x(£v)ÿ({?,)(35) 4(0')

2Jjp(/)*!» ■ 3,(£»)£”<$<<* +2||Vp(Ô '*|[4«?')
0 0

= 4||yfpU) • w||4(0')

-(pW»„«w)4(e., = (p(')»„,«A’,«.'>

n n
(36) 1

■jkfw-C.-
4(«)4(0) 2
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= -2(p2(»«, +tf\p'(,»yuC°dxd‘2
(3.7) 0 0

=\\p(ÿy(0,yttfL2((0,6)»(0,r)) *

W»„.3,(£<%«,.> =

+JJK0»A(>C
0 0

T J

dxdt
(3.8)

En substituant les égalités (3.3)-(3.8) dans (3.2), on obtient

2:

+a2||/7(0wx(a,ÿ,0|

+ |/?(0w>,(0,ÿ/)|[-

+ÿ||>/p(ô)«’,||
-2(p(t)x2ux,£u)

2

4(0)

LJ((0,fcH0,r))

L2((0.6)x(0.r))

(3.9)
4«2')

4(0)
:

+ (î/,,.£H)4(0')4(fl>

-(3x(&),£u)4(0')‘t2(er)

On estime maintenant le troisième et les trois derniers termes du membre de droite de

l’identité (3.9), à l’aide de l’inégalité de Cauchy avec e et une inégalité de type Poincaré

[73], On a

7

(«„3,m)LUç' , ≤ tue- ) +yJ*3*(£-
* 0'

dxdydt■Jx(3.10)

4(0') ’
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(311) 4(0 i\Q’y

-2(p(t)x\,£u)(3 12) 1?(Q') L\Q’)*

*f«VllL,+f°'IMlL>'
< —a* dxdydt-0&r,3x($i))4(e' ) 8

(3.13)

Si on minore le membre gauche de (3.9), alors à partir des inégalités (3.10)-(3.13)

ainsi que des conditions Cl découle l’inégalité

NIL, +«oiM'’-r)llL) +c.IK(-’4
≤ c.IHlL> +c'IHlL»+(20aI +8)H‘

+ (2aJ +2ac,+L2)||A|L,
+(2c,+c2)|KÊ.(e,+ÿ|K||’,(e.>-

4°)

4(2')
(3.14)

Soit l’inégalité élémentaire

*ÎHL,+>iL»+iKÉ(3.15) 4(2')’4(0)

La combinaison des deux inégalités (3.14) et (3.15) donne

Wl4(2')+llMlÿv’rÿ4(0) + IM-v,r4.*(Q) +H’v,rÿ4(û)

kML>+»ÿIL-LMLHkCl(B,)(3.16)

K (2')

où
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13 >32 i 3
-a 2 a +ac. +-

4 8
c2 a4

-a 2, 16a4 + —
4 5

max
2 2

k =
min

Appliquons maintenant le lemme 1 du chapitre 1 à l’inégalité (3.16), il vient

+IM IO) +K<->-rÆ}(o, +IK-’r)l!4(0)

Le membre de droite de cette dernière inégalité est indépendant de z , passons alors au

supremum par rapport à r de 0 à T,on obtient l’inégalité (3.1), avec c = 4keu ■

Proposition. L'opérateur L considéré de E dans F est fermable.

Désignons par L la fermeture de l’opérateur L , et par D(L) son domaine de

définition.

Définition. On appelle solution de l’équation

u G D(L )Eu = ( f,(p),

solution forte du problème (1.1)-(l .4).

Puisque l’opérateur L est fermable, on peut alors prolonger l’estimation (3.1) à sa

fermeture L pour obtenir

IML ≤HH,» Vw G D(L).(3.17)

De l’inégalité (3.17), on en déduit :

Corollaire 1. La solution forte du problème (1.1)-(1.4) si elle existe, elle est

unique et dépend continûment des éléments (f,(p) G F

L'ensemble des valeurs R(L) de l'opérateur L est égal à laCorollaire 2.

fermeture R(L) de R(L)

Please contact to Foxit Software for the licensed copy.

Web Site:
www.FoxitSoftware.com

Sales and Information:
Sales@FoxitSoftware.com

Techincal Support:
Support@FoxitSoftware.com



Chap 6 Solution forte d’un problème mixte avec une condition non locale_à poids pour une équation parabolique bidimensionnelle
page - 92 -

Pour assurer l’existence de la solution forte du problème (1.1)-(1 .4), on doit démontrer

que l’ensemble R(L) est dense dans l’espace Z7.

4. Existence de la solution forte.

Théorème 2. Si les conditions Cl et C2 sont satisfaites, alors pour chaque élément

f G f(Q) et (p&H'r(Çl) il existe une solution forte unique u-L ( f,q>) du problème

(1.1)-(1.4), vérifiant l 'inégalité

oit c est une constante positive indépendante de la solution u

Démonstration. On déduit de l’estimation (3 17) que la fermeture de l’opérateur L

Et puisque l’ensemble R(L) est fermé, il suffit donc deadmet un inverse continu L

démontrer que l’ensemble des valeurs R(L) de l’opérateur L est dense dans l’espace F

Pour cela, on démontre d’abord la proposition suivante

Proposition 2. Si les conditions du théorème 2 sont vérifiées, si pour une fonction

VelfiQ), on a

(A.*W) = 0’(4 1)

pour tout u G D(L) tels que tu = 0 Alors ¥ = 0 presque partout dans Q.

Démonstration. Du fait que l’égalité (4 1) est donnée pour toute fonction u G D0(L),

peut alors l’exprimer sous une forme particulière

Soit la fonction u donnée par

on

0≤t≤s,0

u(x,y,t) = < \(42) sÿtÿT
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Et soit u, solution de l’équation

x'p( t)u, = g(x,y,t),(43)

où

g(x,y,l) = J(v +*‘3,(£O-10*y(/)K, + 20x1p1(/)ux}/r(44)

Les relations (4.3) et (4 4) donnent

V = (-xip’(t)+\0xip2(t))ul -x63x(Çul)-20x2p3(t)ux -x5p(0(4.5)

Lemme. La fonction T définie jxir la relation (4 5) appartient à l’espace L1(Q) .

Démonstration du lemme. En utilisant les conditions Cl, C2 et une inégalité analogue

à l’inégalité (3 5) du chapitre I, on peut facilement démontrer que les termes

(~xip'(t)+\Ox3p2(t))ul, -xb3x(Çn,) et -20x2p3(t)ux appartiennent à L2(Q). Pour

démontrer que -x'p(t)nn €L2(Q), on utilise les opérateurs de régularisation introduits

dans [32] (lemme 9.1)

Appliquant donc les opérateurs p, et — à l’équation (4.3), on aura
dt

ô dp\t)p£x-u, +p(t)—pEx-ul =jfP£g
+ 4;[p(0PeX,ul -PcPiOx'u,]

cl

En utilisant les conditions Cl et C2, il s’ensuit de cette dernière equation que

dQ
p(t)— pcx'"r ≤ I’ +V‘*L-(Q)Ct \L2(Q)L2(Q)

fr\pÿ)pEx-u,- pEp{1)x-u\
Il CT 1 LÛ(Q)

En tenant compte des propriétés des opérateurs de régularisation utilisés, il vient
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. . ô , 2

Pi*)— PE* u,
ot

k = 3max{c22 tf'°,l}

s*kfc(<ï) + f A* P(Q))L\Q)

OÙ

Et par conséquent x''ait)un G L2(Q)

Pour continuer la démonstration de la proposition 2, on remplace la fonction ¥

donnée par sa représentation (4 5) dans la relation (4.1), il vient

-(X5W,,(/?(>K ),)û(Q) +(p(t)x4(xux)x,(p(t)u, ),)Û{Q)
+(p(t)uyy,(p(t)ul ),)4e -(x6w,,3x(£/,))iI(e)
+ (p(t)x- (xux)x ,3,(&, ))Ll(e) + (p(t)x4u ,3x(Çu, ))L>(Q}
+ 10\p(t)u, )

-10(p3(t)x2(xux )x ,u, )Û(Q)
-10(p3(t)Uyy ,u, )L>(Q) - 20(p3(t)x2ux ,u, )Û{Q)

+ 20(p4(t)(xux)x,ux)L>Q) +20(p4(t)u)y,uv)Li(e) =0.

(4.6)

Pour mettre l’identité (4 6) sous une forme plus compacte, on utilise les conditions aux

bords (1 3)-(l 4), la forme particulière de la solution u donnée par les relations (4.2)-(4.3) et

les conditions Cl, C2, et on intègre ensuite par parties chaque terme de (4.6), on obtient

= -J x5p(t)uf £dxdy + (piOx’uÿu,)Lt(gl}
a

, _ *
- y[pV) x2U,

-(x\,(p(0wf ),) L2(Q )

= X y[rt) X2U,(, ,S)(4.7)
2 /2(0' )z2(O)
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T b

= )'\xxa0‘tydt-(pxiux,(pucx ),)L>(Qi)
4 0

-4(p(t)x4ux,(pul ),)l}(Qi)

- J p2 (t)xiuxiitx[ T
dxdy + (p(t)pV)x5ux,utx )£l(ft)

4jp2(/)x4MxW,|'ÿÿ
a

(p(t)x\xux)xAp(t)u, ),)£2<G)

23

= />(0*X
L2(Q.) °

+ 4(/?2(/)XX,W,)/-2(e,)

+ 4(p{t)p\t)x*ux,ul) Q,)

|22

+
n L II

5

T\MOp'(t)+ P2(t))x2ux

+2\\p\t)mtfÿdydt-%\p(t)u§l}g{Q) +4(p(0p,(0ÿ4"x»Mf)t*(a)

= P(0*X
li2(G,)t2(ft)

0 4

|2|22 533 1 -kpp”+p'2)*2ux\+ ~ ylP(t)p'(T) x2Ux(.,.,T

+ 4{p{t)p\t)xAux,ut)l}(Qy

= P(0*X(4.8)

Li(Q,)

T ° y=f>

(p(t)u„Ap(t)u, ),)L, = jJ P(t)x'uy(p(l)«,),[;odxdt -(puy,(pu„), )ü(a)
a<

J 0

= -J p 2 dxdy +||/>('K.||
o

'

+(PP'»„,«,)LUBl)(4.9) LUQ,)

(x*»„3I(ÿ,))1,(e)=|||xî3,($/,)|
IjJx!(3,($/,))2|';ÿ' = f||*J3,(ÿ,)|[1(Bi),

ï 0

!

I2«?,)

(4 10)

(p(/)x’(*<0,.3,(£".))t>(el = -W)x’u” 3*

î 0

= -(/K0*?Wx>Mr)

(4.11)

~5(p(t)x Mx»-ÿx(ÿMi ))L2(Q,)’L\Q.)
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7

(/KO*4Uyy ,3X(4V, ))Û(Q) = jJ p(t)x*uy ■ 3X (Çu,iÿdxdt- (px4uy,3X ))Li(Q )
s 0

= ~<P(*)X4Vy,3A&*))i?(a,y
(412)

-\0(p\l)x1(xux)x,ul)Ll(Q) = 20(p3(Ox2ux,u,)Li(Qi) +10(p3(/K,t/J
r 6

10jjp3(0*3",wr[i„ÿ
a 0

= 5J p3(0*3Càxdy-1 + 20(/>3(/)x2wx,i/, )i>(Cr)
o

+ 20(/?3(0x2ux ,u, )Ll -15||p(0V? •

(4 13)

|23

= 5/72(T)(Owx(.,.,n Uto,)’
1ÿ(0)

T a

-\0(p\t)xu„,u,)l}ÿ=\0(p\t)uy,uv)ûÿ-\0[}p\t)xuyu\rÿdxdt
I 0

= 5jpJ(/K|"ÿ-15||/>(/)Vp7«y[
Q

1 ««,(.,..rj -i5||p(0>/p'-"y||
ILl(O)

(4.14)

2

= 5/> 0<&>’

r 6

20(p4(0<*»,)»Ot.(e, = iofj/>‘(/)K)2|~<**
j 0

=10a2||p2(r)«,(aÿ,r)|[, ,
(4.15)

T a

20(p*(»«„,«JL,(e) = -2(KP'OKÿW,

= -io]]p,(t)«1y\™dydt
s 0

= \c\\p2(t)"y(0,y,4L
(4.16)

tJ((o,6)«(j,r))
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La substitution des inégalités (4 7)-(4 16) dans (4.6) donne

22 31 '
+ 2||/KfK||- x2p(s)u,( ,.,s) + 5\p2ux(,,T) 4(a)

4(0)4(0)
22

j 3

+“ yfpFÿUÿJ)
4(a) 1

4|lÆ?«,(.,-.r)|[,(Q)

23 5

+ p(t)x2ulx+ 5\p2(T)uy(.,.,T)
4(0)4<o)

2

4<a)

+ io||p!(0»,(0>>',o|[+ \Oa2\p!(t)uJa,y,t)f 4((oÿ>)*o.r))4«o,6)'( j.r »
25 +ÿ|(BP'+P'2K||1 2

= (p(0Jf4My,3,(4w(K))ti(ej) +
2 4<a>l4<a)

2<

+ (PP" + P,2)X2UX

+ 5(p(0x!«„3,(4», ))t,(a| + 15||pV7 ■ «,[, + 15||PV7- »,f

+ (/?X7Wx,W,)4(p(t)p'(t)x4ux,ul)[} 4(a)(a>
4(a)

2

4<a)(4 17)

En vertu de l’inégalité de Cauchy avec £ , de l’inégalité de Friedrichs , et de

l’inégalité

(3,(»,))’ dxdydt < 16a2 j x'u*dxd)dt,
Q,l

les premier, quatrième, sixième et septième termes du membre de droite de l’inégalité (4.17)

peuvent être estimés de la manière suivante :

2
1 - II"(p{t)X1Ux,U,)l}(Qÿ- yfpU)-X2ul + Y|>/P(Ô-*2I4(4 18)

4(a>4<a>

23 ’

+ 2||Vÿ||- 4(p(t)p\t)xAux,u, )LhQ )
< 2 ■ x2u,(4.19) 4(a)’

4(a)

4(8.» +il*0"*!!(P(0»C4“y.3,(Ç«iy ))tl(e , ≤ «"’IKlll 4(a)’(4 20)
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2
5a5(p(/)r\,3t(£v,))L2(C>t) ≤y P«)x2ux(4.21)

’2(Q.)

Si maintenant on néglige les deux derniers termes du membre de gauche de

l’inégalité (4 17), on utilise les conditions Cl et C2 et on combine les inégalités (4.18)-

(4 21) et l’inégalité (4.17), on obtient

2

+k(.,.nCx2ut(.,.,s) l2„(0)
L2(0)

22 5

+IK<-7i + x2ux(,,T)+ x2utxLUQ)
(4.22) r2(0)L2(Q.)

+|k(v,;n|L1

I LliQ.) 1-1(0)
225

+IK lltiie,>+’+IKt,e,,+IKl< c x2ut L\(Q.)
L2(Q,)JL2(Q,)

OU

j ,15c,2c2 + 2C,C2>ÿ-,15C,2C2_ C. c.c. cl a cx Sac
~L + 2c.c7 + --1 , -L 4 + — + + -

2 1 2 2 2 2 2
C2max

c =
min

On observe que la constante c dans l’inégalité (4.22) ne dépend pas de s,

cependant, la solution u dans cette même estimation dépend de 5 Pour éviter cette difficulté

on introduit la fonction /? définie par la formule :

T

fi(x,y,t) = jVc/r

De laquelle on déduit

u(x,y,t)= fi(x,y,s)- fi(x,y,t),

et on a
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i2 i25 S

+IKIL.,+Ikll >

F2"». +\\x2ut(x,y,s)\LUQ.)
IlLHQ.) IILJ(0)

I2s
+||A(wf=(Q)+ (1-2C(7’-J)J x2/?x(x,.y,s)

llz,J(n)

+1Py(X,y,sf(4.23)
4(°)

I2I2 J5

≤ 2c ||x2/?x(x,.y,0|| +||Æ(ÿÿ0Ê +F“.4(0.)
Iÿte.)

4(6.)

Si 50 > 0 satisfait 1 = 4c(T-s0), alors (4.23) implique

i2i25

+Kt«,+Iÿt«)+|*ÏA(WÎ|
+|A,(W)£I<Q>

F".. lli2(0)4(6.)

+\\px(x,y,s)t4(«)

i2î

+Iÿ,(v4 + X2W,(.,.,$)(4.24) 4(°) lz.2(0)
I2I2 35

<4C X2y0x(x,>-,/)
11ÿ(6.)liJ(e,)

4(ej r

pour tout 5 e [7,-s0,7’].

Maintenant si on note le membre de droite de l’inégalité (4.24) par 4ca(s), on obtient

donc

i2s +Kt(a,+Wl(e,rfs4c“W-\x2ulx\
1ÿ(6.)

D’où on a

— (a(s)exp(4cs))< 0(4.25) ds
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Puisque a(T)= 0, une intégration de (4.25) sur l’intervalle (s,T) donne

(426) a(s)exp(4cs) < 0 .

L’inégalité (4.26) implique que T = 0 presque partout dans QT_,o La longueur s0 est

indépendante du choix de l’origine, on procédant de la même manière, pas par pas, on montre

que T = 0 presque partout dans Q Cela achève la démonstration de la proposition 2.

Pour continuer la démonstration du théorème 2, on doit montrer que l’ensemble des

valeurs de l’opérateur L coïncide avec l’espace F Mais comme F est un espace de Hilbert,

l’égalité R(L) = F est vraie si de la relation

(A, +(*»,<»o)„.(o) = 0,(4.27)

où u est dans F et (T,ÿ) G F , il s’ensuit que ¥ = 0 et co0 = 0.

En posant u E D0(L) dans l’égalité (4.27), on obtient

V«e £>„<!).

D’où, en vertu de la proposition 2, on déduit que NP = 0. Et par conséquent, (4.27) devient

Puisque l’ensemble des valeurs de l’opérateur de trace î est partout dense dans

l’espace H'r(Q) , alors de (4.28), on déduit que co0 = 0. Ce qui achève la démonstration du

Vw G D(L).= 0(4 28)

théorème 2.
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Conclusion Générale

Cette thèse est vouée à l’étude de l’existence, l’unicité et la dépendance continue par

rapport aux données de la solution de quelques problèmes mixtes avec conditions non locales

appelées également conditions intégrales La méthode des inégalités de l’énergie utilisée ici,

apparaît comme parmi les plus efficaces et innovatrices pour l’étude de types des problèmes

considérés

Un cadre fonctionnel convenable de solutions est adapté à chaque problème étudié. On

a choisi des espaces dont la topologie est définie par une norme ( tout particulièrement des

espaces de Banach et de Hilbert)

La méthode des estimations à priori est développée pour un nouveau type de

problèmes mixtes avec conditions intégrales dans une structure multi-dimmensionnelle. Lors

de l’étude de ces problèmes, les difficultés rencontrées sont principalement dû aux

singularités des coefficients, d’où la difficultés du choix des multiplicateurs pour

l’établissement des inégalités de l’énergie ainsi que la densité de l’ensemble des images des

opérateurs engendrés par les problèmes considérés.

Bien que la démonstration de l’existence, l’unicité et la dépendance continue par

rapport aux données des problèmes étudiés sont réalisées, il reste encore quelques questions

ouvertes ayant trait aux points suivants :

• Il serait très utile de pouvoir passer aux cas des conditions aux limites non homogènes

dans les problèmes traités dans les chapitres II, III, IV, et VI.

• Il apparaît aussi intéressant d’utiliser la méthode des estimations à priori pour obtenir des

résultats pour le même type de conditions utilisées dans cette thèse pour des équations

semi-linéaires, quasi-linéaires et non linéares
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