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Résumé général

On établit la controlabilité exacte interne et frontiére de I’équation des ondes dans
des structures dépendant de petits paramétres. On utilise la méthode H.U.M, ensuite on

étudie le comportement des systémes quand ces paramétres tendent vers zéro.
Abstract

We establish the local and boundary exact controllability of the wave equatien of
structures depending upon small parameters.We use the H. U. M. method, afterwards

we study the behaviour of such systems when these parameters tend to zero.



Introduction générale

Le probléme de la contrélabilité exacte par la méthode H. U. M & été introduit par
J. L .Lions dans [1] .Il étudie deux types de controlabilité exacte, le premier est un
probléme de controlabilité exacte avec un controéle frontiére, ou il considére I’équation
des ondes y’ — Ay = 0 dans Q = Qx |0,T[ avec des conditions initiales y(0) = 7°
, ¥'(0) = y! dans Q et un controle de type Dirichlet y = v ou un controle de type
Newmann % = v sur la frontiére du domaine. €. étant un ouvert borné de R" de
frontiére suffisament réguliére et T un réel strictement positif .

La formulation du probléme de la controlabilité exacte du systéme donné est la suiv-
ante :

Etant donné un temps T > 0 et des conditions initiales (y° , 4! ) convenables ,existe-
t-il un controle v tel que la solution y = y(v) du systéme donné satisfasse la condition
y(T') =y (T") =0 autrement dit, il s’agit d’ étudier 1'éxistence d’un controle v qui
rameéne le systéme a I’état d’équilibre (0,0) au temps T > 0

Le deuxiéme type de probléme est la controlabilité exacte avec un controle interne,
c’est a dire il considére I’ équation y” — Ay = v dans @ = Q2x]0, T

la fonction v est le controle du systéme, il s’agit d’ un controéle agissant dans ).

dans [2] , J .L. Lions a examiné le cas des perturbations de domaines et particuliére-
ment les domaines perforés de petits trous arrangés de maniere périodique en faisant des
calculs formels. Une théorie plus compléte et plus élaborée a été donnée par D. Cioranescu

et P. Donato dans [4] pour un controle interne et D. Cioranescu et

M. Vaninathan pour un controle frontiére dans [12]

La premiére partie de cette thése a été motivée par les travaux de D. Cioranescu et
P. Donato (cf. [4] )

Nous considérons 1’équation des ondes avec un domaine tridimensionnel, périodique
dans le sens de x3,de période ¢ et formé par des barres d’épaisseur e 0(cf. figure 1) et

donc pour travailler dans un domaine fixe, on doit le dilaté dans le sens de x;et x5 et ceci



nous fait apparaitre des termes en e 2et ¢~ 'dans le systéme.

Nous commencgons par appliquer la méthode H.U.M pour étudier la controlabilité
exacte du systéme aprés dilatation. Ensuite, etant donné que notre probleme comporte
deux petits paramétres € et 6 nous faisons tendre I'un aprés l'autre, ces paramétres vers
zéro en commencant par € et la on utilise en plus des techniques d’homogénéisation .

La seconde partie de cette thése porte sur la controlabilité exacte frontiere de ’équa-
tion des ondes avec un domaine tridimensionnel de faible épaisseur dans deux directions
(cf. figure 2)

Nous utilisons la méthode H.U.M pour étudier la controlabilité exacte du systeme,
ensuite nous faisons tendre le paramétre o vers zéro et nous démontrons que la suite des
controles exactes converge faiblement vers le controle exacte du systéme limite unidimen-

sionnel obtenu.



Premiére partie

Etude de la controlabilité exacte interne
d’une structure périodique, perforée et

élancée.






Résumé

Nous étudions la controlabilité exacte interne d’une structure tridimentionnelle péri-
odique dans le sens de x3 . La taille de la période est de l'ordre e,cette structure est
formée par des barres d’épaisseur € 9 dans un premier temps, on établit par la méthode
H.U.M de J.L.Lions , 'existence du controle exact ;ensuite nous faisons tendre I'un apres
Pautre les deux parameétres vers zéro.On commence par faire tendre € vers zéro et on
montre que la suite des controles converge faiblement vers une fonction qui est le controle
exact du systéme homogéneisé unidimentionnel.Enfin ,nous faisons tendre le parameétre
représentant 1’épaisseur des barres ,vers zéro et nous établissons que la limite du controle

exact est le controle exact du systéme limite.
Abstract

We study the exact local controllability of a periodical tridimensional structure in the
sens of xs.

The size of the period is of order ¢, the structure is composed of barres of thickness €

By using the J. L. Lions, H. U. M. method we establish the existence of the exact
control, then we successively make both parameters tend to zero.For the € case we show
that ; the sequence of controls weakly converges to a function representing the exact
control of the homogenized one dimensional system .And for the thickness parameter of
the barres as this latter approaches zero, we establish that the limit of the exact control

is the exact control of the limit system



Introduction

D Cioranescu et P. Donato dans [4], ont traité le probléme de la controlabilitéexacte

interne de I’équation des ondes avec un domaine ). obtenu a partir d’'un ouvert €2 en
retirant une famille de sous-ensembles petits d’ordre € et arrangés de maniére périodique,
autrement dit, un ouvert {2 avec des trous de taille €. {2 étant un ouvert borné et régulié
de R™. Il on appliqué la méthode H.U.M de J. L. Lions et puis étudier le comportement
du systeme lorsque € tent vers zéro.

Dans cette partie, on considére le domaine w?; décrit par la figure 1, il est contenu
dans louvert w, =Jo, €[x]0, €[x]0, L[ et est formé de barres vérticales et horizontales d’
épaisseur ed et disposées d’'une fagon périodique dans le sens de x3. € et ¢ sont deux
petits paramétres déstinés a tendre vers zéro,l'un aprés 'autre et L désigne un nombre
réel quelonque srtictement positif.

Pour commencer, nous allons nous ramener & un domaine fixe en faissant la transfor-
mation suivante :

(T1, 72, 73) € W5 — (21,22, 23) €
ou l'on a posé
Zo =", a€{l,2}
3 = I3

Avec tout cela, le probléme a résoudre devient un systéme avec des termes en e ! et
€ 2.

L’objet de ce travail est d’étudier la controlabilité exacte interne du systéme dilaté et
décrire son comportement quand € et § tendent vers zéro succesivement. La présentation
de cette étude est la suivante :

-Dans le chapitre 1, nous démontrons un résultat d’existence et d’ unicité de la solution
du systeme donné.

Dans le chapitre 2, nous utilisons la méthode H.U.M pour établir un résultat de

controlabilité exacte du systeme.



Dans le chapitre 3, nous étudions le comportement asymptotique de la solution quand
e tend vers zéro, § étant fixe en utilisant des techniques de [3] et [4]. On obtient le probléme
homogénéisé qui est un systéme unidimentionnel.

Dans le chapitre 4, nous étudions le comportement du controle quand ¢ tend vers
zéro, ¢ étant fixe.

Dans le chapitre 5, nous montrons que la limite du controle est le controle exact du
probléme homogénéisé.

Dans le chapitre 6, nous faisons tendre  vers zéro dans le probléme homogénéisé et
nous démontrons que la suite du controle exact donné par H.U.M converge faiblement

vers le controle exact du systeme limite.
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Chapitre 1

Position du probléme

On se donne le domaine perforé décrit par la figure 1
&

FIGURE 1
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Il est contenu dans ’'ouvert.
we =10,e[ x ]0,e[ x |0, L] .

Soit Y = (]0,1[)®; alors on désigne par Yy (resp w?s) la partie de Y (resp de w,)
occupée par le matériau.

On considére le systéme suivant

( ys — (%_ (aij%y_g) =0 dans wis x 10,77
Yes = 0 sur w:};O x 10, T
(1-1) a?ci (az‘j%y_;;) vi=0 sur Vs % 10,17
.(0) = 1f, dans e
| v,(0) =y, dans g

*,0

N *,0 . * . ) N 3 _ * *
ot w} est la partie de w; qui touche le sol, c’est a dire pour x3 = 0 et %5 = Owls —wy .

T désigne un nombre réel quelconque strictement positif et v = (v;, i = 1,2,3) est la
normale exterieure a v%;. € est la taille de la période, ¢ est I'épaisseur des barres ces deux
petits paramétres sont destinés & tendre vers zéro séparement.

Dans tout le travail, nous utilisons de fagon systématique la convention de sommation

sur les indices répétés.

On suppose que les coefficients a,;,1 < 4,7 < 3 verifient
(1-2) a;; consants, a;; = aj;

(1-3) Im > 05 a€€; > meE  VE=(§) €RP

Maintenant, nous allons nous ramener & un domaine fixe en le dilatant dans le sens de

x1, o et ceci grace au changement de variables suivant

(1_4) (x17$27$3) — (21 =—y,%=—,23= $3)



Alors le systéme (1-1) devient

(

uls + Acsties = 0 dans  Q x]0,T]

Ues =0 sur Q0 % 10,7

(1-75) (,;9%:55 =0 sur [es x 10,77
Ues (0) = uly dans O
| w5 (0) = uls dans

. . ) 0
ou ", Q’E"(;O, I'.s sont respectivement les transformés de w*;, w’y, 7%, par ce changement

de variables, et

(1-06) Ues(21, 22, 23) = Yes (1, T2, T3)
02 0? 0? o?
1-7 A =— | %, 0, LA
=7 ’ {5 B radzs | 020z T C 00z P02
0 0 0
-8 = | e " tiam— + Giag— | T
( ) QVay (6 ! 0za e 82’3) !
Dans tout ce qui suit, les indices «, # varient dans ’ensemble {1,2}
Posons
(1-9) Vs ={ue H () ;u=0sur Q:;;O}

On munit V.5 de la norme

_ Ou.s Ou B OQu.s5 a0z Oues 2
1-10 2 _ 2 N € Eu 9 1 N g0 U eo ue d
( ) |u56|€6 / [5 Aogp aza azﬂ + 28 aa3a 823 aza + ass 823 z
Qs

et du produit scalaire correspondant.

Alors on a le

13



Théréme 1.1

On suppose que les données initiales uls et uls vérifient

(1-11) uls € Vis et uls € L? (QF)

et donc le systéme (1.5) possédent une et une seule solution u.s telle que
(1-12) ues € C([0,T); Vas) N CH[0, T; L*(925))

Preuve
On va utiliser le Théoréme de Hille-Yosida (voir[8]) qui consiste & :

Si on considére le probléme

@ Au=0 sur [0, +o0[

(*)
u(0) = ug

avec A un opérateur linéaire non borné
A:9D(A) C H— H (H un espace de Hilbert)

vérifiant :

1- A monotone c’est a dire
(Av,v) > 0,Vv € D(A)

2Vfe H, Ju e D(A) telle que u + Au = f
Alors pour tout uy € ®(.A), il existe une fonction u, solution de (x)
et u € C([0,+o0[, H)NC ([0, +00[,D(A)).

On veut écrire le systéme (1-5) sous la forme (x), pour cela posons

U56 = (UE(;,U;(;)

14



et

U, 505 = (U857 U;(s)

et A.s I'opérateur
(1—-13) As V€5><L2(Q:5) — 65><LQ( )

(u657 Uéé) — A€5 (u€67 U€5) - (_UscSa Aséusé)

avec son domaine

(1-—14) D(Azs) = {(ues, ves) € Vs x L2(Qy);
Ju,
A sUzs € L2(Q:5) ot 220 _ () gur I'.s x ]O,T[}
V-AE(S
Pour pouvoir appliquer le Théoréme de Hille-Yosida.
Commengons par prendre (uls, uls) € D(As).
Ainsi le systéme (1-5) deviant
's+ AsUs =0 dans 0,7
(1 _ 15) 5 dYed ] [
Ues (O) - Usoé
et donc il suffit de démontrer que
1-A_s est monotone
(1 - 16) \ (u557 Usé) € Q(Aeé) (-Asé <u567 'Usé) ) (u86> UE‘S))VE(SXLZ(Q;;) 2 0

rappelons que Vs X L?(Q;) est muni du produit scalaire

(U51§7 Uf&) = (Ui-& Uga) v, 1 (U;& vf(;) L2(Q)

15



ol

1 2

U u
1 ed T2 €d
U55 - ﬂUs(S - 9
Ues Ues

1 2 1 2 2/ 0O)*
Ugsy Ugs S ‘/85 et Uess Ves €L (Qaé)

alors
(1 - 17) (Asé (Uséa Ueé) ) <u657 UE5))I@5><L2(925) = (<_UE57 A€5u€5) ) (u€5’ U65))V€5 xL2(5)
= - (v€57 usé)VEé + <A55u557 U€5)L2(Q:§)
= — / (Aagua;.’l}g(;) dz + / (Aggugg.?}) dz
Q% Q%
=0
car

(1 — 18) /Q AssUes Vesdz = (Uaéa Uaé)vs(;

<
aprés une intégration par partie, le terme sur le bord est nul parce que (us, ve5) € D (Azs).

2-montrons que V (f, g) € Vos X L*(Q), il existe (ues, v-s) € D(Azs) tel que

(1 - 19) (u€57 U55)+~A55 (u€57 Usé) = (f7 g)
grace a la définition (1.13), de 'opérateur A.s, (1-19) devient

Uss — Ves =
(1 - 20) s =]

A56u56 + Vs = g
d’ot 'on déduit
(1 - 21) A56u56+u55 = g+f = F7 Ues € ©<A55)

16



Remarquons que (1-21) est une équation elliptique dont le second terme est dans L2(£2%;).
par conséquant une formulation variationnelle classique et le Théoréme de Lax miligram
nous donne 'existance d’une seule solution de (1-21) (voir [8]). Ayant ainssi obtenu wu.s
on obtient v.s en utilisant la premiére équation de (1-20).

En autre (1-20)3 nous permet d’affimer que A.su.s € L2(QF5) ; donc (ues, ves) € D(Ass).
Nous avons demontré le Théoréme (1.1) pour des données initiales u%; et ul; satisfaisant
(ul, uls) € D(Ass). Maintenant nous supposons que ul; et uls vérifient (1-11).
L’opérateur A.; étant maximal monotone, alors D (A.s) est dense dans V.5 x L*(Q;),
alors un simple argument de densité permet de conclure que sous I’hypothese (1-11), le
systéme (1-5) posséde une solution unique ..

Toujours le Théoreme de Hille Yosida nous donne que
(u€(57 ulsé) S C ([07 T[ ; @<A55>>ﬂ01 ([07 T[ ) ‘/65 X L2( :6))

d’ou (1-12).Ceci achéve la preuve du Théoréme 1.1.

Lemme 1.2

Soit .5 solution du systéme

pis + Acstpes = 0 dans 25 %< 10,17
0.5 =0 dans Q5 % 10, T
(1-22) B =0 sur s x 0,7
Pes (0) = ¢l dans o
L L5 (0) = 9is dans e

*

alors lorsque (0%, pls) appartient a L*(25) x Vs, la solution .5 de (1-22) est dans

C ([0, 7], L*(Qx)) N C* ([0, T], VL) et vérifie

(=23 er |5 5,y Ikl | < Neeslingomsunqan,)) < e |65l s,y + lekl5,, |

17



ol ¢1,co sont deuz constantes strictement positives indépendante de ¢ et V. est le dual
de V.5 donné par (1-9).

Preuve.
Dans [2], la démonstration est faite dans le cas d’un ouvert €2 borné de R". Reste a voir
que les constantes ¢; et ¢y ne dépendent pas de . Pour cela voir la preuve du Lemme
(6-2) faite dans notre cas. m

Remarque 1-3

i , .
La norme définie sur lespace V_ verifie

||u65||H1(Q:6) S c |u€6|€5

(¢ constante positive indépendante de € et 0)

en effet, 'hypothése (1.3) et la définition (1.10), nous donne

auaé
823

—1 8”&6

2 2
8u55
g
822

0%

2
L2 (o )]

|u€5|55 =m [H ‘
L2( Q*

L2(Q%;)

d’autre part, on remarque que si € — 0, alors e~ 1 =1

et donc

2 2
|u55|55 Z m Hvu€5H ((L2(Q*§))3

d’autre part on a :
Vs, uzs = 0 sur QZ;;O
el 2z, < ellVull

L2(Qr )]

ot ¢ est une constante indépendante de ¢ et 0 (pour la démonstration voir [5])

18



d’ot l'on déduit
2 2 2 2
||U66||H1(Q;6) = ||U65||L2(Q;5)+||VU55||L2(Q;5)3 <C ||Vu55||[L2(Q:5)]3

et par conségent

/m
Uyl = VM ||Vu55||[L2(Q;§)}3 > ’ ||U66||H1(Q;5)

19



Chapitre 2

Etude de la controbilité exacte du

systeme

Cette étude .est guidée par la Méthode d’Unicité Hilbertien H.U.M indtroduite par
J.L.LIONS dans [1].
Alors on a le théoréme suivant

Théoréme 2.1
Soit (wl,wls) € Vg x L* (QZ5). Alors il existe un contréle v.s € L* (0, T; L? () tel

que st wes est la solution du systéme

(
wls + AcsWes = Ves dans Q5 x 0,77
Wes =0 sur Q5 % 10,77
(2—1) gwﬁ =0 sur L5 x 10, T7.
wes (0) = w dans Qs
| wis (0) = wls dans Qs

On a

VT >0, wes (T) =wls (T) =0 dans Q.

20



Preuve.

Nous allons & présent mettre en oeuvre la méthode de Hilbertienne H.U.M. Introduisons

.5 solution du systeme homogene

(ot Asip = 0 dans 0%, % 10,77

0.5 =0 sur QY x 10,7

(2 —2) BWTZ =0 sur .5 x0,T].
Pes (0) = 025 dans Qs
L w5 (0) = s dans Qz

Et s solution du systéme rétrograde

( Vis + Acsthes = —us dans Q%5 x 10, T7T.
s =0 sur Q5 x 0,77
(2 —3) (,fwT&& =0 sur T x 10,77
e (T) =0 dans 0
L Ve (T) =0 dans Qs

Posons
(2—4) Fes = LQ( )XV, Fls = LQ( 25)x Vs,

Ot I'on n’identifie pas F5 & son dual.

Définisons

(802& SOis) — Ags (‘Pga» @;5) = (1//55 (0), =15 (0))

21



Multiplions (2.3), par ¢.; solution de (2.2), on aura

T T T
/ / wg&%&dwt*’/ / Aez?waé‘(psédZdt = _/ / 9055.@55d2dt.
25 /0 A Qs Jo

On intégre par partie par rapport a z, on trouve

T T
" _ s 0V_s @
2_6 ) dzdt 2 N ed Yed 2 N ed ¥ed
( ) /:5/0' weé Pes2 +/(;26/0' |;€ Qap 825 aza + 2043 823 aZa

T
+a336¢55 ‘Pﬂ?] dzdt = — / / 2sdzdt.
55 J0

823 823

Le terme sur le bord est nul grace a (2.2), et (2.3);.

Donc, en utilisant une deuxieme fois 'integration par partie par rapport & z, ona

T T T
@-n [ [ lseadzare [ [ vgdapgdza—— [ [ e
Q5 J0 570 5 /0

de méme, l'intégrale sur 0€2%; est nulle grace a (2.3), et (2.2),.

D’ou, en utilisant (2.2), , on obtient

T T ) T
(2 - 8) / / %5%56526#—/ / Vo5 pesdzdlt = —/ / 90§5d2dt,
Q5 J0 570 Q75 J0

ou encore
T ) T
(2 - 9) / / (@/),5/59055‘1‘1?;580’55—Wsa‘ﬂ/s&—@baa%a)dwt = _/ / gpi;dzdt
Q:, Jo oz, Jo
soit
T ! ! 1 ! T
(2 - 10) / / [(%5%5) - (%5%5) } dzdt = —/ / ‘P?&dZdt
2570 Q75 J0

22



grace & (2.3), et (2.3), et une intégration par partie par rapport a t on aura

(2—11) /Q

ed

[0s0)6s0) + s 0)] 2 = [ [ gtz

(2.2)4et (2.2)5 donnent

T
2-12) [ (O s O etiz == [ [

<5 2570
Soit encore

, T

R R e I e

Qs Q7 J0
Gréce a (2.4) on aura

T
(2—14) <A56(8025780;5)7(8025780;5)>:/Q*/O SﬁgadZdt-
s

et donc on définit une norme sur F_s par

T 3
(2-15) ||<¢25,¢;5>||F55:< | WgadZdt> sl
ed

une application du lemme (1.2), soit

(2-16) « [Hwi’allig(%) + || ks ] 3/5] < ||3056||22(0,T;L2(Q:5)) < c [H‘P&Hiz(ggé) + HSO;(SH?/J

donne

1
2-17) k| (02s 02s) ||, < (D905 026) (0055 026)) % < hea || (025, 02)]| 1,

23



ou

<A56(90257 9025)7 (80857 90§5)>
R (AN

2-18) ki ||(©%, ©ls) < ko ||(25, k)]

Fes

par conséquent

(2— 19) Fy H(‘Pgaa 90;5)

Fls < HAS(S(QDS&(P;&)“FE’(; < ko H(Spgé’(p;é)’ F.s

d’ott 'on déduit que A5 est un isomorphisme de F sur F;S uniformement par rapport
acetd.

’ , .
comme (w;, —wl) € F_, I'équation

(2 —20) A65(80257 90;5) = (wsl5a —wg(;)

posséde une et une seule solution dans F, et compte tenu de la définition de A5, on a

0) = w!
(2 . 21) 77Z)66( ) €d
wsd(o) = w25

alors, si on a choisi v.s = —¢__, on remarque que 9_s est solution de (2.1). Mais ce systéme

n’admettant qu’une solution unique, a savoir w.s, I’on a par conséquent

(2-22) ¢ =wa

par suite

!

(2 —23) Wes(T) = w_s(T) = 0 dans Q7

ce qui acheéve la preuve du Théoréme 2.1 m

24



Chapitre 3

Comportement asymptotique du
systéme quand ¢ tend vers zéro :

homogénéisation

Pour la suite du travail, nous aurons besoin des deux lemmes suivants
Lemme : 3.1 (cf. [3])

Pour tout € > 0, il existe un opérateur de prolongement
Q= € L(H"(Q:), H*(Q))(k = 0,1)

vérifiant pour tout u € H* ()
1. Q:u=wu dans Q., Yu € H' ()

2. | Qeull 20y < cllull 2,
3. IVQ:ull ey < cllVullipaqy

c est une constante indépendante de ¢

Lemme 3-2 (cf. [3])
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Pour tout € > 0, il existe un opérateur de prolongement
P.€ L(L*®(0,T; H*(Q.)),L®0,T;L*(Q.)) (k =0,1)

vérifiant pour tout w € L> (0,T; H'(2.)),u’ € L™ (0,T; L*(€.))
1. Pou =wu dans Q.x]0,T.

2. P.(v') = (P.u) dans Q x]0,T].

3. NPeull poo o 220y < €l oo rocon)
4. |VF. (U)”Looo,T;(LZ(Q))N <c ||vu||L°°(0,T;(L2(Qg))N
5. HPEU,HLOO(O,T;(LQ(Q))) <c HU,HLOO(O,T;(L?(QE))

ol ¢ est une constante pisitive indépendante de £ on a alors le
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Théoréme 3-1
On supose que les données initiales uls, uls vérifiant
|5 < c6° et 105 — u§ dans Hy(Y) faible

3-1)
||u;5||L2(Q*5) < cb? et il — u} dans L*(SY) faible

ot le ~ désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie dans (25 et c est une
constante positive indépendante de ¢ et 9.

Alors quand ¢ — 0 avec ¢ fixe, on a

PesUes — us  dans L>®(0,T; HY(Q)) faible *.

(3-2)
pesuls — ul  dans  L>®(0,T;L*(Q)) faible .

ou

(3 —3) wus est une fonction indépendante de z; et zy et solution du systéme homogéneisé.

( Ja
V5] ug — 5% (%-g—;f) =0 dans 10, L[ x 10,77
us (0) =us (L) =0 dans 10,7
(3 - 4) o)
us (0) = 2 dans )0, L[
é
=1
\ us (0) = uj dans )0, L[
avec
(3-95) V5| = 86" (1—4)

1,1
(3—06) Uy = / / ugdzidzy
0 Jo

le coefficient homogéneisé est donné par

0
(3=7) qs = / a3ja_ (—X6 + y3) dy
Yy Yj

27



ot x° est solution de

0? —x5+y3 *
il =0 dans ;
(16
(3 - 8) aijd(g—yjyg’)ni =0 sur BNY;;*

X° périodique en ys et de moyenne nulle.

Preuve
On commence par chercher l’énergie du systéme (1-5) pour cela on multiplie (1-5);

par ulg et on intégre, on aura

T T
(3—-9) / / uls. u55dzdt+/ / Acses ulgdzdt =0
0 <5 0 9

ou

T
(3 —10) / / (u'5)* dzdt—I—/ / Agsues.ulgdzdt =0
5 o Jar,

on intégre par partie par rapport a z, on aura

T Ougs OuLg
—11) 2 2 e
3 / /* 55) dZdt+/0 /:5 {8 Gop 825 0z “f‘

!/ !/
1 Ougs Ouls 4 Ougs Ouls Oues Ouls
dzy O S P R
23 Ozqy Za 0UZ3 23 0Uz3

} dzdt =0

le terme sur le bord est nul gace a (1-5)y et (1-5)s.

Soit encore

T 1 d ou 5 ou 5
—12 - e W e
3 ) /0 2 /;5 dt tzs) dZdt+/ / 2dt { Gap 0zp 024 +

2
_’_26—1aa38u85% + ass (%) ] dzdt =0

0z3 0%a 0232
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car a;j = aj;, alors, si on pose

1 .2 1 5 Ougs Ougs
(3 —13) E(t) = / (uls) dz—i—2 / [5 Gag— . +
QE(S Qeé ﬁ

2
4971 Oues Ous + ass <8Ua(5> ] dz

00%]
* 023 0z4 0232

on obtient

(3— 14) / ' %E(t)dt 0
et donc
(3 —15) E(T) = E(0)

alors, on remarque qu’on a conservation de I’énergie et par conséquent, grace a (1-10),

12 2 8u25 8u25
[/ s (v dz+/ : (8 Dz 02

on a

en utilisant (3-1), on aura
3-17)  E(0)<c

ou dans toute la démonstration de ce Théoréme c est une constante indépendante de ¢
mais qui dépend de 4.
(3-13), (3-15) et (3-16) donnent :

2
(3-18)  lslagar) <©
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(3-19)  JuslZ5<ec

il decoule de (3-18) et (3-19) et la remarque (1-3), que
(3 —20) Hu/séuioo(o,T;L2(Q;5)) <c

2
B=21) sl o o) < €
¢ est une constante positive indépendante de ¢.

grace au lemme (3-2), on sait alors qu’a une exatraction de sous suite de €, on a

Pesties — us dans L™ (0,T; H' (Q2)) faiblex

(3 —22)
pesuls — us dans L™ (0,T; L* (Q2)) faiblex

de plus (1-3) et (3-19) nous donne :

(3 — 23) 10U <c
021 |2 az,)
(3 —24) 10U <c
072 |12 az,)
(3 — 25) Oucs <c
323 L2<Q:5)

et donc on montre que u; est indépendante de z; et zy (voir [1]).

Maintenant, on cherche I’équation vérifiée par us pour cela, posons

(3 —26) ¢ =etag—2

en vertu de (3-23), (3-24) et (3-25) on a

(3 — 27) "5i‘|LN<O7T;L2<Q:8)) <ec.
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Soit %2 le prolengement par zéro de fi, alors SZ vérifie

<1

(3 — 28) <c

Il Lo (0,7522(02))

par conséquent
(3—29) & — & dans I® (0,T; L*(R)) faible *

de plus fz vérifie le systéme suivant :

(3 30) uls — [8_1342 + 8_1% + %} =0 dans Q5 x |0, T
Eng +Eny +Enz =0 sur [y x 10,77

On prolonge a €2, on aura

108 | 108 | o0&
PeUlsXes — [5 o beT g + 6_53] =0 dans 210,71

(3 — 31) R
E.ng +Eng+Eng=0 sur (092 —10,1[ x ]0,1[ x {0}) x |0, T7[

Soit encore, en pronant o« la fonction caracteristique de €2*; on a
) Qs €d

_ 8~l _ 8*2 8~3
(pues)” Xaz, — [E 18451 +e€ 164; + 64;] =0 dans € x 0,77

(3 —32) PR
E.ni+Emng+Eng =0 sur (09 —10,1[ x]0,1[ x {0}) x ]0,T7[

soit ¢ € D(]0, L]), v € D(]0,T).
On multiple (3-32); par ¢.v et on intégre dans le premier terme par rapport a t et dans

le second par rapport z, on obtient

T T -3 ago
(3 —33) / /pgua;.cpv”.xﬂ* dzdt+/ / §.——.vdzdt = 0.
0o Ja = o Jo "0z

le terme sur le bord est nul grace a (3-32),.
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D’autre part, on sait que
(3—=34)  xoy, = Y5

(pour les détails des calculs, voir[5])

Maintenant, en utilisant les convergences (3-22)2, (3-34), et (3-29) on a

(3 —35) / / us.p.0" Y5 |dzdt—i—/ /5385 vdzdt =0
3

en posont

on a

T L
(3 —37) Y] / (/ (/ ledZQ) u5.g0d23) V" dt+
0 0 H
/ (/ (/ & d21d22> —d2’3) vdt =0
soit encore

T L T L a
(3 —38) /0 (/ Y5 | uy gpdz;),) vdt—/o (/0 9 (/H §3d21d22> cde3) vdt =0

alors, on obtient au sens des distributions sur D (]0,7[) x D (]0, L|)

3-39)  [v7|u (/ ¢ dzldz2) 0

reste & identifier [ - £3dzdz en fonction de wug; pour cela on introduit la fonction y°
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définie par

82 _ 0 %
—a; —(c'?y):&z u) — () dans Yj
(3 - 40) aija(+:;ry3)ni =0 sur GNY;*

x? périodique en 33 et de moyenne nulle.

ou

(3 —41) OnNYy =0V —{y €Yy :ys=0o0uys =1}.
et posons :

(3-42)  g(y) = —x"(v)+ys.

G-13)  g(2) ==Qy(r, 2, 2)

alors on a

(3 —44) ”XéHHl(YS*) <c(9).
et

(3-45) gl <c(0).
aussi

B—46)  |gellgi(q) < c(d).

(3 —47) g. — 23 dans H'(f2) faible.

(pour les details voir [5]).
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D’autre part, posons

. dg
3—48 Wy) = a;j—.
(B-48) ) =0y
et
(3-49) i) =7z, ).

alors " vérifie le systéme

ont
—2
(3 —50) nt.ng =ntny =ndns

n® périodique en ys.

et n’ est solution de

—19nt —19n2 _
(3_51) — € 821+€ 8ZQ+8Z3 =0

1 _ _
n.ny = 776.712 = 7’]8.713

Soit encore

_|mr0m  a0m2 o onl)|
€ Oz1 +e Ozo + 8Z3 =0
(3 - 52) 1
iy =0lne =7"mg  sur

et de plus on :

(38-53) |l o) < c6)-
et
(3 —54) ” ||L2(Q) (9)
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et donc
(3-55) 7L —=m(®) dans L*(Q) faible
Preuve. Maintenant, on multiplie le systéme (3-32) par v.¢.g. avec v € D (]0,T]),

v € D(]0, L]) et on intégrons par partie par rapport a z, il vient

(3 — 56) /OT/Q (pe <u55>/,) -XQ;5-U¢gedZdt+/ v ( /55 gii )

[ oo [ ([t
[ ([

de méme, multiplions (3-52) par v.p.p.u.s et intégrons par partie sur Q x |0, 7], on aura

T T
+/ U(/ ﬁgwwdz)dtﬂL/ v(/ ﬁgaipeuegdz)dt =0
0 Q D23 0 q 0z3

soustrayant (2-57) de (2-56), on obtient

T " T =3 agp
(3 —58) / / (Peties) Xqr.V .@.gedzdt—l—/ U(/ £.=——g.dz)dt
0o Jo = 0 o Oz

Passant & la limite, on utilisant les convergences (3-29), (3-34), (3-47), (3-55) et (3-22),,

on trouve

T T
(3 —59) / /U5. Y| U’szgdzdt—i-/ (/f —zgdz)dt / v(/ m (77" 9o usdz)dt = 0.
0 Jo 0z 0 Q Oz
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Soit encore

T L T L 890
(3 —60) / (/ Y5 U5U"g0z3d23> dt+/ U(/ (/ E3dzydzy) == z3dzs)dt
0 0 0 0 H Oz
/ vm ~3 / — ugdzs)dt = 0.

Intégrant par partie, il vient

T ;L T
(3 —61) / (/ Y5 23ugvg0dzg> dt—/ { l / Edz1dzy). 231 (de;;| dt
0 0 0 Oz

T
—i—/ vm (53) [ gzé godz?,} dt = 0.
0 0o 023

Par conséquet, on a

. 3\ Ou
(3 — 62) |Y;§ |ug23—|—m( 3 a—j—a—zg [ / g ledZQ ] . =0
et donc
8u
(3 - 63) |Y;5*| ug23+m( a—zj—a—zg [/ g d21d22:| Z3— / 5 ledZQ =0.

d’ot 'on déduit aisement, grace a (3-39) que

a
(3 — 64) 825 / Edz1dz,.

En remplagant (3-64) dans (3-39), on obtient

8 au(;
|Y5|u5 N (m( ) 3Z3> =0.
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en posant

d(—x° +us
g5 = m(n’) :/ ndy =/ a3j¥dy-
v; v; i

On retrouve la premiere équation de (3-4), dite équation homogéneisée.

wl 8 8U5 o
B-65) i (% 8Z3) 0.

Par la suite, il nous reste a chercher les conditions intiales de us. pour cela, multiplions
(3-30) par v.p ou ¢ € D(]0, L[) et v € D ([0,T)) telle que v(T) = 0 et v(0) # 0.

Aprés I'avoir prolongée a Q x ]0,7[; on a

T } T 851 8%2 8%3
3—66 s vpdzdt— R
390 /0 /Q““’“” /o /Q[ 0n  C 0m 0

Soit encore

T T
(3 —67) / /ﬁ;’a.vgodzdt—/ /51
0o Jo 0o Jo

intégrons par partie par rapport a ¢t dans la premiére intégrale et par rapport a z dans

v.pdzdt =0

~1 T ~2 ~3
0c. v.godzdt—/ / 5’1%U.<pdzdt— 0c. v.pdzdt =0
821 0 Q 822 823

les autres intégrales, on aura

’ ~r ~1 4 P a@
(3 —68) —/ /ua;.v godzdt—/ Uzs.-v (0) <pdz—|—/ /fsv—dzdt =0
0 JQ Q 0 JQ 0z3

car

(3—69)  (Ues) (0) = uly (0) = ul; (0) = U5 (0) .
D’autre part, remarquons que 1’'on a
3-170)  uly=1iul;— |Yi|us = U dans L® (0, T; L*(2)) faiblex,
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en effet cette limite existe d’aprés (3-20) et on a

T T T
(3—11) / / ulsphdzdt = / / Uesh" dzdt = / /pguag.xggé.wh"dzdt
o Jar, o Jor, 0o Ja

et

T T . T
(3—-172) / / ulsphdzdt = / / u?sap.hdzdt = —/ / uLs.p.h'dzdt
o Jar, o Jor, o Jo

ou €®D(Q) et heD(]0,T]). Par conséquent

T T
(3—173) / /pgua;.xﬂ* AR dzdt = —/ / uLs.p.h'dzdt
0o Jo = 0o Jao

en passant a la limite dans (3-73) on aura

T T
(3 — 74) / / s, [VE| b W ddt — — / / U b ddt
0 Q 0 Q

ou encore

T T
3-75) - / / . [V | B dadt — — / / U b dzdt
0 Q 0 Q

et donc
U =57

revenons a (3-68) et passant a la limite en utilisant les convergences (3-70), (3-1)s et

(3-29), on obtient

T T 8@
(3 —176) —/ / Yy .uf;.v’.gpdzdt—/ u%.v(O).wdde—/ /ég.v.—dzdt =0.
0 JQ Q 0 JQ Oz
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On intégre comme précedement par rapport a ¢ et z, on a

T
(3—=177) /0 /Q Y5 .ug.v.godzdt—k/ﬂ 1Yy | . (0) 0" (0) .gpdz—/ﬂ ug.v(0).ppdz

T L a
—/ v (/ — </ f?’dzld22> cpd23> dt = 0.
0 o 0z H

et en vertu de (3-39), il reste

3-78)  v(0) Uﬂ Vi (O).godz—i—/ﬂuf;.godz} ~0

ce qui se-réécrit :

L L
(3—19) |Y;;*|/ ug(O)gpdz;),—/ (/ u};dzld@) wdzz =0
0 0 H

d’ou 'on déduit

[ usdzidz

(3 —80) us(0) = 7]

Maintenant cherchons la conditions us(0). On refait les méme calculs que précédement
cette fois ci on prend v € ©(]0,T) tel que v'(T") = 0 et v/(0) # 0.

Et donc on aura

(3 —81) / /ua;gov dzdt—l—/ TUes ( godz+/ /éga—zvdzdt =0
3

ou encore

T T -3 a(p
(3 —82) / /pgua;.xm .@.v”dzdt—i-/ a2sv" (0) godz+/ §.=—vdzdlt =0
0o Ja - Q o Jo "0z
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en passant a la limite, on a

T T
(3 —83) / / us. | Y| .gp.v”dde/ udv' (0) gpdz+/ / 53%vdzdt =0
0o Ja Q o Jo 0Oz

et donc

T
(3 — 84) / / V2| o pdzdt— / 1V g (0) o/ (0) wd+
0 Q Q

L
/ugv' (0) pdz + / U/ g_go </ 53d21d22> wdzzdt = 0.
Q o Jo 0Oz3 H

alors, comme précédemment, on a

(3 —85) v (0) {— /ﬂ Y5 us (0) pdz + /Q ugcpdz} =0

ce qui se réécrit

L L
(3 86) / Wz = / Y7 us (0) odz
0 0

car u} dépend uniquement de z3. en effet, on le montre de la méme fagon que pour us,

en utilisant (3-1); et donc finalement, on aura

us

A

(3-87)  u;(0)

ce qui acheéve la preuve du théoréeme 3.1. m
Remarque3-2
Dans le théoréme 3-1, on a pris le second membre de (1-5); égale a zéro; mais on peut

le prendre égale a f.5 telle que f.5 € L*(Q255x]0,T) et

;o , '
ed s ,
f fs dans L*(Q2x]0,T7) faible
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et donc on obtient (3-4); avec f5 au lieu de zéro.

Dans la suite, nous faisons ’homogénéisation du proléme (1-5) sans la variable temps
et avec le second membre vérifiant une hypothése trés faible, précisons que si ce dernier
est régulier, le théoréme suivant est 'objet du travail fait dans [5]. Nous aurons besoin
de ce théoréeme dans le paragraphe 4 ot on étudie la convergence du controle quand e
tend vers zéro.

Théoréme 3-3
Soit f.s € V.. On suppose qu’il existe une constante c, positive et indépendante de ¢ telle

que

(3-88)  |felly, <c

Soit 7.5 € Vs, la solution de

A€5T€5 = f55 dans QZ(;

(3 —89) Tes =0 sur QZgo
g%j =0 sur T'.s

Alors il existe ff € H (|0, L]) et une sous-suite extraite de €, encore notée ¢ tels que si

Q. est lopérateur de prolongement du lemme 3-1, on ait
(3—90) Q.Tes — 75 dans H} (|0, L[)  faible.

avec T vérifiant

—q(s?;g =3 dans 0, L[
7'5(0) = Tg(L) =0

(3 —91)
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ol

*

* _895
(3—-092) ff= 32

avec g5 donné par (3-122).

Preuve.

Remarquons que (3-89); s’ecrit :

A, OA
-1 (6% 3 *
B _ e} S ..
(3—93) le 7. + 8,23] fes dans Qg
avec

ot. ot.
(3 — 94) A, = 5—1%—(;; a3 aT;

le terme f.; est mauvais, alors pour éliminer cette dificulté on introduit la fonction p,

solution de :

_ | —18%p, —18%p. | p.| _ %
[8 53 TE€ 5.3 53| = fes dans €
0
(3 —095) p. =0 sur (0}
op
o5 =0 sur I'.s

ou
_ -1_0 op, 19 Ap. o (op. B .
|:5 0z1 <621 > + 9 Ozo <8z2 ) + 23 (823 >i| - f65 dans an
(3-99) Pe = sur Q:(’;O
)
[ sur I'cs

la soustraction de (3-96); et (3-93);, nous donne

4, 0 ap 0 ap
_ 1~ _ 5 - _ e —
(8-97) c 024 (Aa 024 ) * 023 <A3 0z3 ) 0
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posons pour ¢ = 1,23,

i 0p. . OT 25 OT 25 0p.
(3 —098) oLs = A 9 (5 Qio, 7. + a;3 8z3> 2.

alors os vérifie

« 3
-1 8056 8055

0z, 023

(3 — 99) =0

D’autre part on a les estimations & priori suivantes

(3 —100) |Tes|.s < €

et
3—101 \Y% <
( ) | Pa||<L2(Q;6))3 =
puis
(3 —102) [6251l(r2(0)2 < ¢ (c constante indépendante de €).

pour cela, il suffit de multiplier (3-89); par 7.5 et on intégre par partie, on aura
2
|7—65|€5 = <f6577_65>\/€’57\/€5

et donc grace a (3-88) et la remarque 1-2, on a

”T€5HH1(Q;‘6) <c

pour plus de détails voir [5].

Puis on refait le méme travail pour p, dans le systéme (3-96) par conséquent (3-100) et

43



(3-102) nous donnent

(3 —103) Q.7.s — 75 dans H} (Q) faible.

ou 75 est une fonction indépendante de z; et z. et
(3 —104) Ges — 05 dans (L (Q))S faible.
avec o vérifiant

a 1 1
3 0 0

ces calcules sont faits dans [5], mais on ne peut pas continuer comme dans [5], car il y a

un terme % en plus pour cela on introduit la fonction 7, définie par
Zi

a €w€ ~ a €w€
(3-106)  n. =05 <€1—(gza 5))+a§’5. (—(%Z3 5)>

ol wgs est solution de

Aswes = h dans €2
(3 —107) Wes =0 sur QZ;SO
5%; =0 sur I'.s

avec h € D ().

En remarquent que

.. 67155 8(sts5> . a(QsTsé) awaé
(3 —108) Vi, j G 05 0m 0
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et comme on a

B0 = [ (20 2

82{1 323
_ % 5—18<Q5w55) + %O(st&)
8204 aza 823 82’3

alors

-1 8 (Q5w55) a (stsé) o _1~a8 (QETE(S) ’“38 (Qewsé)
(3 — 110) Aa. (6 8—2’a>+A38—2’3 =£ 55 aza +€6 823

ou

O,

3 oW
o)
68 =& Clﬁg 87;2 + a33 Oz3

(3—111) {555 L GE + aaEt @, 8= 1,2

Maintenant, soit ¢ € ® (), ¢ dépendant de z3 seulement, on a

(3 —112) / {eléa—a (QTen) | £20(Qetwen) (ste‘s)} pdz
Q

c 8za c 823

«

_ -1 é af B 890
- /Q(g aza a )(Q57_55 SDdZ / §€ QSTsé)
* 3 890
— Y5 | h.ts.pdz — | £.7.=——dz
Q Q 323
L 1 pl
= / |Y:5*| h.T(;.QOdZ —/ TS — (/ / £3d21d22) ng
Q 0 Dz3 o Jo
L Ors ow L d*w
= Y| h.rs.od —_— —]d R p—|
fyitnmses+ |5 (q‘sa?,) w || eroaggs
. Lor ow, L .
= /Q|Y5 | h.Ts.0dz —I—/O a—zz. <q(5 9% ) wdzs —/0 0.75.|Ys| .hdzs
_ / Fom (L Owe
— /% Ow dz




pour plus de détail sur ces calculs, voir [5].

et donc

12Qcts) |y 10 Q) | OWs OT5 4. 37 () faible,

(3-113)  Aae R 02 0% 02

par la suite, on s’intérésse au deuxiéme terme de 7. dans (3-109), pour cela rapelons que

la méthode des échelles multiples utilisées dans [5], nous donne :

ow 82
(3—114) wes = ws+e (—x5 (Y)) 5— 07 +e 8_2'39( y)+.

ol ws est la limite de w.s quand ¢ — 0 et x; est la fonction donné par le systéme (3-8).

Alors que 6° est solution de :

a(x’—
_aij% (‘g—i - 653) = —q; |Y5| - a3i% dans Yy
(3 — 115) ai; (0_9‘* — X653> n; =0 sur OyYy

0° périodique en ys et de moyenne nulle.
p q Y

et elle vérifie :

(3 —116) HV6’5 I < ¢d, (c constante indépendante de ¢ )

ez

grace a (3-114) on a

B = (o) 82+ R 5 Il < ¢
oo (1 22) B ey Wl <

puisque

3_11g) P 0(Qewss) _ O 0(is)
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on a

abg -1 d (Qawaé) abg 0 (Qawaé)
(3 = 119) 024 (5 0%4 +823 023
_ b (o alw) | 9p. [, 9 O (i)
0z, o 023 023 Y3 023
tele que
(3 —120) | R|| 1 (02,) < ¢, (c constante indépendante de ¢ ).

par conséquent

+eR

8p6 —18(Q5w85) 6155 a(Q5w5§> i 85{6 aﬁs aﬁ}g
(3 —121) . (5 0o + o 922 I, ;| 92 0 +eR
955 ans ©(Q) faible.
823

ou on a posé

. 0X° 9p
(3 —122) Jes = (53 - 82;) 8’25 — g5 dans ©'(Q) faible.
car
(3 —123) 19251l 11 (q) < ¢ (c constante indépendante de € ).

d’autre part on a, Vo € © (1), pdépendante de z3 seulement

/ngwd»z:/U?a
Q Q

(3 — 124) e
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do®  Oo? %)
_ -1 € € o 3 -
= /Q(g . + 8,23) (Q:wes) pdz /Qaa; (Q:wes) 8ngz
— / o3 w;. —SZ dz

[ o)t [ ([ )
= 0823 05021022 | Wsz3 ; 006212’2 823g02’3

ceci grace a (3-99) et (3-104).

Et donc en utilisant (3-105), on aura

(3 — 125) / n.pdz —> / ( / / aad,zldzg) OUS s,

(3 —126) / / oldzdzy) g dans ©/(Q) faible.
3

en rassemblant (3-109), (3-113) et (3 126), on obtient

0ts Ows * aw&
(3 —127) q(;'@zg'@zg %> / / o3dzdzy)— 9%

comme le choix de ws est arbitraire, on déduit de (3-127) la relation suivante

87’5 % ! ! 3
(3 —128) q(;.a—zg—gé = osdz1dzs.

et donc grace a (3-105), on a

ot 5 895
3—129 =

( ) TG T o

en vertu de (3-128), on sait que g} € L?(]0, L[), donc

dg;
82’3

(3 — 130)

(0, L))
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on prends alors

. 0Og;
(3—-131)  fi= s

et la preuve du Théoréme est terminée. m
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Chapitre 4

Etude de la convergence du contréle

On a montré dans le Théoreme 2.1 que le contrdle v.s = —p_5, Ol 5 est solution de
(2-2). Ce dernier est le méme que (1-5), mais avec des condition initiales plus faibles.
Ce qui nous conduit au Théoréme

Théoréme 4.1

Soit p_s solution du systéeme (2-2). alors quand ¢ tend vers zéro on a
(4-1) P2 — % dans L*(Q)  faible.

et

(4—2) P.s — @5 dans L*(Qx]0,T]) faible.

ol ;s est indépendante de z, et zo et solution de

r 9o
Viloh— o (wd2) =0 dans ]0,L[x]0,T]
0)=¢(L)=0 d 0,7
(4-3) < ¢s (0) =¥ (L) 0 ans 0,77
05 (0) = 3§ = Jo Jo pydzidzy  dans )0, L]
| @5 (0) = 5" dans 0, L]
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avec

dgs
4—4 5=
( ) Ps 823

ot g; est donné par le Théoréme 3.5.
Preuve.

Gréace (2-4), (2-19) et (2-20) on a

@=5) el el < e (Il agany + i)

et donc, en utilisant ’hypothése (3-1), on aura

1-6) [ llysgas,) <

@-7) ekl <

ol ¢ est une constante indépendante de ¢ et 0.

Appliquant, le lemme 1.2, on obtient

(4-38) HS%JHLz(Q;éX}QT[) <c

de sorte qu’a une extraction de sous suite prés, I'on a (4-1) et (4-2).
Vu que ces conditions sont peu réguliéres, on ne peut pas utiliser le Théoréeme 3.1,

par conséquant, on introduit la fonction régularisante R.s définie par

t
(4-9) R.s(z,t) = / 05 (2, 1) ds+Tzs
0
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ol T, la solution du systéme

_ 1
AcsTes = —pes dans €
(4 —10) Tes =0 sur QZ;;O
OTes
Tas = 0 sur I'.s

et donc, 'égalité (4-9), nous donne
(4-11) L (1) = o5 (2,1)

(4-12) R (2t) = ¢ls (2,1)

de plus

t
(4 - 13) AsR.s = / AsJSOE(S (Z, S) ds + AcsTes
0

t
- / gl (2,5) ds — o
= —ls(2,t)+ ¢l (2,0) — oLy
= —@
= —R(z,t)

par conséquent

(4—14) R!4+ AR5 =0

et

(4 —15) R.5(2,0) = 7.5 dans %

(4 —16) /ga (2,0) = @5 (2,0) = 9025 dans (25

52



et grace a (2-2); et (4-10)3, on a
(4—17) R =0sur Q

de méme (2-2)3 et (4-10)3, nous donne

aRa&

a-1y g

=0

et donc en regroupant (4-14) jusqu’a (4-18), R.s est solution de

’

e+ AR5 =0 dans Qrx]0, T
R.s=0 sur QP
ORes
(4 —19) ﬁ =0 sur |
R.5(0) = 7es dans Qs
L RL; (0) = ¢ dans Qs

D’autre part, grace a (3-100) et (4-6), on applique le Théoréme (3.1) au systéme (4-19),

on obtient

P.sR.s — Rs dans L>=(0,T; HY(Q)) faible .
PsR.s — Ry dans L>(0,T;L*()) faible x.

(4 — 20)

tel que Rs est solution du probléme

( Y5 Rs — % (%‘?9—]3;) dans 10, L[ x ]0,T]
(4 21) R; (0) = Rs (L) =0 dans 10, 7]
R5(0) =75 dans 10, L]
\ R (0) = Eg — bk jgédzldzz dans 10, L]
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ou
(4 —22) Tes = QesTes-Xa: — To |Y5|

et 75 est donné par le Théoréme (3.3).

Comme 'on a
L5 = Pes (voir (4-11))
et donc
/R\g = Pe-Rlaa-XQg — R |YS|

et en vertu de (4-2)

(4 —23) 5 Y5 | = s
Alors
(4—24)  ¢;(0) = [Y5|.Rs(0)

Yo
1 ol
= //gogdzleQ
o Jo

et comme Rs € C ([0, T]; Hg (]0, L[))NC* ([0,T]; L (0, L)))NC? ([0, T]; H~*(]0, L[)) on
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(4-25) ¢ (0) = |Y5[.R5(0)

0 ([ 0ORs(0)
n 823 - 823

_ 9 (0
N 82’3 %'323

p— 17*
= s

et ceci grace au Théoréme (3.3).

D’autre part, on a
(4 —26) ©s (0) = 0 dans |0, T'[

(4 —27) @5 (L) =0 dans ]0, T
et finalement la combinaison de (4-23) et (4-21);, donne

(4—28)  |ve—2 (qu.%> — 0 dans ]0, L[x]0, T
z3 (92’3

en rassemblant (4-24) jusqu’a (4-28), on retrouve le systéme (4-3). ®
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Chapitre 5

Controélabilité exacte du probléme

homogénéisé

Par la suite, on va montrer que la limite du controle est le controle exacte du probleme
homogénéisé et ceci grace au Théoréme
Théoréme 5.1

On suppose que les données initiales de (2.1) vérifient

5 1) w5 < 8 et W% — w dans H} () faible.
Hw{i‘LdHL?(Q*é) < 6% et wes — w} dans L2 (Q) faible.

Soit v.s le controle exacte donné par H.U.M du systéme (2.1).

Alors lorsque € tend vers zéro on a

(5—2) Ues — v5 dans L*(0,T; L*(Q)) faible.
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ou vs est le controle exacte du systéme homogéneisé

,
Vil wh - o () = w dans 10, L[]0, 7]
oy | mO@=m@=0 dons 0.7
ws (0) = iy dane - 0H
wl bt wldz dz
| O == M e 102

ot comme dans le Théoréme 3.1

Psw.s — ws dans L®(0,T; HY(Q)) faible .

(5-4)
Psw's —ws dans L>®(0,T;L*(Y)) faible *.

et |Y3|, g5 sont donnés par (3-5) et (3-7).

Preuve.
D’apreés le Théoreme (4.1) vs = —gs ol @5 est donné par le systéme (4-3). De méme le
Théoréme (3.1) et la remarque (3.2) nous donnent (5-3) et (5-4). Alors il nous reste a

montrer que vy est le controle exacte du systéme (5-3), autrement dit il faut avoir
(5—15) ws (T) = w5 (T) =0
grace a (2-21), (5-1) et (4-8) on peut passer a la limite dans le systéme (2-3) et on a

P.sth.s — s dans L>=(0,T; Hi(Q)) faible .
P.syls — 5 dans L*=(0,T; L*(Q2)) faible .

et p; est donné par (4-2).

Un raisonnement analogue & celui développé dans la preuve du Théoréme (3.1) conduit
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au systéme suivant
( -
Vil - 2 (632) = -5
Y5 (0) =15 (L) =0
¥s (T) =0
| 5 (1) =0

(5—06)

D’autre part (2-22) nous donne
(5-17)

et donc

et ceci grace a (5—6)y et (5-6)3. m
Remarque 5.2

dans |0, L[x]0, T
dans ]0,T |
dans |0, L[
dans 0, L[

Une application de la méthode H.U.M & (5-3) permet la construction d’un isomorphisme

A:F=1L*(10,L)xH(]0,L]) — F = L*(]0, L[)x H} (]0, L])

(%@ﬂ~{

w; w?)
Yal Yal)

en effet, on multiple (5-6); par ¢, et on refait les mémes calculs que dans le paragraphe

2, on obtient

L L
DQA(%Wr%@H%%ﬂmzlqﬁ%
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soit encore

/0 (05(0).~05(0) (8 24" des = 1 / Sz

et donc on définit

A (83, 95™) = (5(0), —4(0))
alors, on a
1 1 1 L
<A (@&@6’*) ) (@278057*» - —|/ QngZE;
Y
- | 6| H‘P6||L2 (0,L)

D’autre part, une application du lemme (6-2) donne

¢ (H@SHZL?(]O,L[) + H‘lei’*HiI—l(}o,L[)) < Y51 (A (@8, 957) » (88, 957))

car § < 1 et donc 6% > 1 donc

175, 257) | < 118 (25 05 | o V251

de méme, on a

145 (25,05 ) | o < c(0)11(25: 057) ||

par conséquent As est un isomorphisme de L*(]0,L[) x H*(]0, L[) dans L?(]0, L[) x
H (], L[).

C’est a dire I’équation

wcS wg , -
<|Y| Y25 |) A (g3, 05™) = (¥5(0), =15(0))
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posséde une et une seule solution dans L? (]0, L) x H~'(]0, L[) par suite, toute la suite

(V¢ ) vérifie
Ues — v dans L? (O, T; L? (Q)) faible
et donc toute la suite (Psw,s) satisfait

Psw.s — ws dans L™ (0, T; H; (Q)) faible  x
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Chapitre 6

Résultat de convergence sur

I’épaisseur des barres

nous allons étudier le conportement asymtotique de us et vs lorsque ¢ tend vers zéro
et commencgons par ug, on a
Théoréme 6.1

Lorsque 0 tend vers zéro, la solution us du systéme homogéneisé (3-4) vérifie

6-1) §7*ut —u' dans L2(]0, L])  faible
6y —u® dans H(]0,L]) faible

et

6-2) us —u dans L>(0,T; H3(]0, L])) faible *
uwy =o' dans L= (0,T; L*(]0,L[)) faible *
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ol u est solution de

(

8u" — q*gizg =0 dans 0, L[x]0, T
w(0) = u(L) = 0 dans ]0,T
oy | MO0 v
u(0) = £ dans 0, L[
| w(0) = UT; dans 10, L]
avec
4 det(a;;) 4
6—4 = om AT
( ) q 11022 — A12021 A§31
Preuve.

La démonstration se fait en trois étapes.
étape 1  Recherche de ’énergie du systéme homogénéisé.

On multiplie (3-4); par uj, on aura

1 LT g 9 LT Qug Ol
6—5 ) — (uh)” dzsdt 2 O daadt =0
©=5)  ghal [ [ G [ [ a5,

ou

1 L T g ) 1 (Y (7o [Ous\?
— — Y — () dzadt — — [ — | dzdt =
6-6) gl [ [ S [ at(%) 2ydt = 0

Soit encore

(6 —7) 1|Y*|/L(u’)2)sz+l /L Ous Qsz ~0
2550 50326150 82303_

et donc si on note

6-8)  El) =

L Lr oug\?
val [ o [ (52)
0 0 <3
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(6-9) Es(T) = E5(0)

alors

11 qs

8u5 2
2|Y*| || 5HL2 (Jo,LJ) +’y*|

(6-10) E(0) = -

L2(]o,L[)

d’autre part, on a

L 1 pl 2
G-10) (7o / (/ / u};dzleQ) dz3§/(u(1$)2dz§c(54
0 0 0 Q

et ceci d’aprés (3-1),.

De méme, d’aprés (3-1), on a

0
Jug

< 2
s <o

(6 —12) ‘
12(J0,L])

on a
(6 —13) e < 6 2qs < ¢y (voir [5])

(6 —14) 6 2qs — "

ol ¢* est donné par (6-4) et donc en remplagant (6-11), (6-12) et

a

(6—15)  E(0) < co®
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en combinant (6-8), (6-9) et (6-15), on obtient

2
8U5

< 2
823 = ¢

L2(]0,L)

* 2
(6-16) Y5 lusllz2qo,Lp s

et grace a (6-13), on a
2
6-17) 0 usllieqory < 0

et

2

8U5

—_— <c
823

(6 — 18) ’
£2(0.L)

Soit encore

(6 — 19) =

[|us ||Loo (0.1;H§(J0,L])

(6 —20) 5| oo (07220, < €
(¢ constante indépendante de )

d’ou
(6—21)  ws — udans L (0,T; Hy (J0, L[)) faible *

6 — 22 us — o' dans L™ (0,T; L?(]0, L[)) faible *
1)

D’autre part (6-11) et (6-12) nous permet d’affirmer que

(6—23) 6 *u; — u' dans L?(]0, L[) faible *
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et
(6—24) 6 %u) — u® dans H; (]0, L[) faible *

étape 2 Recherche de I’équation limite.
On multiple (3-4); par vy telle que v € D (]0,T) et ¢ € D (|0, L) et v'(T") = 2'(0) =0

et on intégre par partie par rapport a ¢t et z3, on aura

(6 —25) 8(1-9) / / ugv”godtdzg+/ / 52 BU5 &’0 wdzzdt =0

en utilisant les convergences(5-21), (6-14), on obtient

— 26) / / u. v”godtdzg+/ / < Ou 0p wdzsdt = 0
823 8 z3

on intégre une autre fois par partie, on a

,0%u
—27) v wodtdzz— ¢ s p.vdzzdt =0
0 823

d’ou

2
(6 — 28) SM—*gZ_OdeOL[MT[

étape3 Par la suite, on cherche les conditions initiales de la limite.
Multiplions (3-4); par v.p avec ¢ € D (]0,L]) et v € D ([0,77]) telle que v(T") = 0 et

v'(T') = 0 et on intégre par partie par rapport a ¢ deux foix, on obtient

L T L
(6 — 29) / / 8 (1= 6) ust"pdzgdt + / 8 (1= 6) us (0) ' (0)pdz
0 0 0
—/%Ml—ﬁ £(0) o m-+/ /(52Q@Q£m dt =0
0 SO 3 823 823 3 N
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en utilisant (3-4)3 et (3-4)4, on aura

(6 — 30) /OL/OT8(1—5)U5v”g0d23dt+/OL8(1— )% (0)pdz

L 1
—/ 8(1—4) ()gpd23—|—/ / 5% %givd23dt=o
0 z3

|5’

on passe a la limite en utilisant les convergences (6-21), (6-23) et (6-24), on a

L T L
(6 —31) / / 8uv”g0dz3dt+/ ou’v'(0)dzs
o Jo 0

L L . Ou 8g0
— u1v0d2+// vdzsdt =0
/0 cp ( ) 3 0 0 q 823 82’3 3

L T L L
/ / 8u”vg0d23dt+8/ uv'|§g0d23—8/ u'v|gcpdz3
o Jo 0 0
L L L (T 52,
+/ UOU,(O)(,OdZ;J,—/ gpulv(O)dZ3—/ / ¢"mpvdzsdt =0
0 0 0o Jo 0z3

et donc grace a (6-28), on obtient

ou encore

(6—32) /(0) /O ’ uCpdzg—v(0) /0 ’ ou'dz3+8v(0) /0 ’ ou'(0)dz3—8v'(0) /0 ’ u(0)pdzs = 0

Maintenant, choisissant v telle que v(0) # 0 et v'(0) = 0 on aura
L
8/ (W' (0) — u') pdzs = 0
0

et donc on obtient (6-3)4, c’est a dire v'(0) = UT;’ de la méme fagon dans (6-32), on choisit
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v telle que v(0) = 0 et v'(0) # 0 on obtient

/0 (u” — 8u(0)) ¢dzs =0

d’on (6-3)3,s0it u(0) = %O.

Ce qui achéve la preuve du Théoréme. m

Par la suite on s’intéresse a 1’étude de la convergence du controle vy.

Comme on a vs = —;, donc le probleme revient & étudier la convergence de p;
solution de (4-3). Remarquons que ce dernier est le méme que (3-4) mais avec d’autre
conditions initiales et donc nous aurons besoin d’abord du lemme suivant

Lemme 6.2

Lorsque (@3,90(1;’*) appartient a L*(]0, L[) x H~'(]0, L[), la solution de (4-3) vérifie

IN

(6-33) ¢ [H@g“imm[) 0 s 2’1007“)]

2
H%||L2(0,T;L2(]0,LD)

s ¢ [H@g”;(]o,q) +07 5"

2
H”GOJZD]

ol ¢ et ¢ deux constantes strictement positives et indépendante de 0.
On va régulariser le probléme (4-3) comme dans le Théoréme (4.1) pour ce faire

introduisons 74, solution du systéme

_aiz?, <Q6g_2) = — 5" dans 0, L]
7'5(0) :T5(L) =0

(6 — 34)

et posons

(6 —35) Rs (z3,t) = /0 s (23) ds+75 (23)
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on vérifie sans peine que Rs est la solution du probléme

( Y5 RS — 55 <CI5%%31> =0 dans 0, L[
Rs(0)=Rs;(L)=0 d 0,T
(6 . 36) 0 ( ) § ( ) ans ] 9 [
Rs (0) =75 dans 10, L[
| 0= dans 10,1

on a alors, pour tout ¢ € [0, 7], 1'égalité de 1’énergie

87’5
823

ORs||?
32’3

(6 —37) Y5 ||R/||L2 o,0)) T4

HL2 o,y T4

L2(J0,L[) L2(J0,L[)

or comme T; est la solution de (6-34), on a

0 *
(6 —38) (52/0 62qs (82) dzs = —<<p(15’ ,Ts)

ou le (.,.) désigne le produit de dualité entre H (]0, L[) et Hj (]0, L[). Alors on a

L 2
_ 87'5
2 2 1,%
(6 —39) 5/0 07745 (_823> dzs < |05 | -1 go,0py - 7ol 0.0

et donc 'inégalité de Young

a? b
h< —a2"
W= 5ot

et I'inégalité de poincaré nous donne

2 2
L ¢ ot 2 c || or
Preuve. (6 — 40) 52 fo 52qs (Tﬁ) dzz < ¢p [26 H(p HH*l(}O,L[) + 35 || 70 £2(0 L[)}
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d’autre part on a

L Ors\ > L Ors\ >
_ -2 i) — * i)
(6 —41) /0 0 %qs (8,23) dzs /0 (q" + Ns) (8,23) dzs

ZF%Q_Q%ZI
Oz ll12gop 2 11978120,y
_ a9’

20197l 20,9

car

(6-42)  07% — 56 =q"+ X ¢ >0 A —0; A > —%
(cy constante strictement positive)
par conséquent, si on choisit
6262
c=—=—
2¢,
(6-40) devient
6% || 0757 612, Lxp2
643 22|22 < 2 lpb
6-43) 3 ’ 52 gy = ea0? 199 200
la combinaison de (6-43) avec (6-37) nous donne
* 2 * —01|2 1 1% 2
(6 —44) |Y55| ||R:5||L2(}0,L[) <c [|Y55| }%HL%]QLD + ? H% Hl(]O,L[)]
et comme on a Rj§ = p;, on obtient
2 -0]|2 —4 1% (|2
(6 —45) lesllz20m2qoryy < € <||<P5HL2(]07LD +07* s H*l(}O,L[))

(¢ constante positive indépendante de 9)
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pour établir 'inégalité inverse, on proséde comme dans [7]. Soit
(6-46)  prtr— p(t) =t*(T-1)”

Multiplions (6-36); par p.Rs et intégrant par parties sur |0, L[x]0,T'[, on trouve

(6 — 47) /‘/‘%(mﬁ) p(t)dzsdt = A[/ / )? dzsdt
/ / R(;Rédz3dt}

car

(6-48)  p(T)=p(0)=0

compte tenu de (6-37) (aprés Pavoir multiplié par p(t)) et (6-47) on a

T
(/ p(t)dt> =
£2(J0,L]) 0
5|/ / ) dzsdt + |Y, 5|/ / t)Rs Rsdzsdt

Appliquant une inégalité de Young au second terme du membre de droite de (6-49), on

87'5

(6 — 49) e

Vo3l @80 2o +

obtient pour tout & > 0

6 — 50 .&Rd@ﬁ<§ (t)R3dzsdt+c (& R % dzsdt
() 5

ou l'on a posé

/2

(6-51) (€)=~ !

P

= —c¢tc=
Loy 26

regorp €

T2 ’

p
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car

2
(6 — 52) () RsRydzadt < 2 it f RH)?) dzadt
() %2 (9
16| o< 0,77 Ry ¢, 2
/ / ( gy P 2e T3l )t

D’autre part, on utilise I'inégalité de poincaré, on aura

(6 — 53) / / 1) R2dzsdt < 2 / / (%) Azt

en autre comte tenu de (6-37) et (6-42), on a

IN

OF
823

87’5

CQ 2
— 54 =
(6 — 54) 5 o

2

||L2(0L +as

L2(]0,L]) L2(]0,L])

en reportant (6-54) dans (6-53), on obtient

975
823

(6 — 55) / / t)R3dzadt < 2— [8 lez ||;WD +677 %’

iz(}O,L[)] </0T p(t)dt>

et donc en utilisant (6-50) et (6-55) dans (6-49), on trouve

650 ([ o) [

(97'5
823

0|2 % 261% —0]|2
906HL2(]0,L[) — Y35 6_285 H%HHQQL[) +

L2(Jo, L[)]

< [21¥a1 ol imgoiry + (&) 1Y 11RE oo ez

87'5

ds 025

— 867 ”52 5‘

L2(]0,L])

Si on a choisit § = (6 — 56)devient

C2
4C%.87
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(6 — 57) ( / : (t)dt) e i + i
- p ds

0 L2(]0,L]) 323 120.1)

< 22125 ol e oy + 1Y )] IR 2o.zizoio.n
puisque R’ = ¢, on obtient
(6 58) T il | 211 210 + (6] sl
£2o.Lp P 023 2oL HpHLl(]o,T[) Follzrzo,L
Soit encore
375

(6 — 59) 22> +gs 3o || S el¥alllealzagrizao.n

et toujours grace a (6-42), on a

2
875

(6 — 60) e

[H HL2 (J0,LD 28 ] < cllesllzao,z2q0,20)
: L2(0,L])

d’autre part la formulation variationnelle de (6-34) nous donne

L
015 Ou

2 -2 [ 1% 1
(6 - 61) ) /0 ) qtsa—zzs.a—ZE;ng = — <Q05 ,u> ,V’UJ S HO (]O, LD
donc

75 ou 2 ||OTs

(6 —62) 0% u)| < cd? — do% ||l =— |

(o) 923 || 120,00 1923 Nl 2o 1 Ozl r2gory 00O
alors

87'5

(6 — 63) o™l < et || =2

Ies 1040 923 || 120,
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et enfin en reportant (6-63) dans (6-60), on obtient

©-060 ¢ (%80 agosy + 37 "I

H=1(0,7]

2
) < llesll20.7:02q0,2p)

et ceci achéve la preuve du lemme. m
Théoréme 6.3

Lorsque 0 tend vers zéro, la solution s du probléme (4-3) vérifie

G5 | B dans L(0LD  faible
6oyt —~ b dans HY(0,L]) faible x

et

(6—-66) 6 %ps— dans L* (0,T;L* (]0, L))

ol ¢ est solution de

(

8" — q*g% =0 dans 10, L[x]0, T
0)=¢ (L) =0 dans 0,T
R L 07|
0 (0) = ¢° dans —]0, L]
¢ (0) = “0;* dans 10, L]

\

avec q* donné par (6-4).
Preuve.

Gréace a la remarque (5.2) ainsi qu’a (6-11) et (6-12) on a

(6-68)  [[(5, 05 ) < VI [[A (5, 057) ||
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et donc

(6-69) [[(22, 05 ||

< o2 I 7(%HL2 (Jo,L[) _ngHH1 (J0,L) < 52
- Y5l Y35 -

en reportant dans le Lemme (6.2), on obtient des estimations & priori plus précises

(6 —70) ||(‘05HL2 (J0,L]) +67 ” HH 1(Jo,L[) < Y7 <A5 (@?a ‘P}s’*) ) (@27 90;’*)>
= |Y*| A5 (9527 @;7*) Jal (@27 (10(15’*)
< 5262
= /&

donc

(6—-71) ||¢2Hi2(]o,u) <ot

et

(6 —72) 0" ||s *HH*(}O,L[) < s

et par suite

(6—173) H%HL2(0TL2(}0L [H%HLZ (0,L]) +6 H ”H 1o, L[)i| < co

d’ou

(6 —74) 1951l 20,7220, < €82
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par conséquent (6-71), (6-72) et (6-74) nous donnent les estimations suivantes

167°@8M 20,2 <

(6 — 75) |67 45

c
HH*l(}O,L[) sc

||672(‘05HL2(]0,L[><]0,T[) =c

On déduit alors de (6-75)1, (6-75)2, et (6-75)3 qu’a une extraction de sous-suite prés on
a (6-65) et (6-66).

Puisque, les données initiales sont peu régulieres, on ne peut pas faire tendre § vers zéro
directement dans le systéme (4-3), nous allons donc procéder comme pour le Théoréme

(4.1). Introduisons la fonction

t
(6 —76) Rs (z,t) = / s (23,5) ds+T75 (23)
0
ol 74 (z3) est la solution de

_0 < %) S dans 0, L
(6 . 77) Oz3 ds Oz3 Ps ] [

75 (0) =75 (L) =0 dans |0, 7T |

on vérifie sans peine que Ry est la solution de

(3l = (a3) =0 dans J0.LB0,T]
(6 — 78) (0= s ) -
R; (0) =75 dans 10, L1
\ R, (0) = @S dans 10, L]

d’aprés (6-43) et (6-72) on a

(6 —179) 175l e o,y < ¢6® (c constante indépendante de &)
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et donc
(6 — 80) 6 275 — 7 dans H' (]0, L) faible.
alors (6-37), (6-71), et (6-78) nous donnent

2 4

(6 — 81) 1Rl o,z < €0
2

||RS||L2(}0,L[) < e

par conséquent

6 2Rs =~ R dans L*®(0,7;H"(]0,L[) faiblex

(6 — 82)
§ 2Ry =~ R dans L>(0,T;L?(]0,L])) faiblex

D’autre part on a

0
_ _ —2p/__ -2 -2 —
(6—83)  8(1—0)0 2RI-4 7 (5 s 823)

en passant a la limite dans (6-83) et en faisant les mémes calcules que dans le Théoreme

(6.1), on obtient le systéme

(

8R" —q* 52 =0 dans 10, L[x]0,T]
R(0) = R(L) =0 dans ]0,T
o s 0)=R(L) ans 0T |
R(0)=r71 dans 10, L
| 7 (0) = ¢ dans 10, L]

ou 7 est la solution du systéme

S A B dans 0,L
(6 — 85) 5E=—¢ 0, L]
0

dans ]0,T |
puisque R = ps, (6-82) et (6-66) donne ¢ = R'.
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comme

R e C([0,T]; Hy (J0,L[)) nC* ([0,T]; L* (Jo, L[)) nC* ([0, T]; H*(]0, L))

on a
)
8" — (_I*g—f3 = dans 10, L[x ]0, T
6wy ) PO -em=0 x|
p(0) = ¢° dans 10, L]
4 (0) = W;’* dans 10, L

ceci achéve la preuve du Théoréme. m
Maintenant revenons a 'étude du systéme homogeneisé (5-3), on a alors le
Théoréme 6.4

Lorsque 6 tend vers zéro, on a

62w —w® dans H(J0,L[)  faible

(6 — 87)
6 ws — w' dans L?>(]0,L[) faible
et
6 88) ws = w dans L>(0,T;Hg (]0,L])) faiblex
wiy —w'  dans L*®(0,T;L*(]0,L[)) faiblex
avec

(6 — 89) 6 *vs —=v dans L*(0,T;L*(]0,L[)) faible

7



ou v est le controle exacte du systéme limite

(

Sw’ — q*a;zé) = dans ]O7L[X]O7T[
w(0) = w(l) = dans |0,T
(6 —90) ) 0( ) | |
w(0) = 4 dans 10, L
\ wl(o) — %1 dans ]Oa L[
et
4det(a;;
(6-91) ¢ = et
a110a92 — (12091
Preuve.

En utilisant les Théoremes (6.1) et (6.3), on voit qu’il nous reste & montrer seulement

que v est le controle exacte de (6-90), c’est a dire
(6 —92) w(T)=uw'(T)=0
on multiplie (5-6); par 6~ puis grace a (5-7), (6-87) et (6-75)3 on a

s — 1 dans L™ (0,T; H} (]0,L])) faiblex

(6 — 93)
Wy = dans L= (0,T;L%(]0,L]) faiblex

et donc, on peut passer a la limite dans (5-6) de la méme fagon que dans le Théoréme

(6.1), on aura

( 8" — q*% =Y dans 10, L[x 0, T
Y(T)=0 dans 10, L]
L Y(T) =0 dans 10, L[

ol ¢ est donné par (6-66).
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D’autre part (6-88)1, (6-93); et (5-7) nous donne
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Remarque 6.5
L’application de la méthode d’unicité Hilbertienne, H.U.M, au systéme (6-90) permet

la construction d’un isomorphisme

A= L2(]0, L) x H™(]0, L[) — L*(]0, L[) x Hy (10, L[)
(3= (2) - (#.-8)

et donc de determine v de facon unique; alors toute la suite vs converge vers v et toute

le suite ws converge vers w.
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Deuxiéme partie

Etude de la controlabilité exacte frontiére
d’un parallélépipéde de faible épaisseur

dans deux directions.

81



Résumé

Nous étudions la controlabilité exacte frontiere d’un corps tridimensionnel de faible
épaisseur dans deux directions (parallélépipede). Ensuite nous faisons tendre le paramétre
représentant cette épaisseur vers zéro et nous établissons la controlabilité exacte du prob-

léme limite obtenu.

Abstract

We study the exact boundry controllability of a tridimensional solid (parallepipede
) of small thickness. we make the parameter representing this thickness tend to zero in

order to show the exact centrollability of the deduced limit problem.
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Introduction

La controlabilité exacte de I'’équation des ondes dans des domaines minces a été
d’abord abordée par J.I.Lions dans [8] par la méthode des échelles multiples (un calcul
formel) puis on suivit plusieurs travaux par exemple :D.Cioranescu et M..Vanninathanr
dans [12].

Dans cette partie on se donne le domaine Qs =|0, 0[]0, §[x]0, L[ donné par la figure
2 oul J est un petit parameétre déstiné a tendre vers zéro et L un réel quelquonque positif.
Puis on considére la controlabilité exacte frontiére de I’équation des ondes avec un controle
du type Dirichlet sur les faces inférieures et supérieures et Neumann sur la patrie latérale.

La premiére question qu’on se pose est la suivante :

Y a t-il controlabilité exacte(pour des controles dans des espaces fonctionnels conven-
ables) dans un temps T indépendant de §. Puis étudier le comportement limite(lorsque
d tend vers zéro) de ce probléme.

La suite de cette étude ¢ représente comme suit.

1. position du probléeme et dilatation du domaine dans le sens z; et xs.

2. On donnes des résultats préliminaires concernant 1’éxistence, 'unicité et la régu-
larité du probléme homogéne associé au probléme étudié et on établit quelques

éstimations a priori nécessaires dans 'application de H.U.M.
3. On étudie la controlabilité exacte dans 'ouvert dilaté par la méthode H.U.M.

4. On fait tendre ¢ vers zéro dans le probléme posé et on obtient un probléme limite
unidimensionnel avec un controle interne. Ce dernier provient du controle frontiere
donné sur la partie latérale.

On étudie également le comportement des controles.

5. On établit la controlabilité exacte du probléme limite.
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Chapitre 7

1 Position du probléme

On consideére le domaine Q5 = 10, §[ x ]0, 6[ x ]0, L[ donné par la figure, suivante :

On note
F} = {6} x10,6] x 10, L]
Fg ={0} x]0,0[ % ]0, L[ .
F2 =10, x {0} x]0, L]
Ff=10,6] x {d} x]0, L]
M= FURUFRUF = UR
Iy =10,8] x0,8] x {L} (1-1)
I'y =10,0[ x ]0,0[ x {0}
donc

[s=TYulfurly

Soit 2° un point de R? vérifiant 20 = 0 ou dans toute la partie I'indice a varie dans

(1,2},
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\ 4

X2

Figure 2

Fic. 7-1 -

On pose

m'(z) =z — a°

I (2°) = {o € T'*, mj(z).v3(z) > 0}
5" =T5\I5 ()

et donc pour 7" > 0, on a :

Qs = Qs x 0,7

Y5 =I5 x]0,T]

55 (w0) =I5 (20) x ]0, T
9 =19 x0T

Y =T5" x10,T]

Y5 =T x]0,T]
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et on se donne le systeme

Yy —Ay=0 dans Qs

y =+t sur Y5 (o)

y=0 sur DI (1-4)
W= sur Y

y(0) = 4% y'(0) =o' dans Qs

\

avec (y°,y') dans des espaces appropriés et I’on se propose de trouver des controles v=, w
tels que, si y est la solution de (1-4), on ait y(7') = ¢/(T") = 0 dans ;.

On commence par fixer le domaine €25, grace au changement de variables

(
xr = ($1,5U2,5U3) — 2= (21722723)

ol
(1-5)
2o = 0tz
L z3 — I3
et par conséquent le changement de fonction suivant
f(@) = [s(2) (1-6)
alors, le systéme a résoudre devient : pour (y?,y}) convenablement.
choisis, trouver des contoles U;t, w;s tels que ys vérifie;
(
vp— (6 P5H 407 EE 1 58 =0 dans  Q=90x]0,T]
ys = vy sur ¥E (29)
y ¥s=0 sur it (1-7)
671% = w; sur 0
ys (0) = 5,5 (0) = g dans

\
ot Q, oF (20), ¥ 320 sont respectivement les transformés de Q;, X5 (2°), £ ,X9 par
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ce changement de variables et =10, 1[ x ]0,1[ x |0, L[ .
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Chapitre 8

2 Résultats préliminaires concernant

le systéme étudie

On se basant sur les résultats de J.L.Lions (cf [1], p.32).
Ona:
Théoréme 2-1

Soit g la solution du systéme :

;

1

05 (0) = %, 05 (0) = ¢ dans 0

\

alors, si on pose

V={ueH (Q),u=0sur '}

ou\? ou '\’ ou '\
2 2 -2 [ Y% -2 Y% _—
lully = luls —/Q (6 (8z1> o (3zz> i (8,23) )dz

et

88
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AR B =0 don Qx|
) s =0 sur yE

%:0 sur 30



et si @0 € V,pr € L3(Q), le probléme (2-1) a une solution unique @z vérifiant
s € C°([0,T]; V)N CH([0,T]5 L*(Q2)) N C* ([0, T35 V7))

V' le dual de V.

De plus, on a conservation de l’énergie :

ou

1 9 1 5 [ 0p S Op 2 oy 2
Et)=5 [ (¢5)dz+< [ (672 22) +67 (22 =22 ) )dz. 2-2
=3 [@rarg [67(52) +7(32) +(52) u= @)
Pour la régularité de la solution, on utilise les résultats de GRISVARD (cf [11], p.237)
pour obtenir le théoréme suivant :
Théoréme 2-2

Si maintenant, on prend ©° € H*(Q) NV, ¢! € V, alors p; est telle que :
ws € C0,T); HSNV)NCH[0,T]; V)N C?([0,T]; L? (Q)),vs;g <s<2.

De la méme fagon, si on considére, un second mémbre dans (2-1),, on a
Théoréme 2-3

Soit Os solution du systéme

- (G 0+ 5) = B
05 =0 sur nE
" (2-3)
6_1;5 _ sur 0
05 (0) = 0° 0 (0) = o dans

\

alors si f € LY(0,T;L*(2)),0° € V et ' € L*(Q), le probléeme (2-3) admet une solution
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unique 05, vérifiant

05 € C°([0,71; V) N CH([0,T7]; L* ().

De plus si f € LY0,T;V),0° € H>NV et 0' €V, 05 est telle que :

05 € CO[0,T]: H* N V)N CL([0,T] : V),Vs;g <s<2 (2-3),

E(t) <c {E(O) + (/Ot 1 () 220 d8>2} : (2-4)

avec ¢ constante indépandnte de 6.

et on a

Par la suite, on établit une identité qui permettra d’obtenir les éstimations a priori
nécessaires dans I'application de H.U.M. On utilise des téchniques de calculs utilisés par
J.L.Lions (cf [1]) dans le cas d’un domaine de fronti¢re I' de classe C? ou d’un convexe
et de P.GRISVARD(cf [11]) qui a généralisé les identités au cas d’un polygone 2 C R?
ou d’un polyédre 2 C R3. et donc ceci s’applique & notre cas et on a :

Lemme 2-4

Soit m = (my,) un champ de vecteurs quelconque et f € LY(0,T;L*(Q0)), ° € V et
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0* € L*(Q) alors la solution 05 du systéme (2-3) vérifie :

1 905\ > 1 o [005)°
§/Ei msals (E) dZ—l— 5/20 mMal/o <(95 — <6_Z3) dx (2-8)
omy |, 905 L (005\° (005
K L ey T Oy P
Q

—dzdt + — ——dzdt
8za 024 0z, o Oz3 023 0z,

ot on a appliqué la convention des indices répetés (xryr = Y xTryx) €t v = (vi) est le
k=1
vecteur normal a T°.

Preuve. On multiple le systéme (2-3) par m;, 2% Do 9 et on integre sur @) on aura

o D0 P05 | 55005 P05 00y
ot 2 gz — [ (67220 4 5 Do gudt (29
/Q 5T B /Q< 92 52 o2 ) Mg (29

Il 12

/ fmk—dzdt
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considérons [; et intégrons par partie par rapport a ¢, on obtient

g 00s

a0 , 00517
- dzdt 0-m d
/ amkﬁzk : +/[ 3219}0 :

D’autre part, remarquons que

L0010 o
_19 211
et donc (2-10), devient
1 0 005
I =— — (05)" dzdt d 2-12
1 02 "0z 0 (05" d= +/Q [ émkazijo ) (12

en integrant par partie par rapport a z, on aura
1[ [0 T 9051"
I, = = { di. (65)° dzdt—/ ( my, (05)° deF) dt] —l—/ { gmk—ﬂ dz
Oz 0 a0 Q Oz ]

- Lo (65)° dz dt+/ 9%s Td _1 Ve (05) dTdt (2-13)
N 82k Q 6 kaZk 0 ‘ 2 Eoma “ i

car le terme sur ¥* est nul grace a (2-3)s.
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Revenons a I, et integrons par partie par rapport a z, on a

_,0%0; ,0%05  0%0; 005
I, = 62 e R —dzdt 2-14
2 /Q( 02? * 022 * 0232 > T (2-14)

_,00s5 0 005 5,005 0 005 dls 0 00
_ 20Us O ovs 20Us O ovs ovs O 005
N l /Q (5 0z1 01 (mk azk) +0 0z9 029 (mk azk) + 023 023 (mk c?zk)) dZdt}

_2_6 —2_(5 _5 —5
+/0 (/89 (6 021 vi+9 97 vy + 25 7/3) mp 921 dF) dt

ou encore

oo = [ (Lm0t 2O 0
Q 82’1 82’1 8zk

82’2 82’2 8zk 823 823 azk) dzdi (2_15)

00 0%0 ol %0 00 %0
_ 2%, YV 2P YV PP J
/Q (5 02z 1 0210z +0 0z9 1 02902, + 023 1 8z38zk> dzdi

I3

T 00 00 00 00
-9 1 -2 4 ) 4
) ] ) 270
—I—/O (/{m <5 - v+ 0 - Vo + 97 y3> m, 9o dI) dt

J/

N

Iy

maintenant, considérons la 2°™¢ intégrale dans (2-15) en utilisant (2-11), on aura

1 5 0 00 2 5 0 00 2 0 005 2
Jo= —= 22 = 22 = — = 2-1
3 2 /Q M (5 (92k ((921) g (92k ((922) (9Zk ((923) dzdt ( 6)
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puis en intégrant par partie par rapport a z, on obtient

L fomy |y (005\° L, (005N (005
Iy = 2 /Q 0z, [5 <821> o 079 + 0z3 dzdt
3 (/mmk(‘S (52) +(52) +(

(2-17)

2
<3

-~

I5

calculons I5

Iy =

Soit encore grace a (2-3)3 et (2-3)2 on a sur X9,

2 2 2
W\P L (05N (00N
0z 079 ov

et sur XF
895 696
=0, 22 =0
821 822

car sur T on a f5 = 0 comme on a % = Vk:%
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1 L (30:\?  _, (005\°  [905\°
—5/20 [mll/l ((5 (8_2’1) +(S <8_22) + 8_2’3
L (00s\? . [00:\* (005
2 i 2 Z7o et
+m21/2 ((5 <621> +5 (822) + (823
1 L (00:\° ., [06s5\°
_2 /Zi msls (5 <821> +(5 822 +

(2-18)

)=

0905\ 2
8_23> )dZ



alors on aura

1 905\ " 905\
I5 = —5 /20 [mlul (3_23) + Mols (8_23) ax (2—19)

1 905\ " 1 905\ °
= —5/20maua (a—zs) dE—E/Eimng (E) dx

D’autre part, on remarque que 'on a 5 = 0 sur ¥* d’oti on a 13_22 = Vk%,Vk =1,2,3,

905\°
Iy = /E s (8—;) dy (2-20)

Finalement en reportent (2-20), (2-19), (2-17), (2-15) et (2-13) dans (2-9) on obtient
(2-8). m

alors on obtient

Lemme 2-5 : Inégalité directe
Soit f € L*(0,T;L*()), 0° € V, 0' € L*(Q) alors la solution 05 du systéme (2-3)

vérifie les éstimations suivantes :pour tout T > T*

/Ei (?)dz < ¢T | E(0) + ( / 16 e dt) ] (2-21)

[ o~ (gi) 20+ (| 1) e ) ] (2-22)

dx < dT

ou

T* un réel strictement positif fixé et ¢’ constante (2-23)

indépendante de 0 et T',;mais qui dépend de T™.
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Preuve. Preuve.On applique I'égalité (2-8) du Lemme 2-4 avec un choix particulier

de champ de vecteurs donné par

(

my € W koo (Q)

ms indépendant de z; et 2
3 P 1 2 (2_24)
Me=0sur I’ «a=1,2

| M3 = V3 surl'™F,

le choix (2-24), est justifié par la formule donnant I’énergie. Alors que (2-24)3 et (2-24)4

sont liés a I’égalité (2-8), qui devient & ce moment :

1 90s\* , 005
s L (52) e = | [ Md (2-25)

J1

1 omg |, o, (00:\° ., [00s\® (005
SR = [“” - (a) o (3) +(52) | e

J/

g

Jo

Omk 8(95 895 2 5 895 095
/ 073 82’3 0z, dzdi + / o 0z4 8za 825d zdt

4

/ fmk%dzdt
82k

J/

car

—dzdt =0

/ P 5 0mg % 00
0 0% 024 021
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et ceci grace a (2-24).Alors si on pose M = max [[m]; o, on obtient facilement que :

|J;| < ME(t),Vi=1,2,3,4.
et donc l'inégalité de I’énergie (2-4) nous donne

([ Wl d)] (2-26)

7| < Mec | E(0

Maintenant il nous reste a estimer Jj

| = ‘ / fmk%dzdt' (2-27)

895 i

()

< M / 156 2@y | 5

< M / LF ooy (B dt

T 1
v Hf<t>um(mci{ W / 175) o ds}

et ceci grace a 'inégalité (2-4) du Théoréme (2-3).

IN

par conséquent, on a

5] < M B} / (Ol oy it + M (/ o dt)2 (2:98)

et donc en utilisant I'inégalité

1. 1
b< =a®+ =b?
ab = ety
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on obtient

1 1/ (" 2 (T ’
il < et 580+ 5 ([ 1 Olayat) [+ 306t ([ 10l )

20+ ([ 1Ol )] (229
20+ ([ 100 )]

Mcs
/:2
C T*

avec

ou 1™ est telle que 1 < ;;7 T™* constante positive.

et donc en regroupant (2-26) et (2-29), on obtient

/Ei (%)2@ < T |E(0) + (/ 1 ()] L2 @ >2] (2-30)

ou ¢’ est une constante positive indépendante de ¢ et T'. mais dépend de T™*.

pour etablir (2-22), on fait le méme travail, avec un autre choix de champ de vecteurs;

on prend cette fois ci
(

myg € W oo (Q)
mgs indépendant de 21, 29

Mo =V, sur Iy, a=1,2

ms =0 sur I'*
\

2
/ mavs <%> dx=0
b= ov

en effet, on aura
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e[ () | e [ (32) ]

et donc on refait les mémes calculs que précedemment on obtient (2-22). m
Remarque 2-6
Si dans le lemme 2-5, on a f =0, alors on a pour ¢ solution de (2-1) ; les éstimations

suvantes

/E ) (%)2612 < JITE(0) (2-33)

v

I [wsf - (gi)] B

ot ¢ constante indépendante de T et 6.

< ¢TE(0) (2-34)

Lemme 2-7 : Inégalité inverse
Soit ¢ solution de (2-1) avec @, € V et @, € L*(Q) alors il existe une constante ¢’

et T* > 0 indépendants de 0 telle que pour tout T >T* on a :

B(0) < ¢ [ /E » (%)2@ + /E @+ ) dE] | (2-35)

Preuve. On applique toujours I'égalité (2-8) du lemme 2-4 avec un autre choix de
champs de vecteurs.
Dans ce cas on prend :

my(2) = 2 — 20, k =1,2,3.

avec z° un point de R? telle que 29 = 29 = 0. Ce dernier choix est li¢ au passage a la

limite quand 6 — 0.

comime on a
6777,;c 8m2} 1 si a=k

Oz~ Oza ¢ 0 si a#k
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(2-8) nous donne :

1 ’ agpé 2 1 ’ I\2 8%5 2
5 /E‘i msls E dX + 5 /;0 myVa (805) - 8_2,3 % (2_36)
s T 3 2 _o [ Ops ? o (05 ’ O i
. 11 Y¥s v '\ RS — —_— — | =
l/g P Dz dzl 0 2 /Q [(%) ’ 021 ’ 0z 02 e
2 2 2
0 0z 0z @ \ 0%

1 . [ 9ps\” 1 , , s\’
s o (G) e [ (18- (32) )
(2-37)
Oy T 3 o 1.5 (0p 21 Op S| Op 2
o I, 5 . QN2 o2 Y¥S _ 852 XS A o} =
{/ggpmka%dz]o /Q[2 (25) 2(S (821 25 029 2 \ Oz dzdt =0

on ajoute au deux membres de (2-37), le terme suivant

2 D5 ? Do, ’ dps ’
/Q [(wé) Lo (8_21) s (8_2) + (a_zg) ]dzdt (2-38)
on obtient, alors
Lz s () 52 () . (%)
5 /Q [(%) +6 ( 5 ) T\ as ) gL ) |4t (2-39)

O N AN O 25 (025 s (005
= 3 /Zi myvs ( £ > + 5 /20 mo Ve | (@5)" —0 B0 4] B2 dx
;05 ! 12 —o [ Ops ? —o [ Ops ? D5 ?
{/ﬂgptgmk dezL /Q<(905) ) B2, ) B2 9 dzdt.



D’autre part, en multipliant (2-1); par ¢z et intégrons par partie par rapport a ¢ et z, on
obtient

T

—/(@’)dedt—l—/52 2] 2—|—5*2 2] 2+ 02y 2dzdt+ /go’gp dz| =0
Q J Q 821 82’2 82’3 Q oro 0
(2-40)

et donc en reportant (2-40) dans (2-39), on aura

Ll ozase (00 52 (00 | (22
5 /Q [(%) +0 ( 97, +0 92 + D dzdt (2-41)

le terme de gauche de (2-41) est égal a TE(0) d’aprés la loi de consevation de I’énergie
du Théoréme (2-1).

D’autre part considérons I, on a

1 905\ > s\’ o5\’
I, = —/ myvs (ﬁ> dy + myvs (ﬁ> dy < / msls (ﬁ) dy
2 Ej:(zO) 8V PIEE 8V E:ﬁ:(zO) 81/

(2-42)
car
myvs <0 sur [F* (2-43)
pour s, on a
1 sur Fi,F.
M v = b (2-44)
0 sur FQ, Fg
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par conséquent

I, = (6% + &%) /E O ((903)2 - (%Z)j dy (2-45)

ou 5; est le symbole de Kronecker.

et enfin, il nous reste & estimer I3, ona

ds )
/%(%erka )dz < ‘/%(%erka%)dz
1 ) 1 o5\ 2
L ' L 1 0%s

(2-46)

IN

et donc en utilisant (2-11), I, devient

1 Op 2 Oy
_ - 2 2 § / § _
Iy = 5 /Q <<p5 +my <_8zk> + 2mk<p5—82k> dz (2-47)
1 o5\ d
_ = 2 2 [ Y6 s 2

ensuite, intégrons par partie dans le dernier terme on obtient

1 1 95\ 1 [ 0m , L
Iy = 2/ dz+2/ (8zk) dz—a/ 8zk p5dz + = /kayk%dF (2-48)

soit encore

1 1 9 3 1 1
Iy = 2/4,05dz+2/mk (8z:) dz—§/Qgp§dz+§/rom§fuk<p§d1“+§/ri mjv,p3dl

(2-49)
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comme on a @; = 0 sur ['* et grace a (2-44) on aura

1 2 51 51
Iy = —/mf 42 dz—/go?dz—kM/ ©3dl (2-50)
2 Q 8Zk Q 2 o
et donc en reportant (2-50) dans (2-46), on a
Oy 1 1 s\’
/ / ) 1\2 2 3
— |dz| < = dz + = — ] d 2-51
[er(orrmG2)a < 5 [l [me(52) (251)

Y
—/cpgdz—ki( 1t 4)/ c,o?;df
Q 2 ro

1 1\2 1 2 a(,O(; ? ((Sl1 +5Z) / 2

IN

et donc

Op r
! +m) —‘5> dz}
l/{; Ps <S05 kaZk o

A
N —
L u— |
S~

—~

AS)

(=2}

S~—

(3]

o9

Q
_ 1
o ~

+
2O | =

a0\* 1"
/ m'? (a—?) dz] (2-52)
Q k 0

VAN
DN =
L— |
S~

—

AS)

o’l\

o

Sy

N
| |
o N

+

|
55

5

S

EIN)

1
:o\
s

(&))
gl
N——
[}

o,

N

_ 1

7 1 T
MURL): { / gpgdr}
o

2 0

D’autre part, grace a I'inégalité de trace par rapport a la variable ¢, (continuité de 1’ap-
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plication trace par rapport a ), on a

[fo ],

[ D¢ @) ar (2:53)

< / [ (1) + 52 (0)] T

T T
o / / 2dUdt + / / (p5)? dDdt
9 Jo roJo

= /20 [@g + (%l)?] dx

IN

par conséquent (2-52) devient

T

/ ! 8906
' [/ﬂ % (% I azk) dz] 0
n (01 +04)

¢ = max(1l, maxm
( ’ €N ko 2

1<k<3

<o [E(O) + [ e+ ] dz} (2-54)

ou

) (2-55)

donc en reportant (2-42), (2-45) et (2-54) dans (2-41) on obtient
1 ' dps ’ (511 + 52) / 72 dps ’
TEWO) < = — ) X+ —- — | = dy
( ) - 2 /Zi(ZO) a3 ( v ) + 2 50 <¢6) 823

o [E(O) + [ [+ ] dZ] (2-56)
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soit encore

2
T— ) E(0) < +max|mlvs 995\ 45 9257
( ) E(0) 3
2 Ei(zO) (91/

546
+—( L 4) / (905,>2 dX + Cg/
2 >0 >0

1 , &% + 0t o5\’
rax (5 max ]m3y3| ’ %’ C2> (/Eﬂ:(ZO) (a—lj) -
+2 / (p5)) dX + / <p§dz>

30,* 30,*

[8052 + (%lﬂ d

IN

2 1 , (61 +6Y) A5\
< ——m —m -— —_— -
E0) < T ax (2 ax |msvs|, 5 1 C2 /Ei(ZO) ( ey d¥(2-58)

- /E 0 03+ (05)’] dZ)

et donc on remarque qu’il faut avoir 7" > ¢, o1l ¢; constante strictement positive indépen-

dante de T et §. que I'on note T*. m
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Chapitre 9

3 Controlabilité exacte dans

I’ouvert dilaté

Nous allons & présent mettre en ceuvre la méthode d’unicité hilbertienne H.U.M
présentée dans [1] pour avoir le Théoréme suivant
Théoréme 3-1

Soit
T >T*, (T* un réel strictement positif donné dans le lemme 2-7). (3-1)

Alors, pour tout couple de données initiales

(v5:95) € L* () x V' (3-2)
Il existe deuz controles
vy = % e L* (5 (2%) (3-3)
et
Ws =6 (% (%) - %) e [H'(0,T;L* (1)) (3-4)

ol s désigne la solution de (2-1), tels que la solution de (1-7) vérifie

106



3-5
Preuve. On applique la méthode H.U.M.

On considére le systéme homogéne le méme que (2-1)

;

@g—<5 28%—1—5 288?—{—%2—?):0 dans @
_ +
;Zi —(()) sur X O (3-6)
By = sur X
L 95 (0) = ¢8,¢5 (0) = 5 dans
et le systeme rétrograde
((5 28%—1—528?54—%—)—0 dans Q@
vs = s sur X (Z°)
s =0 sur  NE* (3-7)
6% = hs sur 2O
| 0s (1) =5(1) =0 dans 0

Maintenant, on prend ¢ dans H*(Q) NV et p; € V et on définit la semi-norme par :

2
0 1 2 8905 1\2 2 _
(28> 95) || 2 = /Ei(ZO) (_ay) d2+/20 [(%) +<p5] dx. (3-8)

Remarquons que ce choix est lié¢ a I'inégalité inverse (2-35) trouvée dans le lemme (2-7)
et de plus elle est bien définie grace a (2-33)et le Théoreme (2-2), car lorsque (9%, ) €
(H*(Q)NV) x V ona 22 e C°(0,7],V).

Toujours d’aprés (2-35) et (2-2) on a

‘902}\/ + ||SO(15HL2(Q) S G "(902790115”{1«“ (3-9)

et donc cette semi-norme sur F est une norme et donc, soit F' le complété de (H?(Q2) N'V)x
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V' pour cette norme.

Par ailleurs, de I'inégalité inverse on déduit que
FCcVxL*(Q) (3-10)

et par conséquent

V' x L*(Q) C F' (3-11)

Maintenant on s’intéresse au systéme rétrograde (3-7).Sa solution 15 est définie par la
méthode de transposition (cf J.L.Lions-E.Magenes [9].
Précisons cela, on considére 65 solution de (2-3) ot f € L' ([0,7];V) et (65,6;) € F.

Multiplions (6-5) par s et intégrons par partie formellement. il vient

O 005 0005 s D05
//‘ rhd Il rhd Il ) _12
/Q U Osdzdt + /Q (5 I vt ol KL (3-12)

—/ 5729581#6 vy +0 2958¢6V2 +95ﬂ vy |dX =0
0Q 0z 0z 0z3

Soit encore :

/wge(SdZdt—/waegdZdt‘{—/ (6 ¢5%I/1 o w(;%VQ wa%y;g) dx (3—13)
Q Q 2Q 0z 029 )

—/ 0~ 2«9581/}6V1 + 6 2958wéy2 + gg%yg d> =0
aQ 821 a 2 a Z3

et donc grace & (2-3)2, (2-3)3, on a :

W Osdzdt — | 0dzdt + %%dz 572 | 0 8¢5d2+ bsfdzdt =0 (3-14)
vt [Lonttasa | g |

par suite (3-7)z et (3-7)4 nous donnent :

ol
/Q (05 (0) 0 — 45 (0) 05] dz = /Q Vs fdzdt + / a—;dz 5 /Z 0 Oshsdy  (3-15)

$E(29)
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Maintenant pour retrouver la norme définie par (3-8) on choisit g5 et hs de la maniére

suivante :
Oy
%zafauzﬂﬂ) (3-16)
et
2 d / 0
hs =9 5 (p5) —@s| sur X (3-17)

de fagon que la dérivée % (¢') soit prise au sens de la dualité entre espace H' (0, T; L*(T'%))

et son dual, c’est a dire

<2 (v3) 7v> == / G420z, v € HY (0,7; L2(1°)) (3-18)
at 30 875

par conséquent (3-15) s’écrit :

Ops 00 Ops 00
[ @& —vael) i = [wugisae [ Ztin [ (ST o) an

+(20) ov Ov
(3-19)
ainsi que le systéme (3-7) devient :
( 5 — (5*26823%‘5 + 5*2%2—:%5 + %) =0 dans @
s = %1 sur ¥t (29)
Y5 = sur Y (3-20)
% = 4? [% (%) - @5] sur »0
| ¢ (T) =45 (T) =0 dans Q

Remarquons que le premier terme du membre droit de (3-19) est pris dans le sens de
la dualité entre les espace L'(0,T;V) et L>(0,T;V"). le second est défini grace a (2-
21), alors que le troisiéme a un sens grace a(2-3), du théoreme (2-3). En appliquant la
méthode de J.L.Lions (cf [1],p.151), on démontre 'existence et 1'unicité d’une solution

s de (3-7), prise au sens (3-9), avec

vy € L0, T3 V) (3-21)
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(¥5(0), =95 (0)) € F

par conséquent on a
O
s (0) = o}
¥s (0) =¥

et donc (3-19) de vient

(3-22)

(3-23)

8805895 8¢5895
(04 ~48). 0800, = [ wssicars [ STwimy [ (ST 1 gip,) s

par la suite, on définit 'opérateur As par :

As a — 2

(cpg,(p};) — AJ(SO&%) (1%7 @Z’g)

prenons f = 0 et (65,65) = (9, ¢}), alors on a ¢; = 05 et donc (3-24) devient
A5\’ s\’
1 0 0 pl _ 0 ) ) 2 )y
<(¢5> ¢5)>(95’95)>RF, /E‘i 20 (81/) d +/E‘0 (( 8t +§06 d
Soit encore grace a (3-8) et (3-23)

(As (23, 28) (23, 28)) e = | (5, 98) |13

ce qui nous donne que As est un isomorphisme de F' sur F”.

(3-24)

(3-25)

(3-26)

(3-27)

Alors, d’apres (3-11) on a pour tout couple de données initiales (g, y}) telle que

(3. —vs) € V' x L*(Q)
il existe (o2, ¢}) unique dans F' vérifiant
(Y5, —¥s) = s (5. 05) = (5. %)
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det donc

par conséquent avec le choix

on a

et donc (3-20)4 donne

ys (1)

=ys;(T) =0 dans
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Chapitre 10

4 Comportement limite du systéme

donné

Maintenant nous allons étudier le comportement limite du systeme (1-7).
pour commencer nous aurons besoin des résultats suivants
Lemme 4-1

On suppose que

0 — °  faible dans V (4-1)
s — @' faible dans L* () (4-2)
Il
T < ¢ (c constante indépendante de -
512 dépendante de & 4-3
0za || 12(q)
alors
ws — @ faible x dans L™ (0,T;V) (4-4)
et
@5 = ¢ faible * dans L™ (0,T; L* () (4-5)
ot
¢ est indépendante de z,(«a = 1,2) et solution de : (4-6)
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o’ — %‘5 = dans 0, L[x]0,T[
cO)=p()=0 s 0TI o
¢ (0) = M (%) dans 10, L[
¢ (0) = M (1) dans 10, L]

et

M) ) = [ 1 / i,

Preuve. D’aprés l'inégalité de I’énergie (2-4), on a :

, 1 5 [ Op 2 Oy 2 dyp ’
||()06||L2(Q) + 5/9 <5 2 (a_zf) +9 2 (8_Z;S> + 8—2;5 dz (4—8)
1 - a(po 2 - agpo 2 8@0 2
1 2 9 2 9 4
< clleall o +§/Q (5 (8_z1> o (872> i (3_23) *

et donc les hypotheses (4-1), (4-2) et (4-3) nous donnent

||903HL2(Q) <c (4-9)
lpsly <c (4-10)
ce qui nous conduit a (4-4) et (4-5).
D’autre part, grace a (4-10) on a
0
"51—9" <c (4-11)
Ozl 2@
Soit encore
0
Hﬂ < 5 (4-12)
Oza || 12(q)
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Et donc on montre comme précédemment que :

Oy

(9_2(1 - 0 (4—13)

d’ot (4-6) et donc on a p € L™ (0,T;V3) et ¢’ € L>(0,T; L*(]0, L[)) ou
Vs ={ue H'(]0,L]),u(0) = u(L) = 0} = Hy(]0, L[) (4-14)

Maintenant, on cherche I’équation vérifiée parp pour cela, on multiplie (2-1); par une
fonction test v telle que v indépendante de 2, et v € L' (0,7;V3) N H?(0,T; L*(]0, L))

et on integre par partie, on obtient :

T T
/g05v"dzdt+ l/ gpgvdz} — l/ gpw'dz] (4-15)
Q Q 0 Q 0

8905
L dzdt =0
823 823
Soit encore, en choisissant v telle que
v(T)=v/(T)=0 dans € (4-16)
" 1 0 8906 dv
psV"dzdt — | o5v(0)dz + [ @' (0)dz + —dzdt =0 (4-17)
Q Q Q 82’3 82’3

on passe 4 la limite en utilisant les convergences (4-1), (4-2) ,(4-4) et (4-5), on obtient :

/gpv”dzdt — / golv(O)dz+/900v’(0)dz+ 9o Ov —dzdt =0 (4-18)
Q Q Q 82’3 823

comme ¢ et v dépendent uniquement de z3, on aura

T L L 1 1
/ / ov" dzzdt — / v(0) </ / cpldzlsz) dzs (4-19)
o Jo 0 o Jo
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L 1 1 T
—l—/ v'(0) (/ / wodzld@) d23—|—/ / 9p Ov —dzdt =0
0 o Jo o Jo 823 Oz3
1 1
3) :/ / Jdzdz (4-20)
o Jo

alors (4-19) nous donne apreés intégration par partie par rapport a ¢ et z3 une autre fois :

/ / Sudzdt + / (0|7 dzs — /L[']gdzg (4-21)
/M dzs + /(0 /M )z

T /L 82g0 T 8g0 L
— ——vdzdt + / —Udt} =0
/0 /0 32?% [ o Oz 0

Soit encore on choisissant v(0) = v/(0) = 0, on aura :

//(p”vdz dt—/ / 5.2 Ungdt_O (4-22)
~3

ce qui nous donne (4-7);.

Posons

D’autre part on choisissant dans (4-21) v successivement v(0) = 0 et v(0) = 0 on
obtient (4-7)3 et (4-7)4.

Pour (4-7), on procéde comme dans la premiére partie. m

Remarques 4-2

Si on suppose que

| (5, ¢5) || < ¢ (¢ constante indépendante de &) (4-23)

c’est a dire
(@2,90(%) - ((po, gol) dans F faible (4-24)
et donc grice a (3-9), les hypothéses du lemme (4-1) sont satisfaits ce qui nous donne

(4-4); (4-5), (4-6) et (4-7).
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De plus la convergence (4-24) et le choix (3-10) de l’espace F' et de sa norme (3-8)

nous conduit a

Ops _, 0 2(59) fai

o Y dans L (Z ) faible (4-25)
% RN a_QO dans L2 (Zi (20)) fazble (4_26)
ov v

ot @ est toujours solution de (4-7).
Remarque 4-3

D’aprés ce qui précéde; on a aussi le comportement limite du systéme (2-3) donné

par
( 9" _ gizg = M(f) dans 10, L[x]0,T
6(0) = 6(L) = 0 sur 10,71 (+27)
0(0) = M (90) dans 10, L]
k «9/<O) - M (91) dans ]07 L[

par la suite, on s’intérésse au comportement limite du systéme rétrograde (3-20) et on
a:
lemme 4-4

On suppose que (¢Y, ) vérifient (4-24). Alors on a
M(ps) = dans L>(0,T;L%(J0,L[))  faible x (4-28)

ot 1 est indépendante de z, (a =1,2) et 1 est solution de :

(

g% g—w = 4(Z2 — ) dans 10, L[x]0, T
¢ (0) = 22 (0) sur 10, 7| (429)
o (L) = g2 (L) sur 10,7

| v (1) = ' (T)=0 dans 10, L]

avec @ solution de (4-7).

Preuve. Pour passer a la limite dans le systéme (3-20), on considére sa formulation
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variationnelle ; c’est & dire, on prend 5 solution du probléme transposé :

(«93’—((5 %—HS 4+4>:f dans Q@
05 =0 sur 2+

¢ L= sur X0 (4-30)
05 (0) = 63 dans €
05 (0) = 0} dans

\

puis on multiple le systéme (3-20) par 65 solution de (4-30) et on refait les mémes calculs

que ceux qui nous ont donné (3-24), on obtient

s 085 Ops 00
1 0 0 pl _ oPs 5
(s, =45) » (05,65) ) e /Q%fdzdtqt/zi N E+/ <_8t = T ¥ 9>d2

(4-31)
mais cette fois ci on choisit 69,05, f indépendantes de z, c’est a dire on prend
feL'(0,T;L7(J0, L[)) (4-32)
et
03 € V3,05 € L* (0, L) (4-33)

D’autre part, choisissant #° = 0" = 0 et f vérifiant (4-32) alors on aura :

o . 8805 895 ag@(; 605
/Q s fdzdt = /E o ks / ( P00 s ) AT (434)

commengons par estimer la premiére intégrale de (4-34) avec ce choix particulier. L'iné-

galité (2-21) et (2-2) nous donne :

2
/ % ay <r
»+ aV

T 2
g+ 1P, ([ i) | oo
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de méme remarquons que 05 est indépendante de z, et donc grace a (2-4) on a :

905\° 112 on2 r ?
L (F) =< e 10 agoay + 1000 + (17 Mungosy s (1-36)

par conséquent, en rassemblant (4-34), (4-35), (4-36), (4-25) et (4-26) on obtient

{jgib&fdzd4 < [ 18O isgoun s (4-37)

ol ¢ est une constante indépendante de 9.

Soit encore

M (s) HLOO(O,T;L2(]0,L[)) < (4-38)

c’est a dire :

M (¢5) = dans L (0,T;L*(]0, L)) faiblex (4-39)

par la suite, choisissant f = 0 et §°, 0" vérifiant (4-33) alors, des calculs analogues nous

donnent :
1M (W5) || 2o,z < € (4-40)
et
M (@5)y, <¢ (4-41)
et donc
M (¥9) = ¢° dans L*(]0,L[) faible (4-42)
M (¥5) = ¢ dans V’ faible (4-43)

Maintenant, on peut passer a la limite dans (4-31) en utilisant les convergences (4-42),

(4-43), (4-39), (4-25) et (4-26) et sachant que ¢ et 6 sont solutions respectivement de
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(4-7) et (4-27), on obtient :

L T
1 40 0 1
w 0 )v;,vg o @’ 0 )L2(]O,L[),L2(}0,L[) - /o /o W fdzgdt (4-44)

LT Oy 08

Soit encore

., 0%
(¢1790) , (¢ 0 )L2 10LD.L200L) = / / (9 )dz?,dt (4-45)

V3,V3
Jp 00

et donc l'intégration par partie par rapport a z3 et t nous donne :

[ (19~ 2 - [ wa_zgdtr (446)
+4 {—/OL/OT% @—‘f) 9d23dt+/0L/0T(¢0)d23dt] =0

ce qui nous conduit a

W — ‘227@5 4 (% - ) dans 0, L[x]0, T (4-47)

et
00 =520 (4-48)
V(L) =52 (L), (+19)

|

Théoréme 4-4
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On suppose en plus que les conditions initiales du systémes (1-7) vérifie
H (yg, —yg) ||F, < ¢ (e constante indépendante de 0)

M (y9) = ¢° dans L*(J0,L[) faible
M (y;) = y' dans V5 faible

Alors la solution ys satisfait a
M (ys) =y dans L (0,T;L*(]0,L[)) faiblex

ol y est solution de

;

Y — gizg =4 (%—Zt;ﬁ — gp) dans 10, L[x]0, T
y(0) = 52 (0) sur j0, 7]
y(L) = g—i (L) sur 10, T|
y(0) =1° dans 10, L[
y (0) =y dans 10, L]

\

avec ¢ solution du systéme (4-7), pour les controles v(;i et ws, on a :
ws = O(6), soit ws — 0 [H' (0,T;L* (I°))]’

et
'uf — 3_90 dans L? (Ei (ZO)) faible.

z3

Preuve. Grace a (3-27), (3-29), (3-30) et (4-50) on a :

(3, @5) || » < ¢ (c constante indépendante de J)

(4-50)
(4-51)

(4-52)

(4-53)

(4-54)

(4-55)

(4-56)

(4-57)

et donc en remplacant (4-57) dans (3-9), on remarque que les hypothese (4-1), (4-2) sont
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satisfaites et par suite on a les résultats du lemme 4-1 et la remarque 4-2 et le lemme 4-4

et comme on a 15 = ys, d’ou (4-53) et (4-54).

0 0 (0
véi:a—jf et w5:5<a<a—f>—go)

et les convergences (4-25) et (4-26) nous conduisent & (4-55) et (4-56). m

D’autre part on a

Remarque 4-5

Le probléme limite est un probléme posé dans 10, L] (la direction indépendante de 0 ),
avec un controle interne et un contréle frontiére du type Dirichlet, alors que le probléeme
watial était un probléme sans contrdle interne. Rappelons que ce contrdle interne paru
dans le probléme limite provient du controle frontiére du type Neumann donné sur la
partie latérale, le terme 4 est du aux quatre faces formant cette derniére. Remarquons de
plus que le controle sur la partie latérale tend vers zéro dans un sens convenable et le

controle sur les faces du dessus et le dessous est devenu unidimensionnel.
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Chapitre 11

5 Controlabilité exacte du probléme

limite

Par la suite, on s’intérése a la controlabilité exact du probléme limite (4-54). c’est
un probléme unidimentionel avec un controéle interne et un contréle par Dirichlet sur le
bord. on a alors le

Théoréme 5-1

On considére le probléme suivant

( -
= gig — 0 dans 0, L[x]0, T
y =10 sur{0, L} x|0,T
7 (0.2} xJ0.71 -
g(0)=79° dans 10, L[
| 70 =7 dans 10,1
avec
(7" —3") € V5 x L*(J0, ) (5-2)
alors il existe un controle interne w donné par
O=4 o _ dans 0, L[x]0, T (5-3)
- 61;2 ) )
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et un controle frontiére v définie par

i= 22 G {0, L} x]0, T (5-4)
(92’3
telle que
§y(T) =79 (1) =0,vT" >0 (5-5)

ou T est le méme que celui dans le Théoréme (3-1).
Preuve. On applique la méthode H.U.M. en introduisant le systéme homogene et le

systéme rétrograde associé a (5-1) donnés par :

(

Q)
¥
St

@ — = 0 dans 10, L[x]0,T7]
p=0 sur {0, L} x]0, T (5-6)
?(0) = ¢° dams 10, L]
[ PO)=¢ dans ]0, L]
et . .
I dans 0, L[x]0, T
1%(0) _— sur 10,7 (5-7)
ML) =, sur 107
| G =3 (1) =0 dans 10, ]

D’autre part, on sait que si on prend (¢°,@") dans V3 x L*(]0, L[), le systéme (5-6) a une

solution unique @ telle que
¢ € C°([0,T]; V3) n ([0, 775 L*(J0, L)) (5-8)

et elle vérifie (cf Lions[1]p. 39)

+ 12| 220,20 (5-9)

0p°
12l < o ‘—
v 923 || 120,
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Maintenant, on cherche 1’énergie du systéme (5-6), on le multiplie par @’ et on fait

des calculs comme précédemment, on obtient :

@) + (gi)] &

avec

1o ()]

(5-10)

(5-11)

(5-12)

Par la suite, on utilise des calcules analogues a ceux de l'inégalité (2-21) du lemme

(2-5) et les résultats de J .L Lions (cf [1]p. 55-401), on a :
T -\ 21
/[GE)]ﬁgqmm
0 823 0

0) < e [ ]ﬁNT>T
823

ca 1@l 2o, ixp0.0p) < E(0) < es[|@f I 220, £ix)0.71)

ceci nous conduit a définir
2 170\
Iz el || (32)

F=Vsx L*(]0, L]

ou

[ f (2 v

(5-13)

(5-14)

(5-15)

(5-16)

(5-17)

et donc grace a (5-11), (5-13), (5-14) et (5-15) la norme définie par (5-16) est une norme

équivalente a £(0) d’ou (5-17).
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L’étape suivante de H.U.M est de considerer le systéme (5-7) en faisant sa formulation

variationnelle. Pour cela, prenons 6 solution du probléme transposé suivant

( ~1 5

0 —L=F dans 0, L[x]0, T
0(0) =0 sur 10,77
6(L) =0 sur 10,7 (5-18)
0(0)=4¢" dans 10,L]
| T0)=0' dans 0, L]
Fe LY0,T;12(10, L)), 0° € V3,8" € L2()0, L]) (5-19)
et donc
6 € C°(J0, T(, Vs) n C*(J0, T; L*(0, L])) (5-20)

Alors, on multiplie (5-7) par 0 et on intégre par partie, on obtient :

~1 50 ~0 =1 Lot T
(#.8) - (29 _ / / wfdzgdH/
V:;,Vg L2(]0,LD,L2GO,LD 0 0 0
L T
—I—/ / wldzsdt
0 0

puis en prenant f = 0,90 =% et 0 = @', (5-21) devient :

(i}l ~0) _(@LO ~1) _/T F)a_@}Ldt_}-/L/Tafdz dt  (5-22)
), ¥ L2(0,LD,L2(0.L)  Jo 0z3], o Jo o

V3 ,V3

~1L
- 00
¢8_Z3] 0 d¢5-21)

et on définit comme d’habitude 1'opérateur

A F — F

(%) — A(E.e) = (3.7 .
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de sorte que (5-22) s’écrit :
i (30 51 | "5 02]" Lt
(A (@0’ ? ) ’ (@0, & )>F/ .= /0 [d}@—z?,}o dt +/0 /0 Wpdzsdt (5-24)

et donc pour obtenir (5-16) dans le membre droit de (5-24), on choisit

D) = 52 (1) = 00, D(0) = 52 (0) = (5-25)
et
. d .\ -
W =45 (¢) - 9) (5-26)
de sorte que
<% (") ,w> = —/0 /0 ©'w'dzsdt, Yw € H(0,T; L*(]0, L[)) (5-27)

par conséquent (2-24) nous donne :
(R(@.2),(@%2Y), . = el (5-28)

ce qui exprime que A est un isomorphisme de F sur F” et donc

Vi, " telle que (3, —3°) € F' =V§ x L*(]0, L)

il existe un unique couple ({00, Col) e F qui vérifie

(7', -3") = A (8" = (¢, -0") (5-29)
c’est a dire X
~1 — ~
?fo zo (5-30)
y g

or on sait que le probléme (5-7) a une solution unique et donc grace ou choix (5-25) et
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(5-26) on peut affirmer que

j=1 (5-31)
ce qui nous conduit a
g(T) =g (T)=0 (5-32)
Remarquons que
. Oy 2
=—€cL L
i = 52 € L2(0, L)
et
@ e C°(Jo,T[, H'(Jo, L[)).
|

Remarque 5-2
Le probleme limite est exactement contrdlable dans le méme temps que le probleme

initial avec un contréle interne, provenant de la limite du contréle frontiére donné sur la

partie la latérale.
et un contréle frontiére du type Dirichlet, qui est lut aussi la limite du controle frontiére

sur les faces du dessous et le dessus de ).
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