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Chapitre 0

Introduction

Les modéles mathématiques pour les problemes mixtes avec des contraintes au bord non
locales se presentent dans de nombreux modeéles d’ingénierie tels que la conduction de chaleur,
désintégration radioactive nucléaire dans les flux de fluide, flux non-newtonienne, déformations
viscoélastiques des matériaux a mémoire (en particulier polymers), la modélisation des semi-
conducteurs, le plasma de la physique, la dynamique des populations, thérmoelasticité , Les
problémes de vibrations, la diffusion chimique, dynamique des réacteurs nucléaires, la théorie du
controle, les sciences medicales, écoulement souterrain de I’eau, la théorie de la transmission et
de certains processus biologiques. Les conditions standard (Dirichlet, Neumann et le type Robin)
qui sont prescrites ponctuellement ne sont pas toujours suffisantes car elle dépendent du contexte
physique dont les données peuvent étre mesurés au bord du domaine physique.

Beaucoup de phénomeénes physiques sont modélisés par des problémes aux limites non clas-
siques qui relient les valeurs de la fonction inconnue sur la frontiére et a I'intérieur du domaine
comme la condition intégrale sur le domaine spatial d’une fonction de la solution cherchée. Les
conditions aux limites non locales apparaissent principalement lorsque les données sur la frontiere
ne peuvent pas étres mesurées directement, mais seulement leurs valeurs moyennes sont connues.
Plus precisement, dans certains cas, il n’est pas possible de prescrire la solution u (pression,
température, ...) ponctuellement, parce que la valeur moyenne de la solution peut étre mesurée
le long de la frontiére ou sur une partie de celui-ci.

La signification physique des conditions non locales, telle qu'une moyenne, la masse totale,
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moments, etc, a servi comme cause fondamentale de I'intérét considérable de ce genre de pro-
blémes aux limites.

Les problémes non locaux, spcialement avec conditions integrales sont généralement rencon-
trées en génie chimique, la transmission de chaleur, la physique des plasmas, la transmission de
chaleur, thermoelsticity. Voir a ce sujet les articles de Ewing et Lin [13], Choi et Chan [10], Shi
et Shilor [45], Bouziani [5]. Pour certains problémes hyperboliques non locaux mixtes, le lecteur
devrait consulter les travaux effectués par Beilin [2], Mesloub Lekrine [33], Mesloub et Messaoudi
[34-35], Mesloub et Bouziani [30], Muravei Philinovskii [42], Nukushev [42], et Pulkina [43]. Des
travaux récents concernant les problémes mixtes non linéaires non locaux peuvent étres trouvés
dans Mesloub [27-28-29]. En utilisant la méthode du potentiel, Cannon [ 6 |, et Kamynin | 18 |
ont traité des équations paraboliques.

Aussi pour certains modeéles paraboliques et en utilisant la méthode de Fourier, Ionkin [ 16 |,
Ionkin et Moiseev [17 | ont obtenu des résultats d’existence et d’unicité de la solution.

Concernant la méthode d’analyse fonctionnelle (Méthode de I'énergie) nous citons les travaux
de Bouziani [ 3 ], Mesloub [ 27-29 |, Kartynik [ 19 |, et Mesloub Bouziani [ 31-32 ], et Mesloub
Lekrine [33 |.

Pour le cas hyperbolique, nous citons les travaux de Mesloub et Bouziani [ 30 ], Muravei
Philinovskii [ 41 |, et Pulkina [ 43 ]. Pour le cas pseudoparabolic, nous citons les travaux de
Bouziani [ 4 | et de Mesloub [ 26 ]. Pour le cas des problémes aux limites a valeurs initiales
pour les équations viscoélastique linéaires et non linéaires avec des conditions classique on peut
citer par exemple, Cavalcanti et al. [8] qui ont établit un taux de décroissance exponentielle de

I’équation

t
utt—Au+/g(t—T)Au(T)dT—a(a:)ut+|u|“’u:0, dans © x (0,00),
0

ot a: Q — RT est une fonction qui peut etre nulle sur une partie w C € de mesure positive.
Les résultats ont été obtenus en vertu de certaines restrictions sur la géométrie de w et tel que

a(r) > a9 >0,V €w, &g(t) < g (t) < &,g(t),t > 0. Dans un autre travail, Cavalcanti et al. |
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9] ont amélioré les résultats dans [ 8 | en considérant I’équation
¢
u — koAu + / divia(z)g(t —7)Vu(r)]dr + b () h (us) + f (u) =0,
0

sous des conditions similaires sur la fonction de relaxation g et a(z) + b(x) > p > 0, pour
tout = € . Ils ont établi la stabilité exponentielle quand g décroit exponentiellement et h est
linéaire et la stabilité polynomiale quand g décroit polynomiallement et h non linéaire. En outre,

Cavalcanti et al. [ 7 | ont étudié, dans un domaine borné, I’équation suivante

t
]ut|putt—Au—Autt+/g(t—T)Au(T)dT—a(x)ut—’yAut:(), p >0,
0

et ont démontré un résultat d’existence globale pour v > 0 et une décroissance exponentielle pour
v > 0. Cette décroissance a été plus tard améliorée par Messaoudi et Tatar [ 36 | avec la présence
d’une source. Kirane et Tatar [20 | ont considéré une équation d’onde légérement amortie et ont
prouvé que cette dissipation interne est suffisante pour stabiliser la solution uniforme au moyen
d’un feedback non linéaire de type mémoire agissant sur une partie de la frontiére. Ce résultat a
été établie sans aucune restriction sur la dimension de ’espace ou sous conditions géométriques
sur la domaine et sa frontiere.

Les systémes d’équations thermoélastiques ont été étudiés par de nombreux auteurs et de
nombreux résultats ont été obtenus. Ces résultats portent principalement sur ’étude de D'exis-
tence, comportement asymptotique, régularité, controllabilité, propagation des singularités et
’explosion des solutions. Par exemple dans Messaoudi [39], auteur a examiné le probléme de

Cauchy
U (2, 1) = Qtige (2, 1) + 00, (2, 1) = |u(z, t)|* " Ju(z, )],
cbi(x,t) = kbrpp(x,t) + bug(z,t), z€R, t>0,
u(x,0) =wug (), ut(z,0) =uy (x), 0(x,0) = 0y(z), x € R,

ol a, ¢, k sont des constantes strictement positives, b est un constante non nul, et o > /1 + b?/(ac).
Il a prouvé quelque résultats d’explosions, qui ont été généralisés et améliorés par Kirane et Tatar
[21], ou les auteurs ont étudié un systéme plus général en permettant des termes gradient dans les

deux équations. Plus tard, les résultats dans le travail et Kirane et Tatar [21], ont été généralisés
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par Messaoudi [38] en considérant le probléme

uy(z,t) = div(A(x)Vu(z,t)) + 0VO(z,t) + D(x).Vu(z,t)
—m(z)uy(x,t) + ePulz,t) ju(z, )P, zeQ, t>0
c(x)0i(x,t) = div(K(z)VO(x,t) + b(x)u(x,t) + R(x).Vu(z,t),
u(x,0) =ug (z), u(z,0) =uy (x), 0(x,0) =0p(z), x € Q,
u(z,t) =0, 0(z,t) =0, z€dQ, t>0,

\

ou b, D, R sont des fonctions de n—composante des vecteurs réels; ¢, m sont des fonctions; A, K
sont des matrices n X n tel que A est symétrique, b # 0, p > 2, > 0, Q est un domaine borné
de R" (n > 1), de frontiére reguliére 0.

Racke et Wang [47] ont examiné la propagation des singularités pour des systémes de thermoé-
lasticité homogene unidimensionnels. Assila [1], a étudié I'existence globale et le comportement
asymptotique des solutions pour un systéme purement linéaire multidimensionnel de la thermoé-
lasticité non homogéne et anisotrope, associé & des conditions aux limites non linéaires. Pour
les résultats concernant ’existence, la régularité, controlabilité et de comportement des systémes
de thermoélasticité, nous renvoyons le lecteur aux documents Dafermos [11], Hrusa [15], Munoz-
Rivera [39-40], Racke [44], et Racke Shibata [45] et Slemrod [48].

Actuellement, les méthodes d’analyse fonctionnelle sont trés essentielles dans I’étude des pro-
blémes mathématiques théoriques et appliqués. Le role principal des méthodes d’analyse fonc-
tionnelle, est de donner de meilleurs résultats par rapport a ceux obtenus par les techniques
classiques, en conséquence, il y a eu des progres considérables dans 1’étude des équations diffé-
rentielles opérationnelles dans les espaces de Banach ou de Hilbert.

L’une des méthodes d’analyse fonctionnelle utilisées dans ’étude des problémes mixtes est la
méthode des estimations a priori qu’on a développé et appliqué pour quelques types de problémes
aux limites dans cette these. Cette méthode est basée sur les idées de Dezin [12] et développée
par Ladyzenskaya [22-23], ou elle a été utilisée dans la résolution du probléme de Cauchy lié¢ aux
équations du type hyperbolique. Par la suite les développements importants de la méthode sont
dus a J. Leray [25] et L. Garding [14]. Cette méthode a été également utilisée et développée dans
les travaux de Mesloub [26-27-28],Yurchuk [49] et d’autres. En 1986 N. I. Yurchuk [49] a utilis¢ la
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condition intégrale fol u(x,t)dx = @ (t), pour certaines équations paraboliques, ensuite plusieurs
travaux ont été réalisés en modifiant I’équation ou en cosidérant des équations hyperboliques,
les équations de type mixte, ... Jusqu'en 1990 ou Kartynnik A.V [1] a développé la méthode des

inégalités énergétiques en prenant la condition intégrale avec une borne variable

/ u(x,t)de =¢(t,z), onze(0,1)
0

Pour le traitment des problémes lineaires, le schéma de la méthode peut étre exposé comme

suit : D’abord on ramene le probléme posé a une équation opérationnelle :

Lu=F, ue D(L), (o)

ol 'opérateur L est considéré de I'espace de Banach E dans I’espace de Hilbert F' convenablement
choisis.
On établit les estimations a priori pour 'opérateur L et on démontre I'inégalité énergétique
du type
lully < CllLully. YueD(L).

La démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant I’équation
donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u, ses dérivées et ses premitives. Le choix de
lopérateur Mu est fondamental, il est dicté par I’équation et les conditions aux limites.

On démontre ensuite la densité de ’ensemble des valeurs de cet opérateur dans I'espace F.
Ensuite dans les topologies fortes des espaces E et F on construit la fermeture L de I'opérateur

L ; et la solution de I’équation

Lu=F, FEF,

est appelée solution forte du probléme considéré. A 1'aide d’un passage & la limite, on prolonge
I'inégalité (x) au € D (E) et ainsi est garantie 1’existence de la solution sur I’ensemble des images
R (Z) de 'opérateur L. Comme I'image de 'opérateur L est fermée dans F et que R (Z) = R(L),

alors pour démonstrer I’existence de la solution forte pour tout F €F il suffit d’établir la densité
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de R(L) dans F', qui est obtenue a ’aide des opérateurs de régularisation. Le choix des opérateurs
de régularisation est lié au caractére du probleme étudié. L’unicité est déduite de I'inégalité de
I’énergie.

Pour I’étude des problemes non linéaires, nous traitons d’abord les problemes linéaires asso-
ciés, et sur la base des resultats déja obtenus on étudie les problémes nonlinéaires.

La these est composée de quatre chapitres et d'une bibliographie.

Nous commencons par une introduction ol nous présentons 1’historique de la méthode fonc-
tionnelle dans le chapitre 0 et nous rappellons certaines notions préliminaires qui seront utilisées
par la suite, dans le premier chapitre.

Au second chapitre nous étudions un probléme mixte non linéaire pour une équation visco-
¢élastique avec 'opérateur de Bessel en combinant une condition classique de type Neumann et
une condition intégrale avec poids. On établit d’abord I’existence et 'unicité pour le probléme
linéaire associé et ensuite, sur la base des résultas du probléme linéaire, nous appliquons un pro-
cessus itérative pour établir ’existence et I'unicité de la solution faible du probleme non linéaire.
Ce travail peut étre considéré comme une extension de celle de Bouziani [ 4 | et Mesloub | 26 |.

Dans le troisieme chapitre nous étudions un probléme aux limite non local & valeur initiale
pour un systéme de thermoélasticité singulier non linéaire o1 une condition aux limite classique
est remplacée par une autre non locale. Pour traiter le cas linéaire associé, on reformule le
probléme linéaire posé sous une forme opérationelle, nous utilisons la méthode des inégalités
énergétiques ol on établit quelques estimations a priori pour la solution du systéme donné ainsi
que la densité de ’ensemle des images de l'opérateur engendré par le probleme considéré, puis
on applique une méthode itérative pour le cas non linéaire. Les résultats obtenus peuvent étres
considérés comme une généralisation des résultats obtenues par Mesloub [27-28].

Le quatriéme chapitre est consacré a I’étude d’un probléme aux limites mixte non local pour
I'équation de Boussinesq a n—dimensions dans un cylindre Qr = Q x (0,7). En utilisant la
méthode de Galerkin, nous démontrons ’existence de la solution faible du probléme posé ainsi
que I'unicité de la solution généralisée du probléme posé.

Nous donnons & la fin les différentes références utilisées dans cette thése.




Chapitre 1
Notions préliminaires

1.1 Espaces normés. Un espace vectoriel F est appelé espace normé si a tout © € E
correspond un nombre positif ||z|| (appelé norme de z) tel que les trois axiomes suivants, dits
ariomes de la norme, sont vérifiés :

1°. ||z]| > 0; ||z]| = O si et seulement si x = 0 (la norme est non dégénérée) ;

2°. ||Az|| = |A| - [|z]| (la norme est homogeéne);

3% |l +y| < |lz|| + ||yl (inégalité triangulaire).

Ainsi donc, la norme est une application définie sur F, prenant des valeurs positives et vérifiant

les propriétés 1° a 3°.

Remarque 1.1 Si l'on étudie plusieurs espaces normés a la fois on fera figurer ces espaces en

indice pour en distinguer les normes, par exemple ||z|| 5.

1.2. Espaces de Banach. Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy y est
convergente. Un espace normé complet est appelé espace de Banach.

1.3. Espaces de Hilbert. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace
de Hilbert s’il est complet au sens de la norme associée au produit scalaire.

Les espaces de Hilbert qui sont des espaces de Banach particuliers sont des généralisations
des espaces IR" et C".

1.4. Espaces de Sobolev.
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Soit 2 C I R™ un ouvert et soit p € IR avec 1 < p < 00; on pose

LP(2) = < u mesurable sur () et /]u|p dr <oop, 1<p<oo,
)
L*®(Q) = {u mesurable sur Q et il existe ¢ tel que |u(z)| < ¢ p.p.sur Q}.

LP(2) est un espace de Banach pour la norme

1/p

oy = / WPde | 1<p< oo
Q

Pour p = 2, L*(Q) est un espace de Hilbert ayant le produit scalaire

(F9) ooy /f

Définition 1.1 L’espace de Sobolev WYF(Q) est définit par

91, 92, -y gn € LP(R2) tels que

WhP(Q) = que L(Q
- ' ) fu%%dl‘ = —[gipdx Vo € CX(N) Vi=
Q Q

1,n

Pour u € WHP(Q), on note

ou
0@»

ou OJOu ou
Oxy Oxs’ 7 Oxy,

=g; et Vu = ( ) = grad Uu.

L’espace WYP(Q) est un espace de Banach pour la norme

p

ou
ox;

=1

1/p
, 1 <p<oo.
LP(Q)

[ellwr@) = [HUH]E o T, D

Définition 1.2 Soit m > 2 un entier. On définit par récurrence l’espace de Sobolev W™ ((2)

par
ou

m7PQ — m—LPQ, el
W) = {ue wrrr; o

e WmtP Q) Vi= ﬁ} .

10
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1l revient au méme d’introduire

Va avec |al <m  Fg, € LP(Q) tel que

Wm,P Q — c Lp Q
(Q) u (€2) [uD*pdx = (_1)|04\fga<pdx Vo € C2()
Q Q

ou pour
a=(a,ag,...,an), aq €IN, i=1n

un muli-indice ; on pose

N olel

ol = Yo; et = —
o i=1 0110x5...07,

Pour u € W™F(Q), on note D% = g, .L’espace W™F () muni de la norme

1/p
ooy = (o 2., ID"ulr) + 1p<oo
est un espace de Banach.

Définition 1.3 Pour m € IN, on note :
wmP(Q) = {ue®(Q); DueL”(Q) |af <m},

ot D'(Q) est espace des distributions sur Q. Alors pour m = 0, on a WOF(Q) = LY (Q) et pour

m > 1, on retrouve les espaces introduits dans les deux définitions 1 et 2.

Remarque 1.2 Dans les applications on rencontre fréquemment le cas ot p = 2. On utilise alors
la notation W™2(Q) = H™(Q).

L’espace H™(Q2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

0<]al<m

(u, V)gm@) = X /Do‘uDo‘vd:U.
Q

11
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Pour tout m € IN, on a les inclusions suivantes :
D) =CX(Q)C H™(Q) Cc H™ Q) C ... C H(Q) Cc H'(Q) = L*(Q) C D'(Q).

1.5. La formule de Green.

Lemme 1.1 Soit Q C IR" un owvert borné de frontiére ', Clpar morgeauz, et soient u,v €

HY(Q), alors on a

/uavdx:/um%ds—/vaudx pour i =1,n,

Q r Q

ot ¥; est lai— éme composante de ¥ (la normale extérieure a ') et u(s),v(s) sont les traces des

fonctions u(zx) et v(x) sur T, et x = (1, T2, ..., Tp).
1.6. Eléments orthogonaux. Supplémentaire orthogonal.

Définition 1.4 Soit E un espace muni d’un produit scalaire. Chaque fois que (x, y) = 0, nous
dirons que les éléments x et y sont orthogonaux et nous le noterons x L y. De toute évidence,

I’élément nul de E est orthogonal a tout élément de E.

Définition 1.5 Un ensemble L dans un espace vectoriel E s’appelle variété linéaire (ensemble
linéaire) si pour deux éléments quelconques x et y € L et deux scalaires A, j la combinaison

linéaire \x + py € L.

Définition 1.6 Soit L une variété linéaire dans un espace de Hilbert H. L’ensemble des éléments

de H orthogonauz & L est appelé supplémentaire orthogonal de L et est noté L.

Théoréme 1.1 Soit L une variété linéaire dans un espace de Hilbert H. Alors, pour que L soit

dense dans H, il faut et il suffit que L+ = {0} .

Preuve On peut consulter[13] (voir théoréme 2, page 66). =

1.7. Opérateurs fermés. Opérateurs fermables.

12
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Définition 1.7 Soient E et F deux espaces de Banach. On dit qu’un opérateur A : E — F est
fermé si G(A) est fermé dans E x F. G(A) est le graphe de A.

Dire que G(A) est fermé revient a dire que pour u,, € D(A) et (un, Au,) — (u, f) dans E x F
onau€ D(A) et f = Au. D(A) est le domaine de A.

Définition 1.8 Soient E et F' deux espaces de Banach. On dit qu’un opérateur A : E — F est
fermable s’il admet un prolongement fermé.
Autrement dit; A est fermable si et seulement si pour toute u, € D(A), u, — 0 et Au, — f

entraine f = 0.

1.8. Opérateurs de régularisations.

Le développement et 1’étude des opérateurs de régularisation sont dis principalement a S.
Sobolev et K. O. Friedrichs.la thése se base sur le schéma proposé par K. O. Friedrichs.

Soit W une fonction paire de classe C'™°, d’une seule variable { avec W (&) > 0; W = 0

sif§| > 1, et

]W@%zL

Pour tout € > 0, on pose

Alors, on a
1 1
/I/V‘E (x,2")dx’ = /I/V‘E (x,2") dx =1,
“1 “1

avec

We(z,2')=0 si |z—2a|>e
On définit les opérateurs de régularisation J. par la formule
(Jv)(z) = /Wg(a:,x’)v (") da’

:Q/ W, o) (o) da,

lz—a'|<e

13
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ou, Q= (a,b) CIRetve L*NQ).
Ces opérateurs ont les propriétés suivantes :

P1. La fonction Jov € C®(Q) si v € L3(), et

o™ o™
ajj_mJEU = Jeax—m?) si v E Cm(Q)
P2. Sive L), alors
[Jev = ][ 2(q) — 0 quand ¢ — 0,

et

101l 20y < N[0l L2y

P3. Sia(z) € C(Q) et v € L*(N), alors
|adov — Je(av)| 20, — 0 quand & — 0.
P4. Sia(z) € CYQ) et v € L*(), alors

— 0 quand € — 0.

H — (v — J(aw))
L2(Qs)

La démonstration des propriétés P1- P4 est analogue a celle des propriétés des opérateurs

de régularisation obtenus dans [16] (voir lemme 9.1).
1.9.Quelques inégalités auxiliaires.

Lemme 1.2 Si les h;(t), i = 1,2,3. ,sont des fonctions non négatives sur l'intervalle [0,T],

hi(t), ha(t) sont intégrables et hs(t) est non décroissante, alors de l'inégalité

/ hy(t)dt + ha(t) < hs(t) + ¢ /hQ(t)dt,
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il s’ensuit que

/ ha(£)dt + ho(t) < ¢ ha(t).

La démonstration du lemme est analogue a celle du lemme 7.1 [16].

1.9.1. Inégalité intégrale de cauchy-schwarz.

1/2
2

¥(f.9) € (LAQ))" : /Ifgl < /f2 : /g
Q Q Q

1.9.2. Inégalité de cauchy.
2 Ly, 1,
V(a,b) € IR” : |ab] < 20+ §b :
1.9.3. Inégalité de cauchy avec ¢. Soit € un nembre réel strictement positif, alors
V(a,b) € TR : |ab| < Sa® + —p?
’ ' ~ 2 2

1.9.4. Inégalité de Young. Soient p et ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la

relation
1 1
—+ - =1.
p q
Alors
p bla
V(a,b) € IR*: |ab| < ol + u
p q

1.9.5. Inégalité de Young avec ¢. Soit € un nembre réel strictement positif, alors
Y(a,b) € IR* : |ab| < elal|’ + C(e) |b]?,

ol p et ¢ sont reliés par la relation (9.4) et C'(e) = é(ap)“ﬂp.

15
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1.9.6. Inégalité intégrale de Holder.

1/
Y(f,9) € 17(Q) x LU(Q) - / fol < / P
Q Q

ou p et ¢ sont toujours reliés par la relation : 1/p+1/¢ = 1.

1.9.7. Inégalité de Poincaré

Pour tout u (z) € W3 (), ul,o =0 on a

/qux < Cé/uidx.
Q Q

ou Cq est la constante de Poincaré dependant de (2.

p
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Chapitre 2

Etude d’un probléme mixte nonlocal
pour une équation viscoélastique

singuliere non linéaire

Dans ce présent chapitre, nous étudions un probléme mixte non linéaire pour une équation
viscoélastique avec une condition aux limites non classiques ( condition intégrale). Nous com-
mencons d’abord par résoudre le probléme linéaire associé. En écrivant le probléme linéaire sous
forme opérationnelle, nous établissons une estimation a priori pour la solution de laquelle on
déduit 'unicité de la solution forte du probleme linéaire posé. Pour I’existence de la solution, on
démontre la densite de 'image de 'opérateur engendré par le probléme considéré. Sur la base
des résultas du probléme linéaire, nous appliquons un processus itérative pour établir I'existence

et I'unicité de la solution faible du probléme non linéaire.
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Chapitre 2. Etude d’un probléme mixte nonlocal pour une équation viscoélastique
singuliere non linéaire

2.1 Formulation du probléme

On considére ’équation aux dérivées partielles non linéaire

1 ! 1
g — —(TUy) 2 + / g (t —s) —(zug).(x, s)ds + auy = f(x,t,u,uy), (2.1.1)
T 0 T

dans le domaine@ = (0,1) x [0,7].

On associé a I’équation (2.1.1) les conditions initiales
lu=u(z,0)=1ug(z), lou=u(x,0) =uy (), z e (0,1), (2.1.2)
la condition aux bord
ug (1,1) = 0, te 0,17, (2.1.3)

et la condition intégrale

1
/ rudr =0, te0,7]. (2.1.4)
0

Pour la fonction de relaxation g (¢), on suppose que g : R, — R, est une fonction bornée de

classe C? telle que

1—/Tg(s)ds:/\>0, (2.1.5)

et
g(t)>0, ¢ () <0. (2.1.6)

La condition (2.1.5) est necéssaire pour garantir I’ hyperbolicité du systeme (2.1.1) —(2.1.4).

La fonction f est supposée Lipschitzienne :
|f (@, tun, o) = (2t ug,09)[ <6 (Jur — uof + 1 — vaf)

pour tout (z,t) € @, et 0 est une constante positive.

Pour le probléme posé on démontre I'existence et 'unicité de la solution.
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Chapitre 2. Etude d’un probléme mixte nonlocal pour une équation viscoélastique
singuliere non linéaire

2.2 Probléme linéaire associé

On étudie tout d’abord le probléme linéaire associé :

Lu=uy — L(zuy), + fo (t —s) L(wug)a(z, s)ds + auy = [ (x,t),
lu=wug(x), lou=u(x) reN=(01), (2.2.1)
ug (1,t) =0, folxudx:(), tel0,7],

Pour I’étude du probléme posé nous avons besoin de quelques espaces fonctionnels. Soit Lf) (Q)
ou @ =0 x(0,T), I'espace de Hilbert avec poid des fonctions définies et de carré intégragles sur

(), muni de la norme
2
HuHL%(Q) = / ruldxdt,
Q
et le produit scalaire

(U, V) 3g) = (@U, V)12 »

et soit l'espace de Sobolev-Slobodetski VVpl’1 (@) avec poid équipé du produit scalaire

(U, V)wrrg) = (U V)zg) + (Uer Va)rzg) + (U V() -

et I/Vpl’0 (@) V'espace de Sobolev ayant le produit scalaire

(u, V)yrog) = (U, V)pz(g) + (tas Va)rz(q)

Au probléme (2.2.1) on associe 'opérateur non borné L = {L, {1, {5} avec domaine de defi-
nition

D (L) == {U S L?) (Q) /ut; Uy y Utty Ugt, Ugy € Li (Q)

verifiant les conditions aux bord (2.1.3) et (2.1.4). L’opérateur L est considéré de E dans F,ou
E est un espace de Banach de fonctions u € L? (Q) satisfaisant aux conditions (2.1.3) et (2.1.4)

et ayant la norme finie
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singuliere non linéaire

2 2 2
HU”E = Hu”c(o,T;W,}*l(Q)) - OEEET [l (:E’T)prl’l(ﬂ) )

et F' est 'espace de Hilbert L2 (Q) x W, (Q) x L2 (Q) , avec la norme finie

2 2 2 2
1F e = 112z + lluollwy @) + llualliz@)» F = (f; uo, ua) -
2.3 Unicité de la solution

Théoréme 1. Pour toute fonction u € D(L), il existe une constante C' positive indépendante

de u telle que

2 2 2 2
||u||C(O,T;Wp1’1(Q)) <cC (HfHLg(Q) + ||U0||Wp1(n) + HU1||L3(Q)> : (2.3.1)

Preuve Considérons 1’équation

(Lu, Mu)pz) = (f, Mu)r2@), (2.3.2)
ou
Mu = u; — 32 (Euy)
et
xz &
32 (6un) = [ [ e tynd
0 0
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singuliere non linéaire

on a

(vt ut)LI%(Q) — ((rug), , Ut)L?(Q)
t
= (/ g(t—s)(zuy (z,s)),ds, w + (auy, ut)L%(Q)
0 £2(Q)

_ (utt, 32 (ﬁut))L%(Q) + ((mux)x , 32 (fut))Lz(Q)
_ (/0 g(t—s)(zuy), (z,s)ds, 32 (fut)>

_ (aut, %i (fut))L%(Q)

= (/, Ut)Lg(Q) — (£, 9% (§Ut))L3(Q) : (2.3.3)

L2(Q)

Utilisation des conditions (2.1.3) et (2.1.4), et des intégrations par partie successive, on obtient

1d (!
(wat Ut)Lg(Q) T out ; zugda, (2.3.4)
() )y = 20 [ 235)

— ((zug), , u =—— [ zuidx, 3.
VL) T o4t f,

1
(auy, ut)L%(Q) = a/ rulde, (2.3.6)

0

(/Otg (t = 8) (zus (2, 5)), ds, ut> o
_ /0 t (g (t— ) /0 i () (2, (:p,s))zdx> ds
_ /0 t (g (t—s) /0 vty (2.8) 1y (.9) da:) ds

- /0 t (g (t— s) /0 13:% (,5) % (g (2,5) — g (m,t))dx) ds
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singuliere non linéaire

= /Ot (g (t—s) /01 T (ug (1,8) — ug (z,t)) % (ug (z,5) — uy (2,t)) da:) ds
# [ (0069 [ o) 5 ) — s () ) s
_ %/Ot (g (t— ) /O1 x% (ty (2,5) — 1 (x,t))zdx) ds

1 t
_5/0

<g (t—s) /01 x% (ug (1)) dx) ds.

Prenant ¢t — s = v dans (2.3.7), il vient

([ (=), o2 ) s, ut)m)
_ %/Ot (g (t— ) /le%(ux (2,5) — 1 (x,t))2da:) ds

1
2

Ot (g ) /0 1 :c% (s (2,1))° d:c) dv

_ %/Ot%{g,(t_s)/olx(ux(x,s)—ux(x,t))mx}ds

/Ot (gl (t—s) /le (s (7,8) — Uy (x,t))Qd:c> ds

[ iwnis [a6ast+ 300 [ v o

1d (!
— (Utta gi (fut»L%(Q) = 5@ . (%x (51/4))2 dl’,

1
((:I;ux)x , 32 (£ut))L2(Q) = — /0 U, Sy (§uy) dx,

([ o= e o), s, 2 )

L2(Q)

= —/Ot (9 (t—s) /01 32 (Eue) (zus (2, 5)), dff) ds
_ /Ot (g(t—s) /Ola:%x (€ug (x, ) s (2, s)da:) ds,

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10)

(2.3.11)
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singuliere non linéaire

1
= (e, % () 1y = = 095 () e (Gun) ;g + / (3. (€ur))* da

~ /O (S, (Eup))? da (2.3.12)

La substitution de (2.3.4) — (2.3.6) et (2.3.8) — (2.3.12) dans (2.3.3), donne

1d [ 1d [ !
oY i xufdm+§a ; xuidm—i—a/o rulde

+a /01 (e (é‘ut))2 dr + %% 01 (S (fut))2 dx

% /Ot%{g(t— 5) /le(ux (2,5) — s (a;,t))de} ds
_%/Ot (g' (t—s)/olx(ux (2,5) — Uy (:v,t))zdx) ds

_%% {/01 2 (2,4) dx/otg(s) ds} +%g (t)/olxug (2,8) dx

+ t (g (t —s) /1 xSy (Eug (4, 1)) ug (2, 9) dx) ds — /1 Uy (uy) dx
0 0 0
= (Fru) iz = (5 S2(€w)) 13y - (2.3.13)

L’équation (2.3.13) est équivalente a

g () /01 2l (2,t) da + a/ol (S, (Eu))* d + %dt /01 (S, (Eup))? da

= (f? ut)L%(Q) - (f7 %925 (Sut))L%(Q) ) (2314)
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Chapitre 2. Etude d’un probléme mixte nonlocal pour une équation viscoélastique
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mais puisque g(t) > 0 et ¢’ (t) <0, alors (2.3.14) devient

1d [! 1d ! !
5%/0 xu?dw+§a{<1—/o g(s)ds)/o xui(x,t)dx}

+a/01m§dx+3— Ot{g(t—s) /le(ux (2,5) — s (:r,t))2dx} ds

1 1 1
—l—a/o (e (fut))2 dx + %%/0 (e ({ut))Q dx —/0 U, (Euy)

—l—/o (g (t — s)/o xSy (Eug (2, ) ug (z, 5) da:) ds
< (f, Ut)Lg(Q) - (f, S8 (fut))L%(Q) ) (2.3.15)

'intégration des deux membres de (2.3.15) par rapport a ¢t sur (0,7), donne

IN

%/Olzvu?(a:ﬁ)dm+% (1 —/OTg(s)ds> /leui(xﬁ)da:
—i—a/T vuidrdt + % /OT {g (1 —35) /01 (g (,5) — up (2,7))° d:U} ds
+a/T (S, (Euy))? dadt + % /01 (S, (Euy (2,7)))* do — /OT /01 TSy (§uy) dadt

[ (o= [ o9tu o) un o)) asfa

1 1
(f ut)Lg(QT) - (f» %:26 <€ut))L§(QT) + 5/0 xufda:

1 ! 8u0 2 1 ! o~ 2
=3 x(%> ot g [ (s (23.16)

Comme ¢(t) > 0, alors en éliminant le troisiéme, le quatriéme et cinquiéme terme du membre

gauche de (2.3.16), et en appliquant 'inégalité de Young pour les deux premiers termes de la
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singuliere non linéaire

partie droite de cette inégalité, on obtient

1 2 1 2
2 [ T)HL%(Q) + B 18 (we (=, T))“L%(Q)

Jé <1_/079(3) ds) /leui (z,7) d

1 u, ||?

1 2
- + = 1S (5%)”@,(9)

2

IN

sy + 2 \
2(9) 9 L2@)

1 2 2 1 2

_/OT{/; (g@_s) /Olmgx (€ (2, 1) us (2, s)dx) ds}dH/OT/leux%m (€u,Y2LBHT)

Les deux derniers termes de membre gauche de (2.3.17) peuvent étres estimés de la maniére

suivante
_/0 /0 {(g (t—s /le%x(ﬁut(x,t))ux(x, s)dx) ds}dt
_/QT (/0 g (t— 8) s (s, s)ds) S, (€us (2, 1)) dadt
< %/ (/Otg(t—s)xux (z, s)ds)2dxdt+%/T(%I (€uy))? dudt
L o (e
%/T(%x (Euy))” dudt. (2.3.18)
Comme

T t 2 TQ T
/ </ T |ug (x, s)| ds> dt < — [ 2%l (z,t)dt
0o \Jo 2 Jo

T (7
zu? (z, t) dt, (2.3.19)

IN
|
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alors il en résulte de (2.3.18) et (2.3.19) que

//{( (t—s /lx\sx(fut(x 1)) ug (z, s)da:)ds}dt

< 5/ (S (Euy))” dxdtJr—/ vu? (z, t) dzdt, (2.3.20)
ou
B= sup [g(s)],
0< s <T
T 1 1 ) 1 )
U, Sy (Suy) daedt < 5 (Sy (Ewy))” dadt + B zusdxdt. (2.3.21)
o Jo . o

En combinant (2.3.17),(2.3.20) et (2.3.21), on obtient

1 2 1 2
b [u (z, T)||Lg(g) + 9 1Sz (Eus (, T))HLg(Q)

+% (1—/07g(8)d8> /leUf;(flfaT)

1 ) 1 || Ous ||? 1 )
< = 2 o o (\m 2
< Dl ' 3]0y 310 M
1 5
+5 eI 72 0ry HfHLz @)t~ de (€un)72(gr)
T2
+(2+BT)/ zuldrdt. (2.3.22)

En tenant compte du fait que g(t) > 0, nous avons alors

1—/DTg(s)ds > 1—/0Tg(5)d5
= A

Soit I'inégalité élémentaire

1 2 1 2 1 2 1 2
2 |u(z, T)HLg(Q) ) HUHLg(QT) ) ”utHLg(QT) + B HUOHLg(Q) < 0. (2.3.23)
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singuliere non linéaire

Des inégalités (2.3.22) et (2.3.23), il en résult que

1 A 1
e le, Dl +5 [ o0k @ e+ 5 lute iy

1 2
+5 19 (€ue (2, )220
1 ‘ ou, ||? 1

IA

2 2
3 [ua I3 0) + 5 1 52 T3 w0l q)

L3 ()
2 I, 2 1 2
1 p0m) + 5 19 (Gun) 0y + 5 IlE0r

)

2 2

+ ez gry + i 18 (€un)l L2 gr)
1 BT? 9

+(5+ 5 ) Ity

Nous déduisons de (2.3.24) et de I'inégalité

2 1 2
192 (€un) @) < 5 lwallzz o) »

que
2 2
(e, ) gy + 1950 (€ (@, 7)) 320
2 2 2
<y (Ilelyas g + loliyey + lealage)
2 2
1 I3 0r) + 190 (€ullEaqr) )
ou ,
max (3,157
Y= AR
min (3, 3)

En appliquant le lemme de Gronwall a 'inégalité (2.3.25), nous obtenons

2 2
oty P12y + 1950 (€ (2, 7 sy

2 2 2
< T (17 g0 + Tl + sy )

(2.3.24)

(2.3.25)

(2.3.26)
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en négligéons le second terme de la partie gauche de (2.3.26), Puis en prenant le supremum par

rapport a 7 sur [0, 7], nous obtenons

2 2 2 2
HUHC(O,T;W;J(Q)) < e’ <Hf||Lg(Q) + HUOHWpl(Q) + HU1HL3(9)> ) (2.3.27)

Ce qui acheve la démonstration du Théoréme 1, avec C' = ve'?. =

Proposition 2. L'opérateur L définit sur E dans F est fermable.

Preuve La preuve de cette proposition est analogue a la proposition 1 dans [30]. Soit L
la fermeture de l'opérateur L, et D(L) son domaine de définition. La solution de I’équation
Lu = F, ot F = (f,u1,up), est appelée solution forte de probléme (2.2.1).Nous prolongeons
'inégalité (2.3.1) a l'ensemble des solutions v € D(L), en passant & la limite et donc établir

I'unicité d’une solution forte et la fermeture de ’ensemble des valeurs R (Z) , de I'opérateur L

dans 'espace F'. m

2.4 Existence de la solution

Théoréme 3. Pour tout F = (f,u1,up) € F, il existe une solution unique forte v = L 'F=

L~1F de probléme (2.3.1) satisfaisant a ’estimation a priori

2 2 2 2
HuHC(O,T;Wpl’l(Q)) <C (Hf”L,%(Q) + lluollwy o) + HU1HL3(9)> (2.4.1)

ou C' est une constante positive indépendante de wu.

Preuve Pour prouver que le probléeme (2.2.1) admet une solution forte unique pour tout
F = (f,u1,up) € Fiil suffit de prouver que ’ensemble R(L) est dense dans F'. Pour cela, nous
démontrons le résultat suivant (la preuve de la densité dans le cas particulier). m

Théoréme 4. Si pour une fonction ¢ € L,% (@),

(1, ) 30 = 0. (2.4.2)

pour toutes les fonctions u € Dy (L) = {u/ue D(L), tyu= lyu=0},alors ( = 0 presque
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partout dans Q).

Preuve du Théoréme 4. on a

(e, Opag)y = ((@WUa)y s Q) pagg) — (ats; Q) pag) (2.4.3)

_ (/ot g(t —s) (vuz), (z, 7)dr, C) 2@

Maintenant on pose

u(z,t) = S (SV)

= SV (2.4.4)

t s
= / / V (z,7)drds,
o Jo

ouV, a2V, (2Vy),, (@S:Va),, (xS3VL),, (2S3V,), € L? (Q), et la fonction V satisfait les condi-

x )

tions aux limites (2.1.3) et (2.1.4) et la condition

5 5
5(x—1) \/; 5(x—1) 8
D —A ~ < < ———= i 4.
o oXP \/Xt <V (zx,t) < oy oXP t (2.4.5)

ou

A= T? 4 27 (<g 0)F+2 stp g1 72 sip |g'|).

0<t<T 0<t<T

Les équations (2.4.3) et (2.4.4) donnent

v, C)Lg(Q) = ((m%?VI)z ) C)L2(Q) — (@3V, OL%(Q)
t
— </ g(t—ys) (.%%3%)96(1’7', C) . (2.4.6)
0 L2(Q)
Comme le membre gauche de (2.4.6) est une fonctionnelle linéaire continue de V', alors 3}V =

ftT V(z,7)dr, SV = ftT fsT V (x,7)drds € L*(Q), de sorte que I;*V,, (237*V,), € L* (Q) et

Cyrk _
S Vel = 0.
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En définissant

C(x,t) = (T —t)*V (x,1), (2.4.7)

I'équation (2.4.6) prend la forme

2
(T -0V, V)L%(Q)

(2.4.8)

En utilisation les conditions aux limites (2.1.3) et (2.1.4), et en intégrant par partie dans

(2.4.8), on obtient

2
((2S7V;),, (T —1t)? v)LQ(Q) = (T —1t) %tkuig(@) — H%fvx\\L%(Q) : (2.4.9)
2
(@Y, (T =1V 1y = 0 H\/T - t%tv‘ ) (2.4.10)
14

30



Chapitre 2. Etude d’un probléme mixte nonlocal pour une équation viscoélastique

singuliere non linéaire

_ (/Otg (t—7) (232V,), dr, (T —t)? v) o
_ /Q </Otg(t — 1) (232V,) d7> (T — 1) Vydadt
_ /01 (/Otg(t 1) (282V,) dT> (T )23V, -

dx
— / g (0) 232V, (T — t)* 3, Vydadt
Q

t=0

t
_/ </ xg'(t—T)sde) (T — )2,V dwdt
Q 0
t
+2 / ( / xg(t—7) sivxdf) (T —t) 3,V dwdt
Q 0

= - / g (0) 232V, (T — t)* 3, Vydadt
Q
t
—/ </ xqg’ (t—T)side) (T — t)* S,V dadt
Q 0
t
+2 / ( / zg (t—7) %ivxdr) (T —t) 3,V dxdt.
Q 0

En substituant (2.4.9) — (2.4.11) dans (2.4.8), nous obtenons

(T —t) ‘/;EH%/%(Q) +a H\/T — t%tV’

2
L2(Q)
o 2 277 (12

= |[(T"—1) SthHL,%(Q) o H%thHLg(Q)

t
_ ((T — 1)’ 3V, (/ g {t—r) %3%d7) )
0 L3(Q)

t
+2 ((T—t) 3V, (/ g(t—7) %31@17) ) |
0 L2(Q)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, I'inégalité de Cauchy-¢ et 1'inégalité

T?
2 2
ISuhll 2oz < 5 WAl z2qo.my

(2.4.11)

(2.5.12)
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on peut estimer les trois derniers termes du membre droit de (2.4.12) pour avoir

)
1 2
2 2 V. 2 2‘7

-9 (0) ((T - t)Z %t%a%?%)L%(Q

t
~(w-vrsw ([ o a-nsvar) )
0 L2(Q)

4 2 / 2 1 9 2
< AT Oiltlnggl (T =) SValliz + 5 [197Vel 1y - (2.4.14)
t
2 <(T_t) SV, (/ g(t—r) %3\/36617-) )
‘ 13(Q)
1 2
< 4T? su T —1)SVal? ~||s?v; 2.4.1
< Oiltlngg! 1T =) SVallizo) + 5 197Vel L3 (2.4.15)

Si nous négligeant le second terme de la partie gauche de (2.4.12) et ensuite de combiner avec
les inégalités (2.4.13) — (2.4.15), nous obtenons

) 2
1T =) Vi) < MISVelliz) — 5 19TV, (2.4.16)

(@

La condition (2.4.5), confirme que le membre de droite de (2.4.16) est non positive, et donc
2
1T =) Va0, (2.4.17)

I'inégalité (2.4.17) implique que ((z,t) = 0 presque partout dans ). Ce qui acheve la preuve de
Théoreme 4.

Nous allons maintenant prouver le cas général de la densité. Sachant que F' = Lf} (Q) %
VVP1 (Q) x Li () est un espace de Hilbert, alors I'image de 'opérateur L est dense dans F' signifie
que lorthogonalité d'un vecteur ® = ((, ¢y, ;) € F' pour 'ensemble R (L), implique que ® = 0.
C’est a dire

(Lu, C)Lg(Q) + (Eluaﬂoo)wpl(m + ( £2u=¢1)Lg(Q) =0, (2.4.18)
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implique que (¢, ¢y, ;) = 0.
En posant u € Dy (L) dans I’équation (2.4.18) nous avons

(Lu, C)L%(Q) =0, pour tout u € Dy (L).

D’aprés le théoréme 4 on en déduit que ¢ = 0, et (2.4.18) devient

(rus )y (o) + ( L2tisp1) 2 () = 0,

comme les images /;u et {ou s’annulent d’une maniere indépendante et que les ensemble des va-
leurs des opérateurs de trace ¢, et £, sont respectivement denses dans les espaces W, (Q) et L2 (Q),

alors g, = 0, ¢, = 0. Par consequence & = 0, d’oit R (L)" = {0} c’est a dire que R (L) = F.

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 3. =

2.5 Probléme non linéaire

Nous somme maintenant prés a résoudre le probléme non linéaire (2.1.1) — (2.1.4). En se
basant sur les résultats obtenus précédement, nous appliquons un processus itérative pour établir
I’existence et 1'unicité de la solution faible du probléme non linéaire. Si u est une solution du

probléme (2.1.1) — (2.1.4) et ¥ est une solution du probléme

\Ijtt - (%\Ijl’ + \Ijl’x) + f(]tg (t - S) (%\I}x + \I}zx) (.I', S)dS + CZ\IJt = O7
U (2,0) = ug (x), Uy (z0)=u(z), (2.5.1)
U, (1,t) =0, [ 2¥(z)ds =0,

alors W (z,t) = u(x,t) — ¥ (z,t) est une solution de

Wi — (W, + W) + [ g (t — s) (AW, + Wi, (2, 8)ds + aW, = G (z,t, W, W,,),
W (:Ev O) = Oa Wt (ZL’7O) = O) (252)
W, (1,6) =0, [ aW(z,t)dz =0,
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ou

Gz, t, WW,) = f(z, t, W+ U, W, +T,),

qui satisfait & la condition

|G(x,t,uy,v1) — G(z,t, ug, vol (2.5.3)

S 5(|u1 — U2| + |U1 — Ug‘) .

Théoréme 4 montre que le probléme (2.5.1), admet une solution unique qui dépend conti-
niment des données ug € W, (Q) et uy € W) (€2) .Afin de résoudre le probleme (2.5.2), nous
allons montrer qu’il a une solution faible unique. L’idée générale, est de construire une suite
itérative (W(”))neN qui converge vers un élément de W € L2 (O, T; Vp1 (Q)) qui sera la solution
du probléme a I’étude (2.5.2).

Théoréme 5. Supposons que la condition (2.5.3) a lieu et que

VnTe™? < 1,

o
_ max {452,T2ﬁ + 7/2}
B min {1,2)} ’

et
2
B = (SUPQ (5)0§3§T) y
alors le probléme (2.6.2) admet une solution unique faible appartenant o L* (0, T, I/Vp1 (Q)) )
Preuve Supposons que W et v € C*(Q) telle que W(x,0) = 0,Wy(2,0) = 0, vy(z,T) =
0, fol xWdx =0, fol rvdzr = 0.

Pour v € C*(Q), nous avons

(LW, S, (fUt))Lg(Q) = (G, S, (gvt))Ll%(Q) : (2.5.4)
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En tenant compte des conditions ci-dessus sur les fonctions W et v, nous avons
(Wi, S (§01)) 12 () = (Va1 S (EW)) 12 (2.5.5)

- ((IWm)x , S (&)t))Lz(Q) = (Uh Wx)L%(Q) , (2.5.6)

( /0 tg (t —s) (W, (2,5)), ds, S (5%))

L2(Q)
= — <Ut,/ g(t—s)zW, (:U,S)) ; (2.5.7)
0 L3(Q)
(aW, o (gvt))L%(Q) = — (avy, Sy (th))Lg(Q) y (2.5.8)
(G, B (E0r)) 13g) = = (1, B2 (€G)) 1) - (2.5.9)

En combinant (2.5.4) — (2.5.9), on obtient
B (Wv Ut) - (Uty %m (fG))L%(Q) s (2510)

ou

¢
B(W,vy) = (avy, S, (§Wt))L§(Q) + (Ut,/ g(t—s)xW, (z,s) ds)
0 L2(Q)

— (vu, Sy (SWt))Lg(Q) — (vy, Wx)L%(Q) . (2.5.11)

nous devons mentionner ici que nous entendons par une solution faible du probléme (2.5.2) une
fonction Z € L2 (Q) satisfaisant (2.5.10) et Z,(1,t) = 0. Nous allons maintenant définir la suite
itérative (W("))

ey comme suit : Soit WO = 0, compte tenu de I’élément W1 alors pour
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n = 1,2, ... résoudre le probléeme itérative :

(

Wi — (%Wén) + ngg)) + [y g(t—s) (%ngn) + W;;E?) (z,5)ds + aW™
_ye (x £, WD), Wé”f”) ,
W™ (2,0) =0, W™ (2.0) =0,
W (1,8) =0, [ aW® (z,t)de = 0.

(2.5.12)

Pour n fixe, le Théoréme 3, montre que chaque probléme (2.5.12) admet une solution unique
W™ (2. t). Maintenant, nous posons S™ (z,t) = W@+ (z.¢) — W™ (x,¢), on obtient alors la
nouveau probléme
[ S0 — (259 +5W) + [y gt —s) (28 + 5 (2, 5)ds + as("

=10 (2.1),
S™ (z,0) =0, S™ (20) =0,
S (1,8) =0, fol zS™ (x)dr = 0,

(2.5.13)

ou

IV (z,t) =G (z,t, W, W) —= G (z,t, W=D W),

T

Lemme 6. Supposons que la condition (2.5.3) est vérifiée, alors il existe une constante

positive telle que pour le probléme (2.5.13), nous avons l’estimation a priori
n T/2 n—1
= )HL2(0,T;Wp1(Q)) < VnTem || )”Lg(Q)- (2.5.14)

Preuve du lemme 6. Prenant le produit scalaire dans L,% (QV),avec0 < v < T, del’équation

différencielle dans (2.5.13) et 'opérateur intégro-différentiel

08" = 8" - 32 (¢57),
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nous obtenons

(St(tn)v St(n)>L,2)(QU) - ((mSé”))m + St(n)>L2(Qv) i (an”), St(ﬂ))L,%(Q“)
+ ( /0 gt —s) (@S)_(z,s)ds, 55”)>L2(QU) — (s, 92 (555”)))L% o
F((@50), +92(657)) o, — (08792 (e57)) L o

([ e (5, (090,32 (e517) ) |

(o0, 50)

L2(Qv)

n (F(”‘l), 32 (gsf’”))ww) . (2.5.15)

L2 (Qv)
on obtient aprés intégration par partie de chaque terme de (2.5.15),

2 1 2

o 2

1 ! "
3 (1 [ o @as) 15 @y o7
0 4

x S(n) 2 B S(n) Cx S(”)
Sz f t LQ(QU) y S 5 t LQ(Q“)

' g ( ) S™ (x, 5)ds, S, (fSt(n)>)

S ()| |3 (€5 @)

L2(Q)
2

+

L3(Qv)

—i—a‘

+
VRS
o\_,
|
»

L2(Qv)
) ) (Sa(:n)(aj, S) - Sa(cn)<x7 t))

| = DN~ L\DT}—t
—

Q
<

VRS
=)
—~

~
|
VA

D
v (/Otg’ (t—s) (/Ola: (S0 (z, 5) — Sé”(x,t))%) ds) "
g (t) (8™ (x,1))" dedt

(F(m), 5§n>) _ <p<nf1)’ 32 (555"))>L%(Qu) . (2.5.16)

+

L%(Qv)

En utilisant le fait que g > 0 et ¢’ < 0, et en negligeant le cinquiéme et le quatriéme terme
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du membre droite de (2.5.16) il s’ensuit que

(n) 2 1 (n) 2 Allan 2
@) oy * 3 13 (€57) @)Ly + 5 185 @0y

(57,92 (¢57)) )~ ( /0 gt - 950 (z,5)ds, 3, (5S§">))L3(QU)
+ (F“H), S§”))L2(Qu) . (FWU, 32 (gsf’”))m(m) . (2.5.17)
: :

Les terme du membre droit de (2.5.17) peuvent étres estimi comme suit

1

S g, (¢s™ ! s’ 2.5.18
( z Ve (g t ))LZ( Q) éH HL2(QU 2 H‘SI( t >‘L2(Q’U)7 ( t )
t
([ at- 50w s, (c5))
0 L2(Qv)
1 BT? 2
27 |l gn)
< 58 (e )’Lz(Qu) 7 195 30 (2:5.19)
(n=1) o) 1‘ ]| 2< (n—1) ||2 (n—1) ||2 )
(1=, sf )L%(Qv)g 5157 g0y 0 1S gy + 15 any) s (25:20)

(n— (n) (n—1) |2 (n—1) |2 1” ( (n)>‘2
(re=n, 92 (¢s ))L%(Qv)gﬁ(us D[ Lagn + 150 e + 7 [ (65!

L2(Q)
(2.5.21)
Si nous combinons les inégalités (2.5.18) — (2.5.21), nous obtenons
n 2 n 2 n 2
|57 @), g [[9= (€57) @], oy + A IS @05
< (BT2+1) ||SO), 00 + 2 H\S (&st” ) | s :
N T 2 ZICOI R P ICD)
n— 2 n—
48 (S 2y + 159 [0 ) - (2.5.22)
Nous avons
n 2 2
15 @3y <[5y + 157 g0 (2523
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En additionnant (2.5.22) et (2.5.23) membre a membre, il s’ensuit que

2

2
157 @2 s sé”’ (z.v)|,

o ™[0 (65) ()

L2(Q)
M5 [0 (57
< 1 (I8 gien + 57 + 10 ()
n— 2 n—
IS sy + 18 i) ) - (2.5.24)
En appliquant le Lemme de Gronwall pour (2.5.24) on obtient
2 2
I g+ 357 [+ e (65 0
(n=1) |2
< ne'||S wm@w (2.5.25)
On déduit de (2.5.25) que
HS(") (z,v HWl(Q < ne" HS("_I)”?/V/}(QU) . (2.5.26)

Nous allons maintenant intégré les deux membres de (2.5.26) par rapport & v de 0 & T' pour

obtenir
T/2 n—1)
HS HL2 0TW1(Q)) nTe" / HS HL2(0,T;W,}(Q))‘ (2.5.27)
Il en résulte de (2.5.27) que la série Y >0 | S™converge si /nTe™/? < 1.Comme S™ (z,t) =
WD (x.4) — W™ (2,t) , alors il s’ensuit que la suite (W(”) (m,t))neN définie par
n—1
W (z,t) = S® (x,t) + WO (z,t)
k=0
n—1
= (WD () = W (2,8)) + WO (28), n=12,..

B
Il

0

converge vers un élément W € L2 (0, T; I/Vp1 (Q)) . Nous devons montrer que W satisfait
1- B (W,Ut) = (Ut,%a; <§G))L%(Q) 5

2- W, (1,t) = 0, comme mentionné précédemment.
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Des égalités (2.5.12), nous avons

B (V[/(n)7 Ut) = (Ut, QM <§G (f,t,W(n_l)ywé(n_l)>>>L2(Q) ’

d’ou il sensuit que

B (W™ — W) + B(W,u)

= (Ut, 3, (§G (g,t,w(n—l),wf(n—l))> -, <§G (f,t,W,Wg)))B(Q)
+ (Uh%x <€G (gat7W7W§)))L%(Q) . (2528)

Maintenant, a partir de I’équation différentielle partielle (2.5.12), nous avons

B (W™ — W)

= (v (v )
o 12(Q)

(o (e (e -m)))
(o o= (e (e v -m) o)

0
ta (Ut,_csx (e (W — W))) | (2.5.20)
ot 13(Q)
En utilisant les conditions sur v et W, on obtient apres quelques intégrations par parties

B (W™ — W)

S (5 SAQUEELS))
ot £3(Q)

+ (xvt,/otg (t —s) aﬁ (W™ — W) (2, s) ds)

€T

- a:vt,a (W —w)
Ox LZ2(Q)

L3(Q)

ta (Ut,%m (e (W) W))) . (2.5.30)
ot 13(Q)
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Application de 'inégalité de Cauchy Schwarz aux termes de la partie droite de (2.5.30) donne

B (W(n) — W,Ut)

< — oy |[W — i
\/5 2
+ (L4 BT) [oell iz g W = W[

L2(0,1;W2 ()
0, ;W)

a n
+5 el || - W

2.5.31
L2(0,1;Wi(Q)) ( )

comme W (z,0) = 0 et W(x,0) =0, on déduit de (2.5.31) que

B (W™ — W)

1

L2(0,T;Wp1(9))

x (Iloall i) + 101l 3) - (2.5.32)

En d’autre part, nous avons

(1190 (€6 (s D)) =, (G W)

5 n
< E ||Ut||L§(Q) ”W( ) - WHL2(

20T
+ﬁ ||Ut||L,2;

0,T;W3(9))

© HW}") W, (2.5.33)

L2 (0w Q)

En utilisant (2.5.32) et (2.5.33) et par passage a la limite que n — oo dans (2.5.30), nous
obtenons

B (W7 Ut) - (Ut7 R (fG (f;tawawg)))Lg( (2534)

Q)’

pour conclure que la probléme (2.5.2) admet une solution faible, il reste & montrer que W, (1,t) =
0, Comme W € L? (0,T; W) (€2)) , alors f(f aa—lf (z,0)do € C (Q), et nous concluons que W, (1,t) =
0. m

Il reste maintenant a prouver 1'unicité de la solution du probléme (2.5.2).

Théoréme 7. Si la condition (2.6.3) est satisfaite, alors la solution du probléme (2.6.2) est

UNIQUE.
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Preuve Supposons que Wy, Wy € L? (0,7; W) (Q)) Sont deux solutions de (2.6.2), alors
W =Wy — Wye L*(0,T;W, (2)) et satisfait

Wy — (%Wx + Wm) + fotg (t —s) (%Wx + Wm) (x,s)ds +aW, =0 (x,t),
W (z,0) = 0, W, (2.,0) =0, (2.6.35)
W, (1,t) =0, [} zW(z,t)dz =0,

ou

0(z,t) =G (m,t,Wl,%) -G (I,t, WQ,%) .

En prenant le produit scalaire dans LZ (Q) de 'équation différentielle (2.6.35) et 'opérateur
intégro-différentielles

OW =W, — 37 (W),
et en utilisant la méme procédure du Lemme 6, nous obtenons
HWHLQ(O,T;W,}(Q)) S X ||W||L2(O’T;W[}(Q)> 5 (2636)

ot x = /nTe"/2. Comme y < 1, on déduit de (6.36) que W, — Wy = 0 et donc Wy = W, €
L?(0,T; W} (Q)), Ceci achéve la démonstration du Théoréme 7. m
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Chapitre 3

Sur un systéme couplé de

thermoélasticité non linéaire singuliére

Dans ce travail, on étudie un probléeme aux limite a valeur initiale pour un systéme de ther-
moélasticité non linéaire singulier, ol une condition classique est remplacée par une condition
non locale de type intégrale. On utulise une approche d’analyse fonctionnelle pour traiter le cas
linéaire associé, et une méthode itérative pour le cas non linéaire. Les résultats obtenus généra-
lisent et développent les travaux de Mesloub [27-29], et Bouziani [4]. Le lecteur pourra également
se référer a [14] pour une théorie plus générale des problémes aux limites.

L’organisation de ce chapitre est comme suit : Dans la section 1, on donnons la position
du probléme non linéaire et le probléme linéaire associé et on introduit les différents espaces
fonctionnels utilisés. Dans la section 3, on donne un résultat d’unicité pour le probléme linéaire
posé associé et dans la section 4, on établit 'existence de sa solution. Enfin, Dans la section 5,

on démontre 'existence et I'unicité de la solution du probléme non linéaire.
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3.1 Position du probléme

On considére un probléme mixte avec conditions non locales pour un systéme non linéaire

couplé de thermoélasticité en combinant une condition classique et une condition intégrale :

Liu = uy(r,t) — L(ru,), + fotg (t —s) &(ru,),(r, s)ds +bro, = f(r,t,u,0,u,,0,),
Lo = 0(r,t) — Z(r0,), + bru,, = h(r,t,u,0,u,,0,),

(3.1.1)

dans le domaine borné
Q=0x(0,T)={(r,t):0<r<1,0<t<T},

ou a, b, > sont des constantes positives, f € Lﬁ (@), h € Li (Q) et g € C? une fonction satisfaisant
T

g:IR" — IR telle que 1 —a [ g(t)dt = A >0, et g(t) >0, ¢'(t) < 0.
0

Au probléme (3.1.1) , on associe les conditions initiales

lu=u(r,0)=ug(r), 0<r<l, (3.1.2)
lou = uy (r,0) = uy (1), 0<r<l, (3.1.3)
030 =0 (r,0) =0y (1), 0<r<l, (3.1.4)
les conditions aux bord
uy (1,) =0, 0<t<T, (3.1.5)
0(1,t) =0, 0<t<T, (3.1.6)

et la condition integrale

1
/ rudr = 0. (3.1.7)
0

Notre objectif est d’étudier I'existence et I'unicité de la solution faible du probléme (3.1.1) —
(3.1.7). Nous allons d’abord attaqué le probléme linéaire associé & (3.1.1)— (3.1.7) et utilisé les

résultats obtenus pour traiter le cas non linéaire. Basé sur une estimation a priori et sur la densité

44



Chapitre 3. Sur un systéme couplé de thermoélasticité non linéaire singuliére

de 'image de 'opérateur engendré par le probléme en considération, nous démontrons ’existence,

I'unicité et la dépendance continue des données de la solution forte du probléme linéaire suivant :

( (1, t) — %(rur)r + fot g(t—s) %(TUT)T(T, s)ds

+ord, = f(r,t),
O0u(r,t) — Z(r0,), + bruy, = h(r,t),
u(r,0) =wuo (r), u (r,0) =wui(r),
0(r,0)=06y(r), 0 <r<1,
| u (1,5) =0, 0(1,8) =0, [jrudr=0, 0<t<T.

(3.1.8)

3.2 Espaces Fonctionnels Associés

Pour I’étude du probléme posé, introduisons certains espaces fonctionnels qui nous sont néces-

saires. Soit Lz (Q) lespace avec poids des fonctions a carré integrables ayant le produit scalaire

(f, g)Lg(Q) = (f, Q)Lz(o,T;m(Q))

= (rf, g)L2(Q)
= / rfgdrdt,
Q

et ’espace de Sobolev avec poids W;; () muni du produit scalaire

(fs g)Wzl!’pl(Q) = (f, g)Lz(o,T;W;’;(Q))

= (/) g)Lg(Q) + (frs gr)Lg(Q) + (ft, gt)Lg(Q) .

Les espace avec poids sur Q, tels que L2 () et I/Vzlp1 () sont utilisés, leurs définitions sont

analogues a celle des espaces sur Q).

Le probleme (3.1.8) est équivalant a I’équation opérationnelle : AU = H, avec U = (u, 0),
AU = (Lyu, Ly0), et H = (H1, Ha), ou
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Llu = {‘Clua glua £2U,} 9 LQG = {‘6297 639} ;

et
7_(1 :{f7u05u1}7 H2 :{h7 90}'

L’opérateur A est considéré de 1'espace de Banach E dans I'espace de Hilbert F, ot E est
Pespace des paires de fonctions (u, ) € (L2 (Q))2 vérifiant les conditions (3.1.5) — (3.1.7) et

ayants la norme finie
2 2 2 2
U1 = sup {1l Dllfzae) + 10 . iz | + 1012500

et = F| x F, est Pespace {L2(Q) x Wy, () x L2(Q)} x {L2(Q) x L2(Q)} avec la norme
finie

2 2 2 2 2 2
M = ||f||Lg(Q) + ||U0HW2{p(Q) + HUIHLg(Q) + HhHLg(Q) + ||90|’Lg(n) :

Soit D (A), le domaine de définition de 'opérateur A, définie par :

D(A) = {(u, ) € (LZ (Q))Q/ut, Or, Uty Uy Oy Upyy Oy Upyey Oy E Lz (Q)} :

3.3 Estimation a priori et ses consequences

Dans cette unité, nous allons établir une inégalité d’énergie & partir de laquelle on déduit
'unicité de la solution du probléme linéaire (3.1.8).

Théoréme 1. Pour tout fonction U = (u, 0) € D (A) on a l’estimation a priori
1Ullg < cllAU| g, (3.3.1)

ot C' est une constante positive indépendante de U.

Preuve Considérons le produit scalaire dans L2 (Q7), oa Q7 = Q x (0, 7),et Q = (0, 1),des
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équations aux dérivées partielles dans (3.1.8) et les opérateurs :

Mu = u — S (puy)

.
= - / / Eunl€, D)dédp,

et
M0 =0

respectivement, on a

(utta ut)L/%(Q-r) - ((TUT)T 3 ut)LQ(QT)
t
+a (/ g(t—s)(ru,), (r,s)ds, w +b(r0r, ue)2on
0 12(Q7) ’
(utt7 (Put))L%(QT) + ((TU’T>T ) %12" (put))L2(Qr)

(] (=5 (ru), (r, 5)ds, 92 )

—b (r0,, S2 (pur)) ,

L2(Q7)

L3(Q")
+ (Qt, 9)L2(Q7— ((Ter) )LZ(QT +b (TuTtﬂ Q)L%(QT)
= (f, u)paony — (f S (put))L%(QT) + (R, 0)a(qr) (3.3.2)

Intégrons par partie chaque terme dans(3.3.2) on obtient

9 2
2 (g, ut)L,%(QT) = [Jue (r, T)HL;%(Q 1) HU1HL3(07 1) (33.3)
Ous ||?
_2 ’I“Ur 9 (% Ty — u'f‘ r? T ; - - ’ 334
((rur), t)L2(Q ) € )HLg(o, Y ‘ or L2(0, 1) ( |
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a (/tg (t —s) (ruy), (r, s)ds, ut) o

= g(T —s) (up(r, s) — up(r, 7)) dr> ds
_9/ / <g/ (t — )/ (up(r, 8) — up(r,t))° d'r’) dsdt
2.Jo Jo
™ d 1
g/ — /r rtdr/ g(s)ds p dt
a 1
+—/ q(t) / (r,t)drdt, (3.3.5)
2 Jo 0
-9 (utta %72« (put))L%(QT)
= 1S (pue (- )220, 1y = 197 (pun)llz2o, 1y » (3.3.6)
(v, 32 (pue)) = (s S ()3 (33.7)
t
“a( [ ot 0w, 95, 32 o)
0 (@)
t
= a </ g(t—s).u,(r,s)ds, S, (put)) , (3.3.8)
0 L2(Q7)
—b (T’Qr, %3 (put))Lz(QT)
= 28, 32 (0) y ry + b, S () 3y (3.3.9)
2 (0:, Q)Lg(QT) =10 (r, T)Hig(o, 1)~ ||‘90||ig(o, 1) (3.3.10)
o (10), 0)agry = % 1003 (33.11)
b (1, H)L,%(QT) = —=b(rd,, ut)L%(QT) — 2b (uy, H)L%(QT) : (3.3.12)

Substituons (3.3.3) — (3.3.12) dans (3.3.2), utilisons I'inégalité de Cauchy-¢ et 'inégalité de

48



Chapitre 3. Sur un systéme couplé de thermoélasticité non linéaire singuliére

Poincare [8], et negligeons les termes positifs dans le membre la gauche, on trouve

1S (pu (., 7’))“%3(0, T [ w (r, 7')”?4/21;,31(0, 1)
+ 110 (r, T)||ig(o, yt+ HQTHi%(QT)
< e (lnlizen + luoliiy o1 + 100320,
1 B aiqry + 10 i0r) ) + 2 (IS0 ()23 0r,
Hlulig g + 160E30n) ) (3:3.13)

ou

2
= 3.3.14
U7 nin (1, A, 250) (3:3.14)

et
max <2b +2, 2 a+2, 1+ 2 (supgey sor (g (- s)))2 , bb + 1)

@ min (1, A, 252)

(3.3.15)

Maintenant, pour éliminer la somme ||, (put)||i%(QT) + ||U||‘2/V21‘,01(Q7.) + ||9||i%(QT) , du membre
droit de (3.3.13), nous utilisons la version suivante du lemme de Gronwall. m

Lemme de Gronwall. Si les fonctions fi(z), fa(x), et f3(x) sont des fonctions positives sur
Vintervale [0, 7], fi(z) et fo(z) sont intégrables sur [0, 7], et f3(x) non décroissante sur [0,7] et

C est un constante positive, alors

T

/ Rttt for) < falr) +C / f(tydt,

0
découle 'inégalité

/ ()t + for) < e f().

Si on pose

A = 101250r)

2 2 2
fo(m) = 1S (pue (- T))HL%(O, nt [Jw(r, 7')HW21:,}(07 T 16 (r, T)HLg(o, 1)
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et

2 2 2
(1) = a (||U1||Lg(o, y T ||Uo||w2{p(o, T ||90||Lg(o, 1)

2 2
171y + 105 )

on obtient

2 2
1S (pue (-, T))HL/%(O, y T+ [Ju (r, 7')||W217=f}(0, 1)
2 2
+ 110 (r, T)”Lg(o, nt HQTHL%(QT)
coT 2 2 2
< e <||U1\|Lg(o7 T Huo||w2{ Jo,n T ||‘90||Lg(0, 1)

+ ”f”i%(Q) + ||h||ig(Q)> : (3.3.16)

Comme le premier terme du membre gauche de (3.3.16) est positive, on a

2 2 2
l|lu(r, 7')||W21,,1p(0’ Rl (r, 7')||Lg(o, 1y T HQTHL%(QT)
coT 2 2 2
< e (Julye oy + Il o1+ 100320,

115 + 1Al ) - (33.17)

Le membre droit de 'inégalité ci-dessus (3.3.17) ne dépend pas de 7. En prenant le supremum
par rapport & 7 entre 0 a T, on obtient I'inégalité cherchée (2.3.1) avec ¢ = /cre?T/2.

Proposition 2. Lopérateur A: E — F posséde une fermeture.

Preuve La preuve est analogue a celle de [11].

Par passage a la limite on prolonge I'inégalité (4.1) aux solutions fortes, alors il existe une

constante C' positive telle que
Ul < C||AU||,, YU € D(4). (3.3.18)

Il en result de 'inégalité (3.4.18) que la solution forte du probléme (3.2.8) est unique et depend
contintiment de H = ({f, uo, u1}, {h, 6.}) € F, et I'ensemble des valeurs R (A) de Popérateur
A est fermé dans F, et R (A) = R(A). m
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3.4 Existence de la solution du probléme posé

Proposition 3. Si pour toute fonction W = (o1, 03) € (LZ (Q))2 et pour tout U € D, (A) =
{U/U € D(A): liu=lyu=130 =0}, ona

alors W s’annulle presque par tout dans Q).
Preuve . En utilisant le fait que la relation (3.4.1) est donnée pour tout élément de D (A),

on peut I'exprimer sous la forme particuliere U = (u, ) donnée par

(0,0), 0<t<p,

U= . , (3.4.2)
(fp (t — 7) ur-dr, fp97d7>, p<t<T,
tel que (uy, 0;) est la solution du systéme
U — 2 (puy) = By (r, t)
tt » (puge) 1 (7, 1) (3.4.3)
Ht = EZ (Tv t) )
ol
T
Birt)= [ ou(r, 7
t
et
T
Balrit)= [ oalr,m)dr
t
Il est claire que
01 = —Uyy + %12» (puset) (3.4.4)
o9 = —0Oy

Lemme 4. La fonction W = (01, 02) définie par (3.4.4) est dans (L?) (Q))2 |
Preuve La preuve peut étre faite de la méme maniére que dans [10].

Maintenent remplacons les fonctins ojet oo données par (3.4.4) dans la relation (3.4.1), en
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tenant compte les conditions aux bord (3.1.8) et les relations (3.4.2) et (3.4.3), et en integrant

par partie chaque terme de 1’égalité, on obtient

1 9 1 9
b e (7, p)”Lg(o, T B [[wre (7, T)HLg(o, 1)

1
2 2
+ag (0) ||Ur||Lg(Q,,) + 5 1S (pu (-, p))”rﬂ(o, 1)

2
1 2 2
+§ Het (73 p)HLg(o, 1) +x HGMHL%(Q;;)

= ag (0) (Ur (’l“, T) y Uty (T7 T))L%(Q 1)

+a <(/pTg' (T = s)uy (r, 5) ds) > er (7 T>>L (0, 1)

2
P
t
—ag’ (0) (ur, Utr)Lg(Qp) —a (/ g" (t = s)u, (r, s)ds, utr)
0

+ (urt7 %7' (putt))L/z)(Qp) —ag (O> (UT’ %T (pUtt>)Ll2)(Qp)

t
—a (/ gl (t — s)u, (r, s)ds, S, (putt)>
0 L2(Qp)
—b (10, 3, (Putt))Lg(Qp) —2b (9,5, %72" (putt>)L%(Qp)

—|—Qb (Utt, Ht)L%(QP) s (345)

L3(Qp)

ou @, =Qx[p,T].

Estimons tout les termes du membre droit de (3.4.5) a l’aide de 'inégalité de Cauchy-¢, on a

[Jwee (7, p)Hig(o, y e (7, T)Hig(o, 1)
+ 1S (pue (-, p))”i?(o, 1y 10 (7, p)”ig(o, 1)
< T {llunlfag + lunlFag, + 190 (e I2(q,)
n H9t||ig(Qp)} : (3.4.6)

I' = max4 (%b, A, 7) .

ou
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L+ 2(ag (0)) (% +1)
+a*T? sup,<,r (9" (T — s))?
+a (g (0))* 2 + 2= (sup,ey, y<r 9" (t — 3))
| +a+ag(0) 5 + L (supye, er 97 (t = 5))°

2

1 «a
= —+ (1 b.
7= S 4g(0)+

Pour utiliser 'inégalité (3.4.6), on remarque que la fonction & intégrer dans le second membre
de cette inégalité est indépendant de p, tandis que dans le premier membre ellle dépend de p.

Afin d’éviter cette difficulté, nous introduisons une nouvelle fonction 9 défini par la formule

v (r,t) = /tT UrrdT. (3.4.7)

Alors
V(r,t) =u(r,T) —uy (r, t), (3.4.8)

et
v (r,p) =w(r,T), u (ryt) =9 (r,p) =19 (r, t). (3.5.9)

Ainsi, l'inégalité (3.4.6) peut etre ecrite sous la forme

2 2
lee (r, D)Iz300, 1) + 190 (72 P) 220,

2 2
+ 1S (pus (. p))”]ﬂ(o, T 16 (r, p)HLg(o, 1)

2 2
< I {”uttHL%(Qp) + Hﬁr (7’, p) - 197“ (7’, t)HL%(Qp)
2 2
1S () 1320y + 10011500, }
2 2 2
< o {JlunlFaig, + 100 (s D)2,y + 19, () )lacq)

2 2
119 (P32, + 190l13300,) }
2 2
= 20 {|luall330,) + (T = 2) 19, 0, D) F30,)

+ [0, (r, t)“ig(Qp) + S (PWt)H%%QP) + ||9t||2Lg(QP)} : (3.4.10)
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D’ou il en découle de (3.4.10) que

2 2
[Jwe (7, p)HLg(o, T (1 =20(T = p)) |9, (r, p)”Lg(o, 1)
2 2
IS (pune (5 D) 120, 1) + 106 (s D200, 1)
2 2 2
< {HuttHLg(Qp) + 190 (r, Dl z2(q,) + 1S (pue)l2(q,)

2
1600330, } -

On choisit p, > 0 tel que p € [T — p,, T] et 4T’ (T' — p,) = 1. Alors il vient

2 2
s (7, p)HLg(m nyt 197 (r, p>||L/%(O= 1)
2 2
+ 1S5 (puse (5 )20, 1) + 106 (s D) 2200, 1)

2 2 2
< 4r {HuttHLg(Qp) + |9 (r, t)“L%(Qp) + 1S (puse) [ 72(q,)

2
100350, } -

Si on pose dans (3.4.12)
2 2 2 2
Y (p) = lluelzzq,) + 1100 (s O)ll2q,) + IS5 (o)l 2o, + 10:l112q,) -

alors on obtient

dY (p)
7 I >
1dp +IY (p) >0,

et on deduit de (3.4.13) que

dip (Y (p)e'™) > 0.

Intégrons (3.4.14) sur [0, T'] et en tenant compte que Y (T) = 0, on obtient

Y (p)e*? < 0.

(3.4.11)

(3.4.12)

(3.4.13)

(3.4.14)

(3.5.15)

Par conséquent, 'inégalité (3.4.15) montre que W = (o1, 02) = 0 presque par Tout dans

Qr—p,.En procédant de cette facon étape par étape, on prouve que W = 0 presque par tout dans

Q. m
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Théoréme 5. Pour tout (f,h) € (L2(Q))" , uo € Wi ,(Q), us € L2(Q) et 0, € L2(Q), il
existe une solution forte unique U = (u, 0) = A (H) = A-1(H) du probléme (3.1.8).

Preuve . Pour prouver que le probléme (3.1.8) admet une solution forte unique pour tout
H=f, uo, u1}, {g,05}) € F, il suffit de démontrer que D (A) est dense dans F.

Soit X = (X1, &) = ({01, 03, 04}, {02, 05}) € R(A)", tel que Videntité suivante est vérifice

(AU, X)p = ({Liu, Le0}, {X1, Xo})p
= ({(Lyu, G, L), (L26, £:0)}, {(01, 03, 04) , (02, 05)})p
= (Lyu, Ul)Lg(Q) + (lu, Us)w; (@) + (lau, 04)L3,(n)
+ (L2, 02) () + (630, 05) 12 q)
_ 0. (3.4.16)

il s’ensuit que X = 0.

Posons U € D, (A) dans (3.4.16), on a
(Elu, Ul)L%(Q) + (520, UQ)L%(Q) = 0, (3417)

donc, d’aprés la proposition 3 il s’ensuit de (3.4.17) que o7 = 05 = 0.

La relation (3.4.16) implique que
(Elu, 0'3)W21> p(Q) + (EQU, U4)L%(Q) + (639, U5)L§(Q) =0. (3418)

Puisque ¢u, lou,et (360, sont indépendants et les ensembles R (¢1), R (¢3), et R ({3) des valeurs
des opérateurs de traces (1, {5 et {5 sont respectivement partout dense dans les espaces W21 p (Q),
L2 () et L2 (%), donc, il résulte de (3.4.18) que 03 = 04 = 05 = 0. Et par conséquent X' = 0,

qui est R(A)" ={0}. Ainsi R(A)=F. m
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3.5 Probléme Non linéaire

Maintenant on résoud le probléme non linéaire (3.1.1) — (3.1.7). S’appuyant sur les résultats
obtenus précédement, nous appliquons un processus itératif pour établir I’existence et I'unicité
de la solution faible du probléme non linéaire.

Si U = (u,0) est solution du probléme (3.1.1) —(3.1.7) et ¢ = (¥, ®) est solution du probléme :

(

Uy — (20, +0,) + [Tg(t—s5) (20, + ) (r,s)ds + brd, = 0,
Q, —Z(rd,), +brv,, =0,
W (r,0) = ug (1), Uy (r0) =uy (r), (3.5.1)
U, (1,t) =0, [, r¥(r)dr=0,
O(r,0) = $o(r), P(1,t) =0,

\
alors n = (u — ¥,0 — ®) = (V, W) satisfait

¢

Vie = (GVe Vi) + Jy g (t = ) (FVi + Vi) (1, 8)ds + br W,
= F(Tat7 V,V;«,VV,WT)
W, = Z(rW,), + brVyy = H(r, t, V,V,, W, W,)

(3.5.2)
V(r,0) =0, V;(r0) =0,
V. (1,8) =0, [ rV(r)dr=0,
\ W(r,0) =0, W(l,t) =0,
ou les fonctions F' et H vérifient
|F(r,t,uy, v1, w1, 21) — F (1,1, ug, v, wo, 22|
S Cl ("Lbl — UQ| —+ |Ul — /UQ‘ + \wl — U)2| + |21 — 22‘), (353)
|H(r t,uy,v1,wr, 21) — H(r, t, ug, v9, we, 29
S 02 (|u1 — U2| + |Ul — U2| + |w1 — w2| + |21 — ZQ|), (354)
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pour tout (r,t) € Q.

D’apres le Théoréme 5, le probléme (3.5.1) admet une solution unique ¢ = (¥, ®) dépendant
continfiment de ug € W , (Q), uy € L2(Q), ®o € L2 (Q2) . Alors, on va démontrer que le probleme
(3.5.2) admet une solution unique.

Soit v, V, W € C1(Q), tel que

v(z,T) =0, fol ru(r)dr =0,
V(r,00=0, V,(r0)=0, [ rV(r)dr=0,
W(r,0) =0, W(1,t) =0,

on a

(L1(n), S, (PU))Lg(Q) = (IS, (PU))Lg(Q) ; (3.5.5)
(L2(n), S (PU))L,%(Q) = (H, S, (Pv))Lg(Q) : (3.5.6)

En tenant compte des conditions ci-dessus sur les fonctions v, V, W, on a
(Vie, Sr (pv))L%(Q) = (v, Sy (PW))Lg(Q) ’ (3.5.7)

1
_(;(T‘/;)ﬂ S (PU))L,%(Q) = (VmU)Lg(Q), (3.5.8)

_ </Otg (t — ) Vi(r, s)ds,v) o (3.5.9)

(br W, S () 12(q) = — (br*W, v) 2@+ 2 (bv, 7 (pW)) 2 - (3.5.10)
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en termes de (3.5.7) — (3.5.10), ’équation (3.5.5) est transformée en

t
(01, S (PV) 130y + (Ver V)12 + = (/ g(t—s)Vi(r,s)ds, U)
0

— (erW, ’U)

L3(Q)

L%(Q) +2 (b?}, %r (pW))Lg(Q)

= = (S, (pv))L%(Q) . (3.5.11)

De méme facons, les termes du membre droit de (3.5.6) peuvent étre évalués comme suit

(Wi S () 310y = (001 ()3 (35.12)

W), S = 5 (rW, 3.5.13

= (WS () = (W (3.5.13)

(brV,, S (pv))L%(Q) = b (r*V,v) L2(Q) + 2b (v, S (pV))L%(Q) : (3.5.14)

Substituons (3.5.12) — (3.5.14) dans (3.5.6) on obtient

(vg, S (PW))Lg(Q) + 3 (rW;, U)L%(Q)

+b (7"2V, Ut) +2b (Utv %T‘ (IOV))L%(Q)

L3(Q)
= (4.3, (PU))L/%(Q) ;- (3.5.15)

En sommant (3.5.11) et (3.5.15), il vient

(Ve S (Vi) 12 + (Ves 0)22(@) + 2 (b0, S (pW) 12

t
— (/ gt —s)rV.(r, s)ds,v) — (bT‘QW, U)LZ(Q)
0 L2(Q) :

2
)
+b (TQV, Ut)Lg(Q) + 20 (v, (PV))Lg(Q)

= (F.S (PU))LZ;(Q) +(H, S, (P"U))Lg(@) : (3.5.16)

o8



Chapitre 3. Sur un systéme couplé de thermoélasticité non linéaire singuliére

Si on note le membre droit de (3.5.16) par N (v, V, W), on obtient
N(“a VYa W) = (%7’ (IOF7 U))L%(Q) + (%T (pH) av)L,%(Q) ) (3517)

Definition 6. Une fonction n = (u—V,0—®) = (V,W) € L*0,T; Wy, (Q))xL*(0, T; W3, ()
est dite solution faible du probléme (3.4.2) si V, (1,t) =0, W(1,t) =0 et (3.5.17) est satisfaite.

Maintenant on considere le systéme itérative de notre probleme

(

A (%W’”) + VT(Z”)) +frg( ( v 4 VTrm)) (r,s)ds
+or W™ = F(r,t, VD, r‘m‘”, Wm=b, )
Wt(m) _ %(TWr(m))r + b?“‘/;,(tm) — H(Tv t, V(mfl)’ ‘/T(m—l)’ W(mfl)’ Wr(m_l))

(3.6.18)
vV (r,0) =0, V™ (r0) =0,
v @, =0, [V )dr =0,
\ W (r,0) =0, Wm(1,t) =0,
ot la suite itérée n(™ = {V (m) }m>0 est construite de la maniére suivante : Etant donné

7 = (VO WO =0 et 'élément nm=H = (V=D W m=1)) alors pour m = 1,2, ..., résolvons
le probléme (3.5.18). Théoreme 5, affirme que pour tout n fixé, chaque probléme (3.6.18) admet

une solution unique ™ = (V™ W), Si on pose
(W™ (1), 0™ (2, 1)) = (VO (2, 8) = VI (2 ), WD (2 ) — WM (1)),

alors on a le probleme

[ — (2™ 4 o) + fo $) (2™ + i) (1, 5)ds
+hrot™ = Ggm_l)(x, t)
O’,Em) — f(raﬁm))r + brw%n) = Ggm_l)(ﬁ, t)
W™ (r,0) = 0, wi™ (r0) =0,
()(175*0 forw (r)dr =0,
™ (r,0) =0, o™(1,t) =0,

(3.5.19)
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ou

GV (@, t) = Fr,t, VO V. ywm iy _ p(p ¢ ym=1 ym=1) yym=1) pim-1)y
et

GV (@, t) = H(r,t, VO, V0 W wwmy _ g(p ¢ =1 yom=1) yyim=1) pyim=1)

Lemme 7. En présence des conditions (3.6.3) et (3.6.4), on peut trouver une constante
K >0, tel que pour le probléme (3.6.19), on a l'inégalité
112
y T HU( )HL2(

) 112
Hw( : HLQ(O,T;W;’; Q) 0,T3W3 ,(2))

(m=1)||? (m-1)||?
< K (”W Hm(o,T;wg;pl(Q)) +|lo ”L?(O,T;Wg’p(ﬂ))) ’
o
K= (1+T)(C}+ CkpeM" < 1,
avec )
2
. max{(l—i—%((supOStST(g(t))) ) ,Zb+a+%,5b+1}
e min {A, 5, 1} ’
et
4
kg = ——.
> min {4, 1}

Preuve On considere le produit scalaire dans L? (Q7), des EDPs dans (3.5.19) et les opéra-
teurs intégro-différentiels

My = ™ — 52 (puf™)

et
M2U(m) _ J(m)7
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respectivement, on obtient

R S E R
- 1
a 2
+5/ g(r — s / r(Wi(r,s) = wi™ (1)) dr | ds
0
1
-4 / o) | [ 00 a0 ar ) as
0 0
- 1
a 1 ;
a 2 1 (m)
+2/9(t)/7“(°~’x () drdt + 3 ||S H (7)) L3(0. 1)
0 0
m 2 m) (|2
+5 10D 0,1 + 2 108 2z,
. 1
a
= — s)ds Tw(xm) rr)dr | + <w§sm)’%’" wi )
20/9() O/ (r,7) (pwi™) 13(Q-)

t

—af / g(t — St (r, 5)ds, 3, (™)) 12

0

—2b (U(m),%% w(m)) —b(ra(m),%r w(m))
(pw;™) 12@0) (pw;) 12(@1)

26 (00, wi™) (G wf™)
L2(Qr) L2(Qr)
G G2( ) ) n (G(m—n’U(m)) _ 3.6.20
< »(pwi ™) 12(@1) 2 12(Q.) ( )

Utilisons les inégalités de Cauchy et de Poincaré, pour estimer les termes du membre droit
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de (3.6.20), on obtient

T
2 1 a . )
ont 373 /g(S)ds o) 20
0

4= / T —35) /7" (m) w(zm)(r,t))zdr ds

1

—g// (t—s) / (m) w;m)(r,t))2dr dsdt

0 0
T 1
< gt 0 (1, £))2drdt + (m) :
+3 [ 90 [ @ 0 drde+ 5 |[Spd )|
0 0
1 (m) 2
5 1 a0, + 210 g
1 al? 2 2
< =4+ = t (m)(.
< (2+ 1 >(O§ET(9( ))) o™ ) 120
3 2 1 2
+(4+ +0) |[S (pw(™) LQ(QT)+(2+ ) llwi™) LQ(QT)
50 1 2
=+ ) o™ HG”‘ Y H gm=1) . 3.5.21
+< 2 + 2) HU HL%( + L2(Qr) 2 L2(Qs) ( )

Les conditions sur les fonctions g et ¢’ nous permettent d’éliminer les troisiéme, quatriéme et

cinquiéme termes du membre droit de (3.5.21) pour avoir

1 m 2 m
2 ‘ wg )("T)’ L2(0, 1) 2 Hw; (% HL?;(O» 1)
m) 2 Ly m
At ol ¢

T ”UTm)HLg(QT)

1 aTl? 2 2
1, el” (m)
< (2 + = ) (OggT(g(t))) ot ¢ 12

3 a 2 1 2
+—+—+bH%r w(m)‘ —+b‘w<m)‘
(4 2 ) (p t ) LQ(QT) (2 ) t ) LQ(QT)
5 1 2
=+ (m) (m—1) (m 1)
+(5 + ) o2, + HG ‘LQ(QT 5 H L%(QT). (3.5.22)
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Les conditions (3.5.3) et (3.5.4) donnent

— 2 m m=
‘Gg K L3(Qr) < 4CY (Hw( 1 HL2 Orwih@) T o 1)HL2
2(Q~
o ) 3529
- 2 — 2 m— 2
‘Gé K L3(Q) < 403 (HW( 1)HL2(0,T;W§,’3(Q))+ I DHL%(QT
HO’S,m_l)Hi%(QT)) . (3524)
Il est évident que
2 ]- m 2
3 Il = 5 1 0+ 5 4™y (452

En combinons (3.5.22) — (3.5.25), on obtient

[ g0, + S0 G0
o™ a0 + 107 3,
m 2 ON(E m)||2
< k (Hw( )(‘77—)HL%(Q (pwi™) L%(QT)+HU( )HLg(QT))
m— m— 2
+(CE+ Cks ([l 1‘\L2(0,T;W;,;(Q))+||g< U eorns @) (35:26)

ol k; et ky sont donnés comme précédemment. Si on applique le lemme de Gronwall pour (3.5.26),

et on neglige le second terme de du membre gauche, on obtient

m m 2
[ y+ o aal G P

HW211 T)HLg(o, 1)

< (C? 4 O2)kyel (HW m HLZ(O,T;W;’;(Q))

1) 112
+ | 1)||L2(0,T;W217P(Q))>' (3.5.27)
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En intégrant les deux membres de (3.5.27) par rapport & 7 sur [0, 7], nous obtenons

m)||2 m)||2
oo )”L?(O,T;W;;;(Q)) + o )HL2(0,T;W2{p(Q))

1) 112
< (1 + T) (012 + 022)]{;26le (Hw( Y HLZ(O,T;WQ’;(Q))

1) 1|2
S ol P ) (3.5.28)

Ceci prouve le Lemme 7.

Observez qu’il en résulte de (3.5.28) que les series Z w™ et Z o™ convergent si
m=1

m=1

(1+T)(C?+ CFkgeMT < 1.

Comme w™(z,t) = (VM) (z¢) — VI (2.¢) et o™ (z,t)) = WD (2, ¢) — W (z,¢), il

s’ensuit que les séries

3
L

VO (z,t) = w® 4 VO (g1

£
I
o

3
L

= S ED @) — VO (@) + VO(,t),

ES
I
o

et

-1
W (g t) = o® + WO (21

3

il
[e)

3
L

= > (W@t = Wh (1) + WO (),

i
[e)

converge respectivement vers les éléments V € L*(0,T; W;; (Q)) et W € L*(0,T;W;,(Q)).
Maintenent pour prouver que la fonction limite n = (V, W) est la solution du probléme (3.5.2),

nous devons montrer que n = (V, W) satisfait (3.5.17) et V;. (1,t) =0, W(1,t) = 0.
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Du problémes du systéme itérative (3.5.18), nous avons

N(U,V(m) ,W(m))

m—1) m—1 m—1 m—1
= (S (pF(p,t, V=DV im=b Wy im=0 yim=by) p)

T

3
>
=
)
~
i
3
li
3
=
3
S
3
=

Nous déduisons de (3.5.29) que

N,V — v, wm W 4 N (v, V, W)
= (S (pF(p.t, Y m=1) ym=1) gpim=1) p(m=1))
=S (pF (p,t, V, Ve, W, W), 0) 2
+ (Se(pH (p, t, V=D Y, m=) yym=1) 7 (m=1)y)
=S (pH (p, £, V. Ve, W, W), 0) 12
+(Se(pF(p,t, V, Ve, W, W2)),0) 12

+ (ST(pH(p7 ta ‘/’ ‘/7‘7 I/Va W’I’))7 ,U)L%(Q) .

(3.5.29)

(3.5.30)
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D’aprés les eéquations aux dérivées partielle dans (3.5.18), on obtient

2
N, vV — v, wm W) = <%%r(p(v<m> -V)), v)
t 13(Q)
9. 9
— S (== (p=— (V™ —V ,v)
(3t = V) »
t
9. 9
S (L (p—(1/(m)
| ot =985 (VI = V) 9)ds.o
0 £2(Q)
9
+0 (%T(p—(W(m) — W)),v)
Op 12(@)
; (—W(WW —w)), )
ot 2@
0. 0
o [ S (== (p=— (W™ — ,v)
(35510 ),
+b (2% (;ﬂﬁ(v(m) -V)) v> : (3.5.31)
ot op ’ 12(Q)

En utilisant les conditions sur les fonctions v, V, W, et en intégrant par partie chaque terme

du membre gauche de l'identité (3.5.31), on obtient

82
L5, oV — V), )
<3’52 13(Q)

= <%r(pvt, g(\/(m) — V)) , (3.5.32)
t 12(Q)

~ (3™ = Vi) »
_ (m % (Vo _ V)) | (3.5.33)
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t

/g(t - S)%r(a%(pa%(‘/(m) = V)))(r, s)ds, v)

(3.5.34)

(3.5.35)

(3.5.36)

(3.5.37)

(3.5.38)
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En substituant les égalités (3.5.32) — (3.5.38) dans (3.5.31), il vient que

N, Vi — v, wm W)

d d
= (%T(pvt, at(v<m — V)> — < (Vim — V)>
L3(Q) L3(Q)

o
t
9 (ym
/g(t—s)a—p(\/m— )(r, s)ds, v
(w

0

(m) _

r

—b (%Apv), 3<W<m> - W )
d LQ(Q)

0 0
toc [ —(WM —Ww ,rv) +b ( v vy ,7’22}) ) 3.5.39
(5 o) b (G0 ) (3539

Appliquons les inégalité de Cauchy-Shwarz et Poincaré de type

1
||ST(pU”L2(Q) = ﬁ ||%T(pv||L%(Q) )

on trouve

0
<%T(pvt, at(vm V)>
L2(Q)
1 0
< = il gy |7 (V™ - 5.4
< S5l |5V - V) " (3.5.40)
— | v, 8(V(m)—V)
or L3(Q)
0
< ol )]§<v<m>—v> " (3.5.41)
L3
/ 0
Jott =™~V s)ds.v
0 12(Q)
T2 0
< 2o || == (V™ —V , 3.5.42
< g 2w, 6O eliga |50 -0 (35.42)
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0
b (smv), =W - W))
L2(Q)

b
<

0
= ||UHL,2)(Q) ’

gy W =)

Y

L3(Q)

(W(m) - W, %r(pvt))Lg(Q)

IN

1 m
-7 Il [ = W) 2

P <8%(W<m> — W)),m)

9 i
Aollzgo | 9 = )

IN

b (aﬁ(wm) -V), 7~2v>
t 12(Q)

D i
< bl | 5™ - V)

L3(Q)

En combinant les égalités (3.5.40) — (3.5.46) et I'inégalité (3.5.39) il vient que

N (v, V™ — v, wm —w)
m 2
< Dl HV( ) — VHL2(07T;W21”;(Q)) <HU“L§(Q) + ||UtHL§(Q))

m 2
D3 W =W s g gy (¥l + Nll))

ou

D (1 b1t ((t)))
=max | —, 0, — su )
! V2 2 ogth g

et

Dy = max (%—f—%ﬂ).

(3.5.43)

(3.5.44)

(3.5.45)

(3.5.46)

(3.5.47)
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D’autre part on a

(S (pF (ps t, Y m=1) ylm=1) pylm=1) pim=1)y)

_%T(pF(IO7 ta ‘/7 ‘/;"7 VV; WT))7 U)L%(Q)

2 m 2
< EC& ||U||L3(Q) (“V( ) - VHB(O,T;W;;,}(Q))
m 2
I W1t ) (3:5:45)
et

(S5 (pH (p,t, V=D, V=D, wn=d), wim=b))

=S (pH (p,t, V, V., W, W), U)Lg(Q)

2
S -

m 2
\/502 ||U||L3(Q) (”V( = VHB(O,T;W;;,}(Q))

m 2
+ ”W( )~ W”Lz(o,T;Wz{p(Q))) ' (3.5.49)

En tenant compte de (3.5.47) — (3.5.49) et en passant a la limite dans (3.5.30), on ob-
tient (3.5.17). Maintenant comme V € L*(0,T; Wy, (Q)), et W € L*(0,T;W; () , alors
/tV} (r,v)dv € C(Q), et /tW (r,v)dv € C(Q), et on conclut que V, (1,t) =0, et W(1,t) = 0.
.0 0

Ainsi, nous avons prouveé

Théoréme 8. Supposons que les conditions (3.5.3) et (3.5.4) sont satisfaites, et tel que
(14 T) (C? + C3koeT < 1,

alors le probléme (3.5.2) admet une solution faible unique dans L*(0, T} VV21p1 (Q))xL*(0,T; W5, ().

On demontre maitenant 'unicité de la solution du probléme (3.5.2).

Théoréme 9. Si les conditions (3.5.3) et (3.5.4) ont lieu, alors le probléme (3.5.2) admet une
solution unique.

Preuve On suppose que (VD W) (V@ W) e (L2(0, T; Wy, (Q)) x L*(0,T; W3, ())?
sont deux solutions du probléme (3.6.2) alors (UV, U®) = (VO -V @ wO_w®) e L2(0,T; I/V21p1 (Q))x
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L*(0,T; W3, (Q)) et satisfaisant

(UW (%Ur(” + UﬁP) +[lg(t—s (%U 4 Uﬁr)) (r, s)ds
+orU? = o.1(r,1)
Ut(Q) — %(TUP))T + errt) = oo(r, t)
UM (r,0) =0, UY (r0) =0,
oY (1,0 =0, [rUO(rt)dr =0,
U®(r,0)=0, UP(1,t)=0,

(3.5.50)

ou

o1(r,t) = F(r,t, VO, VO WO W) — F(r,t, v v W W),
os(r,t) = H(r,t, VO, VO WO W) — H(r,t, v V& w® W),

Considerons le produit scalaire dans Lf, (Q) des membres droit et gauche des équations aux

dérivées partielles dans (3.5.50) et les opérateurs
PUY = U = 20U,

et
RU® =U®,

Nous suivons la méme procédure utulisee pour demontrer le Lemme 7, on obtient

HU(1)||L2(OTW1 ! + HU @ HL2 0,7;W3 ()

< (1+7) (012 + C%)kge'“T (HU HL2(0,T;W§;§(Q)) + HU(Q)”QLQ(O,T;WQW(Q))) :

Comme
T(C? + C2)kyemT

K e
min(1,7)

<1,

il en découle que

2 2
(1-K) (”U(l)HL?(O,T;WJJ,}(Q)) + U@ HLQ(OstWip(Q)J =0
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D’ou
Uh =yv® _y@ =,
U =w® —w® —=o.

ce qui implique que (VM W®) = (V@ W), Ceci termine la démonstration du Théoréme 8.

Ainsi, nous avons prouvé 'unicité de la solution du probléme (3.5.2). =
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Chapitre 4

Sur une équation de dimension
supérieure de Boussinesq avec condition

non classique

Dans ce chapitre, on étudie un probléme mixte aux limites avec une condition nonlocale pour
I'équation de Boussinesq de n—dimensions dans un cylindre Qr = € x (0,7), ou € est un
domaine borné de R" avec une frontiere réguliere 0€2.Notre objectif est d’étendre la methode de
Galerkin aux probléme mixte avec conditions aux limites non classiques de type integrale.

Dans la section 1 de ce chapitre, on pose le probléme, on définit les espaces fonctionneles
utilisés et on définit la solution faible du probleme posé. La section 2 est consacrée & I’étude de
Pexistence de la solution faible du probléme posé a ’aide de la méthode de Galerkin. Enfin, dans

la section 3, on démontre I'unicité de la solution généralisée du probléme posé.

Lu = uy — o?Au — *Auy = F(z,1),
u(z,0) = ¢(z),  w(x,0)=1(2), (4.1.1)
ou/on = / /u(&,T)dde, x € 092,
0Ja

ou F(x),p(z) et ¢(x) sont des fonctions données, et du/0n désigne la dérivée normale.

73



Chapitre 4. Sur une équation de dimension supérieure de Boussinesq avec
condition non classique

Soit
W3 (Qr) = {u € L*(Qr) : D*u € L*(Qr) pour tout |a| <1},
est I’espace habituel de Sobolev, et soit WQA’l(QT) I’espace de Hilbert dont les éléments u sont

dans L*(Qr) avec u; et u, € L*(Qr), et admet dans Q7 des dérivés généralisées u,, et ayant la

norme finie

1/2
ol ian = ( [ e (Suldsdr)
T

Le produit scalaire dans W5 (Qy) est définie par

(u, U)W2A,1(QT) = / (uv + v, + wvy + Au.Av)dxdt.

T

Soit maintenant soient V(Qr) et W(Qr) les espaces définis respectivement par

V(Qr) = {u e Wy (Qr) : Vu, € LQ(QT)}7

et
W(Qr) ={ueV(Qr):u(x,T)=0}.

Considérons 1’équation

(i, 0) 2y = @ (A, 0) gy = B7 (At V) 12

(F,v) (4.1.2)

L2(Qr) >

ou (.,.)z2(g,) est le produit scalaire dans L*(Qr), u est supposé¢ la solution de (4.1.1) et v €

W(Qr).L’ évaluation des produits scalaire dans (4.1.2), et l'utilisation des conditions aux bord
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dans (4.1.1) conduit &

(VU VU)LQ QT) (vuta v?)75)L2 Qr) (ut’ Ut)L?(QT)

(P — //m <// §Td§d7')dsdt
+5//m (/Q gtdg)dsdt+(v(x,o),¢)L2(m

v(z,0), AY) 120y (4.1.3)

Définition 1. La fonction u € V(Qr) est appelée solution généralisée du probléme (4.1.1),

si elle satisfait ’équation (4.1.3) pour chaque v € W(Qr) et u(zx,0) = p(x).

4.1 L’existence de la solution du probléme

Nous donnons maintenant le résultat principal de I’existence de la solution du probléme (4.1.1)
et le prouvons a l'aide de la méthode de Galerkin.

Théoréme 2. Si ¢(z) € WL,HQ), v(z) € WLHQ) et F(x,t) € L*(Qr), alors il existe au
moins une solution généralisée dans V(Qr) du probléme (4.1.1).

Preuve Soit { Z;(2)},, un systéme fondamental dans T, () et supposons pour commodité
qu’elle est orthonormée dans L?(2), c’est adire (Zy, Z;)q = k-

On cherche une solution approchée u™ () sous la forme

N
uMN(z,t) = Cr(t) Zi(2), (4.2.1)
k=1
ou les constantes Cy () sont définies par les conditions

<£u7 ZZ)LZ(Q) - <F7 ZZ)LQ(Q) 5 l - 1, ...,N,
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et peuvent étres déterminées & partir des relations

(utt , Zl) 12(9) (VU VZZ) + 6 (Vui\t[, VZZ)LQ(Q)

+a /dQZl (// &, d@h) ds
+5° le ( /0 /Q ull (g,r)dng> ds

- (F, ZZ)LQ(Q) 5 l - 1, ceey N, (4.2.2)

et
Cu(0) = ar,  Cp(0) = By, (4.2.3)

011 les constantes (3, = (Zy, 1) 12(q) €ty représentent les coéfficients dans les sommes oV (z) =

Z o, Z1,(z), qui approximent la condition initiale ¢(z) dans la norme de W, (€2) lorsque N — oc.

Substltutlon de (4.2.1) dans (4.2.2), donne

/ )22+ PO YN N 2+ BPCIN ZyN Z)) dx
k=1

+a? 2:: /0 t (ok(f) /a QZl(x) /Q Zk(g)dgds> dr
+ﬁ2§ /0 t (C,;’(T) /a QZ;(&:) /Q Zk(f)dfds) dr

— (.F’7 ZZ)LQ(Q) . l — 1, ...7N, (4.2.4)

De (4.2.4), il s’ensuit que

(Fa Zl>L2(Q)
N
= Z <C// ( Zy, 7y) L2(Q) + 5 (VZy, VZZ)L2 ) + 052Ck( WV Zy, VZZ)LQ(Q)>
k=1
+;O‘2/0 (Ck( >/89Zl(93)/92k(§)d5d8> dr
N t
+2 [ (et [ 2t [ z@deas)ar,  1=1,,
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Si dans cette derniére égalité, nous introduisons les notations

1, k=1

(Zka Zl)L2(Q) =0 = (4.2.5)
0, k#I

(VZy, VZZ)B(Q) = Yki> (4.2.6)

| 7@ [ z@dcs = v, (1.2.7)
o0N Q
(F7 Zl>L2(Q) - Fl<t>7 (4.2.8)

alors on a

N
Z [CH () (01 + BPvr) + 2 Cr(t) vy

=1
¢
+/ (QQCk(T)Xkl+»32CJZ(T)sz) dr
0
= F(t), l=1,..,N, (4.2.9)

Différenciation par rapport a ¢t dans (4.2.9) conduit au systéme suivant

N
Z [CY' () (6 + B2v1) + PCy ()7 + P Cr(t) xyy
k=1
+B2CL (1) X
— P, I=1,.. N, (4.2.10)

N
> CH0) (61 + BPyi) + Payy, = F(0)
=1

Ci(0) = By, Ci(0) = .

(4.2.11)

Les équations (4.2.10) forment un systéme des équations différentielles ordinaires linéaires a
coefficients constants du troisiéme ordre en ¢t pour les inconnues Cy(t), k = 1,...N. D’apres la
théorie des équations differentielles ordinaires, le probléme (4.2.10) admet une solution unique
pour les conditions initiales (4.2.11). Ainsi, pour chaque n, il existe une fonction v’V (z) satisfaisant

(4.2.2). Nous allons obtenir des bornes pour v, qui ne dépendent pas de N. Multiplions chaque
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équation de (4.2.2) par la fonction appropriée C}(t), additionnons-les de 1 a N, puis intégrons
par rapport a t entre 0 et 7, avec 7 < 7', on obtient

(e g

)Lz(QT) +a? (VUN, Vuiv)

+52 (Vutt,Vut )L2 @)

+a? / /8 ngv ( / / uN(g,n)dgdn> dsdt
+06 / /8 Q“t ( / / upy (€, d§d77> dsdt

L2(Q7)

= (P ) L@ - (4.2.12)
L’évaluation de chaque terme du membre gauche de (4.2.12), conduit a
NN BT ORTE L o)1 4.2.13
(Utt7ut )Lz(QT) - 5 Hut <x77—>HL2(Q) - 5 ||ut (CL‘, )||L2(Q)7 ( i )
o? (VUN,VuiV)LQ(QT) = — HVU x, T HL2
—— HVu z,0) ||L2(Q), (4.2.14)
2 N N 52 N 2
s (Vutt,vut )L2(QT) o Hvut (z, 7 HL2(Q)
—= HVut ,0) ||L2(Q), (4.2.15)
o[ ] ( / <f,n>d5dn) dsdt
o0
= / u™ (z, T)/ / N(&, t)dédtds
—a2/ / u® (z t)/uN(f,t)dfdtds, (4.2.16)
00Jo
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T t
[ ([ [uie.macan) asar
0 Jon 0o Ja
= 3 / / ul (,t) / up (€, t)dédtds
o0Jo Q

g /8 ) /0 "N (1) /Q N (€, 0)dedtds. (4.2.17)

Substitution des égalités (4.2.13) — (4.2.17) dans (4.2.12), donne

1 2
g + o V0 ) gy + o 93 )]

1
= 5 1" @ 0l +—HW (020 + HW U] [

N dédtd
u (ZL‘,T)/O /Qu (&, t)dEdtds
N

<,
+a? /6 ) /O z,t) /Q u™ (&, t)dédtds
—3? /8 ) /0 Tugv (z,1) /Q ul (&, t)dédtds
+5° / / Tuiv ,t) / ul¥ (&,0)dédtds

(Faf) . "

i (4.2.18)

>
A Taide de 'inégalité de Cauchy et I'inégalité (voir [24]),

2 2 2
w200y < e IVWllie) +Ue) [wllizg) . Ue) >0, (A)

qui est vrais pour w € W3 () et pour tous € > 0, on peut borner les cinq derniers termes du
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membre droit de (4.2.18) comme suit

IN

IN

IN

IA

IN

IN

—a/m :m// (€, t)dedtds

0‘251 / (6 (7)) d

251 9] (/ / (&1 d§dt> *

a~eq

7<6HW<MHL2 HE) [ ) )

+—T|Q| l(e Hu x,t) HLQ(QT),

/ / / N(¢, t)dedtds
ol
sl
3

dsdt +

o
/ (/ §td§> dsdt

[ () gy +160) 0 e

2
+? e) |9 Hu x,t) HLQ(QT)’
—3° / / Tuiv (z,t) / ul (€, t)dédtds
oNJ0
62
= ( IV @, 0[]} —l—l(a)HuiV(x,t)Hiz(QT)>
ﬂQ

+5iE) 2 ||Uiv($»t)||iz(czf)’

B /8 ) / Tuiv (z,1) / u (€,0)dEdtds

62
= (Ve @ D[} igry + 1) [ @D

52 N
) 1907 0 0,0y

(4.2.19)

(4.2.20)

(4.2.21)

(4.2.22)
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(F,uiv) T ||F||L2 QT)—i— Hut x,t) HLQ(QT). (4.2.23)

En combinant les inégalités (4.2.19) — (4.2.23) et I’égalité (4.2.18), et en ulilisant I'inégalité

suivante
o @) ey < 1™ @ )y + @0 12(r)
+ [ (2, 0) 2 gy - (4.2.24)
on obtient
(1= 24N [ D gy + 5 1877

o? 62
42 5 (1 —ee) ||V (2, 7 ||L2(Q) Hvut x, T ||L2(Q)

+ 1 191T) [0 . 0) gy + 1 (2, 0) 2y

INA
l\DI»—t

(
52 N 2 2
- HVU X, 0 ||L2(Q) ? HVut (:E’O)HL2(Q) + ||F||L2(Qq—)
2 2
4 2—517’ 1907 1(e) + S1(e) + U 120 [[4 (@, 8) 72 g
3
(5 + B8e) + B71() 12) [ (2, 1) 2 gr)
—sHvu (z,1) ||L2(QT + B ||V (z,t) HLQ(QT : (4.2.25)

En prenant €; = 1/a?l(¢), et en choisissant ¢ de telle sorte que o?l(g) > &, on raméne (4.2.25)

a la forme simple

0 @) [y + 1V @) [y + e @) [

+ ||V (2, 7 HL?(Q)

< (Hu% Moy + e @, 0)|[Fag + [V (2,0 [[a(q
+ [V @, 0)[[a gy + 1™ @ Do ry + [V (6|2 00y
[ @) ey + 1V (D) QT) (4.2.26)
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ou

2

max {} + ZUQOT 82 o2 q 4 BT oE) SO 9 g2 (e) Q] + BU(e), B, Ge

D= . 1 6% a2 €
mln{i, 59 T m}
(4.2.27)
Pour Iinégalité (4.2.26), nous appliquons le lemme de Gronwall, puis on intégre par rapport
a t de 0 & 7 pour obtenir

+ HVuiV 2

ey + 198 gy + I 220

Iz2(r

< DT {|[u (,0) 2y + [0 (2. 0)[ [}y + [V (@, 0)] [
{1V (@, 02 gy + 1 g } (4.2.28)

Si on neglige le dernier terme du membre gauche de (4.2.28), elle prend la forme

2
¥ [0y < P (Nellfrzcan + 19 Mgy + 112 gn)) (12.29)

On déduit de (4.2.29) que

[0y < A

Par conséquent, la suite {uN } n>; st bornée dans V(Qr), et nous pouvons en extraire une
sous suite pour laquelle nous utilisons la méme notation qui converge faiblement dans V (Qr) vers
une fonction limite u(x, t). Nous devons montrer que u(x, t) est une solution généralisée de (4.1.1).
Puisque u™(z,t) — u(z,t) dans L?(Q7) et u™(x,0) — ¢(z) dans L*(R), alors u(x,0) = p(x).
Maintenant, pour prouver que (4.2.2) est en lieu, on multiplie chacune des relations (4.2.2) par

une fonction p;(t) € W3(0,T), p(T) = 0, puis on additionne les égalités obtenues de [ = 1 a
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N
[ = N, et on intégre par rapport ¢ sur (0,7). Si on pose ™ = >~ pi(t) Zx(x), alors on a
k=1

- (uiv>77iv)L2(Q ) + a2 (qua VUN)Lz(QT)
6 (vut 7V77t )LQ( )
(011 (O)) gy B (T (,0), V7Y (0))

T
a2/ / nNa:t// (¢, 7)dédrdtds
oNJ0
T
52 / N (z,t) / / ul (€, 7)dédrdtds
oNJ0

(F.n™ (4.2.30)

+

)LQ(QT
Evaluation du dernier terme du membre droit de (4.2.30), réduit cette derniere a
N N 2 N v, N
N (ut Tt )LZ(QT) Ta (VU VI )LQ(QT)
_B (vut 7V77t )L2 (Qr)

= (F, Uy )L2(QT) + (ut <x’o)’nN(0)>L2(Q)

+6% (Vi (2,0), V™ (0)) 12

—a? /a ) /0 TnN(x,t) /0 t /Q W (€, 7)dEdTdtds
— 3 /a . /0 TnN(x,t) /Q ulN (€, t)dédtds

482 /8 ) /0 V() /Q W (€, 0)dedtds, (4.2.31)

N
pour tous les nV de la forme > p;(t) Zy(z).

Comme

[ [ en) —ute.mdsir < VT =
/oTn%,t) /Qw (6,1) — wi(&, 1))dedt < /[0 (/OT”NW)> NrE Ml
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/0 7 (1) / (u¥ (£,0) — uy(€,0))dédt
1/2

< V([ 0@0) w0 - w0,

et

Hu — 0, quand N — oo,

Y- “HL2<QT>

on donc

/ag/oTnN(x’t)/ot/Q“N(fﬁ)dédrdtds
- /ag/oTn(x’t)/ot/ﬂu(fﬁ)d{dmtds,

/aQ/OT"N(x’ t /Q“iv (€, t)dEdtds
. /8Q /OTn(x,t) /Q (&, t)dédtds,

/BQ/OT”N<“"vt) /U t /Q up (€, 0)dédrdtds
- /89 /OT”(%” /O t /Q (€, 0)dédrdtds.

N
Ainsi, la fonction limite u satisfait (4.2.2) pour chaque ¥ = >~ p;(t)Z;(x). On désigne par
k=1

N
Qn la totalité de toutes les fonctions de la forme 7Y = > pi(t)Z(x), avec pi(t) € W0, T),
k=1
pi(T) = 0. Mais UY,Qy est dense dans W (Qr), alors la relation (4.2.2) est valable pour tout
u € W(Qr). Ainsi, nous avons montré que la fonction limite u(z, ) est une solution généralisée

du probléme (4.1.1) dans V(Qr). =
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4.2 Unicité de la solution

Théoréme 3. Le probléme (4.1.1) ne peut pas avoir plus d’une solution généralisée dans

V(Qr).
Preuve Supposons que u; € V(Qr) et us € V(Qr) sont deux solutions du probléme (4.1.1)

tel que uy # ug. Alors U = u; — us est solution du probleme

Utt — 042AU — 52AUtt =0
U(z,0) =0, Ufz,0)=0, (4.3.1)

oU/on = /Ot/QU(g,T)dng, x € 01,

et (4.1.3) donne

VU VU)L2(Q ) ﬁ (VUhvvt)L?(Q ) (Ut’vt>L2(QT)

_ _a//89 <//U§7d§dr>dsdt
+3//m (/ﬂ gtdf)dsdt. (4.3.2)

Définissons maintenant la fonction v(z,t) par
(4.3.3)

Il est évident que v € W(Qr) et vy(x,t) = —=U(z,t) pour tout ¢ € [0, 7].Une intégration par

parties dans le membre gauche de (4.3.2) donne
2 a’ 2
" (VU V) 12gp) = 5 V(2,012 » (4.3.4)

2
—B? (VU Vi) 120,y = & HVU(:U T)HL2 , (4.3.5)

85
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1
- (Uta Ut)L2(QT) = 9 ”U('r?T)Hi?(Q) ) (4.3.6)

la substitution de (4.3.4) — (4.3.6) dans (4.3.2), conduit a I’égalité

2 2
g
- V(. 0)[I720) + 5 IVU (@ D)2 + 5 ||U(fv T)Iz2(0)

_ 6//39 (/ §td§>dsdt
—a? /0 /(9 K ( /0 /Q U(ﬁ,r)dfdr) dsdt. (4.3.7)

Le membre droit de (4.3.7) peut étre estimé comme suit

—aQ/T/mv </t/ U(f,T)dfdr) dsdt
ot f [ (50T [t

T2 Q| |0Q
%/0 /QUz(f,t)dfdt

T 2 t
+a? / / v g (4.3.8)
0o Jao 2

En utilisant I'inégalité A, alors (4.3.8), devient

o )

a?T? |9 |09
< (Vg + 1) [0l ) + Oz,

IN

Maintenant comme

T 2 T
/U(a:, s)ds| < T/U2(x,s)ds
¢ 0

alors

2
||U||L2(QT) <7 ||U||L2 Q) = T? ||U||L2 @) (4.3.9)
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et par conséquent

—a//m (// dede)dsdt

a?T? Q) |09
(Frer+ TR o, o

Oé2 2

IN

On a aussi

52 OT/aQUt(/QUftdf)det
- 52/0T/dQU | U(&, ydsdsdt
I /0 /a K /ﬂ UL(€, t)dedsdt
< ﬁQ/OT/m@dsdt

B0 [T [
+— /O /Q U2(¢, t)dedt. (4.3.11)

En utilisant & nouveau les inégalités A et (4.3.9), Pestimation (4.3.11) prend la forme

o o fore) o

3219 |00 s
< —2 HUtHL2(QT) + 75 HVUHiQ(QT)
52 2 2
+ ST (U 2(gr - (43.12)

En combinant (4.3.7), (4.3.10) et (4.3.12) on obtient

2 2
1
< Ve, 0)|[72 0 +2 5 IVU(z, z20) +3 1U (2, )72
B +a 3210100
< %snwnmﬂ FI00 2,
5%+ a? a?T? Q)00
+ (%l(E)Tz + % U172 om - (4.3.13)
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Multiplions maintenant I’équation différentielle (4.3.1) par U, et intégrons sur Q7 = 2 x (0, 7),

on obtient

(Utty Ut)LZ(Q") — OéQ(AU, Ut)L2(Q") — 62(AU1575, Ut)L2(Q") = 0. (4314)

Les conditions aux limites et initiales dans (4.3.1) et 'intégration par parties standard dans

(4.3.14) conduit a

5 2
VU, (x, T)||L2(Q)

1 2 Oé2 2
3 1Ut(z, 7)|| 720 + -5 IVU (@, T) |72 () + >

= a2/0T/é99Ut </Ot/QU(§,n)d§dn> dsdt

+%2/0T/89Ut/QU(§, t)dedsdt. (4.3.15)

Le membre droit de (4.3.15) peut étre estimé comme suit

aQ/oT/agUt </Ot/QU(§,77)d§dn) dsdt

a? [T 9
— Uf (x,t)dsdt
2 Jo Joa

042 T
—T?1Q] 09 U? dé&dn. 4.3.16
~Srialionl [ [ v mdedy (1316)

IN

En utilisant I'inégalité de A a (4.3.16), devient

aQ/OT/mUt </Ot/QU(§,77)d£dn) dsdt

a? T
Sreialionl [ [ v maedn
0 JQ
2
«
+5 (19U + 1O 102 o)
a1 2 o? )

Ck2

+571(e) 10720 (4.3.17)

IN
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Nous avons aussi

%:/O:AQUt/QU({,t)dfdscit T
T vtenasaes [ [ ol [ v magan

_ & "
= Sielen [ [ vemdedy

2 T
+%/ UZ (,t)dsdt. (4.3.18)
0 JoQ

IN

Nous appliquons 'inégalité A a (4.3.18) pour devenir

g / /mUt/Ugtdgdsdt

62
|Q| 021U 72(or) +

52
+1e) U720 (4.3.19)

IN

5 HVUtHL? Q)

D’ou en combinant les inégalités (4.3.17), (4.3.19) et I’égalité (4.3.15) on a

1 2
5 Uz, iz + = 5 IVU(z, iz

52 2
) HVUt(xaT)HLQ(Q)

IN

g o
<_ 21109] + 572121 109] ) 1Ullz2(q-)

+-= (a® + %) ||VUt||L2(QT

Nhkl(‘f)

(5) (0% + B2) U2 r) (4.3.20)
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En ajoutant membre & membre (4.3.13) et (4.3.20), on obtient

2 2 9
« 2 6 + «
5 [Vu(z, 0)[|72(q) +

VU (z, T)Hi?(g)

1 1 52
+3 U (2, )72y + 5 U (2, 7720 + > VU2, 7)1 720

/62 /82 +O{2

(Z Q11692 + a*T? (2] 99| + %l(a)TZ U172 )
I(e 3219 |09

+ <% (012 + 62) + %) ||Ut||i2(Q‘r)

(8 +a?)
2

IA

2 2
+= (@2 + %) VUl 2om + e[Vollz2or) - (4.3.21)

= M

Maintenant, pour faire face au dernier terme du membre droit de (4.3.21), on définit la

fonction 0(z,t) par la relation

O(z,t) = /tU(x,s)ds.

En utilisant (4.3.3), il s’ensuit que

v(z,t) = O(z,7)—0(x,t), Vou(z,0) = Vl(z,7), et
IVoliery = [1V6(z,7) = VO, D)l[}a(gr)

< 2T||V9($7T)||i2(9) + ||V9($7t)||i2(QT)-

90
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Par conséquent l'inégalité (4.3.21) prend la forme

2 2 2
+
O IVO Py + 0

IVU (@, 7720
2

1
5 HUt(l‘ )220 2 5 IVU(z, )220 t3 U (2, 7)1 720

62 B+ a
(Z 1/ |09 + a2T2 |9 |09 + %z(a)cﬂ) U1 72(ory

IA

l 210/ |09
+ <% (a®+ %) + %) U172

c /62 +042
"—Z (062 + ﬁ2) HVUt||i2(QT) + <%8) HVG(SL’,t)Hiz(Q )

+(62 + o?)

5 527||V9(957T)||i2(9)

Comme 7 est arbitraire, nous supposons que
(a?/2) — (B* 4 a?)e2r > 0,

alors (4.3.22) devient aprés 'ajout de ||VU||12(QT) a son membre droit

a2 /82+a2
(7 "yt a2)) V6. 752 + 5 IVU @, 720y

1 52 1
) gy + o VU, 7 gy + 5 107 e
52 52 —|—Od2
< (5 wrton + axr?iarlon) + e ) 101 g

l 219109
T (04 + 8%) IVUillz2(gr) + (—(j) (o” +5%) ¢ SR | 2|| |) 101z r)
((

(F+a) ) 190, D122, + IVU o -

w+

(4.3.22)
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Donc on obtient

||V9($a7)||i2(9) + ||VU($7T)||i2(Q) + ||Ut($a7')||i2(g)
+[[VU(x, T)||iz(9) + Uz, T)Hi%n)
< A(T) (HVQ(J?J)H;(QT) + IVUI20ry + 10l 720r)

+ VUil 2(gm) + 101120 ) (4.3.23)

ou A(T) = DePT | et

2 2 2 1 24 82)4+282|0/|69
max{g \QIIBQH?ZTzIQHBQI (B +a22)l(€)T2’ B +2a2)€’ (5)(0‘ B )4+ 52192 \7 1}
D=

min{_a2—257(52+a2) g }

D=

2 Y

Si on applique le lemme de Gronwall & (4.3.23), on obtient

||V9($a7)||i2(9) + ||VU(5C77—)||%2(Q) + ||Ut($77)||i2(9)
+[[VU(z, T)||iz(9) + U (z, T)Hi%n)
< 0, Vrelo,a®/2e(B%+a?).

En procédant de la méme facon pour les intervalles
7 € [(m —1)a?/2e(8* + a?), ma?/2(3* + o?)]

pour couvrir tout U'intervalle [0, T, et cela prouve que U(z, ) = 0, pour tout 7 dans [0, 7]. D’ou

I'unicité de la solution. m
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudier trois problémes mixtes non locaux pour des équations
et systemes non lineaires . Nous avons commencé par un probléme mixte non linéaire pour
une équation viscoélastique avec 'opérateur de Bessel ou 'une des conditions aux limites est
remplacée par une condition intégrale. Malgré la complexité des calculs techniques des méthodes
utilisées, nous avons pu établir I’existence, I'unicité et la dépendance continue de la solution par
rapport des donnés initales du probléme proposé. Sur la base des résultas du probléme linéaire,
nous avons appliqué un processus itérative pour établir ’existence et ['unicité de la solution faible
du probléme non linéaire.

Le second probléme mixte non local est un systeme couplé de thermoélasticité non linéaire
avec condition non classique, qui peut se découpler en une équation hyperbolique et une autre
parabolique. On a pu appliquer pour la premiére fois une approche d’analyse fonctionnelle (mé-
thode des estimations a priori) pour traiter le cas linéaire associé, et une approche itérative pour
le cas non linéaire pour ce type de systémes ou nous avons combiné des conditions classiques
et d’autres non classiques de type intégrale. Les solutions sont cherchées dans des espaces de
Sobolev avec poids.

En fin nous avons appliqué la méthode classique de Fado Galerkin pour traiter un probléme
mixte avec une condition non locale (la derivée normale est exprimé par une valeur moyenne de
la solution) pour une équation de Boussinesq de dimensions superieurs. Notre resultat généralise
la plus part des résultats obtenus quand la méthode utilisée est celle de Galerkin.

Notre objectif ultime aprés ce travail de thése est de traiter d’autres problémes mixtes non
locaux plus compliqués comme par exemple les systémes de Temoshinko non linéaires avec condi-

tions non locales.
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