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Introduction.

Dans la pratique, les modèles mathématiques des phénomènes physiques se ramènent

souvent à l’étude des équations différentb-Iloa déterministes du second ordre du type :

x + f(x,x) — 0

où x représente le vecteur de l’état du système et / est une fonction qui dépend du

comportement du système.

L’analyse déterministe suppose une connaissance complète des propriétés dynamiques

et de l’état initial du système.

L’analyse stochastique admet une incertitude dans la connaissance de un ou plusieurs

éléments du second membre.

Parmi les sources principales du comportement aléatoire, on distingue les forces d’ex¬

citation aléatoires qui agissent dans des phénomènes tels que :

1. La réponse des bâtiments à l’excite.tion résultant de l’action du vent.

2. La réponse des batea-ix et des plate-formes de forage à l’action de la houle.

3. La réponse d’un avion à la turbulence atmosphérique.

Un grand nombre d’excitations physiques ayant un temps de corrélation très court,

peuvent être modélisées par un bruit blanc qui et un processus ’’purement” aléatoire.

Dans le cas des vibrations non-linéaires, l’effet du bruit blanc ne peut pas être gé¬

néralement ignoré. Dans ce cas, la modélisation du comportement dynamique conduit à

des équations différentielles stochastiques de la forme :

x + f(x, x) = a(x, x)W ,

où W est un bruit blanc normalisé et cr(x,x) est l’intensité du bruit blanc.

Dans cette étude, on s’intéresse particulièrement à des équations du type Liénard :

(D)

(S)

X + fi{x)x + g(x) = 0 (1)

1



x -1 f Ax)x2 + /1(x)x + g(x) = 0 (2)

Les solutions périodiques de l’équation du type Liénard ont été étudiées pendant

longtemps. On citera en particulier l’équation de Van Der Pol :

/i(*) = /x(x*- 1), g(x) = x, n> 0

En 1967, [5]T.K. Caughey et H.J. Payne ont remarqué que l’oscillateur de Van D<-r
Pol admet un cycle limite unique puis ont démontré que le même oscillateur soumis à

une excitation gaussienne admet une solution stationnaire.

Ce travail comporte quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons les définitions et nous énonçons sans démons¬

tration les théorèmes nécessaires pour cette étude.

Dans le chapitre 2, nous prouvons l’existence d’un cycle limite pour les équations

(".) et (2) avec un choix convenable des fonctions /1, /2 et nous en donnons l’expression

exacte. D’autre part, nous nous intéressons à l’unicité et à la stabilité de ce cycle limite.

Dans le chapitre 3, nous considérons le cas stochastique et les équations deviennent :

x -f fi (x)x + g(x) = a(x, x)W (3)

x + h{x)x2 + /1(x)x + g(x) = a(x, x)W (4)

Nous nous intéressons au régime stationnaire, puis en utilisant la technique de Lya-

pounov, on cherche si les équations (3) et (4) admettent des solutions stationnaires.

Dans le dernier chapitre, nous prouvons qu’il y a une relation entre l’existence des

solutions périodiques et les solutions stationnaires.

Signalons enfin que chaque chapitre est illustré par des exemples.
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Chapitre 1

Préliminaires.

Ce chapitre a pour objet de rappeler et de préciser certaines définitions et résultats

importants pour notre étude. Il est structuré en deux parties dont la première est consa¬

crée à la théorie des solutions périodiques et des cycles limites et la deuxième à la. théorie

des processus aléatoires et des équations différentielles stochastiques.

Partie I : Solutions périodiques et cycles limites.

Partie II : Processus aléatoires et EDS.
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1.1 Partie î : Solutions périodiques et cycles limites.

Les solutions périodiques jouent un rôle très important dans les problèmes de physique

et d’électronique car ils représentent des phénomènes répétitifs. Dans plusieurs cas, la

solution périodique représente la position finale, dans le sens où toutes les solutions

voisines convergent vers cette solution et ainsi, les transitions dûes aux conditions initiales

s’annulent .

Définition 1 :

La solution du système autonome du second ordre qui s’écrit dans l ’espace des phases :

X = F(X ) (1.1)

est dite périodique s’il existe T > 0 tel que X(t +T) — X(t), Vf e [0, oo[ ,T est alors dit

période.

Si on se place dans le plan des phases (x,x) , alors les solutions périodiques, sont

représentées par des courbes fermées.

Remarque 2 ;

Les points fixes du système (1.1) sont des solutions périodiques constantes.

Définition 3 ;

Soient X — tp(t) la solution périodique de l’équation (1.1) et K la courbe représenta¬

tive de cette solution. On dit que X est une solution périodique isolée si :

3p > 0,VY dans le plan des phases : d(X,Y) < p, MX € K , implique qu’il n’existe

pas de solution périodique passant par Y.

Définition 4 .

Le cycle limite est une solution périodique non constante isolée de l’équation (1.1)
représentée dans le plan des phases par une trajectoire fermée isolée.
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Proposition 5 [18] :

Soit X = (p{t) un cycle limite de l’équation (1.1), alors la trajectoire fermée K de

l’équation (1.1) partage le plan des phases en un domaine intérieur et un domaine exté¬

rieur tels que toutes les trajectoires intérieures ou extérieures démarrant à proximité de

K s’enroulent en spirale sur K quand t — �+oo ou bien t

Théorème 6 (le critère de Bendixon)[12] :

Soient f et g deux fonctions de classe C1(f2 C R2, R),où fi est un domaine simplement

connexe.

Considérons le système autonome :

— oo .

J x = f(x,v)

\ y = 9& y)
(1.2)

Si df jdx -f dg/dy a un signe constant, alors le système (1.2) n’admet aucune solution

périodique.

Théorème 7 (Bendixon-Poincaré)[12] :

Soient f et g deux fonctions de classe C*(il C R2, R), où fl est un fermé borné de

R2.
Supposons que :

- le système (1.2) n’admet pas de point fixe dans fl,

- la solution T = {(m, j/) = (ip(t),rp(t)), t > t0} reste à l’intérieur de fl,

alors l’une des deux propositions suivantes est satisfaite :

1) T est un cycle limite.

2) T s’enroule en spirale sur un cycle limite.

Dans les deux cas, le système (1.2) admet une solution périodique.
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Proposition 8 [12] :

Une condition nécessaire pour que la solution T — {(x,y) = t > t0} de

système (1.2) soit un cycle limite est que la somme des indices aux points d’équilibre

entourés par T soit égale à 1.

T est un cycle limite

où Ir =
Ir - 1,

fr fdg—gdf

Théorème 9 [12] :

Soit l’équation différentielle :

(1.3)x + f(x,x)x + g(x) = 0

qui s’écrit dans le plan des phases :

& = y

ÿ = -f(x,y)y-g(x)

où f et g sont des fonctions continues. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

1) 5a > 0 tel que f(x, y) > 0 pour yjx2 + y2 > a,
2) /(0,0) < 0 (d’où f{x,y) < 0 au voisinage de (0,0)),
3) xg(x) > 0 pour i/O,

4) G(x) — JQ g(u)du — �+oo si x — � +oo,

alors l’équation (1.3) admet au moins une solution périodique

Théorème 10 (Levinson-Smith)[ll[ :

Soient f et g deux fonctions continues.

On note F(x) = f* f{u)dv et G{x) = f* g(u)du.
L’équation du type Liénard :

6



x + f(x)x 4- g(x) = 0 (1.4)

qui s’écrit dans le plan des phases :

x = y- F(x)
V = ~9{x)

admet une solution périodique unique si les conditions suivantes sont vérifiées :

1) / est une fonction paire.

2) 3a > 0 tel que F( x) < 0 pour 0 < x < a et F(x) > 0 pour x > a,
3) F(x) — �+oo si x — ♦ +00,

4) g(x) est une fonction impaire telle que xg(x) > 0 pour r / 0,

5) G(x) = f* g(s)ds — »• +oo si |rc| — » +oo.

Définition 11 :

Soit T* une trajectoire représentative pour la solution x*(t) de l’équation x = f(x)
démarrant au point a* à l’instant t = to- Soit T une autre trajectoire démarrant en un

autre point a.

Si Ve > 0, 3 6(e) > 0 tel que |a — a*| < <5
trajectoire T* est dite stable au sens de Poincaré .

sup{dist (x,r*), x €T} < £, alors le.

Définition 12 :

On appelle cycle limite stable, un cycle limite vers lequel les trajectoires voisinantes

convergent.

On appelle cycle limite instable, un cycle limite duquel les trajectoires voisinantes

s’éloignent.

On appelle cycle limite semi-stable, un cycle limite vers lequel les trajectoires voisi¬

nantes convergent d’un côté et s’éloignent de l’autre.
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1.1.1 Cycle limite et bifurcation de Hopf.

Certaines bifurcations créent des cycles limites et d’autres solutions périodiques. Ce
type de bifurcation est appelée bifurcation de Hopl.

La bifurcation de Hopf se produit dans les oscillateurs non linéaires lorsque un point

fixe bifurque en un cycle ou un cycle devient un point fixe.

On sait que les solutions d’un système linéaire x = Ax sont périodiques si et seulement

si toutes les valeurs propres de A sont purement imaginaires, dans ce cas le point fixe à

l’origine est un centre.

Mais, si les valeurs propres de A ne sont pas toutes de partie réelle nulle, alors il

n’existe aucune solution périodique ( non constante ).
Dans le cas non linéaire, on a la même situation : toutes les solutions dans le premier

quadrant sont périodiques.

Dans plusieurs exemples, la linéarisation garantit que l’origine est bien un centre alors

que ce n’est pas le cas car l’origine change de stabilité : de stable asymptotiquement il

devient instable sans passer par l’étape de centre .
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1.2 Partie II :Processus aléatoires et EDS.

Généralement, quand on modélise des phénomènes physiques en utilisant les équations

différentielles déterministes, on néglige l’effet des perturbations aléatoires. Dans certains

cas, la prise en compte de l’influence de ces perturbations est nécessaire à cause de son

importance et on utilise les équations différentielles stochastiques (EDS) qui comportent

des termes aléatoires. Les solutions de telles équations sont des processus aléatoires. Dans
cette partie, nous allons commencer par donner certaines définitions et certains résultats

concernant les processus aléatoires qui nous intéressent, ensuite nous préciserons la notion

d’EDS et nous énoncerons des théorèmes d’existence et d’unicité.

1.2.1 Processus aléatoires.

Soient (0,T , P) un espace probabilisé et {J\t, t E [to,1]} un processus aléatoire, alors

Xt est une variable aléatoire pour tout t E [to,T]. Pour ii/Gfî, Xÿ(Lü) est une fonction

définie de [to, T] dans Rd appelée réalisation, trajectoire ou fonction simple du processus

aléatoire Xt.
Un processus aléatoire est complètement caractérisé par la famille des distributions

conjointes des variables aléatoires Xtl , ...,Xtn,tit...,tn E [to, T] définies par :

Pt!.....,tn(Zl,-,Z„) = P{Xtl < Zl,-,ÿ£n ≤ Xn),
où Xj, ,.,rrn E Rd et Xtk < Xk signifie Xÿ < xÿ pour k — 1 n et i — 1,

1.2.2 Processus aléatoires stationnaires.

Les processus stationnaires constituent une importante classe des processus aléatoires,

on peut les définir comme des processus dont les caractéristiques probabilistes ne varient

pas avec le temps ou encore comme des processus qui se déroulent dans des conditions

ne variant pas avec le temps.
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Définition 13 :

Un processus aléatoire {Xt,t G [0, oo]} est dit stationnaire si :

VU, *«.(*!> -M*!») = FX , Xtn+r (*ÿ11 •••> *ÿn)-tn > 0,Vr > 0, on a Fx

Propriétés.

Si Xt est un processus aléatoire stationnaire, alors :

1) FXt(x) = FXt+r(x),Vt,r> 0 (Fx, ne dépend pas de t).
2) FXti!xl2(Xl,x2) = FXti_t 'Xt2_h(Xl,x2).
3) L’espérance mathématique E(Xt) ne dépend pas de t.
4) La fonction de covariance Kx(t,s) dépend seulement de s — t.

1.2.3 Processus de Markov.

Une classe importante de processus aléatoires est caractérisée par la propriété que le

futur est indépendant du passé, si on connaît le présent. C’est en 1906 que Markov a

introduit cette classe de processus aléatoires.

Définition 14 :

Un processus aléatoire {Xtlt G [to, U]} est appelé processus de Markov (élémentaire
ou faible), s’il vérifie la propriété de Markov (élémentaire ou faible) suivante :

Vs < t G [t0,T\,yB borélien de Rd : P(Xt G B \ X[t0,s]) = P(Xt G B \ X3) p.s,

où .FftojS] est la tribu engendrée par les variables aléatoires Xu, t0 < u < s.

Proposition 15 [19] :

Soit {Xt,t G [to, T]} un processus de Markov , alors il existe une fonction à quatre

arguments P(s,x,t, B),s < t G [t0,T],x G R1, B borélien de Rd à valeurs dans [0,1] et

appelée probabilité de transition, telle que :

1) Vs < t G [t0,T],V5 borélien de Rd , Vx G Rd :

P(s,x,t,B) = P(XteB \X3 = x) p.s.
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2) Pour s < t, et x fixés, la fonction P(s,x, t,.) est une mesure de probabilité sur la

tribu borélienne de Rd.
3) Pour s < t, et B fixés, la fonction P(s,., t, B) est mesurable (relativement à la

tribu borélienne de Rd.)
4) Pour s < u < t : on a la relation suivante appelée équation de Chapman-

Kolmogorov :

P(s, x, t, B) = f# P(u,£, t, B)P(s, x,u, d£)-

Définition 16 ;

Un processus de Markov défini sur l’intervalle [t0, +oo[ est dit homogène relativement

au temps si :

Vs,t > to,Vr > 0 : P(s +T,x,t +r,B) = P(s,x,t,B), Vrr € Rd et V5 E BR.
Dans ce cas P(s, x,t, B) = P(x, t—s,B) pour s < t où P(x,t,B) = {Xt E B /X0 = x } .

1.2.4 Processus de diffusion.

Les processus de diffusion sont des processus de Markov de type spécial avec des

trajectoires continues, ils peuvent servir de modèle probabilistes pour la diffusion. On
peut considérer le processus de Wiener (ou processus du mouvement brownien) comme

modèle de diffusion.

Définition 17 :

Un processus de Markov {Xt,t E [to,T\] à valeurs dans Rd et à trajectoires presque

sûrement continues est dit processus de diffusion si sa probabilité de transition vérifie les

conditions suivantes :

1) Vx 6 Rd, V£ > 0 et Vs e [t0,T\ : limtis Jj
2) Il existe une fonction f(s,x) à valeurs dans Rd telle que :

V£ > 0 limn,£ Jjj,_x|<,(y ~ x)P(s,x,t, dy) = f{s,x).

la limite étant uniforme relativement à x. / est appelée vecteur dérive (drift).

P(s,x,t,dy) =0.!»-*!>«

11



3) Il existe une fonction B(s,x) à valeurs dans l’ensemble des matrices carrées d’ordre

d, telle que

Ve > 0 : limti3Ïÿ f]y_xÿ£(y - x)(y - x)TP(s,x,t,dy) = B(s,x),
la limite étant uniforme relativement & x. B est appelée matrice de diffusion.

Le processus de Wiener Wt est le modèle mathématique du mouvement brownien

d’une petite particule dans un fluide. C’est un processus de diffusion homogène avec un

drift / = 0 et une matrice de diffusion B = I.

Le bruit blanc gaussien est un processus aléatoire avec rriç = 0 et une matrice de

covariance 6{t)I. Il représente la dérivée au sens généralisé du processus de Wiener.

Remarque 18 :

Supposons que dans les conditions 2) et 3), on remplace les moments tronqués par

les moments usuels, alors les deux premiers moments de l’accroissement Xt — Xa sous la

condition Xs = x quand t J. s sont :

Ea,x(Xt - Xs ) = /(s, x)(t - s) + o(t - s)

EStX(Xt - Xa)(Xt - Xa)T = B{s,x){t - 3)+ o(t - s)

donc f(s,x) représente le vecteur vitesse moyenne du mouvement aléatoire décrit par

Xt sous la condition Xa = 0 et G(s, x) mesure l’amplitude de la fluctuation de Xt — Xa
autour de sa valeur moyenne.

Si on néglige les termes o(t — s), on peut écrire : Xt — Xa « f(s, Xa)(t — s)+G(s,Xa)Ç
avec Es'xÇ = 0, cova<xÇ = l(t — s) et G(s,x) est une matrice carreé d’ordre d telle

que GGT = B.Sachant que l’accroissement Wt — Wa du processus de Wiener possède

la distribution normale N(0,I(t — s)) on peut prendre £ = Wt — Wa et obtenir donc la

relation : X{- Xê = f(s,Xa){t - s) + G{s,Xa)(Wt -Wa).
En passant formellement aux différentielles, on obtient :

dXt = f(s, Xa)dt + G(s, Xa)dWt.

Cette dernière équation est une équation différentielle stochastique qui admet Xt
comme solution dans le sens suivant :

12



Xt = c+ t0f f(s, Xs)ds + t0jG(s,Xa)dWs,

OÙ Xt0 = c.

La première intégrale peut être comprise dans le sens de l’intégrale de Riemann. Par
contre, la seconde intégrale pose un problème car les trajectoires du processus de Wiener

Wt sont à variations non bornées et donc, on ne peut pas interpréter cette intégrale au

sens de Riemann-Stieltjes. Il faut donc définir une intégrale (l’intégrale stochastique)
pour une classe aussi large que possible de fonctions G(t,x). Le problème a été résolu

par Itô et cette intégrale porte son nom.

1.2.5 Existence et unicité des solutions des EDS.

Théorème 19 [8] :

Soit l’équation différentielle stochastique :

dXt = f(t,Xt)dt + G(t,Xt)dWu t 6 [to,T]

Xt0 =c
(1.5)

où Wt est un processus de Wiener, c est une variable aléatoire indépendante de

{Wt -Wto, Vf > t0} et

/ : [t0, T] x R1 — - Rd et G : [t0,T } x Rd
f et G sont mesurables et vérifient les propriétés suivantes :

1) 3K\ > 0 tel que Vf 6 [to, T] , Va: € Rd et Vy 6 Rd :

\f(t,x) - f(t,y)\ +\G(t,x) -G(t,y)\ < Kt\x-y\
2) 3K2 > 0 tel que Vt 6, [to, T] et Va: 6 R? :

+ \G(t,x)\1 < K2(1+ \X\2).
Alors l’équation (1.5) admet une solution Xt à valeurs dans Rd continue presque

sûrement et satisfaisant la condition initiale Xto = c.

Mfi(d,m) où
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L’unicité est dans le sens que si Xt et Yt sont des solutions continues presque sûrement

telles que Xto — Yto = c, alors P {sup \Xt - Yt\ > 0, t E [to,ÿ]} = 0-

Remarque 20 :

I) Pour que la condition de Lipshitz soit satisfaite, il suffit que f(t,x) et G(t,x )
admettent des dérivées partielles fXi et GXi continues et bornées pour tout t E [to, T] .

II) Dans le cas d’une équation différentielle stochastique autonome i. e. /(t, x) — f(x)
et G(t,x) = G(x) la condition 2) est une conséquence de la condition de Lipshitz.

Ill) Sous les hypothèses du théorème d’existence et d’unicité et si de plus les fonctions

t — + f(t,x) et t — � G(t,x) sont continues en t, alors la solution est un processus de

diffusion de vecteur dérive f(t,x) et de matrice de diffusion B(t,x) = [G(t,x)TG(t,x)}.

1.2.6 Mesure invariante et état final de la densité de probabi¬

lité.

Définition 21 ;

On appelle mesure invariante associée au processus de Markov homogène {Xt,t E [0, +oc[}
la mesure de probabilité Ps(dy) dans Rn solution de l’équation intégrale :

Ps(dy) = JRn Pa(dx)P(x,t,dy), où P(x,t,dy) est la probabilité de transition homo¬

gène du processus Xt.
Si Ps(dx) a une densité p3(x) par rapport à la mesure de Lebesgue dx dans Rn, alors

la densité p3(x) est appelée état final (steady state) de la densité de probabilité.

Théorème 22 [13] :

Soit {Xt,t G [0, +oo[} un processus de Markov, le processus Xt est stationnaire si et

seulement si :

1) Xt admet une probabilité de transition homogène.

2) Xt a une mesure invariante Pa{dx) tel que PXo(dx) = Ps(dx).
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Théorème 23 [19] :

Soit {Xt,t 6 [0, +oo[} un processus de diffusion. Supposons que :

1) f(x) et [G(x)] sont indépendants de temps et la probabilité de transition est ho¬

mogène P(s, x,t,dy) = P(x , t — s,dy)
2) La probabilité de transition P(x,t,dy) admet une densité p(x,t, y) :

P(x,t,dy) = p(x,t,y)dy.

3) f(x) et [G(x)] sont des fonctions continues et les fonctions :

y> 1 — * y)> y> 1 — + y)] pour j = T~n et y,t — � *. y)
pour j,k = l,n existent et sont continues .

Alors Xt est un processus stationnaire.

Théorème 24 [19] :

dXt = f{Xt)dt + G(Xt)dWt, t e [to,T]
X(t0) = c

(1.6)

Supposons que l’équation (1.6) admette une solution unique {Xt,t G [0,+oo[} qui

est un processus de diffusion homogène.

S’il existe une fonction définie positive V : Rn — *• R+ vérifiant :

i) V(x) — > +00 si |x| — * +oo.
ii) sup {£V{x), |x| > R} = — CR — > — oo si |x|
W(z) = EU !i(*)£;V(x) + i EU,Gjt(x)ÿV(x)
Alors il existe une mesure invariante Ps(dx) associée au processus de diffusion Xt.

+00, où
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Chapitre 2

Cycles limites de l’équation de type

Liénard.

2.1 Introduction.

Considérons l’équation générale de type Liénard :

x + f(x,x)x 4- g(x) — 0, x — dx/dt, (2.1)

f(x,±) = Er=o/i+i(x)ài-où

Selon [7], cette équation est appelée équation de type Liénard d’ordre n, lorsque n = 0

ou n = 1, l’équation (2.1) s’écrit :

x + fi(x)x + g(x) = 0 (2.2)

x + fi(x)x2 + /j(x)x + g(x) = 0 (2.3)
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La solution de l’équation de Liénard la plus intéressante au point de vue des applica¬

tions correspondant au cycle limite dans le plan des phases.

Définition 25 ;

Nous avons déjà vu dans le chapitre 1 cjlun cycle limite est une solution périodique

isolée représentée dans le plan des phases par une trajectoire fermée isolée. D’autre part

le cycle limite ne dépend pas des conditions initiales x(0) et x(0).
Dans [12], D.W. Jordan et P. Smith ont expliqué que les trajectoires voisinantes ne

sont pas fermées et se comportent comme des spirales qui s’approchent ou s’éloignent du

+oo. Ceci concerne aussi bien les trajectoires qui démarrent

à l’intérieur que celle qui démarrent à l’extérieur en fonction des conditions initiales.

Ces solutions sont relativement de moindre importance en comparaison avec la solution

périodique.

Les cas où on peut déterminer le cycle limite exact pour les équations (2.2) et (2.3)
sont rares, même si parfois on peut obtenir une expression analytique.

Dans [17], A.A. Mostafa a trouvé une expression exacte pour le cycle limite de l’équa¬

tion (2.2), en choisissant de manière appropriée les fonctions /i et g.

Dans [9], [10], L .G. Hamilton a établi des conditions suffisantes pour l’existence d’une

solution périodique pour les équations (2.2) et (2.3), en utilisant une famille des fonctions

définies positives.

Dans [22], Z. Jin a établi des conditions suffisantes pour l’existence, l’unicité et la

stabilité d’une solution périodique pour l’équation (2.3).
Cet chapitre est consacré à la détermination d’une expression exacte pour le cycle

limite pour les équations (2.2) et (2.3) correspondant à un choix plus général des fonctions

fi , h et g ■

Nous obtenons aussi des conditions suffisantes pour l’unicité et la stabilité de ce cycle

limite et nous illustrons nos résultats par des exemples.

cycle limite lorsque t
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2.2 Existence des solutions périodiques.

2.2.1 Classe I.

Considérons l’équation :

x + f(x)x + g(x) = 0. (2.4)

Supposons que :

i) / et g sont des fonctions continues.

ii) xg{x) > 0 pour x 0.

Posons F(x) = f* f(u)du et G(x) = f* g(u)du.
L’équation (2.4) s’écrit dans le plan des phases

x = y — F(x)
ÿ = -g(x)

(2.5)

Théorème 26 [10] :

Supposons que :

1) L’origine est répulsive.

2) Il existe a>0, A:<0, fcx>0eta<0<6 tels que :

i) F(x) < ki pour a < x < 0 et

F(a) <ki-[(k-±- Aq)2 - 2G(a)]1/2.
ii) F(x) > aG(x) + k pour 0 < x < b et

F(b) > k + [(i + 2ki - 2k)2- 2G{b)Y'2.
Alors le système (2.5) admet au moins une solution périodique située entre les lignes

x = a et x = b.

Preuve. : ■

Le lemme 2.5 [10] et les hypothèses 1) et 2)i) assurent que la trajectoire qui démarre

au point (0, k — £) coupe le demi-axe y > 0 au point (0, î/I) avec 0 < yi < — k 4- 4- 2fcx.
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Le lemme 2.2 [10] et les hypothèses 1) et 2)ii), assurent que la trajectoire qui démarre

au point (0,r/i) coupe le demi-axe y < 0 au point (0,y2) avec & — < 2/2 < 0.

En appliquant le théorème de Poincaré-Bendixon, on montre que le système (2.5)
admet au moins une solution périodique.

Remarque 27 :

S’il existe a G R et r > 0 tels que ÿ(x)[F(x) — aG(x)] < 0 pour 0 < |x| < r, alors

l’origine est repulsive.

2.2.2 Classe II.

Considérons l’équation :

x + h{x)x2 + fi{x)x + g(x) = 0 (2.6)

Supposons que :

i) fi, /2 et g sont des fonctions continues.

ii) xg{x) > 0 pour x 0.

iü) Jo°°9{x) = Jôÿgi*) = +oo-
L’équation (2.6) s’écrit dans le plan des phases :

x = y

y = ~M*)y2 - Mx)y - g(x)
(2.7)

Théorème 28 [9] :

Supposons que i), ii) et iii) sont vérifieés et de plus :

1) L’origine est repulsive.

2) Il existe 6>0, o:>0et/?>0 avec 0* — 4a > 0 tels que :

Vx > b : fx(x) > fig{x ) et 0 < f2(x) < ag(x).
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3) Il existe a < 0, ai > 0 et fil > 0 avec 0\ — 4QI < 0 tels que :

Va; < a : fx(x) > /3xg(x) et /2(x) < axg(x).
Alors, l’équation (2.6) admet au moins une solution périodique.

Preuve. : ■

Du lemme 2 [9] et de la condition 2), on obtient que toute trajectoire correspondant

à une solution de (2.6) démarrant au point (b, yo), yo > 0 coupe la droite x — b au point

(b, yx) avec px < yx < 0 où px = -fi + \J ((32 - 4a)/2(3
D’après le théorème de Poincaré-Bendixon, le système (2,7) admet au moins une

solution périodique.

Remarque 29 :

On peut remplacer la condition 3) par la condition suivante :

3o < 0 tel que : Vx < a : fx(x) > 0 et /2(2:) < 0.

Théorème 30 [22] :

Supposons que i) et ii) sont vérifieés, de plus :

L) fo+°° 9{s) exp[2 /0S f2(u)du]ds — ♦ +00 si |x| — ♦ +00.

2) Si /i(0) < 0 (resp. fx(0) > 0 ), alors il existe 5j,<52 € R avec < 0 < 52 et

f\(x) > 0 pour x [<5I,<52] (resp. fx(x) < 0 pour x [<5I,62]).
3) Il existe a < 6X et /3 > <52 : fx(s) exp[/0*/2(u)du]ds > 0.(resp. < 0)
Alors, l’équation (2.6) admet au moins une solution périodique stable.(resp.instable)
Preuve. : ■
Grace à la transformation utilisée dans le lemme 1 [22], le système (2.7) devient :

i = y ~ F(x)
ÿ = -g(x)

F{x) = JÔf(s)ds, f(x) = /1(a;)exp[/0I/2(s)ds] et g(x) = g(x) exp[2 /Qx f2(s)ds]
Considérons le cas /i(0) < 0 (le cas /i(0) > 0 est similaire, en remplaçant y et t par

—y et — t).
Nous avons :

avec
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(1) xg(x) = x<7(x)exp[2 f* f2(s)ds] > 0 pour x 0 et G(x) = f*g(s)ds — ♦ +00 si

|x| — * +00

(2) Puisque f(x) = fi(x) exp[/0* f2(s)ds] est continue et /(0) = /i(0) < 0, alors

f(x) <0 pour x suffisament proche de 0, donc xF(x) = x f* f(s)ds < 0 pour x

suffisament proche de 0.

(3) Soit Aq = F(J3) et Aq = F{a),

ki — Aq = f(s)ds = fi(s) exp[/Q3 f2(u)du]ds > 0 et donc Aq > k2, f(x) > 0 pour

x £ [a, j3\ , d’où F(x) est monotone croissante pour x £ [ot,(3\ .
Posons M = max(|a| ,/3), alors F(x) > Arj pour x > M et F(x) < k2 pour x < — M.

Du lemme 2,1(22], on conclut que (2.6) admet au moins un cycle limite stable.

Pour obtenir nos principaux résultats, nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 31 [17] :

Soient p, q et h trois polynômes tels que :

1) p est un polynôme pair, avec p(0) > 0 et il existe une constante /3 > 0 telle que :

p{(3) = 0 et p(x) < 0 pour tout x £ ]0,/?[.
2) q(x) et h(x) sont des polynômes impairs.

Alors, l’équation :

on a :

x - [p'((m + r)hpT 1 + (m + l)ç) + h'pr + pq']x + mpp'[(hpr 1 + q)2 -p2(m x)] = 0, ()' =
(2.8)

admet un cycle limite d’expression exacte :

x = hpr +pq±pm (2.9)

tel que : m = n+\ où n = 0, 1, 2, ... et r = 2,3,

Ce cycle limite est situé entre les lignes x = — P et x = +/?.
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Preuve. : ■

Dérivons (2.9) par rapport à t et remplaçons dans (2.4) et (2.9), nous obtenons :

(hpr 4-pq± pm)[h'pr + rpr~1ph + pq1 + p'q ± mpm~xp' + /] 4- g = 0, où :

x[(m 4- r)hpr~xp' 4- (m 4- 1)qpt + h'pr + qp/ 4- /] - xmj/(hpr~l +q)+g = 0,
alors :

i[(m 4- r)hpT lp' + (m 4- 1)qp' 4- h!pr + qpf 4- /] - xmpf(hpr 1 4- q) 4- (-£- /x) = 0

et donc :

x- [p'((m 4- r)hpT~x 4- (m 4-1)q) 4- h'pr 4- pq']x 4- mpp/[(hpr~l 4- q)2 - = 0.

Lemme 32 [22] :

Supposons que :

1) /ii /2 et 9 sont des fonctions continues de R dans R.
2) xg{x) > 0 pour x 0 et G(x) = /0+°° g(s) exp[2 f2(u)du]ds — * 4-oo

si |x| — * 4-00.

3) Ils existes ai et a2 € R : ai < 0 < a2 tels que G(«i) = G(<*2).
4) fi (x) < 0 pour x E ]ai, a2[ et /i(x) > 0 pour x [ax, a2] .
Alors, l’équation (2.6) admet au plus un seul cycle limite stable.

Preuve. : ■
La démonstration de ce lemme se déduit facilement à partir du lemme 2.3 et du

théorème 2.3 [22].

Maintenant, on peut établir nos principaux résultats.

Théorème 33 :

Supposons que :

1) p,q et h vérifient les hypothèses du lemme 31.

2) /2 est une fonction continue de R2 dans R.
Alors l’équation :

x 4- hx2 - f3x + fi[(hpT 4- pq)2 - p2m)\ + mpp'[(hpr 1 + q)2 - p2(m 1}] = 0, (2.10)
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où f3(x,x) = pf((m 4- r)hpr~x + (m+ 1)<J) 4- hpr +pq' + 2f2(hpr +pq)
admet au moins un cycle limite d’expression exacte (2.9), situé entre les lignes x = —(5

et x = +/3.
Preuve. : ■
Au lieu d’invoquer un théorème d’existence, nous allons directement montrer que (2.9)

est bien un cycle limite pour l’équation de (2.10).
L’équation (2.10) est équivalente à :

x- [ f3-2f2(hpr + pq)]x +mpp'[(hpr-1+q)2-pÿTn-l)]+f2[(x-(hrp+pq))2-p2m] = 0

x2 = +p2m + 2x(hpr 4- pq) - (hpr 4- pq)2où sur le cycle limite (2.9) on a :

Nous observons que toute solution de (2.9) vérifie :

x - f3(x,x)x 4- 2 f2(hpr 4- pq)x + mpp'[(hpr 1 + q)2 - p2(m 1J] = 0. (2.11)

et vérifie aussi :

/2(1, x)[x2 - 2x(hp' +pq) + (hpr + pq)2 - p‘"‘\ = 0, (2.12)

donc elle est bien solution de (2.10).

Remarque 34 ;

Si on compare le théorème 33 avec les résultats de Luiz Guidorizzi (voir [9] théorème
3), on trouve que nos conditions sont moins restrictives que celles de Guidorizzi dans un

certain sens. En particulier, nous avons prouvé l’existence de la solution périodique sans

l’hypothèse xg(x) > 0 et avec des conditions plus générales sur /2.
Considérons maintenant le cas où /2 dépend seulement de x. Posons :

fl = -\p'((m + r)hpr~l + (m + 1 )q) + h'pT +pq' + 2f2(hpr+pq)],
9 = MV + pq)2 ~ P2m] + mpp'[(hpr~l + q)2 -
et G(x) = /0X g(s) exp[2 f2(u)du]ds.
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Théorème 35 :

Supposons que :

1) p, q et h vérifient les hypothèses du lemme 31.
2) /2 est une fonction continue impaire de R dans R.
3) xg(x) > 0 pour x 0 et G(x) — * +00 si |r| — > +00.

4) Il existe a > 0 tel que /i(x) < 0 pour |x| < a et fi(x) > 0 pour |x| > a.

Alors, l’équation (2.10) admet un cycle limite unique et stable avec l’expression exacte

(2.9), situé entre les lignes x = —(3 et x = +/3.
Preuve. : ■

En appliquant le théorème 33, on montre dans un premier temps l’existence d’un cycle

limite. Pour montrer qu’il est unique et stable, nous allons monter que les conditions du

lemme 32 sont satisfaites.

Montrer d’abord que G est une fonction paire. En effet :

g(-x) = f2(-x)[(h{-x)pr(-x)+ p(-x)q(-x))2 - p2m(-x)]+
+mp(-x)p(-x)[(h(-x)pr~1(-x)+ q{-x))2 -p2(m-1)(-x)] = -g(x).

donc g est une fonction impaire. D’autre part G(—x) = JQX g(s) exp[2 f2(u)du\ds
et donc en utilisant le changement de variable y = — x et en revenant à la notation de y

par x, nous obtenons : G(— x) — G{x).
Si nous choisissons oq = — a,Q2 = +CK, il est facile de voir que toutes les conditions

du lemme 32 sont vérifiées, et donc le cycle limite est unique et stable.

Considérons le cas /2 = 0, alors les fonctions f\,g et G deviennent :

/1 = ~[p((m + r)hpT~x + (m + l)q) + hpr + pçf],
g(x) = mpp[(hpr-1 + q)2 - p2(ÿ-9] et G{x) = f* g{s)ds.

et on obtient l’équation :

x + fx(x)x + g{x) = 0. (2.13)
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On peut donc énoncer le résultat suivant :

Corollaire 36 ;

Sous les conditions suivantes :

1) p,q et h vérifient les hypothèses du lemme 31.

2) xg(x) > 0 pour x 0, G(x) — > +oo si |x| — >ÿ +oo.
3) 3Q > 0 tel que f\(x) < 0 pour |rc| < a et fi(x) > 0 pour |x| > a.

Alors, l’équation (2.13) admet un cycle limite unique et stable avec l’expression exacte

(2.9), situé entre les lignes x = —/3 et x = +/3.

2.3 Exemples.

Exemple 37 :

Prenons r — 2, m = n = 0.

p(x) — (10 - x2), q(x) = x3, h(x) = x.

fi(x) = 2x2 (10- x2) + 3x4- (10- x2)2
et g(x) = -x (10- x2) [(x (10 - x2) + x3)2 - (10- x2)"1]
En appliquant le corollaire 36, alors l’équation :

x + fi(x)x + g(x) = 0 (2.14)

admet

x = x(10 — x2)2 + x3(10 — x2) ± (10 — x2)1/2

comme cycle limite unique et stable, situé entre les lignes x = —y/ÏQ et x = +vÿïÔ-
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y

+ + +

X

Cycle limite pour l’équation (2.14)
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Exemple 38 :

Prenons r — 2, m = 1/2 et n = 0

p(x) = (4 - x2), h(x) = 0, q(x) = x, /2(x) = x,

où /i(x) = 2x4 — 4x2 — 4 et g(x) = x7 — 7x5 + 13x3 — 3x.

Il est facile de verifier que toutes les conditions du théorème 35 sont satisfaites.

Donc, l’équation :

x + xx2 + (2x4 — 4x2 — 4)x + x7 — 7x5 + 13x3 — 3x = 0 (2.15)

admet

x = x(4 — x2) ± \/(4 — x2 (2.16)

comme cycle limite unique et stable, situé entre les lignes x = — 2 et x = +2.
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1+ + +t +

X

Cycle limite de l’équation (2.15)
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Exemple 39 ;

Prenons r — 2, m = 1/2, n = 0.

p(x) = (3 — x2), h(x) = 3x, g(x) = 9x, /2(2;) = x3, où :

/i(x) = -3 (2a;4 + 1) [(3 - x2)2 + 3(3 - x2)] + 3x2 [5(3 - x2) + 9]

et g(x) = — x (3 — x2) jÿ(3x (3 — x2) + 9x)2 j +ar* |ÿ3x (3 — x2)2 + 9x (3 - x2)ÿ — (31
3—x‘

En utilisant le théorème 33, on montre que l’équation :

x + /2(x)x2 + fi (x)x + g(x) = 0 (2.17)

admet

x = 3x(3 - x2)2 + 9x(3 - x2) ± (3 - x2)1/2 (2.18)

comme cycle limite situé entre les lignes x = — y/Z et x = +>/3-
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X

Cycle limite pour l’équation (2.17)

30



Exemple 40 ;

Prenons

r = 2, m = 3/2, n — 1

p(x) = (1 — a;2), g(x) = c*x, /i(x) = (3x, /2(x) = 7X, où : a, /3 et 7 sont des

constantes.

/1(x) = — 2/?7x6 + (4ÿ7 — 8/9 + 2aÿ)x4 + (6c* + 9/3 — 2/?7 — 2c*7)x2 — P — a

et g(x) = [/?x(l — x2) + QX)2 — (1 — x2)][7x(l — x2)2 — /?(1 — x2)]
Appliquons le théorème 35, alors l’équation :

x 4- f2(x)x2 + /1(x)x + g{x) = 0 (2.19)

admet

x = /9x(l — x2)2 + c*x(l — x2) ± (1 — x2)3/2 (2.20)

comme cycle limite unique et stable, situé entre les lignes x = — 1 et x = +1.
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+ + +

X

Le cycle limite de l’équation (2.19)
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Chapitre 3

Solution stationnaire des EDS.

3.1 Introduction.

Les ingénieurs qui s’intéressent aux vibrations aléatoires doivent nécessairement trai¬

ter le cas des oscillateurs stochastiques non-linéaires soumis généralement à une excitation

aléatoire du type bruit blanc. Ces oscillateurs sont modélisés par des équations différen¬

tielles stochastiques du second ordre de la forme :

it + f(xt,±t) = a{xt,xt)Wu (3.1)

où xt évolue dans Rn avec t > 0, / est une fontion de Rn x Rn dans Mÿ(n, n), W

représente le bruit blanc standard et a est l’intensité du bruit blanc.

Mathématiquement, l’équation (3.1) est interprétée dans l’espace des phases comme

étant une équation différentielle stochastique au sens de Itô :

dxt = ytdt

dyt = ~f(x,,y,)dt + a(xt,yt)iWt
(3.2)

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier :

1) La non explosion de la solution en un temps fini.
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2) L’existence et l’unicité d’une solution stationnaire.

Pour cela, nous utilisons la deuxième méthode de Lyapounov, cette méthode étant

décrite et utilisée par plusieurs auteurs dont Arnold [4], Khasminskii [15], Kushner[16],

3.2 Non explosion de la solution.

Soit l’oscillateur stochastique :

dxt = b(xt)dt + a(xt)dW(t), t > 0

x(0) = x0
(3.3)

p.s.

où xt évolue dans Rn avec t > 0, b est une fonction définie de Rn dans Rn et a est

une application définie de Rn dans MR(n , n).

Théorème 41 [15] :

Supposons que :
yR > 0, 3KR > 0 : |6(x) -%)| + |a(x) - a(y)\ < KR\x - y\

1)
V |x| < iî, V |y[ < i?

2) xQ est une variable aléatoire indépendante de W = {W(t),t > 0} et E(\x0\2) < oc.

3) Il existe une fonction V définie de Rn dans R+, de classe C2 appelée fonction de

Lyapounov et vérifiant :

V(x) — *• +oo si |x| +oo et LV(x) < cV(x) où c > 0, Vx G Rn.

L ~ ELI bi(x)£l +\£”j=i aij(x)dSÿ
est le générateur infinitésimal associé au processus de diffusion solution du système

a(x) — [a(x)aT(x)\.(3.3), avec

Alors l’oscillateur (3.3) admet une solution unique qui n’explose pas en un temps fini.

Considérons maintenant l’oscillateur :

xt + f(xtj ±t) + g(xt) = a(xt,xt)Wt (3.4)
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Posons yt = xt, alors l’oscillateur (3.4) devient :

dxt = ytdt

àyt = + g{x,)]it + o(xt,y,)dW,
(3.5)

et on a le résultat suivant :

Théorème 42 [3] :

Soit le système :

dxt = ytdt

dyt = -\f(xt,yt) + g{xt)\dt 4- a(xt,yt)dWt
x{0) = x0, y( 0) = y0

(3.6)

p.s

Sous les conditions suivantes :

1) / est localement lipschitzienne,

2) la fonction G(x) = f* g(s)ds est de classe C2 et G(x) — * 4-oo si |x| — * +oo,

3) 3Kx > 0,3ÿ > 0 tels que \Tr[a{x, y)aT(x, y)} < (y, f(x,y))+C[G(x)+1\y\2]+Klt
4) la variable aléatoire (xo, yo) est indépendante du processus {W(t), t > 0} ,

le système (3.6) admet une solution unique qui n’explose pas en un temps fini.

Preuve. : ■

Les conditions 1) et 2) assurent que les coefficients du système vérifient la condition

1) du théorème 41, d’une part. D’autre part, soit la fonction de Lyapounov V définie

par V(x,y) = G(x) +\ (y, y) + K, K > 0. Il est facile de vérifier que V(x,y) > 0,

V(x, y) £ Rn x Rn, V(x,y) +oo si \x\2 + \y\2
LV(x, y) = - ( f(x , y) , y)+\T r[a(x, y)crT(x,y)] < C[G(x)+\\y |2]+ Kx < CV(x, y)-

CK + Ki.

+oo et

Si on choisit K > Kx/C , alors LV(x,y) < CV(x,y),V(x,y) £ Rn x Rn.

Ainsi, la condition 3) du théorème 41 est vérifiée et donc le système (3.6) admet une

solution unique qui n’explose pas en un temps fini .
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3.3 Solution stationnaire.

Soit l’oscillateur stochastique :

dx(t) = b(x(t))dt + a(x(t))dW (t) , t > 0

æ(0) = x0 p.s.
(3.7)

où x(t) évolue dans Rn avec t > 0, b est une fonction de Rn dans Rn et a est une

application définie de Rn dans MR(n,n).

3.3.1 Existence et unicité.

On sait que l’existence d’une solution stationnaire est liée à l’existence d’une mesure

invariante. En 1960, [14] Khasminskii a donné des conditions suffisantes pour l’existence

d’une mesure invariante. Dans sa monographie [15], il énonce le résultat suivant :

Théorème 43 [15] :

Supposons que :

l&(*) - b(y) I - W(x) ~ <r{y) I <ÿR\X- y\
1) \fR > 0, 3KR :

V |x| < Æ, V |y| < i?
2) la variable aléatoire XQ est indépendante du processus {W(t),t > 0}.

3) Il existe une fonction de Lyapounov Vi : Rn — » R+ de classe C 2 telle que :

V,(ï)
LVlix) < cVtix),Vxefr

4) il existe une autre fonction de Lyapounov V2 : Rn — *ÿ R+ de classe C2 telle que :

LVï — * —00 si |x|
LVi(x) = £Vi(x)Hx) + \Tr{aT(x)a{x)]-ÿVi{x) (i = 1, 2).

Alors, l’oscillateur (3.7) admet une solution stationnaire.

Dans notre travail, on s’intéresse aux deux classes d’oscillateurs de la forme :

xt + f(xt)xt + g(xt) = <r(xt,xt)Wt
xt + hixtjx] + f\{xt)xt +g(xt) = a(xt,xt)\Vt

+00 si |rr| — > +00

+00,
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Classe I.

Considérons l’oscillateur :

+ g(xt) = a(xt, xt)Wt. (3.8)

Dans l’espace des phases, (3.8) s’écrit :

dxt = ytdt

dyt = ~[f(xt)yt + g(xt)]dt + a(xt, yt)dWt
(3.9)

Dans ce cas, le générateur infinitésimal associé à (3.9) est donné par :

LV{x,y) = y-!ÿv(x,y) - [f(x)y +9(x)\-ÿy(x,y) + (3.10)

et on a le résultat suivant :

Théorème 44 ;

Sous les conditions suivantes :

1) f et g sont des fonctions de classe C1,
2) 3R > 0 tel que f(x) > 0 pour |x| > R,

3) xg(x) > 0 pour x ± 0 et G(x) = f* g(s)ds — > +oo si |a;| — >• +oo,

4) a2(x,y) < \f{x)y2,
le système (3.9) admet une solution stationnaire.

Preuve. : ■

Les conditions 1) et 4) impliquent que les coefficients du système (3.9) vérifient la

condition de Lipchitz.

D’autre part, considérons maintenant la fonction V définie par :

= |ÿ‘+ i!/2G(x) + l[G(x)]2.

Il est clair que V est de classe C2 et vérifie V(x,y) > 0, V(x,y) € R2
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4-00 si x2 4- y2 — *ÿ 4-oo.et V(x,y)
Appliquons le générateur infinitésimal (3.10) à la fonction V , nous aurons :

LV(x,y) = f(x)y4 - f(x)y2G(x) 4- 4- G{x)]

= zTVi[f{x)y2 -§<J2{x,y)\ -G(x)[f(x)y2 - \<J2{x,y)\
< -\f(x)yx-|f{x)G{x)y2.

Donc LV(x,y) — ► — oo quand x2 4-y2 4-00

En vertu du théorème 43, le système (3.9) admet donc une solution stationnaire.

Remarque 45 ;

Si on applique le changement de variable suivant :

$ : RxR — * Rx R
(x,y) — * (x,y+F(x))

alors la condition 4) qui est trop restrictive est remplacée par une condition plus

( (*)

faible.

Pour le nouveau système :

dxt = (yt - F(xt))dt
dyt = ~g{xt)dt 4- a(xt, yt - F(xt))dWt ,

l(0) = Xo, ÿ(0) = jto

(3.11)
p.s

où F(x) = f* f(s)ds, G(x) = f* g(s)ds, on détermine une autre fonction de Lyapou-

nov.

Théorème 46 ;

Supposons que :

1) / et g sont des fonctions de classe C1,
2) 3R > 0 tel que f(x) > 0 pour |x| > R,
3) xg{x) > 0, G(x) — * 4-oo si |x| — + 4-oo,

4) 3K, > 0, 3c €]0, 1[ : a2(x,y- F(x)) < cf(x)[y - F(x))2 + (1- c)F(x)g(x) + Kv
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Alors, pour chaque condition initiale (x0, Ho) indépendante du processus {Wt,t > 0},
le système (3.11) admet une solution stationnaire.

Preuve. : ■
Les conditions 1) et 4) assurent que les coefficients du système (3.11) vérifient la

condition 1) du théorème 43. D’autre part, soit la fonction V définie par :

V(x,y) = iy2 + G(x) + |F2(x) — cF(x)y + K, où c est une constante positive avec

c < 1 et K est une constante positive qui sera choisie plus loin. Il est facile de voir que V

est de classe C2.
On sait que : |y2 +|F2(x) > cyF(x) et donc :

V(x, y) > \y2 + G(x) + §F2(x) - f y2 - f F2(x) + K > y2 + G(x)+ K.

d’où V(x,y) > 0, V(x,y) € R2 et V(x,y) — * +oo si x2 + y2
Appliquons le générateur infinitésimal associé au système (3.11) à la fonction V, on

obtient :

+oo.

LV(x,y) = (y- F(x))£V(x,y) -g(x)£V(x,y)+ \<J2(x,y - F(x))-gpV(x, y)

= ~cf{x)[y - F(x)]2 - (1- c)F{x)g(x)+\a2(x,y - F(x))

< -f H*)[y ~ F(x)}2 - +\KV
donc LV(x,y) — » — oo si x2 + y2 — » +oo.
La fonction V satisfait donc toutes les conditions du théorème 43, d’où l’existence

d’une solution stationnaire.

Remarque 47 ;

Si les conditions 1), 2) et 3) du théorème 46 sont satisfaites et cr(x,y) est constante,

alors le résultat du théorème 46 reste valable.

Classe II.

Considérons l’oscillateur :

Xt + fïixttâ + fi(xt)xt + g{xt) = cr(xt, xt)Wt (3.12)
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qui s’écrit dans le plan des phases :

dxt — ytdt

dyt = ~[f2(xt)y* + fi{xt)yt + g(xt)]dt 4- a(xt,yt)dWt
(3.13)

Pour démontrer l’existence d’une solution stationnaire dans le cas de la classe H, on

a besoin du lemme suivant :

Lemme 48 :

Supposons que fi,f2 et g sont des fonctions continues.

Alors, l’oscillateur :

î< + + g(i|) = o{xt ,xt)W, (3.14)

est équivalent au système suivant :

xt = yt~ F{xt)
ÿt = -g{xt) + <r(xt, yt - F(xt)Wt

(3.15)

où f(x) = fi(x) exp[J0x /2(s)ds], F{x) = /* }{s)ds et g(x) =g{x)exp[2f* f2{s)ds}.
Preuve. : ■
L’oscillateur (3.14) s’écrit dans le plan des phases :

x = v

v = — fi(x)v — f2(x)v2 — g(x) + a(x,v)W
(3.16)

En appliquant à ce système la transformation suivante :

x = x

v = [- J'o fi(s) exP[/o /2(u)du\ds + y] exp [- f* f2(s)ds}
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on obtient :

x = [~ f0x fi(s)exp[/0a f2(u)du]ds + y] exp [- /* f2(s)ds]
ÿ = g(x) exp [ /* /2(s)ds] + a(x,x)W exp [ /*Ms)ds]

(3.17)

Utilisons maintenant la transformation de temps dr = exp[— // f2(s)ds]dt, tout en

gardant la notation de r par t, le système (3.17) devient :

± = y~fo Ms)exp[/J Mu)Mds
ÿ = -g{x)exp[2 /0X Ms)ds) + °‘(x. y - Jo Ms ) exp[/0* Mu)du\dsW

Finalement, on a :

Xt =Vt~ F{xt)
ÿt = -g{xt) + cr(xt, yt - F{xt))Wt

Théorème 49 :

Sous les hypothèses suivantes :

1) /11/2 et g sont des fonctions de classe C1,
2) 3R > 0 tel que /(x) > 0 pour |x| > R,
3) xg{x) > 0 et G(x)
4)3ÿ2 > 0, 3c]0,1[ : <T2{X, y - F(x)) < cf(x)[y - F(x)]2 + (1- c)g(x)F(x) + K2,
l’oscillateur (3.14) admet une solution stationnaire.

Preuve. : ■

On opère de la même façon que pour le cas de la classe I.

La fonction de Lyapounov est définie dans ce cas par :

+00 si |x| — ► 4-00,

V(x, y) = \y2 + G(x) + f F2(x) - cyF{x) + K,

où K > 0 et 0 < c < 1.
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3.3.2 Applications.

Oscillateur de type Duffing.

Considérons l’oscillateur :

xt +Çit + £ïi aj(xty+l = a\Vt
x(0) = xo,x(0) = y0

(3.18)
p.s.

ou £, aÿm sont des constantes strictement positives et a,a,j 6 R pour 1 < j < 2m— 1et

m est un entier quelconque.

Dans ces conditions, toutes les hypothèses du théorème 44 sont vérifiées car on a :

f(x) = Ç, g{x) = £*™ a.jXj+1 et xg{x) = £ ajxj+2 — * +oo si |x| -»• +oo.

Ainsi, le théorème 44 s’applique et par conséquent l’oscillateur (3.18) admet une

solution stationnaire.

Oscillateur de type Van der Pol.

Considérons l’oscillateur :

xt + £(x?- l)xt + ££ aj{xt)3+1 = oWt
x(0) = x0, x(0) = y0

(3.19)
p.s

où les constantes m,a et aj ( j = l,...,m) vérifient les conditions de l’exemple

précédent.

Dans ce cas /(x) = £(x2— 1) et on a /(x) > 0 pour |x| > 1et xg(x) = ajX3+2
+oo si |x| — ► +oo.

En vertu du théorème 46, l’oscillateur (3.19) admet donc une solution stationnaire.
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3.3.3 Cas vectoriel.

Considérons l’oscillateur :

*<(() + /,(*,(())*« + £G(x(t)) = E"=1 (3.20)
i = l,n

Dans l’espace des phases, l’oscillateur (3.20) s’écrit :

dxi = yidt

dyi = -[fi(xi)yi + £-G(x)}dt + E"=1°ij{x,y)dWi
i = l,n

(3.21)

Le changement de variable (*) dans le cas vectoriel est le suivant :

$ : Rn x Rn Rn x Rn
(x,y) i * (xi,...,xn,yi + Fi(x\), ...,yn + F»(xn))’

Appliquons la formule de Itô au processus :

$i(x,y) =Xi ,i = T~n
$i(x, y) = yi-n + Fi-n{xi-n) , i = n + l,2n

( (**)

{ 1

Alors, le système (3.21) devient :

dXi = (yi - Fi(xi))dt
dyi = ~£-G(x)dt + E;=i <Tij{x,y- F{x))dWj
i = l,n

x(0) = x0, 2/(0) = y0

(3.22)

p.s

où Fi(xi ) = fi(s)ds et F(x) = (Fjÿ), F2(x2),
Posons //(a;) = E?=i lo' Fi(s)ds, alors le générateur infinitésimal associé au système

(3.22) est donné par :

L = (y- Vff (x), V.) - <VG(x), Vy) + \Tr[a(x, y - F(x))a(x, y-F(x))rD2]
âfÿ) et D2 = (ÿ-)ij=i,n ,(-,•> désigné le produit scalaire

Fn( Xn)).

avec :

= (âfc>è>
dans Fn.
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Théorème 50 :

Supposons que :

1) fi et Jÿ- sont des fonctions de classe C1 pour i = 1, n.

2) > 0 tel que fi(xi) > 0 pour |xj| > Ri.
3) 3a > 0, 3R > 0 : (VF(x)i, x) > a |x|2, V |x| > R.

4) (x, VG(x)) — *ÿ +oo si |x|
5)3F3 > 0, 3c 6 ]0, 1[ :

Tr[a(x,y - F(x))aT(x,y - F(x)\ < cVF(x)|y- F(x)|2 +(l-c) (VG(x), F(x)) + K3.
Alors, pour chaque condition initiale (xo, yo), Ie système (3.22) admet une solution

stationnaire.

Preuve. : ■

Considérons la fonction de Lyapounov :

V(X , y) = i (y, y) + § <F(x), F(x)) + G(x)- c (y, F(i)) + K.
K et c sont des constantes strictement positives avec c < 1.

On sait que :

+oo.

i(y,y) + ï(F(x),F(x))ÿc(y,F(x))
et donc :

V(x,y) >i(y,y)+i (F(x), F(x)) - * (y, y) - § <F(x), F(x)) +G(x) + K>

+0O si |x|2 + |y|2
En appliquant à la fonction V le générateur infinitésimal associé au système (3.22),

on obtient :

LV(x,y) = -cVF(x) \y - F(x)|2-(l-c) (VG(x), F{x))+\Tr[a(x, y-F(x))aT(x,y-
vu la condition 5), on a :

LV(x,y) < — |VF(x) |ÿ - F(x)|2 - <VG(x), F(x)> + \K3.
En utilisant les conditions 2) et 4), on obtient finalement :

LV(x, y) — >ÿ -oo si |x|2 + \y\2 — * +oo.

alors, V(x,y) +oo.

F(x)] et
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Ainsi, toutes les conditions du théorème 50 sont vérifiées et donc le système (3.22)
admet une solution stationnaire.

Application.

Considérons l’oscillateur de type Van Der Pol :

ïi{t) + C(xf(t)-1) + £G(x(t)) = E;=1VijWj, i = l,n
x(0) = x0, x(0) = yo

(3.23)
p.s.

- G est une fonction définie de F” dans R+ par G(x) =\(Ax,x)+
- A est une matrice réelle symétrique et définie positive.

- m est un entier quelconque et B est une matrice définie positive.

- Ç est une constante strictement positive .
On a : frfa) = Ç(x?(t) -1), fifa) > 0 pour |xi| > 1 et donc Fi(xf) = -Zi)-
D’autre part VF(x) est une matrice diagonale dont les éléments non nuis sont /i(xj), ..., /„(xn

Prenons R > 1, alors pour |x»| > 1, /i(xj) > 0 donc VF est définie positive, d’où il

existe a > 0 tel que (VF(x)x, x) > a |x|2 .
VG(x) = Ax + UQ ( Bx, x)m Bx, (x, VG(x)) > (Ax, x) > A |x|2 pour A > 0

(x,VG(x)) — ► +oo si |x| — ► +oo.
(VG(x), F(x)) = i C(HW “ ≥ 0 Pour N > 1 v* = *.-»*ÿ

Toutes les conditions du théorème 50 sont donc vérifiées, d’où l’oscillateur (3.23)
admet une solution stationnaire.
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Chapitre 4

Cycle limite et stabilité stochastique.

4.1 Introduction.

Le terme stabilité est généralement utilisé comme un terme descriptif.

Le point d’équilibre est considéré comme stable ou instable en accord avec l’apparence

dans le plan des phases. Le cycle limite est considéré comme stable ou instable selon le

comportement des trajectoires voisinantes (spirales) qui peuvent s’approcher ou s’éloigner

du cycle limite.

On s’intéresse à la question de savoir quelle est l’influence d’une perturbation donnée

sur le comportement d’un système relativement à son comportement d’origine ?

Plus précisément, on veut savoir si un oscillateur stable dans le cas déterministe

restera stable lorsqu’il est perturbé par une excitation aléatoire?

Dans ce chapitre, on prouve qu’il y a un lien entre l’existence de solutions périodiques

et celle des solutions stationnaires et on fait une comparaison entre les résultats des deux

chapitres précédents.

On sait qu’il y a plusieurs types de stabilité stochastique (voir [4], [16],[21]) on se

limite au cas de l’existence d’une solution stationnaire (qui assure la stabilité asympto¬

tique).
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4.2 Résultats.

Maintenant, on va donné le lien entre l’existence d’un cycle limite et l’existence d’une

solution stationnaire.

Lemrae 51 [12] :

Soient f et g deux fonctions continues.

Considérons l’équation :

(4.1)x 4- f(x)x + g(x) = 0

qui s’écrit dans le plan des phases :

x = y — F(x)
y = -sM

(4.2)

Sous les conditions suivantes :

1) F est une fonction impaire et l’équation F(x) = 0 admet au moins une solution

non nulle a,

2) F(x) — * +oo si |x|

3) g est

4oo si |x| — * +oo,

l’équation (4.1) admet un cycle limite unique.

On a le résultat suivant :

+oo,

une fonction impaire vérifiant xg( x) > 0 pour x 0 et G(x) = JJ g(s)ds — ►

Théorème 52 :

Sous les hypothèses du lemme 51, l’oscillateur stochastique :

x + f(x)x+ g(x) = aW (4.3)
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où a est une constante, admet une solution stationnaire.

Preuve. : ■
Les conditions 2) et 3) impliquent que les coefficients du système (4.2) vérifient la

condition de Lipchitz.

D’autre part, considérons maintenant la fonction V définie dans [15] :

V(x,y) = \y2 + G(x) 4- [F(x) - arctgxjy 4- f* f(u)[F(u) - arctgu]du.
Vu la condition 2) et 3), on a : 3R > 0, 3a > 0 : F(x) > ai pour x > R.
D’une part, F(x) — arctgx > F(x) — x>ax — x = (a — l)x (choisissons a > 1 ). La

dition 3) est équivalente à : 3c > 0, 3/3 > 0 : G(x) > ex2, V |x| > (3.con

alors V(x, y) = \y2 + G(x) + [F(x) - arctgx]y + /„* f(u)[F(u) - arctgu]du

> \y2 + ex2 + (a — 1 )xy + aÿa2~ÿx2 pour |x| > max {R, f3} ,

+oo si x2 + y2 — * +oo.et donc V(x,y)
Appliquons le générateur infinitésimal associé à la fonction V, on obtient :

LV(x,y) = y£V(x,y) - [f{x)y + g{x)]%V(x,y) + Y£*V(x,y)
= ~ “ arctgx} + Y-

Il suffit de vérifier que — g(x)[F(x) — arctgx] — > — oo si |x| — * +oo.
On a G(x) > ex2 d’où xg(x) > |x2, V |x| > (3 et F(x) — arctgx > (a — l)x, V |x| > R
alors g(x)[F(x)~arctgx] = (a— l)xÿ(x) +oo si |x| — ► 4-00, V |x| > max {R, /3}et

— oo si x2 + y2
Ainsi du théorème 43 de l’existence d’une solution stationnaire, en posant :V[ = V2 =

V , on montre que l’oscillateur (4.3) admet une solution stationnaire.

donc LV(x,y) +oo.

Passons maintenant à la classe II en considérant l’équation :

x + /2(x)x2 + fi (x)x 4- g(x) = 0. (4.4)

En appliquant la transformation utilisée dans [22], l’équation (4.4) deveint :

48



x — y — F(x)

v = -g{x)
(4.5)

où f{x) = fi (x)[exp f* /2(s)ds], F(x) = f* f(s)ds et g{x) = g(x)[exp 2 /* f2(s)ds\.
Le lemme 51 assure l’existence d’une solution périodique.

Lemine 53 ;

Supposons que :

1) F est une fonction impaire et l’équation F(x) = 0 admet au moins une solution

non nulle a,
2) F(x) — * +00 si x

3) g est une fonction impaire vérifiant xg(x) > 0 pour x 0 et G(x) = g(s)ds — ♦

+00 si |rcj
Alors, l’équation (4.4) admet un cycle limite unique.

Théorème 54 ;

Sous les conditions du lemme 53, l’oscillateur stochastique :

+00,

+00,

x + f'Ax)iÀ + fi{x)x + g(x) = aW (4.6)

où a est une constante, admet une solution stationnaire.

Preuve. : ■
Similaire à la démonstration précédente.

Maintenant, on peut énoncer les résultats suivants :

Considérons l’équation (2.10) dans le cas stochastique :

x + /î(i)i!+ /1(l)± + j(x) = a(x,x)W, (47)

ou /2 est une fonction continue impaire de R dans R,
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/i(x) = + r)hpr 1 + (m + l)ç) + hpr + pq' + 2/2(V + pq)],
et g(x) = f2[(hpr + pq)2 - p2m] + mppf[(hf~l + q)2 - p2(m_1)].

Théorème 55 :

Supposons que :

1) xg(x) > 0 pour x ± 0 et G{x) — ► 4-oo si |x| — »• +oo,

2) 3a > 0 : fi(x) < 0 pour |x| < a et fi(x) > 0 pour |x| > a,

3)3 K2 > 0, 3c €]0, 1[ : a2(x, y - F(x)) < cf(x)[y - F(x)]2 + (1- c)g(x)F(x) + K2.
Alors, l’oscillateur (4.7) admet une solution stationnaire.

Preuve. : ■

Considérons la fonction de Lyapounov utilisée dans le chapitre 3 :

V{x,y) =|y2 + G(x) + f F2(x) - cyF{x) + K,

K et c sont des constantes positives et c < 1.

Vu la condition 1), on a xg{x) = xg(x) exp[2 f* f2(s)ds] > 0 pour x 0

et G(x) = /0X g{s)ds
En utilisant la condition 2), on a : /i(x) exp[/0x f2(u)du] > 0 pour |x| > a, alors

/(x) > 0 pour |x| > a,

Toutes les conditions du théorème 49 sont donc vérifieés, alors l’oscillateur (4.7) admet

une solution stationnaire.

+oo si |x| — * +oo.

Considérons maintenant le cas de l’équation (2.13) qui s’écrit dans le cas stochastique :

x + fi (x)x + g(x) = <r(x, x)W (4.8)

ou /i (x) = -[p'((rn + r)hpr 1 + (m +1)q) + h’pr + pq']
et g(x) = mpp/[(hpT~l + q)2 — p2(m_1)].
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Corollaire 56 ;

Sous.des conditions analogues à celles du théorème 55, l’oscillateur stochastique (4.8)
admet une solution stationnaire.

Preuve. : ■

On opère comme dans la preuve du théorème 46, on montre que la fonction

V(x, y) = \y2 + \F2(x) + G(x) - cyF(x) + K,vérifie :

V(x,y) — ♦ +oo et LV(x,y)
Puis on applique le théorème 43 [15].

— oo quand x2 + y2 — * +oo.

Remarque 57 ;

Dans le théorème 55 et le corollaire 56 les conditions 1) et 2) assurent l’existence d’un

cycle limite unique et stable pour le cas déterministe correspondant.

La condition 3) peut être considérée comme condition sur l’intensité du bruit blanc

de la perturbation permettant de maintenir la stabilité du système.

4.2.1 Applications.

Exemple 58 :

Considérons l’équation de Van Der Pol :

x + e(x2 — l)x + x = 0, e > 0 (4.9)

On a F(x) — éT(|X3 — x), F(izV3) = 0 et F(x)
part xg(x) = x2 > 0 pour x 0.

Le lemme 51 garantit que l’équation (4.9) admet un cycle limite unique situé entre

les lignes x = —y/3 et x = +\/3-
Si on perturbe le système par une excitation aléatoire avec une l’intensité a constante,

alors l’équation (4.9) devient :

+oo pour |x| +oo. D’autre
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it + e(x2 — l)x + x = aW, (4.10)£ > 0

Le théorème 52 permet de conclure que l’oscillateur (4.10) admet une solution sta¬

tionnaire.

Exemple 59 :

Considérons l’équation :

x + fi{x)x + g(x) = 0 (4.11)

où fi(x) = 2x2 (10 — x2) + 3x4 — (10 — x2)2
et g(x) = —x (10 — x2) (10 — x2) + x3)2 — (10 — x2)_1J .
Comme on a vu dans le chapitre 2, l’équation (4.11) admet un cycle limite unique et

stable, situé entre les lignes x = — \/ÏÔ et x = +\/ÏÜ
Si on perturbe l’équation (4.11) par une excitation aléatoire interne d’intensité a(x,y)

vérifiant :

3Ki > 0,3c G ]0,1[ : cr2(x,y - F(x)) < cf(x)\y- F(x)]2 + (1- c)F(x)ÿ(x) + Ku
alors le corollaire 56 permet de conclure que l’oscillateur stochastique :

x + fi (x)x -I- g(x) = <T(X, X)W (4.12)

admet une solution stationnaire.

Exemple 60 :

Considérons l’équation suivante :
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x + /2(x)x2 + fi{x)x + g{x) = 0 (4.13)

/2(x) = x, fix = 5x4 (7 — x2)+4x2— 3X2 (7 — x2)2— 7+2x |x3 (7 — x2)2 + (7 — x2) xj
— (7 — x2) [x3 (7 — x2) + x]2 + 1 + x|( x3 (7 — x2)2 + (7 — x2)2 xÿ —

avec

7 + x2 .et g(x) =
On sait que l’équation (4.13) admet comme cycle limite :

x = X3(7 — x2)2 + x(7 — x2) ± y/(7 — x2). (4.14)

Ce cycle limite est unique, stable et situé entre les lignes x = —\JÎ et x = +y/7.

On perturbe l’equation (4.13) par une excitation aléatoire interne d”intensité <r(x, y)
vérifiant :

3K2 > 0, 3c]0,1[ : a2(x,y — F(x)) < cf(x)[y - F(x)}2 + (1- c)g(x)F(x) + K2.
Le théorème 55 s’applique dans ce cas et ainsi l’oscillateur :

x + hix)x2+ /i(x)x + g(x) = <T(X, X)W (4.15)

admet une solution stationnaire.
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Conclusion.
Ce travail nous a permis de voir que :

sous certaines conditions, les équations de type Liénard admettent un cycle limite. Ces

mêmes conditions garantissent l’existence d’une solution stationnaire quand les systèmes

considérées sont soumis à des perturbations aléatoires du type bruit blanc.

Plus précisément, on remarque que des conditions suffisantes de stabilité pour une

classe d’oscillateurs déterministes assurent la stabilité des systèmes obtenus par l’intro¬

duction d’une perturbation aléatoire du type bruit blanc.

Pax ailleurs, on a montré que la technique des fonctions de Lyapounov reste efficace

pour l’étude de la stabilité stochastique.

Les résultats obtenus peuvent être utilisés dans l’ingéniérie des systèmes dynamiques

déterministes et stochastiques.

Perspective :

La question de l’équivalence entre les deux résultats reste cependant ouverte car on

travaille avec des conditions suffisantes mais pas obligatoirement nécessaires.
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Abstract.

Lienard type equations have certain practice interest, they are often used to
modeling the behavior of dynamic systems.
In our work, we are interesting to periodic solutions and to limits cycles for these
types of equations.
We also study the existence of stationary solutions of stochastic differentials
equations obtained after an introduction of random perturbation of white noise
type.
Finally, we have noticed that there is relation between the existence of periodic
solutions and the existence of stationary solutions.
More precisely, we appears that the same conditions assure the correspond
results.

Keyword:
Lienard equations, periodic solutions, limits cycles, S.D.E, stationary solutions,
stochastic stability.



1
RESUME.

Les équations du type Liénard ont un intérêt pratique certain, elles sont souvent
utilisées pour modéliser le comportement des systèmes dynamiques.
Dans notre travail, nous nous intéressons aux solutions périodiques et aux cycles
limites pour les équations de ce types.
Nous étudions aussi l’existence des solutions stationnaires pour des équations
différentielles stochastiques obtenues en introduisant une perturbation aléatoire
du type bruit blanc.
Nous prouvons enfin qu’il y a un lien entre l’existence des solutions périodiques
et l’existence des solutions stationnaires, plus précisément on montre que les
mêmes conditions garantissent les résultats correspondants.

Mots clés :
équations de Liénard, solutions périodiques, cycles limites, EDS, solutions
stationnaires, stabilité stochastique.
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