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INTRODUCTION

L’une des applications de la théorie des groupes est liée au probléme de classification, la
classification des trivecteurs (ou les formes trilinéaires alternées) par I’action du groupe linéaire
se fait en deux étapes :

1) Classification sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque .

2) Utilisation de la cohomologie galoisienne pour déduire la classification sur un corps
quelconque ou sur certains corps spéciaux (corps finis, corps ordonnés maximaux, corps
locaux, ...) plusieurs auteurs ont étudié les formes multilinéaires alternées; le cas bilinéaire étant

simple, celui des formes trilinéaires est I’objet principal des recherches:

En 1931, J.A. Schouten, a classifié les trivecteurs de rang 7, sur K = € . Gurevitch a
donné la classification des trivecteurs de rang 8 sur C.

En 1976, Gresp a étudié le cas » ~ 7 sur un corps algébriquement clos de caractéristique
différente de 2 et 3.

En 1983, D. Djokovic’s a étudié le cas n ~ 8 et K = IR . P. Revoy et Noui ainsi que
Cohen et A. Helminck, ont étudié les dimensions 6 et 7.

L. Noui a étudié le cas » — 8, sur un corps algébriquement clos de caractéristique
quelconque[7], pour I'utilisation de la cohomologie galoisienne il est nécessaire de déterminer
les groupes d’automorphismes des trivecteurs. la détermination des groupes d’automorphismes
4 un isomorphisme local prés est insuffisante pour I’utilisation de la cohomologie [8] , en effet
pour A = Aut(w;s) on a la suite suivante /G, (K)—>4—-u; (K) —1, ou Gx(K) est un groupe
simple de dimension 14, et il est, aussi, la composante connexe de A. Le groupe
d’automorphismes de @5 & un isomorphisme local prés est : A’ = G,(K), on trouve:

H'(GA) =H'(G, A’), oa G = Gal (K, K ) groupe de Galois, K clbture algébrique de X et
A=[G:(K)]. ps(K).

En particulier, si on prend K = /I, un corps fini avec g = 1[3], on obtient :

H'(G, 4) -3, w75, A5, s (A eK')

H'G 4) =1, 75

Introduction ' 3
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Donc en négligeant le groupe discret, on n’obtient pas toutes les orbites en question ce qui
motive la détermination compléte des groupes d’automorphismes , ce qui est ’objet principal

de notre travail .

Dans le premier chapitre, on donne des généralités ou apparait la notion de ’action, de
puissances divisées, d’invariant, groupe d’automorphismes ,... .

Au chapitre 11, nous déterminons les groupes d’automorphismes des trivecteurs (ou les
formes trilinéaires alternées) ws; ;< < -, dont I'invariant numérique d, (@) vaut 3, et ceci sur un
corps algébriquement clos de caractéristique quelconque .

Le troisiéme chapitre est consacré au cas d; () 5.

Au dernier chapitre une application de classification sur les corps finis est donnée en

précisant les cardinaux de certaines orbites .

Introduction 4
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| - Algébre Extérieure et Groupes d’Automorphismes

I-1. Généralités:

I-1-1. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie 7 sur un corps commutatif K. La
classification des p-vecteurs est I'étude de I’action du groupe linéaire GL(F) sur I’espace
vectoriel A°E. |

- Soit fun endomorphisme de F, I’application linéaire

Af. FE — AL définie par A'f( x;ax.. Ax,) J(x1) Af(xz)... Affx,) est un
endomorphisme de A’E . L’action de (;/.(I-) est alors ainsi définie :

VieGLE), Vwe AE f o (X)) w).

Du fait des isomorphismes A"/:" =~ (A"];)", on emploiera indifféremment le langage des
formes alternées ou des p-vecteurs .

L’étude est consacrée au cas p=3 et n = 8, sur un corps algébriquement clos, c’est-a-dire

I’action de GLs(K) sur A'E.

1-1-2. Support et rang:

Soit @ € A’F, on appelle support de @ et on note S, le plus petit sous-espace Fde I tel
que @ € A'F, la dimension de S,,s’appelle le rang de @ qu’on note dy(w) ourg(w).

- Le rang est invariant par ’action du groupe linéaire GL(F) et par extension des scalaires.

- De Iisomorphisme entre /K" et A’ K/  on déduit qu’il n’y a pas de p—vecfeurs de

rang p+ 1, en particulier il n’y a pas de trivecteurs de rang 4.

I-1-3. Vecteur décomposable :
Un p-vecteur non nul @ est décomposable s’il existe x;,x,...,x, dans E tel que @ = x;Ax,...

Ax,. Le support de w est le sous-espace vectoriel engendré par x,x,...,x, , donc S,=
<x1,X3,...,Xp>, dans ce cas do(w)=dim S,, = p.

- Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposables .

Algébre Extérieure et Groupes d'Automorphismes 6
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I-1-4. Groupe d'automorphismes:

Le groupe des automorphismes de @, Auit(w) est le sous-groupe d’isotropie de @ dans
I’action de GL(E) c’est  dire le sous-groupe de (;/.(/;) des automorphismes de / qui laissent @
invariant:

Aut () = {f/feGL(E) et X flw) -0} {f [eGL() el f.o-w).

- L’orbite de w par GL(I.) est alors en bijection avec ’ensemble des classes & droite

GL(E)/Aut(w).

1-1-5. Invariant numérique di(o):
On associe a un 3-vecteur (trivecteur) d’autre invariant numérique que son rang. Soit

G(E) ’espace projectif IP(F) et considérons la projection : P,: A’E ———A'(E/a). Pour

a € Gi(F), on appelle o( ) I'image de w par P, et on pose :
d\(@) = inf (rangw(a)),a € G\(F). On a do(o) = rg(w) >d\(), d] (w) est invariant par

I’action de GL(E).

I-1-6. Lemme:
Soit E un espace vectoriel de dimension paire et @ un trivecteur de rang maximal :

di(®)#0 , en particulier si dim I = 8, d;(w)#0.
Preuve:

On a di(w) =inf (rgw(a)), ol parcourt ’espace projectif /P(E) des droites de E.
Si dy(w) =0, il existe a = Kx, x # 0. Tel que a(a) 0.

Soit £ un supplémentaire de Kx dans - De I; - '@ Kx , résulte A'E~ A'E"&Kx®AE ), -
alors @ = ux + w'et wia)=0 signifie que @ est nul, de plus S,~S.PKx = E.

Comme o est de rang maximal, S, <" et I-" est de dimension paire ce qui contredit

I’hypothése sur la dimension de 7.

I-1 -7. Base symplectique :
Soit @ un bivecteur de rang maximal de A’/ : il existe une base {e,e;,...,e,} de E de sorte

que o = Z;“, exjey et 2k <n <2kl [6]

Algébre Extérieure et Groupes d’Automorphismes ' 7
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Si dim E = 2m et ¢ est une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur I, il existe une
base (e)) , /s i <2m, dans laquelle ¢ s’écrit D e*;; e*; , cette base est dite «Base

symplectique » .[6].

I-1-8. Groupe symplectique :
Le groupe symplectique Sp(@) est le sous-groupe de (;1.(I;) des automorphismes de £ qui

laisse g invariante: V'f € Sp(p), ¢ (f(x). f()) — @ (x. y).

I-1 -9. Remarques:
)fe Sp@), f transforme toute base symplectique en une autre:
@ (fezi1). fles) = pfer.;,ex) ~ 1 et p(ffer), fle)) — 0si {k, I} n’est pas de la forme {2i-1,2i}.
2) Si {uy,...us, } est une base symplectique de /-, on définit un élément f de Sp(@) par
fle)= u;, 151 <2m. Donc Sp(@) est en bijection avec I’ensemble des bases symplectiques de E. On

note Spom(K), le groupe Sp(@) ou ¢ est la forme bilinéaire alternée canonique sur K°™ [6].

I-1 -10. Proposition :

Soit K = IF,,ona |Spgm K) | =¢q™ n (q*-1) [6]

k-1

-1 -11. Puissance divisée :
Th me:

Un systéme de puissances divisées existe dans lidéal @ A*E de I'algébre

K21

extérieure de E. [11]

Ce résultat est bien connu dans le cas des corps, il admet une généralisation au cas d’un
anneau quelconque et d’un module non nécessairement libre sous la forme suivante :

Soit M un A-module , AM son algébre extérieure; des puissances divisées existent dans
I’idéal (la sous-algébre commutative des éléments de degré pair de algébre extérieur de E)
(4> A M. Si M est projectif de type fini de rang 2m, on obtient une forme polyndme (de degré

K22

Algébre Extérieure et Groupes d'Automorphismes : 8
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m) m: A’°M* — A"M* qui est le pfaffien: si u € A’ M*_ u est non dégénérée si et seulement

si 7(1) engendre le A-module A7 AM*

,
Siu =23 x5 Xy0U {xi...Xs..,X,}est une base de I2. p(u) - Z X211 X2i ... X2, X2i de
7

i=1 iy (. Liy

sorte que rg(u) = 2k équivaut a y (n)>0 et 3, (1) 0 9], [11]

I-1-12. Remarques

1) Si A4 est une Q-algébre commutative, les puissances divisées sont définies par :

n(u)—fi‘;!— [5]

2) Les puissances divisées permettent d’étudier les sous-espaces vectoriels de A°E.  [5]

I-2. Parties stables

Soit @ trivecteur non nul de A’/ .

I-2-1. Lemme:
L’ensemble R,(w) = {x € I -@yx ) est de type w,} est une partie stable pour Aut(w) .

uve :
Prenons E = <x>@F, alors ws’écrit. @ ~xu | @ avec w € A E (dimE = n-1) et
o(x) = w'(x), comme x ¢ I/ alors @’ est de méme type que @ (x).
Sif € A =Aut(w), A'f{w) - ® donc f)A f() + A" flw) ~ o,
d’ou o(f(x)) = W £ (x). Comme f est une application linéaire bijective, elle transforme le
trivecteur @" & un trivecteur de méme type, c’est a dire f(w ) est dans I’orbite de @', par suite

o(f (x) est de type w, d’ou f{x) € R, (o) et filR(@)) <R, () .

I-2-2. Remarque
En particulier, on a R3(@w) = {x € I© m(x) est de rang 3 } est stable pour Aut(w), ainsi que

Rs(w) = {xe E/ m(x) est derang 5 } .

Algébre Extérieure et Groupes d'Automorphismes 9
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1-2-3. Soit x € E, et considérons la forme bilinéaire alternée f* définie par :
L0, 2=f(xy 2) (. z € E et fune forme trilinéaire alternée), alors I’ensemble :
-RT(f) = {xeE/rg(f) ~ 2i } (0 <2i <n) est stable par Aut(m) [3]

Ce qui est utile pour déterminer Aut(ws;) .

I-2-4. Lemme
Soit £ un K-e.v de dimension finie, I; et V', deux s.e.v de I tels que :

VinV,={0} et f(ViulV,)cV, oV, ou feGL(E) alors (f(V,)cV, et
fViycVy) ou (fiV,)cV, et fiVy)chy).

Preuve :
Supposons que f(V;) & V', et montrons que (f(1") < Vi et fiV3) < V).
Soit y=0, y=f(x;) € f(V)) alors y eV, UV, Siyel,alors:
y=f(x;)eV,, etilexiste y, #0, y, - f(x';) € V>, donc: y, =f (x';) € V, par suite :
ytyi=f(x+x,) eV, UV;.
Siy+y, €V, alors y =0 (contradiction).
Siy+y, eV, alors y; € V, ( " ),
donc yeV, et f(V) V)
Comme f e GL(E) on a dim f(V;) dim}V,, donc f(V;) V,.De l’in_c!usion :
Viuf(Vy) < ViV, ondéduit: fi(V,)cl, (car fix) eV, = fiV)) et fixz) € (V) d’ou flxz) = 0).

Et de méme si on suppose que f(17,) ¢ }’; d’ou le résultat .

1-2-5. Proposition
Soit le trivecteur ws= e fee: + eqes) et A ~ Aut(ws) . Alors on a les suites exactes

suivantes
I A>A>K -1
19K 5> A58p,@ -1
Preuve

5
Considérons I’ensemble £, = {xelk xws - 0}, six Z a; e; appartient 4 E;, on a x=ae,,

=1

donc E; = <e;> . Six e E;,ona A’ f (xws) ~ f (X) A flws) = f(x)ws = 0 pour feA, d’ou :

Algébre Extérieure et Groupes d ' Automorphismes 10
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fE) cE etilexiste 1 € K~ tel que fle;) e, . La matrice de f dans la base {e,,...,es} est de

A x
la forme : ( 0 B) ; cela permet de définir un homomorphisme surjectif de groupes de 4 dans

K par: ) - A .

Pour @ € K, on prend pour antécédent |"application linéaire f: < — I; définie par :
fle) = ae;, fle) = a’'ey, fles.)) ey pouri-l, 2.

Soit fed = Kery: e A'flesesiees) e feses! eses), autrement dit :
Aff(e2e3+e4e5) ~ eyeyteqes + xe; avec x € I, - e, es e4 5>, Considérons g - E, - E;,
I’application linéaire dont la matrice est B : A'g(e,e:i eses) - esesteqes. ,
L’homomorphisme {7 4 '— Sp«(K), défini par y{f) B, est surjectif et de noyau isomorphe a
K*, d’ou le résultat.

1-2-6 Remarque

Dans le cas ou dim I = 2k+ 1, on a un résultat analogue : si @ = e;(e,es+... texexn ) et
A = Aut(w), on a
I 54 945K 51

I 5>K* 54 5 SpyK) > 1

k

et en particulier si K = IFg, |4l=¢" "™ (- D[] @* -1). [6]

i1

1-2-7. Exemples et applications :

I-2-7-1 Soit £ un K-ev de dimension finie alors :

1) d; (w) =0 <> w est divisible par un vecteur

2)E=Kx® E; = NE ~ NE,® (A'E,® Kx) .

NweANE=2w=xu+t o avecu € A 7 I e AL, (décompésition unique)
D IxgeE-{0}/ @ =xu ' W ou: rg(wo) - di(w).

Hxo=0xdivsew o 0

Preuve
DNdi(w) =0=FaeGiE)/ rg(o(a)) -0,dou ofa) 0.

Algébre Extérieure et Groupes d Automorphismes 11
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Sia=Ke; onobtient: @ =y Ae;, cequ’il faut montrer.

p ol
DE=Kx®E, > NP E~ (N Kx®@A "' 1)~ AL, ®(A"'E, ® Kx)
carA*Kx=0 si K=>2

3) De (2) on déduit que tout élément @ de A" s’écrit d’une fagon unique sous la forme
o-u®x+w ~ux + o avec @ € AF, ue AL, alors o) = o(Kx) = w'(Kx).
Soit I’application linéaire f/ f: A°(F.) —> A"(F Kx)
o Bflw) o
On remarque que A’K, s’identifie a A"(F Kx) par f, d’ou
o(Kx) = o or dfw) = inf(rg(w)), Kx € Gy (I)
alors . di(w) <rg(w) d’oul’existence de x, € F-{0},
tel que w = ux, + wp’ avec dp(wy) = rg(wo) - di(w)
Pxo=0>w=yrx=>xdivisew car o ~xu ' @
xdivise w,etsiw” #0, ® = ux + @ yx alors x divise
dou: w=yx-= Zx,-l/\.../\x,-, avec x, €I, or I5nKx = {0}, et x intervient dans I’écriture

de o’ (contradiction ), donc " = 0.

1-2-7-2 Soit E un K-ev tel que dim I - 3, {e,, €5 €3} une base de F, w € A’E -{0}

avec = ejee; alors Aut(w) = SLi(F)

Preuve :
Soit f € Aut(w) alors fw - @ c-a-d Affw) © donc:
fleieres) = ejezesor flejees)  detreeres = ez d’ou:

detr = 1 c-a-d Aut(w) = SL«(L).

Algeébre Extérieure et Groupes d'Automorphismes , 12
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Il - Groupe d’automorphismes de o ou I'invariant ds(w) = 3

Il -1. Trivecteurs de rang 8 :

Théoréme : [7]
Sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque, il existe treize
classes d'équivalence de trivecteurs de rang 8 . Dans une base (e) de E, 1 <i
— < 13, un représentant de chaque classe est donné par s, , 1<i <13, de la

table 1.
Table 1
s, Notation de Expression d’un représentant de I’orbite dy(o)
Gurevitch
ws, |XVI ey(eye;+e,es5) +eqeq ey 3
ws, |XI ei(ere; +eses +eger) +eseqer 3
) ws; | XVII e1(ere4 + e5eq) + e, (eyes+ ere) 5
ws4 | XII er(eret eqes) +eglereq +egex) 5
wgs | XIX er(erer+eqes) +ec(erer v erey) 5
ag 6 X1V er(erer+eses+eger)+eg(eses+eseq) 5
ws; |XII el(ees+eses+ecer) Fes(eseq + ereg) 5
wss | XVII ei(ere3 +e3e6+e107) +ecees+eseses 6
wso | XXI e,[ez (e;+ey) +es e6] + 10507+ eyeqes 6
g0 | XX ei(eres+ec07) +er0105+ €406+ €s€5€7 6
ws | XV e1(exre7+ eseq +egey) +es(ese; +eger) +ereqes 6
ws; | XXII e,[(e4—e7)(p3~es) +ese7)]+e2(e3e4 +eseq) + eceses 7
ws;s | XXIII e,[eg(e3+e7)+e;e4]+ez(e3e4 +eseg)+eseres 7

Il- 2. Groupe d’automorphismes de o ou l'invariant d,(&) = 3

- On s’intéresse aux groupes d’automorphismes des trivecteurs (ou les formes trlinéaires

alternées ) ax,, /=1, 2 ou l'invariant d;(@) 3.

Groupe d'automorphismes de @ ot l'invariant d\(w) - 3 14
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11-2-1 Le groupe A; = Aut(ws 1)

Proposition

Le groupe d’automorphismes A,  Auf(ax ;) est déterminé par les suites exactes suivantes:

1 —>SLyK) > A, Aut(ws) > |
1> Ag> Aut(ar) > K — 1
15K > A0 SpyK) > 1

ou axs=e;(ere;teqes)

Preuve :
Soit = e, (e;e; +eses) + egerey, déterminons R (@) = Ro(@w)UR(®). (2-3)

Posons donc :
a 8
[ f (xy)=w(ax,y) avec a= ae,
i1

- L] L] » » » - - - » » »
alors o’ =aje;e3— a,e e; +ase e, +areses—ase es+ase eq+
L] * * L] LI
As€163 —ar€6€3s + asege; donc:
» - » L - L * - L]
0° = (a1e;— azey)es+(ares—agey)es+ (ase; —ares)es +
L - » L] Ll
(4] (a:;ez + a5e4) +asgeqeq .

a2

(w
Calculons : 7, (") =

51 avec 7,(@“)=0,on trouvce :

a,ae¢ = 0 asdg = 0 aAsde = 0 Asde = 0
a;=0 et {aa;=0 et ya;a;=0 et Ya;a;=0 et {asa;=0

azas=0 agag=0 [4FY4!] =0 0505:0

c’est & dire:

an_—‘O

a3V=0 . e
aV =0 onV=\ay
05V=0 as

siV#0alors a;=a;=as=as=0 donconales.ev (e,e.es),

siV=0alors as=a;=as=0 donconales.ev (e;,e5,e4,€5),

Groupe_d’automorphismes de @ ot linvariant d,(w) = 3 15
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enfin ﬁs:(w) =(es.e3,e4,e)Ueq.07,05) ~ 17,17,

Remntgquonn gque 110, [0} done w70 1, furten) ona

./(Izn(w))ci&(w) d'ou {f“'n)( Ivet f(7,)« l';} ou
{rvycr: e frycr) @-9

le cas {f(V,) cVyet f(V,)cC V1} est impossible car dans ce cas

f(ed) f(es) f(es) fles) €es.er,en) et f(eo) f(er). fles) €ler,es,enses) et fed,
c’est a dire A’ f(w)=w, il suffit de considérer le coefficient de e,eses on trouve 1 =0, d’ou

{f(V.) cV,et f(V,)c Vz} , et la matrice associée a f prend la forme suivante :

a 04,4 01x3\

a 4 A 04,3
M(f)=

a, O5,4 B

Soit f € 4;, A’f(w) = w, entraine :
A [ei(ese5 + eses)] + Alffeseres) - eifeses t ees) ' eqe-es
donc A'ff ei(eses + eqes)] + Aesees ~ e; (exs | ews) | eseres
alors cs75: A = 1 avec A = detB donc: Be SL; (K)
par suite A’f [ e(ese;s + eqes) | — el(esest eqes) Cest a dire.
Sel) Azf(82€3 + eqes) = e; (ee; - eqes) , donc:
Neei( exes + ees) = 0 par suite: (e, + ... + asegleeest (e + ... + asegleiees = 0
donnent a;=a; = ... = ag 0,
d’ou: fle)) =ase; avec Alf[eifeses + ees) | ~ eferes + eqes),
on en déduit que fle, e, e, e, es) € AU (ws), ce qui permet de définir un homomorphisme
de groupe ¥
A > Aut(ws)

Groupe d'automorphismes de @ ou | 'invariant d)(w) = 3 16
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f oY) Sle, ... es)
¥ est évidemment surjectif, car il suffit de prendre B : Id:, d’autre part:
Ker (¥Y)={f/fedeta; 1, A Idi}
or A’f (w) =w, entraine Ker (¥) ~SL: (K),

d’ou ’exactitude de la suite suivante :

1-> 8L.uK) L3 Ay ~> Autfen) > 1 (%)
et comme Aut(ws ) vérifie les suites exactes: (2-5)

I > Ag—> Aut (05s) > K > 1 (*%)

I 5K >4, 8ps(K)-> 1 (***)
alors A; = Aut(ws;) est défini par (*) , (**) et (¥**) .

1-2-1. Le groupe A; = Aut(ws, 2)

Proposition

Le groupe d’automorphismes 4> = Aui(ws ) est déterminé par les suites exactes suivantes:

154, 5> 4,->K >
R N R AN A N
| "l,' I | y /. [}

1KY 4, > 8L,(K)—>1

Preuve :

Déterminons d’abord la partie stable Ry(w) = {x € I-/ o(x) est de rang 3}, ou: @ = ax>,

remarquons que e; € Ri(w).

8
Soit: x =Xae doncsi a;#0,0n a e;=Ax+A er+....+A e5.

i=]

alors: @(x)=(Ax+4, er+..+Azes)(eres+eses+ese-) +eseses.

par suite: w(x)z /129284(?5+ﬂ;e.,é,,ev+l3e3e4e5+13e3e6e7+l4e4e2e3

+ }-4849687“}'/’{5859383 +25(’56’5(‘~ +'/“-6858283'*' 26868485

+ 2427;2;3 + A";";‘Ej + ;5;6;g
[rang(mx)) = 3] <> [m(x) est décomposable] .

Soient les relations :

Groupe d'automorphismes de @ ou !'invariant d,(w) = 3
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Z%,.;Jf a; a0 (*)

i) H

ou g ,, =+l
les relations (*) sont appelées les relations de Grassmann : Ce sont donc des conditions
nécessaires et suffisantes pour que wyx) soit décomposable. ([1], [2])
PosonsJ={2,4,5,6},H - {2, 7}donc.J-H {4,5, 6} Par suite (*) donnent:
E4Q256A27 + EsAra6rs1 + E6Ar4sA267 = 0.,
donc £4(0)+&5(0)+es(A,)(A,)=0 dou ;=0 clest a dire 4,=0.
Posons: J ={3,4,56), H={3,7} donc J - H - {4,56} parsuite (*) donnent:
E4Q356A347 + EsAra6A3s7 + Ec Q345367 = 0
alors: £4(0) + &5(0) + g5(A:)(A3) =0 d'ou: 1,=0.
posons J = {2,3,4,6}; H= {4,7} donc: J - H = {2.3,6} parsuite (*) donne:

- E2Q3460247 + E3A26A347 + E6A2340367 = 0.

alors:g6(A4)(A4)=0, dou:Ad,=0.

posons: J = {2, 3,5, 6}; H= {5, 7} donc. J-H = {2, 3,6} parsuite (*) donne:
£2Q3560237 + E3A256A3s7 + E6Arasser = 0.

alors: 86(/15)(15) =0, dou: As=0,
posons; J = {2, 3,4,6}; H= {5, 6} donc: J-H = {2,3,4} parsuite:
E10346 0156 + E3lrasArss + 4236 se = 0 alors: £,(Ag)(As) =0 ~d'on:Ag = 0.

posons: J = {2,3,4,7}, H = {5,7} donc: J- H ={2.3.4},

aIOIS: E1A347Axs7 + E3A247A357 + E4A237A 357 = 0 d'0ﬂ3/17 =0,
posons: J = {2,3,4,8}, H ={5,8} donc. 7 - H ={2,3,4} alors:

E1Qas My + E3daagAass + Eaanase =0 d'ou A3 =0

..... on en déduit que: A,=A;=... =15 —~ 0, c’estadiree; - A,x ol x = @e,, on obtient:
Rs(@) = (er)
- De la permutation
€ €y €3 €4 €5 €E¢€q7 €3
€y €5 € O3 €, €367 €4

Wy, devient @ = e (eses+ese; +eie7) +eze3e4.
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Comme Rs(@) — (e;) est une partie stable donc on peut définir un homomorphisme de

groupes7

Az‘—i—*)K*

fa(f)=2 oufle)=Ae.

m est surjectif en effet pour 1 e K’ il existe [, € A, définiepar:
fo(el) =Aey, fo(ez): Ale,, fo(vez) =e3, f(,(e4) = Aey,
fo(es)= esyfo(es) = /1_'96, fo(ev) = léf,, fo(t’s) =&
d’ou Iexactitude de la suite 1 > A, —> 4, —"—>K > |
ou A; = Kerm. Soit f € A; alors w = e, (e,eﬁ +ege, +e3e7)+e2 esesdonc e w = eje,e5e,
parsuite A*f(eyw)= f(e)A' f(w)=ew = A* f(eiereres), clest a dire:

A f(ereseses) = erereseq d'oU le s.e.v - e,e,,e5,e5 st stable par £ Dans ce cas la
matrice de fest de la forme :

<

N a0 b o v, v, AT,

voag b vy v

M(f) = 0 a, by ¢, xy y, z, |1,
' X Vs Zs
0, X Vo Zg Ig

: 1

!

)

X Xs Ve
G d'ou ( J e SLy(K).
Xs Y

X6 y(,

donc: 56

Cisy” XY, —x7Y5=0
{ ¥ ’ donnent x; = v;=0

67" X¢V3—Xx7Ys=0
et
{Clslf XsVy—Xx3Vs=0

donnent x; = ¥, =0
Ciet” X6 Vs~ X3 Vs =0

ceci nous permet de définir I’homomorphisme t :

Groupe d'automorphismes de @ ou l'invariant dy(w) = 3
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A, — > SLy(X)
h ys
f——)t(f):(x J

xe Y

o Xs Y o :
t est surjectif pour ( 5] eSL,(K), il existe f; € A, définie par :

66
fife)=e, [i(e)=er, [ i(e)=es [i(es)=e,
J1(es) = xses+ xses, Si(es)=Yies+Vees, fi(er) = e, fi(er) = ey
on en déduit que la suite suivante est exacte :
1 4, > A, — > SL,(K) > 1
ou: A4, = Ker(1),
soit f €4, donc: xs=y,=1et xs=y,=0, et commeA’f(®w)=cw® on obtient
al(xetxertxiest xseate)(Viert Ve + Vet Viestes)+
(ter+..+he )(aer+.. +ases )+ (bre+..+bses)(zie+.. + zses) ]+
+(arer+...+ases)(brey+...  baes )(cren+.. 4 cies) = ereseq + eesey + erezer + erezes
donc on a:
a, b, c, G lyay—byzg=1 i Liay—bhyzo =1

Cryg. |43 b3 C3 =1et (I) C133. 1303"‘17323:0 et (") C127. t7a2—b227=0

a. b, ¢, Cias’ Tyas—bszy =0 s Lias—bsz=0
as b3 . e N 2
Le systéme (I) donne: =0, ainsi que le systéme (1I) donne: =0
aa b4 (4 b4

) as b4 - bz as = 0
on obtient (III) ubs—badts = 0

b
si: ? 1-0 alors:
3 b3
Can. ! bzc : bzc+a3 b3c—l
234-3b344b43a4b4z
2 bz
c-a-d 0=1(absurde), d’ou 20
Az b3

les=1. Ce qui permet de définir
T3 b3

Le systéme (11I) donne a, = b, = 0 et ¢4 dévient

un homomorphisme #7:

Groupe d 'automorphismes de @ ot l'invariant d,(®) = 3 20
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A" "K'
J—2nlf)= ¢
n est surjectif, en effet 'application linéaire /> définie par

fz(el)=el.fz(ez):ez. fz(e.z)=C4‘esy' fz(€4)3046’4. fz(‘e,«)zes. fz(es):es

Sa(er)=c,es, [,(es)=ey estl'antécédantde c,
d’ou I’exactitude de la suite suivante :
1> 4", > A"z—,"—L‘)K*——-)] ou 4", = Ker(r;),

. a b
soit f € A™,donc ¢4 =1, 0r c,;3donnent

1=1 c-a-d [a" bl] S1L,(K)
= C - a - e %) ¥ . ;
3 bs as bs i

ceci nous permet de définir un homomorphisme /:

A" —L 5 SLy(K)

a; bz
/e 1’(f)=( ,,J
a

3 3

P est surjectif en effet pour :

2

a, b _
( ? bj €SL,(K), il existe f,e A", définie par. [ ,(e))=e,, f,(e:) =aze;, + aze;,
as

3
Sfi(es)=bres+bses, [(es)=es, [i(es)=es, [i(es) = eq, [i(e1) = arer + ases,
fg(el)=b287+b3€x.
Soit f €eKer(P), donc a,=b, =1 et a,=5b,=0 et commeA’ f(w) = alors:
ex[(x| etxietxsestxsestes)Vieity, et Vet Viestes) e+ +1zes) x
x (a1e)+e) + (bre) + e3)(g,e1+.. .+ &gex)] + (arer + ex)(brey + es)(cre) + crex + c3e3+ e4)
=eeses+ee5e; +ejeze; +e,e.¢, done ciyizy=1 01707 =0,c 03 =1, Cia3:28 = 0,
Cas i Y4=0, Cras: X4 =0, crap: 1, +b,=0 alors 1, =~ by, c135:24+a, =0 alors z, = —ay,
Cis:—Y,—ts=0 alors t5=—y,. cuex;-1=0 alors t5=x,, cns:—YV,+2zs=0 alors
25=Y,, Cus Xa+2z6=0 alors zg = —x;,

X2 y2

X3 y3

X2 yz

Cinz’ —13—22+C|—b|C3”a1Cz:0 dOﬂC[;Z —zz+c.—b.c3—a|c2.(**)enﬁn la

X3 _,‘)3

matrice associée a f prend la forme

Groupe d'automorphismes de o ou l'invariant d,(w) = 3 21




Groupe d’ Automorphismes des Formes Trilinéaircs Alternées de Rang 8

Y oz
I 0 ¢ x, vy z /,
Yooz

0
3 0 01 0 0 -a -b
M(f) = 00 0 0 10

0000 01 -x x
0000 00 1 0
0000 00 0

o o O

ou 1; est donné par (**), on obtient Ker I’ =~ K'* d’ou I'exactitude de la suite suivante :

Iz

> K" > A", >SLy(K) > 1

Groupe d’automorphismes de o ou l'invariant d,(@) = 3




Groupe d’ Automorphismes des Formes Trilincaircs Alternées de Rang 8

Il - Groupe d’automorphismes de » ou I'invariant d;(w) = 5§
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Ill - Groupe d’automorphismes de » ot Pinvariant ds(w) =5

On s’intéresse aux groupes d’automorphismes des trivecteurs (ou les formes trilinéaires
alternées) ws, 37 de rang 8 sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque

avec d;(w)=35, et pour cela on a les propositions suivantes :

Il -1. Le groupe As = Aut(ws, 3)

Proposition

Le groupe d’automorphismes A: Aut(ws ;) est déterminé par les suites exactes suivantes :

15> A7 > A, > K xK 1
12 A" > A’y SLy(K) - |
15K > A" > SLy(K)—>1

Preuve :
Déterminons la partie stable Rs(w) ~ {x € I.. w(x) est de rang 5}, ou. w=ws3, on

remarque que ¢,, e; € Rs().

Pour dire que rang (wix)) -5, il suffit de vérifier que I’application f définie par:

I%x>—-L>A‘(E (x) nest pas injective: f(x') = x" @(x).

parsuite.  @(x)= (A1 x+ A e+ ...+ Adges)(eres +eses) + ex(eses+eres)

donc :

&7(1’) = Arese384 + Ar €566 + Aseseses + 16068}(’4 +/17 €1€104 + A1eseseq + Agezesey

+ /13838585 + /13838585 + 14946585 +e,0104+ e,64€5.

Utilisons I’application £ , on obtient le tableau suivant: (pour alléger I’écriture on écrit ijkl

au lieu de eejee; )
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T~ ——— ~ — ~  ——— —

fle) | fle) | Fte) | Jred | Fred) | fle) | Fle) | eweere.

As 1 -A5 2345

As iy 2346

A; iy 2347

As -A; 2348

A3 -A; 2356

-1 2357

-1 2358

2367

2368

-1 2378

A -A; 2456

2457

2458

2467

2468

-1 2478

A -A> 2567

As A 2568

-1 2578

-1 2678

A4 -As As -As 3456

A -As 3457

As -As 3458

A7 -As 3467

28 -ﬂ.(s 3 4 68

ﬂg ’ -2,7 3478

1 -As 3567

s -As 3568

3578

3678

Az -A4 4567

A | Ay 4568

4578

4678

As -A; 5678

- _ — 8 —_
Donc f n’est pas injective, s’il existe x' 0, x'= X 8,e; et x".w(x)=0,d o
i=2
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r57("1)=0

6(-1)=0

0:(~1)=0

<6i(_1):0 alors §3=0,s=0s=0¢=0,=0,=0
Os(—1)=0

~55(—l)=0

et:

(6,(As)=0

8:(As)=0 alors si 6,=0, x’ =0 (contradiction car x' #0)
|62(4:)=0  parsuite &, %0 donc Ay =4y~ A= Ae= A, = A4 =0
0:(As)=0

62(A3)=0

\52(14) =0

d'ou e, =A,x+A,e;0u bien x = a,e,+ae; avec a,# 0. dans ce cas :

w(x) = Areseses + Az 20506 + 28105+ €170 C-a-d
o(x)= e—2[e3(12e4 +es)+ Areses+ e7e;], donc w(x)=en

2
- w1
ou u=eyA1es+es)+ Ayeseq+eqe5 calculons y, (W) = 57 —iuzdonc :

1 -
}'z(u) = 5[2;83848596 + /12 €31€4€763 + €:850763 + 2285659763] .

3
u
remarquons que ¥,(u) # 0, pour tout A, € K, par suite rang(u) =2, on calcule 7,(u)= 3

on trouve:

1 B
Vi(u)= -6-[/1§ €:04€5e5€7e5 + A5 esece1ese-€3 + l§e7e3e3e4e5e5], donc :

Y,(u)#0
et o vrang(u)=4, dou A,=0
Yi(u)=0 '

par suite e; = A,x ou x = e, et rang( (;('x ))=5et la méme chose pour a,,c'est—a
—dire sia, # 0, on obtient x = a,e, et rang(w(x)) =5, on en déduit:

Rs(w)=(e))We)=V UV, ou V,=(e,) etV,=(eyet} NV, =1{0}

Groupe d'automorphismes de @ ot l'invariant dy(@) =~ 5
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Soit f € A;= Aut(®) donc f(R«(@))C Ri(w)et on a {f(VCViet f(VACV,) ou
{fV\cvaet fv V).
Le cas {f(Va)CVzel SV ‘l',} est absurde car dans ce cas f(e;) = Ae, et

f(e;)=Pe par suite @ = e (eze;+e5eq) t er( 105+ e105), POSONS U = e3e4 + €5€6

et V =eses+ere5,0r A’ f(w) = w entraine

{281 e A f(u)=eieV=Aeie|f(e)f () + fle)f(ed)] (¥
Bee: A’ f(V)=eeru= ﬂeze|[f(e;)f(es)+f(e7)f(eg)] (**)
d’ou le support des deux membres de (*) est :

(e1,e;,€3,¢5,e7,4) = <el»ezvf(e?&)’f(ed)vf(es),f(e(»)>

et de meme pour (**) c-a-d:

(e1,€1,€3,84,65,€6) = e1,€3, f(e3), f(es) f(er) fles))

donc la matrice de f prend la forme suivante

(A 0 &, y, a b a, PB,
0O p 6, v, a, b, a, pB,
0 0 & y, a, by a, B,
(
M(f)= (()) 8 5(2 yf c?, l()), Z: ,g:
000 0 0 0 a, f,
0 0 O Y7 0 bv 0 0 -
00 0 y, 0 b 0 0) ’

et le coefficient de e;e¢s dans I’égalité A'f(w) ~ @ implique que 1=0 d’ou la contradiction.

On obtient f{V;) cV; et f(V,) <V, ceci permet de définir la suite exacte :
15435 4—> K xK > 1

ol 7(f)=(ab) si f(e))=ae et f(e,)=be,

7 est surjective, en effet I’application linéaire f définie par:
f(el)=aehf(ez)’—‘bez»f(es)zL’;.:f(e4)=a 'e,

Sfles)=b"es, f(es)=a'bes, f(er)=er, f(er)=b e
est I’antécédent du couple (a, b).

Soit f € A;'= Ker(n), donc: a - b - 1, par suite I’égalité A'f{w) ~ w entraine:

Groupe d'automorphismes de @ ou l'invariant dy(w) = 5
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€28, Azf(e3e4+85€5) =6 (6’36’4 +(’5€(,)

d'ou <€|,ez.ea,€4,e5.es> ={er,e;, f(e:) f(es) f(es) f(ea))

par suite la matrice associée a f est de la forme :

~

O OO O O O ~

a, ¥y, B, 9,
a, v, B, 9,

My
M,
Hy

Hy
Hs

Mg
Hy
Mg/

—

~

w

M(f)=

OO O =~ O

>

~

=
SN N NN
-

Ve

£

g

A
Danscecas: detM(f)=det B % ’

#0, donc detB#0, or A’ f(w)=w entraine;

e|[(a1e| +...+a5es)()’,e1 +...+}’6€(,) +(ﬂ|e|+...+ﬁ6€5)(5191+....+55€6)]
+ez[(a;e.+...+a6e6)(ﬂ,e,+...+ﬁ6e6) +(Aer+..+ Agex )( M e +.. + ,u,e,)]
= e1e3e4 t+ejesegt+ e e3es+e2e7¢65.

17 :ll 7
Donc: ¢y

27 all7
=1, alors eSL,(K).
j-f!! !lg

] /‘la

Ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes v~

A —E>SL,(K)
A M,
fF->l//(.f)=(/18 #)

1,

A
v est surjectf eneffet pour [27 J e€SL,(K), il existe f € A'; définie par:

fle)=e, fe))=er, f(es)=er fled) =es, fes)=es, f(es) = e6,
fer)=Ares+ Ases, f(es) = Hyer+ Ligey.

d’ou I’exactitude de la suite suivante :

1> A" — A's—Y>SL,(R) =1, oit A"y=Ker v.

Soit f € A"y donc A,=p,=1 el Ay=p,=0 par suite A’ f(w)=w entraine

Groupe d'automorphismes de o ou l'invariant d;(w) = 5
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e,[(a,e, +o.tases )V ert. Y ges )t (Brervvot Peec)(Srent. b 6,,«6)] b
+e2[(a,e,+....+a6e6)(,3,e, oot PBoes) + (At 4 Ages + e7)(/l,e,+....+,u6e6+e,)]
= e €34+ € 185€5+ere:05+ €,¢,¢5 donc:

1l =0, 07 =0, Couy s My =0, €y Ho= 0] Chr0 M= 07 Copg /11 =0;

Ci° A3=0,C08- A =0; Cops A, =0, €, i A =0

* ﬂ3| 1 alors (a" ﬁJ SLo(K)
= (SATYH
as ﬂ5 as ﬂ ’

et cus”

et

alors ag=f.=0
Cas6" asﬂs - a6ﬂ5 =0 ‘

{02363 aSps - a6ﬂ3 =0

et

{cm asf,— asfB,=0

alors a;=f,=0
Cass’ asﬂ4 = a4ﬂ5 =0 !

dans la base {e,,e;,e;,e5 =e'y, e = e',,e6,e7,e,},on peut définir un homomorphisme 7:

A" ——>S81,(K)

(241 ﬂg
rosn=(2 1)

as P f
7 est surjectif en effet pour( ! ﬂj eSL,(K), il existe f € A"”;définie par:
s _ !

fle)=e, f(e:)=e,, f(es) = ases+ases, f(es)= Pses— Pes,
f(es)=Pyes+Pses, fles) = —ases+ares, f(er)=er, fer) = e

d’ou I’exactitude de la suite suivante :

1> A"3 > A"s——SLy(K)—> 1,00 A" =Ker 1

Soit f € A"ydonc a;=PF,=1¢et ay=L,=0 par suite A’ f(w) = @ entraine:
e,[(a,e.+a2ez +es)(?’,e1+...+}'6e6)+(,H‘e,+,32e2+e5)(51e1+....+65e6)]+

+e2[(ale1 +ae, + eS)(plel + ﬂzez tes)+(Arey+eqr )M e, + es)] =
e1e1e4+ e eses+ ey ezes+ ezeqes. Donc:

C3a-V =1 Cis6: 06 =1, Cras 83 = 0, €136 7 = 0

Groupe d’automorphismes de @ ou I invariant d\(@) —~ §
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Ciasi =07~ =0

i ;=0 iy B,=0¢etcina: ~7,+P,=0 alors

Cns' Y= 8 =0

Enfin la matrice de f est de la forme :

(1 0 ay
01 0
0O 0 |
0O 0 0
M(f)=1"0 o o
0O 0 0
0 0 0
0 0 O
_, d'()ﬁ A"'35K9,
on obtient la suite exacte :
15K > 4", —5SL,(K)—> 1

lll-2. Le groupe A, = Aut(ws, 4

Proposition

Le groupe d’automorphismes A,= Auf(w;s) est déterminé par les suites exactes

suivantes

]—)A'4—‘>A4—)Z/2Z~“)l

154" > Ay > K xK —>1

0
0

0
0
0

‘(5‘7, = -y
Y,=h,
=Y,
Y. & 0
ﬁ. a, A,
Y, ¥ O
Vs o 0
1 00
0 1 0
0 0 1
0 0 0

1 K> A" > SLy(K) x SLy(K) = 1

Preuve :

Soit le changement de base:

- O <& O

es

€s

€6

€7”

\Z

e; les |er

I ey -je; 1z

€4

€7

€3

€s

Groupe d’automorphismes de @ ou !'invariant d,(@) = 5
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Donc @4 = ei(ere3+ese5) +es(ere7+ eqes) devient @ = ¢,(e e +eq4e7) +

ez(e_;e5+e4e3)

Déterminons la partie stable Ri(w)= {x eF w(x)est de rang 5}, pour cela on remarque

que e, e, €3 e4 € Rs(w)
. x . . .
Soit x =2 a;e,si @,#0,0n ecrite; = A,e,+ A, + A;3x + Aseq+....+ Az €y, par suite:
i=1

CU(X) :el(llle]'{’ﬂzez +l3x+l4e4+.,.+lg(’73)z’6+ (’|(’4€; +e2(/1|e’1 +ﬂ,2€2 +/?.3x+

1484 +...+ /1;83)85 + e,e4€3.

donc HJ(X')z 11313236‘*‘148184864‘2&01856’6 -+ /17(.’](’7(’(. t ﬂge;ege6+e.e4e7+

A|€2e|e5 + 14828485 + 15828595 + /‘17826’785 + /heze;e5 +e,e4e5
Donc pour dire que rang(w(x)) =S5, il suffit de vérifier que I’application f n’est

injective, par suite on a le tableau suivant :

Groupe d'automorphismes de o ou l'invariant d,(@) = §
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7(e)

1 (es)

£ (er)

eiejekel

1245

1246

1247

1248

A2

A

1256

1257

A

1258

1267

1268

1278

4567

4568

4678

4578

5678

2456

2457

As

2458

2467

2468

2478

2567

As

2568

A7

2578

2678

A4

1456

1457

1458

1467

1468

1478

A;

1567

As

1568

1578

-As

1678

) ~ —_— - 8 —_——
Donc f n’est pasinjective, s’il existe x' #0,;x' = 3. 8,e; , et x".w(x) =0, d'ou:
il
3

61’:52:55:55'—‘57:6;:0€t

Groupe d'automorphismes de @ ou !'invariant dy(@) ~ 5
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(04(2,)=0
54(" AI) =0

<54(/16)=0
54(/17):0
54(ﬂs)=0
\54(—/15):0

Alors: sid, =0, 0n obtient x' =0 (contradiction), par suite 54 %0, c'est-a-dire :
A =A=As=As= A=, =0, onen déduite, = 1 x+ Ae, oux=a,e,+ae, /a,#0.

a)(X') =€y /14 €¢ey + }.465(32 +eqse, -+ (,’gez]

c'est & dire w(x)=es.t O 1= Ae¢e)+ A e5€, 4 €71 + €36,

"= (/?.4(,’(, + ;’7)(,’] + (14;‘ + e!)el

2
Calculons y,(n)= ’2—‘7 donc:

1 e e L
}'2(") = 5[156’66’11’5(’2 + 346’(.(’16’3(’; + /146’7(’105(’2 + 97818382].

On remarque que pour tout A, ¢ K.y, () 7 O, par suite rang (1) # 2, on en déduit :

rang (u) = 4, car u est de la forme : v = e+ me, dou x c{ey,eq). (*)

On utilise la méme méthode pour ¢,,¢, , c’est -a- dire :

8
x =X ae aveca,z 0,on trouve x €{¢y,e,). (**)

=1
Donc de (*), (**), on en dédUlt 1(5((()) = <(’|.L’2>U<L’1,e4> = V|UV2 ou V] = <e|.ez>
etV,={(es,es).
Comme V,\V,={0},donc si f €A,= Aut(w) on a :
S(R(@))c Ry(w) et{f(Vi)chiet f(V)chy}oulf(Vi)cVaet f(V2) V)
ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes ¢ :

a—~%4,

I si f(V]) (o V]C( f(lz)C Vz

-1 sinon

fH(v(f)={

Groupe d’automorphismes de @ ou l'invariant d\(w) = 5

33



Groupe d’ Automorphismes des Formes Trilinéaires Altcrnées de Rang 8

@ est surjectif en effet g(idz)=1 et ¢(f,)= -1 ou f est définie par. f (e) = es,
fo(ez)':e«hfo(e.i): el!.f()(e“): ez‘fo(e«) = "L’v..fo(eﬁ) = *96’.fo(e7): —ées, fo(ea)'—'- —€s.

On obtient une suite exacte :
1> A'y— A4——4”——>%Z —>1 avecA’y= Kergp
Soit f € A'ydonc f(V,)c Vet f(1’,)c 1", par suite la matrice associee a4 f prend

la forme suivante

a b 00 a B & 7

a b 0 0 a B 6 v,

0 0 v dy av B, &6 v,
M(f)-= 0 0 ¢y dy Z: zj ‘;: ;’/‘:
OJ\'J a(' ﬂ(‘ 66 }/6

ar p 6 v,

(ef] ﬁg 53 Vs

ceci permet de construire un homomorphisme de grappe 7 :

A’q-—”——)K‘X K.

a, b
a= a, b,
for(f)=(af) ou qet
¢y ds
P ¢y dy

m est surjectif, en effet ’application linéaire définie par :
fl(e|)= bfl,f|(ez) = ezy.fl(ez) = ,383' ./,(6’4) = ey, f,(es) = ﬂ 'e,,f,(eﬁ)’—'

a'fles, fi(er)=a'es, [ (es) = esest I'antécédant du couple (a B3).

d'ou I'exactitude de la suite : 1> A", > A", —">K x K —1, avec A", = ker(n).

. a b] C3 (13> i v
Soit f € A”,donc a = B = 1, parsuit e d €SL,(K), ce qui permet de définir
ay

€
a; b Cy

un homomorphisme de groupes v :

Groupe d’automorphismes de @ ou !'invariant d,(w) ~ 5 34
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A"s—E>SL,(K) x S1,(K)

a, h
Jh h (a;, h,J
((71 d
= <y d.)

y est surjectif en effet I’application linéaire définie par :

few(f)=t) ou

— fz(el)=alel+a2e2»fz(e2):blel ‘*'bzé’z. ./'1((’.1): €11 Cqey,
fz(€4) =dse;+d,es, fz(es): aydses —ayd,es fazdzf-’v —adsey,
fz(es)= —bidses+bydses—brdie; +bidqes
JS,(e1)=bicses—brcies+bycses— bycies
Sile)=aicies+arcaes—arcser +aycaes

est ’antécédent du couple (4, 7).

SoithKer(!//) dOﬂC a|:bz:C3:d4::] et (72:,)|:C4:d3:0.
par suite A’f(w)=w entraine:

e;[e;(ﬂ,el+..,+ﬂ8e3)+e4(§,el +...+($seg)] +02[(33(a|(31 +A,.4l‘agc’x) +e4(7,e, +<-.+}/s3g)] =
e1e3ec+ eeser+ereses+ezeqes donc

~

Ci3s

C137
Cias

3 donnent B, =B,=Py=38s=080=38;=0

Cias

Ci46

Cras

C236
C237
Cas
et<c donnent as=ar;=ay=Ys=Ys=7,=0
243

(65773

Cu7

Groupe d'automorphismes de @ ou linvariant d,(@) =5
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Ci36
€47
et donnent B, =S, =a=y,= |
Cais
Caas
C|32.'ﬂ2"a|:()
Clu-'ﬂ4“(53:0
et alors B, =a,,6,=0,,7,=6, et V.=«
Claa:0,—7,=0 ’ A o ’ ’ !

Coa Ay —),=0

Par suite la matirce de f est de la forme :

[.1

M(f)=

04 x4

d’ou Ker (y) =K.

On en déduit que la suite suivante est exacte :

B,

P,
B,

19> K? > A"~ SL(K)x SL,(K) > 1

enfin 4,est défini par les suites exactes :

15 A4's—> A4~—>%Z—+l

194" > A, > K xK > 1

1_)K12—)A"4—)SLZ(K)XSLZ(K)_—)].

lll-3. Le groupe As = Aut(ws, 5)

Proposition

Le groupe d’automorphismes As= Aut(w,s) est déterminé par les suites exactes

suivantes :

Groupe d'automorphismes de @ ou l'invariant d,(@) -~ 5
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- ]—)A’«-)A«--»&—)l

15> A" >4« >K >
15> A4"s—> A"s->SL,(K)—> 1

15> K* > A" SLy(K)x S, (K) —> 1

Preuve

On utilise la permutation suivante

lel €y C1 €4 €5 €4 €7 €3

€y €3 €4 €5 € €; €7 €3

Wy s devient @ = 81(8394 +e5e6) +£’2((33e4 +e7eg).

- Déterminons la partie stable
Ri(w) = {x e E w(x) est de rang 5}.

Remarquons que e,e; € R«(w).

3
Soit x = X ae;
i=1

7 (définie en III 1), pour dire que rang(ayx)) =5

aveca, = 0, on écrit donc e, = A,x + A,e,+...+ 43¢5, on utilise |'application

Il suffit de montrer que / n’est pas injective, c-a-d s’l existe x'=0;

et x'.w(x)=0.

Par un simple calcul, on trouve :

(62(2:)=0 57(A4)=0
02(A4)=0 8:(As)=0
62(A)=0 61(2)=0
0,(A6)=0. Os(A:)=0
021=04=05=0s=0 et 5 )= Aat1)=0 % |8y(A)=0
6:(A7)~61(A:) =0 03(As)=0
O02(As) = 0s(A:)=0 Oi(A¢)=0
E:(A)-8u(a+1)=0  |8:(A)=8:(A1)=0

donc si 5; =0 alors :

Groupe d’automorphismes de o ot !'invariant d,(®) = 5
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{57(,1, +1)=0 {57(/12) =0

‘ou = = i _;: 1041
Se(Aa+1)=0 8l A= 0 d'oi &, =8 =0 par suite x O(contradlctlon).

D‘Ofl(szto, c—a-d Li=A4=A=As=0et

{52(2«7)_57(2,24'1)'—_0

8:(A1)=87(A2)=0 alors &, =0 doncA, =0,
2 1)~ 07 2] =

02(As)—8s(A,+1)=0
{ 2( 3) 8( 2 ) alors (58:0 doncﬂa‘—‘o»

52(/1:)‘58(12) =0

onen déduit que e;= A, x+A,e;, ol x=a,e,+a,e; avec. a, %0 , dans ce cas :

w(x) = /12628384 + /,12 €2€5€6 + €261€4 1+ 26763 = e;,[/lg €184+ /l;' €:Cg + €364 + 6783] =eu

ou u= (/12 + 1)@384 + Ay e<e6 + €e7¢s.

2

Calculons rz(u)=% donc:

1 —_— e I
Y (u)= ‘2"[12(/12 +1)eseseses +( A, +1)eseseres + A, 85966’7&]

Y,(u)=0 alorsA, =0et A,+1=0 c'est a dire 1,=0 et A, =-1 ce qui est absurde,

d'ou 7,(u)#0;par suite rg(u)+2.

u

On calcule 7,(u) = 37 on trouve:

donc :

¥,(u)=0 alors A,(A,+1)=0 c'est—a-dire 4,=0 ol A,=-1 par suite:

Y, (u)#0
et o rang(u)=4< A, =00ul;, =1,
Yi(u)=0

sid,=0,alors ¢,=A;x ou x=a,e;d'ou x €,
sid,=—-1 alors eg=A1x—e; ou x=a(e,+e,) d'ou x (e, +e,),
et d@méme pour o, c-a-d si o # 0, on trouve x €{g,)ou x €{g,+¢,).

On en déduit Rs(@) = (e))Ue)U(es + €2).

Groupe d’automorphismes de @ ot | invariant dy(w) = 5
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Rs(@)=(ViUV)UVsou V= (e, 1y = (e, V= et eo),

= -Aut(@)-on a-f (Ru(fh ) Refsetdf G ) IV ret £V ) Vs )
JeViet [V i) Wama Lehe= bHW) oma LYY € Ve

Le cas {f(%Ub\) Vet _f'('V,)CV;UVg}.est impossible car dans ce cas: ol § € S;
\

ot {fvU

Je)=A(e +‘€2);’j}\(\€z) =-AHer+e;y) et-fle+e)= Peron e +ep)=8e,.

Sifler+e))= Per alo? flei)+ fe1)=Alerter) +A errer)=(A+A M er+er)
AN
\ =Her-donc="0 par—suiteri+ereKerFL={0}

0ntr§d\ietiem Et de. méme sif (e +e,t=6¢, .
On_en déduit-quesi -f- € A« f‘(l',\{;)v cIMUPser fEre¥i,.

Comme—FH-=10}, ceci nous petmet de definire un homomorphisme de groupes ¢:
v, V N
As- w9%53 \P(,F\:(G-\C\»v\\ Q—( - J
’ ’ s \l !
si (S ol )LV 4TV )E Ve Ve “eg Yo
feelf)=9, VA -
v stnon

. 113 ) b= ( L3
@k wafechif e oMb ST o A (213 T4
4 est-susjectifemremeffet p(id, )= 0 et o f;)=+1 ou ~f, €t une application—tmeéaire.

définie-par : A dEonk pour on e olonty ftlf'af_/flﬁj :

f -o-(gﬂ"-):e S?‘.‘/{T) ( ‘C“X') =T

donc on obtient une suite exacte r

e

> A'— ASJ’_,&_) I ou A's=Ker(p).
Soit f € A'sdonc f(1") <)y et (M)l yet f(17y) )y, par suite f(e)=ae et
f(ez) :1)(,’2 et _f((,’] ~+'e2) s (g((_rl 4 (,))’

donc ae, +be, = S(ey+e¢,) dot a = b On en déduit que la matrice de fest de la forme:

Groupe d’automorphismes de w ot | invariant d;(@) 5 39
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d 1 & a B
) d » Vs 5) a, B
0 ¢ d 1 oY a, ﬂx

00 e d oy, S a B
MDD 0 o, d 7. 6 a £

0 0 ¢ d, v, & o B
0 ¢ d7 Vi ‘5‘7 a, ﬂ7
s d, Vs “’; 2] ﬂx/

ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes 7

a 0 ¢

Als—"> K’

S a(f)=a

7 est surjectif en effet pour a € K™ il existe [, e A's définie par:

fi(e)=ae, [i(e:)=aer, fi(e))=ag, [i(es)=es, [i(es)=aes, [i(es) = es,
f](e7) =a-‘€7,f‘(€g) =ées

d’ou I’exactitude de la suite suivante :

15> A" > A's—>K -1 ou A"s= Ker(n).

Soit f € A”sdonc a=1 par suite e, =e,e,(ese5+eses).or A’ f(w)=w entraine
eref(e)f(e)+ fe)f(es)]= erxerfesesteses)  (*)

donc le support des deux membres de (*) est :

(e1, €2, €3, 64,85, €6) = (er, €2, f(e3), f(ea), [(e5) f(es)), 5

c'est & dire le s.e.v (e}, e, 3, €4, €5, €5y est stable par f.On en déduit:

C‘)=C‘=d7=d:=7’7=73=57:6;20

¢y dy ¥V, 03
a7 ﬁ-, N .
et det M( f)=detB. #0 ou B=|.
as pg . . .
¢ ds Vs O
a, P :
dou | Tl%0 orA’f(w)=w  entraine -
as ﬂ;

e|[(c|e‘ +...+C¢€5)(d|e| +...+d(.85) +(7‘(’| +...+}’6e(,)(5,e; +..+5585)]+

+ez[(C|e|+...+Caeﬁ)(d|e1 +...+d(,e(,) + (a,e, +...+ agex)(p|€‘1+~---+ﬂgeu)] =

= e e3es +e1esest+e,e1e5+ere56

Groupe d'automorphismes de o ou l'invariant d,(e) = 5
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a, P a, B
donc Cams. ’ ! =1 donc h = ( ’ 7) E.Sv[,z( K)
a! ﬂn (24} ﬂx.
ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes
A"5 —> SLz(K)
fPov(f)=h

y est surjectif en effet pour 7 € S1,(K ), il existe f € A" définie par :

S(e)=¢iss, €t f(e1)=arer+ ases, f(es) = B,e,+ PByes donc on a une suite exacte
15> A" A"s—Y 38, (K)->1Lou A"~ Ker(w).

Soit f € A"sdonc a;=f;=1¢€t ay=p,=0,0or A'f(w)=w entraine:

eI[(C|€1+...+C685)(d|e| +...+d6€5) +(}/|(" ’F...}’6€(,)(5|e| +...+(S5€6)]+

+ez[(c,e,v+...+cses)(d,e| +...+d6€'5) Flagey ...+ agee +e7)(ﬂ,e, +...+ﬂ686 +e;)]

= @18384+ €656+ €,0364 1+ €,€7€4.

C2n7 Cra7
Cans Crax
donc donnentB,=a,=fB,=a;=0 et donnent B, =a,=PB;=as=0
Ca237 Crs7
Cait Corse

Ci67
et { donnent B, = as=0
Caes

C3 d3
Ca d4

C3 d;
et cy4!

) eSL,(K) *)

= d h=
1 donc M (04 d.

Cus. Cads—csd; =0
et { w8 T 3 alors dsZL's:O

Cass. C4d5 - ng4 =0

Cr36. nga-csdgzo
alors ds=cs=0

Cags. C4d6—C6d4 =0

}’5 65

6 6

Y«
Cis6-

)
=1 donc h, :( CS-J\ €SL,(K)
C

6

Cr3s’ ¥V 305—Y03=0
et 4 2T alors 7,=68:;=0
Ci36: Y306~V ¢03=0

Clas: V405s—Y04=0
et 4 e T alors 7,=0,=0
Cras- y456_7554=0

Groupe d'automorphismes de o ou l'invariant d,(@) = 5
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Comme ds=cs=ds=cs=0 et h.h, €SL,(k), donc on peut définir un homomorphisme de

groupes o :

Amj" a _)SLZ(K') X 3117(/\)
f R O'(f) = (h].hz)

o est surjectif en effet ’application linéaire définie par -

fie)=e, fi(e) =er, [y(e3) = cresteses, frles) = dres+dses, fo(es) =V es+7 ges,
S ,(es) = Sses+ Sses, f,(e1) = e7, f,(es) = e5 est antécédent du couple (A, h,),

soit f €eKer(o) donc ci=dy ¥ S, -1 et ¢y dy Y 80,

or A’ f(w)=w entraine:

e.[(c,e.+c2e2+e3)(d.e|+a’zez+e,) b(Y,ertY, e es)(0re+0,e, +e6)]+
+e2[(c|e,+cze2 +ex)(dier+dre,+e,)+ (e, +e:)(Pre +e,)]=(u

donc :

Cr26 d ¢y S 0 et Ciag i €= ¢ =0 I
onnen = = € alors
C12s 2 2 Cin —-dz+d,:0

G=¢Gi=¢
et
d,=dy=d

donc la matrice de f prend la forme :

1 0 ¢ dy, 6 0 O
01 ¢ d 0 a, B
0O 010 0 0 O
0 0 0 1 0 0 O
M(f)=
0414 Id4

d'ou Ker(o)=~ K°® et enfin on obtiént une suite exacte

1> K> A"s--">SL(K)xSL,(K)-» 1
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lll-4. Le groupe A, = Aut(ws o)
Proposition

Le groupe d’automorphismes A, Auf(ws,) est déterminé par les suites exactes

suivantes:
1 - A’(, —» A(, —> Kr* X Kﬂ -1
1> K" > A'c->SL,(K)->1
Preuve :

On a wss=ei(ere;+eses+eseq)+es(esex+eseq). On utilise la permutation suivante

€y € €3 €4y €5 €5 €7 €3

€ €3 €3 € (’5 €y €7 €

Donc w; ¢ devient @ =e,(ese;+eges+e,e,)+e,(eqe:+ eses)

Rs(w) = {x eE/ w(x) est de rang 5},on remarque que ¢, € Rs(w).

8
Soit x =X a,e;; sia; #0 on ecrit e, = A, x+ A,e,+...+ Asen
B |

parsuite @(x)= A,eese3+ A,€10605+ A,€,0407 4 1310605+ Az€3€4€7 + As€qe0e3 +

34848695 + ﬂ.gesege_x + /15656’487 + /1(,6’6836’3 + Agee€s€7+ /1,7978363 +

P

/17 e1e¢es + Ag €3€4€5s + Ax €3€4€7 1 €,€4€3 1+ €,64€,4

On utilise I’application 7 ]ny > AY( 1%0( ) définie par .7(;’) =x".w(x),on obtient le

tableau suivant :
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f(e)

~ e

fes)

f(es)

f(es)

€i€;€:€;

2345

2346

As

2347

Ay

2348

-A3

2356

2357

As

2358

2367

As

2368

A7

2378

A

A

2456

-As

A

2457

2458

-As

A

2467

2468

As

2478

-A7

A2

2567

-As

A

2568

2578

2678

3456

As

3457

A4

3458

A3

3467

A4

3468

A4

3478

3567

A3

3568

As

3578

As

3678

A4

4567

A4

4568

As

4578

4678

,;,17

5678

~ — J— 8 —
donc f n’est pas injective s’il existe x' =0, x'= X Je; et
i-2

XYo(x)=0,d'od &(1)=08(-1)=0,8,(2:)+8:(~ ) =0,82(As)+84(~ ;) =0

O02(—23)+03(A) +85(—1)=0,8,(As) +Is(—A;) =0,86(1) =0, 5:(A6) + Fs(— A1) +
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+03(1)=0,8,(A1)+51(— A1) = 0,0:(— A3) +04(A2) + Se(1) =0, 83 (— As) +8s(A) +
+07(1)=0,085(1)=0,8:(— A6) + 66(A:) = 0,0:(As) + Sx(~ A2) = 0,8:(—= A7)+ 6:(A,) =0
82(—A3)+83(22) =0,8:(—A4) +84(A3) = 0.5 A<) 1 S<( A1) = 0.54(~As)+8s(As) =0
03(—A6)+06(A3) = 0,84(— Ac) + Sa(As) = 0,85:(As) 4 Sa(- A7) + S7(As) +0s(—A3) =0

63("27)4’57(13) = 0, 63(“/13)4‘(55(‘/1(,) + (S(,(lﬁ) -+ /13((5;) =0, (55(*‘/17)4‘ 57(/1;) =0
Os(—A1)+0:(As)=0 alors :

O4(-A7) +0s(Ag)+ Os(-As)+ S-(Ag) =0
Oul-Ag) + Bs( Ag)=0
Os (-Ag) + s A5)=0
Os(-Ag) + Os( As) =0
Or(-Ag)+ s A;)=0
On en déduit 5;=64=36s=3 -0
et: 02(A3)=0 et 55(A3)=0 et 5-(A3) 0
OAY=0 Os(A)=0 Ay 0
0:(Ag)=0 Os5(Ag)=0 O6-(As) 0
5 (Ag=0 S5(Ag=0 &;(Ag) 0
et: A+ O5=0 = 850
Ox(As)- Os(A) —0
6oAy) -6, (1) =0 =6 0
O (As)- O5(Aa)- 67 =0
O5(A7) -8:(As)=0
O5(Ag) + 6:(Ay) 0
on obtient &;=4= d5= =055 0
et Sx(Ay)=0
02(24)=0
G (As)=0
O2(Ag)=0
Ox(A7)=0
02(Ag)=0
8i 5,=0 = x' =0 (contradiction) ,

donc &; #0 = As=A= As=As=A-~Ag 0.
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Par suite €=ix+Xe c-a-d x=ame+a,e, avec a,#0,

donc W(X) = 12e29333 + Az(’ze(.e_s + Az(’)_(’;("f 1 €060+ €,0<€ 4

= ez[lz e+ Areees + A,0407 4 eg0q + e,e.,], donc w(x)=e,.u , ou

u=~Aee, +Aese +Aee, +ece, tee,.

o1, le
Calculons 72(“) = E_!' = —2-"~ donc Y, (") = 5[/@9#’33665 + ﬂ-% €3€1€4¢7 + A, ezeseses +

+ AJeseseser + Areseseces +eqesees ] on remarque que: VA, €K ,y,(u)#0,
c-a-d rg(u)=2.

3
Calculons y,(u) = 1;7 =

w=—uu.

1
6

O\ | —

1 e SR e
}'3(") = g[ﬂ.z €3€164€564€7 + /1; €6Cef3€304€7 + /1384876’3936685]

V. (u)=0
donc jet org(u)=4<21,=0 .
Y,(u)#0

dou e;=A;x on obtient x = a,e, et rg(w(x)) =S5,

d'ot Rs(w) = {er) - {0}.

a)=e1(ege3+e695 +e4e7)+ez(e6e3+e5e4)

Ru(w)= {x eE/ m(x)est de type (07,.} est une partie stable (2 - l):

on remarque que e; € Ry ().
N

3
Soit x=Ya,e;,;si a,#0 on écrit e, = die;+ A, x + Aies+..+ Ases,
i=1

parsuite @(x) = ejezes + ejeses + ereser + (Aiey+ Ay x + Ases+.. + Ages)(eses + eses)

=g ege3 + A|e6e5 + eeseq + l|e|e6e3 + 11816584 + + 13858584 + 14 €4€6€3

+ /15856583 + /16858584 + /17878583 + 117 eresey4 + 13838663 + /‘{.g €3€4€4.

On utilise la méme méthode que Ri(w), c-a-d /' n’est pas injective s’il existe xX'#0,

Me

x =

de, et x.w(x)=0, ontrouve les équations suivantes :

N

*
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(63(-1)=0 61(—43)=0
64(-1)=0 6(As)=0

(55(—])=0 alors 6;=8,=38:=0=0,=0y=0 et |O1(As)=0
O6(+1)=0 Si(-A)=0
0:(1)=0 O(A;)=0
0s(1)=0 01(2)=0

si =0 alors x' =0 (contradiction) , d’oil &, = 0,
parsuite As; = A, = As = As - A- Ay 0, c’est-a- dire

e;=A1e;t Ayx ou x- aye; fae; avec ar,# 0

dOﬂC . W(X) = 10303+ €,66¢5 + €1e1€ + Zlele(,e; + /11(:\(’584
o(x)= 3‘1[36(95 +Ae3) +esfe— Ayes)+ e;e;].

est de type @5, onen déduit 1 R7; (@) ~ {x € L 'x ~ aje; ' areset a #0 }

- Soit f € Aut(w) c-a-d f € 4, donc la matrice associée a f est de la forme :

A poe doy 6 a b
0 f ¢, d, v, 6 a B
0 0 ¢, d, v, & a, B

doy, & a f
0o . P £

() ‘ ) ‘ ' ( /(’ }‘ ('
0 0 ¢, d . Y, 57 a, B
0 0 ¢ dy vy & a B

AT

ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes :
A6 ——L‘) K. X K. —1
foo(f)=(4.p)

@ est surjective en effet 'application linéaire /, | définie par:
fle)=2e,, f(es)= l"ﬂe,
fle)=Pes, f(es)=P"es
< fles)=es, fler)= /1'1,3297

est I'antécédant du couple (4,0)

Fle=AB % fle)=A'es

Groupe d'automorphismes de @ ou I'invariant d\(@) = 5
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Soit la suite exacte suivante: 1—> A'¢—> As—">K « K =1,
soit f € A'salors f(e;)=e, et f(e,)=e,+ pre,, parsuite:

Af(w)=w entraine: e, A f(eres | eces b eyeq) b ()N f(egesteses) =

=eifeges+ ecesteser)ter(ecestesey)
donc e‘f(ez)[f(es)f(ea)+f(es)f('eu)] =ee(eserteses) (%)

Comme e, f(e1), f(es) f(es) f(es) f(e:) sont libres, le support des deux membres de (*)
est : ‘
(e, f(ez)rf(ea)- f(e4), fles), [(es)) = (e, er. e, ey, e5, €)

ce qui montre que la matrice B :
B (C ; di 7, ‘2)
¢y dy ¥y G

est nulle, par suite :

e, d, y, &
c, d, y, 0O a
det M(f)=AB.detA.detC#0 ou A=| ' ' "' Tlet (7:( ’ 'B’).
cs dy ys O a b
¢ di e O
Posons 4 = ’ l;,dans I'égalité A’ f(w) = w, les coefficients de e e;ezet eiese;
aﬂ 3
—ﬂ,c3+d3a;:l
donnent
'"ﬂ7C3+d3a7:0
' 1 1 n - :
d'ou €=~ a et d;z-A—ﬂ7 et de méme les coefficients de e,e.e, et e,e,e, entrainent

1 1
Ca=— 0ty etdy= Zﬂ,.

Cis7
{c donnent ¢s=d«=0, et de méme 47 €t Clas > C6=dsg=0
158 .

. Ys O
Les coefficients de e, e, e, montrent que

Ca63 _
d'autre part {C donnent ¢; = Y, et dy= -6
253
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Cas4
et { donnent c4=-7, et ds=Js
C264

par suite A=1 ce qui permet de construire I’homomorphisme

19> A" A's—2>SL,(K) -

Fsw(f)=h ou h=(; ;J

y est surjectif en effet pour he S1.,(K ), il existe f € A'¢définie par :

Sfler)=e, fles)=Vses—Vees, [(es) =7 et Ve

f(ex)=ey, f(es)=—bses+ Osey, f(e5)=ses+ 5ge6

f(e1)=0ser—Yses, f(es)=—0Oser+ e,

soit f €A"galors y,=8s=1¢et 8=y, =0,A f(w)=w $'ecrit:

el[(ﬂ,el+....+ﬂ5e5+e;)(clel+czez+e;)+(5|e,+....+54e4+e(,)(7’,e1+...+}’4e4+e5)
+(d1e|+d2ez+e4)(a|e,+...+a6e(.+e7)]+(,uel+e2)[(c5,e,+...+54e4 +e6) X
x(cer+crer+e3)+(Her+...+Y es+es)(diey+dre; +e4)]=w,

G127 et ¢y  donnent d, =c¢, =0, d'autre part:

53 },3

Cras: B+ 847 3= 637 j+as+ p(64-73) =0 donc ﬂ4:5 y
4 4

~a3—u(6s—7,)

Cis3’ ﬂ5=63 et Cie3- ﬂ6= =Y sl 6y = —dy
Clas' As=[—04 €t Q12 Y, =01, Crey A6 =), € Cun 04=7,
Clzs-'ﬂz =51‘,U52 et cia- )= 1Yy, 7%,

et finalement la matrice de f € 4" est de la forme:

Loy, =6, 7 6 a, By
01 0 0y, & wy,-r, 6 —ud,
0 0 1 ) 0 I J, a, ﬂs
100 0 1y oa I
M@®= 1 0 u-vy, 6,
0 O 1 7s ~—7s-H
A 0 0 1 0
\ 00 0 )

Groupe d’automorphismes de w ou l'invariant di(@w) = 5
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53 73
Yy 7V,
par les suites exactes suivantes:

avec f3, =

—a3—p(és-y,) doud”s~K", donc le groupe A, est défini

19> 4> 4> K xK > 1

15 K%> A6 SL,(K) > 1

Ill-5. Le groupe A; = Aut(ws 1)

Proposition

Le groupe d’automorphismes A;= Auf(ws,) est déterminé par les suites exactes

suivantes

19 A7 4,>K -1

1> A"‘y——) A'7—‘) Sl;z(K)“‘) 1

19K 5 4", 5> K 51

Preuve

On a wy)=ei(e e +eses+eqe7) +ey(eseq +er¢q), on utilise la permutation suivante :

€ €; €3 €3 €s €5 €7 €3

€y €y O3 €7 €5 € Oy €3

donc Wy, 7 devient w = €676y '4‘91(€7€s+eﬁe4)+ez(€4€3+6’5€6)

Ry(w) = {x eE/w(x)est de rang 5}, on remarque que ¢;,e, € Rs(w).

L
Soit x=2a,e,; Sia|¢0 on ecrit 91:/?.1X+lz(’z+...+/lgeg

i=1

parSUite m(X) = 23833283 + /14848283 + Asesezes + 16868293 + /17978283 + 1282976‘5 +

+ ﬂ,z €,66€4 + 139387(?5 + 2.3 €31€6€4 + 14 €475+ /13 €5€6€4 + 15 €4€7€5

+ /17878584 + /lg €3€4€5 + /lg €3€6€4 + €2€401 1 €,04€ .

On utilise I’application f %x - AY( I%{x ) définie par F(x") = x".w(x),alors:
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; n'est pas injective s'il existe x' # 0: x' = ,ZB;J,L’, et x".a(x)=0,

en utilisant la méme méthode on trouve :

024:3=0 et 5,4:=0 et §,4,-5:4,=0

0246=0 et 5,45=0 5, As—54=0

0241=0 8446=0 el5:=0s=8¢=5,=5=0

6 44=0 844,=0,0,2,=0

si §,=0 alors §,=0 avec §;=035=3s=75,=3=0,ce qui montre:

x' =0 (contradiction) donc &, #0alors A;=A¢=A;=2;=0 et 5,4:=0,
02 A4=044,=0,0,1—5,=0,0n trouve A, = A1,e15,2:=0

Si §,=0 alors A4=As=0d'o0 A:=A,=As=Ag=A,=A; =0.

Si §s=0 alors 4, =0d'ou A:=Ay= A<= Ag=A;= A =0,enfin e;= A, x+ Ae,

c-a-d x=aey+ae;;, 20, 0r

a(x) = Arere1es+ A, €,86€4 + €2€4€1 1 €205 = e;[(l;, €7 ¢¢)es+(Are6— e;)e4] =e,u
ou u= (l; €7— es)es + (/12 es—e1)eq.

2

Calculons 7,(u) = 12'—/

1 — FE
Donc }’2(11) = E[l2e7egeﬁe4 -+ A) €100,y e,4€ 1(’5(’(,]

3

: u
On remarque que¥,(u) # 0, pour A, quelconque, par suite rg(u) # 2. On calcule 7,(u)= 3

on trouvey,(u)= 0, donc:

Yi(u)=0
et <> rg(u) =4, pour 4, quelconque
Y,(u)£0

d'ou R5(0)) = <el ,ez>~

Soit f € A;= Aut(w ), donc la matrice associée a f est de la forme:
A, B . . .
M(f)= 0o C) ou Ao €GL,(K), ceci permet de construire I'homomrphisme ¢

19> 479 A4, —2>k 51

Fo(f)=det Ao= A
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@ est surjective en effet pour 1 e K", ilexiste [, 4, avec:

Jole)=2e, foler)=er, foles)=Aes, fofes) =2 es, fofes) = es, foles) = es,
Sfoler)=2"es, foles)=Aes (f,)= 2.

Soit f € A’ydonc A =1 c—-a-d A, €SL,(K),ce qui permet de définir un homomorphisme  :
195 4" > A5 SL,(K) > 1

fHW(f)IAo

a b
v est surjectif en effet pour Aof(a‘ h‘) € SL,(K ). il existe M(f) e A'; définie par:
. ? 2.

a b 0 0 0 0 0 0

a, b, 0 0 0 0 0 0

0 0 a 0 .0 a,b, 0

0 0 0 b -—a, 0 0 0
MD=lo o o - a 0 0 0
0 0 2aa, O 0 ab,+ha, 2bb, 0

0 0 a 0 0 a,b, h: 0

L0 0 0 0o 0 0 0 1

avec y(f)= 4o
Soit f € A”; donc Ao=id, c—a-d f(e)=e, et f(e,) =e,, parsuite A’ f(@w)=w donnent:
eres| (e f (e)+ f(e) fed)] = eres(eses +eseq) *)

et eze)[f(e‘r)f(es) +f(es)f(6’4)] =e,ei(eres+egey) **)
Les supports des deux mémbres de (*) et (**) montrent que les s.e.v (e, e;, €3, €4, €5, €)

et (e1,€;,e4,6s,€6,€7)sont stable par 4, = Aut(w), d’ou la matrice de f est de la forme :

1 0 ¢ d 7 6 a ﬂ.}
01lc d 7y, & a B
00¢ 0 0 0 0 §,
0 0 C, d4 Va 54 a, ﬂ“
M()=100 ¢, d, 7, 6 a, B
0 0 ¢ d@ Ve 66 Qs ﬁ6
00 0 0 O 0 a fp
000 0 0 0 0 fB)

dans I'égalité A°f(w)= w,les coefficients de e,e,e; montrent que fF,=1 et on a:

eer(fie+.. +D,e,+ey) +er[(av€’1 + Q6+ ases+ases+ ages + areq) x
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(Vier+Y,es+Y,ea+Ves+Yes)+(Sr1e1+ 0,05 FOreq 1 Gees + Ogee)X
(d‘e‘+d2e2+d4e4+d5‘35+d696)]+6’z[(d|6’1+dzez +dies+dses+dges)x
(01631+0282+C‘3¢?3+(,‘4€4-l*cge,<l~c,«,e(,)~|—()/leI bV 000 Y eat Y es+ Y qeq)X
(6'6'+52€2+5“e“+6’e5+56eﬁ)]:e"’l"l*"leve* +eresest eresesteeseq, donc:
- dscy=1 alors dy = cy'

'0243-' dsc;=1

dcassdse;=0 alors dy=cy' et di=ds=0

| C263" dsc;=0

,

Cirsi arYs=1
16171 asY =0 alors a7=}’51 et 7,=7,=0

(€176 @Y =0

Cas6: V506 =1 alors &=,
{2“ 376 ’ }',, donc dy=7,=6 et ar=8=a

Cies: O¢d, =1 alors §¢=d,
Cus dacs=0 alors ¢s=0
s AgYs=0 alors as=0
Cuas  AaYs—0sds=0 or dy=y, donc ay=Js

0245.'d4C5—y554=0 or d4=}’5 donc C5:(34

Cis: By—dic; alors f,=dc;

52 dz d| Cy
e Pomastatls b, of 7150
a ) Y, O
@ ﬁcmfﬂg‘*’as 7:"55612"6/‘0«“},; &IZO

Cizs Py—Oedr—V,06=0 alors B, =8c(d,+7,)

cir: By —a,y,=0 alors f,=a,y,

Les relation (1) donnent A,,....... B, , on en déduit que M(f) s’exprime en fonction de 17
paramétres .
Remarquons que dans la base {e‘.ez,e_s:e’;,e4,e'5:e3,e(,.e7.e,}. M(f) prend la forme

triangulaire
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1o y dy ¢ & o f

0 v, d, ¢, o6, a P

00 c¢' 0 ¢ a a P
A . .

M(f)= 0000 00 o (3" ) /%
0000 0 ¢ 0 B
0000 0 0 ¢ A
0 0 0O 0 0 0 1

ce qui permet de définir I’lhomomorphisme p -

1> A" -> A" Loy K> |

fep(f)=c
Evidement p est surjectif, car il suffit de prendre M(f) avec c¢;donné, donc :
sife A";, c—a-d c;=1, la matrice M(f) associée a f est unipotente donc
finalement 4, =Aut(w) est défini par les suites exactes :
19> 475 4> K > 1
15> 4", > A", > SL,(K) > 1

15> K> 4" > K -1

Groupe d’automorphismes de @) ou ['invariant d,(@) = 5
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IV - Cardinaux de certains groupes d’automorphismes
dans le cas ou le corps K est fini
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IV - Cardinaux de certains groupes d’automorphismes
dans le cas ot le corps K est fini

Dans ce qui suit, on suppose que le corps K est fini ( |k|= q, K - IFg) et de caractéristique

quelconque.
Notons @] le trivecteur de rang i (/ i <7) dans A'K*, et Aut(w,) le groupe d’automor-

phismes de @, dansA’ K’

IV- 1. Cardinal de Aut(w) ot rg (w) < 8

IV-1-1. Rappelons des résultats classiques et faciles & vérifier [2]

Con(n-V) p

IGL,(1F, | = (q - V|SL.(1F ) =4 2 11(q -1)

GoslIFN=lGLo(IF) /

ou G,,(IF,) est la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension p de [Fy,

GLo(IFNGLy (1F, ) g™

I<p<n-1

IV-1-2. Soit E un espace vectoriel de dimension 8 sur un corps fini X = /I, . Les groupes

d’automorphismes dans A’ K* des trivecteurs de rang inférieur sont déterminés par les suites
exactes suivantes : [1], [4]

- wi=eere; alors Aut(w;) est le groupe spécial SIL;(IF,), Aut(w;)=SLi(IF,)

| ut@y)| =|SLs(F,)| = 4'(a"~ (" - 1)

— ws=e(e,es+eqes) alors Aut(ws) est défini par:
I 34 545K 1 \
I 3K > A" > 8pyK) — 1 ou A~ Aut(ws).

donc: |Aut(ws)=|K||K

|SPs(kN=q'(q-1)11t (9" -1)

- W¢1=ee183+eeses alors A = Aut(we,) est défini par ¢
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1 >3 SLyK)xXSL«(K) —A 727 -»1

donc |dut(we,)=|2/2Z|ISL(K N =24" (4"~ 1) (4" 1)
— Wea1=e1€1e4+e3e185+ €010 alors A = Aul(we,) vérifie la suite exacte

1 5K 34 >GL«(K) > 1

donc |Aut(ws )= KN GLAK )N =4" (4"~ 1)(q* - 1)(q- 1)

- wn=e(ees+eses+eqe;) alors A= Aut(w,,) est défini par
I 54 54 »>K* > 1

1 3K >4 > Sps(K) —» 1

ol

donc: |Aut(w,,)=|K9.|k

SPo(R) = 4" (q-)11(q" - 1)

~ @12 = W +ee46, alors A= Aut(w;,) est donné par les suites exactes:

1 54" 34 2K 1

1 5K 54— SLyK)
1 K > yd) > SLyK) > 1
donc : |dut(w:.)=9"(4'~1)(4 - 1)(g-1)
— Wr3=eee3+eseqses+eseqe; alors A= Aut(w,;) est donné par les suites exactes:
1 54 5A 3227 > 1
1 34" 34 5K xK > 1
1 K" 34" 5 SLAK) X SL(K) —> 1
donc: |dut(A:3)=29"(q-1)(¢" -1}’

W14 =ei(eres+eses)+e,eqe6+ e e5e, alors A= Aut(w,4) est donné par les suites
exactes:

1 A4 >4, —— GLyK)

1 5 PGLyK) — mA,) K — 1

15K >4 >SLyK) > 1
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donc : |Aut(a),'4)| =q"(q" - I)z(qr— 1

- W= +ezese; alors A = Aui(w,s) verifie la suite exacte suivante:

1 2GyK) A4 - us(K) —» 1
donc : |dut(ws )| =|Go(k Mes(k | = 24" (a" - )d” 1)

. o 1 si pged(g—-1,3)=1
ou ¢ est defini par. €= :
sinon.

et uxK) f{xek  x' I}

V-1 -3. Lemme
Soit K = IF, un corps fini de caractéristique quelconque tel que |K]| = ¢, alors le cardinal

de Aut(w}),i <8 dansA*K® est donné par:

ut(ol)| =| GLy.(IF,) | aut(w )rg™"

Preuve :

Comme |Aut(w!) =|GLs(IF,)| / |0(w?)| ,ou Ofw!) est I'orbite de o, dans A*K®

Pour calculer O(@?), on calcule tout d'abord le cardinal de son orbite dans A’ K’ c'est:

/‘ Aut((o,»)l ;

Ensuite le cardinal de son orbite dans A’ K* s'obtient en multipliant par |G,,,- (IF, )| .

loL.(1F,)

On obtient alors [O(@!)| = (IGL,.(H«;, ){ / | Aut(w,) ).l(;,‘,(z,,q )

/ |GLs o (1F,)) .q* " |Aut(w,),
dou [dut(o!) =4 |GLsi(IF,) | Aut(w.)

done |O(a})| =|GLs(IF,)

IV-1- 4. Cardinal de Aut(a’) |
Le cardinal de groupe d’automorphismes de trivecteur de rang inférieur a 8 est donné par :

Cardinaux de certains groupes d'automorphismes dans le cas oit le corps K est fini : 58
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—Pour i=3,onaldut(w}) =q"" "|GL(1F,)| |Autco),
donc |dut(w})| =4 (4"~ )¢’ -~ )¢’ - 1) (4"~ 1) (¢ - 1),
~Pour i =5 onal|dut(w})=q"GI(117,) | Aui(w.),

donc |dut(@})| = 4"°(q"-1)(4"~1) (" ~1)(q-1)".

~Pour i=6,0nal|dut(wl,)| =q"|GL.(IF,) |Aut(we,),
donc |Aut(@t,)| =24"(4’~1)'(q"~1)'(g-1).

—Pour Aut(wt,) ona IAut( %, )l = q'2|(;'l,z( 1, )I .|Aul( we2),
donc |Aut(w?,)| =4"(q" - 1)@’ ~1)'(q-1)".

~Pour i=7,0na lAut(w?,,)' = q’l(;‘l,‘(l['},)| .lAm(an,.)',

done |dut(a,)] =q"@" - 1g' - 1)g-1)(q - 1),

- Pour Aut(@},), ona |Aut(e},)| =4 |GL«(1F,)| |Aut(w;.).
donc Aut(@3,) =47 (¢ -1)(4"-1)(q-1).

- Pour Aut(a}s),ona |Aut(a?s) =q'|GIa(1F,) |Aut(w;.)
donc |Aut(w§,3)| =249"(¢"-1)'(q¢-1)’

- Pour Aut(w},),ona ‘Aut(m’;,;)‘ = CI?'GI,,(IF(,)I .'Aul((om)l
donc IAut(w§,4)l =q"(¢"-1)'(q-1)".

- Pour Aut(w%s),ona IAut(w?,s)l = q7,|(}l,,(lli',,)' .IAuf((ou)l
donc |dut(whs) =e4"(4" - 1)(q"~1)(q- 1)

donc ’Aut(w?,s)l =69 (¢ - )(q -1)(g-1).

IV-1-5. Cardinal de O(&’)

lon(irF,) |

Ona |O(a),')| = m donc:

o) =(q" -1)a" +V)(q' + (g’ +1)

lo(ot) =4 (4 -)(a’ - 1)(q" +)(q’ + 1 0(q +1)(q" +q+1).

Cardinaux de certains groupes d'automorphismes dans le cas out le corps K est fini
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Ot =5a(@ - 1)6a' - Uea' + g’ g 1)

locwt ) =a' ("~ 1)@ - 1d" g g g g
loc@,) =4°(a" - 1)(q - 1)q" - 1)eq’ +q+1)

lo@3) =4°d" - )(a’ - Veqg* - eq” g’ v g+ 1)
lorats) = %q" (@ -0 -4 )@ UG )T +g+1)

O] =4"@ - 0q - 10d" d O g g )

l 5 s 7 5 1 3
lo(at 5 =—q"(q" =)~ 1)(q" - (g g’

IV-2. Cardinal de Aut(w)

IV-2-1. Le cardinal de 4, = Aut(ws;),.,.,, est donné par :
|l =|sLs (KNS (K MK = 4" 4" < 1)ca" = 1)a* =1 (q-1)

|4 = |k sz kMK = 4" 4~ 1 (q -1

= |k |ISLiK MK =a" 4~ 1)(q-1)

|44 =124 Z|.|K2.

SLA(KNK?| =29 (¢ 1) (q-1)

WKNK=29" ("~ 1)(q-1)

'A6,= K02

.|SL,(K)i.|K'-‘| =4 (q" - 1)(q-1)

| 4d]= K.2|'|SL2(K)|-|K,6| =q"(q" - 1)(q-1)

IV-2-2. Cardinal de l'orbite O(w;, )

Le cardinal de I’orbite de @ws; est donné par :

GLy(1F )

lO(a)a,i)l = |Aut(a),,,)| 15657

doncona:

Cardinaux de cerlains groupes d'automorphismes dans le cas ou le corps K est fini
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lo(@e)|= 4" (0"~ 1)(4" - 1)ea" - 1(q" + )eq” +1)
0@ ) = 48" - (@ = 1)(a" = e~ 0d’ +1)q" 1 g+ 1)
lO(@e)| =47 (4" - V)(a" - (4" -1 (4"~ &+ 1)(q" +q+1)

l 7 6 s 2
lo(ws.) = 29q =@ =) -G =N )q v g )

l 19 7 6 5 3 3 2 2
IO(w,,s)i=5q (@ -1 -G ~1)(q" - )(q" +1)(q" +1)

lO(@ed = 4" (4" - )(q" - V)cd" - 1)eq" - g = 1)(q” rq+1)

O(wa: ) =4"4"- U(q" - 1)(q* - (¢ - 1)(q" - 1)(q" +q +1)

IV-2-3. Remarque
Notons que la quantité S:|A“I€|—(Z,-I()((u,’-’)l+Z,~'()(a),,,,-)

) dépend du corps de base

choisi, comme le montre le cas #» =7 ou S est nulle pour C et ne I’est pas pour un corps fini
()R

11 est probable qu’il soit ainsi pour #=8.

Cardinaux de certains groupes d automorphismes dans le cas ou le corps K est fini 61
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The automorphism groups of the

alternating forms of rank 8.

Résumeé en Anglais

Let E be a finite dimensional K vector space . The linear group —
GL(E) operates canonically over the space A’ E (or the space of the -
alternating forms) . The study of orbits use the classification over the- -
arbitrary algebraically closed field K and the golois cohomology. The -
object of our work is the study of automorphism groups of alternating —
forms of rank 8. When the arithmetical invanant d, (o) is cqualv to3ors5. -
To carry this study, we-have introduced-somenotions of cxterior algcbm: -

p-vector , rank, and invariants and we give-a complete description for the -~

automorphism groups. -



Groupes d’'automorphismes de formes

trilinéaires alternées de rang 8.

Résumé en F r:mcaié‘;

Soit 1L un espace vectoriel de dimension finic n sur un corps -
commutatif K. Le groupe linéaire GL(E) opére canoniquement sur I’espace--
AV L (ou Pespacc des formes trilineaires alternées | par dualité) | la
détermination des orbites se fait en deux étapes: La classification sur-un -
corps  algeébriquement clos de caractéristique quelconque ct utilisation
de la cohomologic galoisienne. Dans ce travail nous nous interessons-au-
groupes d’automorphismes des formes trilinéaires alternécs de rang 8-dont
Pmvariant numérique dy (o) vaut 3 ou 5 ;pour ce faire on introduitx)ies
notions d’algebre cxterieure (p-vecteur |, rang , support ,invariant , groupes

d’automorphismes, ..., Ces groupes sont complétement déterminés a Parde

des parties stables convenables. -
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