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INTRODUCTION

L’une des applications de la théorie des groupes est liée au problème de classification, la
classification des trivecteurs (ou les formes trilinéaires alternées) par l’action du groupe linéaire
se fait en deux étapes :

1) Classification sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque .

2) Utilisation de la cohomologie galoisienne pour déduire la classification sur un corps
quelconque ou sur certains corps spéciaux (corps finis, corps ordonnés maximaux, corps
locaux, ...) plusieurs auteurs ont étudié les formes multilinéaires alternées; le cas bilinéaire étant

simple, celui des formes trilinéaires est l’objet principal des recherches:

En 1931, J.A. Schouten, a classifié les trivecteurs de rang 7, sur K = C . Gurevitch a

donné la classification des trivecteurs de rang 8 sur C.

En 1976, Gresp a étudié le cas n 7 sur un corps algébriquement clos de caractéristique

différente de 2 et 3.

En 1983, D. Djokovic’s a étudié le cas n 8 et K = IR . P. Revoy et Noui ainsi que

Cohen et A. Helminck, ont étudié les dimensions 6 et 7.

L. Noui a étudié le cas n =- 8, sur un corps algébriquement clos de caractéristique

quelconque[7], pour l’utilisation de la cohomologie galoisienne il est nécessaire de déterminer

les groupes d’automorphismes des trivecteurs. la détermination des groupes d’automorphismes

à un isomorphisme local prés est insuffisante pour l’utilisation de la cohomologie [8] , en effet

pour A = Auî(a)7,s) on a la suite suivante 1-*G2 (K)—>A —)ju3 (K) ->1, où G2(K) est un groupe

simple de dimension 14, et il est, aussi, la composante connexe de A. Le groupe

d’automorphismes de 0)7.5 à un isomorphisme local prés est : A' = G2(K), on trouve.

H'(G,A) *H'(G, A'), où G - Gal (K, K ) groupe de Galois, K clôture algébrique de K et

A=[G2(K)].M3(K).

En particulier, si on prend K - IFq un corps fini avec q= 1[3] , on obtient :

0)7,5, A.CO75, A20)-,5 (A. 0K )H1(G, A) =3 ,
H'(G, A ) , 0)7.5

Introduction 3
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Donc en négligeant le groupe discret, on n'obtient pas toutes les orbites en question ce qui

motive la détermination complète des groupes d’automorphismes , ce qui est l’objet principal

de notre travail .

Dans le premier chapitre, on donne des généralités où apparaît la notion de l’action, de

puissances divisées, d’invariant, groupe d’automorphismes ,... .

Au chapitre II, nous déterminons les groupes d’automorphismes des trivecteurs (ou les

formes trilinéaires alternées) <y*,( /<,< -, dont l’invariant numérique dt (a>) vaut 3, et ceci sur un

corps algébriquement clos de caractéristique quelconque

Le troisième chapitre est consacré au cas d,(ro) 5.

Au dernier chapitre une application de classification sur les corps finis est donnée en

précisant les cardinaux de certaines orbites

Introduction 4
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I - Algèbre Extérieure et Groupes d’Automorphismes

M. Généralités:

1-1-1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K. La

classification des p-vecteurs est l’étude de l’action du groupe linéaire GL(E) sur l’espace

vectoriel APE.
- Soit/un endomorphisme de E, l’application linéaire

Apf APE — > APE définie par Arf( xtAX?... AXP)
endomorphisme de APE . L’action de GL(E) est alors ainsi définie :

Vf e GL(E), Vœe APE, f ro (Arf)( co)

Du fait des isomorphismes ArE* « (AVE)\ on emploiera indifféremment le langage des

formes alternées ou des p-vecteurs

L’étude est consacrée au cas p-3 et n = 8, sur un corps algébriquement clos, c’est-à-dire

l’action de GL8(K) sur A3E.

f(x,) /\f(xi)... Af(xp) est un

1-1-2. Support et rang:
Soit co e A3E, on appelle support de co et on note Sm le plus petit sous-espace /ÿde E tel

que O) e A3F, la dimension de Sms’appelle le rang de co qu’on note dofœ) ou rg (co).

- Le rang est invariant par l’action du groupe linéaire GL(E) et par extension des scalaires.

- De l’isomorphisme entre APKP'1 et A1 K1*1, on déduit qu’il n’y a pas de p-vecteurs de

rang p+J, en particulier il n’y a pas de trivecteurs de rang 4

1-1-3. Vecteur décomposable :
Un p-vecteur non nul co est décomposable s’il existe x/,x2.....xp dans E tel que co = XIAX2...

Axp. Le support de œ est le sous-espace vectoriel engendré par xux2,...,xp , donc Sm=
<Xi,x2.....xp>, dans ce cas d(fco) dm Sm - p.

- Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposables .

Algèbre Extérieure et Groupes d Automorphismes 6
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1-1-4. Groupe d’automorphismes:
Le groupe des automorphismes de ru, Aut(co) est le sous-groupe d’isotropie de tu dans

l’action de GL(E) c’est à dire le sous-groupe de GI.(E) des automorphismes de E qui laissent tu

invariant:

Aut(co) = {f /'feGL(E) et A f(co) co} (ffeGL(E) etf.coco}.

- L’orbite de co par GL(E) est alors en bijection avec l’ensemble des classes à droite

GL(E)/Auî(co) .

1-1-5. Invariant numérique dÿco):
On associe à un 3-vecteur (trivecteur) d’autre invariant numérique que son rang. Soit

Gi(E) l’espace projectif IP(E) et considérons la projection : P„: A3E
a e Gi(E), on appelle w(a) l’image de co par P„, et on pose :

->A3(E/a). Pour

t/i(tu) = infv{rangm{a)),a ç.G\{E) On a c/0(ru) = rg(co)>dt(co), dÿco) est invariant par

l’action de GL(E).

1-1-6. Lemme:
Soit E un espace vectoriel de dimension paire et co un trivecteur de rang maximal :

di(co)*0 , en particulier si dim E - S, di(co)*0.

Preuve:

On a d\{ço) = infa(rgm(a)) , oùa parcourt l’espace projectif IP(E) des droites de E.

Si d\{co) = 0, il existe a = Kx, x * 0. Tel que rufaj 0

Soit E' un supplémentaire de Kx dans E: De E E'@Kx , résulte A3E» A3E'(B(Kx®A2E),
alors co = ux + ru et m(a)- 0 signifie que ru est nul, de plus Sm Su(BKx - E.

Comme tu est de rang maximal, Su E ' et E est de dimension paire ce qui contredit

l’hypothèse sur la dimension de E.

1-1 -7. Base symplectique :
Soit tu un bivecteur de rang maximal de Ac E : il existe une base {ei,e2,...,e„} de E de sorte

que tu = 2,, e2,.,e2l et 2kÿnÿ2kÿÿl [6]

Atffèbre Extérieure et Groupes d Automorphismes 7
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Si dim E ~ 2m et <p est une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur E, il existe une

base (e,) , 1< i S2m, dans laquelle <p s’écrit £ <?*?, / e*2, , cette base est dite «Base

symplectique » [6]

1-1-8. Groupe symplectique :
Le groupe symplectique Sp(<p) est le sous-groupe de GL(E) des automorphismes de E qui

laisse <p invariante: Vf e Sp(ç> ), (p (f(x). f(y)) <p (x, y).

1-1 -9. Remarques:
1)/ e Sp(ljl), f transforme toute base symplectique en une autre:

<p(f(e2i-i),f(e2i)) = <p(e2i-i,e2j 1 et <p(f(ek),f(ei)) 0 si \k, /} n’est pas de la forme {2i-l,2i}.

2) Si {ui,...u2m } est une base symplectique de E, on définit un élément / de Sp(<p) par

f(e)= uh iSis2m Donc Sp(<p) est en bijection avec l’ensemble des bases symplectiques de E. On

note Sp2m(K), le groupe Sp(<p) où <p est la forme bilinéaire alternée canonique sur K2m [6]

1-1 -10. Proposition :

Soit K = IFq , on a |Sp2m(K)|=</”' f] (qk-1) [6]

1-1 -11. Puissance divisée :
Théorème:

Un système de puissances divisées existe dans l'idéal ® /lÿE de l'algèbre
Aral

extérieure de E. [11]

Ce résultat est bien connu dans le cas des corps, il admet une généralisation au cas d’un

anneau quelconque et d’un module non nécessairement libre sous la forme suivante :

Soit M un A-module , AM son algèbre extérieure, des puissances divisées existent dans
l’idéal (la sous-algèbre commutative des éléments de degré pair de algèbre extérieur de E)

®/PM. Si M est projectif de type fini de rang 2m, on obtient une forme polynôme (de degré
JCa2

Algèbre Extérieure et Groupes d'Automorphismes 8
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m) ym: A2M* —> A2mM* qui est le pfaffien: si u e A2 M*, u est non dégénérée si et seulement
si ym(u) engendre le A-module A?m M*

base de E yk(u) = £ *21,-1 de= X X21.1 x2i où {x,.....est
/=1

Si u une
1<i, <.Mk

sorte que rg(u) - 2k équivaut à yk (u)yi) et # , ,(u) 0 |9J, [11]

1-1-12. Remarques

1) Si/1 est une O-algèbre commutative, les puissances divisées sont définies par

ukn(u)=ÿ [5]

2) Les puissances divisées permettent d’étudier les sous-espaces vectoriels de A2E. [5]

1-2. Parties stables

Soit co trivecteur non nul de A'E

1-2-1. Lemme:
L’ensemble R,(a) = {x e E w(x ) est de type ru,} est une partie stable pour Aut(co) .

Preuve :

Prenons E = <x>(&E] alors co s’écrit: co x u ' co' avec co' e A3 E' (dim E' = n-1) et

w(x) = m'(x), comme x g E' alors m' est de même type que cu(x).

Si/ e A = Aut(co) , A'f(co) - co donc f(x)A2 f (u) t- A' f(co) - co,

d’où tn(f(x)) = A3/(co')f(x) . Comme/est une application linéaire bijective, elle transforme le

trivecteur co' à un trivecteur de même type, c’est à dire f(co) est dans l’orbite de co', par suite

uj(f (x)) est de type eu,, d’où f(x) e Ri (co) çt f(R,(co)) cz R, (co) .

1-2-2. Remarque
En particulier, on a R3(00) = {x e E m(x) est de rang 3 } est stable pour Aut(co), ainsi que

R5(0) = (re E / w(x) est de rang 5 } .

Algèbre Extérieure et Groupes, d Automorphismes 9
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1-2-3. Soit x e E, et considérons la forme bilinéaire alternée/ définie par :

f (y, z)=f(x, y, z) {y, z e E et/une forme trilinéaire alternée), alors l’ensemble :

Ri0 = {xeE/rg(f) 2i } (0 <2i <//) est stable par Ant(o))

Ce qui est utile pour déterminer Aut((o,%J

[3]

1-2-4. Lemme
Soit E un K-e.v de dimension finie, 1 '/ et 1/ deux s.e.v de E tels que :

{0} et f (V, u V2 ) e V, > V? où / e C,L(E) alors (f( V, ) <= V, et

f(VJ c VJ ou (f(V,) c V2 et /(VJ c V,) .

Preuve :

Supposons que f(VJ <£ V2 et montrons que (f(VJ c Vt et f(V2) c V2).

Soit y*0, y (x,) e f(V,) alors y e V, V2 Si >' e V2 alors :

y =/(xi ) eV2 , et il existe yt # 0, y, f (x',) g V2 , donc: y, = f (x'i J e F, par suite :

y + yi =f(xi +x',) eV, uV2.
Si .y + yi e V/ alors y = 0 (contradiction)

Si>> + yi e V2 alors yi e V2 (

donc y eVi et / (VJ cr V,.

Comme / e GL(E) on a dim f(lrJ dim Vt , donc f(VJ V ) . De l’inclusion :

V,Kjf(VJ c V,uV2t on déduit: f(VJcV2 (car f(xJeV, f(VJ et f(xJef(VJ d’oùf(xj = 0).

Et de même si on suppose que/ (1rJ ex V/ d’où le résultat .

h

1-2-5. Proposition
Soit le trivecteur ruj= erfe#* t- e4ej et A - Aut(cas) . Alors on a les suites exactes

suivantes :

l-+A'-+A-> K'-> 1

1 — �K4 — > A — > S P ,(10 — /

Preuve
5

0} ; si x a, e, appartient à Et, on a x=atet,
r=1

Considérons l’ensemble Et - {xe7s xco5

donc Et = <<?/> . Si x e £'/ , on a A*/ (xmj f (x)A~ f(oiJ f (x)o)s 0 pour feA, d’où :

Algèbre Extérieure et Groupes d Automorphismes 10
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f(Ei) œEI . et il existe X e K* tel que ffet) Aet La matrice de/dans la base {et.....e5} est de

A x
la forme : ; cela permet de définir un homomorphisme surjectif de groupes de A dans0 B

K* par : yff) A .

Pour a e K*, on prend pour antécédent l’application linéaire f : E -> E définie par :

f(e,) - aei, f(e2t) - a’e2i, f(e2it,) e2„, pour / /, 2.

Soit f e A' ~ Ker y/: eiA'f(e2e2 1 e4e3) e,(e2e3 'ÿ e4e5), autrement dit :

Aif(e2e3+e4es) - eÿeÿeÿs f xet avec x e E2
l’application linéaire dont la matrice est B : A3g(e2e3 i e4es) - e#* t e4e5.

L’homomorphisme ÿ7: A'->Sp4(K), défini par ÿfff) B, est surjectif et de noyau isomorphe à
K*, d’où le résultat.

e2, e*, e4, e5 > Considérons g : E2 -> E2 ,

1-2-6 Remarque
Dans le cas où dim E =-- 2k\ J, on a un résultat analogue : si m ----- ei(e2e3 \ ... e2ke2kti) et

A = Aut(m), on a :

1 — > A — > A — y K — y 1

1 ->K2k-+ A' -» Sp2k(K) -> /

k1 <2k (ï-DlW'-'». [«]et en particulier si K = lFq, \A\-q

1-2-7. Exemples et applications :

1-2-7-1 Soit E un K-ev de dimension finie alors :

1) dt (m) --0 om est divisible par un vecteur

2 )E = KX®E2=>ÆE* APE2© (Ar 'E20 Kx) .

3) io eyŸE=> m = xu + m' avec u e AplE2. me APE2(décomposition unique)

=> 3x0 e E - {0} / m = x0u 1 m0' où: rg(coo') d/m).

4)xm=-- Oox divise m<=>m 0

Preuve
1) d,(m) = 0 =>3 a e G,(E) / rgfmfa)) 0 , d’où m(a) 0.

11
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Si a ~ K ej on obtient : co = y A et , ce qu’il faut montrer

2)E = Kx®E1ÿ APE * &(A*Kx0 A

car Ak Kx = 0 si K > 2

/' * Er)* ArEl e(Ap ,E1 ®Kx)
k 0

3) De (2) on déduit que tout élément co de ArE s’écrit d’une façon unique sous la forme

co ~ M 0 JC+ tu ~ tix + co' avec co' e ApE2,u G AP'’E2 alors w(a) ~ m(Kx) = m'(Kx).

Soit l’application linéaire// /; /lp(7/ — AP(E Kx)

(O I— 'kf(co) (O

On remarque que APEÿ s’identifie à Al’(EKx) par/, d’où :

w(Kx) = a' or dfeo) = inf(rg(co')) , far e? Gi(E)

alors : di(co) < rg(<uy d’où l’existence de x0 e E-{0} ,

tel que co — ux0 + o)0' avec d0(o)0) = rg(co0) d,(co)

4)xco = 0=>eo=y/\x=>x divise co car co - xu i co'.

x divise co , et si <y’ *0, co = ux t co' yx alors x divise co ,

d’où : 00 = y'x = 2>,;A...AX(JI avec x,m e E2 or E2r\Kx = {0}, et x intervient dans l’écriture

de co' (contradiction ), donc co' = 0 .

1-2-7-2 Soit E un faev tel que dim E 3 , {e,, e2, e2) une base de E, co e AJE -{0}

avec co = eieÿ2 alors Aut(co) = SL3(E)

Preuve :

Soit/e Aut(co) alors f.co co c-à-d A'f(co) co donc:

= e##} or f(e,e2e2) delfe,e = e,e2e? d’où:

detf = 1 c-à-d Aut(co) = SL?(E).

Alsèbre Extérieure et Groupes d’Automorphismes 12
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Il - Groupe d’automorphismes de eu où l’invariant dÿoj) = 3

13



Groupe d’Automorphismes des Formes Trilincaires Alternées de Rang 8

Il - Groupe d’automorphismes de a où l’invariant drfm) = 3

II -1. Trivecteurs de rang 8 :

Théorème : f71

Sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque, il existe treize
classes d’équivalence de trivecteurs de rang 8 . Dans une base (et) de E, 1≤i

≤ 13, un représentant de chaque classe est donné par o)8il , 1≤ i <13 , de la
table 1.

Table 1

Notation de Expression d’un représentant de l’orbite diM0)8. i

Gurevitch

XVI 3ei{e2e3 + e4 ei)+ ef,e7et

e, (<?2e3 +e4e,+ e6 e7)+e,e6e*

e,(e,e4 + efe6)+ e2(e3e3 + c7et)

e}(e2e3 \ e,i\)+ C(.(e2e7 + e.ten)

e}(e2e3+ e4e3)+ e(,(e2e3 \ e7e%)

eÿ (e2e3+ e4 + e(l e7)+ e«(e4 e3 + es e6J
e,(e2e3 + e4es +e6e7)+e2( e3e6 + e7e%)

e,(e2et + e3e6 + e4 e7)+ e6 e7 et +e3 e4 ef

ei[e2 (e3 + e4 ) 4 e,e6] 4- e3e,e7 4- e4e6e%

e\(e2et +e6e7) + e2e3e,+e3e4e6 4- e4ese7

ex (e3e7 + e3 e4 + ete2) + et (e4e3+ e6e7) 4- e2 e4 e6

e\{e4 - e7)(e3- e%) + e<e7)] + e2 (e3e4 4- e}e6) 4- e6e7et

e,[es(e3 + e7)+ ete4] + e2(e3e4 + ese6)+ e6e7e,

(08.1

XI 30)8.2

XVII 50)8.3

5XIII0)8.4

5XIX0)8.5

5XIV0)8.6

5XII0)8.7

6XVIII0)8.8

6XXI0)8.9

6XX0)8.10

6XV0)8.11

XXII 70)8.12

XXIII 70)8,13

II- 2. Groupe d’automorphismes de CD OU l’invariant d,(W) = 3
On s’intéresse aux groupes d’automorphismes des trivecteurs (ou les formes trilinéaires

alternées ) (Os.t, /=1, 2 où l’invariant d,(co) 3.

14Groupe d'automorphismes de co où l 'invariant d,(a)) 3



Groupe d'Automorphismes des Formes Trilincaircs Alternées de Rang 8

11-2-1 Le groupe Ai = Aut(fflb, i)

Proposition

Le groupe d’automorphismes A / Aiitfcoa, i) est déterminé par les suites exactes suivantes:

1 — > SL3(K) —y A i Aut(cos) > I

I -y A0-y kut((Di) -> K* -y /

1 — y K* — y Ao — y Sp4(K) — y I

où (Os=ei(e2e3+e4e5)

Preuve :

Soit m = e\(e\e\+ e\e3)+ e\e*7e\, déterminons R 4(œ) = R0(o))\jRi(co) . (2 - 3 )

Posons donc :
8

fa: /(x,y)= (o(a,x,y) = Za,e,avec a
i \

alors af = a\e\e\- a2e\e3 + a3e\e2 +a,e\et - a4e\e\+ a3 e\ +

a6 e'ne\- a7 e*6 e\ + a%e\e'7 donc:

û)a = (a\e\-a2e\)e\+ (axe\-a4e\)e\+ (a6e7- a7e\)e\ +

e\(a3e\ + af e'4) + a, e\ e"7 .

(O2

Calculons: y2(<u°) = — - avec ï2{(oa) = 0,on trouve :
2!

aÿüf, - 0a3a6 = 0

at = 0 et \a2a7 = 0 et -j a3a7 = 0 et -i a4a7 = 0 et “{ a3a7 = 0
a2ae = 0 a4a« = 0

a2a% = 0 a3a% - 0 a4a% - 0 a,a% = 0

c’est à dire :

a2V = 0
a3V = 0
a4V = 0
asV = 0

où V = a7
\aj

si V* 0 alors a2 = a3 = a4=af = 0 donc on a le s.e.v (e6,e7jet) ,

siÿ = 0 alors a6 = a7 = as=0 donc on a le s.e.v (e2,e3,e4,e5>,

15Groupe d’automorphismes de o) où l invariant d,uo) 3
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enfin Rÿ(CD)~ (e2,e.,,e4l<?,) - r,Uf’>

«|tt< MIH «pro / ,||l I") -I-

f(R<.\(oj))czÏÏ<\(co) d'où {/(!',)< I', et /(!’,)< / ,} ou

{f(VA<zV2 et f{V2)av\ (2ÿ4)

le cas [f(V\)czV2et f (V2)eV,} est impossible car dans ce cas

f(ei)<f(e3),f(e4),f(e5)e(e6,e7,e») et f(e6),f(e1).f(ei)e(e2,e3,e4,es) et / sA,

c’est à dire A3 f(co) = ou , il suffit de considérer le coefficient de on trouve 1=0, d’où

\f(V\)cV\ et f(V2)a V2} , et la matrice associée à/prend la forme suivante :

0,KO

"i / I, I l/M !•»( • • !l

0,*4
a 2

«3
A«4M {f) = a 5

«6
«3,4 Ba i

U 8

Soit f e Ai, A3f(co) = co , entraîne

A3/ [e,(e2e3 + e4es)J + A3f(eÿeieg) e/feÿi i i

donc A3f[ e,( eÿe3 + e4e5\J + A e6e-es e, ( e2e3 i e4es) -i

alors c«75.' A = 1 avec A =- detB donc: Be SL3 (K)

par suite A3f [ ei(eie3 f e4e5) J el(e2e? 1 e4e5 ) c’est à dire.

Ae,) A2f(e2e3 + eÿs) = e, (e2e3 + e4es) , donc:

Aÿi)ei( + e4e5) - 0 par suite: (aie, + ... + + ... + a8eÿ)e,e4e} = 0

donnent a2ÿ= a3 = ... = a« 0, .

d’où: Ae0 =a>ei avec A3ff e,(e2e3 ' e4e5) J e,(e2e3 1 e4e5),

on en déduit que f\ÿh eh e%< e<< e,) e Aut (co} ), ce qui permet de définir un homomorphisme

dégroupé W .

Ai — — > Aut(cos)

16Groupe d'automorphismes de w où I invariant d,(w) j 3
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fÿnf) f\(e, es)

*¥ est évidemment surjectif, car il suffit de prendre B hi\ , d’autre part:

Ker('f') ff /f e Ai et a, J, A hi4}.

or A3/ (CD) -ci), entraîne Ker (Y) &SL, (K),

d’où l’exactitude de la suite suivante :

l-+Sl.s(K) > Aut (nb) - > / (*)

et comme Aut(a>s ) vérifie les suites exactes: (2-5)

I — > Ao — Aut (CDs ) — A — > 1

1 ->An->Sp4(K) -> /

alors Ai = Aut(cos.i) est défini par (*) , (**) et (***) .

(*V

r*v

11-2-1. Le groupe A2 = Aut(<y&, 2)

Proposition

Le groupe d’automorphismes Ay - Aui(cony) est déterminé par les suites exactes suivantes:

1 — > A2 — > Ai — > K > !

i v f; , > si r
i . I,

1 — > K*6 — > A2 — �SL2( R ) — i

v I

I

Preuve :

Déterminons d’abord la partie stable R3(CD) = {* e E / tufx) est de rang 3}, où: eo = CDS,2.

remarquons que et e R3(cd)
s

Soit: x = £0ÿ donc si a,*0, on a e, =\x+ A? e2+

alors: m(x)=(\x + e2 +...+ Ases )(e2e3 + e4 e5 + efi e?) + es efi es ,

par suite: tu(x) — X2e2e4e3 + Ajeyeae-’ + A3e3e4e.s + A,3e3efie7 + A4e4e2e3
i A4e4e«e? + A3ese2e3 + Asese«e- + + A«e6e4es
+ A7e7e2e3+ A.7ere4e3+ e3e«e3

[rang(m(x)) = 3]o [tn(x) est décomposable]

Soient les relations :

17Groupe d’automorphismes de œ où I invariant d,(w) 3
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'%L6u.HaJ -0. (*)■ '(M
iÿJ H

où = ±1

les relations (*) sont appelées les relations de Cîrassmann : Ce sont donc des conditions

nécessaires et suffisantes pour que to(x) soit décomposable ([1], [2])

Posons J-={2 , 4 , 5 , 6} ,H {2,7} donc ./-// {4,5,6} Par suite (*) donnent:

£4 £7236ÿ247 + £502460257 + £602450267 ~ 0.
donc e*(0)+Sî(0)+ £(,( Xi)(h)- Q d'où A] - 0 c'est à dire Al = 0.

Posons: J = {3,4,5,6}, // = {3,7} donc J - H - {4,5,6} parsuite (*) donnent:

£4«336#347+ £303460337+ £603430367 - 0,

alors:e4(0)+ e$(0}+ £6(Ai)(Aÿ)~0 d'où: A, = 0.

posons J = {2,3,4,6}; H = {4,7} donc ./-// = {2,3,6} parsuite (*) donne:

+ £302460347 + £602340467 = 0.

alors:e6(A4)(A4)= 0, d'où:A4 = 0.

posons: J = {2, 3, 5,ù}; H = {5,7} donc: ./-//= {2, 3, ô} parsuite (*) donne:

£2 03360257 + £302560357 + £602330367 r 0.

alors: £«(A5)(A,)= 0, d'où: A5 = 0,

posons: J = {2, 3,4,6}; H = {5,6} donc: ./-//= {2,3,4} parsuite:

£203460236 + £302460356 + £402360456 = 0 alors: S4( Af)( Af.) = 0 d'OÙ: Aé = 0.

posons: J = {2,3, 4, 7}; H = {5,7} donc: J -H = {2, 3, 4,},
alors: £2 03470257 + £302470357 + £4 02370457 = 0 d'011:ÿ7 = 0.

posons: J = {2,3, 4,8}; H = {5, 8} donc: ./ - // = {2, 3, 4} alors:

£2034*0251+ £3024*0354 + £4 0231045« ~ 0 d'OÙ A% - 0

on en déduit que: A*=Aj=... ~=AS 0, c’est à dire et Atx où: x = a/e/, on obtient:

Ri(<a) = < £/ )

De la permutation l <?1 £2 £3 £4 £5 £6£7 £*

£) £5 £6 £j £2 £3 £7 £4

<ui,2 devient <y = e/£5£6+ £*£2 +£.3£7ÿ + £2£3£4-

Groupe d’automorphismes de w où l 'invariant dt(a>) ■- 3 18
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Comme R;(co) {et) est une partie stable donc on peut définir un homomorphisme de
groupes :

A2ÿ->K'
f \->n(f ) = X où f ( e{) - A e, .

n est surjectif en effet pour A G K' ; il existe f„e Â2 définie par:

fo(e\)=Aey, f 0(e2) = A 'e2l .f0(e2) = e3, J 0(e4) = Ae4,
f o(ei)= ei,f 0(e6) = A 'e6, f0(e7)~Aÿ, f0(e%)~ e,

d’où l’exactitude de la suite 1 -» A] > A2 — K* > 1

où A2 = Kern. Soit f GA2 alors co = e,(e<e6 + e*e2+e3e7) + e2e3e4donc
parsuite A4/(eta>) = /(e,)A3f(ro) = ey& = A4/ (eye2e2e4), c'est à dire:
A* f (e\e2e2e4) = ete2e3e4 d'où le s.e v ey,e2,e3,e4 est stable par/ Dans ce cas la
matrice de/est de la forme :

e\G) = eye2e3e4

1 fl, b, f, x, v, z, f,
, f ,° ", /’, < . v , r,

' < I ,
0 «4 A, t\, x., >>4 z4 tA

x, y, z, /,

*« *6 *6
*7 y7 -7

>’* 2, /J

U U, i

*/(/) =

«4,4

l'égalité A*f(a))= û) donnent,[fx,e, +....+ x»et)(yyei +.....+)\eO

+((yen- - +itet)(ayey +a2e2 + a2,e3 + a4e4)+( bye\ + b2e2 +b3e3+h4e4)( ziCi+.....+z%e%) ]+
+ (ct\c* +•ÿ• +a4e4)(b\ey +....+b4e4)(ciCi+.....+ C4f4ÿ = eye2e(, + eye%e2 +eye3e7 + e2e3e4

Xi y,
X6 y6

Cl 51: xiy7-x7y,= 0
cm- X(,y7- x7y6 = o

r,.
VX6 yjdonc: d'où= 1 eSU(X).C\i6-

donnent x7 = ,v7 - 0

et

cm-' xsyt~x»ys = o
ci6«.- x6yt-xty6 = o

ceci nous permet de définir l’homomorphisme t :

donnent r* = v„ = 0

Groupe d’automorphismes de (a oui invariant d,(co) z 3 19
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4 su(X)
X, y5

x> y,
x6 y6>

t est surjectif pour zSl'i(K), il existe// e A/ définie par

fi(eO= <?, , /,(e2)= e2 , f}(e3) = e3, /,(e4) = e4 ,

fi(e,)= xses+ x6e6,f](ej = y,e,+ >’«<>« ,.f}(e7)= e7,// = e,

on en déduit que la suite suivante est exacte :

1 — > A2 —ïA2
où: A'2=Ker(t),
soit / e Â2 donc: x3 = y6-\ et x6 = y,= 0, et comme Aif(oj) = O) on obtient

et\(x\et + Xi e2 + x3e3 + x4 e4 + es)( yt e,+ y2 e2 + y3e3 + y4e4 + e6)+
(t\e\+--+ttet)(ciiei+---+a4e4)+(b3e3+.-.+b4e4)( ztet+---+zte$) ]+
+(aiei+...+a4e4)(btei+-..+b4e4)(ciet+...+c4e4)= e,e!e6 + e,ege2 +eie3e7 + e2e3e4

donc on a:

SL2(X)-> 1

a2 b2 c2
b3 C3

a4 b4 c4

C\%2: itci2 -b2z%-\
ci«3.- t,ai-b3z,= 0 et (II)

Cm.- ',a4 -b4z% = 0

c,37- l7ci3-b3z7 = 1

Ci 27 •' t7a2-b2z7 = 0

CUT- l7ct4- b4z7 = 0
= 1 et (I)C234-

a3 b3
a4 b4 = 0, ainsi que le système (II) donne:Le système (I) donne:

a2b4-b2a4 = 0

a3b4-b3a4 = 0on obtient (ID)

. bz nsi: . = 0
a2 o3

a2 b2 a2 b2
a3 b3 °* a4 b4

alors:

= 1C3 +CîJ4-'

c-à-d 0=1(absurde), d’où *0

a2 b2
a3 b3 c4 = 1. Ce qui permet de définirLe système (III) donne a4 = b4 = 0 et c2.u dévient

un homomorphisme t],
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A"i-ÿK9

f ■>n(f)-c4

Tj est surjectif, en effet l’application linéaire f) définie par

fi(e0 = e\,fi(e1)= e2, f2(e3)= c4e3; f 2(e4) = c4e4, f2(e3)= e3, f2(e6)= e6
f 2(ÿi)~c4e1, f l(e%)-e% estl'antécédantde cx

d’où l’exactitude de la suite suivante :

où A"'i = Ker(ij),

a2 f>7

ceci nous permet de définir un homomorphisme P

A"'2-ÿ>SL2(K)

soit / eA'"2donc c4 = 1, or ordonnent = 1 c - à - d eSLi(K);

■C 3
P est surjectif en effet pour :

(:; 3eSL2(K), il existe /, e A'”2 définie par:J\(e\)= e3,.f3(e2)= a2e2 + a3e3,

f 3(*0 = b2e2 +b3e3, f 3(e4) = e4,//e,)= e3, f\(e6) = <?6,./ /e7) = ûr2t?7 + «3«».

f 3(et)-b2e1+b3et

Soit / G Ker(P), donc a2 = />, =1 et a, - b2 = 0 et comme A\f(œ) =uy alors:

<?i [(xi ei+ x2e2+ x3 e3+ x4e4 + «',)(>’, e, + y2 e2 + yx e3 + >’4 <?4 + + (/i +. •+ <?s) x

x (a,e, + e2) + (bx ex + e3)(g,et +...+ gses)] + (a,e, + e2)(b, e, + e3)(ci <?i + c2e2 + c3e} + e4)

= exe5e6 +eiete2 +e}e3e7 +e2exeA donc c331:z2 = 1, cX27:l7 = 0, cm-7* = l.Ciu.'Zt = 0,

c)45 • yA =0, Cue ■' XA = 0, C]42 : tA+bx = 0 alors t4=-bx,c,34: z4 + a, = 0 alors z4 = -a3,

C\23 : y2 /3 — 0 alors tf = -y2. cx2(,: x2 - 16 = 0 alors t6 = x2, cI35: -ÿ3+ 25 = 0 alors

Zi = y3 , ci36: x3 + z6 = 0 alors z6 = - .Y, ,

*2 y2

x3 y3

matrice associée à/prend la forme :

x2 y2

* J',
-/3-z2 + Ci-AiC3-aiC2 = 0 doncf3 = - z2 +c, -61c3-aic2Y* enfin laC|23-‘

Groupe d'automorphismes de 0) où I invariant d,(co) 3 21
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I a, A, c, r, y,
ci x2 y , -2

V, 2, /,

z.
O 1 O
O O I
OOOIOO

0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 1 r,
0 0 0 0 0 0 1 0

.0 0 0 0 0 0 0 1

'2

-baxM(f) = 1

y 2 -y 2

*2

où Oest donné par (**), on obtient Ker P &Klfi d’où l'exactitude de la suite suivante

1 A ,r > A'" r
r >Slj(K) > 1.

Groupe d'automorphismes de œ où l 'invariant d,(co) 3 22
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III - Groupe d’automorphismes de œ où l’invariant difœ) = 5

On s’intéresse aux groupes d’automorphismes des trivecteurs (ou les formes trilinéaires
alternées) 0)3,1 3<ns7 de rang 8 sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque

avec di(û))=5, et pour cela on a les propositions suivantes

III -1. Le groupe A3 = Aut(œ8, 3)

Proposition

Le groupe d’automorphismes A.? Aut(œs.i) est déterminé par les suites exactes suivantes :

l -> A '1 -* A3 -> K* * K * -> 1
)-+ A"jÿ> A',~>SU(K)ÿ> 1

1 A"1-+ SI,2( K) 1

Preuve :

Déterminons la partie stable R5(00)

remarque que e,, e2 e R}(te).

fx e E w(x) est de rang 5}, où: 0)=0)s,3 , on

Pour dire que rang (m(x)) 5, il suffît de vérifier que l’application / définie par:

%) ~ >a4(%)) n’est Pas iniective: ./ÿ(ÿ*ÿ') = xf ro(x)

x =
#=1

parsuite: m(x)= (Â,x + A2e2 +......+ Àtet)(e3e4 + e3e6)+ e2(e3e,+e2eg)

donc :

GT(X) = X2e2e3e4 + + X5e3e3e4 + X6e6e,eA + A7e7e3e4 1 X7e7e5e6 + Âgege3e4

si ai*0 on écrit e,= A,x + À2e2+.....+ AgegSoit

+ Àgege,e6 + X3e3e3e6 + À4e4e,e6 +e2e3e3 + e2e2eg.

Utilisons l’application/ , on obtient le tableau suivant: (pour alléger l’écriture on écrit ijkl

au lieu de e,ejeke, )

Groupe d’automorphismes de w où l invariant d,fo)) - 5 24
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f(ei) fM fM f(e7) fM fM fM j€ic€ç

AL i -Â-2 2345
AL -2.2 2346
AL ZAI 2347
AL ZAL 2348
AL -2-2 2356

-1 2357
-1 2358

2367
2368

-1 2378
AL -2-2 2456

2457
2458
2467
2468

-l 2478
2-7 -h 2567
AL 2568-2.2

-1 2578
-1 2678

AL -2-3 2.6 JAL 3456
3457AL -2-s

AL 3458ZAL
34672-7 -2.6
34682-8 -AL

2-8 -2-7 3478
2,7 3567-2.3
2-8 3568-2-3

3578
3678
4567AL -2-4
45682-8 -2-4
4578
4678
56782-8 ~ 2-7

Donc f n’est pas injective, s’il existe x' t- 0,- x' - T.S,e, et x'.m(x) - 0, d'où:
i 2
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ô,(-l)= 0
S,(-l)= O
ô3(-\) = 0
S4(-V = 0
ô,(-V = o
St(-l)= 0

alors S3 = S,t = S3 Sf, = f>7 = St ~ O

et :

S2(A,)= O

S2(A6)= O
<?2( = O par suite S2* O donc A, - -- A3- = >?7 = At = O

S2(At)= 0
ô2(A3)= O
S2(A4)= 0

d'où ei = AiX + A2e2ou bien x = a\e\+ a2e2 avec a,# 0. dans ce cas :

m( x) = A2«2ÿ364 + A2 e2e,e6 + e2e3e3 + e2e7e% c -à -d :

nT(x)= ëÿe3(A2e4 +ef)+ A2e;e6 + e7etl donc m(x)~

où u= e3(A2e4 +es)+ A2 e3e6 +e7eg, calculons y y = donc :

r2(v)=

alors si S2 = 0 , x' - 0 ('contradiction car x' *0)

e2u

1

+ A2e3e4e7et + e3e3e7eg + A2e3e(,e7eÿe3e4e,e6

u3remarquons que Y2(u)*0, pour tout A2 e K, par suite rcmg(u) *2, on calcule Y3(u) = — 73r
on trouve:

Y3(u)= + A\efe6e3e4e7et + A\e7e%e3e4e3e\ donc

Y2(U)* 0
o rang( u) = 4, d’où A2 = 0et

J3(u) = 0

par suite ei = A,x ou x = a,e, et rang(co(x)) = 5 et la même chose pour a2,c’est -à

-dire si a2* 0, on obtient x-a2e2 et rang( m(x))~ 5, on en déduit:

R,(a>) = (e0lKe2)=VtUV2 où V,= (e,) et V2 = <e2> etV , nK2 = {0}
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Soit / eAî = Aut(co) donc f(R4(co))a R4(co)et on a {/(Tj\c Ki et f(V\cV 2} ou

[f(V\ÿV2et f(Vÿfi F,}.
Le cas {f(V\)czV2et f(V2)ct'i} est absurde car dans ce cas f(e4)- Ae2 et

f(e2)= pei par suite <y = + e4e6) i e2(eÿe7 + e7e%), posons // = e,e4 + e*«?6

et V = e3ej + e7e,,or Ai f (co)~ œ entraine

A*t e2 A2 f(u) = ex e2V= Ae,e2[/ ( e2)f (e4)+ /(ÿe,)f( e6)] (*)

P ex e2 A2 f(V) = e2 et u = pe2 ex [f (e2)f(e7)+ f(e7)f( e,;] (**)

d’où le support des deux membres de (*) est :

(ex,e2,e3,ei,e1,e%)= (ex,e1,f(ey),/( e4), f (e7), f (ej)

et de meme pour (**) c-à-d:

,e2,e3,e4,eite6)= (ex,e2,f( e2), f ( e*,), f( e7),f( e%J)

donc la matrice de/prend la forme suivante :

"A o st r
0 P S? y7 a7 b? a2 p7
0 0 Sx y x a, bx a, /?,
0 0 0 0 0 0 a4 P 4
0 0 c>, yx A, bs a , /?,
0 0 0 0
0 0 0 y7

.0 0 0 y%

et le coefficient de dans l’égalité A'f(co) co implique que 1=0 d’où la contradiction.

On obtient f(Vt) aV ) et f(Vp c:V? , ceci permet de définir la suite exacte :

1— ïA'3— t A3-y K x K — > 1

où n(f)= (a,b) si f(ex)-aex et f(e2)= be2

7rest surjective, en efFet l’application linéaire/définie par:

f( ex)= aex,f(e2)= be2, f( e3)= e3,f(e4)=a' e4

f(e>) = b'ei,f(e6) = a'be6,f(e7) = *7f f(et)= h'e,

est l’antécédent du couple (a , b).

A, b} a, p})

M(f) =
0 0 a6 p6
0 b, 0 0
0 bt 0 0 ,

Soit/ e A3'=Ker(n), donc: a b 1, par suite l’égalité A'ffco) ~ co entraîne:
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e2 ex A2 f(e2e4 + ese6)= e2e,(e3e4 + e<ej

d'où (ei,e2,e3,e4,ei,e6)=(ei,e2,f(e3),f(e4),f(ei),f(ej)

par suite la matrice associée à/est de la forme

' 1 0 a
oi <*> r

p. <y. n:
Pi Si

y

o o A Mi
0 0 B A 4 t*4MV)= A,0 0
0 0 ** /*6

A7 JU7
Mt)

0 0 0 0 0 0
, 0 0 0 0 0 0 A,

A7

r ,

+ (Pje]+...+P6e6)( â}e]+....+S6e6)\
+ e2[(aiei +.. .+a«e*)( Pÿ e\ +. . .+ P6e6) + ( A\e,+. ..+ A%e%)( //,e,+. . .+ /r, e%)j
= <?i ej<?4 + e\W*+e1eÿ+e1e1e%.

Ai Mi
At /*,

0, donc det B* 0, or A3 f(o>) = a> entraine:Dans ce cas: M( f )= det B X

/O
U //JDonc: C27J •' = 1, alors eSLj(K).

Ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes yr.

A'3-ÿ>SL2(K)

J Ai
U MJ

[ 7 7) eSLi(K), il existe /VA8 MJ
y/ est surjectf eneffet pour G A' s définie par:

f(e\) = <?i ,f( e2)= e2,f( e3)= <?3 , f( eA) = eA,f(e,) = e,, f( e6) = e6 ,

f(e2) = Aiei + Ateg,f (et)= Miÿi + M%*%-
d’où l’exactitude de la suite suivante :

-> 1, où /f"3 = Ker y/.

Soit / Gy4"3 donc A7 = /t, = 1 e/ A%- Mi~ 0 par suite/t3/(W = <y entraine

l->74"3-> /4 '3'

28Groupe d'automorphismes de cooù l’invariant d,(co) 5



Groupe d’Automorphismes des Formes Trilinéaircs Alternées de Rang 8

et[('a,e,+...+a6e6)('r1el+..-i-rfieJ i (p,e, \ » .. f Aej] t-

+e2\(axe\+....+a6e6)( P&+...+P6e6)+( he* + e2)(M,e,+....+H6e6+et)\
= ex e3e4 +e\e,e6 + e2 e3e,+ e2 <?7 e, donc :

C217 - A = 0; C237- M3 = 0; cM7: //4 = 0; cm: //, = 0; cu1: - 0;cm:\= 0;

C23i-‘ = 0, c‘24i • A4 = 0; c23j.' = 0, : /l6 -- ü

as Pi
as Ps

«3 A
a.< P y

= 1 alors eSLt(K)et c23s •'

et

C236- a3P6 -a«A3 = 0

C236-- «5Ai- a6P) = 0
alors a6 = P6 ~ 0

et

C234- a3A4 -a4/?3 = 0

C254- aiP4-a4Pi = 0

dans la base{ei,e2,e3,ej = e'4,e4 = e'?,e6,e7,ej},on peut définir un homomorphisme T:

A"i—ÿ>SU(K)

alors a4 = PA~ 0

as P;
fÿr(f)= a, A

«3 A;
a, Av

/Yej= e\,f( e2) -e2,f( e2) = a3ei + f( e4)= P,e4- A3<?« -
/Y = Piei+Pie,,f(e6)= -a,e4 +che6,f( e-,) = eltf( e%) = e,

d’où l’exàctitude de la suite suivante :

1 -> A'"i A"i-ÿSL2(K) -> 1, où Ami = Ker r

Soit / 6ÿ4"'3 donc a3 = A5 = 1 et as = Pi = 0 Par suite A*f(œ) = entraine:
£i[fat«i + 0:2£2 + 1gi +•••+f 6 + TAi Ci + P2 e2 + e? £1+•■ ••+ S6 £«,)]
+ e2[(aiet + a2e2 + e3AAet + P2 e2 +es) +(k 2 e2 + <?7 )(V2 e2 + et)\ =
e\e2e4+e\ese6 + e2 e%e5 + e2 e7 e% . Donc:

Ci34-T4 = 1.‘ CIJ6.'<5« = 1; C145.Æ4 = 0; C\46-Y 6 — 0

r est surjectif en effet pour GSL2(K), il existe / G/4"3définie par:

+
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Ci2v
_ iïi ai 0 S2 = -ai

cm-ai = 0; C|26*' Pi = 0 et jc,2,: ~y1 + Pi = 0 alors •{ y 2 = /?,
Cn.i.' Y 5 — Æ.i - 0 &- y,

Enfin la matrice de/est de la forme

1 0 a, /?, r, <5, 0 0'
0 1 0 0 /?, a, //2
0 0 1 0 y 3 0 0
0 0 0 1 Y, <% 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
.0 0 0 0

M(f)= 10 0 0
0 I 0 0
0 0 10
0 0 0 1

d'où A”'}= K9 ,
on obtient la suite exacte :

1 -> K9 -> A"3— ->Si,i(K) 1

111-2. Le groupe A4 = Aut(cos, 4)

Proposition

Le groupe d’automorphismes A4 = Aut(o)4.4) est déterminé par les suites exactes

suivantes :

1 — y A '4 — �A4 —y ~ 1

1 — �A"4 — A'4 — �K* x K* �1

1 — > K}1 — > A"4 — > SL2( K)X Sh( K ) — > 1

Preuve :

Soit le changement de base:

e, e2 ej e4 e5 es ei es_
e, e6 \e2 \e4 g? |gj \e} \e8
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Donc :<y,.4 = ei(e1ei+e4eÿ) 4 e6( c2c7 + e4e*) devient co = e,(e,e6 +e4e7J +
e2(e3es+e4es)

Déterminons la partie stable li3(co)= {x e/; r/jf rjest de rang 5}, pour cela on remarque

que e,, e2, e3, e4 e R5(œ)
s

Soit r = Za,ei, si a3*0,on écrite, = Att'|4 Â2e? +À3x + A4e4 +....+ A,et, par suite:
1=1

û)( X) — 6\( X\C\ 4- A2(?2 4 A3X 4 A4€4 4...4 + C\Ç4C7 4 C7( X\C\Jr A2£2 4 A, X 4

A4e4 4...4A» e»ÿej4 e2e4e«.

donc co(x)= A1e1e2e6 + A4e1e4e6 + Aÿe,e4e6ÿ A7e,e7e« f A,e,e,efi4e,e4e74

Aie2eie5 + A4e2e4e, 4 A6e2e(,e-t + A7e2e7eÿ 4 Aje2e,<?54e2e4e,

Donc pour dire que rang(co(x)) = 5 , il suffit de vérifier que l’application f n’est pas

injective, par suite on a le tableau suivant
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/(*>) fier) 7 ( e4 ) fie,) fie*) fier) 7 ie% ) eiejeket

A 1245
-*4 A 1246
-1 1247

1 1248
zA zA A A/ 1256
zA 1257

1258A
-Ag A7 -2-2 1267

A» zA 1268
1278
4567
4568
4678
4578
5678

A 2456-2-4
A7 -2.4 2457
A i 2458-24

2467
1 2468

1 2478
2567-Ar K5

2568-2g A
2578-2g A7
2678
1456-2} A
14571
1458
1467A7 1 -24
1468-24A

-i 1478
1567A7 -2s
1568zAA
1578
1678-2g A7

_ _ i
__

Donc / n’est pas injective, s’il existe x' * 0 ;x' - Z<?te, , et x'.<y(x) = 0, d'où:
i i

S\ - ôr = Ss = S6 = Sy = ôt = 0 et
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s<a1)=o
S4(-X2)= 0
ô4(X6)= 0
S4(X7)= 0

W= 0
S4(-A,)= O

Alors: si£4 = 0,on obtient x' = 0 (contradiction), par suite * 0, c'est-à-dire:
A, = A2 = A3 = A6 = A7 = Ag = 0 , on en déduit c3 = A , x + A4c4 où x = ar3e3 + a4e4 / a3 * 0.

Dans ce cas <o(x) = X4ete4e6 + X4e2.e4ei±eie4e7 +e2e4et, ou bien

x) = e4[x4e4e\ + A4eje2 + e7Ci + e«e2]
c'est à dire ry(x,) = e4 w où: u~X4et,e\+ X4e*ei +e7e2+e%e2.

11 - (X 4 Cf. + CyÀ'l + f A4C5 +

»/2Calculons y3(ti)= — , donc
2!

Y2(H) = + X4e4eie»e2 + A,c7C|C<2+e7e,ete2\

On remarque que pour tout A , f Kj}(") • par suite nui}' (11) ? 2, on en déduit

rang (u) = 4, car u est de la forme 11 ~ n,e, 4 n2e2, d'ou x e <e3,c4>. (*)

On utilise la même méthode pour e2,e2 , c’est -à- dire :

«
x = Ea,e, avecai * 0, on trouve x e <c’i ,c2>- (**)

1=1

Donc de (*), (**), on en déduit Ri(co) ■- (e,,c2>LKt'3,e»> =ViUVt où Vt = <Ci,t?2>

etV2 = (e3,e4).

Comme ViCWi = {O}, donc si f e A4 = Aut(co) on a .

/(RsfœMcRsfœ) et {/(V,)c17 et f(V2)ÿV2] ou {f(V0<z V2e\ f(V2)<zV]
ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes <p :

À4~r—*z/iz
I si f (V\)aV\ti f(V2)aV 2

/*->?(/)= - 1 sinon
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<p est surjectif en effet <p(idFJ= 1 et (p(fn)~ 1 où/0est définie par: f0(e\) = eit
f f>(Ci) = SA, f - Ci, f 0(e4) = t*2 . f 0( e*) ~ c'7 ,.f n( e(<) ~ ~&6 , f o(ei) = ~e*> f o(e*) — ~S\-

On obtient une suite exacte :

1 -> /4'4 -» AA — * avec/l'i = Kcrtp

Soit f €y4'4donc f(V\)eVyel f (!'?)< : T? par suite la matrice associée à / prend

la forme suivante :

ra\ A, 0 0 a, /?,
a? h> 0 0 a7 /?2

Ci c/i ai p)

*<*2
% y3o o

0 0 eu JA a4 /?4 <ÿ4M(.f)= A
«r, A
a7 P7

a» Pt

r60,V4
r7

ceci permet de construire un homomorphisme de grappe ;r :

A’A—ÿK'XK'

f où et

Ci c/i
Cl c/4/* =

;rest surjectif, en effet l’application linéaire définie par

ft(e\)=aet,fx(ei)= e1,fi(eî)= pei,fi(eA)= eA,fy(e*)= P'et,fx(e6)=
a~'P~'e6,fl(e1)= a le1,.fx(et) = etesl l'antécédant du couple (a,P).

d'où l'exactitude de la suite : 1 -+ A" A A'A—ÿ—ÿK' X K* -> 1, avec A" A = ker(n).

(ax M f Ci c/iÿj=lparsu,,eL JL J eSLi(K), ce qui permet de définirSoit f eA"4 donc a- P

un homomorphisme de groupes y/ :
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vA’\ *SL2(K) y Sl r(K)

0\ A,

Or bL
h

f y->v(f) = (ht) ou
cfr'Ci

1 -=
,C </i

yrest surjectif en effet l’application linéaire définie par

f i( e\)= d\e\+a2ei, f 2( e2)= bÿe\ \-h2e2, f t( cu'H

f\( e4)= d3e3+d4et, f2( eO= a\d*ei -a2dief,+a2d2e7-ihd3et,

f2(e6)= ~*1d4e,+ b2c/4e6 -b2d3e2 +ft,d3 e%

fi( ~ b\cAes-b2c4 e6 + b2 c3e2- ft,c,e%

f 2( et ) = a,c4e,+ a2c4e6 -a2 c3e7 +a,c et

est l’antécédent du couple (ft, /)

Soit / e Ker(y) donc a, = b2 = c, - dA = 1 et a2 = A, = c4 = t/3 = 0,

par suite Af f(m)-co entraine:

Ci[cîffle.+ JrP%e*)+ ed'S\S\ + +<5SCRÿ] + C2[E3Fcrie, + +a8e>J + edY\ÿ\ +..+ÿ8e8/j] =
donccie3e6 + e, e4 e7 + e2e3e5 + e2 e4 e8

Cl 3J

C|37

Cl3»
donnent /?, = /?7 = /?, = (5, = - <5, = 0

Cl43

C)46

Cl4»

C236

C237

C23*
donnent a6 = a7 = a* = y, = r6 = f7 = 0et

C243

C246

C247
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Cm

Cm
donnent Ai = S7 = = yt = Iet

CïM

Cl4*

Cm -' P2 “ a\ ~ 0

cw: S,= 0

cm-Si- y y- 1 .

ci34-' a,- y n = 0

alors A = a,, (5, = P4, yx = Si et y, = a4et

Par suite la matirce de/est de la forme

a, P S, ôt
<*i a\ A Yi

P; A «4
«4 A A

A

W) =

AO4.V4

d’où ter O; = K12-
On en déduit que la suite suivante est exacte :

1-ÿ Kn -> A"4—ÿSLi(K) x SLi(K)-> 1

enfin >l4est défini par les suites exactes :

1 — > A'4 — > A4 — > 2Z~*]

1 — �A"4 — > A'4 — �K x K — > 1

1 -» K'2 -> /4"4 -> S/,2W x SLi(K) -> 1.

111-3. Le groupe AB = Autfm, s)

Proposition

Le groupe d’automorphismes A»= Aut(tot.>) est déterminé par les suites exactes

suivantes :
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1-» A\ ->

l-»/T, * A\ -> K* ■> I

1 ->A"’s-+A",->SLi(K)-+\

1 -> K6-* A .SX, rA'y»x SLi(K) -> 1

Preuve

On utilise la permutation suivante

I t?) e, t*j e7 e*

e, e} iu e-, e6 e2 e2 e,

<y,,3 devient co = e,(e3e4+ese6)+ e2(e3e4+e7e,) .

Déterminons la partie stable

Ri(oj) =|x & E tn( x ) est de rang 5j
Remarquons que e(,e2 e /?,(«).

%

Soit x =’Laiei avecat*0, on écrit donc e, = A}x + A2e2+ on utilise l’application
i=i

/ (définie en III 1), pour dire que rcmg(w(x)) = 5

- — — «
Il suffit de montrer que / n’est pas injective, c-à-d s’il existe r'*0; x' = £

(=2

et x\œ{x) = 0.

Par un simple calcul, on trouve

S2(A,)=0
82(A4)= 0
Si(X*)= 0
82(A6)=0.
82(A,)-81(A2+\)= o

<V/U=o
ôi(At)-St(Ai)= 0

<W4>> = 0

<?7W = o
SJ(A6)= 0
5t(Al)= 0

<?»a,;=o
St(A<)= 0
8i( Ai)-ôt( Ai)= 0

83 — 84 — 8$ — 8& — 0 et et

donc si £ = 0 alors :
2
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I Ct{â7(A2+V = 0
S,(Ai + lJ = 0

57(A2)= 0
S»(A2)= 0 d'où S7 = S* ~ 0 par suite x' = 0 (contradiction).

D'où <?2 *0, c-à-d Ai = A4 = A!l = At = 0et

I S2( A2)-Ô2( A2 +\) — 0
S2(A7)-S7(A2)-0 alors S7 - 0 donc A 7 = ü,

S2(At)-St(A2+\)= 0
S2(A,)-S,(A2)= 0 alors - 0 donc/î, = 0,

on en déduit que et = A,x + A2e2 ou x = a,ei + a2e2 avec: a,*0 , dans ce cas:

m( x) = A2e2e3e4 + A2e2eÿ6 + e2e3e4 + e2e7eR = e\x2e3e4 + + e3e4 + e7e«] = e2.«

ou u = ( A2 + \)e3e4 + A2eÿe6 + e7e7-

»2Calculons ï2(u)= —~ donc:2/

y2(U)~ 2 + \)e3e4e4e<,+( A2 + +

ï2(u) — 0 alors/L2 = 0 et X2 + 1 = 0 c’est à dire À2 = 0 et A2 = -1 ce qui est absurde,

d'où y2(u)± 0; par suite rg(u)*2.

w3On calcule y3(u) - —, on trouve:3/

TVwj= \\A2( X2 + i)e3e4e,e6e7eg + A2( Â2 + 1 )eÿef,e3e4e1e% + A2(A2 + l)e7ete3e4efe6 ],
6

donc :

y3(u) — 0 alors A2(A2 +\)= 0 c'est-à -dire A2 = 0 où A2 = -l par suite:

y2(u)* 0
o rcmg(u) = 4 o X2 - O ou Â2 = -1,et

[y3(tO = o
si A2 = 0, alors ex = A,x ou x = a,e,d'où re(e,),

si A2 = — 1, alors ei = À,x-e2 ou x = ai(e,+e2) d'où x e(e,+e2),

et dfcmême pour a2, c-à-d si a2* 0, on trouve x e <e2)ou x e (g, + g2>.

On en déduit Ri(a))= (e\)\J(e2)\J(e3 +e2).
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R,(co) = (Vt\JV2)UV> où Vt = (e,)t V2 = <t'2>,V,= <e, +

oii-si-/ M-)-an 3L-f (-R*( f>))-<ÿ 4<4m ) &~{f(V-2\AV-2)
où {/(T.uXjcE, et ,f(]\)c:-vhv2} .

iÿe-cas{/ÿ,Uf\>G.Fset f(VÀ) G FlUKjJ.est impossible car dans ce cas.'

0
f4&i) = Mei +e2), ji.e2) ~ M{<?T+1>2) et /(et + e2) - /?e,ou f(e\ Jÿh)-=ÿe.2 .

§Lf(<h±e2) = Pe\ alory/( ev)+ f (e2)-ÿ A(er+?r) ~ ( ')( g, + e2)

-ÿ/ÿ doncTT'ÿO -par suiteeÿ v2

ontrÿetion Et -de-même-si— 4(er+ e7)-~ Se2 .

Qiuen.déduitque/si -f- e Ar> f(v\v2)CV,UVïvt

Comme EtOEr- {9}, ceci nous permet de definire un homomorphisme de groupes <p:

'V 9j\

'W 'Vui 'Vin
WK-I',Vÿ

K-Vc) c vffii
o; rc £.5

O v> û

\
oftf/est-mjeetiver

(U CT:

si /fr,/cK (U4)/-vU yhyÿv*
4/ sfnor/

WJ tek/ t*. < S3 c < A i U t 3ÿ _
-ff-est sufjectif en en effetÿf/cf/J 0 et (p(f 07= +1 où /0 estune application-Hnéaire.

ik fc t«UcÿJe»h rtÿCX-lnf' J *.

0
» U(

définie-par
~ er,-.f-4e\)— e2~,-f-0(-er)ÿih-rf-ü(e0 =r* _Cjsl,ÿÆSWtt-l

Cli* 3-
donc on obtient une suite exacte

---»•ÿÿ7 > I où /1% = Ker((p).A', -> A,

Soit f G /1'5donc f(\\)c:A\ et f(V2)tzl’2 et f(lrJc:V2, par suite f(ej = ae{ et

f(e2)= 1)c7 et /( e} + e2) - S( e, + c,),

donc flcji +he2 = Æft'i +e2) d'où a ----- h. On en déduit que la matrice de/est de la forme:
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a 0 c, (/, y y P «i A
0 « dr y, S2 a2 A
O O c, </, y, <5, a, A
() ° <:< 'A r, A A
o o t-, </, A «, A
° 0 tv. A n A «6 A
O O c7 d7 y7 A a7 A

Vo O c, A yt A a, A-
ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes n

M(f) -

/ »-> <// = «

;r est surjectif en effet pour a G À'*, il existe /, G A\ définie par:

f\(ey)= ae\,f\( e2)= ae2,fx(e3)= ACJ, f x(e4) = e4,.fl(e>) = a ' eit fx(e6)= e6,

f x(e2)-a ' e7 , fx(e%) = e%

d’où l’exactitude de la suite suivante :

où A"t = Ker( n).

Soit f s A",donc a = 1 par suite e2ro = e2ex(e3e4 + e3e«), or A*f(a))= (o entraine

«2*1

donc le support des deux membres de (*) est :

(e\ ,e2,e3.e4,es,e6) = <t>, ,e2,f(e3), f ( e4), f( e3), f(ej),

c'est à dire le s.e.v (ex,e2,e3,e4,ef,e6) est stable par /.On en déduit:

d = ct = d7 = dt = Y7 -Yt = Ô7 = S% = 0

[/( e* )f( e*)+ f(ei)f( e6)\ = e2 e,( e3e4 + e,e6) (*)

'c3 d3 r3 S3
a2 P7
a» P%et det K4( f )= de1 B. B---t 0 où

d(, y6 Si.

a2 P2
at Pi

ei|VC\ei+...+C6et)(dxe\+...+dne6)+(y xex +...+y6e6)(<S\e\ +..+<y#t?6/jJ +

+62ÿCiei+...+c«e#Ad\€\+...+t/6<?&) +(axex+...+atet)(,P\e\ +....+ Pt e3)] =
= ex e3e4 + e}ese6 + e2e3e4 + e2e7 e%

* 0 or AL f (co)~ o) entraine :d'où
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an P,
donc c2n:

a% P%
ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes y/

A"s-> SLi( K)
f »¥(/)=*

yrest surjectif en effet pour h G SL2(K); il existe / G A'\ définie par :

et f(e7)= ane2+ a%e%,f(e%) = P1e1Jÿ Pte% donc on a une suite exacte

1 -> A'",-> A",—ÿ->SL2(K) -> 1, où A"\ ~ Ker( y/ ).

Soit / G/T'jdonc a7 = /?„= ! et a* = /?7 = 0,or A\f(co)= o) entraine:

et[(cte2+...+C6e6)(d\e\+...+d6e6)+( y t e,+... y6 ea)( 8\et +...+Sae6)\ +

+e2[('c1e,+...+c6e6Xdie,+...+d6ea) 4 (alei+...+ a6ea +enXPiCi + e*>]
= eIe3e4 +e,e,e6 +e2e3e4 +e2e7et.

an p;
.«* Pt,- 1 donc h = G SL2(K)

f(et)= e, ISiS6 >

C2\n C247

c2n C74S
donnent /?, = cri = P3- a3 = 0 et donnent /?4 = a4 = P, = a, = 0donc

C23n C 237

c23t Cm

C2an
donnent P6 = a6 = 0et

C26«

C3 dx
C4 d4,

c3 d3
c4 d4

(V- 1 donc h\ = eSL2(K)et c234 -

jc23i: c3ds-csd3= 0
1C24j.' c4d3 — ctd4 = 0

alors d< = L\~ 0

c23a • c3da — Cad3 — 0

c24S:c4d6-c6d4 = 0
alors da = c« - 0

r, &

Cl3J-‘ = 0

ClM-' y3ÿ6 “ y6ÿ3 = 0

C143 •* y4Ss-yss4 = o
et

Ci4«-' y4Sa~ y6S4 = 0

y 3 <?s
-ya s*= 1 donc //2 = ' G iV/,2 f £ jClJ«.-

alors y 3~ S3 — 0

alors = S4 - 0
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Comme </5 = Cj = d6 = c6 = 0 et lu . Ih e .S’/-? ( A ), donc on peut définir un homomorphisme de

groupes <7 :

A'”f—~>SL2(K)*SL2(K)
f cr(f) = VhJh)

CT est surjectif en effet l’application linéaire définie par

/2(et) = eu f 2(ÿ2) = e2, f 2{e3) = c.,e,+ c4c?4, /2(t’4) = t/jc.i +J4e4,f1(ei) = y,e, + r6e6,

/2(e6) = + £«e«, f2(e7) = c7, /2(<?i) = e, est l’antécédent du couple (//,, //2),

soit / e Ker(cr) donc c, - </, - rV«, I ct c , c/, Xf, r - 0.

or AL f (OJ) — o) entraine:

e,[fcte, +c2e2 + e3)(chex + d2 e2 + e4) 1 (Y , eA Y2e2,e3)( J,c, + S2 e2 + e6>l] +

+ e2[fct et + c2 e2 + e3)(dx e, + d2e2 + e,)+ (a2e2+e7)( P2 e2 +ej] = co

donc :

|Cl2«
[Cl 25

C |24-' C2 -Ct --- 0

c’m.' d2 + d1 ~ 0donnent Y 2 - ô2 - 0 et alors

c2 = C] = c
et
r/2 -d\-d

donc la matrice de / prend la forme
f 1 0 c d yx (5, 0 0ÿ

0 1 c d 0 0 a2 /?2
0 0 10 0 0 0 0
0 0 0 10 0 0 0

W) =

®4.\ 4 «4

d'où Ker(a) « et enfin on obtient une suite exacte

1 — > Af # — > .4 -------> iS/,2 ( K ) "x Sh2 ( K ) — > 1
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111-4. Le groupe A, = Aut(cos, «)

Proposition

Le groupe d’automorphismes Af, ~~ Attt(a)*(J est déterminé par les suites exactes

suivantes:

A*-> A’xA" > 1
Ku-> A'6 >SL2(K)->\

Preuve :

On a û)t.6 = e,(e2e3+ e4e3+e6e7)+et(e4e3+e3e6) On utilise la permutation suivante :

e, e2 e3 e4 e, e6 e7 e%

e, e, e3 e6 ef e4 e7 e2

Donc tu,,6 devient eo = e,(e,e3+e6e,+e4e7)+e2('e6e3+e3e4)

Ri(<o)={x eE / m(x) est de rang 5},on remarque que e4 GR3(CO).

!
Soit x ='Lotte,; s\a\*0 on écrit e, ~ A,x+ A2e2+...+ Ase»

MI

parsuite m( x)= A2e2e,e3+ A2e2e6e3 + A2e2e4e7 f A3e3e6e< + A3e3e4e7 + A4e4e%e3 +

A4e4e6e,+ A,e fete3+ A3efe4e7 + + A7e7e%e3 +
A7e7et,e3 + Aie%e 7 + e2C(,e3 + e2e3e4

On utilise l’application /:%rx A4(%rx) définie par f(x’) = x'.au(x),on obtient le

tableau suivant :
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JM JM f(ej JM JM JMJM e,ejeke,

J 2345
-1 2346

23472s -h
X4 2348

2356-2j 2.2 -/
2357
23582s -A2
2367I

1 236826 -22
237827

I 2456-24 22
-26 1 2457AL

24581
2467-26 22
2468
24782s -22
2567-27 22
256822-As
2578
2678
3456-24 2j
3457-2j 2s
3458-2s 24
34672s-26
3468-26 24
3478-2s24As -27
3567-27
35682s-2s -26 2s
35782s-2-
3678-27 26
45672s -2s 24-27
456824-As
45782s-2s
46782s-2s
5678-2s 1 A7

8

donc / n’est pas injective s’il existe x' * 0; x' = Y.ôlei et
f 2

x’œ(x)= 0, d'où S3(]) = 0, S4(-\)= 0, S1(2s)+ Ss(-2I) = 0, Si(24)+ S<(-22) = 0

S1(-23)+ô3(22)+ Si(-\)= 0, Ô2(2f)+ Sf(-22) = 0, S6(\) = 0, S2(2t)+ St(-22)+
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+ St(1) = 0, 82(A7)+ S7(-A2)ÿ O, S2 ( -Aa)+84(A2) + S(,( \) -- O, ô2(- A,) + S,( AJ +

+ 87(\)= 0, St(\) = 0, 82(- A,) + 86(A2)= 0. Si(An) + S*(- A,)= 0, S2(- A7)+ 87(A2) = 0

S2(-At)+ St(A2)= 0, Si(-AJ + St(At) = 0. St( AO i - 0. S4(-A,)+ S,(A4) = 0

ftr- +*W = o, <v- A6; + Aj- o. w •» A7) + + S*(-A,)= o
Si(- A7) + S7(A3) = o, + &( - AJ + AS; » A„r SO = o, <?5(- A7; + s7 (AS) = o
8t(-A1)+87(A6)= 0 alors:

S4(~A7) +8S(Aÿ)+ S6(-AJ)+ 8?(A4)0

SJ-AO+ 88(A4)=0

Ss (-A$)+ S8( As)=0

84-AJ+ 5g(A0=0

SJ-AO+ Ss(A?)=0

On en déduit 83=84=86=8/1 0

et: 82(As)=0 et 8;( A3)=0 et 8-(A3) 0

82(Aÿ)=0 8s(A4)=0 8-(A4) 0

82(AJ=0 SM O S-(Afi) 0

S2 (Ag)=0 8s(A$)=0 87 (Af) 0

et: 82(A}) \ 85=0 => 8s 0

82(As). 85(A2) 0

82(Az) -S7 (AO =0 =>8- 0

82(AS)- 8;(Ai)~ 87 =0

85(A7) -87(As)=0

8s()k)i 8-(A4) 0

on obtient 83=84= 85=86=8- 8$ 0

82(A3)=0

82(A4)=0

S2 (As)=0

82(AJ=0

82(A7)=0

82(Ag)=0

si 82=0±ÿX' =0 (contradiction),

donc S2*0 => AJ=A4= AJ=A6=A-A8 0.

et
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Par suite e -A,r + A2e2 c-à-d x = a,e,+ a2e2 avec aÿïO,

donc m( x)= A2e2e$e3+ A2e2e(,e3+ A2e2e4e7 t t’jtv’i t e2e3e4

= C2[A2 e$e3+ A2e6e3+ A 2 e4e2 +e«e3 + e<.,], donc w(x)-er.u , où

M = V.e3 +A2e6e,+A2e4e7 H- e, e6 t <?,e,

Calculons Y2(tt)= = donc r2(u) = ~[A2eÿe3e6eÿ + Aleie3eAe2 + A2e»e3e3e4

+ A\e6ese4e7 + A2e4e7e6e3 +e6e3e7e4 ] on remarque que: VA2 &K ,/1(u)ÿ0,

c-à-d rg(u)* 2.

+

Calculons nfi/J = = T«3 = 7«V .
3/6 6

y3(u)=

r3(u) = 0

+ A2e«e3ege3e4<?7 + A2e4<?7ege3e6<?3]

donc jet o fg(u) = 40 A2 = 0 .

Y2(u)*0

d'où Ci = AiX on obtient x = ai<?iet rg(m(x))~ 5,

d'où = <*>-{<>}.

tü = e/e*e3+ e6e3 + + e2(e«e3 + e3e4,)

= {x eiî /nrfxÿest de type ry7,} est une partie stable (2-\),

on remarque que e2 GR7A(œ).

Soit x = Ea(e,;si a2*0 on écrit e2 = A,ej+ A2x + A3e3+...+Atet,
/=1

parsuite m(x) = eie8e3 + eiegCs + e,e4e7 + (Ai e, + A2 x + A3e3+. . .+ A8e8)(e6e3 + e5e4)

= e\e%e3 + Aie6es + eie4e7 + Aieÿcÿs + AiCieÿ + + A3e3e3e4 + A4e4e6C3
+ A3e3e(,e3 + A(,e6e3e4 + A7e7ec,e3 + A7e7e3e4 + A%e%e(,e3 + Agence.

On utilise la même méthode que R<(co), c-à-d / n’est pas injective s’il existe x'*0 ,_
1

_ _
x' = e, et x'.m(x)=0, on trouve les équations suivantes :

/=1
i*2
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s3(-l)= 0
S<(-1) = 0

Si(-\)= 0 alors S3 = S4 = S3 = = Si = S» - 0 et
â6(+l)= 0
ô7(\)= 0

.<?.(%> = 0

'5,r-ÿ;=o
SdX4)= o
S}(A3)= 0

M-X6J=O
<VA,;=O

= o

si <5/ = 0 alors x' = 0 (contradiction) , d’où <?/*(),

par suite A3 = A< As X6 A- A* 0 , c’est - à - dire

= A; e/ 4 A?* ou x a/ e/ i a2e2 avec cr?* 0

donc : co(x)= exete3+e3e6e3 + <?ie4e7 + X 1 e,e6e3 + X! ,e4

co( x ) = ë\e6(e3 + A,c3;+ e4(e7 - X,ef) +e,e,j.
est de type 007,1, on en déduit : R-,i (co) {x e E x ate, 1 a2e2 et a2*0 }

- Soit/ 6 Aut(oj) c-à-d / e A6, donc la matrice associée à / est de la forme :

'x // c, c/, y, $ PC
0 p c2 d, y2 S7 a2 p2
0 0 c, </, /, S, a, p,
0 0 c, d{ y , r?, ax /?,

■V ■>■ P.
<> " ", /4
0 0 e7 d7 (?7 a7 p,

U 0 c, r, <?s «8 /V
ce qui permet de définir un homomorphisme de groupes :

Mif) ./

4-ÿ>rxr->i
f»<p(f)= (A.P)

9>est surjective en effet l’application linéaire/ÿ définie par;

f(e3)= Xe1, f(e3)-XApe3

f(e3)= Pe2, f(e6)= P 'e*
f(e3)= e3, f(e1)= X1p1e1

f(eA)= XP1eA, f(et)= A'et

est l’antécédant du couple (A,>9)
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Soit la suite exacte suivante: 1 -* A\ K’ * K' -> I ,

soit / '«alors f(e\)= et et f(e2)- e2 4 parsuite

/t3/r<yj = <y entraine : e, /I2/ i e(,e< » «'.,<’7,1 t f ft'2M7/(<.’6e, +e,e4) =

= eifoe* 4 tv'< +e»C7> + <’2 (t'r.c, 4

donc etffeiÿf (e6)f(e3)+f(e<)f (e4)] = e,e2(e6e,+ e<e4). (*)

Comme e, , f( e2), f (e4), f (ej,f (et,), f( ey) sont libres, le support des deux membres de (*)

est :

(euf(e2),f( e3), f( e4), f(e>),f( e6)) = <<?,, t?2.ej , e4 , e<,e6)

ce qui montre que la matrice B :

(C7 Y 7

U, </, y, V
est nulle, par suite

4. rj ss
CA d4 y4 S4
c, df <?,

U« dft y6 S6

«7 AÏ
Pt J

detM(f)= Xp det A det C *0 où A = et C =

a7 P2
a» P%

'

~ PtCi + diCCt = 1

-P7c3+dia7 = 0

dans l'égalité A*f(û))= co, les coefficients de ei<?3e,ere,e.,<?7Posons A =

donnent

1 1
d'où c3 = — a7 et </3 = — A et de même les coefficients de e.e4et et e,e3e7 entrainent

A A

C4 = -7«* et d*-\PtA A

Cl37
donnent cs = df = 0, et de même tw et c,6l => c6 = d6 = 0

Cl3«

r ,i A
n ALes coefficients de e, e6 e3 montrent que = 1,

C263d'autre part donnent c3 = P, et </3 = - J,
C253
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Cm
donnent c4 = - y6 et d4 = S6et

/264
par suite -d=l ce qui permet de construire l’homomorphisme

1 -> A"« -> A Sh(K) I

3/ y/( f ) - h où h

surjectif en effet pour heSh(K ), il existe / <= /indéfinie par :

f( ex)= ei,f(ei)= ri - y6e4,f( ey) = y \ y6e(,

f( e1)= e1,f( e4) = -S,e3+S(,e4, f( e6) = e< 4 & t>6

/f «7ÿ = Y f,e%, f (e%) = -&e74
soit f & A"6 alors y, = = 1 et Ss = y6 = 0, A' f(co) = <y s'écrit:

e\( Pxe\+....+ P6e6 + et)(ciei +cjei + ei)+( ô\ey+....+ô4e4 + ef>)(Y &+...+Y 4e4 +es)

+(d\ex+diei+e4)( a\ex+...+a6ee +eij\+( fic\+eiÿ( S\ex+...+Ô4e4 + e6) x

x (c,e, 4 c2e2 4e3)4(/r,e,4. . 4 y e4 4 e< )(dx e,+ c/2 e2 4 e4>l]
Cj27 et ci*2 donnent d1-ci- 0 , d'autre part:

= (o,

sy y3

<?4eus' =0 donc PA = -cti- n(ô4-y p

Cl53 •' Pi - Si et Cl63 •' Pi - ~ y 3 ~ M’ C\25 •' Si - d\

eus •' cet = /1 — ô4 et Ci62-T 2 = C\, cyM: a<, = y 4 et Ci4i.'S4 = y

Cm: Pi =6\- MSI et Ci24-- 0,1 - fiy2-yx

et finalement la matrice de/ e A"* est de la forme:

/' Xi <5>
0 1
0 0 1
0 0 0 1

Pi ï
0 0 Yl S2 juy7 - y, <5, -

0 y,
y4 y3 «4

1 0 /'-?\3 <ÿ3
0 1
0 0 1
0 0 0

«I

A«3
P4m=

~Yi~M
0
1
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s3 r3
r 3 r4

par les suites exactes suivantes:

\-+ A6ÿ>K'xK' I

A'sÿSIÿKï-ÿX

avec P4 = - a3- p(S4~Y P d'où,4"fi » A',,1 donc le groupe Af est défini

III-5. Le groupe A7 = Aut(a>8 7)

Proposition

Le groupe d’automorphismes A7 = Aut(a>%,7) est déterminé par les suites exactes

suivantes

1 — ) A"7 — �A'7 — > SL2( K ) I

I->*,6-»/T7->K‘-> î

Preuve

On a <u*.7 = eife2e3 + e4ej+e6<'7ÿ + t?2fe5t?(i + e7<,«ÿ, on utilise la permutation suivante :

et e2 e2 e4 e6 e7 e,

et e2 e% e7 e< e6 e.t e2

donc <yi.7 devient œ = e\e2et, i-el('e7e4+e6e4)+e2(e4et + e<e«)

Rs(to) = {jr e E / co(x) est de rang 5}, on remarque que et,e2 e Rf(co ).

t
Soit x = Za(e/) siaIÿ0 on écrit e, = Xtx+ X2e2+...+ Xtet

i=i

parsuite o)( x) — X2ete2et + X4e4e2e% + X4e4e2e% + Xf,e(,e2e% + X7e7e2e% + X2e2e7e7 +

+ X1e1e6e4 + /t3e3e7e, + X3ete6e4 + X4e4e7e4 + X,e,e6e4 + A6e6e7e5

+ X7 e7e6e4 + X,ete7e, + Xt e,efie4 + e2e4e, + e2e4e6

On utilise l’application f : -> définie par f(x’) = jr'.m(x),alors:
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f n'est pas injective s'il existe x' 0: x' et x'.co(x) = 0,
;

en utilisant la même méthode on trouve

Si A3 — 0 et S4 A3 — 0 et Si A4 — St Ai — 0

Si A(, — 0 et Ô4 A3 — 0 Si A3 — S4 — 0

Si Ai — 0 S4 At — 0 et S3 — S3 — Sa — Si — S3 — 0

Si At = 0 S4 Ai = 0, A» — 0

si <?2 = 0 alors S4 = 0 avec S3 = S3 - S6 = S7 = S3 = 0, ce qui montre:

x' = 0 (contradiction) donc S2* Oalors A3 - A6~ A7 = An = 0 et S4 A3 = 0,

Si A4 -84Ai- 0, Si A3 - S4 = 0, on trouve A ( ~ A3 A2etS4 A3- 0

Si £4 = 0 alors A4 = AS = 0 d'où A3 - A4 = A3 = A« = A7 = A3 = 0.

Si $5 — 0 alors A4 — 0 d ou A3 — A4.....À* - A — A 7 — A* — 0, enfin ej — Aj x + A2<?2
c-à-d x = a,et + a2e2; a,*0, or

<y(x,) = A2e2eiei + A2e2e6e4 + e2e4e, 1 A2e7-eje,+(A2e»« — e,>4] =
où u — ( A2e7 — e6)e,+(A2e6- e3)e4.

u2

Calculons y2(u)= —:

Donc Y 2(u) — [A2 e7e3fitfi4 + A2 <?7t’.<t?4t’7 » t’teitvv.

K3
On remarque que * 0, pour A 2 quelconque, par suite rg(ti)* 2. On calcule /3(0)= — >

on trouve y 3(u) = 0, donc:

y3(u)= o
O rg(u) = 4, pour A2 quelconqueet

y2(u)* 0

&oùRi(co)= (e},ei).

Soit f e Ai = Aut(o)), donc la motrice associée à / est de la forme:

“w-iî 3' où Ao eGLi(K), ceci permet de construire l'homomrphisme (p

<r1 -*A'i->Ai
f <p(f )= det A0 = A
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<p est surjective en effet pour A eÂ'\ ilexiste /„eA7 avec:

fo(e0=*euUei)= ei , f0(e*) ~ e*<f o(e*) ~ A V4, f<,(e,) = e}, f0( e6)

fo(ei)~ A 'e7,f0(et)~- A 'e, <p(f0)~ A.

Soit f & A'7 donc A = 1 c- à -d Ao e SL2 (A.), ce qui permet de définir un homomorphisme y/ :

= e6l

1 -> A"7 -» A'7-ÿ-*SL2(K) -> 1

/ K/) = A

_U M
la? AJy/ est surjectif en effet pour A0 e,SL2(K): il existe M(f)eA'7 définie par:

0 O'
0 0

h{ 0
0 0
0 0

0 a}h2 +hta j 2 0
0 a2h2 h] 0

0 l

a, h, 0

a7 h2 0
0 0 a,2
0 0 0
0 0 0
0 0 2aia1 0

0 0 a] 0

,0 0 0

0 0
0 0
0 0
h2

- or,
- A, a,

0
0

«A
0

A/(/) = 0

0 0 0

avec y/(f)=A0

Soit / e donc A0-id2 c-à-d /(ei)~ei et /(e2) = <?2, par suite A3 f(co) = <y donnent:
[/(ÿ/(ej) + /(e5)/(«?«)] = e,e2 (e*e3 + e?e6) (*)ei<?2

et e2e2[f(e7)f(es)+ f(e6)f(e4j\= e2ei(e7e<+e6e4) (**)

Les supports des deux mêmbres de (*) et (**) montrent que les s.e.v (eue2,e3,e4.e5.es)

et <ei,ÿ2.e4,e3,e6,e7>sont stable par A2 - Aut(co) , d’où la matrice de/est de la forme :

"1 0 c, c/, y, Sx a, /?,"
0 1 c, t/2 r2 S2 a2 p2
0 0 c, 0 0 0 0 p,
0 0 c4 dA y4 3» «4 P*
0 0 c, d, Y 3 <?5 a5 Pi
0 0 cé d6 Y « 4 a6 P6
0 0 0 0 0 0 a7 p7
,0000000 ptJ

dans l'égalité A3f(û))= û), les coefficients de e,e2e, montrent que Pt = 1 et on a:

V\e2(P\e\+...+P7e2 + e») + £j[(£Zi<?i + cr2e2 + cr4e4 + «3ÿ3 + cr«e6 + #707) *

A/(/) =

52Groupe d’automorphismes de woù l’invariant cL(œ) = 5



Groupe d'Automorphismes des Formes Trilincaircs Alternées de Rang 8

( r)ei + rIe2+r4e4 + r,e,+ r6e6 ) + (6tei + S2e2 (- S4e.t i + ô6e6)x

(d\e\+ d2e2+ d4e4+ dsei+<ise(,)\+ e\( d\C) + die2 + d4e4+ d*e> + d(,e(,)x

( c,e,+ c2e2 + c3e3 + c4 e4 + c>e,+c6e6)+(y,el + y,eI-iy4e4 + y<ef + y6ejx

(ô\e\+ ô2e2 + S4e4 + ôÿe-, + £6e6>] - e\e2e% + e\e7e3 + e3e4e4 + e2e4e2 + e2e3e6, donc:

c242 : d4c3 = 1 alors d4 = c,1

c24i:d4c2=\
c2i3 : dsc3 = 0 alors d4 - c3 et c/, - d(, - 0

c263: d6c3 = 0

Cnv «7ÿ3-1
CI74-- a7y4 = 0 alors a7 = /,' et y4 = y6 = 0

c„6:a7r6 = 0

c2S6: ÏÿSf, = 1 alors S6 = yf '
Ci64 •' 86d4 = 1 alors ô6 = d4

c246:d4c6 = 0 alors c6 = 0

CiS6: aJ , = 0 alors a6 = 0

C]43:a4y j-ôid4 = 0 or d4 = y 4 donc a4 = J3
c24i: d4cs-ysô4 = 0 or d4 = ys donc c, = ô4

cU3: P3~d\Ci alors P,= c/, c3

S2 d2 d 1 c,

<?4 </4 t/4 c4

I donc d4 = y4 = S6' et a7 = S6 = c3

C\24: P4 -a4y 2 + -rts* = 0

r'
r, A

Cm-' P6~ ô6d2- = 0 alors P6 = S(,(d2+ y})

cm: P1-a1y1= 0 alors r 2

«2 r2
a* r,C|2J-‘ P$ + — Sid2 — d\Ci —(I)

Les relation (I) donnent /?,,

paramètres .

Remarquons que dans la base [ei,e2,e3= e'ÿ,e4,e\= e3,e6,e7,et}, M(f) prend la forme

triangulaire :

P-,, on en déduit que M( f) s’exprime en fonction de 17
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'1 0 Yy **, «, PC
0 1 y,. <7 $ «2 Pi
O O c,'
OOO

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 c, a4 ar, /?,
<4 << «4 P\
Cy 0 0 P,
0 c, 0 P6
0 0 c, Pn
0 0 0

<‘.1M(/) =

1 J
ce qui permet de définir l’homomorphisme p

A'* > Il-> /TV* /1";

/ P(7y» =
Evidement p est suijectif, car il suffit de prendre M(f) avec c, donné, donc :

si f e A'"7, c- à- d c'3 — 1 , la matrice M(f) associée à/ est unipotente donc : A'”i = K'6,

finalement Ai —Aut(co) est défini par les suites exactes :

\->A'7-*A7->K'-+l
\—>A"7—ïA'7—ï SL2( K ) — > 1

\-+K'6->A"7
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IV - Cardinaux de certains groupes d’automorphismes
dans le cas où le corps K est fini
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IV - Cardinaux de certains groupes d’automorphismes
dans le cas où le corps K est fini

Dans ce qui suit, on suppose que le corps K est fini ( |K\ = q, K IFq) et de caractéristique

quelconque

Notons cOi le trivecteur de rang / (I i <7) dans Ax K* , et Aut(cot) le groupe d’automor¬

phismes de o)i dansA’ K*

IV- 1. Cardinal de Aut(o)) où rg (a) < 8

IV-1-1. Rappelons des résultats classiques et faciles à vérifier [2]

IGL,(IFj = (q-\is/..(IF,i = " h(q' - \)

|G,.„(IF,\ =|GU IF4 / \<;I./IF,)\\<;L, /IF4?
où G».p(IFq) est la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension p de IFnq,

\ÿpÿn- 1.

p(n-p)

IV-1-2. Soit E un espace vectoriel de dimension 8 sur un corps fini K = IFq . Les groupes

d’automorphismes dans A3 K* des trivecteurs de rang inférieur sont déterminés par les suites

exactes suivantes : [1] , [4]

- <y3 = ei e2ei alors Au/((o3) est le groupe spécial SL}(IFq), Au/(co3)= SLj(IFq)

\Aut(a>3)| = |<SIj(//ÿ)| = q3(q3 - \){q2- 1)

- m,= ei(eie3+ e4es) alors Aut(a>>) est défini par:

1 ->A' ->A

1 —>K* —>A' —> Sp<(K) —> 1 où A Aui(o)s).

donc. \Aut(a>5)= |tf4|.|r|.|s/>4fM = <t(q- "V

- 0)6,i = eieie3+e4e,e6 alors A = Aut{œ6A) est défini par;
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1 ->SL3(K)xSL,(K) ->A ->Z2Z > /

donc \Aut(a)6A)\ = \Z/2Z\.\SL>(KÀ2 = 2q6(q'~ I )l(q7 - I /

- co6.2 = e2e2e4 + e2e3e3 + e]e3e6 alors A- Anl(ah2) vérifie la suite exacte

1 ->K*->A GL*(K) >1

donc \Aut(œ6,2j[ = |**|.\GU (k j\ = qu(q - \)(q2 - 1 )(q - 1 ;

- <y7.i = et(e2e3 + e4e3+ e6e7) alors A - Au1(m2A) est défini par:

1 ->A'->A

1 ->¥?->A' ->Sp6(K) -> I

donc: \Aut(œ2,ÿ = q"(q - \)I1(qh - \).

- û)2,2 = o)7.i +e2e4e6 alors A = Aul(œ12) est donné par les suites exactes.-

1 -> A' ->A

1 —>A' SUK)

1 ->K3 ->y(A) -> SL3(K) -> 1

donc : \Aut(o)7.2i = ~ U(V ~ V(q V

- œ 7,3 = ete2e3 + e3e4e3 + e5e6e7 alors A = Aut((o13) est donné par les suites exactes:

1 ->A' ->A Z/2Z -> 1

1 -+A" ->A' ->K‘xK* ->1

1 —>KW—>A" ->SUK) x SL2(K) 1

donc : \Aut(A7.3i = 2qn(q-\/(ql- l/
- o)7.4 = ej(e2e3+e4e;)+ e2e4e6 + e2e3e7 alors A = Art/(a)7.4) est donné par les suites

exactes:

J ->A ->A4 — GL}(K)

1 ->PGL2(K) -> n(A4) ->K* —> 1

1 ->t? ->A ->SL2(K) -+/
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donc: |/*«f(®74)| = q'°(q2 - 1f (q - 1)

= + 636567 alors A - Aut(ah.s) vérifié la suite exacte suivante:

/ ->G2(K) ->A ->Vi(K) -+ /

donc : |/lw/f(y7.,;| = \Cn(k j\\n,(k )\ = af (q' - \)(q7 - \)

1 si pgcd(q -1,3)= I
3 sinon.

où e est défini par: e -

et /I3(K) {x eK‘ xr / }

IV-1 -3. Lemme
Soit K = IFq un corps fini de caractéristique quelconque tel que \K\ = q , alors le cardinal

deAul((vî),i < 8 dans/13 K3 est donné par:

\Aut(rf)| =| GLt l(lFq)\ ,| Aut(œJtqi/f <)

Preuve :

Comme \Aui(œ*ÿ = \oit(IFq)\ / |f )(co] j\ ,où ()(ro')est l'orbite de 0), dans A* K*

Pour calculer 0(0)]), on calcule tout d'abord le cardinal de son orbite dans A3 K' c'est:

\GU(ÎFqÿ/\ Autfahi ;

Ensuite le cardinal de son orbite dans A3 K * s'obtient en multipliant par (IFq .

On obtient alors \ü(o)])\ ={\f}Li(lFqÿ//\Aut((oi\ ).|On.,(lFq)\,

\0(a)])\ = \GLt(IFqÿ/ \GLt i( IFq)\ .q"* n\Aut(co,)|,donc

d'où\Aut(œ]i =qi,t i'\GUi(IFqi ,| Aul(<oJ.

IV-1- 4. Cardinal de Aut(o),8)
Le cardinal de groupe d’automorphismes de trivecteur de rang inférieur à 8 est donné par :
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-Pour / = 3, on a \Aut(a\\ =<?v* "\G1«( lFq\ \AU1(OH)\,
donc \Aut(a>\)\ = qn(q*- \)(q' - \)(q* - I )7(q7 \ /(q- \).

-Pour / = 5, on a \Aut(a\) = q'"\Glÿ( IF„\ ,|Aul(aui

donc|Aut(a\)\ = q76(q4- \)(q7 -\) (q7 -\f (q-\)\

-Pour / = 6, on a \Aut(ahÿ =qn\GL1(lFn\ .|Aut(a6Aj[,

donc \Aut(ah)| = 2q'9(q*- 1/ (q* -1 j'(q-\).

-Pour Aut(ah),on a \Aut(ah)\ = qn\GLi(lFq\ \Aui(a6.ii

donc|Aut(ah)\ = q14(q'-\)(q1-\)7(q-\f-

-Pour i = 7, on a \Aut(a\.\ÿ = q7\Gl,\( lFq\ .|Aui(a1Ai

donc |y4n/(<ü7,t)| = q22 ( q6 -1)(?4 - 1 ){q - 1 )2 {q1- 1),

- Pour Aut(a\2),on a |Aut(a\ÿj[ =q7\GF(IFq)\ \ Aui(a7.2A

donc Aut(ah) = q22(q3- U(Y- \)(q-1/ .

- Pour Aut(a\2),on a = <77|07„(7/v| .|Aut(a1A\
donc \Aut(ah)\ =2q'9(q2 -\f (q -\f

- Pour Aut(œ\t),on a ~ q7\GlA(IFqÿ \Aul(a1Aj\
donc \Aut(a\A)\ = qv(q7 -\)7(q -\f .

- Pour Autfa'nt),on* \Aut(a\.ÿ - q1\GJ*( lFq\ \Aut(a1A)\
donc \Aut( a\,i}\ = equ(q6 -\)(q2 -\)(q- \).

donc \Aut(a\ij\ = eq"(q6 -\)(q7 -])(q - ]).

IV-1-5. Cardinal de 0(a,e)
\Gl,(IFq)\
\Aut(aï)|

10(a\)\ = (q1 - \)(q* + \)(<? + \)(q' + U

\0(a'ÿ = q1(q1- U(Y- U(V + U(V + U(V + U(V + <7 + 4

ona |or<uf;|= donc:
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\0(<o\A)\ = - \)(q- - \)(qx + 1 )(q f 4 1 /

\o(o)\,2ÿ =q*(*f-\)(q1 \)(q' \)(q’ t utV i UtV ' q » U

|o<v7,;| = <76tY - w?7- - 1 )(ql 4 q + u
=q*<qt-\)(q1-\)<q* -\)<<r' \)(q’+\)(q + \)

\o(a>\4 = (V- UtV - 1 )(<î \)(<? + 1 )(<? 4 UN2 + q +1/

|oreuî.4ÿ =q"(q'-\)(q1~\)(q \)(<r' \)(q 4 iW w/ + i;

|o(o)V4 =~e<t"(<it-V(<f-\)(q -V(qx )(q' u

IV-2. Cardinal de Autfo,8)

IV-2-1. Le cardinal de A, = Ant(co%,i)]

Mil = \SL3(K)\\K\\SP4(KMK4\ = q"(q* - \)(q' - U(V-1 f(q - \)

I A2 = IÿIISLKKMKÿ = q'*( q1-1 f (q- I /

U3| = IÿWSLKK)ÿ = <?’ '(V - 1 f(q - 1 /

MJ = = 2qu(q1 - 1 f(q - I /

MJ = \Z/2ÿ\K'\\SL\(K)\\K6\= 2q(q2 - 1 ;V</ - U

MJ = - ur? - ' /
MJ = Mla*wiM'1= <7'W- vr?- 1 /

est donné par :i<7 >

IV-2-2. Cardinal de l’orbite 0(Yo*.J
Le cardinal de l’orbite de co%., est donné par :

|GLx(lFq\10(œti\ = \Aut(œt)j\
donc on a :
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\o(œ%A)\ = 7<V -V(q6 - U(Y - v(q4 + 1 )(q7 + i )

\0(<Otÿ = q'°(q* - U(V - \)(q* \)(q l)(q? + \)(q < 7 + U
\o(cot.3)\ = q"(<î - - \)(q6 - U(V- w2 + U(V + q+v

\o(o)tJ = -V(q7 - ur?6- uiV-V(q2 + u<V +?+ v
\o((otÿ = |7,9rÿ7-1)(q* -1)(q - \)(q" - 1 )(q4 +\)(q2 + 1/

= ?,4(Y- v(qy - -vtf - u<V - U(V * 7 + u
= q"(q'- U<Y-V(q6 -V(q' -V(q4 -V(q2 +q +V

IV-2-3. Remarque
Notons que la quantité S= 1/1' h'\-(Z,\()( to” )\ + X,\()( ru«, j|) dépend du corps de base

choisi, comme le montre le cas n =7 où S est nulle pour C et ne l’est pas pour un corps fini
([5])

Il est probable qu’il soit ainsi pour /?=8.
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The automorphism groups of the
alternating forms of rank 8.

Résumé enAnglais v|kp||gljgfgif§|| j ! J

Let E be a finite dimensional K vector space . The linear group —

GL(E) operates canonically over the space A3 E (or the space of the "

alternating fomis) . The study of orbits use the classification over the -

arbitrary algebraically closed field K and the golois cohomology. The

object of our work is the study of automorphism groups ofalternating -

forms of rank 8. When the arithmetical invariant d] (co) is equal to 3 or 5 . -

To carry tin’s study, wehave introduced somenotions of exterior algebra: -

p-vector , rank, and invariants and we give a complete description for the
automorphism groups.



Groupes d’automorphismes de formes
trilinèaires alternées de rang 8.

Résumé en Français ; ! \ ,7: ‘; 1 /

Soit Ii un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps

commutatif K. Le groupe linéaire GL(E) opère canoniquement sur l’espace--

A'1 L (ou l’espace des formes trilinèaires alternées , par dualité).,, la

détermination des orbites se fait en deux étapes: La classification sur un

corps algébriquement clos de caractéristique quelconque et l’utilisation
de la cohomologie galoisienne. Dans ce travail nous nous intéressons au

groupes d’automorphismes des formes trilinèaires alternées de rang 8 tlont

l’invariant numérique di (OJ) vaut 3 ou 5 ,pour ce faire on introduit-des

notions d’algèbre extérieure (p-vecteur , rang , support invariant , groupes

d'automorphismes, Ces groupes sont complètement déterminés à Laide

des parties stables convenables.
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