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Introduction

Les techniques standards d’analyse de séries temporelles ont longtemps reposent sur les pro-
priétés fondamentales de linéarité et de stationnarité. Eu égard a leurs coefficients constants et
a leur dynamique linéaire, les modeéles autorégressifs moyennes mobiles (ARM A) inhérents a4 Box
et Jenkins [8] ont ainsi fait I’objet d’un intérét croissant sur une vaste étendue disciplinaire allant
de I’économétrie et la finance a la climatologie ou ’électrotechnique. Cependant, de nombreuses
recherches ont démontré que les hypotheses de linéarité et de stationnarité n’étaient qu’un pis-
aller utopique apportant un confort appréciable dans I’étude probabiliste et statistique du modéle
(Guégan [13]). Le recours a des modéles plus souples est alors vivement apparu comme une nécessité
dans 'analyse de séries temporelles.

Ainsi, la structure non linéaire de nombreuses séries temporelles et P'insuffisance pragmatique
des modeéles ARM A ont souligné dans un premier temps la nécessité d’introduire d’autre classes de
modeles qui répondent aux défaillances portées par la classe de modéles linéaires. Par ailleurs, de
nombreuses séries chronologiques possédent des caractéristiques non-linéaires (Subba Rao et Gabr
[43] ; Gabr et Subba Rao [10]), ce qui exclut toute éventualité de modélisation ARM A. Pour pallier
cette absence de linéarité, la classe des modéles bilinéaires, introduits dans la théorie du controle
par Mohler [30], a recu une attention exacerbée dans la littérature probabiliste et statistique dés le
début des années 80 (Granger et Andersen [11]; Subba Rao [42]; Priestley [41]; Liu et Brockwell
[27]; Liu [26] ; Terdik [45]; et les références citées par la suite). Comme illustration, considérons la
série macroéconomique mensuelle (étudiée par Subba Rao et Gabr [43] ) du nombre de demandeurs
d’emploi en Allemagne de ’ouest depuis Janvier 1948 & Décembre 1980 donc 396 observations (voir
figure 0-1 ).

Cette série exhibe clairement un caractére non-linéaire associé a une évolution "périodique annuelle".
Il se pose alors naturellement, les problémes de la modélisation et de I’identification pour les séries
temporelles présentant une structure non-linéaire.

La diversité des méthodes de modélisation et d’identification et notamment Pestimation, est
non seulement fonction d’une évolution historique du probléme, mais aussi du fait qu’il n’existe pas
nécessairement une seule "bonne" facon de procéder a une telle étude. Cependant et a I'égard des
méthodes d’estimation dans les processus bilinéaires nous pouvons les regroupées en deux classes

distinctes
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F1G. 0-1 — Série de nombre de demandeurs d’emploi en Allemagne de 1’ouest depuis Janvier 1948 a
Décembre 1980

1. Classe des méthodes 4 information compléte : C’est la classe des méthodes de type Maximum
de vraisemblances, Quasi maximum de vraisemblence. Nous citons par exemples Gabr [10],
Guégan [12] et [13], Kim et Basawa [24],Pham Dinh [39], Priestley [41], Subba Rao [42], Subba
Rao et Gabr[43] et autres.

2. Classe des méthodes & information limitée o centrairement a la classe précédente : On se
contentent d’estimer une équation faisant intervenir uniquement quelques informations (cf.
Berlinet et Francq [4], Kim et Billard [24] et Subba Rao et Silva [44]). Nous citons les
méthodes de moments et plus spécifiquement les GMM ou encore MAD (Minimum distance

estimation) introduites par Hansen [21].

Notons que les propriétés probabilistes et statistiques que possédent les GMM leurs ont donnés un
grand succes et une vaste application dans les domaines de 1’économétrie, finance, économie et dans
Panalyse des séries temporelles (cf. [34] pour les applications de la méthode GMM). L’objectif
majeur de notre travail est 'estimation dans des modéles bilinéaires par la méthode GMM et sous

certaines conditions nous établissons la consistance et la normalité asymptotique des estimateurs.
Organisation du document :

Notre thése se décompose de quatre chapitres : Dans le chapitre 1, nous donnons une vue

globale sur la classe des modéles non linéaires les plus utilisés dans la littérature, dans cette classes
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en s’intéresse aux modéles bilinéaires. Dans le deuxiéme chapitre nous faisons une étude probabiliste
des modeles bilinéaires pour établir leurs propriétés. On construit la représentation vectorielle des
modéles bilinéaires; cette représentation permet, ensuite de donner des conditions nécessaires et
suffisantes d’existence et d’unicité de processus bilinéaires stationnaire au second ordre. L’existence
des moments d’ordre supérieur est également abordée. Dans le troisiéme chapitre on rappelle en
détail les théorémes déja existants sur la méthode GMM que nous avons choisie pour I’estimation
des parametres des modéles bilinéaires, nous étudions également ses propriétés statistiques, son
efficacité et son comportement asymptotique. Dans le dernier chapitre nous présentons une étude
expérimentale exhaustive basée sur des données simulées afin de valider la mise en évidence les

résultats théoriques.



Chapitre 1

Les modéles de séries temporelles non

linéaires

1.1 Introduction

Depuis, le livre de Box &Jenkins [8], et les travaux de Akaike [1] pour la classification structurelle,
par exemple, les techniques de modélisation de séries temporelles ont parfaitement établi leurs
maturité et connaissent un grand succés dans de nombreux domaines. Cependant, comme nous
P’avons souligné précédemment, leurs champs d’application reste limité aux modeéles linéaires. Nous

citons a titre d’exemples :

1.1.1 Exemples

1. Lors de I'utilisation des méthodes de type Box Jenkins pour traiter et identifier des données
météorologiques, les chercheurs ont constaté que ces données ne présentaient pas I’aspect
classique des séries linéaires (voir figure 1-1 ci-apres). Ce qui a poussé les chercheurs a étendre
la classe des modeéles linéaires ou a trouver d’autres modéles qui pourraient eu servir dans la

modélisation de ces processus non linéaires.

2. Les phénomenes réversibles peuvent se modéliser par des modeéles linéaires car ces derniers
gardent leurs structures et leurs propriétés en retournant le sens du temps, mais certaines
observations donnent des trajectoire de type irréversible par exemple les " montées " sont
plus abruptes que les "descentes ". Ces phénomeénes ne peuvent se modéliser par des modéles
du type ARMA.
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FiG. 1-1 — La température moyenne annuelle en Angleterre centrale entre 1723-1970

3. Lorsque les innovations linéaires d’un processus stationnaire (X;),., ne sont pas indépen-
dantes, ce qui est le cas dans de nombreuses situations pratiques, on sait que la modélisation
de (X}),cz Par une équation ARM A ne fournit généralement pas les meilleures prévisions. Pour
répondre & ce probléme la solution habituellement retenue consiste a4 ne pas tenir compte de
la modélisation ARM A et a rechercher une modélisation non linéaire adéquate. La solution
qui est envisagées par Francq et Berlinet [4] est de compléter la représentation ARM A par

une représentation non linéaire du bruit qui intervient dans ’équation ARM A.

C’est pour cela qu’on a tenté de développer des classes de modeéles dits "non linéaires" qui pourraient
rendre compte de ces phénomeénes, mais la construction d’un modele non linéaire comporte a escient
quelques précautions qui ne doivent pas conduire & des solutions explosives et qui permettent de

faire des prévisions fiables, trés proche de la réalité, en prenant les disparités de la linéarité.

1.2 Les grandes classes de modéles non linéaires

Pour la création des modéles non linéaires, on distingue deux points de vue, le premier va
consister a ne considérer que des modeles dont la structure sous jacente ne sera plus linéaire, ’autre
est celui qui prend en compte des modéles évolutifs ( ce sont des modéles non stationnaires pour
les quels la moyenne et les covariances dépendent du temps, cf. [6] ), le cas des problémes issus de

I’économie, de I’hydrologie, de la météorologie. Dans la suite, nous donnons les principales définitions
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de modéles non linéaires les plus utilisés en pratique, avec les principales références permettant d’en

approfondir I’étude (voir Guégan [13] pour un inventaire exhaustif des modeéles non linéaires).

Les modeéles autorégressifs généraux

Le processus (X;),, est dit autorégressif général d’ordre k s’il est généré par 1’équation suivante
Xt = f(Xt—bXt—27"'7Xt—k7€t)7t €Z (1'1)

ou f est une fonction non linéaire de R**! a valeurs dans R et ol (&;),., est un bruit blanc! et ¢,

est indépendante de X pour tout k <t .

Remarque 1 Il est commode de récrire (1.1) sous la forme vectorielle, en effet, soient les vecteurs
X = (X, Xicn, ooy Xoka) et = (€:,0...,0)" de R¥; alors I’équation (1.1) peut étre réécrite
sous la forme

X, =¢ (X, (1.2)

ot ¢ est une fonction de R* 4 valeurs dans R* définie par Xt(l) =f (Xt(i)1 .. .Xff)l,ngl)), Xt(Z) =
1 k—1 k-1

Xt(—)l Xt(~1 ) = t(—l )

Les modéles autorégressifs exponentiels (EX PAR)

Un processus (X;),., est dit autorégressif exponentiel d’ordre k& (EXPAR (k)) si pour tout
tez

k
Xy = Z (aj + ﬂj €xp (_6Xt2_1)) Xt—j + &, 0>0 (]_3)
Jj=1

ou (&y),cz est un bruit blanc. Ces modéles ont été introduits par Haggan et Ozaki [19], leurs pro-
priétés probabilistes ont été étudiées par Ozaki [35]. Ces modeles trouvent leurs applications dans

différents champs d’application.

!Une suite (&), de variables aléatoires de moyenne 0 et de variance o2 est appelé bruit blanc fort (respectivement
faible) si elle est indépendante et identiquement distribuée (z.3.d.) (respectivement Cov(et,erip) = 0 VE,h € Z et

h # 0)



Les modéles autorégressifs fractionnaires (FAR)

Un processus (X est dit autorégressif fractionnaire d’ordre 1, si pour tout t € Z
p teZ g

P v J
G+ Zj:l a; X,

Sy
Y j=1"3>t—1

+ & (1‘4)

ol (&¢),cz €st un bruit blanc, 0 < p < g+ 1 < 00, a, # 0, by # 0. Ces modeles ont été proposés
originairement par Jones [22]. Avec une étude expérimentale pour la prédiction non linéaire en

météorologie.

Les modéles autorégressifs produits (PAR)

Les modéles autorégressifs produits ont pour expression
Xy = ftthl (1-5)

on, a € [0,1], et § = exp(e), (&),cy €tant un bruit blanc. Ces modeles ont été introduits par

McKenzie [29]. Actuellement, il n’existe pas d’applications connues de ces modeles.

Les modéles autorégressifs i coefficients aléatoires (RCAR)
Les modeéles autorégressifs a coeflicients aléatoires d’ordre k (RC AR(k)) ont pour expression :

X; =Y (Bi+Bi(t) Xe—i + & (1.6)

i=1
ou
1. (&t),cz €St un bruit blanc.

2. Les B;, i = 1,..., k, sont des constantes.

3. (B(t)),cz est indépendante de (g;),., o B(t) = (B (t),...,Bi(t)), (B(t)) est une suite
indépendante de 1 x k vecteurs de moyenne 0 et E [B7 (t) B (t)] = £.

Ces modeles ont été introduits par Andel [3], Nicholls et Quinn [33]2.

2Notons que le modéle 1.6 admet une représentation vectorielle similaire & la représentation (1.2)



Les Modéles bilinéaires (BL)

Le processus (X;),., défini sur un certain espace de probabilité (Q2, 3, P) est dit bilinéaire d’ordre

p,q, P,Q et noté BL(p, q, P, Q) s’il satisfait I’équation suivante :

p q P Q
X; = Z a; X;_; + Z Ci€t_i + Z Z bijt_jEt_k + & (1.7)
=1 i=1

7=1 k=1

ol (&t),ez st un processus de bruit blanc défini sur le méme espace (22, S, P), (i) 1<icp » (€)1<icq
et (bjk)1<j<pi1<k<q SONt des suites de constantes réelles.

Ces modeles ont été présentés par Granger et Andersen [16] et les principaux travaux sont ceux
de Subba Rao et Gabr [43]. Ces modeles ont été utilisés dans la modélisation des phénoménes

complexes et notamment dans la chimie, la météorologie, la physique et ’astronomie.

Remarque 2 De (1.7) on retrouve les trois classes de modéles bilinéaires :

1. Les modéles diagonauzx sont ceux pour lesquels by; = 0, Vi # j
2. Les modéles superdiagonauzx sont ceux pour lesquels b;; =0, Vi < 3

3. Les modéles sousdiagonauz ceux pour lesquel b;; = 0, Vi > j.

Les modéles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH)

Un processus (X;),.; est dit autorégressif conditionnellement hétéroscédastique d’ordre p (ARC' H (p))

si les équations suivantes sont vérifiées

P
1
X, =ehl et =00+ aX?, (1.8)
=1
avec ag > 0,a; > 0 pour @ = 1,...,p et (&;),c5 est un processus de bruit blanc gaussien centré de
variance 1. Cependant le processus (X;),.; apparait comme un bruit blanc gaussien, multipli¢ a
chaque instant ¢ par une variable aléatoire dont le carré dépend (de maniére linéaire) des p valeurs

passées du carré du processus. On peut écrire le modele (1.8) sous la forme X;|X;_; ~~ N(0, h;) et
P

hy = ap + Z a; X2 ; ce qui montre que la distribution conditionnelle de X; est normale centrée et
i=1

de variance h;.

Remarque 3 Une troisiéme formulation fait apparaitre le processus ARCH comme une différence

10



de martingale, puisque E {X;|S¢—1} = 0 mais hétéroscédastique puisque Var {X;|Si_1} = ag +

P
Zain_i ot ¢ = 0 { X, 8 < t}.

i=1

Remarque 4 Il est évident que le processus (X?),., est un processus bilinéaire si (X;),., est un
processus ARCH . Inversement, il existe des processus bilinéaires qui se comporte comme des pro-
cessus ARCH. En effet le processus bilinéaire stationnaire au second ordre (X7?),., généré par
X; = bX; 2641 + € satisfait

E{X)|S:_1} =0 et Var {X,|S_1} = 0% + o262 X2 ,.

Les modeles ARCH ont été proposés par Engle [9]. Les propriétés probabilistes et statistiques
ont été étudiées par plusieurs auteurs (voir en particulier Engle [9] et Hamilton [20]). Ses applications

en économeétrie, finances et en économie sont treés développées ([15]).

Les modéles ARCH généralisés (GARCH)

Un processus (X;),., est dit un processus GARCH s’il est généré par

1
Xy = Ezh?
p q 1.9
hy = ap + Z ;X + Z Biht—; (1.9)
i=1

=1

oul (€¢),cz €st un processus de bruit blanc, et ou avec ag > 0,0; > 0 pour i = 1,...,p, 3; > 0,
J = 1,..,q. Cette classe de modeles est due a Bollerslev [7]. Lorsque le processus (&), est
gaussien, les formulations décrites pour les processus ARCH sont manifestement valables pour
les processus GARCH. Les modéles GARCH sont en effet susceptibles de capter les propriétés

caractéristiques des modeles linéaires ARM A.

1.3 Différentes approches pour 1’étude des modéles non li-
néaires

Vu la difficulté de la structure profonde des modeéles non linéaires, on rencontre plusieurs pro-
blémes concernant leurs définitions car si on s’intéresse par exemple, par les outils utilisés clas-

siquement en théorie des modeles linéaires ou ’outil hilbertien on trouve qu’ils sont totalement
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insuffisants pour les étudier. Pour cela différentes approches ont été utilisées certaines ont conduit
a des résultas qui ne concernent que des cas particuliers, par contre d’autres ont permis d’obtenir
des résultas théoriques plus généraux. Citons, dans ce qui suit, les approches fréquemment utilisées

en analyses des séries temporelles.

1.3.1 Les Chaos de Wienner

Les chaos de Wiener forment un cadre plus général pour ’étude des modéles non linéaire. En

effet, si (&;),cz est un bruit blanc gaussien, soit F'(¢) = o {&;,t € Z}, I'approche par les chaos de
L

Wiener est basée sur l'identification de deux espaces Ly (F(€)) et @ HO®" (&) (chaos de Wienner) la
n>0
somme directe orthogonale des sous espaces H®™ (¢) fermés engendrés par les combinaisons linéaires

des produits symétriques e;, ®@ &, © ... ®@ &, ou 1y, ..., t, € Z. Mais Palgébre sous jacente aux chaos
est trés compliquée par rapport & ’algébre des polyndomes d’observations qui ont des propriétés
moins intéressantes et on est alors conduit i la représentation de Volterra a partir de laquelle on
peut construire des tests permettant d’identifier ces modeéles ou de les différentier composante par

composante.

1.3.2 L’approche directe

L’étude des modéles non linéaires a été restreinte tout d’abord & Dexistence de tels modéles
stationnaires. Certains auteurs se sont intéressés aux problémes de I'inversibilité*®, de P'ergodicité?,
de la structure de covariances et les moments d’ordre supérieur. Subba Rao et Gabr [43] et Terdik
[45] ont d’une part présenté une analyse spectrale des modéles bilinéaires pour des cas particulier
et, d’autre part, ont montré que les propriétés du second ordre ne suffisent pas pour identifier les

modéles bilinéaires.

1.3.3 La représentation markovienne

A partir de la représentation Markovienne dans la théorie des modeles linéaires (qui joue un role
important dans la théorie de filtrage), Pham [36] a établi cette représentation pour les modéles bili-

néaires superdiagonaux et en augmentant suffisemment ’espace d’état, il a établi pour des modéles

3Un processus (Xt)yez est dit inversible si son innovation &; est S‘EX) mesurable ou SEX) =0(Xs,5<t)
“Un exposé complet sur le concept d’ergodicité peut étre trouver dans Breiman, L. (1968). Probability, Addison-
Wesley publishing company, Massachusetts.
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bilinéaires généraux. Ces représentations Markoviennes ont permis d’avoir P’existence d’une solution
stationnaire unique, la minimalité de la représentation, ’ergodicité, 'inversibilité et les calculs des
moments. Cette représentation peut étre établie pour d’autre classes de processus non linéaires a

savoir les processus GARCH et les processus RCAR.
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Chapitre 2

Etude probabiliste des modéles

bilinéaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous passons en revue les premiéres études sur la structure probabiliste des
modeles bilinéaires d’ordre (p, g, P, Q)), noté BL(p, q, P, Q) défini par

P q P Q
Xy = Z a; Xe—i + Z Ci€t—; + Z Z bjk Xi—j€t—k + & (2.1)
=1 i=1

=1 k=1

ol (€¢),ez est un bruit blanc gaussien, (a:),¢;c,,(G)1<ic, © (bik)1<jcpi<k<o SOt des suites de
constantes réelles. Les principaux thémes qui ont retenu ’attention des chercheurs sont ’existence
et Punicité d’une solution stationnaire ( au second ordre ! ou strict? ), Iinversibilité, 'ergodicité,
la structure de covariance et 'existence des moments d’ordre supérieur. A cause de la complexité
structurale du modeéle, peu de résultats sont généraux. On peut distinguer trois sous classes de
modeles bilinéaires : Les modéles bilinéaires diagonaux pour lesquels : b;; = 0 pour tout ¢ # j,
les modeles bilinéaires superdiagonaux pour lesquels : b;; = 0 si j < ¢, les modéles bilinéaires
sousdiagonaux pour lesquels : b;; = 0'si j > 4. La plupart des résultats, dont on dispose actuellement,

ne concernent, en fait, qu’une ou deux de ces sous classes. Par exemple, si I’existence d’une solution

'Un processus (X;),., est dit stationnaire au second-ordre si :Vt,h € Z : E{Xf} < 400, E{X;} = m et
Cov (Xy4nX:) = v(h)

2Un processus (Xt)4ez est dit strictement stationnaire si les vecteurs (X1, ..., Xx)' et (X14h, -, Xk4r) ont méme
loi jointe pour tout entier k et tout entier relatif A
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stationnaire unique est un probléme résolu pour certains modeéles superdiagonaux, les résultats
sont parcellaires pour I’ensemble des modéles sousdiagonaux et diagonaux. Les principaux résultats
présentés sur ce sujet sont dus aux chercheurs suivants : Pham Dinh et Tran [39] ont fait une
étude complete du modele diagonal d’ordre 1, Subba Rao, Bhaskara Rao, Subba Rao et Walker [5],
Akamanam, Bhaskara Rao et Subramanyam [2].

2.2 Théorémes d’existence de solutions strictement station-

naires

Sans perdre en généralité, on suppose que p = P (sinon des zéros peuvent étre ajoutés), soient

!
q
les vecteurs : X, := (X, Xio1,y.0y Xe—pt1) € RP, n, = <6t+ ZICjEt_j,O,...,O) € R, H =
=

(1,0...,0)" € RP et soient les matrices

a;y QG ... ... G blj bpj
1 0 ... 0 0 0 0
A=] 0 1 0 0 Bj=
0 0 1 0 0 ... 0 0
pXp pxp

alors avec les notations précédentes, nous avons la représentation markoviennne suivante

X, =AM)X, +n,

Alt) == A+ fj Bjei; 22)

et X, = H'X, Il est bien clair que le processus (A(t),n,),, est strictement stationnaire et ergodique,

de plus on a E {ln+ >r

Q
a; + ) bijerj }3 < 00. Cependant ’exposant de Lyapunov noté o,
j=1

3log™* (z) = max(0,logz), Vz > 0

15



associé A la suite des matrices aléatoires défini par

0r, = inf {lE {ln
n>0 | n

existe et on a, presque siirement d; = lim {% {ln

n—

A(t—3j)

T
}} Do

Théoréme 5 Soit§;, défini par (2.3). Supposons que l’exposant de Lyapunov est strictement négatif,
alors Vt € Z la série

n—1

[1A@—J)
7=0

—00

2&=Z{_ A(t—j)}gt_,m (24)

=1 \j=0
converge presque strement et le processus (Xi),cq (défini comme étant la premiére composante de

X constitue l'unique solution strictement stationnaire et ergodique de (1.7).
2tliez goaq

Exemple 6 Considérons le modéle
Xt = alXt_l +&+ bIIXt-15t—1 (25)

01 (€4),cq est un bruit blanc gaussien de moyenne 0 et variance o2. Alors

n—1
) 1
8, = 1}}—)120 {% JZ_; In(a; + b11€t—j—1)2}

converge vers 3E {In(a, +bllet)2}. D’apres la loi forte des grands nombres et par Uinégalité de

Jensen, on a

Théoréme 7 (Pham et Tran) (39 Siaf + b3,0% < 1 alors, il eziste un unique processus (X),ey,

strictement stationnaire et ergodique satisfaisant (2.5) donné par

Xt =&+ i lilil {a1 + bllst—k}] Et—j (26)

=1 Lk=1

ot la série précédente converge presque stirement.

||l est une norme matricielle
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Notons que le théoréme (5) donne une condition suffisante d’existence et d’unicité de solution
strictement stationnaire basée sur ’exposant de Lyapunov. Néanmoins, cette condition n’a pas
beaucoup d’intérét pratique car elle dépend de calculs de produit infini de matrices aléatoires, ce
qui rend délicat et méme parfois impossible d’effectuer ces calculs lorsque p est "assez grand".
D’autre part, d’aprés la définition de dy, on a §;, < E{ln||[A(t)A(t—1)---A(t —p)||} donc la
condition

8(p) = E{ln[[A(H) A(t—1)---A(t—p)ll} <0 (2.7)

pourrait étre employée comme étant une condition suffisante pour 'existence de solution strictement

stationnaire et on a

Théoréme 8 Sila condition (2.7) est vérifiée, alors le processus (X,),c5 défini par (2.2) admet une
unique solution strictement stationnaire donnée par (2.4) dont la premiére composante constitue

l'unique solution strictement stationnaire et ergodique de (1.7).

Exemple 9 Considérons le modéle bilinéaire diagonal

2
Xi = Z (@i +biigr—i) Xo—i + €1 (2.8)

=1

P
et soit la norme ||A|| = max; {Z |aij|}; nous avons
7=1

JA@)A(—-1) = max{|a; +bnea| + |ag + bres—s|, |as + b1 |ar + b2} +
lag + boogs—a| + |ay + burige—1] |ag + bazes—s|}

par conséquent E{In||[A(t)A(t—1)||]} < 0si (A+B)(A+2) <1 ouA:= E{|a;+bnel} et
B = E{|a2+b225t'}.

2.3 Théoremes d’existence de solutions stationnaires au se-

cond ordre

On cherche a résoudre le probléme suivant : Etant donné un bruit blanc gaussien centré, de
variance finie 02 < oo, et les matrices A, B;,j = 1,...,Q, existe-t-il un processus stationnaire au

second-ordre unique (X, ), satisfaisant (2.2)?
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2.3.1 Le modéle BL(p,q,p,2)

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour que I’équation (2.2) avec QQ = 2, i.e.,
_/Y_t = A_X.t—l + (Blé‘t_l + B25t—2)&_1 + Qt (29)
admette une solution stationnaire au second ordre.

Théoréme 10 (Liu et Brockwell ) [28] Soit le processus (X;),c5 défini par (2.9). Posons :

A®A+0231®Bl A®B2+B2®A B ® B,
r:= 0'2(A®BI+BI®A) 02(32®B1+BI®BQ) 0
02(A® A+30°B®B)) 02(A®By+B;®A) 0?(Ba® By)

Alors st

A=p[) <1 (2.10)
Uéquation (2.9) admet une unique solution causal ® stationnaire au second ordre donnée par
:X_t = Qt + Z {H (A + Blst_j + BzEt_j_l)} Qt-n
n=1 \ j=1

dont la premiére composante X, est l'unique solution stationnaire au second ordre, causal et ergo-

dique de (2.1). La solution est aussi strictement stationnaire.
Avant de donner les grandes lignes de la démonstration, nous énongons quelques corollaires

Corollaire 11 Pour le modéle (2.5), la condition (2.10) se réduit & la condition donnée par le

théoréme (7).
Preuve. Dans ce cason a A = a; et By = by; et By =0, donc

a?+o%2, 0 0
I' .= 20’20,1611 00
00

o2a? + 3002,

% Le processus bilinéaire BL(p,qP, Q) est dit causal s’il existe une fonction mesurable f : R® — R tel que X, =
f(et €41, ...) presque sirement pour tout t € Z.
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et un simple calcul montre que les valeurs propres de la matrice I' sont {0, 0, a? + o242, }. D’oul le
résulat. m

Corollaire 12 Pour le modéle BL(p,q,p,1), i.e.,

X, =AX, | +BiX, s&-1+0, (2.11)
la condition (2.10) se réduit & la condition p(A® A+ 0?B, ® B;) < 1.
Preuve. Dans ce cas, la matrice I" prend la forme

A®A+O'2Bl®Bl 00
FZZ 0'2(A®B1+B1®A) 0 0
02(AQ A+30°B;®B;) 0 0

et par conséquent, les valeurs propres non nulles de I" sont les mémes que celles de A® A+02B,QB;.
Ainsi p(I') = p(AQ A+ 0?’B,® B;). m

Corollaire 13 Dans les modéles ARM A(p, q), la condition (2.10) se réduit & la condition p (A) < 1.

Preuve. Dans ce cas, les coefficients b;; sont nuls et la matrice I" prend la forme

et par conséquent, les valeurs propres non nulles de I sont celles de AQ A. Ainsi p(I') = p(A® A) =
p(A) m

Preuve. [Du Theoréme 10| Pour montrer le théoréme 10, on introduit les deux processus vec-
toriels suivants :

O0sin<O _
S, ()= n,sin=0 (2.12)
n, -+ (A + By + B2€t_2) ﬁn—l (t — 1) sin>1
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et soit A, (t) = S, (t) — S,,_; (t). Alors d’aprés la définition de A,, (t) nous avons

O0sin<0
n,sin=0 (2.13)
(A+ Bigt1+ Bagr2) A, ;(t—1) sin>1

On peut construire, & partir de ces deux processus, les fonctions mesurables g, : R® — RP et G,, :
R* — RP? telles que pour tout t € Z, A, (t) = gn(€t-1,6t-2,...),n > 1 et S, (t) = G, (er,€1-1,..),
n > 0. Alors pour n fixé et n > 1 & partir de deux fonctions g,(.) et G, (.) on déduit que le processus
(A, (t),85,(t));ez est strictement stationnaire pour n € Z. Calculons maintenant les matrices des

moments : V& (én (t) é; (t))
Do =E (18, (1) A, () (2.14)
Fo= B (2,4, () 8, (1))

Pour n > 3, on a: :

Vi = E[(A+ Bigr1+ Bagr o)A, (t—1) A, (t—1)(A + Blewr + B;et_2)]
= AV,1A + AD, B, + ByD,_ A + 0*B,V,_B, + ByF, B,

!

Dn = F Et—1 (A + BlEtﬁl + Bgé‘t_2) én—l (t - 1)QA_n,_] (t - 1) (A’ + B;Et,_] + B;et_2):|
= 0*(AV,_1B, + B\V,_1A') + 06%(ByDy_1 B, + B1D,,_1 By)
F, = E|e , (A+Bie; 1+ Boer ) A, ,(t—1)A,_, (t—1)(A + By + Bzet_2)]

= 0°AV,_ 1A +30*B,\V,_ 1B, + 6*(AD,,_1By + ByDy,_1A') + 0°ByF,_, B,

Ces expressions ont une forme plus agréable si on introduit la notation M = Vec(M), ou M est

une matrice. On peut alors écrire :

Vo = (A A+0*B1®B) Va1 +(A® By + Ba® A) Dy_y + (B2 ® Bs) Fiy
Bn = 02(A®Bl+Bl®A)‘7;z—1+02(Bz®Bl+Bl®B2)ﬁn~1

)

w = (0A®A+30"Bi®B)) Vo1 +02(A® By + By ® A) Dy + 0% (Ba ® By) F
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ou de maniére équivalente u, = [y, ; = [y, ,=---= "3y ou

|2
S

I
:bl i
3

\Y

w

!

n

1. Nous allons montrer que le processus S, (t) converge en moyenne quadratique pour chaque ¢
et que les limites : X, := lim, . S,, (t) constituent une solution strictement stationnaire de
(2.9). D’apres (2.10), on a Iinégalité suivante |u,| < eA? oul ¢ est une certaine constante. On
déduit que :

E||S, (8) = Suct O|° = E[lA, @) = trace (V) < Ju,| < cA?

et donc pour chaque t fixé, S, (t) converge 4 la fois dans .2 et en probabilité 1 quand n — oo.
Il existe donc une fonction mesurable f, : R* — RP, telle que

L = 1li mﬁn(t) = ft (‘Ebet—la“-) (2'15)

n—

Pour montrer que X, est strictement stationnaire, on considére une fonction h bornée continue

sur RP° telle que :

E{h (Xppry o Xepa)} = lim E{R(S, (t+1),.., S, (¢ +5))}
=lim E{h(S,(t+1+p),...S,(t+s+p)}

n—oo

= F {h (&t+1+p, "'7L+3+P)}

a partir du moment ou S, (f) est strictement stationnaire pour chaque n fixé. Il est alores
facile de voir, en prenant les limites dans (2.12), que X, satisfait 1’équation aux différences
(2.9) et donc que la premiére composante X;,t € Z satisfait (2.1) avec @ = 2. Pour établir
lergodicité de X;, nous devons montrer qu'’il existe une fonction f : R* — R, telle que,

presque slirement, X; = f (g4, &—1,..) pour tout t € Z. Avec la suite de fonction f; définies
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par (2.15) on observe que

E|S, (t) — fo (&, €e-1, ---)||2 = E|Gn(e,€-1,--) — fol€s, -1, ---)||2
= E||Gn(0,6-1,-..) — fo (€0, €1, )|
= E||S,(0) ~ foleo,e-1,-.)|I"

— 0, quand n — oo.

Ainsi, presque sGrement, pour tout t € Z, f;(e;,€¢-1,-..) = fo (&, €t-1, -..). Maintenant, si on
définit f = fo(l), et fo:= ( él), ey ép)) , on peut écrire : X, = f (&, €¢-1,...) pour presque
tout t € Z, ce qui montre que X, est ergodique. La stationnarité de X; provient de la stricte

stationnarité de X, et du fait que, pour chaque t, X, est la limite dans L2 de S,, (t).

2. Soit Y, une autre solution (2.9) telle que

Y, =g(et, 01, ) (2.16)

ou g est une fonction mesurable de R* dans RP. Posons U, = X, — Y, ou X, est la solution
de (2.9) trouvée dans (1). Alors le processus (U),, est strictement stationnaire et satisfait les
équations suivantes

U,=(A+ Bigto1 + Bogy o) U, 1, t €Z

On pose V = F (th;), D= (st_l_U_'tQ;), F=F (sf_IQtQ;) et u = [‘7, D, F],, on obtient
alors, en utilisant les mémes arguments que précédemment u = 'y = ... = [y, t > 0. Comme
A = p(I') < 1, on en déduit que, presque strement, ¥ = 0 et donc que X, est la solution
unique de (2.9) de la forme (2.16). Pour montrer que X, est 'unique solution stationnaire de

(2.9), on définit le processus

O0sin<O0
S5 () =9 1) = (es-2, ey Etpr1) Sim =0 (2.17)
Z).t + (A + Blst—l + B2Et‘2) _5_':_1 (t — 1) sin >1 sin>0

et on pocéde de la méme facon qu’en (1) pour montrer que chaque ¢, (S}, (t) ,n > 0) converge
a la fois, presque strement et dans L?, vers un vecteur aléatoire Y, de la forme (2.16) satis-
faisant (2.9). A partir de I'unicité établit pour le processus (X,), 5, on en déduit que, presque
strement, Y, = X, pour tout ¢t € Z. Il est ensuite facile de voir, par simple itération, a partir
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de (2.17) que

Sn(t)=n,+ > J[(A+ Bierj + Bagej1)m,_,
r=1 j=1
et donc que
o0 T
X, = 7, + Z H (A+ Big_; + Bgé‘t_j——l)ﬂ_t_r
r=1 j=1

ou la somme peut étre interprétée a la fois comme une limite presque sfire ou dans L.2.

2.3.2 Le modéle BL(p,q,p, Q)

Théoréme 14 Soit le processus (X,),., défini par (2.9). Posons :
I'=A®A+0*(B1® B)
et pour j =2,...,Q
T =0*B;® (A 'Bi+ A By + ...+ ABj_1) + (A""'B; + A By + ... + AB;_1) ® B;+ B;®B))

Si toutes les valeurs propres de la matrice

I Ty ... Toa Tg

Ipzy 0 ... 0 0

I'= 0 Iy O ... 0
0 ... 0 I(pz) 0

ont un module plus petit que 1, alors il existe un processus strictement stationnaire (X,),., solution

de de Uéquation (2.2). De plus, le processus solution est unique, ergodique est donné par (2.4).

23



Preuve. Pour montrer le théoréme 14, on utilise les mémes arguments que précédemment, mais

les suite (S, (t)),cz définies dans (2.12) sont remplacées par

Osin<O
S,(t)=4 n,sin=0
n,+®(t)S, (t—1) sin>1

ou ®(t): = A+ By + - + Bger—g et le processus (A, (), devient

Osin<O
A, (t) = Z]_tsinzo

Dans ce cas, les propriétés de la convergence de (S, (t)),., peuvent étre étudiées en utilisant les

tcZ
mémes arguments que dans la sous-section précédente. Donc, on introduit les matrices suivantes :

V.= E{8,®A.®)},
DY = E{er ;DA M)A, (1)}, i=1,...,Q -1,
F$ = B{erjec B, (08,0} 1S S k< Q

u
Dans le cas de certains modeles simples, on dispose de résultats plus forts que ceux que 'on peut

obtenir du résultat général. Voici quelques exemples

Exemple 15 Considérons le processus (Xi),, bilinéaire superdiagonal BL(1,0,p, 1)

Y4
Xt =&+ Zb,-lXt_,-et_l, teZ (218)
i=2
0t (€¢),c7 €St un bruit blanc gaussien de variance o*. Soient les vecteurs X, = (X, X¢—1,- -+ , Xt—p+l),;
H = (1,0...0)" de RP et les matrices carrées d’ordre p
0 0 0 by by O
1 0 0 0 O 0
A - ,B =
0
0 1 0 0 0
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Alors on a
X, = H'X,
L = HEt + A—‘_X—t—l + B_X__t—-th—l

et la condition o? (b%1 +--- 4+ bf,l) < 1 est nécessaire et suffisante pour l’existence et l'unicité d’un

processus stationnaire au second ordre satisfaisant (2.18).

Exemple 16 [Pham et Tran| Soit le modéle bilinéaire diagonal BL(1,0,0,1)
Xe=a1 Xe 1+ X g6 1+ e,t €L

0t (€¢),cz €5t un bruit blanc gaussien de variance o?. Alors, une condition nécessaire et suffisante
d’ezistence et d’unicité d’un processus strictement stationnaire de carré intégrable (X;),., vérifiant

Uéquation précédente est a? + b% 02 < 1.

2.4 Inversibilitté des modéles bilinéaires

L’inversibilité est une notion trés importante dans I’étude des modéles tant linéaire que non
linéaires car elle permet d’une part, de faire des prévisions et d’autre part, d’estimer dans certains

cas, les parameétres des modeles. Dans la présente section on s’interesse a la classe de modéles
P P
Xe=) aXei+ [c+ D bXej|aa+ea (2.19)
i=1 j=1

ol (&¢),cz est un bruit blanc gaussien. Le modéle (2.19) peut s’écrire sous la forme vectorielle
L = Alt—l + BlL-lst-l + CHﬁt._l + HEt

et X; = H'X,. Notons que la généralisation des résultats aux modéles bilinéaires généraux, nécessite

simplement une écriture matricielle.

Théoréme 17 Soit (¢),., un bruit blanc gaussien de variance 2. Alors sous les conditions du

corollaire (12) le modeéle (2.19) est inversible si et seulement si

E {log

P
c+ Z ijt——j

Jj=1

} < 0. (2.20)
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Preuve. D’apés (2.19) nous avons pour tout n > 1
P n—1 k-1 P p
o - (xt -y x) S ( 5 bjxtﬂ,-j) (x -y x)
i=1 k=1 =0 J=1 i=1
n—1 P
+ ("1)11 H (C + Z ijt—l—j) Et—n

1=0 j=1

Pour montrer que & C‘(E) cSs C‘(X) , il suffit de montrer que, presque stirement, lim e+ 10X 1 j)€Etn=
p n—o0 7 7

1=1
0 et comme (&;),., est un processus i.i.d., il suffit alors de montrer que

n P
nlLl’ilQ H (C + Z ijt—l—j) =0
=1 Jj=1

Observons tous d’abord que

1. Sous les hypothéses du théoréme, le processus X; est ergodique

P P
2. Vt € Z, alors <c+ > ijt-j) , (c+ > ijt_l_j) , (c+ 2 biXe s J> .. est ergodique
i=1

J=1 J=1

P
(C + Z ijtaj) y
j=1
dique.

4. Posons P,(t) : ﬁ (c + Z b; X 1,3) , alors

]..

P
c+ Z ijt—l—j

=1

3. Vt € Z, alors log log , log ,--- est ergo-

P
c+ Z ijt_g_j
Jj=1

log |Pa(t)] := — log Z log

l:(]

c+ Z b; Xt__[__]

n—1 P
H (C + Z ijt—l—j>
=0 Jj=1

Alors le théoréme ergodique montre que

n—1

H <P+Zb X, H)

lim - log = Flog <0

P
c+ Z ijt—l—j

=1

n—1

D’ou, presque stirement, lim [] (c+ Zle ijt_,_j) =0.
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Remarque 18 La présence de la partie autorégressive Y o, a; X;—; n'a aucun impact sur Uinver-
sibilité du modeéle. D’autre part la condition (2.20) n’est rien d’autre que exposant de Lyapunov

associé a l’équation

p p
&g = — (C + ZbJXt_J> -1+ (Xt - ZaiXt—j> .

7=1 =1

Cependant, la généralisation de ce résultat aux processus bilinéaires générauz est immédiate.

Remarque 19 Une condition suffisante pour Uinversibilité de modéle bilinéaire (2.19) pour chaque
t€Z est
P P P
A +2pY b+ Y bibE{X, kX, ;} <1 (2.21)
j=1

k=1 j=1

Exemple 20 Soit le processus (X,),., généré par Xy = e, + > & _, b Xe_ige_1,t € Z. Alors la condi-
p

tion nécessaire et suffisamment, pour (X),cq s0it stationnaire au second ordre est que o* Z b < 1.
=2

D’autre part pour ce modéle on a p =0 et

2
7 s Sik=7j
E{XiXey} =4 1-0? Z b
=2
0 sinon

p
Donc d’aprés (2.21) une condition suffisante d’inversibilité est 20 Z b2 < 1.
i=2

2.5 Structure de covariance

La méthode des moments consiste & exploiter des équations "récursives" des moments ou des
cumulant et replacer les valeurs théoriques par leurs estimations. Les propriétés des seconds ordres
pour certains modeéles bilinéaires sont semblables & ceux d’un modeéle linéaire. Plus précisément, la
fonction covariance du processus BL(p, q, p, q) est la méme que celle quun processus ARM A ayant

la méme partie autorégessive. Par conséquence, nous ne pouvons pas distinguer le modele bilinéaire
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d’un linéaire en analysant la fonction de covariance, il est alors nécessaire d’étudier quelques cumu-
lants d’ordre supérieur. Le calcul des moments d’ordre supérieur est en principe possible. Néanmoins

les calculs sont trés fastidieux.

2.5.1 Expression des moments pour le processus BL (p,0,p,1)
Considérons le modele suivant
P

P
X = Z a; X + Z biXi—i€t—1 + €t (2.22)

=1 =1

ol (&),cz est un bruit blanc gaussien de variance o2. Supposons que
p(A® A+0’B;® B;) < 1. (2.23)

Proposition 21 Considérons le processus bilinéaire BL (p,0,p, 1) satisfaisant (2.23) et notons

pooo=E{X}
c(h) : =E{(X;—p) (Xe—n — p)}
c(k,h) = E{(Xe— p) (Xe—k — p) (Xe-n — p)} -

Alors nous avons :
1. p=—Zb

P
1- 2 aq
=1

P
(Za,’c(h—i),sih>1

=1

P PP
2. c(h)={ > aic(h—1i)+ ZZ c(i—j)+o qu {al-%—qu} 26t + 02,81 h=0
=1 i1j=1 =

P v
3 aic(h — 1) +,u022 i, st h=1

\ =1

¥4
3. c(1,h) = ZaiC(z‘—1,h—1)+022b,-c(h—i), sih>2.
i=1 =1

Preuve. Sous la condition (2.23), le processus est stationnaire au second ordre et on a aussi
p(A® A) <1 ceci implique que ">, a; < 1. Comme E {X;_;&;} = 0 pour 7 > 0, alors on a d’une
part

M= (Z ai) n+ E {bIXt—let—l} (224)
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et comme E {X;¢;} = o2 on a le résultat. D’autre part, il est relativement simple de voir que X, — u

satisfait I’équation suivante :

p p P
Xi—p= Z a;i (Xe—i — p) + Zbi (Xe—i —p)€eo1 + e+ p (Z bi) g1 — byo?
=1 =1

i=1
Donc pour tout & > 0

4 b4 P 3\
Z ai (Xi—i — p) (Xemp — p) + Zbi (Xi—i — 1) (Xo—p — p) €1
=1 =1

N S ~ J
g v~
1

c(h)=E{ p ¢
(X —p) e+ p Z bi | ee-1 (Xe—n — ) — b10” (Xo-n — )
\__\3,__../ = \_“5,_._./

\ 1 )

d’ou

P
p 2 h=0 b; 2,h=1
E{1} =Y ac(h-i),E(5}=0,E{3}={ 7" JE{4} = "(2_3 )"
p— 0,h>0 0.h>1

Pour évaluer 'expression E {(X;—; — p) (X¢—r — p) &1} remarquons que :
-Sil>0et h>0,alors E{(X¢q— p) (Xe—n —p)e} =0
Sil=0eth>0 ona E{(X; —p)(Xe—p —p)et} =0, h >0
-Sil = h =0, alors

Y4 p 2
2@ (Xei — p) + 2 bi (Xemi — p) s+
=1 =1

E{(X,—p’e} = E »
g+ 1 (Z b,) Et—1 — b10'2
i=1

&t

Donc, en conclusion E {(X;—; — pu) (X¢—p, — p) ¢} = 0, VI, h > 0 et le résultat s’acheéve.
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Pour calculer ¢ (0), nous procédons comme suit, :

(p P P P
30N aia; (X — ) (Xey — )+ ) > i (Xeei — ) (Xoj — p) ety + &
=1 j=1 sl = Y
1 3
P
+V'2 (Z bi) 5t 1+ b to +2 Z Z aib; (Xi—i — p) (Xe—j — p) €e1
N i=1 , R =1 j=1 ,
1 6
p P P
c(0) = E { +2i2=1:ai (Xewi — p) & +2;ai (Xt —p) (;lﬁ) €t—1 — 2201 (Xi—i — p) byo®

7

o v~

P P
+2 Z bi (Xt—i — p) €416 +2 Z bi (X¢—i —
=1

P
) 53-1# (Z bl)
=1

N~

i=1

5

N i=1
10 11
p 14
_2610'2 Z b,- (Xt—i — ,u) Et—1 + 26t (Z b,) HEL—1 — 2b1025t — 2b102p,
. =1 L i=1 , 14 N
\ 12 13

15

) Et—1
>4

e

J

Une vérification directe montre que les espérances des quantités {6}, {7}, {9}, {10}, {13}, {14} et

P
{15} sont nulles, E {8} = 2u (Z b,-) a;0?, E{12} = —2b%0*. Aussi
=1

h—1)o%, sih>00ul>0
Jo?+20tsih=1=0

E {(Xt——l - 1) (Xe-n = ﬂ)E } {

PP
ce qui implique que E {2} = 02" " b;bjc (i — j) + 2b30*. Finalement, on peut montrer aussi que

i=1j=1

E{(X;—p)e} =0, alors E {11} = 0 et le résultat s’achéve pour la variance.
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[’expression de

’

c(1,h) = E ¢

\

c(1, h) peut étre trouvée d’une fagon similaire

14

Z a; (Xe—i — p) (Xe—1 — 1) (Xe—n ~— 1)

i=1

~\ s

1

p
+Z b; (th'i - ﬂ) (X1 — ﬂ) (Xt—h - #) €1+ \(Xt—l - #) (Xt——h - lt) €t
=1 , 3

-—

+p (Z bi) (Xem1 — ) (Xeen — p) €421 — ?102 (X1 — p) (Xip — uz

=1 v

J 5

4

Il vient que les espérances des quantités {3} et {4} sont nulles pour tout h > 1, et

E

alors

E {(Xt-l - ll)2 (Xt—h - /l) Et—l} =F 4

on a

et

{(Xo—i — 1) (Xem1 = 1) (K- — p) €51} = 0°c(h —4) ,5,h > 1

P
2 (Xems — p) (Xeen — p) €2,
=1

~ s
~

1

b4
+2) b (Xemio1 — p) (Xeon — p) €r2el
=1

~ S

—
4
+2u (Z bz) et-26_y (Xe—n — )
=1
. 3 J
0,h>3

E{2} =0,h>2, E{3}—{ % (Zpib> o h =2

20%c(h—1),h >2

E{l}*202éaic(h—l‘1)_{ 202 (C<h—1)*“(§”"> az) =2

D’ou le résultat. m
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2.5.2 Expression des moments pour les processus BL (0,0,2,1) super-

diagonaux

Considérons le modéle

Xy =& +bX; 061 (2.25)

ol (&¢),cz st un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance o?. Notons, comme précé-

demment, pour tout h,k,l >0

po =E{X}
c(s) : =E{XiXe s}
c(k,l) : =E{X X xXe}
c(h,k,l) : = E{X: X nXe—kXei} -

En développant X" selon le binome de Newton, alors on obtient les résultats suivants

o?b? 1 <= (Xi),z strictement stationnaire, ergodique et causal

o'b* 1/3 <= E{X;}} < +oo (Convergence forte) (X;),c, est inversible

<
<

0% < 1/15 <= E{X{} <+
<

8p° 1/105 <= E{X{} <+oo

g

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la proposition 21

Corollaire 22 Soit le processus (X¢),c, défini par Uéquation (2.25) ot (&t),cz est un bruit blanc
gaussien centrées, de variance 0* < 0o, alors (X;),cq est un processus centré. Sib%o? <1, X, € L? et
sibto? < %, alors X; a ses moments d’ordre 4 finis. Sous ces conditions on a les résultats suivants.
En posant u = b?0? :
o2
1. ¢c(0)=——,c(k)=0 VE>0

1—u’
c(1,2) = bo?c(0)
c(k,l)=0,Vk #1,Vl#2
30 (1 4+ u)
(1—u)(1—3u?)

s o

-_N

¢(0,0,0) =
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ot (1 + 2u)

5.¢(0,1,1) =
( ) (1—u)?
o? (1 + 3u)
6. ¢(0,2,2) =
c(0,2,2) (1 —u)(1—3u?)
4 (14 2u*
7. c(0,2k—1,2k_1):"(_+%l
(1—w)
4 4, 2%
8. c(0,2k,2k) = ——— + 2«;u
1-u?®  (1—u)?(1-3u)
2uo?
. c(1 =
9. (1,3,3) = 2
2u
10. ¢(0,1,4) =
c(0,1,4) = 2L
4, k+2
11. C(Ov2k+1,2k—}—4): 2(; u
—u
4, k+2
12 ¢(0,2k + 1,2k + 4) = 22
—u
4
uo
13. ¢(1 =
3 c( 7374) l_u

14. c¢(h,k,l) = 0 pour toutes autres valeurs de h, k, I.
2.5.3 Expression des moments pour le processus BL(1,1,1,1)
Nous considérons le modeéle bilinéaire
Xy =aX; 1 +bXy 161 +cgpy + &

ol (&¢),cz est un processus de bruit blanc gaussien centré de variance o2. Alors on a, sous les

hypothéses de stationnarité au second ordre y = {%% Les moments d’ordres deux de X; sont

2 (26%0% + 2 +2ac+1+42b(2a + ) p)
1 —a? — P2o?
c(l) = ac(0)+ 2bo*u + co?

c(k) = ac(k—1)4+bo*u, k>2
L’expression de ¢ (ky, ko) = E{ XXk, Xt—k,—k, } 8écrit

bic(0) +cip +d;
1 — a3 — 3ab?0?

c(0,0) =
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ot by = 3bo? (36202 + 3a? + 2ac) , c; = 30% (66202 (a + c) + 2a%c + 1) et d; = 30b (2b%02 + 4ac + 3¢?).
D’autre part
¢(0,1) = a2¢(0,0) + bac (0) + cop + dg

oll ag = a% + b%0?,by = 2b0? (3a + ¢) ,ca = 0% (b*0? + & + 4ac + 1) et dy = 4bea’et pour tout k > 1
c(0,k) = azc(0,k — 1) + bsc(k — 1) + csp
avec az = ag, by = 2bo? (2a + c) et c3 = 02 (2202 4 ¢ + 2ac + 1). Pour finir

c(1,0) = ac(0,0) + 3bo’c(0) + 2co?p
c(1,k) = ac(0,k)+2bo*c(k—1) + co’p

pour tout k > 0, et
c(ky, kg) = ac(ky — 1,ky) + boc (k)

pour tout k; > 1 et kg > 0.
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Chapitre 3

L’inférence statistique dans les modéles

bilinéaires

3.1 Un apercu sur la méthode des moments généralisés
(GM M)

La méthode des moments généralisés (GM M) est une méthode d’estimation qui a plusieurs
applications dans ’économeétrie et dans les séries temporelles. Cette méthode qui peut étre considérée
comme une méthode a information limitée, occupe une place centrale chez les économétres. Ceci

est dit aux deux motivations suivantes :

1. Un des nombreux avantages de GM M est que c’est une méthode englobante permettant de

retrouver comme cas particuliers un grand nombre d’estimateurs usuels parmi lesquels

-Les moindres carrés ordinaires (OLS)
-Le maximum de vraisemblance (MLE)
-Les moindres carrés non linéaires

-Les M-estimateurs

2. GM M est une alternative fondée sur des hypothéses minimales.

L’objectif de la présente section, est ’estimation dans les modeéles bilinéaires en utilisant la
méthode GM M. Nous renvoyons le lecteur intéressé au chapitre 8 du livre de Hamilton [20] et les

références citées.
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3.1.1 Exemple introductif

On considére une variable aléatoire X distribuée selon une distribution de Student a4 v degrés

de liberté, de densité
() k)
2

v 22\]" (%)
(7:))% r(2) [l * (7)]

ou I' (.) désigne la fonction Gamma'. Supposons que ’on dispose d’un échantillon de n réalisations

fx (:I), U) =

{z1,...,z,} et que 'on désire a partir de cet échantillon estimer le nombre de degrés de liberté v.
La premiére approche que I’on pourrait qualifier d’approche a information compléte consiste en une

estimation par ma.ximum de vraisemblance (M LE). La log-vraisemblance de I’échantillon s’écrit

dans ce cas L (v) = Z log fx, (x:,v) et Pestimateur ¥,, est alors défini par : U, = Argmax L (v).
v>0
Une méthode alternatlve consiste au lieu d’exploiter l'information compléte de la fonction de

densité fx, (x¢,v), équivalente a la fonction génératrice des moments, de n’exploiter qu’un nombre
restreint de moments. On sait en effet que la connaissance de la densité fx, (z;,v) est équivalente a

la connaissance de la fonction génératrice G(h) = E {X"} = [ z"fx (z,v)dz, h > 0. Mais plutot
Ry
que d’utiliser ’ensemble des moments {G(1), ..., G(h)} pour estimer v on peut se contenter d’utiliser

uniquement un sous-ensemble de moments. Supposons que v > 2, alors on sait en particulier que les
deux premiers moments (non centrés) sont tels que : p; = E(X) =0, p, = E(X?) = —02- Dans
U —
2E (X?
E—(X(2—)—)—1' Soit fiy,, le moment

n
. . . 5 ~ 1 2 . “1ss 2
empirique (non centré) d’ordre deux ji,,, = - > lxt . Cet estimateur converge en probabilité vers p,.
t—=

ce cas précis, si l'on connait la valeur de E (X2) alors on a v =

. . v N , Ly
On peut en déduire que si n est trés grand alors : p— ~ [, ,, €t que par conséquent en peut déduire
U — y

Pestimateur U, = ———— de v qui converge vers v. Cet estimateur existe dés lors que fon > 1

p’2 n - 1
Cet estimateur U, est qualifi¢ d’estimateur de la méthode des moments classique. De facon plus

générale, si Pon considére un vecteur de parametre § € R* caractérisant la densité fx (x,6) d’une
variable X et si Pon suppose que k moments distincts E (X*) = p, (0) ,i = 41,12, . . ., i dépendant
de 6, alors Pestimateur @, de la méthode des moments classique est obtenu par la résolution d’un

systéme a k équatlons et k inconnues : p; (0 ) = [, OU fi;, désigne Pestimateur du moment

empirique f;, = 23z 0 =4y, 4, ..., ik

'La fonction Gamma est définie pour tout 7 > 0 par I'(r) = /z"l exp{—z}dzr,sire N* T(r):=(r—1)!
0
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Dans cet exemple, on estime le paramétre v en utilisant un seul moment empirique, on aurait

pu utiliser a la place de ce moment n’importe quel autre moment de X dépendant lui aussi du
3v?

(v :22) (v—14)

3vu, NN 1S 4
- o oufiy, =+ zf.
B = 2) (5 = 4) " P = m 2

Une autre possibilité consiste & déterminer un estimateur v,, qui permettent d’obtenir des valeurs

paramétre v. Par exemple, si v > 4, on sait que p, (v) = E(X}) = . Cependant un

estimateur de v peut étre déduit en résolvant I’équation i, ,, =

des moments d’ordre deux et quatre aussi prés que possible des moments empiriques fi,,, et fi, .

Autrement dit on cherche une valeur unique de v permettant de résoudre le systéme suivant :

R v

'u'z'"_v——Q_O

. 3u? —0
Mn = w=2)(v—4)

C’est pourquoi on cherche & déterminer I’estimateur U,, qui minimise une fonction critére de la

forme

Qn(Onyx,, ... 20) = h,, Wy by,
(1,1) (1,2)(2:2)(2,1)

ol la suite des vecteurs h, sont est définies par
L
b A Han v3;22
b e )

et ou les matrice W, sont des matrices poids symétriques définies positives qui reflétent I'importance

attribuée & chacun des deux moments que 1'on désire reproduire. Un tel estimateur est appelé

"Estimateur des Moments Généralisés"

3.2 Description de la méthode des moments généralisés

Soit (X;);<t<n Une réalisation de longueur N d’un processus strictement stationnaire et ergo-
dique de R™, qui est paramétrisé par un vecteur de parametres § € © C R?, h (6, X,) une fonction
de RP x R™ & valeurs dans R", c¢’est un vecteur de variables aléatoires de R”. Soit @, la vraie valeur

de 6. On appelle conditions d’orthogonalité les r conditions définies par le systéme d’équations

Ego {h(6,X,)} =0
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A la variable aléatoire h (6, X,), on lui associée les moments empiriques corréspondants tel que

LN
hy (8) = i > h(8,X,)

donc hy(#) est une fonction définie de R? a valeurs dans R”. L’idée de base des GM M consiste a
déterminer la valeur de @ telle que les r moments empiriques hy (#) soient aussi proches que possible
de ZERO. Ainsi, on peut définir 'estimateur GM M de la fagon suivante

Définition 23 L’estimateur GMM @\N consiste & minimiser la forme quadratique :

Oy = Argmin Qw (9)

(4.1)
Qn (0) := hiy (6) Wnhn (6)

ot Wy désigne une suite de matrices r X r de poids symétriques définies positives qui peuvent étre
fonction de X, et de 6.

Notons que dans la plus part des cas, le programme de minimisation (4.1) ne peut étre achevé
que numériquement. L’intuition est tres simple, on sait que V@, d’apreés le théoréme ergodique hy (8)
converge presque slrement vers Eg, {h (8, X,)}. Supposons que Eg, {h (6, X,)} soit continue en 6
et que G soit la seule telle que Ey, {h(6p,X,)} = 0, alors sous les conditions de stationnarité,

continuité et des conditions sur les moments, I’estimateur 5 est un estimateur convergent.

Exemple 24 Considérons le modéle bilinéaire diagonal BL(1,0,1,1)
Xt = (b + bet_l) Xt—l + e (42)

0t (€4),ez €St un bruit blanc gaussien de variance 1. Sous la condition de stationnarité (2b0* < 1)
on a E{X,} = 1%. Soit h(b,X:) = X; — 125, telle que Ey, {h(b,X;)} = 0. A cette condition

b’
d’orthogonalité en lui associée la fonction hy (b) := Xy — Tg—b. En posant Wy = 1, on retrouve le

Qn (b) == (YN - %)2

programme de minimisation

La plus petite valeur admissible de Qn (b) est 0 obtenue pour Xy — 1—2; soit by = N X% . On
— AN

retrouve donc l’estimateur de la méthode classique des moments.
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Généralement, on distingue deux cas selon les valeurs de p et de r.

1. Lorsque il existe autant de conditions d’orthogonalité que de paramétres (p = r), on dit que le
systéme (4.1) est juste identifié et I’estimateur GM M se raméne au vecteur Oy de dimension
r qui permet de résoudre les r équations hy (@N) = 0. Dans ce cas, il s’agit juste de résoudre
un systéme d’équations éventuellement non linéaire & r équations et r inconnues. Le choix de

la matrice Wy est totalement arbitraire, ce qui explique qu’elle ne soit pas spécifiée.

2. Lorsque il existe plus de conditions d’orthogonalité que de parameétres (r > p) on dit que le
systéme est sur-identifié. L’estimateur GM M dépend alors du choix de la matrice poids Wy.

Dans ce cas se pose un probléme crucial du choix de la matrice de poids optimale.

3.2.1 Matrice de poids optimal

Comment choisit on la matrice de poids Wy afin d’obtenir un estimateur convergent est ef-
ficace du vecteur §. Supposons que le processus (X,),.z est stationnaire au second ordre, posons
Q) = E{h(6,X,) R (6,X,)}, alors la valeur optimale de la matrice poids Wy dans la fonction
Qn (6) est donnée par Wy = Q3! (8) ou Qn (8) := ~ fj h (5N,L) 4 (EN’L) ou Oy désigne une
estimation préliminaire du vecteur 8. Cependant 1’%:;?rlnateur GMM correspondant est appelé le
meilleur estimateur. Notons que la "meilleur" fagon d’obtenir un estimateur préliminaire consistent
Oy de 8 est de minimiser le programme (4.1) avec Wy = I,.

Soit G(f) la matrice Jacobienne i.e.,

ah(8,X,)

G(6) == _E{ah_(géél} 5| o

h(r;,x!)

ooy pxT
N ~
et Gy(0) == —% 2 ah(—g’%ﬁ, alors Gy (0 ) converge en probabilité vers G(6p). Désormais Qy et Gy
=1

désigne QN@N) et GN(gN) respectivement et (2 et G désigne (2(6) et G(0p). Sous des hypotheses
de régularité que nous donnons ultérieurement, on montre que 'estimateur GM M pour lequel Wy
converge en probabilité vers une matrice W symétrique définie positive, est asymptotiquement nor-
male de fonction de covariance asymptotique (G'WG) ™ GWQWG (G'WG) ™", et que lestimateur
GM M pour lequel Wy converge en probabilité vers 27! () est asymptotiquement normale de fonc-
tion de covariance asymptotique (G'WG)™". Cette propriété suggere que le dernier estimateur est

"meilleur" ceci est justifié par le lemme suivant
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Lemme 25 La matrice (GWG) ' GWOWG (GWG) ™ — (G'WG)™" est semi définie positive.

Preuve. Considérons la matrice M := I — Q712G (G'Q~'G) ™" G’Q~1/2, alors on a M2 = M,
donc la matrice M est idempotente et par conséquent, elle est semi définie positive, il s’en suit que

la matrice

(22wa (G'WG)“)' MQPWG (GWG)™

est aussi demi définie positive. Or on vérifie facilement que
!/
(91/2WG (G’WG)“) MOQVWG (GWG) ™ = (GWG)  GWOWG (GWG)™ — (GWG)™

d’ou le résultat. =

3.3 Comportement asymptotique des estimateurs

Dans cette section, nous étudions les propriétés asymptotiques; c-a-d la consistance et la nor-

malité asymptotique des estimateurs GMM pour le processus BL (p,0,p, 1), i.e.,

P

p
X = Z a; X + Z biXi_ig—1 + &

i=1 i=1

o (&¢),cz est un bruit blanc gaussien de variance 62 considérée comme un paramétre de nuisance.
Notre approche est basés sur les relations 2 et 3 de la proposition (21). A cet effet, nous définissons
les vecteurs : C, € R” (r > 2p + 1) dont la h*™ composante est (X; — ) (Xe—1 — p) (Xo—p — p),

al := (ay, ..., ap), b := (by, ..., b,) et les matrices

(At)h,’j L= (Xt - Il') (Xt+l—j - P’) (Xt+l—h. - I‘)) h - 27 "'7T5j = 1a 4
(Bt)h,j L= (XL - IJ’) (Xt-hf—h - I'l')? h = 2, "'7T7j =1, — P

Avec ces notations les relations 3 de la proposition (21) satisfaisant les équations

) (4.3)

E{h(6,X,)} =0
h(0,X,) = C, — D§

Dt:=(At),9;:(
B;
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M=

ce qui permis de définir 7 conditions d’orthogonalités, soit Ay (8) := % Y. h (6, X,).
t

1

3.3.1 Consistance de l’estimateur &8 GMM

Pour obtenir la consistance de I'estimateur GMM nous avons besoin du théoréme ergodique,

our s’appliquer nous faisons donc la prétention suivante :
p P

hy (6) = (%zﬂjh(e,@) P, h(8) = E{h(6,X.)}

Cependant, si Wy converge en probabilité vers W, alors Qn (6) := h/y (8) Wnhn (8) converge en pro-
babilité vers @ (0) := ' () Wh (8). Malheureusement, ceci n’implique pas Arg I(gig Qn (8) converge
en probabilité vers Arg Ioréig Q (0) car la fonction Argmin n’est pas un corollaire du théoréme des
fonctions continués. Une condition suffisante pour que le minimum de la limite @ (#) soit la limite

du minimum fy est que la convergence en probabilité de Qy (8) vers @Q (@) soit uniforme sur un

compact O au sens que sup |Qn (0) — Q (8)| converge en probabilité vers 0 (cf. [32]). Donc, il faut im-
(=)

poser des conditions sur @)y (#) assurant 'uniformité de la convergence en probabilité. Considérons

les hypothéses suivantes

A1l. Le processus (X,),; est strictement stationnaire, ergodique et admettant des moments d’ordre

quatre finis
A2. L’espace des parameétres 6O est compact
A3. Pour tout § € ©, h(0,.) est une fonction mesurable
A4. Pour tout t € Z, h(.,X,) est continue sur O

A5. |h; (0,X,)] < b(X,) pour tout § € © et i = 1,...7, ou b(.) est une fonction non négative tel
que, Fy, {b(X,)} < o0

A6. Wy =it W, ou W est une matrice r x r définie positive

AT. 0 est une solution unique de Eq, {h (6, X,)} = 0 si et seulement si 6 = 6.

Théoréme 26 (Consistance de GMM) Sous les hypothéses Al — AT, Uestimateur GMM 0y

défini par (4.1) est faiblement consistent, i.e., On converge en probabilité vers 6.
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Preuve. 1l suffit de montrer que sup |Qn (8) — @ (8)] converge vers 0 en probabilité. On a
=)

Qn(8)—Q(6) = hy(8)Wnhy (6) ' (0) Wh(6)
(h (6) = 1 (6)) Wi (v (6) = R (6) ' (6) (Wi + Wiy ) (v (6) — R (6)) +
K (6) Wy ~ W) h(69)

Il

D’aprés I'inégalité triangulaire on a

Qv (O = Q@] < |(hw () = h(6)) W (h (6) — h (6))] +
1h 0) (WN+WN)(hN(0) h(9))| |h ) (Wy — W) h(6)
< Nlhw (8) = RO IWnll + 211k O] 1hn (6) — R (B)I] Wl +
I (O |Wn — W

Donc

sup Q@ (6) = QE)] < sup|ihy (9) - RO [Wnll + 2sup |2 O) [ 1l (8) = R (O] Wil +

sup || (9)|I* W — W]
fco
Nous allons montrer que les quantités

sup [|aw (6) — B (O)I* Wl ,sup |k (O)]| |k (6) — h (O) | Wl sup |2 (8)II* W — W]
1= 66 9O

convergent en probabilité vers 0 lorsque N — oco. Premiérement, Comme ||Wy|| converge en pro-

babilité vers ||W||, et d’aprés la condition A7. et le fait que h (6, X,) est dominé uniformément par

une fonction intégrable, alors, p A}im sup ||hAn (8) — h (8)|| = 0. Comme h () est une fonction conti-
—06c6

nue sur un compact ©, alors on obtient sup ||k (8)|| est borné, donc p lim sup |@Qy (8) — Q (8)| = 0
€ N—oogeo

uniformément sur ©. De la condition A7., Q (6y) = gg(f; Q0) et Qn (9N) = 6i’g€f; Qn (9), donc

0 < @ (éN) - Q(6o) = (Q (éN> - QN (@v)) + (QN (éN) -Q (90))
< (@ (0w) - @ (On)) + (@w (80) — Q (60))
< 231618 (Qn () —Q(0))].

42



Comme sup |@n (8) — Q (6)| converge vers 0 en probabilité, alors que (Q (@N> -Q (00)) converge
0co

€
vers 0 en probabilité. D’autre part, comme la fonction () est continue sur le compact O et que
Q(6) =0et Q) =0 < Ep, {h(0,X,)} =0 < 6 = 6, c’est-a-dire, pour chaque ¢ > 0, il
existe § > 0 tel que ”éN - 90“ > ¢ implique ‘Q (@N) -Q (00)‘ > ¢, donc

P (- 9) < (2 5) ~atn] >

= e)-awl =90

de facon que

et par conséquent A%im P (H@N - 00” > 6) = 0. D’ou p lim ON = 6.

N—oo

3.3.2 Normalité asymptotique de ’estimateur GMM

Pour montrer la normalité asymptotique de I’estimateur GMM, des hypothéses supplémentaires

sont nécessaires

A8. La vraie valeur 6y € 6 (Iintérieur de 6)

A9. h(8,X,) est deux fois continiment différentiable sur un voisinage V de 6,

Bh ( 9,_)_@ H

A10 ” < f(X,) pour tout 0 € V et Ey {f(X,)} < o0

A11 La matrice G WG est non singulier ou G = — Ej, {______ah (g(;—-t)}
A12 VNhy (80) == = 3%, b (B0, X2) ~ (0,9) on Q := E{h(eo,_t)h(eﬂy_t) }

Théoréme 27 (Normalité asymptotique de GMM) Sous les hypothéses Al — A12, on a

VN (& = 60) ~ N (0, (0w))
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ou
yas (éN) - (G’WG)_1 CWaW'G (G’ W'G) -
Q = E{h (60, X;) B (00,@'}
Oy = %gh(@v,&) I3 (éN,_&) L)

N Oh (0
_ _1— Na._-t Bh(f)o,_i
Gn = _NZ a0 E{ }

t=1

ves (éN) - (G"NWNGN) G WNQNWNGy (d WNGN)
Preuve. Le critére & minimiser est
Qn (8) = hy () Wnhy (6) = m (hy (9))

avec m (h) = k' Wyh. Donc

()= Caar ), o).,

ou
Ohno(6)  Ohna(6)
Ohy (6) 6?1 . %
o Ohns(0)  Ohns(6)
86, 3, /..,

om (hy (9))) ,
—_—— = 2h (D)W,
( Oh (8) )y~ 2w (O W

Donc la condition de minimisation du premier ordre donne

(M) =0 <— za_h}v_(@w'NhN (9N) =0

¢
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Un développement limité Ay (5N) au voisinage de fy donne :

VNhy (9N) = VNhy (6) + ah’;’)—;,e;")\/ﬁ (9N - 00) (4.4)

ou By = Mo+ (1 —N) 9N, 0y est un point intermédiaire entre On et 6, qui converge aussi en

probabilité vers 6y lorsque N — oo. En multipliant (4.4) par %ﬁ—NZWN on obtient

Oy (éN)
50

Oly (9N)
ik

w2t On) (éN - 90) -0

WxV Nhy (6 -
N N( o)+ 20

Ohw (On)
Alors d’aprés les conditions A10 et A1l, ———* converge uniformément en probabilité vers

Oh (6o, X,) o
0, Ay — IS
E{___BG } G, d’ou

%WN Low
Ohy (@N) WNahN @%)

P ’
% o - GWG

A’apres hypothése A12 et le théoréme de Slutsky on déduit
VN (bn - 80) & N (0,v= (4v))

ou

yas (éN) - (G'WG)_I GWOWG (G'WG)_l



Remarque 28 1l est clair que les conditions d’orthogonalités (4.3) sont similaires aux celles d’un

modeéle de régression linéaires. Cependant, si r = 2p la solution du systéme (4.1) est donnée par

) L -1 1 X

t=1 t=1
-1
LS AA LS A
N Z t4it N Z tBt

t=1 t=1

1 N /A 1 N /
VB % B

1L [ A
Ntzz;(B{)Ct

pourvu que l'inverse existe, mais le cas ot r > 2p est le plus intéressant.
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Chapitre 4

Simulation et expérimentation

4.1 Introduction

Dans cette partie, nous avons réalisé 500 simulations de trois modeles différents :

Xy = bXi ey + e [bruit blanc non linéaire] (4.1)
X; = bXi_1e1-1 + e, [Modeéle diagonal purement bilinéaire] (4.2)
X: = aXi1+bXi_1e1-1 + e, [Modéle diagonal ] (4.3)

ol (et),cz est un bruit blanc Gaussien N (1, 0). Chacune des 500 trajectoires simulées est de longueur
N € {500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 10000}. Pour chaque simulation, les paramétres ont été
estimés par la méthode GMM. Cette étude expérimental a pour but :

4.2 Description des modéles
4.2.1 Bruit blanc non linéaire
D’aprés I’étude envisagée dans le chapitre 2, on vérifie aisément que

b < 1<4= (Xi),.z est stationnaire au second ordre et ergodique
' < 1= E{X}} < +o0

155° < 1= E{X}} < 400
105° < 1= E{X}} < +oo.
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D’apes la propriété (22) le processus se comporte comme un processu de bruit blanc faible, du point

de vue de sa fonction de covariance. La condition d’orthogonalité est cependant
1 X
h(b, X,) = t:zl {XX-1X;-2 — bX?2} .

La Figure 1, montre une réalisation de longueur N = 250 avec b = —0.75.

-2

L ' L N s
o S0 100 150 200 250
Graphe de la series 1

F1G. 4-1 — Trajectoire de longueur N = 250

La figure 2 montre les covariances de la série des 250 derniéres valeurs qui ressemblent assez &
celles d’un bruit blanc, comme on peuvait s’y attendre.

Les tableaux Table(1.1) — Table(1.8) contient les résultats de la simulation. Les résultats sont
acceptables et méme sont trés bonnes. Notons que les résultats des tables (1.5) — (1.8) semblent un
peut loin des vraies valeurs, ceci n’est pas surprenant car les valeurs attribuées excluaient le processus

d’étre dans L. Les coefficients d’aplatissements et d’asymétries témoignent cette confirmation.

48



0.05

-0.05

-0.1

-0.15

]I |||III III ith L

-

| TH -|||||"-||'-

1 1
o 10 20 30 40

s
60

Vaieurs de h 50
F1G. 4-2 — Fonction de covariance
Vraie | Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts | RMSE! Kurtosis® | Skewness?

N valeur | Minimales | Maximales Types

500 0.031900 | 0.288787 0.149173 | 0.049104 | 0.049062 | 2.807609 | 0.244835
1000 0.048747 | 0.246548 0.148889 | 0.036178 | 0.036159 | 2.801506 | 0.042743
2000 0.080121 | 0.219104 0.149332 | 0.024500 | 0.024485 | 2.779312 | 0.020240
3000 0.15 | 0.088119 | 0.208133 0.149444 | 0.020647 | 0.020634 | 3.052231 | 0.061942
4000 0.100410 | 0.200548 0.149505 | 0.018327 | 0.018315 | 2.880937 | 0.026482
5000 0.102532 | 0.201294 0.149373 | 0.016327 | 0.016322 | 3.264846 | 0.098760
10000 0.119312 | 0.192487 0.150086 | 0.011056 | 0.011046 | 3.309269 | 0.269949

Table(1.1)

'Roots mean squares errors
2 Appelé aussi coefficient d’aplatissement, il est défini par E { (X -E{X}) } Jot

3 Appelé coefficient d’asymétrie et défini par E{ (X - E{X}) }/a
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Vraie Valeurs Valeurs | Moyennes Ecarts RMSE Kurtosis | Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 —0.305688 | —0.025751 | —0.148475 | 0.051215 | 0.051186 | 2.845172 | —0.372834
1000 —0.303789 | —0.057482 | —0.148831 | 0.036546 | 0.036529 | 3.331641 | —0.463185
2000 —0.229341 | —0.076459 | —0.149624 | 0.025336 | 0.025313 | 2.938518 | —0.070072
3000 —0.15 | —0.213311 | —0.082773 | —0.149807 | 0.021494 | 0.021473 | 2.905320 | —0.001650
4000 -0.196895 | —0.098245 | —0.149701 | 0.018649 | 0.018632 | 2.775805 0.034401
5000 —0.194619 | —0.103920 | —0.149820 | 0.016587 | 0.016572 | 2.943636 | —0.008635
10000 —0.180578 | —0.113844 | —0.149206 | 0.011435 | 0.011451 | 2.906027 0.174013
Table(1.2)
Vraie | Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis | Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 0.219261 0.923256 0.489463 | 0.101820 | 0.102263 | 4.080008 | 0.766658
1000 0.332384 | 0.804838 0.494724 | 0.077944 | 0.078044 | 3.580456 | 0.547183
2000 0.367583 | 0.813362 0.498178 | 0.058301 | 0.058271 | 5.156342 | 0.832100
3000 0.5 0.384510 | 0.679591 0.497660 | 0.046779 | 0.046791 | 3.697651 | 0.421988
4000 0.393611 | 0.653002 0.498466 | 0.042084 { 0.042070 | 3.349215 | 0.308335
5000 0.393048 | 0.631151 0.497506 | 0.037173 | 0.037220 | 3.374309 | 0.293362
10000 0.433656 | 0.597462 0.498015 | 0.025613 | 0.025664 | 3.516798 | 0.383249
Table(1.3)
Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis | Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 —0.900296 | —0.262786 | —0.490271 | 0.106521 | 0.106858 | 3.912241 | —0.74657
1000 —1.308013 | —0.311569 | —0.495105 | 0.086061 | 0.086114 | 18.51711 | —2.086263
2000 —0.954441 | —0.346084 | —0.499180 | 0.065331 | 0.065271 | 9.833419 | —1.391495
3000 —-0.5 | —0.831365 | —0.367128 | —0.498998 | 0.065331 | 0.065271 | 6.484617 | —0.956646
4000 ~0.741971 | —0.377650 | —0.498602 | 0.045761 | 0.045737 | 4.844893 | —0.785019
5000 —0.689227 | —0.395798 | —0.499025 | 0.040715 | 0.040686 | 3.908310 | —0.569466
10000 —0.609799 | —0.423131 | —0.499077 | 0.029203 | 0.029189 | 3.404437 | —0.302449
Table(1.4)
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Vraie | Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 0.220542 1.715995 0.706540 | 0.192792 | 0.197442 | 5.822484 1.188900
1000 —0.699759 | 1.749542 0.722016 | 0.169472 | 0.171600 | 15.331121 | —0.167511
2000 —0.284929 | 2.271193 0.739770 | 0.152219 | 0.152411 | 29.783371 | 2.420172
3000 0.75 | —0.020070 | 1.854511 0.743421 | 0.129723 | 0.129760 | 25.554329 | 2.583854
4000 0.173976 1.661458 0.744856 | 0.113607 | 0.113610 | 19.546043 | 2.302956
5000 0.261361 1.474363 0.742481 | 0.101877 | 0.102052 | 15.109303 | 1.941718
10000 0.466103 1.453641 0.744285 | 0.078222 { 0.078352 | 18.650134 | 2.452496
Table(1.5)
Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 —2.235340 | 6.044031 —0.699873 | 0.366391 | 0.369441 | 231.551501 | 12.174715
1000 —2.631004 | 3.924927 —0.727175 | 0.289654 | 0.290263 | 141.451174 | 6.986744
2000 —2.125006 | 2.119108 —0.736249 | 0.197016 | 0.197299 | 96.733733 4.744968
3000 | —0.75 | —1.865243 | 1.269343 —0.738331 | 0.153849 | 0.154137 | 67.314081 2.970782
4000 —1.711214 | 0.822787 —0.740977 | 0.131335 | 0.131513 | 49.403695 1.860495
5000 —1.849989 | 0.598203 —0.744255 | 0.125250 | 0.125257 | 44.981579 —-0.020051
10000 —1.514648 | —0.067956 | —0.747043 | 0.095284 | 0.095235 | 23.970152 —2.083577
Table(1.6)
Vraie | Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 —4.692332 | 2.780635 0.804063 | 0.481369 | 0.502544 | 38.634431 —2.537785
1000 —8.563654 | 3.955384 0.802084 | 0.671132 | 0.686583 | 99.773044 —7.624522
2000 —8.208191 | 3.982638 0.851055 | 0.647059 | 0.653940 | 96.680718 —7.034364
3000 | 0.95 —7.844210 | 3.617019 0.873034 | 0.601312 | 0.605621 | 103.198538 | —7.002708
4000 —7.187570 | 3.248651 0.884280 | 0.553440 | 0.556779 | 106.137297 | -7.265519
5000 —6.934808 | 2.997401 0.886235 | 0.527483 | 0.530800 | 109.976778 | —7.398343
10000 —5.625394 | 3.086419 0.890745 | 0.445854 | 0.449332 | 100.580979 | —6.280355
Table(1.7)
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Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 —4.125002 | 30.804056 | —0.744654 | 1.493991 | 1.506557 | 399.503078 | 18.860470
1000 —3.220532 | 27.233578 | —0.803142 | 1.327824 | 1.334600 | 399.285230 | 18.831010
2000 —-7.436513 | 22.283159 | —0.822309 | 1.136035 | 1.142059 | 346.023084 | 16.442526
3000 —0.95 | —6.798837 | 16.011460 | —0.848956 | 0.874073 | 0.879025 | 282.611121 | 13.662640
4000 —6.020338 | 13.667254 | —0.863447 | 0.768031 | 0.772129 | 261.772056 | 12.843510
5000 —8.724003 | 12.176391 | —0.882127 | 0.779298 | 0.781471 181.532503 | 6.909672
10000 —4.443427 | 5.694977 —0.882226 | 0.518713 | 0.522607 | 71.444693 3.923038

Table(1.8)
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4.2.2 Modéele diagonal purement bilinéaire

Pour ce modele, la condition d’orthogonalité est

N
1
h(a, Xt) = N Z {XtXt—l - 2bXt} .
t=1

La Figure 2, montre une réalisation de longueur N = 250 avec b = 0.5. Les résultats de la simulation
sont portés dans les tables Table(2,1)-Table(2,8).

-2
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Graphe de la series 2
F1G. 4-3 - Trajectoire de longueur N = 250

Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 0.019404 | 0.291040 0.148049 | 0.047540 | 0.047533 | 2.727920 | —0.075323
1000 0.051051 | 0.259974 0.148727 | 0.032931 | 0.032923 | 3.464073 | 0.186353
2000 0.064720 | 0.224105 0.150678 | 0.024168 | 0.0241563 | 3.278971 | —0.028068
3000 0.15 0.075690 | 0.205114 0.149058 | 0.019011 | 0.019015 | 3.481697 | —0.028508
4000 0.080193 | 0.200859 0.149250 | 0.016616 | 0.016616 | 3.456664 | —0.063338
5000 0.090535 | 0.201585 0.148768 | 0.015043 | 0.015078 | 3.124189 | —0.134763
10000 0.110284 | 0.183082 0.149393 | 0.010682 | 0.010689 | 3.214715 | —0.073221

53



Table(2.1)

Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis | Skewness
N valeur Minimales | Maximales Types
500 —0.286354 | —0.029620 | —0.148880 | 0.047263 | 0.047229 | 2.772096 | —0.225042
1000 —0.257838 | —0.047347 | —0.149525 | 0.033137 | 0.033107 | 3.249245 | 0.007953
2000 —0.226045 | —0.077887 | —0.148768 | 0.023873 | 0.023881 | 3.270108 | —0.054724
3000 —0.15 —0.213273 | —0.091418 | —0.150230 | 0.019203 | 0.019185 | 3.050214 | —0.072958
4000 —0.214914 | —0.097298 | —0.150254 | 0.016408 | 0.016394 | 3.150119 | —0.078940
5000 —0.207627 | —0.102630 | —0.151020 | 0.014878 | 0.014898 | 2.997076 | —0.054623
10000 —0.187344 | —0.117242 | —0.150514 | 0.010613 | 0.010615 | 3.013678 | —0.050146

Table(2.2)

Vraie | Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis | Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 0.325076 | 0.721047 0.490370 | 0.065838 | 0.066473 | 2.841483 | 0.081845
1000 0.374871 | 0.655839 0.493884 | 0.045691 | 0.046053 | 3.225149 | 0.251789
2000 0.374664 | 0.590643 0.498862 | 0.034518 | 0.034502 | 3.038555 | —0.015935
3000 0.5 | 0.388433 | 0.580674 0.496958 | 0.027752 | 0.027891 | 3.602223 | —0.051344
4000 0.403680 | 0.573117 0.497844 | 0.024304 | 0.024375 | 3.392521 | —0.019671
5000 0.417669 | 0.565704 0.497525 | 0.021872 | 0.021990 | 2.963240 | —0.126136
10000 0.442435 | 0.549892 0.499051 | 0.015788 | 0.015801 | 3.164754 | —0.061503

Table(2.3)
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Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis | Skewness
N valeur Minimales | Maximales Types
500 —0.703884 | —0.303777 | —0.490503 | 0.066365 | 0.066975 | 2.939967 | —0.369187
1000 —0.663101 | —0.378942 | —0.495158 | 0.046889 | 0.047092 | 3.083858 | —0.200438
2000 —0.595368 | —0.404397 | —0.496175 | 0.034241 | 0.034420 | 3.082200 | 0.011281
3000 -0.5 —0.578803 | —0.429217 | —0.498225 | 0.027744 | 0.027773 | 2.771156 | —0.150159
4000 —0.581376 | —0.440830 | —0.498594 | 0.023470 | 0.023489 | 2.899324 | —0.153298
5000 —0.576455 | —0.446816 | —0.500167 | 0.021325 | 0.021304 | 2.824927 | —0.076964
10000 —0.545640 | —0.451180 | —0.499962 | 0.015149 | 0.015134 | 3.019212 | 0.021575
Table(2.4)
Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 0.501091 1.051068 0.733765 | 0.097074 | 0.098326 | 3.153271 | 0.251873
1000 0.558494 | 0.963842 0.739668 | 0.066899 | 0.067626 | 3.083489 | 0.311427
2000 0.573453 | 0.877254 0.748271 | 0.050912 | 0.050890 | 2.964043 | 0.018779
3000 | 0.75 0.593142 | 0.896048 0.745795 | 0.041442 | 0.041614 | 3.698242 | —0.038385
4000 0.624255 | 0.897312 0.747382 | 0.035639 | 0.035700 | 3.784829 | 0.116145
5000 0.636233 | 0.861542 0.746867 | 0.032258 | 0.032378 | 3.217428 | —0.018940
10000 0.666742 | 0.819469 0.749055 | 0.023760 | 0.023755 | 3.204793 | —0.029975
Table(2.5)
Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis | Skewness
N valeur Minimales | Maximales Types
500 —1.080845 | —0.121216 | —0.734000 | 0.099254 | 0.100437 | 5.726203 | 0.041604
1000 —0.978492 | —0.472197 | —0.743908 | 0.070586 | 0.070778 | 3.338009 | —0.032066
2000 —0.908768 | —0.607437 | —0.745099 | 0.051306 | 0.051488 | 3.184085 | —0.059897
3000 -0.75 —0.872316 | —0.642462 | —0.747368 | 0.041323 | 0.041365 | 3.128593 | —0.177613
4000 —0.876202 | —0.640968 | —0.748022 | 0.035295 | 0.035315 | 3.342206 | —0.220310
5000 —0.870001 | —0.655992 | —0.750530 | 0.032276 | 0.032248 | 3.147495 | —0.089741
10000 —0.812595 | —0.688146 | —0.750068 | 0.022349 | 0.022327 | 3.025408 | —0.070319
Table(2.6)
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Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
N valeur | Minimales | Maximales Types
500 0.183741 1.620585 0.928038 | 0.162693 | 0.164007 4.747512 0.387680
1000 0.576656 1.365568 0.936134 | 0.119089 | 0.119775 3.669951 0.534550
2000 0.009301 1.236831 0.947210 | 0.098808 | 0.098749 18.545760 | —1.529520
3000 0.95 | 0.385941 1.253819 0.942537 | 0.077637 | 0.077917 8.452895 —0.645284
4000 0.624381 1.251657 0.946296 | 0.064700 | 0.064742 5.708781 —0.181055
5000 0.687222 | 1.178602 0.945094 | 0.058172 | 0.058321 4.079300 —0.154565
10000 0.664959 | 1.129267 0.947744 | 0.046077 | 0.046086 6.226058 —0.355996

Table(2.7)

Vraie Valeurs Valeurs Moyennes | Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
N valeur Minimales | Maximales Types
500 —1.581648 | 3.320257 —0.929004 | 0.248292 | 0.248930 | 173.02589 | 9.833162
1000 —1.318315 | 1.143668 —0.941730 | 0.156342 | 0.156405 | 66.488824 | 4.969173
2000 —1.377555 | —0.153515 | —0.943077 | 0.100570 | 0.100707 | 11.202344 | 0.703617
3000 | —0.95 —1.298943 | —0.496187 | —0.946968 | 0.082332 | 0.082305 | 5.586584 0.121990
4000 —1.197517 | —0.629820 | —0.947983 | 0.069561 | 0.069520 | 4.514014 0.002550
5000 —1.144008 | —0.665997 | —0.952424 | 0.063590 | 0.063572 | 4.101583 0.179145
10000 —1.078347 | —0.641128 | —0.949673 | 0.044718 | 0.044675 | 7.076049 0.563250

Table(2.8)
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4.2.3 Le modéle diagonal

C’est le modeéle le plus utilisé dans la litérature. Pour ce modeéle, les conditions d’orthogonalités

sont

N

hl(O,Xt) = % z {XtXtﬁl — aXf - 2bXt}
t=1
N

h2(0’ Xt) = ]—{f Z {XtXt_Q — a'XtXt—-l —_ bXt}
t=1

6 = (a,b)’

La Figure 3, montre une réalisation de longueur N = 250 avec a = 0.15 et b = —0.75. Les résultats
de la simulation sont portés dans les tables Table(3.1)-Table(3.8).
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Longueur Vraice Valeurs Valeurs Moyennes Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
de la série valeur Minimales Maximales Types
500 —0.280356 0.610364 0.124806 0.133321 0.135550 3.621538 0.219500
0.442179 1.274806 0.762794 0.125944 0.126467 3.644951 0.426792
1000 —0.301598 0.475666 0.129845 0.103305 0.105151 3.870316 0.287840
0.440714 1.109327 0.760560 0.096676 0.097155 4.234717 0.428626
2000 —0.088257 0.523648 0.138250 0.083076 0.083821 4.493996 0.593054
0.501206 0.996632 0.760027 0.078476 0.079036 3.437744 0.051766
3000 0.15 —0.113320 0.461952 0.139496 0.074706 0.075367 4.080021 0.364528
0.75 0.532529 1.077295 0.755799 0.067259 0.067442 4.306034 0.191833
4000 —0.159367 0.477077 0.141388 0.067987 0.068463 5.081354 0.370292
0.505433 1.101315 0.755694 0.062178 0.062376 5.322105 0.140791
5000 —0.134634 0.464862 0.145106 0.066311 0.066425 5.357929 0.477892
0.448398 1.047248 0.751714 0.060108 0.060072 5.642156 —0.244512
10000 —0.065855 0.417432 0.146611 0.049152 0.049219 6.014939 0.615339
0.540007 0.957436 0.751942 0.042900 0.042901 5.821213 —0.301455
Table(3.1)
Longueur Vraie Valeurs Valeurs Moyennes Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
de la série valeur Minimales Maximales Types
500 —0.716872 —0.285037 —0.496668 0.062999 0.063024 3.158355 0.131867
0.327420 0.755831 0.498831 0.067079 0.067022 3.431147 0.253883
1000 —0.658478 —0.321715 —0.499507 0.044728 0.044686 4.190466 0.105798
0.361158 0.669226 0.499340 0.045982 0.045941 3.597700 0.263704
2000 —0.603669 —0.382987 —0.499375 0.034509 0.034480 3.050679 0.056403
0.392279 0.618403 0.502024 0.034856 0.034880 3.070196 0.061387
3000 —-0.5 —0.586663 —0.410703 —0.499843 0.028432 0.028404 2.867477 —0.032919
0.5 0.394899 0.590968 0.499788 0.027491 0.027464 3.449780 —0.038511
4000 —0.571795 —0.413098 —0.500370 0.023868 0.023847 2.990839 —0.091853
0.412889 0.567185 0.499990 0.023578 0.023554 3.378292 --0.042300
5000 —0.558401 —0.439915 —0.500137 0.021729 0.021707 2.647781 --0.124873
0.424549 0.561121 0.499126 0.021369 0.021365 3.222685 --0.160357
10000 —0.548603 —0.464606 —0.500278 0.016025 0.016011 2.789314 —0.255236
0.445194 0.546447 0.499958 0.015815 0.015799 3.137818 —0.064153
Table(3.2)
Longueur Vraie Valeurs Valeurs Moyennes Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
de la série valeur Minimales Maximales Types
500 0.629245 0.826688 0.737967 0.031439 0.033634 3.289990 —0.155867
—0.180365 0.134635 —0.000545 0.049079 0.049033 3.106759 —0.192470
1000 0.673073 0.806494 0.743730 0.021155 0.022044 3.134682 —0.123199
—0.110440 0.116113 —0.000426 0.032902 0.032872 3.610027 0.072852
2000 0.699126 0.786435 0.746725 0.015182 0.018517 2.990898 —0.133780
—0.088477 0.069073 0.000976 0.023432 0.023429 3.419461 —0.083653
3000 0.75 0.706755 0.778988 0.747483 0.012843 0.013075 2.864544 —0.190520
0.00 —0.073768 0.065801 —0.000518 0.018776 0.018765 3.590703 —0.067363
4000 0.710601 0.777112 0.748456 0.010813 0.010912 3.119740 —0.240908
—0.069025 0.054736 —0.000499 0.016045 0.016036 3.519360 —0.086408
5000 0.722007 0.775702 0.749182 0.009555 0.009581 2.913900 --0.197533
—0.057735 0.047371 —0.001124 0.014372 0.014402 3.120914 —0.102849
10000 0.729611 0.768878 0.749611 0.006824 0.006828 2.863784 --0.083952
—0.038647 0.030859 —0.000529 0.010198 0.010202 3.136756 —0.073060
Table(3.3)
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Longueur Vraie Valeurs Valeurs Moyennes Kearts RMSE Kurtosis Skewness
de la série valeur Minimales Maximales Types
500 —0.388035 0.452084 ~0.011516 0.124333 0.124741 3.670259 0.242829
0.470925 1.212116 0.752150 0.112481 0.112389 3.527874 0.435907
1000 —0.467454 0.325534 —0.011849 0.096151 0.096782 4.208023 0.106580
0.406310 1.092587 0.753817 0.085290 0.085290 4.638914 0.495209
2000 —0.281217 0.275087 —0.005886 0.075713 0.075866 3.795223 0.246764
0.551620 0.989773 0.755163 0.067334 0.067464 3.380707 0.251585
3000 0.0 —0.192133 0.259759 —0.004214 0.066279 0.066347 3.668566 0.256865
0.75 0.539277 0.945827 0.750680 0.055370 0.055319 3.723908 0.015808
4000 —0.234395 0.370454 —0.002828 0.061408 0.061412 6.159933 0.507493
0.501969 0.971392 0.750944 0.051497 0.051454 4.669185 —0.136061
5000 —0.205124 0.370828 —0.000368 0.060329 0.060270 7.975752 0.860592
0.428680 0.921025 0.748233 0.049773 0.049755 7.168902 —0.761933
10000 —0.152193 0.265725 —0.000030 0.044465 0.044420 7.260229 0.818798
0.532854 0.867497 0.749474 0.035196 0.035164 6.501994 —0.524686
Table(3.4)
Longuecur Vraie Valeurs Valeurs Moyennes Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
de la série valeur Minimales Maximales Types
500 0.135475 0.812384 0.460266 0.099673 0.107208 3.373289 0.089166
0.256224 0.959223 0.532299 0.109907 0.114449 3.429262 0.467537
1000 0.297314 0.745745 0.476357 0.072823 0.076495 3.272145 0.408832
0.279567 0.859522 0.519067 0.078809 0.081006 3.870656 0.429135
2000 0.330151 0.790349 0.484935 0.059501 0.061321 4.616713 0.679014
0.254152 0.693904 0.514625 0.060081 0.061777 3.812750 0.044288
3000 0.5 0.353542 0.744307 0.487286 0.052535 0.054000 4.311386 0.622702
0.5 0.291141 0.691969 0.509594 0.050580 0.051432 4.085622 0.046140
4000 0.386812 0.714056 0.490398 0.045236 0.046200 4.484002 0.761184
0.318661 0.647999 0.507414 0.044075 0.044651 3.821023 —0.130219
5000 0.403681 0.695367 0.493102 0.042512 0.043026 4.360376 0.755605
0.315546 0.634482 0.504468 0.041372 0.041571 4.233039 —0.347886
10000 0.415357 0.622324 0.495196 0.031205 0.031542 3.908589 0.603870
0.379540 0.602622 0.503669 0.030192 0.030384 3.733004 —0.231874
Table(3.5)
Longueur Vraice Valeurs Valeurs Moyennes Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
de la série valeur Minimales Maximales Types
500 0.819534 0.897112 0.848110 0.043737 0.048538 3.387797 0.395224
0.174590 0.306430 0.251874 0.095445 0.095949 3.484526 —0.155083
1000 0.639457 0.944596 0.828896 0.034017 0.036259 4.431460 —0.548467
0.112163 0.698118 0.279412 0.065924 0.066404 6.699684 1.479991
2000 0.751599 0.934100 0.837930 0.025384 0.026216 3.242350 0.159856
0.133204 0.474173 0.268487 0.049451 0.049626 3.827481 0.617374
3000 0.85 0.770775 0.921668 0.841270 0.020856 0.021399 3.223193 0.081421
0.25 0.137708 0.418321 0.260950 0.038883 0.038887 3.662867 0.397878
4000 0.780354 0.910931 0.843452 0.017982 0.018430 3.285482 0.092001
0.160354 0.386329 0.258171 0.034465 0.034534 3.545601 0.345082
5000 0.785082 0.906498 0.844866 0.016124 0.016493 3.260443 0.086493
0.160102 0.387710 0.255832 0.032494 0.032584 3.688417 0.316083
10000 0.810853 0.912675 0.847254 0.011828 0.011920 3.425694 0.354317
0.148182 0.342852 0.253451 0.023618 0.023621 3.454872 0.067836
Tablc(3.6)
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4.2.4 Reésultats et commentaires

D’apres les résultas empiriques qui sont reportés dans les tableaux (1.1) — (3.8), on observe les

principales conclusions suivantes :

L’augmentation de la taille d’échantillon joue un role essentiel pour 'obtention des meilleurs
résultats. Cela est prouvé quand la moyenne des estimateurs O calculée sur les 500 simulations est
plus proche de la vraie valeur, plus la taille d’échantillon est élevée, ce qui améliore les résultats en
termes de réduction de biais. D’autres parts on observe que plus la taille d’échantillon est élevée,

plus 'écart type des estimations sont proche de zéro, par conséquences les estimateurs sont plus

Longucur Vraie Valeurs Valeurs Moyennes Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
de la série valeur Minimales Maximales Types
500 —0.926826 —0.726155 —0.843211 0.030462 0.031179 3.093559 0.173518
~-0.423609 —0.110847 —0.249528 0.053818 0.053767 2.748383 —0.150898
1000 —0.939119 —0.783742 —0.845811 0.022596 0.022959 3.439305 —0.278369
—0.378838 —0.142100 —0.249452 0.037200 0.037167 3.210443 —0.102258
2000 —0.917171 —0.803802 —0.848640 0.016713 0.016751 3.197360 —0.218565
—0.340314 —0.172626 —0.248628 0.025900 0.025910 3.214374 0.007484
3000 —0.85 —0.908410 —0.812917 —0.848887 0.014260 0.014289 3.216195 —0.292459
-0.25 —0.333329 —0.191713 —0.249944 0.021010 0.020989 3.242328 —0.197969
4000 —0.897587 —0.815675 —0.849340 0.012055 0.012061 3.287594 —0.262100
—0.316995 —0.204029 —0.249917 0.017877 0.017860 3.021428 —0.151252
5000 —0.893944 —0.821723 —0.849568 0.010755 0.010753 3.499754 —0.243074
—0.299954 —0.207318 -0.250840 0.016318 0.016324 2.761626 —0.106717
10000 —0.880090 —0.827324 —0.850004 0.007735 0.007727 3.880197 —0.395836
—0.288811 —0.216736 —0.250403 0.011550 0.011546 2.955317 —0.055416
Table(3.7)
Longueur Vraie Valeurs Valeurs Moyennes Ecarts RMSE Kurtosis Skewness
de la série valeur Minimales Maximales Types
500 0.856927 0.980044 0.929466 0.023181 0.030951 3.045565 —0.448584
0.011640 0.543042 0.186017 0.079899 0.087569 4.774466 0.899701
1000 0.872224 0.979457 0.938385 0.017465 0.020960 3.311946 —0.503084
0.044901 0.370809 0.170563 0.050365 0.054354 4.006478 0.761661
2000 0.904782 0.980699 0.943616 0.012596 0.014110 3.200910 0.001586
0.069548 0.324729 0.164126 0.035692 0.038352 3.832042 0.444831
3000 0.95 0.913561 0.979544 0.945255 0.010745 0.011736 3.208728 0.191342
0.15 0.073859 0.255588 0.158873 0.028626 0.029943 3.342032 0.126185
4000 0.919039 0.977928 0.946215 0.009788 0.010486 3.107607 0.194709
0.080487 0.241204 0.157101 0.025159 0.026118 3.526358 0.061226
5000 0.925242 0.976702 0.947059 0.008963 0.009424 3.116452 0.260826
0.075814 0.243018 0.155031 0.023974 0.024473 3.262629 —0.151701
10000 0.930713 0.976197 0.948491 0.007019 0.007172 3.146503 0.274143
0.086733 0.200299 0.152873 0.017929 0.018140 3.203265 —0.096636
Table(3.8)

précis. Donc, la théorie asymptotique présentée dans le théoréme (26) est confirmée.

On observe aussi que lorsque la taille d’échantillon augmente, la moyenne de coefficients d’apla-
tissement se rapproche de la valeur 3, et le ccefficient d’asymeétrie est plus proche de zéro. Cette

observation confirme la normalité asymptotique de P'estimateur 6y obtenue dans le théoréme (27).
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4.3 Conclusion

Nous nous intéressons ici & 'estimation des parameétres des modéles bilinéaires. Sous certaines
conditions, nous établissons la convergence et la normalité asymptotiques des estimateurs GMM
de la distribution empirique vers la distribution théorique, avec une matrice de covariance connue.
Les résultats empiriques obtenus dans les tableaux (1.1) — (3.8) confirment la théorie asymptotique
présentée dans le chapitre (3).

La raison principale du choix de cette méthode d’estimation provient du fait que

1. Beaucoup d’estimateurs peuvent étre vus comme cas spéciaux de GMM.
2. GMM est une alternative fondée sur des hypotheéses minimales.

3. L’estimation de GMM est souvent possible ou une analyse de la probabilité est extrémement
difficile.
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Chapitre 5
Appendices

Dans ces appendices on donne les définition, les concepts et les outils fondamentaux qui s’averent

necéssaires dans notre étude.

5.1 Dérivation vectorielle et matricielle

5.1.1 Deérivée de Az

Soient @ € R™, z € R™ ( tous les vecteurs sont des vecteurs colonnes). Alors

By az a
9 (a'x) B 9z, B de1 B 1 .
O oy i
Bzn Bzn Un
d(a'a:) ‘ <8y 8y) o
ox’ oz, oz,
Soit A une matrice de m x n,
ay
A= : |,
Uy
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ouna; ER"pour j=1,...,m.

o(a) | % || V|4
or ; N . o
B(amz a;n
ox’
De la méme facon,
0 (:c'A') _ 0 (z'al) a0 (:c’am —(a a) = A
Oz Oz Oz ! ™ ]
Soient a € R", et z = z (a). Alors
Dy
Ox Oer
da’ : ’
Ozy
8a’
c’est une matrice n X 7. Soit £ = z (). Alors
@121+ +ann) Sz 4 .4 o Oza
5 (d2) o Moew T o
O - a1z +. +anZn) N 8. 9
1Z1+-- n T Ty,
B T — O gy Tt Cniggy
un vecteur de r, et
9 (a'z) 0z
oo’ 0o
Ensuite,
a(a’ ,
;;f a, 2z
0(Az) _ . _ “ Ox
oo’ ; N da’’
ala,x a;na_l‘,
8o’ 9a
Notons que
oz
7 = In-
oz

63



» . » l
5.2 Dérivées de z Ax
Soient z € R", z € R™, et A est une matrice m X n. Posons ¢ = A’z € R™. Alors,

8(z'A:L') B 8(c':1:) e
or Oz =Az

Ensuite,

0 (z'A:c)

= Azx.
0z o

Soit x = z (), et z = z (). Alors

0 (z’Aa:) 8z 0 (z'Ax) N 8_3:'6 (z’Az:)

Ja da Oz Jda 0Oz
azl a.’L'l ’
Ensuite, si m = n,
0 (:E'Aa:)

" = Az + Az = (A+A')z.

Si A est symétrique,

0 (IBIA.’E)
o

Si z = z (a), A est symétrique et indépendant de a,

= 2Azx.

d(z'Az) _ox
e laa T

A L4 7 ! L4 2
La dérivée de z Az en ce qui concerne A est donné par
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a(+' 4e) a(+' 4z) O(Xry i zAyz;) (T i, mAyw;)

0 (zIA:E) 94n 9A1n 8An A1
0A , , - u T . "
8! z Am) 8(z Az 3(2i=1 Z]’:l ZiAijl‘j) . 3(2&:1 j:1ziAi11':i)
aA'ml T aAm,. aAml BA,,.,.
/ 2xry - 21Tqn
ZmT1 ' ZmTn
!
= 2.

5.3 Produit de Kronecker

Définition 29 Soit A = (a;;) est une matrice (m X n) et B une matrice (p X q), AQ B désigne la

matrice (mp x ng) admettant les éléments blocs a;;B.

anB s alnB
A ® B — . .

B -+ amnB

5.3.1 Propriétés

Les propriétés remarquables sont

1. Pour tous trois matrices A, B, C, alors (A B)@ C =A® (B® C)

2. Pour tous quatre matrices A, B,C et D, ou A et B sont des méme ordres, et C, D sont des

mémes ordres, alors
(A+B)®(C+D)=(AQC)+(A®D)+(BRC)+(B®D).
3. (A®B)(C® D)= (AC)® (BD)
Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n X n avec les valeurs A, A9, ..., A,. Nous dénotons le

maximum de |A;|, [A2],. .., |As] par p(A), p(A) est appelé le rayon spectral de la matrice A.

Aussi, il existe un constant positif K tel que pour tout nombre entier positif m, nous avons

(4™,

< K(p(A)"
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pour chaque i et 7, I, la matrice de 'identité d’ordre n x n dans le quelle chaque entrée

diagonale est égale a unité et chaque entrée non diagonale est égale & zéro.

Définition 30 Soit A = (ay,...,a,) est une matrice (m x n) avec (m x 1) colonnes a;, le Vect

opérateur transforme A dans un (mn x 1) vecteur en empilant les colonnes, c’est,

a1
Vec(A) =

an
Remarque : Soit A,B, C' des matrices avec dimensions appropriées.
(a) Vec(A+ B) =Vec(A) + Vec(B).
(b) Vec(ABC) = (C' ® A) Vec(B).
(c) Vec(AB) = (I® A)Vec(B) = (B'®I) Vec(A).
(d) Vec(ABC) =(I® AB)Vec(C) = (C'B' ® I) Vec(A).
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Résumé

Ce meéemoire examine quelques problemes de
séries temporelles non linéaires. La classe
particuliere des modeéles non linéaires qui a été
extensivement discutée dans la littérature est la
classe des modéles bilinéaires. Les conditions
nécessaires et suffisantes pour la stationnarité au
sens stricte et au second ordre, l'inversibilité et
l'existence des moments d'ordre supérieur sont
abordées. L'objectif principal de ce travail est
l'estimation dans les modeéles bilinéaires par la
méthode des moments généralisés, a partir des
conditions  d'orthogonalité on obtient des
estimateurs consistants et asymptotiquement
normaux. Cette méthode donne des résultats tres
satisfaisants qui sont montrés dans la simulation.
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