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INTRODUCTION
Considérons nn modèle statistique (E,A, P), où E est un ensemble appelé espace des

observations. A est une tribu sur E. P une famille de mesure de probabilité sur {E,A)

et qui peut toujours s’écrire (Pg, 0 G 0). Soit g une application de P dans un ensemble

quelconque 0' et une suite de variables aléatoires Z = ( Zn)neN à valeurs dans E dont la loi

de probabilité inconnue P appartenant à P. Estimer <?(P), c’est chercher à l’évaluer lorsque

Znj. La règle choisie pour procéder à cette estimationl’on observe les réalisations {Z\

est une application de E dans 0'; on dira que c’est un estimateur du paramètre «/(P).

Lorsque 0 est vaste, on dit que le modèle (P. A, ( PO)OPB) est non paramétrique. Il n’y a

pas de définition précise d’un modèle non paramétrique car la frontière entre paramétrique

et non paramétrique est. assez Houe. Cependant, d’après Boscj et Lecoutre (1987), le modèle

est non paramétrique si 0 contient, un ensemble convexe de dimension infinie et qu'il est

paramétrique quand 0 est un ouvert de R”.

Voici quelques exemples de paramètres fonctionnels : la fonction d répartition, la fonction

caractéristique, pour .s = 1, la fonction quantile, la densité et ses dérivées, les paramètres

de régression, la densité spectrale, le taux de panne.

Sous des hypothèses de régularité et lorsque 0 est un compact de Rs, le maximum de

vraisemblance

V(0: Zu...,Zn) = flÿ(Zk)f)„= Arg max V(0; Z\ , . . . , Zn),
<ÿ•=-1

satisfait le théorème central limite

C[vn(On -0)] — m0,cr2), Il — » OG .

De plus la variance a1 ainsi déterminée est minimale d’après le théorème de Cramer-Rao.

Lorsque 0 est une partie d’un espace fonctionnel, la situation n’est pas aussi simple Des

résultats généraux montrent que pour une fonction de perte d donnée sur 0. il existe une

suite v„ et une constante r > 0 vérifiant
' 01 < inf sup il (

°n ,1 \
< < .

Vu <’« J

8



Ces vitesses de convergence sont considérées comme des vitesses étalon, elles nous per¬

mettent de dire que les vitesses de convergence obtenues sont satisfaisantes. La vitesse de

convergence des estimateurs d’une fonction de 0 dépend de la structure de l’espace ©. Dans

notre travail, nous considérons les cas suivants

0 = f est la densité par rapport à la mesure de Lebesgue de la loi marginale de la suite

i.i.d. à valeurs réelles X = {Xu)nzît-

0 — r est la régression r(x) = E{Yÿ/ = x) lorsque la suite i.i.d. à valeurs dans K', et

Zn = ( X„. Y„), dans le ras où la suite X = (X„)ngN est i.i.d. à valeurs réelles.

Grâce à de nombreux travaux, la théorie de l’estimation non paramétrique de la densité

et de la régression a vu son domaine d’application croître considérablement, et est devenue

un domaine de recherche très actif, citons quelques références, sans être exhaustif : Pra-

kassa Rao (1988), Devroye et Gyorli (1985), Silverman (1980). Devroye (1978), Nadaraya

(1989). Roussas (1990), Hardie (1990). Scott (1992), Bosq et Lecoutre (1987), Wand et

Jones (1995). Le comportement des estimateurs non paramétriques décrit dans ces travaux

dépend fortement du paramètre de lissage. Plusieurs méthodes ont. été proposées décrivant

le choix de ce1 paramètre.

Récemment Deheuvels et. Mason (2004) ont obtenu des bandes de confiance uniformes et

non uniformes pour les fonctionnelles de la distribution. En s’inspirant, de ce travail et pour

un choix approprié de l’estimation de la fenêtre, nous obtenons des bandes de confiance

asymptotiques basées sur les estimateurs à noyau de type Nadaraya-Watson pour la fonc¬

tion de régression et de type Akaike-Parsen-Rosenblatt pour la densité de probabilité, dans

le cas particulier de la loi normale centrée, d’écart type inconnu.

A part ir du calcul de hn (x) , x € / , (window-width de l’estimateur à noyau) optimisant

les critères d’erreurs, le? but de notre travail consiste à construire leurs estimateurs h„(x)

en fonction des estimateurs empiriques des paramètres inconnus, tels que

4



K{x) p .

KM H

hn(x) ainsi choisi, est tel que les conditions imposées par Deheuvels et Mason (2004) soient

vérifiées, nous déduisons ainsi des bandes de confiance asymptotiques de / (x) (respective-

— + oo .

ment de r(.r)) en fonction de fx<n hn (x)ÿ (respectivement en fonction de rn(x; hn (x))).

Dans la deuxième partie, il s’agit de caractériser les distributions F telles que les espa¬

cements Sk,n soient asymptotiquement indépendants. Beaucoup de recherches sur le kieme

maximum de Sk,n ont été faites (cf. Pyke (1965), Devroye (1982), Deheuvels (1982; 1983)

et les références citées dans ces publications).

Le lien entre les deux parties concerne surtout l’influence des statistiques d’ordre dans

l’estimation de la densité par la méthode de Histogramme avec des partitions aléatoires.

Les deux premiers chapitres sont consacrés à la présentation et à la lormulation du pro¬

blème de la recherche optimale de l’estimation non paramétrique par la méthode du noyau

et les propriétés asymptotiques du processus empirique permettant de dégager le principe

des méthodes de l’estimation fonctionnelle.

Le troisième chapitre consiste à construire les fenêtres minimisant les critères d’erreurs

dans le cas gaussien en fonction des estimateurs empiriques tels que les conditions impo¬

sées par Deheuvels et Mason (2004) soient vérifiées et nous donnons aussi des bandes de

confiance asymptotiques pour les fonctionnelles de la distribution.

Le quatrième chapitre est consacré aux statistiques d’ordre. Nous exposons d’abord

les premiers résultats concernant l’étude asymptotique de la variable extrême, la klem sta¬

tistique d’ordre et les espacements. Nous nous basons sur les théorèmes de Hall (1978),

Weisman (1978) et de Deheuvels (1986) pour établir que l’indépendance asymptotique des
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espacements associée à la compacité stochastique ou à l’existence du type limite de la va¬

riable extrême, caractérise les distributions attirées par la loi de Gumble. Nous démontrons

aussi que sous certaines conditions, cette indépendance asyniptotique ne caractérise pas

nécessairement les lois dont les extrêmes sont attirées par Gumble.

Nous terminons cette partie par deux exemples illustrant le rôle des statistiques d’ordre

dans l’estimation statistique.
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Chapitre I

ESTIMATION DE LA DENSITÉ ET DE LA RÉGRESSION

1 . 1 Rappels

La théorie de l'estimat ion statistique est une branche fondamentale des statistiques ma¬

thématiques. Cette théorie est subdivisée en estimation paramétrique et non paramétrique.

L'approche classique de l’estimation de la densité à partir d’un échantillon X\, X2, .... Xn,

est la méthode paramétrique. Kll(

tient à un ensemble de lois indéxé par un ou plusieurs paramètres à partir des données.

Cependant cette méthode peut, si le modèle choisi 11’est pas raisonnable pour le phéno¬

mène étudié, conduire à des résultats erronés. Pour cela il est important de considérer la

méthode non paramétrique. Ces dernières décennies, cette théorie a fait l’objet de plusieurs

travaux, pour l'estimation de la densité et de la régression (voir Prakassa Rao (1983). Rous-

Misiste à supposer que la loi des observations appui< '<

(1990), Hardie (1990), Scott (1992), Bosq et Lecoutre (1987). Wand et Jones (1995)sas

et les références citées dans ces publications).

Soient (.Yi, Vj) . (A>. Y2),..., une suite de vecteurs aléatoires indépendants, continus

à valeurs dans R- de même loi que le vecteur (X, Y) dont la densité est / (x, y) . Dans

ce modèle, nous supposons que pour tout x £ R. la densité marginale de .Y, la régression

cie Y sachant .Y = .7' et la variance de Y sachant .Y = x sont bien cieumes, et elles sont

respectivement données par :

• fx (x) = j:~ / [x. y) dx.

• /• [xj = E (Y ! X - x) - j '™ y±j~jfd.i .

• c (x) = Var (Y | X = x) = (y - r (x))* f (x, y) dy.



1.2 Estimation de la densité

L’estimateur le plus étudié et le plus utilisé ( voir Silverman (1986) pour plus de détails

sur cet estimateur ) est l'estimateur à noyau fixe, proposé par Rosenblatt (1956) et Parzen

(1962) et défini par

(1.1)

où

•h.„ est une suite de réels positifs tendant vers zéro, quand n —* oo

et

•A est une fonction mesurable vérifiant :

(Al) A (x) dx = 1;

(A'2) sup K ( x ) < M < oo;

(A'3) |x| K (x) — * 0 quand |r| — * oo;

(A4) Vx e R, A (x) = A (-x) ;

x2I\ (x ) <!x < oo ;(AT.)

(A6) la fonction caractéristique de A'(.) est absolument intégrable

Exemples : Les fonctions de densités de probabilité A'(.) citées ci dessous vérifient les condi¬

tions (AM - A',6).

2 si |x| < 1,
0 si

(i) K\(x) = I:!r.
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1 — |x| si |x| < 1.
si |x| > 1;

(ü) K2(x) = 0 ■

W*) = exp (T-*2) > x e R;(iii)

-1
K4(x) = (TT (1 + x)2)(iv) , x 6 R;

2
si x 0,

(v)
si x = 0;2TT

si x2 < A2,
si x2 > A2, A > 0

f A-3 (A2 - x2)A'»(I) = {«(vi)

Pour étudier les propriétés de cet estimateur, nous énonçons les définitions suivantes.

Définitions 1.1 On dit que la suite, des estimateurs de la densité

1 f x .ri (x: hn) est faiblement consistante si

Vx <E R, fx,n (x; hn) fx (x) , quand n oo.

2 fx.n (x; hn ) est faiblement et uniformément consistante si

sup | fx.n (x; lin) - fx (x)| 0, quand n -* oo .

3 fx.n (x; hn ) est fortement consistante si

Vx Ç R, fx.n (x: h„) fx (x) , quand n oo.
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4 fx,n (x; hn) est fortement et uniformément consistante si

sup| fx,n{x;hn) - fx (x)\ PS 0, quand n — � 00.
lëR

5 fx,n (x; hn) est asymptotiquement sans biais si

VXêK, \unE(fx,n(x;hn)) = fx(x).
71— *00

6 fx,n (x; hn) est asymptotiquement et uniformément sans biais si

lim sup|E(fx,n (x; hn)) - fx (x)| = 0.
n-*°°xeR

L’application do ces définitions se résument en deux théorèmes dus à Parzen (1962) et

Nadaraya (1964) .

Parzen (1962) a établi la consistance faible de fx,n (x; hn) en se basant sur le Théorème de

Bochner (1955) . Son travail est un outil important qui a permis à plusieurs chercheurs de

développer le domaine de la consistance faible de l’estimateur fx,n (x; hn) (cf Devroye et

Gyorfi (1985) , Silverman (1986), Izenman (1991) , Scott (1992)).

Après un travail inédit, pionnier de Parthasarathy (1969) sur la consistance uniforme de

fx,n (x; hn), différentes approches ont été considérées pour ce problème, (cf Nadaraya (1976)

et Schuster (1970), Bosq et Lecoutre (1987)).

Théorème 1.1. (Bochner (1955)). Soient (Rm, (iTn) un espace euclidien de dimension

m, muni d’une tribu Borelienne; g , k : (Rm, /3m) — > (R, Si) des fonctions mesurables

telles que,

R”1

f l*«i / IsWI dz < 00. (1.2)dz < 00,

Rm Rm

IMP |fc (2)! — » 0, quand ||2|| — ♦ 00,

10



où ||.|| est la norme euclidienne.

Si g est continue 0 < hn 0, quand n — * ou, alors

; j k (jf-'jgix ~ z) dz = g(x) J k(z)dz
Rm Mm

1 (1.3)lira —Kn—*oc

et si de plus g est uniformément continue alors la convergence dans (1.3) est uniforme.

Théorème 1.2. (Parzen (1962)). Si (K.1 - K.6) sont vérifiées et si nhn — � oo, hn — * 0,

quand n-* oo, alors

Vx € R, fx,n (x; hn) fx (®) •

Preuve

1E{fx,n{x-,hn)) ='E nh
-X= ±-E\K x-
Khn

1
K

X

Comme /, A\ h„ vérifient. les conditions de Bodmer (1955), on a alors,

lim E (/x,„{x; hn)) = fx {x) .
n— *oo

D’autre part, comme les Xi sont indépendantes et identiquement distribuées, il vient que

1 r+°°
Varfx,n (z; hn) ~ fx (x) J K 2 (t) dt.

Ce qui implique que

lim Var [ fx.n(x\hn)} - 0.
n~*oo

Théorème 1.3. Supposons que K (.) est à variation bornée et que pour tout 7 > 0, la série

11



Y exp (—7?ikft) converge. Alors
n=l

= SUP I/A'.TI (X; /in) - /A (X)I 0, quand n — oo,
xeK

si et seulement si la densité fx est uniformément continue.

Vn

La démonstration de ce Théorème (voir Nadaraya (1964)) est basée sur le résultat de Dvo-

retzky (1956) et sur les lemnies suivants.

Lemme 1.1. Vn > U, Ven > 0, il existe C > 0 tel que

|F„(x) - F(x)\ > en <Cexp(-2n4),P sup— OC<T<OC

où F et F„ désignent respectivement la fonction de répartition, la distribution empirique

de X\, X2,...,Xn.

Lemme 1.2. Pour toute fonction g , on a

lim sup| fx,n (x; hn) - g (x)| -ÿ 0,
n“*°°xeK

si et seulement si

lim sup |Efx.n K) - g (x)| = Ü.
nÿ°°xeR

Lemme 1.3. Si

lim sup | fx,n (x; K) - g (x)| = 0, PS
nÿ°°xeR

alors g est uniformément continue.

1.3 Estimation de la régression

L’estimateur non paramétrique de la régression est introduit et étudié par Nadaraya

(1964) et Watson (1964). Cette estimateur a vu son domaine d’application croitre de plus

en plus et. beaucoup de résultats importants ont été obtenus en ex : U.R.S.S aussi bien

qu’ailleurs (cf Nadaraya (1989), Wand et Jones (1995), Watson (1964;;.
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Nous rapellons que l’estimateur de r (x) peut aussi utiliser les estimateurs de / (x, y) et de

fx {x) .
Soient, .7 (.r, y) une densité de probabilité sur R2, et Vx € R, J\ (x) = J (x, y) dy , posi¬

tive.

Si hn — * 0, quand n oo, alors

/n(x,y)“ n/lnSJ(
i=l N

-Xj y-Yj
hn hri

peuvent être considérées respectivement, comme les estimateurs de / (x,y), de fx (x)

et

,/-re Vfn {x, y) dy
rn {x) = (1.4)

9n(X )

«"(x*)
t=i v__ t=i___■_

t A (ÿ)
»=1 v 7

où
/ÿ+oo

= / yJ{x,y)dy,
J — OO

m (x)

peut être considéré, comme un estimateur de r (x) . Si

J (x,y) = J] {x)L{y),

avec

J yL (y) = o.

alors,

m(x) = 0 et l’estimateur défini dans la relation (1.4) se réduit à

rn (x) =

13



Donc l’estimateur à noyau de la régression est donné par

£ YtK i £ K (ÿ) = 4>n (x; hn) //*,„(x; hn)

sirn (x-hn) = {

«i £«(*&)='>•
1=1àE«

l— 1

OÙ

K vérifie les conditions (AM — A'.6) et

*ÿ«**ÿ> -dbi>*(=tr)
1=1

La consistance de rn (x;/in) dépend du comportement limite de hn, Nadaraya (1964) s’est

intéressé et donna le résultat suivant.

Théorème 1.4. Supposons que E (Y2) < oo, et que fx{x) est strictement positive. Si

hn — � 0, nhn — * +oo, quand n — > oo, alors rn (x; hn) est un estimateur consistant de r (x) .

Preuve

Puisque fx<n (x; hn) est un estimateur consistant de fx (x), il suffit donc de montrer

que <Ln (x) est un estimateur consistant de

r+oo
$(x) = /

J— OO

yf (x, y) dy .

Nous avons

E ($n (x; hn)) = E

- X= XE YK x-
hnhn

I E (Y \ X = t) K fx (t) dt
is

R

■ht)Kftr)*-
R

1
hn

1
hri

1
hn
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Comme 3>, K. h„ vérifient les conditions de Bochner (1955), on a alors.

lim E ($„(a:; hn)) = $ (z)
n— »00

D’autre part, si 4/ (z) == j y2 f (z, y) dy, comme les Xi sont indépendantes et identiquement

distribuées, il s’ensuit quand n — * oo,

r+oo
Var [$„(z; h,,)] ~ \I' (z) / K 2 (t ) dt.

./--X)

D’où

lim Var [3>n (z; /in)] = 0.
n— >oo

Ce qui achève la démonstration du théorème.

En outre, Nadaraya (1989) a établi le théorème suivant.

Théorème 1.5. a) Si |T| < Ci < oo P.S et si nhn — » oo, quand n — » oo, alors

1
+ oErn (z; hn) = E [fx,n (z; hn)\ nh„J

b)Si EY2 < oo et. si nh2 — » oo, quand n oo, alors

E[$,t(x;/i„)]
£[/*.n (*;M + O (rrUn)i?rn (z; V) =

Les hypothèses a) et b) et le Théorème 1.4 impliquent que rn (x;/in) est un estimateur

asymptotiquement sans biais de r (z) .

Preuve

En utilisant l’identité suivante

1
= - - e-2 (« - c) + r:~2u-1 (n - r;)2 , c ± 0,

15



où c est une constante positive. Nous obtenons ce qui suit

= - {Efx* (i; k))~2 E t*» <i; 'ÿ-i
EjX,n (#,
- E$n fa hn)] [fx,n fa M ~ EfX,n fa M]

+ E{(fx,n fa K))'1 (.EfX,n fa hn))~2 (x; /ln)

[/*,„ fahn)-Efx,n (x;/i„)]2}
E*n fahn)

Efx,n (x; hn)

El'n fahn ) (1.5)

+ K (*) + cn fa] ( EfX,n fa K)) 2

OÙ

ci (x) = E [$„(x; hn) - E$n (x; hn)] [fx,n fa K) - Efx,n fa hn)} ,
c2(x) = E {(fx,n fahn))-1*n fahn) [fx,n fahn) -EfX>n fahn)]2}

Comme Var fx,n fa hn) ~ /fafx (x) fa™ K2 ( t ) dt et

Var $n (x; hn) ~ fa™ y2f (x, y) dy fa™ K 2 (t) dt, alors

K(x)| < [Varfx,n (x; hn)]* [Var$„(x; hn)]* =° (Jÿ) •

Nous constatons aussi que l’hypothèse a) implique l’inégalité suivante

i r+oo / 1 \

|cl (x)| < CiVar fx,n (x; hn) ~ —fÿîx fa J K2 {t) dt = O (ÿ-j—J -

(1.6)

(1.7)

En combinant les relations (1.5), (1.6), (1.7) nous obtenons le résultat a).

Pour démontrer le cas b), il suffit de remarquer que la relation (1.6) est toujours valable

mais la relation (1.7) devient

|c2(x)| < E max {\YX\ .....\Yn\} E [fx,n fa K)- Efx,n fa M]2
" n "I 2

< Y, EYi2 [E If*'» (x; - Efx» (I;M]4]
,i= l J

= s/n (EY2)* O (rfahn) = O (n~hn)

5

les relations, (1.6), (1.7), (1.8) donnent le résultat b).

Nadaraya (1989) a utilisé ce théorème comme support pour l’étude de la convergence uni¬

forme et. de la normalité asymptotique de r„(x;/in), d’ailleurs il est le pilier de plusieurs
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recherches sur l’estimation de r (x) .

Théorème 1.6. Soient a, 6 des constantes — oo < a < b < oo, et 7 un réel positif, tels que
OO

min fx (x) > 0 et Vÿexp (—771/1ÿ) < 00. Si K (x) vérifie les conditions (K.1 — K.6) et à
a<x<b '

n— 1
variation bornée sur [a, b] , alors

sup |r„(x; hn) — r (x)|
a<x<b

Nous ne donnons pas la démonstration de ce théorème, par contre nous énonçons les deux

lemmes suivants qui facilitent cette dernière.

Lemme 1.4. Si K (x) vérifie les conditions (K.1 — K.6) et si 0 < Y <1 P.S, alors ils

existent CQ, C\, aj, ai des constantes positives telles que

0 P.S., quand n — * 00.

|$n(x;/i„) - E $„(x;/t„)| > A l < C0exp (-oin/i*) + Ci exp (~a2nh2n) .P Slip
a<x<b

Devroye (1978b) a donné une extention de la consistance uniforme dans le cas multidimen¬

sionnel.

La normalité asymptotique de rn (x; hn ) a été traité d’abord par Schuster (1970) sur des

points distincts de R, en revanche Nadaraya (1989) l’a généralisé sur R. Les Théorèmes

suivants récapitulent 110s dires.

Théorème 1.7. (Schuster (1970)) Soient xi,...,Xfc des points distincts de R tels que

fx (xt) > 0, 1 < i < k. Si E (Y3) <00 et si f'x , 'f', f"x, existent et elles sont

bornées, alors

(nhn) 2 [rn (xi; hn) - r (xq) , . . . , rn (x*; hn) - r (xfc)] N (0, C) ,

où.

C = [(Cj j)] est la matrice diagonale des covariances avec
+00

Var (Y \ X = Xj) j K2 (x) dx, 1 < i < kCi i = fx (Xi) — OO

2+6 pour b g (1, il. Si fx(x), $(x), (x) possèdent

des dérivées continues d'ordre inférieur où égale à 2, et si de plus irli2+s — ♦ 00, nhft — * 0,

Théorème 1.8. Soit ZJ|Y'| < oc
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quand n — ► oo , alors

+oo

[Ki(T)dx\.
fx (®)y/nhn {rn (x\ hn) — r(x)) —> N 0,

J— OO
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Chapitre II

ETUDE DES CRITÈRES D’ERREURS ET DE LA

FENÊTRE

2.1 Introduction

Pour mesurer la perfomance des estimateurs automatiques de la densité et de la ré¬

gression, plusieurs critères d’erreurs sont disponibles. Ces derniers se répartissent en deux

classes, selon qu’on considère une estimation ponctuelle ou globale

En ce qui concerne l’estimation ponctuelle de la densité, respectivement de la régression, le

critère le plus utilisé est l’erreur quadratique moyenne de fx>n (x; h„) et de rn (x; hn) défini

respectivement par

E(fx,n(x-,hn)-fx(x))2,

et

E(rn(x;hn)-r(x))2.

Pour ce qui est de l’estimation globale, le critère communément utilisé est l’erreur quadra¬

tique moyenne intégrée de fx,n (x; hn) défini par

I E ( fx,n ( x ; hn) - fx (x))2 dx.

Les critères considérés ci-dessus ont leur analogue dans L\ (voir Devroye et Gyôrfi (1985))

ainsi que des versions pondérées. Il existe d’autres possibilités comme la distance de d’Hel-

linger ou le nombre de Kullback-Leiber relié à la quantité d’entropie (voir le chapitre 1 de

Devroye (1978) pour plus de détails ).
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Dans ce travail, nous nous intéressons surtout aux critères de mesure d’erreur de L2 puisque

ce sont les plus commodes à utiliser d’un point de vue théorique ( voir Hârdle (1990), Hall

et Marron (1991) pour une discussion sur l’adaptation des critères cités ci-dessus comme

choix correct), par contre les Théorèmes de Deheuvels et Mason (2004) que nous utilisons

peuvent être orientés vers des déviations Loc.
Dans ce chapitre nous supposons que :

•fx a des dérivées d’ordre inférieur ou égal à trois sur R,

•fxy (an y) est trois fois continûment différentiable,

•hn — » 0 quand n — ♦ 00,

•EY 2 < 00,

et en plus des conditions (AM — A".6) , K vérifie :
+OO

(À7) [xK] = j xK (x) dx = 0,

+OO

(K8) [x2K] = j X2K (X) dx < 00.

2.2 Etude de l’erreur quadratique moyenne de
fx,n (t, hj1)

C’est courant de décomposer la différence de fx,n (xi hn) — fx (x) en deux composantes :

le terme aléatoire fx,„(x\ hn) - Efx,n (x\ hn) ;

et le terme biais Efx,n (æ; hn) - fx (x ) .

En se basant sur cette décomposition, l’erreur quadratique moyenne peut s’écrire

EUx.nÿKÏ-fxix)? = E(fx,n(x;hn)-EfXin(x-hn))2

+2E (fx,n (X ; hn) - Efx,n (X ; hn))

x (Efx,n{x\hn) - fx (x))

+ (Efx,n (x; hn) — fx (x))2 .

au



Comme le double produit est nul, donc on a

E Ux,n (*î K) - fx (x))2 = Var fx,n (x; hn) + (JEfx,n (x; hn) - fx (x))2 .

Essayons de trouver des expressions simples pour ces deux derniers termes.

On sait que

(±g'(+))Efx,n (X] hn) = E

-X- ±EK X-
K K

R

En posant = o, la relation précédente s’écrit asymptotiquement,

K {a) fx ( x - hna) daEfx,n(x\hn) =
R

= J K (a)|fx {x) - hnaf'x (x) + 0*0 jda +

ht

En utilisant les conditions (K.7 — K.8), on a asymptotiquement,

EfX,n (x; hn) = fx (x) + [fx (x) [t2 K] +0(1)}

Finalement on a asymptotiquement,

E (fx,n (x; K) -fx (x))2 = (x)f [t2*]2 +*(!)}
On a par définition
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Var IXAÿK) = 1

- X
■ 4v-a''£K

2

= -ÿEK2 x- -X 1 -XEK X-
nÿn nhlhn hn

En procédant de la même façon que précédemment et en utilisant les conditions (K.7-K.S).

on a asymptotiquement,

SÎ£ilT) = ïft(,)lK’](1+*(11)
et

2

=
= 0(1).

-X-i EK X-
nh2 hn

Ainsi
1VarfXtn (*; K) = —fx (x) [K2] (1 + o (1)) .

Par conséquent, quand n — » oo

E(fx<n(x;hn)-fX(x))2 = + o(l)}
1

+ M(1+ °(1))-

Quand fx (a:) 0, la fenêtre

ïfx(x) [K2]
(f'x(x))2{t2K}2\ ’hn = n * (2.1)

minimise asympotiquement l’erreur quadratique moyenne de /x,n {x\ hn) ■
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2.3 Etude de l’erreur quadratique moyenne intégrée de
fx,n (*£) hn)

L’erreur quadratique moyenne intégrée est donnée par

[ EUxA*-,hn)-fx{x)Ÿdx = jÿf(fx(x))2[t2K]
+ 0(1)) y fx (*) dx

R

= Jÿf{j'xÿ))2[ÿK]2dx

2 dx
R R

[ÿ2]
+

R

(l + o (1;; .+ n/i„

Cette quantité est asympotiquement minimisée par

s

mhn = nV
2dx

2.ÿ Etude de l’erreur quadratique moyenne de rn{x\hn )

En tenant compte de la décomposition de l’erreur quadratique moyenne de

fx.n ix'i hn), l’erreur quadratique moyenne de rn (x; hn) peut s’écrire

E (r„(x; hn) - r (x))2 = Var rn (x; hn) + (Ern (x; /in) - r (x))2 .

Essayons de donner une écriture asymptotique des deux derniers termes.

La condition EY2 < oo, implique le Théorème 1.5, c’est à dire on doit avoir asymptotique¬

ment

E[$n (Xjftn)]Ern (x; hn) ~ E[fx.n(x;hn)Y
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où

=
1=1 '

Donc pour donner une expression asymptotique de Ern (x;/in), il suffit d’expliciter asymp¬

totiquement chaque terme de cette fraction.

On a

£[«„<*; M =

+oo

/ r K ( ~) fx M du-1
K.

En posant = a et en appliquant les conditions (K.7 — K.8), la relation précédente,

s’écrit asymptotiquement

E[$n{x;hn)} = I K (a) r (x - hna) fx (x - hna) da

K (a) jr (x) - hnar' (x) + —r (x)

x |/x (x) - hnaf'x (x) + (x)| da + y«(l)

= J K (a) {r (x) fx (x) - hncxr (x) fx (x)
k

-hnar (x) fx (x) + [r (x) fx (x)]" jda + yo(l)

= r (x) fx (-r) + y [r (x) fx (x)]” [t2K] + yo(l) .

k

R

hl

On a aussi d’après précédemment l’expression asymptotique de Efxtn (x; hn), c’est à dire

Efx.n (x; hn) = fx (x) + (x) [t2K] + o(l)}
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Par suite, asymptotiquement

r (x) fx (a) + 4[r (x) /y (s)]" [t2K]
+

fx (x){1 +

= r(*)+Y

Ern (x; hn) ■ = ■ ~2°ÿ

[t2K] + o(l)|
hi

VTW,
f'xWr" (x) + 2r (x) fx{x)

Ces mêmes relations combinées avec l’expression de la variance asymptotique de fx,n ( x; hn),

nous mènent à donner la formule de la variance asymptotique de rn (x; hn) ,

= 1 aï
nhn fx (x) [K2] (l + o(l)),Varrn (x;hn)

où

a] = Var(Y \ X = x).

Finalement, on a

f'x (x)ht r (x) + 2r (x)E(rn(x;hn) - r (x))2 = -j- [t2K] +fx(x)
1 °\+o( 1)}2 + [K2] (1 + 0(1)).

nhn fx {x)

D’où le hn minimisant l’erreur quadratique moyenne de rn(x; hn) est donnée par

ït

hn = n s'
|fp(x) + 2r'(l)

Il est évident que tous ces arguments sont aussi applicables pour les noyaux d’ordre supé¬

rieur ( voir Bartlett (1963); Watson (1964) et Leadbetter (1963); Epanechnikov (1969);

Deheuvels (1990); Schucany (1989); Scott (1992); Berlinet (1993)), où [tpK] = 0 pour

p= 1 et \VK)

Nous remarquons que l’expression de hn optimal, minimisant asymptotiquement les trois



critères d’erreurs cités précédemment a la forme Cn~ÿ , où la constante C est en fonction

de distributions et de termes aléatoires inconnus. Pour couvrir cette difficulté, beaucoup de

résultats ont été proposés. Nous, nous limitons à quelques travaux sur l’estimation de la

densité.

Une théorie semblable sur la régression a été traité par Hardie (1990) ; Wand et Jones (1995).

2.5 Quelques méthodes d’optimisation de hn
Ces méthodes d’optimisation de hn ont fait l’objet de très nombreux travaux de re¬

cherche durant cette dernière décennie. Par conséquent, nous ne pouvons pas énoncer la

totalité de ces élaborations ni tous les auteurs qui y ont coopéré, nous nous citons que

quelques uns.

2.5.1 La méthode de pseudo-maximum de vraisemblance (Pseudo Likelihood
Cross-Validation)

La méthode de pseudo-maximum de vraisemblance appelée aussi la validation croisée de

Kullback-Leiber (Kullback-Leiber Cross-Validation) ou tout simplement la méthode de la

validation croisée, a été étudiée par Habbema, Hermans et Van Der Broek (1974) et Duin

(1976). Elle est fondée sur une combinaison du principe de la validation croisée et des idées

de vraisemblance, elle consiste à maximiser l’expression suivante

L(hn)=Ufx,n(Xt-hn). (2.2)
i=i

Cette dernière quantité a un maximum trivial en h„ = 0. Pour éviter ce problème de

dégénérescence, Habbema, Hermans, Van Der Broek (1974) et Duin (1976) ont eu re¬

cours au principe de validation croisée en remplaçant dans la relation (2.2) chaque facteur

fx,n{Xi;hn) par fx.n(Xt:hn) , l’estimateur de la densité calculé sur le sous-échantillon

Xl,...,Xt-l,Xl+i,...,Xn, Le.,

t *(ÿ
j=lj& V

Xj - X<1fx,n {XM = (n - 1) K hn
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Schuster et Gregory (1981) ont montré que dans le cas où le noyau est à support compact ,

l’estimateur obtenu en remplaçant h„ par sa valeur optimale, notée hp/xv, est sévèrement

affecté par les lois de probabilité ayant des queues lourdes, i.e., des lois qui contiennent

relativement moins de probabilité dans ses régions centrales que dans ses queues.

Pour illuster le problème rencontré, nous supposons que le support du noyau K est l’inter¬

valle [-1, 1], Soit X)in, . . . ,Xn<n la statistique d’ordre de X\, . . . ,Xn, si

h7l < Xnn Xn—i n,

nous avons

Xjiji Xn— i'Jt. XntU — Xj<n pour tout 1 < j < n — 1.1 < <K K
Ceci implique que fx,n {Xn,n, hn) = 0 et donc L (hn) = 0. D’où le paramètre hn qui maximise

L(hn) , i.e., hpicv doit satisfaire :

hpLCV > Xn,n - Xn-iiU pour tout n.

Une condition nécessaire pour la convergence de l’estimateur à noyau vers la densité fx est

0 dans un certain mode de convergence. Le problème qui se pose avec des lois à queues

lourdes est que l’espacement des statistiques d’ordre extrêmes ne converge pas vers zéro dans

un certain mode de convergence (voir la deuxième partie de la thèse). Nous profitons de

cette occasion pour citer les travaux de Deheuvels et Devroye (1983), qui montrent que

la convergence dans L\ de l’estimateur correspondant à la fenêtre maximisant L{hn) est

caractérisé par la stabilité des statistiques d’ordre extrêmes de fx.

La consistance des estimateurs par la méthodes de la validation croisée a été fourni par

Chow, Geman et Wu (1983). Ils ont été les premiers à donner une description théorique

dans le cas continu, ils ont montré que si le noyau K et la densité fx sont à support

compact alors l’estimateur correspondant est consistant.

Pour remédier aux problèmes des lois à queues lourdes, Hall (1978) a tronqué la densité

de l’échantillon observé à un intervalle borné où fx est supposée strictement positive, il a

montré que sa procédure pouvait conduire à de mauvais résultats. En fait, si fx est concave

sur l’intervalle d’estimation, la fenêtre maximisant L(hn) , était de l’ordre de n~ÿ , et non

hn
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de n~s~ , Cependant. Marron (1985) a proposé une modification de la fonction de pseudo-

maximum de vraisemblance à validation croisée, la fenêtre choisi» par cette méthode ayant

les mêmes propriétés asymptotiques qu’un choix déterministe de hn.
Finalement, nous citons les travaux de Hall (1982) où il est démontré que la méthode

de pseudo-maximum de vraisemblance est influencée par l’interaction existant entre les

propriétés de queues du noyau et de la densité à estimer. Aussi, une caractérisation en est

donnée en montrant qu’elle vise la minimisation du nombre de Kullback-Leiber et qu’elle

est plutôt adaptée aux problèmes de discrimination.

2.5.2 Méthode de la validation croisée des moindres carrés

L’erreur quadratique intégrée est un autre moyen d’estimation globale, on l’a pas citée

auparavant car elle n’est pas utilisée dans notre travail, mais nous verrons dans la suite qu’il

est important de connaître sa fenêtre optimale.

L’erreur quadratique intégrée est donnée par

(fx,n (x;hn) - fx ( x))2dx .ISE ( K ) =
lit

Elle peut s’écrire

ISE (hn) = I ( fx.n (x; K))2 dx -2 j fx,n (x; hn) fx (x) dx - j (fx {x))2 dx (2.3)
R K

Nous constatons que le premier terme est connu par le statisticien alors que le dernier terme

est indépendant de hn. L’idée de Rumedo (1982) et de Bowman (1984) consistait à trouver

un estimateur noté LSCV (hn) à partir des données disponibles et qui en moyenne coïncide

avec les deux premiers termes trouvés en (2.3). Le choix de la fenêtre, notée hiscv ( LSCV :

Least Squares Cross-Validation ), s’effectue alors en minimisant LSCV (hn ) par rapport à

hn. L’expression de LSCV (hn) est donnée par :

= / (/x,n(x;hn))2dx-ÿ/x,„(ÿ;hn),
k 1=1

LSCV (hn) (2.4)

où

± x(ÿ)
,=77*. \ K '

1fx,n(Xj-,hn) = ( n- 1) hn
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Une autre écriture intéressante de cette même expression est donnée par :

[A'2]
nhn + „VinSS7 (

*< J

Xj-XjLSCV (/>.,,) = K

où

7(u)= j K(t)K(t + u)dt ~2K(n)

J* ce qui montre que LSCV (hn) +
est un estimateur sans biais de MISE(hn) (l’erreur quadratique moyenne intégrée). Mini¬

miser E (LSCV (hn)) revient exactement à minimiser l’erreur quadratique moyenne intégrée

MISE (/}.„) puisque le terme j fx est indépendant de hn. Si nous supposons que les fenêtres

minimisant E ( LSCV (hn)) et LSCV (hn) sont proches l’une de l’autre alors la minimisa¬

tion de LSCV (hn ) peut conduire à de bons choix de la fenêtre.

La méthode de la validation croisée des moindres carrés est une des méthodes qui s’adresse

plutôt au critère IS E qu’au critère MISE. En fait, le critère ISE a l’avantage de produire

une fenêtre aléatoire qui rapproche fx,n (a:; hn) le plus de fx (æ) pour un échantillon donné,

au lieu de le faire par rapport à tous les échantillons comme c’est le cas du critère de M ISE.

Le fait que la fenêtre choisie par cette méthode est asymptotiquement correcte a été dé¬

montré par plusieurs auteurs; nous citons, entre autres, les articles de Hall (1983) et Stone

Nous avons E (LSCV (hn)) = E(ISE(hn)) -

(1984).

Hall a été le premier à démontrer des résultats de ce type. Il a montré que sous certaines

conditions sur fx (J;) et K,
h-LSCV — * 1

hAMISE
en probabilité quand » — » oo, où h,\MisE représente la fenêtre minimisant l’erreur quadra¬

tique' moyenne intégrée asymptotique donnée précédemment.

Hall et. Maron (1991) ont montré que sous les hypothèses suivantes :

•K est un noyau à support compact, symétrique et possède une première dérivée Hôlde-

ricnne.

•fx est bornée et deux fois dérivable, fx et f"x sont bornées et intégrables, et. fx* unifor¬

mément continue.
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Si nous posons

[t2KŸ iC0O) = [K2] . Ci \ C2 = 4Cj4

alors,

Théorème 2.1. (Hall-Marron (1991)) Sous les hypothèses précédentes,

2
■a i» (h vi- hisii) — * A1' ( U,LSCV Â

et
<72\2

™10 (ÿ/SE - hMISE) A ( 0,
C3

C3 =S+ 12C\C\,ci
2 \3 z) {zAT(z)}'dzj dy + (2C2 [t2A])2Sx (x) dx K(y +C3

22
/x (a:) dx - (a:) /x (x) dxx

et

4 = (|;)J(/ÿ(*>*)[ÿMl] + (2Cj(tJ*])J

«{/ (/il1)) /x W dx - fx
\ 21

(x)fx(x)dxj j.
Il est. plus intéressant de représenter ces résultats sous cette forme

) -ÿ*(0, 4).h-LSCVn io (2.5)- 1
hlSE
h[SEnw A (0, tr2)-1 (2.6)hxnsE

où

<ÿ2
et<73 = c2c3

Pour montrer (2.5) et (2.6), il suffit de remarquer que;

n io (hLSCV - h,SE)hLSCVn io -1 =
nshisEh/SE
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mais d’après le Théorème de Hall -Marron (1991) nous avons

n*hjSE — n5 h-M [SE + Op (jl H» 'j = C'2 + op (1)

Les Théorèmes de Hall, Marron et Slutsky (voir Serfiing (1979) pl9) achèvent la démons¬

tration).

Le Théorème 4.1 de Scott et de Terrell (1987) montre que sous certaines conditions, nous

avons :

hiscv ) ~+ N (°. aLSCv)n io (2.7)- 1h.MlSE
où

2 /K <j2 (n) du JR f'2 (x) dx

25 (Ji (/i)3 Cÿ) «te) * ([AT (t)D*
et

+ u) dt - 2uK' (u) .tj (-u) = u

Nous constatons que la vitesse de convergence de hiscv vers h/ SE est assez lente.

Cette dernière remarque laisse à supposer que la méthode des moindres carrés à validation

croisée' n'est pas aussi performante qu’on 1e croyait, et l'expression asymptotiquement cor¬

recte doit être interprétée avec précaution. Cependant, la vitesse de convergence de h/sE
vers hMiSE est du même ordre de grandeur, ce qui est rassurant dans un cercain sens et

justifie l’utilisation de cette méthode. Puisque les vitesses sont si lentes, les constantes a3

et a)\ ont un rôle considérable à jouer. Dans ce cas l’inégalité de Cauchy-Shwartz permet

d'affirmer que > rr\.
Le fait que nïô est présent dans les deux relations données par (2.5) et (2.6) laissent à

suspecter que cette vitesse de convergence est la meilleure possible. En particulier, Hall et

Marron (1991) ont montré sous certaines hypothèses, que pour toute fonction mesurable

hn = h(Xl,...,Xn),

hn - h-lSE Tcf - 1.> enhlSEn— »oc /e£

où

= {/; / densité deux fois dérivable telle' (pie : |/ (x)| < B, B > ü| .
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La conséquence de ce résultat est, bien que la méthode de la validation croisée des moindres

carrés donne une fenêtre qui n’est pas très proche de l’optimum, qu’elle reste la meilleure

méthode automatique de sélection d’une fenêtre si ce sont les mêmes hypothèses sur fx qui

sont posées.

Toutefois, un des inconvénients de cette méthode est que la fonction LSCV (hn) semble (voir

Scott et Terrell (1987) ) posséder plusieurs minima locaux. Ce fait a été analysé théorique¬

ment par Hall et Marron (1991). En modélisant cette dernière fonction sous la forme d’un

processus aléatoire Gaussien, Hall et Marron (1991) ont montré que : asymptotiquement,

le nombre de maxima locaux de LSCV (hn) était une fonction croissante d’un rapport de

deux quantités mesurant les irrégularités de fx- Une solution à ce problème est de choisir

le plus grand parmi ces minima.

Nous terminons ce paragraphe par citer un second inconvenient qui est le temps consommé

par cette méthode du point de vue calcul, la méthode de la transformée de Fourrier rapide

FFT (Fast Fourier Transform) peut alors être appliquée pour pallier à ce dernier problème

(voir Silverman (1986) p. 61).

2.5.3 Méthode d’injection (Plug-In methods)

On sait que le choix optimal asymptotique de la fenêtre minimisant l’erreur quadratique

moyenne intégrée de fx,n (a:; hn), dépend de la densité, du choix du noyau et de la taille de

l'échantillon et elle est donnée par :

h,\MiSE — a(K)0 (fx)nÿ - (2.8)

où

,.<*) = {[/f2] [i2*]-2}8
et

2
/?(/*) = dx

R

L’idée essentielle de ces méthodes consiste à remplacer la seule partie inconnue dans (2.8),

0 ( fx ), par un estimateur consistant. L’idée de base semble remonter aux premiers travaux

32



do Woodroofo (1970). parmi les autours qui s'y sont également intéressés, nous citons Shea-

t lier (1992) et Park et Marron (1990).

Nous profitons de ce paragraphe pour décrire la méthode appelée communément règle rlu

pouce (Rule of Thumb), elle est à rapprocher des méthodes d’injection et consiste à rem¬

placer fx dans h AMISE par une densité normale de paramètre d’échelle A et ensuite à

l’estimer. Cette approche revient à Deheuvels (1977) qui fut le premier à la proposer. La

fenêtre donnée par la régie du pouce a pour expression

hnr = 1.3G4Â { [K2] [t2K] nir . (2.91

où Â i'st un estimateur robuste de A, c’est à dire*, vérifiant À — A = (),, (n i Y
Nous n’avons pas voulu citer cotte méthode en détail car elle n’est pas entièrement auto¬

matique puisqu’elle utilise une information à priori sur fx-

Méthode de la validation croisée biaisée2.5.4

Scott et Terrell (1987) ont proposé et étudié cette méthode qui est hybride, combinant

les méthodes dites d’injection et la méthode de la validation croisée des moindres carrés.

Nous savons, après étude do l'erreur quadratique moyenne intégrée de

fx.n (.r;/t„). sa représentation asymptotique est donnée par

=m + l‘2N2f/(/lw)2AMISE (hn) dx.
jih,,

s.

La fenêtre obtenue par cette méthode, notée hney, est le paramètre minimisant l'estimateur

le .4.1/ ISE {li„) , obtenu on remplaçant
2

d.i par

S

1,1-Jb/ K(!>}/ (/!.„<*.*)) 2
dt.

ks.

Plus clairement, hnev minimise la fonction donnée par :

nhr, 2nh* \
!<J

Xi - XjDCV (hn) (2.10)
hn

OÙ

-1
3

K (t ) K (t + u) dt.d> (u )

;i;i



(On notera la similitude des fonctions LSCV (/*„; et BCV (hn) données respectivement par

(2.4) et (2.10).

A la différence des méthodes d’injection, le paramétré utilisé (fans l’estimateur de f (fx)“
est le môme que celui présent dans la représentation asymptotique de l’erreur quadratique

moyenne intégrée. Dans les méthodes d’injection, on considère que ie p.. de l'esti¬

mateur j (/y)

l’utilisation d’une autre fenêtre différente de celle présente dans AMISE est nécessaire.

Pour la méthode de la validation croisée biaisée. Seort. et Tern'll (1987) ont établi des resui-

2
■st dilférent du problème de l'estimation de la densité, par conséquent..

tats analogues à ceux du paragraphe précédent. Nous allons en donner une extension faite

par Park et Marron (1990).

Théorème 2.2 Si f est régulier d'ordre /> (voir Définition J,.l i nous avons quand 1 < p ■

2.5.
h BCV

hMlSE
,,(nV)- - ] — O

et quand p > 2.5,

j — (U. ) :
hnevn ]« (2.11)- 1

h MISE /

où

¥[t:>K] f ‘x (3;) dx

HK
tiC\

j {fx(x))2fix [K*]*200
.R

avec:

I K i t)I\'i:i:;t(-) ( .r ) -- i- .;:) ilt,

3.

er i _.7 i montre que ie facteur nui

le même dans les deux quantités. Connut: cette vitesse est assez iente. les constantes

sont déterminantes. Scott et Terrell (1987) ont montré que la constante (T2
v

inférieure à la constante n'2

La comparaison des résultats trouvés on .2 li ('St

BC\

et (Tz est: sr\

De plus ils ont remarqué que pour des échantillons dont la

taille est de l’ordre de 25. la fonction BCV (/>•„) pouvait, ne pas présenter de minima locaux

I.SI •

et que ce problème disparaissait en augmentant la taille de l’échantillon.
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2.5.5 Sur-estimation (oversmoothing)

Nous savons que la représentation asymptotique de h-AMisE minimisant l’erreur qua¬

dratique moyenne intégrée de fx,„(x\hn) est

ï

mhAMI SE = n s (2.12)
2 dtc

Si nous pouvons trouver une borne inférieure à la seule quantité inconnue dans KAMI SE

qui est. J (/y ) ” . sa substitution dans (2.12), donne une fenêtre qui sera plus grande asymp¬

totiquement que toute autre fenêtre minimisant le critère d’erreur quadratique moyenne

intégrée de fx,n(x;hn) (MISE). Cette idée a été proposée par Devroye et Gyorfi (1985)

dans le cadre de Li et par Scott et Terrell (1987) dans celui de L2. Terrell (1990) a montré

que si la densité fx possède une variance cr2, alors la fonction f (f’xŸ est l’élément de la

famille donnée par :

= /§(l-*2)3.
I 0,

- 1 < x < 1
sinon,

h (x)

de variance a2. Plus précisément,

)*•ratio
l 0,

— 3<T < x < 3rr
sinon.

1 _
9ÿh (x) =

Plus généralement, la famille des lois P (k + 2, A; + 2) minimise la quantité f /x
correspondant aux noyaux d’ordres supérieurs. Des résultats similaires existent aussi pour

l’histogramme.

Toute fenêtre hAMI SE minimisant l’erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique vé¬

rifie la relation suivante :

ï(M) (35n)ÿ .h AM I SE ≤ 3<r
(\t2K}V'

La fenêtre obtenue par la méthode sur-estimation, notée hpSf est. d'-anee par :

(f**!)* (35n)ÿ ,hos = 3â (l*2A-])ï
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où à désigne un estimateurs robuste de l’écart-type a obtenu à partir des données.

L’un des intérêts de cette méthode est que l’estimateur obtenu est stable puisque les données

n'interviennent, que dans l’écart-type, et que l’on commit des estimateurs de cette dernière

quantité qui ont une vitesse de convergence assez rapide.

2.5.6 L’estimateur proposé par Kappenman

L’estimateur de Kappenman (1958) consiste à considérer deux estimateurs différents de

E(fx(X)).

Un premier estimateur de E {fx (X)) est :

où K* désigne la convolée de K par lui même, i.e., K* (u) = K*K (u) . Le second estimateur

I fx,n (*; hn)dx = 1
n2hn

est :

1E t Xj - Xj1
(n - l)hn K

j=i

Le paramètre de Kappenman, noté hf c, est la solution de l’équation,

±±«-(
3=1 »=1 '

qui. si le noyau est normal, après simplification devient,
' U

3=1
t Xj-XjXj - X, 11

n2hn hn (n -1) hn hn

(Xj - Xt)2(Xj - X,)2 71-1
nV2Y, nxp E = 0. (2.13)n + exj) Ahi2hli=i J#

Son idée était basée sur le fait qu’une valeur raisonnable du paramètre hn, est rtello <|ui à

partir de deux estimateurs convenables d’une même quantité, produit le même estimateur.

Mielniczuk, Sarda et Vieu (1989) ont prouvé que la fenêtre choisie par cette méthode est

asymptotiquement sous-optimale (voir Marron (1992)). L’idée intuitive de Kappenman et

les résultats pessimistes de Mielniczuk, Sarda et Vieu (1989) ont conduit Marron (1992) à

modifier cet estimateur afin de réduire son biais. Il a aussi montré que a une distribution

asymptotique normale et que,

i=h3 P

hK = Op(nT).-1
hEK
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où h£K est la solution de la moyenne de la quantité donnée en (2.10).

Nous remarquons que cette correction a permis une nouvelle caractérisation de la fenêtre

hl.scv discutée antérieurement.

2.5.7 L’estimation des k points les plus proches

Nous achevons ce paragraphe par un dernier estimateur des k points les plus proches,

cette méthode a été proposée initialement par Fix et Hodges (1951) et introduite explici¬

tement et étudiée par Loftsgaarden et Quesenberry (1965). L’estimateur correspondant est

défini de la façon suivante :
k - 1fn {!ÿ) = 2ndk (a:)

où dk (x) représente la distance de x à son kie,ne voisin le plus proche ,.•.!»! X\, XTl. Cet

estimateur a été étudié par plusieurs auteurs, nous citons particulièrement Moore et Yackel

(1977), Mack et Rosenblatt (1979), une étude détaillée se trouve dans Bosq et Lee,outre

(1987).

Si on veut estimer une densité en un point particilier x, il est naturel de construire un

estimateur basé sur les observations situées dans un voisinage de ce point. La différence es¬

sentielle entre l’estimateur des k points les plus proches et les estimateurs à noyau discutés

précédemment est que le nombre d’observations est spécifié à l’avance et c’est la mesure du

voisinage qui est aléatoire alors pour l’estimateur naïf, par exemple, le nombre d’observa¬

tions situées dans le voisinage de x est aléatoire alors que la mesure de ce dernier est fixe.

Dans les queues d’une distribution, le nombre d’observations peut tare .ros faible et l’esti¬

mateur des k points les plus proches se trouve alors plus adapté à ce genre «le situation que

l’estimateur à noyau fixe.

Notons que cet estimateur n’est pas une densité et qu’il est plutôt réservé à l’estimation

ponctuelle de la densité.

Jusqu’à présent nous avons discuté surtout sur la fenêtre optimale minimisant les critères

d’erreur de fx,n (a", h„). une théorie très semblable a été établie sur rn [x\ h„) (voir Hardie

(1990), Wand et Jones (1995)).
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où h f;K est la solution de la moyenne de la quantité donnée en (2.1d).

Nous remarquons que cette correction a permis une nouvelle caractérisation de la fenêtre

discutée antérieurement.

2.5.7 L’estimation des k points les plus proches

Nous achevons ce paragraphe par un dernier estimateur dos k points les plus proches,

cette méthode a été proposée initialement par Fix et Hodges (1951) et introduite explici¬

tement et étudiée par Loftsgaarden et Quesenberry (1965). L’estimateur correspondant est

défini de la façon suivante :

k - 1fn (Z) = 2ndk ( x) ’

où dk (x) représente la distance de x à son kl<J,nt voisin le plus procla. p-.n-n Xi, . . . , Xn. Cet

estimateur a été étudié par plusieurs auteurs, nous citons particulièrement Moore et Yackel

(1977), Mack et Rosenblatt (1979), une étude détaillée se trouve dans Bosq et Lecoutre

(1987).

Si on veut estimer une densité en un point particilier x, il est naturel de construire un

estimateur basé sur les observations situées dans un voisinage de ce point. La différence es¬

sentielle entre l'estimateur des k points les plus proches et les estimateurs à noyau discutés

précédemment est que le nombre d’observations est spécifié à l’avance et c’est la mesure du

voisinage qui est aléatoire alors pour l’estimateur naïf, par exemple, le nombre d’observa¬

tions situées dans le voisinage de x est aléatoire alors que la mesure de ce dernier est fixe.

Dans les queues d’une distribution, le nombre fl’observations peut e.re ires faible et l'esti¬

mateur des k points les pl us proches se trouve alors plus adapté à ce genre de situai.ion que

l'estimateur à noyau fixe.

Notons que cet estimateur n’est pas une densité et qu’il est plutôt réservé à l’estimation

ponctuelle de la densité.

Jusqu’à présent nous avons discuté surtout sur la fenêtre optimale minimisant, les critères

d’erreur de fx,n {x’, h„). une théorie très semblable a été établie sur rn (x; hn) (voir Hardie

(1990), Wand et Jones (1995)).
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Discutons maintenant sur l’évaluation de la vitesse; do convergence des estimateurs.

2.6 Evaluation de la vitesse de convergence des estimateurs

Un une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme surSoient U ,
[U, 1] . Gn (t) la distribution empirique définie par

G»«=ÿÊV. — oo < t < -foo,<<}’
1=1

et Vûn (h) le module de l’oscillation du processus empirique uniforme donné par ;

V/i. 0 < h < 1

Z0n (h ) = sup{|y/n{G„(t + s) — Gn ( t) — ,s}| ; 0 < t, t + s <1, 0 < ,s < h} .

St ute (1986a) <;st l’initiateur de; la convergence presque sûre élu module de l’oscillation du

processus empirique uniforme;, il a montré que si (hn) est une; suite- elo nombres réels posit ifs

vérifiant les conditions suivantes :

0, nhn — » oo quand n — » oo;(i) K

( ii ) --» oo. quand n — ► oo;

lu«7t(m) oo. quand n — ► oo,1<>R loR 11

alors

lim = 1
yjÿhn l°g 7ÿ-

(1.14)P.S.

Cette quantité est une source importante de plusieurs résultats sur la vitesse ele la consis-

tane;e uniforme el<\s e'stimateurs.

A partir de la relation (1.14) Stute (1986b) a établi la vitesse exacte ele la consistance forte;

uniforme du noyau fx.n (T; hn) sur des intervalles compacts de R; à savoir, sous certaines
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conditions sur f\,

|/-V,rt ( ~ ■ bn) Efx,n{z< hn ) 1lini \Jnhn sup
zeJ

PS , (1.15J= i
yj2[K*)fx{z)\ogfcn— »oc

où ./ est un intervalle compact de R.

Delieuvels et Mason (1992) ont étendu le résultat (1-14) aux fonctions aléatoires Çn(t, .)

définies sur [0. 1] par :

— {Gn ( t. 4- hns) — Gn (t) — hns) ,Cn (ÿi s) — hn

où 0 < 5 < 1. 0 < t < 1- hn.
Cette extension leur a permis d’obtenir une vitesse exacte de la consistance forte» pour un

nombre' d'estimateurs nem paramétriques ele la eleuisité (voir le corollaire 3 etc Deheuvels

et Mason (1992)). Motivés par ces travaux , Einhmal et Mason (2000) ont développé des

techniques pour la théorie des processus empiriques qu’ils ont combinées avec les méthodes

Deheuvels et Mason (1992) pour aboutir au résultat suivant :

Soient I = [a, b] un intervalle de R, p une constante réelle supérieur à 2 ,

g; g une fonction mesurable telle que snp |</ (</)| < oo,
yen

F =

et sup E (g (E)p | X = z) < oo >,
ce/

' J
Tl

\Vn(z. g) = J2(c(z)g(Yi) + d(z))Kÿÿ)-nE[(c(z)g(Y)+ d(z))x K
t=i

(72 = sup sup £ [(c(z)g{Y)+ d(z)Ÿ \ X = 2J fx {z) [K2] ,

où c et d sont deux fonctions continues sur I .
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Théorème 2.3. Si K est une fonction continue sur (-y-, 5], vérifiant (K.1) et (K.5)

et si (hn) est un paramètre réel positif vérifiant les conditions suivantes :

(0 hn — y 0, nhn — ► 00 quand n — ► 00;

quand n — » 00;(«)

(iii) — ► 00 quand n — ► 00 ,
l-2p

(”**) V < (bik) pour p > 2,

alors
suPae;-suP»€/|Wn(g, g)l p

CT.

\J1nhn |log/in| n—*00

En combinant ce théorème avec les méthodes de Deheuvels et Mason (1992), Einhmal

et Mason (2000) ont déduit une vitesse exacte de la consistance forte sur des intervalles

compactes pour un certain type d’estimateurs non paramétriques.

Soient
Ê»(y<)*(**?)

mn{z,g) =

et
Var(g(Y)\X = z) [K>]

Ta,(, = SUp SUp
g£F zGl \fhU)

Corollaire 2.1. (Einhmal et Mason (2000)). Si les conditions (i-iiii) (K.1) et (K.5)

sont vérifiées, alors

1 fx,n(z; hn)-Efx,n(z j Ml £ 1P \/nK. (1.16)su yfi [K2)fx(z) |log hn\ n— *00zeJ

et
supgeF supzel \rn(z,g) - (E mn(z,g)/ Efx,n(z] hn))\

Æhn| * Ta,bi
00n— »
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Nous constatons que ces résultats sont meilleurs que ceux de Hârdle, Jansen et Serfling

(1988) qui ont obtenu seulement des vitesses approximatives.

La meilleure évolution de la vitesse est traitée par Deheuvels et Mason (2004), elle leur

a permis de construire des bandes de confiance asymptotiques basées sur le résultat de la

consistance uniforme des estimateurs sur des intervalles fermés de K.

2.7 Bandes de confiance

Deheuvels et Mason (2004) ont établi des bandes de confiance simultanées asymptotiques

uniformes et non uniformes pour les fonctionnelles de la distribution ( X , Y), ils s’intéressent

en particulier à la régression de (y) sachant X = x, notée par

r* (x) = £(#(y)|X = x),

où 'I' est une fonction mesurable à valeur dans R et bornée sur chaque compact de R.

Ils imposent certaines conditions sur la distribution du couple (X , Y) fournies par les hy¬

pothèses (F.1 - F4) ci-dessous

Notons par I = [a, b] et J = ja\ 6* j deux intervalles de R tels que

-oo < a < a <b < b' < +oo.

(Fl) pour chaque x € J, lim fx,Y (zi y) = fxy (x, y) pour presque tout y e R;
z— *x; ZÇ.J ’

(F.2) fx (•) est continue et strictement positive sur J;.

(F.3) KlÿxeJ} est borné;

(F.4) := supseJ E ( M (|tf (Y)\) \ X = x) < oo;

où

M (x) = xp pour p > 2 ; ou bien M (x) = exp (sx ) pour s > 0.

Leurs estimateurs sont basés sur les estimateurs à noyaux non paramétriques de Akaike

(1954), Rosenblatt (1956), Parzen (1962), Nadaraya (1964) et Watson (1964). Par noyau,

ils entendent une fonction K (.) mesurable à variation \K\V bornée sur R, tel que

0 < \K\V = J \dK(t)\ < oo.
R
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De plus, le noyau K (.) vérifie

(5.1) (i) K = Ki — 52 où K\ et 52 sont non-décroissantes sur R;

(it) K i et 52 sont continus à droite sur R;

(ni) Kj (s) = 0, j = 1,2, pour s £ , pour un certain C G ]0, oo[ ;

J K (t ) dt = 1
R

(K.2)

Pour la réalisation de leurs travaux, ils ont choisi une fenêtre aléatoire 5n (x) et une fonction

aléatoire ©n (x) , telles que :

5n (x) = hnCn (x) , x G / ;

(5.1) P ( c\hn < inf 5n (x) < sup5n (x) < c2/tn')
V *€/ l€/ J 1, quand n —* 00;

(5.2) Ve>0, Pÿsuplÿ-C(x)| ≥e�-> 0, quand n — ► 00 ;

(0.1) Ve > 0, P 0, quand n — » 00 .

où © (x) et C (x) sont des fonctions spécifiées positives et continues sur I, c\ et c2 sont des

constantes strictement positives et hn est un paramètre réel positif vérifiant les conditions

suivantes :

(5.1) hn — y 0, quand n —y 00;

(tf-2) fsfe -* °°> quand n -»

(5.3) nhn{ |— ► 00, quand n — > 00.
logrt

Notons que pour tout x G J, les conditions (F.l — F.4) impliquent que la fonction de

régression de (V) sachant X = x et la variance conditionnelle de 'P (Y) sachant X = x

sont bien définies et elles sont données par

m* (g)J* (y) fx,Y (x, y) dy =
R

m* (x) = JV {y) fXy (x, y) dy
R

1
r# (x) = 5 (® (F) | X = x) = fx(x) fx(x)

où
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et

a% = Var (¥ (F) | X = x)

f (ÿ(y)-ÿ(x))2/x,y(x, y)dy.
R

mÿK)=

si fx,n (®; A») 0,

1
fx(x)

Posons

&*(•&)
rÿ;n(x;/in) =

iÊ«(15)
i=l

si fx,n (»; /ln) = 0,

ê(*(Vi)-r*.n(x;fc„))2K(ÿi)
Si fx,n (x; M 0,

5*(ÿ)
CT|.n(x; n) =

iêÿW-iè*ÿ))2 K.; - 0,
i=l j=l

si £/*,„(x; h„) 0,E(*(r)jc(«Êfo)

Ëry;n(x] hn) — <

si £/x> (x; /in) = 0,£(*00)

alors,

Théorème 2.4. (Deheuvels et Mason (2004)). Sous les hypothèses (F.l), (F.2), (F.4)

(üf.l - tf.2) , {H.l - tf.3) , (B.l), (©i) et quand n -> oo,

f nffn(x)
S/ l21og*,K(|/|/tfn(x))J

■�r*;n(x; i/n (x))} sup|
{©„(x) r*;n(x;Fn(x)) (2.17)

1 562 (x) (T% (x)|J K2(t)dt
R

fx(x)
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Si, de plus la condition (B.2) est vérifiée,

à{ nhn sup±0n (x) {ry-n(x; Hn (x)) (2.18)21ogeÿ(|I\/hn) 16/

1 202 (x) a% (x)Ê T>;n(x; Hn (x))} sup| } j K2 (t)dt
J

R
fx(x)C(x)

Théorème 2.5. (Deheuvels et Mason (2004)). Sous les hypothèses (F.l-F.2), ( K.l - K.2)

(H.1 - H.3) , (B.l), (0i) et quand n — > oo,

ènHn (x) } {©n (*) /*;„(*!ff»(x)) (2.19)sup±
2 log,,* (|/|/ #„(*))16/

à
-JE /X;n(*i (*))} SUp {02 (x) fX (x)} J K2 (t) dt .

R

Si de plus la condition (B.2) est vérifiée,

à{ n/ln sup ±07i (x) {fx-,n(x; Hn (x)) (2.20)21ogfl,tf(|J|//ln) x6/

làQ2 (*)/*(*){
R

-£/X;n(x;Hn(x))}-ÿ sup C(x)X6/

j (t) dfjjoù |7| = 6 - a et log„* ( |/|/ /i„) = log 9 = 7 (voir la remarque

(2.4)).

Remarque 2.1. Pour un choix convenable de la fonction aléatoire

Ln (x) = Ln (Xi, . . . , Xn; x), les relations du Théorème 2.5 peuvent s’écrire sous la forme

{z7(ï)}{/x;n(x; Hn (x)) - E /x;n(x; Hn (x))} 1 (2.21)sup ±
x€/

et si de plus Hn (x) est choisi de telle façon que le biais de fx (x) soit négligeable, c’est à

dire

{zÿy}{E fx’n{x; Hn (x)) ~ fx (x)} °’ (2.22)sup ±
16/

alors ces deux relations combinées ensemble donnent, asymptotiquement

Ve > 0

P (fx (x) e [fx ;n(x; Hn (x)) - (1 + c) Ln (x) , (2.23)

fx-,n(x; Hn (x)) + (1 + e) Ln (x)] ,Vx € I) 1,
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P (fx (x) e [/x;„(x; HH (x)) - (1 - e) Ln (x) ,

f.Y;„(x; (X)) + (1 - e) Ln (x)] , Vx G /) —
(2.24)

0.

Comme les relations (2.23) et (2.24) sont vérifiées simultanément Ve > 0, nous disons que :

Vx € I,

[An (x) , Bn (x)] = [fx;n{x\ Hn (x)) - Ln (x) , fx,n(±-, Hn (x)) + Ln (x)] ,

constituent des bandes de confiance optimales simultanées asymptotiques pour fx (x) . D’une

manière analogue nous obtenons des bandes de confiance pour r (x) .

En pratique Vx € I , la surface entre An (x) et Bn (x) fournie une information utile sur les

valeurs inconnues de fx (x) (voir Derzko et Deheuvels (2002) pour l’exemple en biomédi¬

cal).

Remarque 2.2. Dans le Théorème 2-4 la condition (Hz) est une condition nécessaire et

suffisante (voir la proposition Al de Deheuvels et Mason(2004))-

Remarque 2.3. Comme 0 > 1, log# x ( |/|/ hn) peut être remplaçé par log(!/|/hn)

d’ailleurs les démonstrations de ces théorèmes sont formulées avec le dernier terme.

Remarque 2.4. Supposons que le but est d’obtenir un intervalle de confiance de fx (xo)

(xo un point de I) de niveau de confiance égal à 95%. Supposant de plus que le compor¬

tement limite de hn assure que le biais de fx(xo) tend vers zéro, dans ce cas d’après la

section 4-2 de Prakasa Rao (1983), on a

h
P fx (xo) € /x;n(x0; hn) - (1.96) X

/x;n(xOi hn) + (1.96) X « 95%, (2.25)

quand n — ► oo,

où 1.96 est la valeur du quantile d’ordre 2,5% de la loi normale centrée et réduite. En

comparant ce résultat avec les bandes de confiance simultanées sur I, avec un niveau de

45



confiance asymptotique 100%, à savoir pour chaque de e > 0,

é
/'V j K2 (t. )dtl .(/.Y (ÿ>') G !/.V:„(ÿ'!•: I ( 1 + £) x \/2 log,, A- ( |/ 1 /Mx supv ’ ,,ç/

P
a,

riuI (o at
I Tihn J
y R

fx\n(x',K) + (1+ e) X ï/2 log0 ( |/|/ /in) supv ie/
100% (2.20)Jj;

ciuarnl n — * oo,

Ho-iw* constatons alors que les bandes de confiance de (2.26) contiennent les intervalles do

confiance de la relation (2.25) et comme (2 log7) 5 — 1.97, il est préférable donc de choisir

6 >7.
(Moxp

, K (t) = (l - t2) 1{ | /. |<i } le noyau, deRemarque 2.5. Supposons que f\ (a:) =

Bartlett-Epanechnikov (Bartlett. (1962), Epanechnikov (1969)) et I — [—2. 2], Dans ce cas.

le choix de hn est
è15r-Æ

= (1.GG44) x n~r. (2.27)
8n

(Voir p.1S dans BcrU.net et Devroye (1994)). h» ainsi choisi donne.

>7 => /i„< £§ => n ≥ 2697,Tlpour 9 — 7. fl Tl

R

K2 (t) dt. > > 15 => hn < => n > 121839.pour 9 = 15, h n

H
Une telle taille d' un échantillon est rarement rencontrée, donc le meilleur choix de 9 est. 7.

La situation la plus fréquente de la fenêtre optimale Hn (x) est quand elle est aléatoire et ne

dépend pas de x. Dans ce cas constant de la fenêtre, si nous posons Hn = Hn (Xj

(indépendant de x), la condition {Bfi) s’écrit :

Xn)

(B,) { r} — op{l) . où c est une constante positive;.IL*
la,

Les h,, de toutes les méthodes d’optimisation citées antérieurement vérifient la condition

{B%). par conséquent le corollaire suivant des Théorèmes 2.4 et 2.5 peut s’appliquer à ces

derniers.

Corollaire 2.1. Supposons que les conditions (F.l). (F2) , (F4), (AM — A' 3) , (AM — H.3) .
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(01 ) . (Bs) Mont vérifiées et si de plus

r (ni 6 < Hn < dir6) ,

où c, d et 6 sont des constantes telles que 0 < c < d < oo et < S < 1

alors

2nHu sup ±0„(x) {f.\':n(x; Hn) (2.28)
2 logfl-/,(|T\/H„) .r( I

Ê f x ;n ( x.; H„)\ sup {02 (x) fx (x)} / K2 (t.) dt,
J -G/ ./

&

et

ènHn sup ± {0„(x) r\i,;„(x; Hn) (2.29)
2 logo,A' ( V\! Hn) X(zl

2
B2 (x) fT2, (x)/’ I<2{t.)dt. .Ei\ IIn Slip

/x (a:)
R

Nous n’exposons pas la preuve de ces théorèmes, mais nous donnons le théorème général sur

les lois limites des fonctionnelles, établi par Deheuvels et Mason (2004), dont les corollaires

conduisent aux démonstrations recherchées.

Soient c(.) . r/(.) deux fonctions continues sur .1 et A. Ai. A2 des constantes telles que

0 < A) < 1 <\> < 00 et soit le processus suivant

H\.n [c(x) $ (Y,) + d(x)| A' (
.;=)

~nE |(c(x) d- [Y) + d{x)) K }
X

A hn

alors.

Théorème 2.6. Si les conditions (Fl — F.4). (AM), (H.l — HM) sont verifiers, intus

avons

-èî SUp{±ld'A,n(x,ÿ)} -cr (ÿ) = Op (1)2?? A logsup
N <ÿ<ÿ2 hn x(zl

quand n —* oo,

où

a2 ('!') = su;) E { ( c (x) 9 (Y) + d (x))2 | X = x) fx (x) / K2 (t ) dt.
J(rl 1 > ./

K
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Corollaire 2.2. Si les conditions (F.1 ~ F.A), (AM), (H.1 — //.3) «ont vérifiées, nous avons

quand n — > oo.

èii\hn ± A/i.„) - Am*;,, (:r: A/i„)} - ira (j = o,, (1) .sup
Aj <A<A-2

sup
2 log(l//i„)j-e/

où

|/x(x)yÿ(oÿ| j<Ta,6 = SUp O y (x)
xei

Corollaire 2.3. Si lis conditions (F.2). (AM — K.2), (HA — H 2) sont vérifiées, nous

avons,

èn\hn i{/x;n(x; A/ln) A/_Y;n(x; A/ln)} /U)fc = Op(l),sup
Ai <A< Aj

sup
2 log (1 /K)TÆl

quand n — * oo,

où

j/x (x) J K2 (t)dt|fa,b = sup
xG_I

Corollaire 2.4. Si les conditions (FA), (F.2) , (A.4), (AM — A'.2), (//.1 — //.3) «ont véri¬

fiées, alors nous avons , quand n — * oo,

n\hnsup
A, < A< A.> 2 log (!//).„)

où

Ta,6 = Slip
j-e/

Les Corollaires 2.2 et 2.3 sont des cas particuliers du Théorème 2.6. Il est clair que les

Théorèmes 2.4 et 2.5 sont des variétés de ces corollaires et ils sont prouvés avec les mêmes

arguments que les Corollaires 2.3 et 2.4 (voir p. 249.de Deheuvels et Mason (2004)).
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Chapitre III

ASYMPTOTIC CONFIDENCE BANDS FOR

NONPARAMETRIC FUNCTION ESTIMATES IN THE

GAUSSIAN CASE

Abstract. In this paper, we obtain asymptotic confidence bands for both the den¬

sity and regression functions in the framework of nonparainetric estimation. Before hand,

the asymptotic behaviours in probability of the kernel estimator of the density and the

Nadaraya-Watson estimator of the regression function are described while local and global

optimal smoothing parameters are investigated.

Key Words : Confidence bounds, density estimation, kernel estimation, nonparainetric

estimation, regression estimation.

Introduction3.1

Let (Xi, Fi), (X2, >2), . . . , be independent and identically distributed random replicates

of the random vector {X,Y) 6 R2. Let us assume that the marginal distributions of X and

Y are centered normal with standard deviations ax > 0 and ay > 0 respectively, and an

unknown linear correlation coefficient p. In the sequel, the following notations and assump¬

tions will be adopted.

/ — [a.b] and .7 = [u/, //] denote two lixed intervals of R such that

-00 < a' < a < b < b' < +00 . |/| denotes the Lebesgue measure of I.

K is a real kernel weight function satisfying the folllowing conditions

(AM) For every x € R, K(x) = K(-x)\

IK.2) I K(t)dt = 1:
s

(AM) [t2K] = jt2I<(t)dt < 00;
R
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(K A) [A'2] = f I\2(t)dt < oo;
R

(A'.5) A’(ii) = 0 for u f), where a G ]0, oo[ .

For every u €R, set \og0 K(u) = log (0 V u{ f K2(t)dt}) , where 6 > 1 is a specified constant.

The regression function and the conditional variance of Y given X = x are defined for x t J

by

f fx,v{x,y)
./R fx (x)

v2(x) = Var(Y | X = x) = I [y — E(Y \ X = x)]
./R

i °xdy = p — x,r(.i ) = E(Y | X = x)
aY

2 fx,y{x,y)dy = (1 - P2)(JY ,fx(x)

where fxy(x.y) is the joint, density of ( X,Y ) and fx(x) is the marginal density of the

random variable X.

Let (/in)„>i be a sequence of real numbers. Following Rosenblatt (1956), Parzen (1962),

Nadaraya (1964) and Watson (1964), the kernel estimators of the functions fx(x), r(x) and

v2(x) are defined respectively by

fxAÿhn)~nh Ê*( hnl)
A l;A'

if ±K
ËA-(ÿ)

rn(x; hn) =

~ÿYt
n 4-f if fif(x‘) = «,

i=l ' 'i=l

and
f[Vi-rn(xiM!2A(ÿ) tA(ÿ)/o,

i=l v '
if

ËA-(Sf)
vl{x; hn) =

l±(r--l±yf 5*(ÿHif
/’ =1
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Introduce now the following centering factors

-X1 E\K x-Efx,n{x i — K hn

E [A'(icr)]if E[*(ÿ?)]E
Ern(x-hn) =

E(Y) if E

which are needed hereafter in our study.

Recall that whenever lim hn = 0, we have
n— >oo

{E[fxAÿhn)}-f(x)} = 0.lim
71— ►OO

If, in addition lim nhu = oo, then we have
11—*OO

{-E [rn(x; hn)} - E [r„(x; hn)}} = 0 .lim
n—>oo

From the seminal works by Rosenblatt (1956), Parzen (1962), Nadaraya (1964) and Watson

(1964), nonparametric function estimation has been widely investigated. Theoretical apsects

and properties have been described and numerical implementations have been performed.

For an overview on the question, we refer to Prakasa Rao (1983), Devroye &; Gyôrfi (1985),

Wand & Jones (1985). Bosq & Lecoutre (1987), Silverman (1986), Nadaraya (1989), Scott

(1992) and the references therein.

The behaviour of nonparametric estimators depends strongly upon the smoothing parame¬

ter. Several procedures have been proposed describing how to choose this parameter. We

quote the cross-validation and the plug-in methods related essentially to the mean square

error criterion. Asymptotic properties of estimators need also conditions upon the smoo¬

thing parameter. The minimal conditions to set are hn
well known that these conditions are necessary and sufficient for the pointwise weak consis¬

tency of the kernel estimator of fx and the Nadaraya-Watson estimator of the regression

0 and nhn — > oo as n —> oo. It is

function r. Moreover, these conditions allow to state a rate of convergence of Eÿrn(x,hn)j
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towards r(j:). i.e. we have

Ê(rn(x,hnŸj - r(x) = 0 as n —* oo .

Recently, Deheuvels & Mason (2004) obtained the rate of uniform convergence in probability

for the kernel density estimator. Their result is stated in the following terms. If

nhn---» oo
lognhn 0 and as n-*oo

then
fxA*,hn)-E[fX,n{x,hn)]nhn as n —> oo ,sup

y/2[K*]2fx(x)
where I is a compact interval in R. Deheuvels & Mason (2004) have also obtained the opti¬

mal rate of convergence in probability for the estimate rn(x, hn) of the regression function

r. These results allow them to construct asymptotic confidence bands for the functions fx

and r.

Consider now the problem related to the optimal choices hn(x) and hn of the smoothing

parameter with respect to both the mean square error and the integrated mean square error

criteria. Our aim is to construct the estimates hn(x) and hn of the optimal parameter for

these criteria in terms of the empirical estimators ax,ÿV-P, such tha,

hnand OO.
hn(x) hn

Confidence bounds for fx{%) (respectively r(x)) in terms of fx,n(x;hn(x)) (respectively

rn{x:. hn{x))) are then deduced.

The remainder of the paper is organized as follows. In section 2, we present the results. The

section 3 is devoted to the proofs.

3.2 Results
The mean square error of fx,n{%; hn)3.2.1

According to Wand and Jones (1995), the mean square error of fx,n(x\hn) is given by
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E[fx,n(x;hn) - fx(x)}2 = Var fx.n(x;hn) + [E (/*,„(*; hn)) - fx(x)}2 .

This quantity is minimized with respect to hn, by

1/5fx(x) [X2]Hn,i(x) = n-1/5 (/"(x)[ÿ])2
\ 1/5

2 \Æ[ÿ2] expi
= n'/'ax i«ÿ]2((*)2-1)2

As fTÿ. is unknown, we replace it by its empirical estimator

with X the sample mean. Therefore, we obtain

\ 1/5
2Æ[if2] exp $

Hn,i(x) = n l/bdx (3.1)(«/[(é)2-1]2
as an estimator of hn{x).

Set now
2\ 1/5

oX (3.2)6n,l(ï) = m [ÿ]|(*)2- i

Following Deheuvels & Mason (2004), one can see that both hn,i(x)

hn<i(x) — Hn<i(x)/ax and 0„,i(x) satisfy the following conditions

Hn,i(x)/ax ,

(J5.1) for any e > 0,

P (inf:hnA(x) -en 1/5 < inf hn<i{x)
\*£i xei

< sup /in,i(x) < sup /tnj(x) 4- e n~1//& )
xë/ ’ 16/ ’ /

1,
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as n — ► oo ,

(5.2) for any e > 0,

Vif1) VuV)P sup — > 0 as n — > ooK hnxZl

(0.1) for any e > 0,

Qn,iQr)P sup — 1 > e ) — ► 0 as n — ► oo ,0i(x)X&I

where
1/5y/(2ÿ[ÿ]1/2exp|(ÿ)°X©i(x) = (3.3)m [wilv)2-1

3.2.2 The integrated mean square error of fx,n{x\ hn)

Wand et Jones (1995) stated that the integrated mean square error relative to fx,n(J"'hn)

is given by

I E{fx,n(ÿhn) - fx(x)}2 dx = ±[t2K] + J {/*(*) [t2K]}2 dx + o(h2n).
k R

The minimum of this quantity, with respect to hn , is

1/5

m1/5hn,2 = n
dx

R
1/58V7T [K2]= n 1/5ax 3 [t*K]2

Define
1/580F [A"2]

3[f 2K}2hn* = n-V*dx (3.4)

and
2ÿ1 -1/2i X©n.2V) = (3.5)exP ~rrs/ïndx 2 Ux

r,4



As in the corollary of Deheuvels & Mason (2004), one can see that hn$ satisfies the condition

P (hUy2 -en < hn 2 < /in,2 + en — ♦ 1 as n — + oo , Ve > 0.

Moreover, taking ©2(x) =

(3.6)

we have

P ( sup
Vie I I

®n,2 (a) -1 >e — >0 as n — » oo Ve > 0 .
02 (x)

3.2.3 The mean square error of rn{x\hn)

In a similar way, according to Wand and Jones (1995), the value of hn$ that minimizes the

mean square error of rn(x\ hn) given by

E [rn(x; hn) - r{x)]2 = Var [rn(x; hn)] + [rn(x; hn)] - r(x)|
is

1/5 _
[r"M + 2r'(*)&§M]’,#n,3(x) = n 1/5

2\ 1/5
Æ [K2] (!- P2) exP\ (ÿ)n-1/5 <7* 4[t2tf]Vx2

As ax and p are unknown parameters, we replace them by their empirical estimators, i.e.,

ox and

xÈ(X-x) (Y,-ÿ)
i—1p= OXOY

respectively.

Therefore, /in,3(x) is estimated by

2 \ 1/5
Æ [K2] (1 - p2) a2x exp\

Hn,3(x) = n 1/5 a* (3.7)4[t2AT]2p2x2
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Set now
2 \ 1/5(M(i -p2) 2 IPX\-i exp —@n,3(x) = (3-8)4TTGÿ2 CTy [A'2]2 [t2K]

as the estimator of the quantity

2 \ V5( -p2) 2 IH lexP~ (ÿ7)
e:i(.r) (3.9)

47T crj/2 C7y [A'2]2 [£2AT]

Similarly, as above, one may show that hnÿ(x) = Hnÿ(x)/dx, hnÿ(x) = Hnÿ{x)/crx and

©n,3(2) satisfy the conditions (R.l), (B.2), (0.1).

The asymptotic behaviours of the estimates of the functions fx and r are described in the

following theorems.

Theorem 3.1 Let Hnÿ\(x), ©n,i(x) be the estimates given in the statements (3.1) and (3.2)

respectively. Then, we have

jjj- sup±0n,l (x) (fx,n(x-,Hntl(x)) - fX{x))
n-htï~) ) T€/

nÿGx -ÿ1,
2 loge.A- (

as n — > 00.

Remark.3.1 /Vote /rom Theorem 3.1 that, for any 0 < e < 1, as n — > 00, we have for any

x G I,

P(fx(x)e [fx,n(x;Hn,l(x))-(l + e)An,l(x) ,

fx,n(x\HnA{x)) + (1 + e)An,i(x)] ) = 1

lim
n— »00

and

€ [/*,n(x; Hn,1 (x)) - (1- e)An,i(x) ,

/x,n(x; Hn\(x)) + (1- e)An,i(x)] ) = 0,

where
1/2

2]°Z0.K (n-l/ig j1A„,i(x) = n4/5 G x0n,l(x')
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Therefore, the interval

[fX,n(x-,Hn,l(x)) ~ An<i(x) , fxtn{x-,Hn,1(x)) + An,i (x) ]
stands as an asymptotic confidence domain for fx(x) .
Theorem 3.2 Let /in,2 and ©n,2(x) be as given in the statements (3-4) and (3.5) respecti¬

vely. Then, we have

\ 1/2
nhH :2

2l0g#'K (&/
as n — ► oo .

Theorem 3.3 Let Hn<3(1) and 0n,3(2:) be as given in the statements (3.7) and (3.8)

respectively. Then, we have

1/2
n4/5 ax sup ± 0n,3(x) jrn(x; HUy3(x)) - r(x)} 1 ,

2 l°ge,A' ( n-l/55x
as n — ► 00.

Remark.3.2 iVofe /rom Theorem 3.3 that, for any 0 < e < 1, we have for any x £ I

Urn, p(r(x) € [rn(x; Pn,3(x)) - (1 + e)A„i2(x) ,

(x;£n,3(x)) + (l + e)An,3(x)]) =1rn

and

lim p(r(x) £ [rn(x; tfn,3 (x)) - (1- e)An,2(x) ,

rn(x;Hni3(x)) + (l-e)An,3(x)]) =0,

n— »00

where
1/2/2 loge,A

n4/5 dx J
1An,2 (x) = ©n,3(x)

Therefore, we obtain for any x £ I, the following asymptotic confidence bounds for the

regression function

[T'„(X; //„,3(x)) - A„,2(X) , rn(x; tf„,3(x)) + An,2(x) j .
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3.3 Proofs

Proof of Theorem 3.1. Taking hn = n */5, it follows that the conditions (5.1), (5.2),

(0.1) are satisfied. Theorem 2.5 implies

1/2
nhn sup ± ©„,i(x)|Efx,n (x; ftn,i(x)) - fx,n (x; ft„,i(x)) J

ii/2supmixM
xei w(x)-=*{ i*2!j .

as n — > oo , where

1/5
I Æ[tf2]expi

Ci(x) (3.10)

w[(*)2-i]2
Taking into account the expressions ©i(x) and C\(x) given by (3.3) and (3.10) respectively,

we obtain

1/2
nhn sup ± ©„,i(x) {Efx,n (x;Vi(x))

~fx,n (x;/tn,i(x))} 1,

(3.12)

as n — * oo .
Now, with this choice of the parameter hn, we have (see Nadaraya (i'J89),!

1/2
nhn

SUp ©n,l (x) |5/x,n(x; hn) - fx(x) I 0 (3.13)
2 log*,* (g) ie/

as 7i — » oo .

According to Corollary 2.3, for every fixed Ai and A2 such that 0 < Ai < 1 < A2 < +00, we

have, as 71 — * 00,

{ 2 logO /h„)} SUPi |5/x,n(x, A/ln) /x,n(x, A/ln)|
-sup{/x(x) /R K2(t) eft}1/2 1 = op(l)

(3.14)sup
AI<A<A2

a-e/
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Moreover, we have dx <?x G ]0, oo[. Therefore, using the statement (3.14), the expres¬

sions (3.12) and (3.13) may be rewritten as

1/2
nhndx. sup ± ©„,i(x) (x-,dxhn,i(z))

-fx,n (æ;?Â,l(ï))} 1

2 loge,/<

and
1/2

nhndx sup en,l(x)\Efx<n(x]àxhnll(x)') - fX(x)| 0
21°Se,/c (Æ)

respectively.

By combining the two last relations, we obtain

Vj sup ± e„,i(x) {/x,„(x;‘Hn,i(x)) - /*(*)}n4/5 -ÿ1
2 loge,K (nJ/J9jf)

as n — * oo, where Hnj(x) = Gxhn,i(x).

Proof of Theorem 3.2. This proof is based on Corollary 2.1, say for every constants c,

d and <5 such that 0 < c < d < +oo and 1/5 < Ô < 1, if

P(cn~s < Tin ≤ dn~s ) — * 1 (3.15)as n — ♦ oo ,

then
1/2

nHn sup ± ©n,2(z) {fx,n (*; Hn) - /*(*)}

|sup ± 02(x)/x(x) jf K2(t) j
(3.16)

2 loge, (jft) xGl

as 7i — ► oo.

Now replacing Hn by 2 given by (3.4) and according to (3.6), the condition (3.15) is

satisfied. Thus (3.16) becomes
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\ 1/2
rih

sup ± ©n,2(a:){/x,n(ÿ; hn,2) ~ /xW}

jsup ± ©2(x)/*(x) iC2(0 tft j

n,2

i.e.
1/2

nh ± 0„,2(x) {/x,n(i;î,ll2) - /x(*)} 1,n,2 sup,21og0'A'(s)
as n — + oo.

Proof of Theorem 3.3. Let
1/5( V2Ï[K2}(1 -p2)o2xexp±

~
| 4[t2Af]2p2x?C„,3(x) (3.17)

be an estimator of
2 X 1/5!J Æ[fC2](l -P2)ÿexpi

~ 1 4[t2AT]2p2 x2C3(x) (3.18)

According to Theorem.2.4, we have

v
• j sup±0n,3(x) |êrn(x;/in,3) -rn(x;ÿn,3)|nhn

21°g0,/c (£)
1/2

xe; C3(x)/X(xj S*2'}
as 7) —» oo.

Replacing 03(x) and C3(x) by the expressions given in (3.9) and (3.18) respectively, we

obtain

y/2
■ j sup ± ©„,3(x)|Êrn(x-,hn<3) - rn(x;/rn>3)|nhn -ÿ1, (3.19)21°*>.K(£)

as n — * oo, when /in = n"1/‘\
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In addition, for this same choice of hn, we have

1/2
nh„ 0Ui3(x) |Ern(x\hn) - r(x)| -£ÿ+ 0, (3.20)sup

*61

(see Nadaraya (1989)).

According to Corollary 2.4, for every fixed Ai, A2 such that 0 < Ai < 1 < A2 < 00, we have

VI sup |rn(x; Xhn) - Ern(x\ A/in)jn\hn (3.21)sup
A!<A<A2 21°gO'K(i)

1/2{j$M = Op(l)-sup
xe/

as n — + 00.

As <T,Y x G ]0, oo[, it follows from (3.21), that the expressions (3.20) and (3.19) may

be rewritten as

VJj-yj sup ± ©n,3(x) IErn{x;Hnt3(x)) - rn(x; fln)3(x))|

\ 1/2
I sup©n>3(x) I Ern(x; tfn,3(x)) - r(x)|

ndxhn

and

ndxhn 0
2 loge, (sj/t)

as n — » 00, where

Hny3(x) = dxhn,z{x)

= dxn~l,f>Cny3(x) .

Using the two last relations, we obtain

y
y j sup ± 0„,3(x) [rn (x; tf„,3(x)) - r(x)]n4/5 ax -ÿ1,

2 loge, (n-$sx
as n — * 00.
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Chapitre IV

CARACTÉRISATION DES STATISTIQUES D’ORDRE

Soit X\%n < X2,n < • • • < Xn<n la statistique d’ordre associée à Xi, X2, . . . , Xn , une suite

de variables aléatoires indépendantes, identiquements distribuées, de fonction de répartition

F (x) = P {X\ < x) continue et X = max (Xi , . . . , X„) avec Fn (x) = P (Xn,n < ®) =n,n

Fn (.r) .

4.1 Etude asymptotique de X
4.1.1 Etude asymptotique de X

Xk,n Ct Xn—k+l,n Xn-k,nn,n f

n,n

Pour une étude approfondie du comportement limite Fn (x), on se référera à Galombos

(1978).

Fréchet (1927) fût le premier à mettre en évidence les lois limites possibles de Fn (anx ) pour

un choix convenables des constantes an > 0.

Cette classe de lois limites est formée de lois de type suivant

0 pour x < 0,
exp(-x-Q) pour x > 0, a > 0.

DP même, les lois limites possibles de Fn (anx + xo) où xo = sup{r : F (x) < 1} < 00 sont

carctérisées par

$>« (*) =

exp (— (— x)a) pour x<0,a>0,
pour x > 0.

Fisher et Tippett (1928) ont établi que les lois limites de Fn (anx + bn) où an > 0 et bn

*a (*) = 1

sont des constantes réelles convenablement choisies, se réduisent aux types $Q (x) , 'I'Q (X)

et A (x) = exp"exP(_x) pour tout x €K.

Procédant à une étude systématique des lois limites pour la distribution du maximum, vers

1936, Von Mises mit en évidence plusieurs conditions suffisantes pour la convergence de

Fn (anx + bn) vers chacun des types citées ci-dessus.

On a le théorème suivant :
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Théorème 4.1. La classe des lois limites de Fn(anx + bn), où an > 0 et bn sont des

constantes réelles convenablement choisies, ne contiennent que les lois du type 4>Q (x) ,

(x) et A ( x ) .

Gnédenko (1943) résolut en grande partie le problème de la caractérisation des domaines

d’attraction des lois limites. Il énonça les résultats suivants.

Théorème 4.2. Soient .zo = sup {x : F (x) < 1} = oo, a > 0. Xn n appartient au domaine

d’attraction de (z) si et seulement si pour tout x > 0,

,. 1 -F(tx) _alim —- = x .
t—>+oo 1 — F (t)

Théorème 4.3. Soient zo = sup{z : F (x) < 1} < oo, a > 0. Xnÿn appartient au domaine

d’attraction de \PQ (z) si et seulement si pour tout x > 0,

1- F (£z + z0)
lim —--—t — o 1 — F (t F zo) = xQ.

Théorème 4.4. Xnÿn appartient au domaine d’attraction de A (z) si et seulement si pour

tout x,

lim n (1- Fn (anx + bn )) = exp (-z) ,
n— »oo

où
11-1 - F~lan = F 1- -1-- nne

et
1-1bn = F 1 - -
n

avec

F 1 (n) = inf {z : F (x) > u} .

De Hann (1970) utilisa la théorie des fonctions à variation régulière développée par Kara-

mata (1930), pour étudier les valeurs extrêmes.

Définition 4.1. La fonction H : — » R+ est à variation régulière d’ordre p , si et

seulement si pour tout, réel x positif

y H{tx)hm ■ ■

X— *+oo H (z) = tp.
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La fonction H est dite à variation lente si p — 0, si p est infini on dit que la fonction à

variation rapide.

Théorème 4.5. (De Harm (1970)). X appartient au domaine d’attraction de $Q si etn,n

seulement si (1 — F) est à variation régulière d’ordre —a.

Remarque 4.1. .Y, appartient au domaine d’attraction de 4>a alorsl.n

Fn (anx + bn) (x)

avec
1

= inf { x : 1 — F (x) < — -1= F 1 - -an nn

bn — 0'

Théorème 4.6.(De Hann (1970)). Xn>n appartient au domaine d’attraction de si et

seulement si pour tout réel positif x, la fonction G (x) = 1 — F (xo ~ ~) est à variation

régulière d’ordre —a, quand x — ► +oo, où Xo — sup {x : F (x) < 1} < oo.

appartient, au domaine d’attraction de 'i!a alorsRemarque 4.2. Xn.ii

Fn ( (x0 - an) x + x0) Va {x)

où

= lnf|a::l-F(x)<l} = r-,(l-i)&71

appartient au domaine d’attraction de A si et seulement siThéorème 4.7. X n,n

,. x(tx)-x(x) 1°Rlllll — ;---T— = ;-.
'ÿ-+°o x (ty) - x {y) log y

x, y sont des réels positifs (y 1) et la fonction x «st définie par

X (x) = inf {z : 1 - F (z) < x} = F 1 (1 - x) .

Remarque 4.3. Xn,n appartient au domaine d’attraction de A alors

Fn (anx + bn) A (x) ,

avec

°n = F-Xl n
(A (1)) - (A (0)) , bn = Fffl (A (0))
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et

Fxl,n 0e) = inf iz : pn (z) ≥ x} •

Exemple 4.1. Supposons que F est la distribution d’une loi uniforme sur [0, 1] , trouvons

la loi limite de. Xn Comme XQ = sup {x : F (x) < 1} - 1 < oo, alors Xn<n n’appartient,

pas au domaine d’attraction de (x) . Introduisons, pour x > 0, x (x) = 1 — -F (xo — j) ,

nous constatons que

i - F (*o - £) ±x(tx) = lim *f = t~l.
x— *+oo —lim = lim

1 - F (xo — ï)x-,+oo x{x)

Donc Xntn appartient au domaine d’attraction de (x) , c’est à dire

Fn ((x0 - an) x + x0) i (x)

où

= i„f{x:l-F(x)<I}=F-1(l-i) 1an n
exp (x) pour x < 0,

1 pour x > 0.

Le comportement limite de Xn,n a beaucoup influencé sur le comportement asymptotique

de Xk,n et de Xn-k+i,n - Xn-k,n- Cette théorie a fait l’objet de nombreux travaux (voir

David (1970), De Hann et Resnick (1984), Deheuvels (1986), Galombos (1978), Gnedenko

(1943) , Hall (1978), Weissman (1978)). Nous n’allons pas citer tous ces travaux mais on se

contente de ce qui nous intéresse.

(x) =

4.1.2 Etude asymptotique de Xk,n

D’après les formules binomiales, on a

fc-i

P (Xk,n >z) = Y,Ctn{F {z))1 (1- F (z))n-t

t=0

et

fc— 1
P (Xn-k+hn < z) = P ((1- F)-1 (Uk,n) < z) = °n (F (*))""* (!- F (*))* -t=0

où Uk,n est la kieme statistique d’ordre d’une suite de variables aléatoires indépendantes et

de loi uniforme sur [0, 1] .
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Soient a (H) = inf {x : H (x) > 0} et u (H) — sup{x : H (x) < 1} , alors

Théorème 4.8. Pour toutes suites de nombres réels an > 0, bn, pour tout entier naturel

non nul k, fixé et quand n —* oo,

Xn—k+l,n(anx + bn) = PK- < xfc+l,n a„

converge vers une distribution non dégénérée Hk (x) si et seulement si

Xn<n ~ bnFn (anx + bn) = P < xan
converge vers une distribution non dégénérée.

Si H (x) existe, alors pour tout a (H) < x < u (H) ,

t

t=0

où H (x) est l’une des trois fonctions de répartition 4>Q (x) , (x) et A (x) .

Exemple 4.2. Calculons Hk(x) pour la loi uniforme. D’après l’exemple précédent ou a

a (H) = inf {x : H (x) > 0} = -oo, u (H) — sup{x : H (x) < 1} = +oo et Vx G R,

fc-l . r i ]1t

où
exp (x) pour x < 0,

1 pour x > 0.H(x) = <M*) =

Par conséquent
0 si x > 0

Hk (x) - fc-i

si x < 0.
t=o

L’étude asymptotique de Xk<n établie ci-dessus est quand k est fixé et ne dépend pas de

n, Chibisov (1964) a prouvé que si k (n) — ► oo et n - k (n) — > oo, les lois limites de Xk(n)in
sont les trois types limites suivantes :

Gf(x) =|
G?(*) = {
Gj(x) = $(x), x € R,

0 pour x < 0,
<£> (fi log (x)) pour x > 0, fi > 0,

pour x > 0,
4>(-/31og(-x)) pour x < 0, fi > 0,

1
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où $ (x) est la distribution d’une loi normale centrée et réduite. Léo meilleurs résultats sur

l’étude asymptotique de Xk (n) „sont donnés par Balkema et De Hann (1978). Ils ont prouvé

que si la condition suivante k (n + 1) — k (71) = o jÿ/fcÿn), — k (n) est vérifiée

alors les lois limites de A*.(n) n sont les trois types limites de Chibisov (1964) .

4.1.3 Etude asymptotique des espacements ATn_fc+i n — Xn-k,n

Théorème 4.9. (Hall (1978), Weissman (1978)). Supposons que, Vx €K

Xn,n bn e~xlim P < X = e~ann—*00

alors pour tout k > 1, fixé

n ï C f LU2 U>k\■phi' -T1’Xn,n Xn— ]n Xn-k+l,n Xn—k,
an an

OÙ (cUj)

ramètre égal à 1.

est une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi exponentielle de pa-i<»<fc

La démonstration de ce théorème est basée sur les théorèmes de Galombos et Kortz

(1978), Pyke (1965) et les lemmes suivants.

Théorème 4.10. (Galombos, Kortz (1978)). Si X\tn < X2iU < . . . < Xn<n est la statis¬

tique d’ordre associée à Xi, X2, ■ ■ ■ , Xn, une suite de variables aléatoires indépendantes et de.

loi exponentielle de paramètre égal à 1, alors Xnÿn —Xn-\<n = k (Xn_fc+i,n — Xn-k,n) =
est une suite de variables aléatoires indépen-u)k,...,n (Xhn - X2,n) = wn, où (aJi) l<i<n

dantes et de loi exponentielle de paramètre égal à 1.

Lemmc 4.1. Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], alors -log{7 suit une loi

exponentielle de paramètre égal à 1.

Preuve P (— logU > t) = P (U < e~l) = e~l.

Lemme 4.2. Soit LU une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre égal à 1, alors

exp(— u) est uniformément distribué.

P (exp (—LU) < x) = P (-LU < log x) = P (LU > - logx) = x.

A partir de ces lemmes et de ce théorème, nous déduisons que si f7o,n = 0 < U\>n <
. . . < < Un+i n = 1 est la statistique d’ordre associée à U\, U2, . . . , Un, une suite de
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variables indépendantes de loi uniforme sur ]0, 1[, alors les variables

sont indépendantes et uniformément distribuées. Nous((1 - Ui n/\ - £/<_!,n)n-,+1)
la même constatation pour les variables ([Uhn/Ul+i}n)lÿj

1 <*<n

avons
l<i<n

Théorème 4.11. Soient u\,u)2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et de

loi exponentielle de pammetre égal à 1. Posons Sm = w\ + . . . + u,

(f/j,n, 0 < z < n + 1) et (Si/S„+i, 0 < z < n + 1) sont identiquement distribuées.

Preuve (Voir Pyke (1965, p.403))

Posons

m > 1, SQ = 0, alors

X (z) = inf {z : 1 — F (z) < x} = F 1 (1 — x) ,

d’après ce qui précède on a Xn_fc,n = x (£/„_*+1,„), 1 < j < n

Xn-k+ l,n ~ Xn-k,n _ X (Uk,n ) ~ X (Uk+l.n)
x(i)-x(i)

X(Sk(n/Sn+i)/n) -x(Sk+1 (n/Sn+1)/n)
x(i)-x(i)

ari

X(5fc(n/5n+i)/n) -x(£) _
xtè)-x(i)

X(5fc+1(n/5w+1)/n)-x(ÿ)
x(à) -x(â)

D’après le Théorème 4.7 et comme n/Sn+1 converge en probabilité vers 1, alors l’expres¬

sion précédente tend en loi vers -log Sk+i + log Sk = % log {Uk.n/Uk+i.nŸ , en appliquant le

Lemme 4.1 on aboutit au résultat voulu.

Nous terminons ce paragraphe par citer les deux lemmes de Deheuvels (1982) sur la ca¬

ractérisation des espacements extrêmes quand Xn}n appartient au domaine d’attraction de

4>a (x) , (x) .

Lemme 4.3. Si pour tout a > 0 et x > 0

lim P{a~1Xnin<x) =e~x~a,
n— »oo v '

alors pour tout k > 1, fixé

-à -±k 'fc+i
{«,, 1 {Xn~k+ Î.n - Xn-k,n) , 1 < k < n} , 1 ≤k<n�,

t=i »=i
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OÙ (U>i )

Lemme 4.4. Si pour tout a > 1 et x < 0

est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle.i <»'<"

P ((x0 - On) 1 (X„,n - XQ) < x) = e-(-*)“lim
n— *oo

alors pour tout k > 1, fixé

i i
'k+1 *:

{(*0-«n) 1 (Xn_fc+i,n ~ Xn-k,n) , 1 < A: < Tlj i=l i=l

1 < k < n

est une suite de variable a/éatoires indépendantes de loi exponentielle.où (u>i)l<t<n

Notn' travail consiste' à caractériser les distributions telles que les espacements Xn-k+\,n -

Xn-k,n soient asymptotiquement indépendants, il est inspiré au départ du théorème de Hall

(1978) et Weissman (1978) et basé sur les lemmes de Deheuvels (1986) cités antérieurement.

4.2 Résultats

Théorème 4.12. Soit Xi,n < < ... < Xnÿn la statistique d’ordre associée à

X\ , X-2. . . . , Xn, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées.

de densité f et de fonction de répartition F (x) continue.

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Le type limite de Xn<n existe;

(ii ) {Xn-k+i,n - Xn-k,n} et {Xn-k,n ~ sont asymptotiquement indépendants, où

k fixé;

alors, Xn<n appartient au domaine d’attraction de A(x) .

Nous venons d’énoncer que l’existence du type limite associé à l’indépendance asympto¬

tique des espacements caractérisent les distributions dont les extrêmes sont attirés par la

loi de Gumble, nous constatons que ce résultat est toujours vrai en remplaçant la condition
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(ii) par la compacité stochastique de X

Nous rappelons que le concept de la compacité stochastique fût étudié initialement par

Doeblin (1940), De Hann et Ridder (1979) étendirent cette idée aux extrêmes simples et

De Hann et Resnick (1984) donnèrent les conditions nécessaires et suffisantes entre cette

compacité et l’existence de toutes les limites non dégénérées de X

Définition 4.1. La suite XniTl est stochastiquement compacte s’il existe

{an >0, bn £ R, n > 1} tels que toute suite

Xn(k),n(k) ~ K(k)
«n(fc)

contient une sous-suite qui converge en loi vers un distribution non dégénérée.

Théorème 4.13. Soit X\<n < X2,n < . . . < Xn<n la statistique d’ordre associée à

Xi,Xï, . . . ,Xn, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées,

de densité f et de fonction de répartition F ( x ) continue.

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

( i ) Xnÿn est stochastiquement compacte;

(ii ) {Xn_fc+iin - Xn_*.,n} et {Xn_fciTl - Xn_fc_i,n} sont asymptotiquement indépendants, où

n,n-

n,ri¬

fe > 1

k fixé ;

appartient au domaine d’attraction de A (x) .

Etudions maitenant le cas où k dépend de n.

Théorème 4.14 Soit XliU < X2,n < < Xn<n la statistique d’ordre associée à

X\ ,X-2, . . . , Xn, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées.

Si lim kn = +oo et lim kn/n = a avec 0 < a < 1, alors l’indépendance asymptotique de

{Xn.kn+hn - Xn_fcn,„} et {Xn-knin - Xn-kn-i,n} n’implique pas nécessairement l’apparte¬

nance de Xn}n au domaine d’attraction de A (x) .

alors X n,n

n— ♦oo n—*oc

Définissons G (u ) et g (x) par

G (u) = (1 - F)1 (u ) = inf {x | 1 - F (x) < u} ,

≤ÙdtC(x) + J
, B

g (x) = exp t
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où

B une constante positive, C (x) , e (x) sont des fonctions réelles telles que e (t) est bornée

sur R et

lim C (x) = C < oo.
x—*oo

Théorème 4.15. Soient X\, . . . ,Xn une suite de variables aléatoires indépendantes, iden¬

tiquement distribuées, de densité f et de fonction de répartition F (x) continue, A une

constante positive.

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

1°) lim kn = +oo, lim kn/n = 0
n— »oo ~n— *oc

i

2°) G(u) = a + g(±) + J atttdv
A

alors

{Xn-kTI +l,n Xn— fcnin} et {Xn—kntn fcn — l,n}

sont asymptotiquement indépendants.

Lemme 4.1 (Seneta (1975)). Soit L une fonction définie de R+ dans R+.

Les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) lim L (ue (u)) / L (u) = 1, pour toute fonction positive e(u), telle que lim e (u) — 1.
u— >oou— >oo

Tl (x) + I Fjfdt(ii ) L (x) = exp A > 0
À

où e (t) et T) (x) sont des fonctions vérifiant :

lim T] ( x ) — TJ, (T] < oo) et e ( t ) est bornée.
X— too

Corollaire 4.1. Soit X\ÿn < Xÿn < ... < Xn>n la statistique d’ordre associée à

X\, X2, ■ ■ ■ , Xn, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement, distribuées,

de densité f et de fonction de répartition F (x) continue. Si (kn ) est une suite croissante
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do nombres réels positifs telle que :

lim kn ~ +oo, lim kn/n = 0,
Tl— MX)n— »oo

alors l'indépendance asymptotique de {Xn.kn+hn - *n-fcn,n} et {X„.jtn,n -

n’implique pas nécessairement l’appartenance de Xnÿn au domaine d'attraction de A (x) .

4 .3 Démonstrations

Preuve du Théorème 4.13

La démonstration se fait par l’absurde. Comme la loi limite de Xn>n existe, elle ne peut

être que les lois du type 4>Q ( x ) , \PQ ( x ) et A (x). Supposons que Xn,n appartient au domaine

d’attaction de (x) alors d’après le Lemme 4.4, nous avons pour tout k > 1, fixé

A x>r-k+1
(.1.(1 ®n) (ÿn— fc+l,n X n—k,n) 1 (

i=l i=l

OÙ (Wj) est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle.l<i<n

Posons :
A x>v ■

k+1

Cfc=
t=l . i=l

1 A'fc+1■k+2
CA+I - (]£«*

i=1 i=l

La condition (ii) est vérifiée si et seulement si et Cfc+i sont indépendantes, autrement dit

P (Cfc+1 < y \ Çk — x) ne dépend pas de x.

Rappelons que

(Cfc+1 < y I Cfc = *) = f
0

■dz ,(*)

où

/c*.Cfc+1 2) est la densité de(Cfc, Cfc+i)
et

/Cjk (x) est la densité de Çk.
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Calculons /Çfc+1,Çfc (x,z).

P(Ck < < z) =
+oc

= A|P(Gfc(u!
b

;w2,...,wfc+1) < x, Gfc+i (ui;w2,...,w*+2) < «|wi = iii)e Auidui,

où
ii

j ;/ J 1+1

= E“.+ £ - E“.+ EG/ MJÎW/H-----U}t+i) UiUJt
•=j+l i=l i=j+li — 1

Comme les (,Ui)i<i<k+2 sont indépendants, itérativement nous obtenons,

P (Ck < Ck+1 <z) =
+oo +oo

J ... e~XLk+ÿ0,0’Ui’',Uk+1ÿduk--dui
o b

= 1- A*

Uk{x,0,ui,...,ufc)+oo

/ e-ALfcH i(0,2,ui,...,u*+i)ÿfc+1 . . . du\,_Xk+l
0'il

où
i

/

5>Li (x.z.ui, . . . , U/) = X + 2 +
t=l

Ui (x, 0, tti, ...,ui)= Li (x,0,ui, ...,ui)-Li (0,0, «i, . . . ,ut) .

La dérivée par rapport à (x, z) de cette expression nous donne

+oo +oo

J ... J Tk+1 (x,
0 0

. . , Ujt+i) e~Aifc+l(x-z’Ul’"-,u*+,)dufc+i . . . dui,= Afc+2a z , «i, .

où
g-1 °-1

Tfc+i(x,2,Ul,...,Ufc+l) = Lka (x,0,«l,...,tifc)Lfcÿ1 (x,2,Ul, . . . ,Ufc+l) .

Calculons maintenant P < x) ,
/ /fc+i \ « / fc

p(c, <x)=p x;
j.

< XWi
i=1i=l

1i Jfcfc+1
= P U!+Z]Wi ” V,+S“‘ < X |U>1 = Uj I .

i=2
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En procédant par itération, nous obtenons,
+oo +oo

P(Ck <x) = \k [ ... I t

o b
e-ALfc+i(0,0,U],...,iifc4i) _ (-M'k+l(x,0,ul,...,uk+l)(iuk+ldulc . . .du\,

donc fçk (x) s’écrit
+oo +oo

“/ K-
0 0

A+l (a;, 0, ui, . . . , Ufc+i) e ALn-d*.0.“i.....Ufc+ddufc+idufc . . . duj.f<k (*) = A

Par conséquent :

T 7ÿ
=*) = / / Vi

0 0

(x, 0, ui, . . . Ufe+i) e ALfc+i(I-v.ui. --.u<c+i)dUfe+1 . . . d-Uj.p (Cjt+i <y\Ck

-i+oo4-oo

0 0

(x, 0, Kl, ... , itfc+i) e ALfc+dÿ.o.«i ••.«fc+i)(fUfc+1 . . . d.j.1

P (Cfc+i < y | Cfc = x) ne dépend pas de x, si sa dérivée par rapport à x est nulle autrement

dit

+oo +oo

/•••/*:
0 0

/ A+l A+l \

vk+i)Fi )V t=l i=l /

/ k+1 k+l \

ufc+1)i/i (x,y,]>7.,X7 j
\ 1=1 1=1 /

Q-~2

(x, 0, Uj, . . . , uk+i) Lklx (x, 0,-(a+l)

duk+\dvk+\ ■ . . du\dv\
+oo4-00

/ /Æ
0 0

(x, 0, U! , . . . , ufc+1 ) Lk “ J (x, 0, Vi , . . . ,+Aa

duk+\dvk+i . . . duidvi = 0,

où
/ k+l k+i \ . A

fi (x.yÿu,,ÿÿ = ( L“+1 (0,0. U!
V t=i »=i /

I
',%l) -ÿ+1(0,0,«!,.

’“fc+i)xe-Att+di.v.vi.....UM i)g

/ fc+ï fc+1 \ / aÿl \
Hi ( x.y.Jÿu,, = \ Lklx (x,y,«i,. ..,ufc+1) - (x,0, vi, . . . , Vfc+i)J

-ÿxtfc+dI'°'ui' • 'u*+i)
X g-AL*+i(i.y.tn.....uk+1) e

Ce qui donne finalement :
11■fc+i 'A+i

E«.
i=i

et
i A

'A+l 'A+l

s> - E». + 2/, Vy G R .
\i=l / \i=l /

Comme ces égalités sont impossibles, Cjt+iet CA sont dépendants.
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Supposons que Xn>n appartient au domaine d’attraction de (x), alors d’après le lemme

4.3, on a pour tout k > 1, fixé

~ï■k+ik

an (Xn—k+l,n - 2>E-*
i=l,i=1

est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle.où (a;,) l<i<n

Posons :
-ïMs-) (!-ÿ)

-i
'fc+i 'k+2

- Ec'fc+i =
\i=1

La condition (ri) est. vérifiée si P < V I Ck = ne dépend de x,

Rappelons (pie

UJi
i=1

(cLi < » i a = *) = /b dz,
Ai(*)

où

(*,*) est la densité de(4, C/t+l)
et

fç (x) est la densité de £fc.
D’une manière analogue que précédemment, en posant

=i.k

E*Sk(x,z,ui,...,uk) = X + Z +
,i=1

Rjt+i (x, z,u\ , . . . ,itfc+i) = 5jt+i (x, 0, . . . ,itjfc+i) Sk+1 . . . ,uk+i) ,
k k

Tik = T<ik
i=i

nous obtenons,
i=i

P (Cfc+i < y I CJt — — D

avec

N = Ak+2ax
y (î+ÿ)_'“ (*+x)— -Tu,

/
0

iîfc+1 {x,z,u u*+1) e‘AS*+“' (l'*’Ul.....u*+l)dufe+i . . dz,
b o
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(x) “ (x) a-T7k — a

j ) e~xsk+1
1 (x>0'vu-~'vk-i)dv

La dérivée de P [Çk+i <"U I Q. = xÿ par rapport à x est nulle si

D = Xk+la Sk+ï (x,Q,vi,. ..,vk- k+1 ■ • • dv\.
b b

/ A:+l fc+1 \

MkMX (x,0) F2 jV t=i î---I /

(x) n-T2fc_i(y+x) a-Tik-i(*) a(y+i) “

/ ./
0 0

J
0

(a 4- 1)
dukÿ\dvkÿ.x • • • du\dv\

W“-'A*_,(X)-“-7*_1(x) "(y+x) “ fc+1 fc+1— a — 1

W -a-2•'Wfc+l,fc+l/ / / /
0 0 0

(x,0) #2 x,y,'ÿ2ui,Yÿvi-PÀn
i=i1=1b

duk+idujk+i . . . dtiiduj

= 0

où
— a — 2

Mkti (x, 0 ) = Ska 1 (x, 0, -ui , . . . , itfc) 5/

/ *+i fc+i \ / , \

F2 fx.y.ÿu.ÿwj = (l’ÿ'ui.....u*+l)e~AV. ,ufc+1)

/ fc+i fc+i \

\ 1=1 1=1 /
= {Sk+i {x,y, ui,.. . ,uk+l ) - Sk+i (x, 0, vn.. .,vk+1))H2

-A.VT (T'.y'ui,..-,tijt+i)(,-A.s'ÿ~T (i,o,D1,...,v/t+i)

Ce qui donne finalement :

x v

_±
'fc+ifc+l

E - E-.u,
1=1 i= î

et
'fc+l 'fc+i

X>. - E». + y i Vy 6 M.
t=i 1=1

n’appartient ni au domaine d’attraction de <£>a (x) ni au do-Nous avons prouvé que X

maine de (x), elle est nécessairement dans le domaine de A (x).

71,71

Preuve du Théorème 1.13

X„,n étant stochastiquement compacte, il existe {an > 0, bn G R, n > 1} tels que toute

suite {X„((),„(/) - l ≥ 1} contient une sous-suite qui converge en loi vers une
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distribution non dégénérée.

Comme {Xn-k+i,n - Xn-k<n} et {Xn-k<n ~ X„-fc-i,n} sont asymptotiquement indépen¬

dants , alors selon le Théorème (4.12), toutes les sous-suites de Xn(qin(j) qui convergent

en loi, appartiennent au domaine d’attraction de la loi Gumble.

Supposons que -X'n(i),ri(i) est l’une de ces sous suites qui converge en loi, alors

F"(1) (an(1,x + 6n(1)) -ÿA(x).

D’après la remarque 4.3, an(i) et bn(i) peuvent être remplacés respectivement par

(F71ÿ) 1
(A(l)) — (Fn(1)) 1

(A (0)) et (Fn(1)) 1
(A (0))

En procédant de la même façon pour les autres sous-suites qui convergent, nous constatons

que les sous-suites

j(*n(i),»(i) - (F"(,)) 1
(A (0))ÿ 1

(A (1)) - (F"(,)) 1 (A(0))) , I > l|
pouvant converger, sont attirées par la loi de Gumble. Par conséquent, la suite

| - (F71)-1 (A (0))) ((F71)'1 (A (1)) - (F71)"1 (A (0))) ' j
converge en loi vers la loi de Gumble.

Preuve du Théorème 4.14

Un une suite de variables aléatoires indépendantes , de loi uniforme sur [0. 1] et

U\ < U?',, < ... < Un,n sa statistique d’ordre associée.

Selon Siddiqui (1960), nous avons {f/n_[nQ]+1,n - et {t/n_[na],n - î/n_[no)-i,n}
sont asymptotiquement indépendants, mais £/n,n appartient au domaine d’attraction de

4>fV (x) .
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Preuve du Corollaire 4.1

Soient X\, . . . , Xn une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distri¬

buées, de fonction de répartition F (t ) telle que 1 — F (t) — Ct~a,C > 0, a > 0 et £ > .

En posant

g (u) = C°u* (1 + a)-1,

alors

lim g (ue (u)) Ig (u) = 1, pour toute fonction e (u) telle que lim e (u) = 1.
u— *oo u— KX3

De plus nous constatons que

G {u) = (1 - F)-1 (u) =
h

= a + S(±) + jÿdv,
Aavec

a = aC«A« (1 + a)'1.
Selon le Lemme (4.1) et le Théorème (4.15) nous avons {Xn-A;„+i,n — -Xn-kn.n} et

{Xn~kn,n ~ -Xn— kn— i,n} sont asymptotiquement indépendants et pourtant Xn>n appartient

pas au domaine d’attraction de 4>a (x)

Preuve du Lemme 4.1

Montrons que si

m*T]{X) + J
A

A> 0,L (x) = exp t

alors
L {ue (u)) =lim L(u)u— >oo

Pour toute fonction positive e (u) , telle que lim e (u) = 1,
u— >oo

ue(u)

J £ (t) /t dtL (ue (u)) /L (u) = exp (?y (ue (u)) - rj (u)) exp

Pour T = log t

log u+log e(u)

L (ue (u)) /L(u) — exp (77 (ue (u)) - 77 (u)) exp
log tx
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En appliquant le théorème de la moyenne

L (ue (u)) /L(u) = \im exp(r}(ue(u)) - r] (u))exp (e (eÿ loge (u)j ,lim
U— ►oo

OÙ

log U < Ç < log u + log e (u) .

Puisque

lim rj (u) — rj (rj < oo) ,

alors

lim L (ne (u)) /L (u) = e° limÿexp (e (eÿ loge (n)j .

Comme e (e1*) est bornée et lim loge (u) = 0,

lim L (ne (u)) /L (u) = e°e° = 1.
u— »oo

Montrons que si

lim L (ne (u)) /L (u) = 1,
tx— »oo

alors

/ÿ«ï .L (u) = exp j 17 (u) +

Soient

/ (t) = logL (e*) , t > 7 = log A,

no = inf {n €N : n > 7} ,
t-n

= / (nj + 3(/ (n + /:„) — / (n) + C2) J u(l
0

— u) du ,/i(<)

où (fcn) une suite réelle vérifiant, 0 < kn < 1, lim kn — 0 et G2 est une constante positive

ou nulle.

La dérivée de /1 (t) s’écrit :

f[ (t ) = 3(f(n+ kn)-f(n) + C2) ( t - n) (1 - (t - n)) .

Pour n > no f[ (n) = 0, f[ (t) est continue et

|/i (0| ≤ 31/ (n + Av») — / (n) + C2\ (t — n) (1 — (t — n)) .
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Pour n tel que kn > j, le maximum de (t — n) (1 — (t — n)) est atteint pour t = n+ 5, dans

ce cas (t - n) (1- (t - n)) <
Pour n tel que kn<\, le maximum de (t - n) (1- (t - n)) est atteint pour t = n+ kn,

d’où
1(t — n) (1 — (t — n)) <

Par conséquent Vt, n < t < n + kn , nous avons

(t-n)(l-(t-n))<i |/;<«)|< J!/("+ *«) -/(») + CS|.

En appliquant le théorème de la moyenne nous avons

\fl(t)-f(t)\ÿ\f(n)-f(t)\+ 3\f(n+ kn)-f(n)+ C2\(t-n)Ç(l-t),

où € [0, (t-n)].

Le calcul du maximum de (t - n) (1- (t - n)) implique que

\fi(t)-f(t)\<\f(n)-f(t)\+ ï\f(n+ kn)-f(n)+ C2\.

Comme n < t < n + kn et 0 < kn < 1, nous constatons

lim (/(«)-/(«)) = 0;

lim {f (n + kn) - f (n)) =0;
(—400

tlim (/i (t)-f(t))<lC2.
Par conséquent, pour t très grand (/i (t) f (t)) et f{ (t ) sont bornées. Ainsi pour tout t,

t > no, fi (t) peut s’écrire
t

fi (t) = fi (no) + J f[ (u) du.
n0

Posons L\ (x) = exp (fi (logx)) donc ona

logx

f'i (U ) duL\ (x) = Ci exp
no

où, Ciest une constante positive et x > exp no = k.

En posant

L (x) / Li (x) = C(x) ,
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alors Vx > k ,

(/ÿ)L (x ) = C\C (x ) exp

*?(*) + J I -
A

= exp

où

e (t ) = f[ (log t) est bornée,

lim C (x) = lim L (x) /L\ (x) = exp (/i (logx) — / (logx)) = C < oo,
x— *oo

et

T) (x) = log (CiC (x)) , lim t] (x) = log (CiC) - rj < oo.

Preuve du Théorème 4.17

Posons

Skn+l,n — Xfi-kn+l,n Xn-kn,n
. “5fen,n = Xn-k„,n ~ -ÿn-fe«-l,n>

donc
+i,n = G(C/fcniB)-G(£/fcn+i,„)

= G(Uknt+ln)-G(Ukn+2,n).
{Skn+
\Skn,n
OÙ

Uiÿn < t/2,n < . . • < Un,n est la statistique d’ordre associée à U\, . . . ,Un une suite de va¬

riables aléatoires indépendantes de loi uniforme.

D’après la condition 2 du Théorème.(4.17), on a :
VVkn,n

Jsk„+l,n — g (1/Ukntn) 9 (l/t/fcn+l.n) +

/Skn,n — 9 (Vÿfc„+l,n) 9 (l/ÿfc„+2,n) +
Wfc„+a.»
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i/f4n,«

J «£*dv;Skn+l,n = 9 (1Mn,n) - 9 (1/Ukn,n (1 - (C4n+1,„- £/*„,„) Mn+l,n)) +
Vÿfcn +l.n

J t&p-dv.;“5fcn,n = 9 (l/ÿn+l,n)'- 9 (l/£4n+l,n (1- (Ukn+2,n ~ Ukn,+ln) /Ukn+2,n)) +
1 /Ukn+2,n

Comme

(C/fcn+1,n-ÿn,n)/C/fcn+1,n = Op(l))

P (|C/jtn+iiTl/ÿ- — l| ≥ e) -+ 0, quand kn —> oo et kn = o(n) ; et pour tout e > 0 il existe

0 < A = Ae < 1, Ane tel que P (Ane) > 1 - £,

alors sur Ane nous avons

S*„+i,n = g (1 - (kn + 1/n) \en) - g ((1 - (*:„+ 1/n ) Ae„) (1 - An))

+5(Cn)l°gÿn+l,n/£4„,n;

Sfc„,n =fl((l -MWn)4)) -s((l~MW™)d) (1_An))
p(d) l°g£4n+2,nM„+l,n

(voir Shorack et Wellner (1986, p. 419))

où

(1 - (kn + 1/n ) Aen) (1 - An) < C„ < 1 - («V» + 1H \en et (l - A (K/n)d) (l - Aÿ) <

Cn < 1 - A (fcn/n) e'n et £n -» 0, A„ -> 0, Aÿ — 0, d -» 0 quand n

A l’infini, on a

— *• oc.

Skn+l,n = jÿ5(Cn)l°g(ÿfen,n/t/l!„+l,n)fcn
Skn,n = (Cn) l°g (Ukn+l,n/Ukn+2,n)kn+l

Comme

(Ukn,n/Ukn+i,„)fcn et (f/fcn+i,„/C/fcn+2,n)fcn+1 sont asymptotiquement indépendants ,

donc

*S)cn+i,n et Skn<n le sont aussi.
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4-4 Application des statistiques d’ordre à l’estimation

Discutons maintenant le rôle des statistiques d’ordre dans l’estimation statistique. Illus¬

trons d’abord l’influence des statistiques d’ordre dans l’estimation de la densité par la

méthode de l’histogramme avec des partitions aléatoires.

Soient Xi,„< X-2,n < ... < Xn,n la statistique d’ordre associée à X\, . . . , Xnt une suite de

variables aléatoires de densité / (x) et de fonction de répartition F (x) et 6n la cr-algèbre

engendrée par X\, . . . , Xn. Pour tout réel x , pour tout entier naturel n, nous considérons

des suites aléatoires {An (x)} et {Bn (x)} telles que, An (x) et Bn (x) soient fln mesurables et

p 1 ≤Bn(x)- An (x) < kn, 1 < An (x)

< Bn (x) < n, XAn(x)tn < X < XBn(x)tn
= 1

où {kn} est une suite d’entiers positifs. Par analogie avec la définition de l’histogramme qui

est un estimateur de la densité basé sur des intervalles non aléatoires, l’estimateur suivant

. Bn(x)-An(x)

fn (Z) =|n(XBn(*),n -*>!„(*),n) si ≤�≤
Si X < X\<n OU X > Xn,n-

est un estimateur de / (x) , basé sur des intervalles aléatoires. Si pour tout n, les suites

An (x) et Bn (x) sont choisies telles que XAnÿn < x < XBn(x)tn, alors fn (x) peut s’écrire

Fn (ÿBn(i),n) Fn (ÿ4n(i),n)fn(x) = X Bn(x),n X.An(x),n

où Fn (.) est la fonction de distribution empirique, qu’on peut considérer aussi comme

un estimateur de / (x) . D’autres choix des suites {An (x)} et {Bn (a;)} peuvent donner

une alternative d’estimateurs de fn (x). A savoir, si {kn} est une suite d’entiers positifs,

An (x) = max [Rn (x) - l} et Bn (x) = min {Rn (x) -I- , n} , où Rn (x) = nF„(x).

fn (x) peut s’écrire

85



kn si Xjn < X < -Xj+l.mn(Xj+kn/2 ,n-Xj-kn/2,n)
j = kn /2 + 1, . . . ,n — kn /2 ,

i-l+fcn/2 si Xj,n < X < Xj+1,„,n(XJ+*n/2,r>'_Xl.n)
/n, (*) = j = lt . . . , A:ÿ /2 ,

Tl— 7-f-ÿn/2 Xjtn ® < Xi+lin,n(X„,„-.Yj_fcn/ïinJ
j = n 4-1- kn /2 , ... ,n-1,

si x < Xi,n ou x > Xn<n.
cet estimateur ainsi définie est appelé estimateur symétrique de / (x) .

D’autre part, si on considère {kn} une suite d’entiers positifs, I = {1, kn + 1, 2kn + 1, . . .} ,

An (x) = max {a\a £ I, XQ>n < x} , Bn (x) = min {An (x ) 4- kn, n} et rn est le plus grand

entier appartenant à J, tel que rn <n- kn, l’estimateur fn (x) devient

si Xa<n 5: X < Xa+kn,ni

a = 1, fcn + 1, . . . ,rn,

si XTn,n 5: X < Xn,n

si X < Xi<n OU X > Xn,n
Nous constatons que f„3 (x) est constant sur les intervalles aléatoires disjoints [Xi,n, Afcn+iin)

[*fcn+i,n, X2kn+I,n) , • • • , [Xrn-kn,n, *rn,n) , [Xrn,n, Xn,n) , de plus il a la forme de Histo¬

gramme, cet estimateur ainsi défini est appelé estimateur non symétrique de / (x).

fn2 (x) et /„j (x) sont des estimateurs consistants de / (x) et si de plus / (x) est continue,

kn — » oo, k*- — » 0, quand n — » oo ,

alors

0

fc„
n(-ÿQ+fc„,n-ÿQ,n)

fn2 (X) =
n—rn—k

n(Xn,n-Xrn+kn,n)
0

Fn (XBn(x) n) Fn (ÿ4n(x),n)
Xÿn( x),n ~ X/ln(x),n

f (x) p.s, quand n — » oo.

Nous achevons ce paragraphe par l’estimateur de Hill construit à partir des statistiques

d’ordre. Cet estimateur caractérise les distributions dont la taille varie régulièrement à l’in¬

fini. Il appartient à la classe des estimateurs à noyaux introduite par CsOrgo, Deheuvels, et
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Mason (1983). Soit kn une suite d’entiers telle que

(4-1)0 < kn <n, kn -* oo, kn /n — > 0, quand n —* oo.

La statistique
kn

Tn = fcn1E(log*” — t+l,n l°g-Xn-fcn,n)
i=l

est appelée l’estimateur de Hill.

Si A:„ vérifie la condition (4.1) et si pour tout A > 0,

l--P'(As) \ -a
l-F(x)lim

x— *oo

alors

Tn , quand n — » oo.
a

Mason (1982) montre que l’estimateur de Hill caractérise les distributions appartenant au

domaine d’attraction de Fréchet, Lo Gane (1985) a donné le comportement asymptotique

de cet estimateur quand la distribution appartient au domaine d’attraction de Gumble.
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Résumé : L’objet de ce travail est de construire des estimateurs de régression non

paramétrique asymptotiquement optimaux, sous l’hypothèse que les lois sous-jacentes sont

gaussiennes. Les résultats que nous obtenons présentent l’intérêt d’être directement appli¬

cables en analyse exploratoire des données. Nous établissons aussi la caractérisation des lois

dont les espacements d’une statistique d’ordre d’une suite de variables aléatoires indépen¬

dantes et identiquement distribuées sont asymptotiquement indépendants. En se basant sur

les résultats de Deheuvels (1982-1983) et en s’inspirant d’un Théorème de Hall (1978) et

Weissman (1978) , nous montrons que cette indépendance asymptotique associée à certaines

conditions peut caractériser les lois dont les extrêmes sont attirées par la loi de Gumble.

Mots clés. Estimation de la densité, estimation de la régression, estimation à noyau,

bandes de confiance, Statistique d’ordre, indépendance asymptotique, compacité stochas¬

tique, domaine d’attraction.
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Abstract : In this work, a method of constructing nonparametric asymptotically opti¬

mal estimators is presented. Assuming Gaussian underlying distributions, straightforward

applications in exploratory data analysis may be deduced from our results. We etablish

the characterisation of laws of which spacings of a order statistics of an independent ran¬

dom variables identically distriduted are asymptotically independent. While taking results

of Deheuvels as basis (1982-1983) and while being inspired by a Hall theorem (1978) and

Weissman (1978), we show that this asymptotic independence associaded to others condi¬

tions can characterize laws whose extremes are attracted by the Gumble law.

Keys words : Order statistics, Asymptotic independence, Stochastic compacteness,

Attraction domain, Density estimation, Regression estimation, Kernel estimation, Confi¬

dence bands.

95




