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INTRODUCTION

Considérons un modele statistique (E, A, P), ou E est un ensemble appelé espace des
observations, A est une tribu sur E. P une famille de mesure de probabilité sur (£, A)
et qui peut toujours s’écrire (Py, # € ©). Soit g une application de P dans un ensemble
quelconque © et une suite de variables aléatoires Z = (Z,)nen & valeurs dans E dont la loi
de probabilité inconnue P appartenant a P. Estimer g(P), c’est chercher a ’évaluer lorsque
I'on observe les réalisations {Z;,....Z,}. La régle choisie pour procéder a cette estimation
est une application de E dans ©'; on dira que c’est un estimateur du parametre g(P).
Lorsque 6 est vaste, on dit que le modele (E, A, (Pgloco) est non paramétrique. Il n'y a
pas de définition précise d’'un modéle non paramétrique car la frontiére entre paramétrique
et non parameatrique est assez floue, Cependant, d’apres Bosq et Lecoutre (1987), le modele
est non paramétrique si © contient un ensemble convexe de dimension infinie et qu'il est

aramétrigque quand © est un ouvert de R®.
i

Voici quelques exemples de parametres fonctionnels @ la fonction 4 répartition. la fonction
caractéristique, pour s = 1, la fonction quantile, la densité et ses dérivées, les parametres
de régression. la densité spectrale, le taux de panne.

Sous des hypothéses de régularité et lorsque © est un compact de R°, le maximum de

vraisemblance
A, = Argmax V(6,2 Zn) V. Z Z):-ﬁii—P—?-(Z)
n g mas y L1y lin )y \Wedly ooy bin P d)\ k
satisfait le théoréme central limite
L[V, ~6)] — N(0,0), n— 00.

De plus la variance 02 ainsi déterminée est minimale d’apres le théoréme de Cramer-Rao.
Lorsque © est une partie d'un espace fonctionnel, la sitnation n’est pas aussi simple Des
résultats généraux montrent que pour une fonction de perte 4 donnée sur ©. il existe nne

suite 7, ot une constante ¢ > 0 vérifiant

‘\lp__.

6 971 A
< inf sup d (—— — ) <.
0

n ¢ Uy Uy /



Ces vitesses de convergence sont considérées comme des vitesses ¢talon, elles nous per-
mettent de dire que les vitesses de convergence obtenues sont satisfaisantes. La vitesse de
convergence des estimateurs d'une fonction de 8 dépend de la structure de I'espace ©. Dans

notre travail, nous considérons les cas suivants

6 = f est la densité par rapport a la mesure de Lebesgue de la loi marginale de la suite

i.i.d. & valeurs réelles X = (X, )nen.

= 1 est la régression r(r) = E(Yy/ Xy = ) lorsque la suite i.i.d. a valeurs dans &2, et

Z, = (X,.Y,). dans le cas o la suite X = (X,,)nen est i.i.d. & valeurs réelles.
Grace a de nombreux travaux, la théorie de 'estimation non parametrique de la densité
et de la régression a vu son domaine d’application croitre considérablement et est devenue
un domaine de recherche trés actif, citons quelques références, sans étre exhaustif : Pra-
kassa Rao (1983), Devroye et Gyorfi (1985), Silverman (1986). Devroye (1978), Nadaraya
(1989). Roussas (1990), Hardle (1990). Scott (1992), Bosq et Lecoutre (1987), Wand et
Jones (1995). Le comportement des estimateurs non paramétriques décrit dans ces travaux
dépend fortement du parametre de lissage. Plusieurs méthodes ont été proposées dacrivant
le chioix de ce parametre.

Récemment Deheuvels et Mason (2004) ont obtenu des bandes de confiance uniformes et
non uniformes pour les fonctionnelles de la distribution. En s’inspirant de ce travail et pour
un choix approprié de Pestimation de la fenétre, nous obtenons des bandes de confiance
asymptotiques basées sur les estimateurs & noyau de type Nadaraya-Watson pour la fonc-
tion de régression et de type Akaike-Parsen-Rosenblatt pour la densité de probabilité. dans

le cas particulier de la loi normale centrée, d’écart type inconnu.

A partir du caleul de hy, (2), 2 € I, (window-width de Pestimateur 4 noyau) optimisant
les criteres d’erreurs. le but de notre travail consiste A construire leurs estimateurs h,, (1}

en fonction des estimatenrs empiriques des parameétres inconnus. tels que



—1 n—-o0.

hn(zx) ainsi choisi, est tel que les conditions imposées par Deheuvels et Mason (2004) soient
vérifiées, nous déduisons ainsi des bandes de confiance asymptotiques de f (z) (respective-

ment de r(z)) en fonction de fx ,, (a:;ﬁn (r)) (respectivement en fonction de rn(x;ﬁn (z))).

Dans la deuxiéme partie, il s’agit de caractériser les distributions F telles que les espa-
cements Si , solent asymptotiquement indépendants. Beaucoup de recherches sur le keme
maximum de Sk, ont été faites (cf. Pyke (1965), Devroye (1982), Deheuvels (1982 ; 1983)

et les références citées dans ces publications).

Le lien entre les deux parties concerne surtout l'influence des statistiques d’ordre dans

Pestimation de la densité par la méthode de 'histogramme avec des partitions aléatoires.

Les deux premiers chapitres sont consacrés a la présentation et & la rormulation du pro-
bléme de la recherche optimale de l’estimation non paramétrique par la méthode du noyau
et les propriétés asymptotiques du processus empirique permettant de dégager le principe

des méthodes de 'estimation fonctionnelle.

Le troisiéme chapitre consiste a construire les fenétres minimisant les critéres d’erreurs
dans le cas gaussien en fonction des estimateurs empiriques tels que les conditions impo-
sées par Deheuvels et Mason (2004) soient vérifiées et nous donnons aussi des bandes de

confiance asymptotiques pour les fonctionnelles de la distribution.

Le quatrieme chapitre est consacré aux statistiques d’ordre. Nous exposons d’abord
les premiers résultats concernant 1’étude asymptotique de la variable extréme, la k™ sta-
tistique d’ordre et les espacements. Nous nous basons sur les théorémes de Hall (1978),

Weisman (1978) et de Deheuvels (1986) pour établir que l’indépendanée asymptotique des



N

espacenents associée a la compacit¢ stochastique ou  a Pexistence du type limite de la va-
riable extréme, caractérise les distributions attirées par la loi de Gumble. Nous démontrons
aussi que sous certaines (',O.llditi()lls, cette indépendance asymptotique ne caractérise pas
nécessairement les lois dont les extrémes sont attirées par Gumble.

Nous terminons cette partie par deux exemples illustrant le role des statistiques d’ordre

dans 'estimation statistique.



Chapitre 1

ESTIMATION DE LA DENSITE ET DE LA REGRESSION

1.1 Rappels

La théorie de Pestimation statistique est une branche fondamentale des statistiques ma-
thématiques. Cette théorie est subdivisée en estimation paramétrique et non parameétrique.
L approche classique de Pestimation de la densité a partir d'un échantillon X, Xo,.... X,,.
est Laomethode paraimaotrique. Elle consiste a supposer que Ta loi des observations appar-
tient & un ensemble de lois indéxé par un ou plusieurs parameétres a partir des données.
Cependant cette méthode peut. si le modele choisi n'est pas raisonnable pour le phéno-
mene étudié. conduire a des résultats erronés. Pour cela il est important de considérer la
methode non parametrique. Ces dernieres décennies, cette théorie a fait 'objet de plusicurs
travaux, pour estitnation de la densita et de la régression (voir Prakassa Rao (1983). Rous-
sas (19905 . Hirdle (1990), Scott (1992), Bosq et Lecoutre (1987), Wand et Jones (1995)

et les références citées dans ces publications).

Soient (X, ¥1). (X, Y,), ..., une suite de vecteurs aléatoires indépendants, continus
A valeurs dans R de méme loi que le vecteur (X, Y) dont la densité est f (2, y). Dans
ce modeéle. nous supposons que pour tout x € R, la densité marginale de X, la régression
de Y sachant ¥ = 7 et la variance de Y sachant X = x sont bien deduues, et elles sont

respectivement données par :
e -
o fx(z)= |7 fla y)dr.

eriri=E(Y 1 X =01 = (*: yff;'_’;,;/))d;l.

oo(r)=Var (Y| X =0)=+2= [T (y—rz)’ f(z, y)dy.



1.2 Estimation de la densité

L’estimateur le plus étudié et le plus utilisé ( voir Silverman (1986) pour plus de détails
sur cet estimateur ) est I'estimateur a noyau fixe, proposé par Rosenblatt (1956) et Parzen

(1962) et défini par

T I — X‘L
Fxn (o ha) = == 3" K ( - ) (L.1)
n i1 n

ou
e /1, est une suite de réels positifs tendant vers zéro, quand n — oo
et

o K est une fonction mesurable vérifiant :

t X

(K1) / K{x)de=1;

hade o]

(K2)sup K (z) < M < o0;

(K3) |2| K (x) — 0 quand |z| — oc;

(K4) Ve e R, K (z) = K (—x);
('5H) / PR () dr < 00

e

(K6) la fonction caracteristique de K(.) est absolument intégrable

Exemples : Les fonctions de densités de probabilite K(1) citées ci dessous vérifient les condi-

tions (K.1 — K.6).

—

(i) I\"1(:r):{2 " (m_‘f



.. 1-|z| si |z| <1,
I/‘ ) — —
(i) ¥2(2) { 0 si x| > 1

(iii) Kj(z) = -\-/-13? exp (771:1:2) , T€R;

(iv) Ky(x) = (7r(1+;r)2)_1, z € R;

0 Ke(x) AT (A2 - 2?) si z? < A%
Vi L6lT) = ’
6 0 sio22>A% A>0

Pour étudier les propriétés de cet estimateur, nous énongons les définitions suivantes.

Définitions 1.1 On dit que la suite des estirnateurs de la densité
I fxn(z: hy) est faiblement consistante si

¥z €R, fxn(z;ha) > fx (z), quand n — oo,

2 fxn(x; hy) est faiblement et uniformément consistante si

sup | fxn (@5 hyy) — fx (2)] 0, quand 1 — oo .
rzeR

3 fxn(x; hyn) est fortement consistante si

Ve € R, fxn(x:ihy) 25 fx (z), quand n — oo.



4 fxn(x; hy) est fortement et uniformément consistante si

sup| fxn (@3 hn) = fx (2)] £ 0, quand n — oo.
reR

5 fxn(z; hy) est asymptotiquement sans biais si

Vr € R, nli—l}oloE( fxn(ziha)) = fx (2).

6 fxn(z; hn) est asymptotiquement et uniformément sans biais si

lim sup |E (fxn (z;ha)) — fx (2)] = 0.
n—0zeR

L’application de ces définitions se résument en deux théorémes dus a Parzen (1962) et
Nadaraya (1964) .
Parzen (1962) a établi la consistance faible de fx n (z; hn) en se basant sur le Théoréme de
Bochner (1955) . Son travail est un outil important qui a permis & plusieurs chercheurs de
développer le domaine de la consistance faible de I'estimateur fx , (x; h,) (cf Devroye et
Gyorfi (1935), Silverman (1986), Izenman (1991), Scott (1992)).
Aprés un travail inédit, pionnier de Parthasarathy (1969) sur la consistance uniforme de
fx.n (z; hy), différentes approches ont été considérées pour ce probleéme, (cf Nadaraya (1976)

et Schuster (1970), Bosq et Lecoutre (1987)).

Théoréme 1.1. (Bochner (1955)). Soient (R™, 8,,) un espace euclidien de dimension
m, muni d’une tribu Borelienne; g, k : (R™, B,,) — (R, B,) des fonctions mesurables

telles que,

v = E Rnl
|k (2)] < M, /]k(z)| dz < 0, /Ig(z)l dz < 0. (1.2)
R™ R™

™ Ik (2)] — 0, quand ||z]| — oo,

10



ou ||.|| est la norme euclidienne.

Si g est continue 0 < h,, — 0, quand n — oo, alors

nlggoé;_/'k <§;)g(m—z)dz=g(m) /k(z)dz (1.3)
R™ R™

et si de plus g est uniformément continue alors la convergence dans (1.3) est uniforme.

Théoréme 1.2. (Parzen (1962)). Si (K.1 — K.6) sont vérifiées et si nh, — oo, hy, — 0,

quand n— oo, alors

Ve €R, fxn(®ihn) > fx(2).

Preuve

n

n;n ;K (z ;nXi)}

- w2l (50)

_ %/K(mh—t>fx(t)dt.
n.R n

Comme f, K, h,, veérifient les conditions de Bochner (1955), on a alors,

E(fX,n (x§ hn)) = E

lim E (fxn(z;hn)) = fx ().

n—o0

D’autre part, comme les X; sont indépendantes et identiquement distribuées, il vient que

1 too
fx (2) K*(t) dt.

nh, J oo

Varfxn(z;hn) ~

Ce qui implique que

lim Var [fxn (z;hn)] = 0.

7100 N

Théoréme 1.3. Supposons que K (.) est & variation bornée et que pour tout v > 0, la série

11



o0
3 exp (=ynhZ) converge. Alors

n=1

vp = sup | fxn (x; hn) — fx ()] £, 0, quand n — oo,
reR

st et seulement si la densité fx est uniformément continue.

La démonstration de ce Théoréme (voir Nadaraya (1964)) est basée sur le résultat de Dvo-

retzky (1956) ot sur les lemmes suivants,

Lemme 1.1. ¥n > 0, Ve, > 0, il existe C > 0 tel que

Pl sup |F,(x)— F(z)] >en| <Cexp (—271631) ,

—oo<r<oe
ol F et F, désignent respectivement la fonction de répartition, la distribution empirique

de Xy, Xo, ..., Xn.

Lemme 1.2. Pour toute fonction g, on a

' P
lim sup |fxn (z;hn) — g (z)] — O,

n—0rcR

st et seulement st

lim sup |[Efxn (z;hy) — g (x)] = 0.

n—0recR

Lemme 1.3. Si

lim sup |fxn (z; hn) — g (z)| =0, P.§

n—zeR

alors g est uniformément continue.

1.3 Estimation de la régression

L’estimateur non paramétrique de la régression est introduit et étudié par Nadaraya
(1964) et Watson (1964). Cette estimateur a vu son domaine d’application croitre de plus
en plus et beaucoup de résultats importants ont ¢té obtenus en ex @ U.R.S.S aussi bien

qu’ailleurs (cf Nadaraya (1989), Wand et Jones (1995), Watson (1964).

12



Nous rapellons que I'estimateur de r (x) peut aussi utiliser les estimateurs de f (z,y) et de
fx ().

Soient J (x, y) une densité de probabilité sur R?, et Vz € R, J, (z) = /j:: J(z,y)dy , posi-

tive.

Si h, — 0, quand n — o0, alors

1 « z-X, y-Y;
In(ev) = 0 1J< e g‘h‘f)

1 “ l‘—){,’
=300 (5.

peuvent étre considérées respectivement, comme les estimateurs de f (z,y), de fx (x)

et
@) = L= Jgf((w)y) dy (14)
_ hn g:l m (%) . Ig YlJl‘(z—;-"-;i“)
ou

peut étre considéré, comme un estimateur de r (x) . Si

J(z.y) =5 () L),
avecl
/ yL(y) =0.
JR

alors,

m(x) = 0 et estimateur défini dans la relation (1.4) se réduit &

n
-~ Ylujl (%1)

(1) = 55
£ ()



Donc P’estimateur a noyau de la régression est donné par

4

LYK (5F2) ) L K (52) = @uwha) /S @ihe) -
i) = i le(m)#O
| DM si ;K(‘—Ef&)—o,

ou

K vérifie les conditions (K.1 — K.6) et

D, (-’17; hn) = Z ( hn ) .

=1

La consistance de r, (z; h,) dépend du comportement limite de h,, Nadaraya (1964) s’est

interessé et donna le résultat suivant.

Théoréme 1.4. Supposons que E(Yg) < 00, et que fx (x) est strictement positive. Si

hp, — 0, nh, — 400, quand n — oo, alors ry (z;hy,) est un estimateur consistant de r (x).

Preuve
Puisque fy.n (z;h,) est un estimateur consistant de fx (z), il suffit donc de montrer

que @, (z) est un estimateur consistant de

"
3 () =/ yf (z,y)dy .

—00

Nous avons

E (P, (z;hy)) =

oo (552

=a:E[ (7))

- hln/ (Y|X—tK<h )fx()dt
R

- [ ()




Comme @, K. h,, vérifient les conditions de Bochner (1955), on a alors,

nliftoloE (®n (23 hn)) = @ (2)

+
D’autre part. si ¥ (z) = / y2f (x, y)dy, comme les X; sont indépendantes et identiquernent

hate )
distribuées, il s’ensuit quand n — oo,

*+00
Var (@, (z;hy)] ~ ¥ (x) / K2 (t)dt.
o =20

D’ou

lim Var [®, (z;h,)] = 0.

n—oo
Ce qui achéve la démonstration du théoreme,

En outre, Nadaraya (1989) a établi le théoréme suivant.

Théoréme 1.5. a) Si |Y| < C; < o0 P.S et si nh, — 00, quand n — 00, alors

. E[® (k) 1
Ery (zihy) = E{fxn(z;hn)] +0 nhy, )

b)Si EY? < 0o et si nh? — 0o, quand n — oo, alors

E [(Dn (A-'lﬁ h'n)] — 4
T\ Ny) = 77 X },n .
Frn (7 ’ h ) ﬁ" [fx'n (.’I.'; }Ln)] + O (71 2N )

Les hypothéses a) et b) et le Théoréme 1.4 impliquent que 7, (x; h,) est un estimateur
asymptotiquement sans biais de r (x) .
Preuve

En utilisant 'identité suivante

— e 2= e tu (u =), e £ 0,

—
e



ol ¢ est une constante positive. Nous obtenons ce qui suit

Cimny = Elon(xiha)] - .
Ery(zihy) = En @) (Efxn (23 h)) "2 E @4 (23 hn) (1.5)

- Eq)n (mi hn)] [fX,n (.’L‘; hn) - EfX,n (:L'; hn)]
+E{(fxn (@ hn)) " (Efx,n (5 h)) 7 @ (w5 )

[Fxim (3 hn) = Bfxn (2 )] }
— Ed, (.’E; hn) 1. . _
= Efen@hy (e (z) + E ()] (Efxn (23 hn)) 72,

ou
crlz (‘T> = E[(I)n (:L';hn) - E®, ((E,hn)] [fX,n (x;hn) "'EfX,n (5E;hn)] )
czl. (I> = E{(fX,n (x§hn))_lq)n (-Tahn) [fX,n (z;hn) _'EfX,n (w:;hn)]Q} .

Comme Var fx,(zihy) ~ 1 fx (x) [_+°° K*? (t)dt et

nh,

t+°c yif (z,y)dy f+°°K2( ) dt, alors

Var &, (z; hy) ~ nh

[N
Il

ek ()] < [Varfx n (@ ha)]? [Var®, (z; ha)]

0 (n’ll) . (1.6)

Nous constatons aussi que ’hypothése a) implique I'inégalité suivante

2, oy L T oL
’Cn ('1)’ < C’l‘/(”' fX.n (J?,hn) n fX (ilf) K (tﬁ dt (@] nhn . (17)

h'll o =00
En combinant les relations (1.5), (1.6), (1.7) nous obtenons le résultat a).
Pour démontrer le cas b), il suffit de remarquer que la relation (1.6) est toujours valable

mais la relation (1.7) devient

Emax{l}/ll s IYnl}E[fX,n(x;hn)_EfX,n (:1:”7411)]2

Z EY}?

|
= \/n(EYZ)%O( ) =O(n—%hn) )

a.

[~
0
A

Efxn (@) = Efxn (5ha)]*]?

IA

les relations, (1.6), (1.7), (1.8) donnent le résultat b).
Nadaraya (1989) a utilisé ce théoréme comme support pour 1’étude de ia convergence uni-

forme et de la normalité asymptotique de 1, (x; hy,), d’ailleurs il est le pilier de plusieurs

16



recherches sur l'estimation de r (z).
Théoréme 1.6. Soient a, b des constantes —0o < a < b < 00, et v un réel positif, tels que

o0 ~
min fx( ) >0 et Zexp (—ymh2) < oco. Si K (x) vérifie les conditions (K.1 — K.6) et d

alz<
n=1

variation bornée sur [a, b, alors

sup |rn (z;hn) —r(z)] — 0 P.S., quand n — oo.
a<z<b

Nous ne donnons pas la démonstration de ce théoréme, par contre nous énongons les deux
lemmes suivants qui facilitent cette derniére.

Lemme 1.4. Si K (z) vérifie les conditions (K.1 — K.6) et si 0 <Y <1 P.S, alors ils

ezistent Cy, Cy, a1, ag des constantes positives telles que

a<z<b

P{ sup |®,(z;h,) — E &, n)| > )\} < Cpexp (—alnhi) + Cyexp (—aznhﬁ) :

Devroye (1978b) a donné une extention de la consistance uniforme dans le cas multidimen-
sionnel.

La normalité asymptotique de r, (z; h,) a été traité d'abord par Schuster (1970) sur des
points distincts de R, en revanche Nadaraya (1989) I'a généralisé sur R. Les Théorémes
suivants récapitulent nos dires.

Théoréme 1.7. (Schuster (1970)) Soient zi,...,zr des points distincts de R tels que
fx(xz) >0,1<i<k. Si E(Y3) < o0 et st f)'(, o, U, f;’(, " existent et elles sont

bornées, alors

N

(hn) [rn (213 hn) — 7 (21) - . ., Tn (Tk3 hn) = 7 (Tk)] == N (0, C),

o,

C = [(C; )] est la matrice diagonale des covariances avec

Var (Y | X = x;)

Cii=
fX (xz

/K2 ydz, 1<i<k.

-

20« o0 pour § € (3, 1. Si fx(z), ®(x), ¥ (x) possédent

Théoréme 1.8. Soit E|Y

des dérwées continues d’ordre inférieur ot égale a 2, et si de plus n®h2t% — oo, nhS — 0,

17



quand n — oo , alors

fx (z) J

— 00

+oo
V1 (7 (23 he) = 7 (2)) = N (o, Var(Y | X =2) [ o (x) da:) .
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Chapitre I1

ETUDE DES CRITERES D’ERREURS ET DE LA
FENETRE

2.1 Introduction

Pour mesurer la perfomance des estimateurs automatiques de la densité et de la ré-
gression, plusieurs critéres d’erreurs sont disponibles. Ces derniers se répartissent en deux
classes, selon qu’on considére une estimation ponctuelle ou globale.

En ce qui concerne I'estimation ponctuelle de la densité, respectivement de la régression, le
critére le plus utilisé est erreur quadratique moyenne de fx , (25 hy) . et de rp, (27 h,,) défini

respectivement par

E(fxm (z3ha) = fx (@))%,

et

E (rn (z;3hy) — 7 (2))%.

Pour ce qui est de l'estimation globale, le critére communément utilisé est I'erreur quadra-

tique moyenne intégrée de fx , (z;hy) défini par
[ B ) = S (@)

Les critéres considérés ci-dessus ont leur analogue dans L; (voir Devroye et Gyorfi (1985))
ainsi que des versions pondérées. 1l existe d’autres possibilités comme la distance de d’Hel-
linger ou le nombre de Kullback-Leiber relié a la quantité d’entropie (voir le chapitre 1 de

Devroye (1978) pour plus de détails ).



Dans ce travail, nous nous intéressons surtout aux critéres de mesure d’erreur de Lo puisque
ce sont les plus commodes & utiliser d’un point de vue théorique ( voir Hérdle (19905, Hall
et Marron (1991) pour une discussion sur ’adaptation des critéres cités ci-dessus comme
choix correct), par contre les Théorémes de Deheuvels et Mason (2004) que nous utilisons
peuvent étre orientés vers des déviations L.

Dans ce chapitre nous supposons que :

e fx a des dérivées d’ordre inférieur ou égal a trois sur R,

o fxy (z,y) est trois fois continiment différentiable,

e h,, — 0 quand n — oo,

e EY? < o0,

et en plus des conditions (K.1 — K.6), K vérifie :
+o0

(K7) [zK] = /a:K(:c)dm:O,
(K8) [z*K] = / ?K (z) dz < oo.

2.2 Etude de l’erreur quadratique moyenne de

fX,n (CC, hn)

C’est courant de décomposer la différence de fx , (z; hn) — fx (z) en deux composantes :
le terme aléatoire fx ., (r;h,) = Efxn(z;hn);
et le terme biais Efx . (z;hn) — fx (2).

En se basant sur cette décomposition, ’erreur quadratique moyenne peut s’écrire
E(fxn(@iha) = fx @)* = E(fxn(2:hn) = Efxn (2;hn))”
+2F (fX,n (15; hn) - EfX,n (CII; hn))

X (Efxm(ziha) — fx (x))

+(Efxm (@hy) ~ fx (2))2.

a0



Comme le double produit est nul, donc on a

E(fxn(x:ha) = fx (€))2 = Var fxn (z;ha) + (Efxn (2 h) = fx (z))?.

Essayons de trouver des expressions simples pour ces deux derniers termes.

On sait que

1 n .’L'—Xi
, ‘} =
Ef/\‘n (‘1’ L") E (nhn ;K ( hn >>

1 z—-X
- E;EK( - )
= 2 (T2 i (w)d
= m R, )X\ au

En posant £=* = «, la relation précédente s’écrit asymptotiquement,
T

EfX,n (I§hn) = /K (a) fX (:I: - hna) da

R
. 2
- [x@ {f (@) = o (2) + 2L 1 <w>} "
e

-230(1).

En utilisant les conditions (K.7 — K.8), on a asymptotiquement,
h% " 2
Efxn (3ihn) = fx (&) + 2 { fx (@) [PK] +0 (1)}
Finalement on a asymptotiquement,
. h,4 " 2 2
Elfxn i) = fx @F = 2 { (13 @) [#K) + 0}

On a par définition
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Var fxn(z;h,) = Var —ZK (z_Xi) -

1 frx—-X
= WVCL’II\( hn )

_ 1 afr—X 1 r—X 2
= gk ( . )‘W(EK< . ))

En procédant de la méme fagon que précédemment et en utilisant les conditions (K.7— K.8),

on a asymptotiquement,

et

=
o> -

[
TN
3
=
TN
8

o
e
N————
N———
(%

Il
3|
LS
—
8
=
o
~

Ainsi
1

Varfxn (@ihn) = = fx (@) [K°] (1 +0(1)).

Par conséquent, quand n — oo

B(fxn i)~ x @2 = 2 { (55 @) K] 4o
1

o fx @ [KF (1+0(1)).

Quand f;'( (z) # 0, la fenétre

) ._1[ ix (@) [K?] J
h,=nT7 ~ 3 5
(fx (©))" [*K]

minimise asympotiquement l'erreur quadratique moyenne de fx, (z;hy).
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2.8 [FEtude de l’erreur quadratique moyenne intégrée de
fX.n (T\ hn)

L’erreur quadratique moyenne intégrée est donnée par

[Efxn@iha) - fx @)Pda = [ B (@) 2K e

R R

2 .
+[K ] (1+o(1))/fx (z)dzx
R

nhn

4
- /—42 fx @) [PK) de
R

(K]
nh,

+ (1+o0(1)).

Cette quantité est asympotiquement minimisée par

R

2.4 FEtude de ’erreur quadratique moyenne de r, (z;h,)

En tenant compte de la décomposition de ’erreur quadratique moyenne de

fxn (z;hy), Perreur quadratique moyenne de 7, (z; hy,) peut s’écrire
E(rp(z;hy) — 71 (T))2 = Var ro(z;hy) + (Erp (2 hy) — 1 (:r))‘)'

Essayons de donner une écriture asymptotique des deux derniers termes.
La condition EY? < oo, implique le Théoréme 1.5, c’est & dire on doit avoir asymptotique-

ment

E(®, (z;hy))

Erp(zihy) ~ m,



ou

O, (z;hy) = n}z ZYJ( <$;Xi> )
"1=1 n

Donc pour donner une expression asymptotique de Er, (z; hy,), il suffit d’expliciter asymp-
totiquement chaque terme de cette fraction.

On a

E[®, (2;hy)] = E—-l—f:m{ (z _ X")

En posant 5= = « et en appliquant les conditions (K.7 — K.8), la relation précédente,
s'écrit asymptotiquement
E[®,(z;hy)] = /K (@) r (z — hpa) fx (z — hpa) do
R
' ) haa)? .
= /K(a) {r(a:) — hpar (z) + ( 20) T (a:)}
R

2 2
) {f x () = hnafy () + P2l g w} da+ ol

2

= /K (O) {T' (1‘) fx (1:) - hnar, ((L') fX (1‘)
R

2

[ (z) fx (z)] } do + %ﬂo (1)

®h2

—hnar (z) fy (x) +

h’?t ” 2 h% )
= (@) fx (@) + 3 [r(z) fx ()] [t°K]+ o).

On a aussi d’aprés précédemment 'expression asymptotique de Efx n (z;hy), C’est a dire

2
Bfxon (@ih) = Ix (2) + 52 { f (&) [PK] + o)}
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Par suite, asymptotiquement

Er, (wihy). = " )fx( + % [r (@) fx (@) K], h )

{1+—f—3$—f;; tZK]} 2
= ()+ﬁ;{[r()+2r’(z)i(—m—)} [t2K]+o(1)}.

fx (z)

Ces mémes relations combinées avec 'expression de la variance asymptotique de fx » (z; hy,),

nous meénent a donner la formule de la variance asymptotique de r, (z; hy),

02

1
nhn fx (z)

Varr, (z;hy) = [Kz] (1+0(1)),

on

o =Var(Y | X = x).

Finalement, on a

(k) = () = Efm_ r (2 - f;((ﬂ) 2 -
E(rn(@ihn) = r(@))” = H (2) +2r (2) T [t°K] +
ro(D} + — % [K?] (1+0(1)).
nhn fx (z)

D’ou le h, minimisant I'erreur quadratique moyenne de r,(z; h,) est donnée par

=1

5

~1 fX (z) [KQ]

he {’-23 [ (z) + 2r' (z) “UJ [t?K}}2

Il est évident que tous ces arguments sont aussi applicables pour les noyaux d’ordre supé-
rieur ( voir Bartlett (1963); Watson (1964) et Leadbetter (1963); Epanechnikov (1969) ;
Deheuvels (1990); Schucany (1989); Scott (1992); Berlinet (1993)), ou [tPK] = 0 pour
p=1....g-1let[t'K] #0.

Nous remarquons que 'expression de h, optimal, minimisant asymptotiquement les trois
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critéres d’erreurs cités précédemment a la forme Cn% , ou la constante C est en fonction
de distributions et de termes aléatoires inconnus. Pour couvrir cette difficulté, beaucoup de
résultats ont été proposés. Nous, nous limitons a quelques travaux sur ’estimation de la

densité.

Une théorie semblable sur la régression a été traité par Hardle (1990) ; Wand et Jones (1995).

2.5 Quelques méthodes d’optimisation de h,

Ces méthodes d’optimisation de h, ont fait ’objet de trés nombieux travaux de re-
cherche durant cette derniére décennie. Par conséquent, nous ne pouvons pas énoncer la
totalité de ces élaborations ni tous les auteurs qui y ont coopéré, nous nous citons que

quelques uns.

2.5.1 La méthode de pseudo-maximum de vraisemblance (Pseudo Likelihood
Cross-Validation)

La méthode de pseudo-maximum de vraisemblance appelée aussi la validation croisée de
Kullback-Leiber (Kullback-Leiber Cross-Validation) ou tout simplement la méthode de la
validation croisée, a été étudiée par Habbema, Hermans et Van Der Broek (1974) et Duin
(1976). Elle est fondée sur une combinaison du principe de la validation croisée et des idées

de vraisemblance, elle consiste & maximiser 1’expression suivante

n
L (hn) = [1 fxn (Xs;hn). (2.2)
=1
Cette derniére quantité a un maximum trivial en h, = 0. Pour éviter ce probléme de

dégeénérescence, Habbema, Hermans, Van Der Broek (1974) et Duin (1976) ont eu re-
cours au principe de validation croisée en remplagant dans la relation (2.2) chaque facteur
fxn (Xishn) par fx.n (Xiihn), Pestimateur de la densité calculé sur le sous-échantillon

Xlw' : ‘7X1—17X1+1a' c 3X'nv i'e'v

fx,n (Xi;hy) = —ﬁ—l—_ Z 1% (XJ« - X_)



Schuster et Gregory (1981) ont montré que dans le cas ou le noyau est 4 support compact ,
I'estimateur obtenu en remplagant h, par sa valeur optimale, notée hprcv, est sévérement
affecté par les lois de probabilité ayant des queues lourdes, i.e., des lois qui contiemmnt
relativement moins de probabilité dans ses régions centrales que dans ses queues.

Pour illuster le probléme rencontré, nous supposons que le support du noyau K est l'inter-

valle [-1, 1]. Soit X ,..., Xnn la statistique d’ordre de X}, ..., Xy, si
ha < Xn‘,n - Xn—l,nv

nous avons

an‘n - ‘Xn—l,n
hr

Xn,n - JY],n
hn

1< < pour tout 1 < j <n-—1.

Ceci implique que fx)n (Xnnihn) =0etdonc L (hy,) = 0. D’ou le paramétre h, qui maximise

L (h,), ie., hproy doit satisfaire :
hprov 2 Xpn — Xn-1,n pour tout n.

Une condition nécessaire pour la convergence de ’estimateur a noyeu ve.s la densité fx est
hy — 0 dans un certain mode de convergence. Le probléme qui se pose avec des lois 4 queues
lourdes est que ’espacement des statistiques d’ordre extrémes ne converge pas vers zéro dans
un certain mode de convergence (voir la deuxiéme partie de la thése). Nous profitons de
cette occasion pour citer les travaux de Deheuvels et Devroye (1983), qui montrent que
la convergence dans L; de l’estimateur correspondant a la fenétre maximisant L (hy) est
caractérisé par la stabilité des statistiques d’ordre extrémes de fx.

La consistance des estimateurs par la méthodes de lz validation croisée a été fourni par
Chow, Geman et Wu (1983). Ils ont été les premiers & donner une description théorique
dans le cas continu, ils ont montré que si le noyau K et la densité fx sont & support
compact alors ’estimateur correspondant est consistant.

Pour remédier aux problémes des lois & queues lourdes, Hall (1978) a tronqué la densité
de I’échantillon observé a un intervalle borné ou fx est supposée strictement positive, il a
montré que sa procédure pouvait conduire a de mauvais résultats. En fait, si fx est concave

sur l'intervalle d’estimation, la fenétre maximisant L (h,,), était de 'ordre de n3 , et non



de n%. Cependant, Marron (1985) a proposé une modification de la fonction de pseudo-
maximum de vraisemblance a validation croisée, la fenétre choisie par cette méthode ayant
les mémes propriétés. asymptotiques qu’un choix déterministe de h,,.

Finalement, nous citons les travaux de Hall (1982) ou il est démontré que la méthode
de pseudo-maximum de vraisemblance est influencée par l'interaction existant entre les
propriétés de queues du noyau et de la densité a estimer. Aussi, une caractérisation en est

donnée en montrant qu’elle vise la minimisation du nombre de Kullback-Leiber et qu’'elle

est plutot adaptée aux problémes de discrimination.
2.5.2 Meéthode de la validation croisée des moindres carrés

L’erreur quadratique intégrée est un autre moyen d’estimation globale, on I’a pas citée
auparavant car elle n’est pas utilisée dans notre travail, mais nous verrons dans la suite qu'il
est important de connaitre sa fenétre optimale.

L’erreur quadratique intégrée est donnée par

ISE (hy) = / (Fxm (3 ) — fx (@) dz.
R

Elle peut s’écrire

ISE (o) = [ G it do =2 [ frn (aihn) S @) = [ (@) @23)

K R R
Nous constatons que le premier terme est connu par le statisticien alors que le dernier terme
est indépendant de h,,. L’idée de Rumedo (1982) et de Bowman (1984) consistait & trouver
un estimateur noté LSCV (h,) a partir des données disponibles et qui en moyenne coincide
avec les deux premiers termes trouvés en (2.3). Le choix de la fenétre, notée hysoy (LSCV :
Least Squares Cross-Validation ), s’effectue alors en minimisant LSCV (h,) par rapport a

hyn. L'expression de LSCV (h,,) est donnée par :
. . 9 no
LSCV (hn) = / (Fxn (@5ha)) dz = =37 fxn (X5 h), (24)
R 7=l

ol

ﬂ ) (X - X,
X.:hy) = ——— E K2ty
fX,n( i ) (7' — ]_) hn . L ( h‘n’ >
J=lg#
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Une autre écriture intéressante de cette méme expression est donnée par :

oo o NP2 Xi— X\
LSCV (h,) = o Z;” (—T—]) ’

ol
v (u) = /K(t)K(t-%—u)dt-—QK(u).

Nous avons E (LSCV (h,)) = E(ISE (h,)) — /ff(, ce qui montre que LSCV (h,,) + /f‘{
est un estimateur sans biais de MISFE (hy,) (l'érreur quadratique moyenne intégrée). i\liui—
miser £ (LSCV (h,,)) revient exactement & minimiser ['erreur quadratique moyenne intégrée
MISE (h,) puisque le terme / ff( est indépendant de h,,. Si nous supposons que les fenétres
minimisant E (LSCV (hy)) (,t LSCYV (h;,) sont proches I'une de I’autre alors la minimisa-
tion de LSCV (h,,) peut conduire a de bons choix de la fenétre.

La méthode de la validation croisée des moindres carrés est une des méthodes qui s’adresse
plutot an critere ISE qu’au critére MISE. En fait, le critére ISE a I’'avantage de produire
une fenétre aléatoire qui rapproche fx ., (x5 hy) le plus de fx () pour un échantillon donné,
au lieu de le faire par rapport a tous les échantillons comme c’est le cas du critéere de MISE.
Le fait que la fenétre choisie par cette méthode est asymptotiquement correcte a été dé-
montré par plusieurs auteurs ; nous citons, entre autres, les articles de Hall (1983) et Stone
(1984).

Hall a été le premier a démontrer des résultats de ce type. Il a montré que sous certaines

conditions sur fy (z) et K|
hrscv
—_—
hamise

en probabilité quand n — oo, o0 hypr75E représente la fenétre minimisant I'erreur quadra-
tique moyenne intégrée asymptotique donnée précédemment.

Hall et Maron (1991) ont montré que sous les hypothéses suivantes :

oK est un noyau a support compact, symétrique et posséde une premiére dérivée Holde-
rienne.

e fx est bornée et deux fois dérivable, flx et fx sont bornées et intégrables, et f/(\?) unifor-

mément continue.
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Si nous posons

2 1
Coz[KQ].C tK /f (a: ) dz, C—(fcb,l) )

alors,

Théoréme 2.1. (Hall-Marron (1991)) Sous les hypotheses précédentes,

2
‘i(/llsu ~’L151)*—'1\/<y (g-;) )

et
ni (hisg — huise) — N (0, <%§>2) ,
: Cy = i(;,” + 12C,C%,
g = <C> (/fx >/[ K (y+2) {zK (2)} dz]zdy+(202[t21\])
2
{ )t = ([ @) x @) o) }
et

a

L3 (V)

- (pl‘); (/Aff( (.zt)dm) [ﬁ (K)z] + (26, [2K])?
x{/(ff%( ) ix (@) dm—(/fx ) fx l;dj}.

Il est plus intéressant de représenter ces résultats sous cette forme

3 (hiscv ) L 9
nito | —— ~1} — N (0, 07},
( hise (0, 73)

3 ( hrsg L .
n1io <_[.S_f_ — 1) - N (O’ (fﬁ)’
hyise
ou
Ty ¢ g2
Tq = e Ty = .
AN ' G0,

Pour montrer (2.5) et (2.6), 1] suffit de remarquer que;

)

3 .
W (’lLscv B 1) _ n1 (hpsev ~ hisk)
hisk

T
nshise
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mazs d’apres le Théoréme de Hall -Marron (1991), nous avons

1 i - =1
nshjsg =nshy s + ()p (n 10) =Cy+ Op (1) .

Les Théoremes de Hall, Marron et Slutsky (voir Serfling (1979) p19) achévent la démons-

tration).

Le Théoréme 4.1 de Scott et de Terrell (1987) montre que sous certaines conditions, nous

avous :
'n—l% (hLSCV _ 1) __If_+ N(O, G%SCV)’ (27)
hatise
o
2 B 2 [qo® (w)du [ f2 () da
Lscy = TR I g
25[2K]% ( fo (fx)” (@) dz)” ((K (1))}

et

g(u)=u /‘I\' (t) K'(t + u)dt — 2uK' (u) .

Nous constatons que la vitesse de convergence de hyscy vers hjsg est assez lente.

Cette derniére remarque laisse & supposer que la méthode des moindres carrés a validation
croisée n'est pas aussi performante qu'on le croyait, et Pexpression asymptotiquement cor-
recte doit étre interprétée avec précaution. Cependant, la vitesse de convergence de h;gp
vers harise est du méme ordre de grandeur, ce qui est rassurant dans un coriain sens et
justifie I'utilisation de cette méthode. Puisque les vitesses sont si lentes, les constantes o3
et a3 ont un role considérable a jouer. Dans ce cas P'inégalité de Cauchy-Shwartz permet
d’aftirmer que 03 > o3

Le fait que nio est présent dans les deux relations données par (2.5) et (2.6) laissent a

suspecter que cette vitesse de convergence est la meilleure possible. En particulier, Hall et

Marron (1991) ont montré sous certaines hypotheéses, que pour toute fonction mesurable

7 hyse =1
lim lim inf sup Py < fl—————”-ii l)
e—0 n—oxc 7ey . hlS’b’ |

ou

”

Z = {f; f densité deux fois dérivable telle que : 'f (ﬂ‘ <B, B>» ()} }
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La conséquence de ce résultat est, bien que la méthode de la validation croisée des moindres
carrés donne une fenétre qui n’est pas trés proche de Poptimum, qu’elle reste la meilleure
méthode automatique de sélection d’une fenétre si ce sont les mémes hypotheéses sur fx qui
sont posées.

Toutefois, un des inconvénients de cette méthode est que la fonction LSCV (h,,) semble (voir
Scott et Terrell (1987) ) posséder plusieurs minima locaux. Ce fait a été analysé théorique-
ment par Hall et Marron (1991). En modélisant cette derniére fonction sous la forme d’un
processus aléatoire Gaussien, Hall et Marron (1991) ont montré que : asymptotiquement,
le nombre de maxima locaux de LSCV (h,) était une fonction croissante d'un rapport de
deux quantités mesurant les irrégularités de fx. Une solution a ce probléme est de choisir
le plus grand parmi ces minima.

Nous terminons ce paragraphe par citer un second inconvenient qui est le temps consommé
par cette méthode du point de vue caleuly la méthode de la transformée de Fourrier rapide
FFT (Fast Fourier Transform) peut alors étre appliquée pour pallier & ce dernier probléme

(voir Silverman (1986) p. 61).

2.5.3 Meéthode d’injection (Plug-In methods)

On sait que le choix optimal asymptotique de la fenétre minimisant 'erreur quadratique
moyenne intégrée de fy , (x; hy), dépend de la densité, du choix du noyau et de la taille de

I’échantillon et elle est donnée par :

o
x

hamise = a(K) B(fx)ns,

ou

(<

oK) = {[K?) [K] "}

et
=1
5

B(fx)= / [f;; (a:)rdw
R

L’idée essentielle de ces méthodes consiste a remplacer la seule partie inconnue dans (2.8),

B (fx), par un estimateur consistant. L'idée de base semble remonter aux premiers travaux

32



de Woodroofe (1970). parmi les auteurs qui s’y sont également intéressés, nous citons Shea-
ther (1992) et Park et Marron (1990).

Nous profitons de ce paragraphe pour décrire la méthode appelée communément régle du
pouce (Rule of ’l‘lmml‘)), elle est a rapprocher des méthodes d’injection et cousiste a rem-
placer fx dans hgparjgr par une densité normale de parametre d’échelle A et ensuite a
I'estimer. Cette approche revient a Deheuvels (1977) qui fut le premier & la proposer. La

fenétre donnée par la régle du pouce a pour expression

-
i

hier = 13643 { (K] [1K] 7} 0 (2.9)

Ol A est un estimateur robuste de A, ¢lest adire, verifiant A - A = (), (’u, 2 )
Nous n'avons pas voulu citer cette méthode en détail car elle n’est pas entiérement auto-

matique puisqu’elle utilise une information a priori sur fx.
2.5.4 Meéthode de la validation croisée biaisée

Scott et Terrell (1987) ont proposé et étudié cette méthode qui est hybride, combinant
les méthodes dites d’injection et la méthode de la validation croisée des moindres carrés.
Nous savons. apres étude de Perreur quadratique moyenne intégrée de

fx . G hy). sa représentation asymptotique est donnée par

A’2 . 2 h4 ’ " 2
AMISE (hy) = Ly + [tzK] —n/ (fx (2‘)) dx.
nh,, 4

R
La fenétre obtenue par cette méthode, notée hgey, est le paramaotre minimisant Uestitnateur

de AMISE (). obtenu en remplagant / (f’\ (.’1:'))- da par

R
| / (Fin X,)>2 de — n;n | / (K (t)}2 dt.

R K

Plus clairement, hgeoy minimise la fonction donnée par :

R [PK] e (xl - X, .
BCV (/L”) = —);}Tn— -+ __-—th';zl ZZ(/) \—_——h” ) s (.210|

ol
6 (u) = / K (t) K" (t +u) dt.

R
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(On notera la similitude des tonctions LSCV {h,,; et BC'V (h,,) données respectivement par
(2.4) et (2.10).

A la différence des méthodes d'injection. le parmmnetre utilisé dans Uestimateur de [ (f/x)“)
est le meme que celui présent dans la représentation asymptotique de Uerreur quadratique
movenne intégrée. Dans les méthodes d'injection. on considere que le p.oo e de Pesti-
matenr | (/'\Y ost différent du probleme de estimation de la densite, par conséquene,
I'utilisation d’une autre fenétre différente de celle présente dans AMISE est nécessaire.

Pour la méthode de la validation croisée biaisée. Scort et Terrell (19873 ont établi des resui-
tats analogues & ceux du paragraphe précédent. Nous allons en donner une extension faite
par Park et Marron (1990).

Théoréme 2.2 Si f est régulier d ordre p (vowr Défivation 4,11 nous avons quand 2 < p -

) I

ey k
- -1 = () > n .
hatise ! \ >
et quand p > 2.5
o < hpev 1) LN (0. 52 ), (2.11)
Marise ‘
ol
[t"”f\'] 5 /(_92 (z) dﬂf/ff( (2) dua
. 5 5
nBov L
17
200 / (fy (@) da] [K¥5
L& ]
avec '

O () = /[\' (VIS et
J

o«

-

La comparaison des résultats tronvds ca o2 100 o (2.7 moatee que ie facteur n 1 est

le méme daus les deux quantités. Comme cette vitesse est assez lente. les con<tantes afgm

ot f’ﬂ.(.\ sont determinantes. Scott et Terrell {1087) ont imontré que la constante (J’ ast.

infericure a la constante ﬂf\_“, De plus. ils ont remarquée que pour des échantillous dont la

taille est de Vordre de 25, a fonction BCV {h,,) souvalt ne pas présenter de minime locaux

et que ce probléme disparaissait en augmentant la taille de 'échantillon.
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2.5.5 Sur-estimation (oversmoothing)

Nous savons que la représentation asymptotique de h minimisant ’erreur gua-
Y AMISE 4

dratique moyenne intégrée de fx,, (x5 hy,) est

, K7 |
harisg =ns . : (2.12)
ek [ [f @)
R

Si nous pouvons trouver une borne inférieure a la seule quantité inconnue dans hanse
qui est [ ([\)’) sa substitution dans (2.12), donne une fenétre qui sera plus grande asymp-
totiquement que toute autre fenétre minimisant le critére d’erreur quadratique moyenne
intégrée de fx, (2;hy,) (MISE). Cette idée a été proposée par Devroye et Gyorfi (1985)
dans le cadre de L; et par Scott et Terrell (1987) dans celui de Ly. Terrell (1990) a montré
que si la densité fy posséde une variance o2, alors la fonction | (fx)z est Iélément de la

famille donn¢e par :

35 3 o
h(z) = w-e?)",  —l<esl
0, sinon,
de variance o2. Plus précisément,
« )\ 3
],(vl.)_{%a%) (1—£’E) ) ~30<xr<30
- 0, sinon.

Plus généralement, la famille des lois 8 (k + 2, k + 2) minimise la quantité | ( §(k)>2
correspondant aux noyaux d’ordres supérieurs. Des résultats similaires existent aussi pour
I'histogramme.

Toute fenétre h4p/75p minimisant 'erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique vé-

rifie la relation suivante :

si—

hoanrise < 30~—=

WIN

(& ])
([fz[\]‘;

La fenétre obtenue par la méthode sur-estimation, notée hog, est d-nnee par :

, ([K?])]

hos = 36
([12R])°

=

(35m) %

(SIS



ot & désigne un estimateure robuste de I'écart-type o obtenu a partir des données.
L’un des intéréts de cette méthode est que 'estimateur obtenu est stable puisque les données
n'interviennent que dans 'écart-type, ot que 'on connait des estimateurs de cette derniére

quantité qui ont une vitesse de convergence assez rapide.

2.5.6 L’estimateur proposé par Kappenman

L’estimateur de Kappenman (1958) consiste 4 considérer deux estimateurs différents de

E(fx (X)).

Un premier estimateur de E (fx (X)) est :

/hnr/mwm—2h§jzyW< ”‘ﬁ,

1=1:1=1

ot K* désigne la convolée de K par lui méme, i.e., K* (u) = KxK (u) . Le second estimateur

1 « (X - X
TR > I‘( )
J=1 z—l;;éz

Le paramétre de Kappenman, noté hg, est la solution de 'équation,

e (Xim X _1¢- ! g (KX
nzh ZZI ( )”'ﬁzm—whn 2 "< T )

ost

=1 1=1 = i=1,j#1
qui, si le noyau est normal, apres simplification devient,
n 2 2
(XJ‘-—Xi) n—1 j—Xi) .
. — — Y T = (). 2 13
Z exp Qh% n\/_ n -+ Z exp 4}1; ( )

1=1,77#1 =171
Son idée était basée sur le fait qu'une valeur raisonnable du parameétre hy, est celle gqni A
partir de deux estimateurs convenables d’'une méme quantité, produit le méme estimateur.
Mielniczuk, Sarda et Vieu (1989) ont prouvé que la fenétre choisie par cette méthode est
asymptotiquement sous-optimale (voir Marron (1992)). L’idée intuitive de Kappenman et
les résultats pessimistes de Mielniczuk, Sarda et Vieu (1989) ont conduit Marron (1992) a

modifier cet estimateur afin de réduire son biais. Il a aussi montré que by a une distribution

asymptotique normale et que,

h,\ _1_01)(1 _6_1>
hFK
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ol hg est la solution de la moyenne de la quantité donnée en (2.20,.
Nous remarquons que cette correction a permis une nouvelle caractérisation de la fenétre

hysov discutée antéricurement.
2.5.7 L’estimation des k points les plus proches

Nous achevons ce paragraphe par un dernier estimateur des & points les plus proches,
cette méthode a été proposée initialement par Fix et Hodges (1951) et introduite explici-
tement et étudiée par Loftsgaarden et Quesenberry (1965). L'estimateur correspondant est

défini de la facon suivante :
k=1
- 2ndy ()’

fa (@)
ou dy (z) représente la distance de x a son k"¢ voisin le plus proche o Xy, ..., Xy Cet
estimateur a été étudié par plusieurs auteurs, nous citons particuliérement Moore et Yackel
(1977), Mack et Rosenblatt (1979), une étude détaillée se trouve dans Bosq et Lecoutre
(1987).
Si on veut estimer une densité en un point particilier «x, il est naturel de construire un
estimateur basé sur les observations situées dans un voisinage de ce point. La différence es-
sentielle entre estimateur des & points les plus proches et les estimateurs a noyau discutés
précédemment est que le nombre d’observations est spécifié & 'avance et c’est la mesure du
voisinage qui est aléatoire alors pour lestimateur naif, par exemple, le nombre d’observa-
tions situées dans le voisinage de x est aléatoire alors que la mesure de ce dernier est fixe.
Dans les quenes d’une distribution, le nombre d’observations peut e res faible ot Pesti-
mateur des & points les plus proches se trouve alors plus adapté a ce genre de situation que
Pestimateur a novau fixe.
Notons que cet estimateur n'est pas une densité et qu'il est plutdt réservé a I'estimation

ponctuelle de la densité,
Jusqu’a présent nous avons discuté surtout sur la fenétre optimale minimisant les critéres
d’erreur de fx, (x; hyp). une théorie trés semblable a été établie sur r, (z; hy) (voir Hardle

(1990), Waud et Jones (1995)).
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- an

ol hp est la solution de la moyenne de la quantité donnée en (2.13).
Nous remarquons que cette correction a permis une nouvelle caractérisation de la fenétre

Iy scy discutée antérieurement.
2.5.7 L’estimation des k points les plus proches

Nous achevons ce paragraphe par un dernier estimateur des &k points les plus proches,
cette méthode a été proposée initialement par Fix et Hodges (1951) et introduite explici-
tement et étudiée par Loftsgaarden et Quesenberry (1965). L'estimateur correspondant est

défini de la facon suivante :
k=1

fn(z) = m,

ou dy () représente la distance de x a son A*™¢ voisin le plus proche i Xy, .00, X, Cet
estimateur a été étudié par plusieurs auteurs, nous citons particulierement Moore et Yackel
(1977), Mack et Rosenblatt (1979), une étude détaillée se trouve dans Bosq et Lecoutre
(1987).

Si on veut estimer une densité en un point particilier «, il est naturel de construire un
estimateur basé sur les observations situées dans un voisinage de ce point. La différence es-
sentielle entre Pestimateur des & points les plus proches et les estimateurs & noyau discutés
précédemment est que le nombre d’observations est spécifié a ['avance et c’est la mesure du
voisinage qui est aléatoire alors pour 'estimateur naif, par exemple, le nombre d’observa-
tions situées dans le voisinage de z est aléatoire alors que la mesure de ce dernier est fixe.
Dans les quenes d’une distribution. le nombre d’observations peut e.oe wres faible ot Pesti-
mateur des A points les plus proches se trouve alors plus adapté a ce genre de situation gue
Pestimateur & novau fixe.

Notons que cet estimateur n’est pas une densité et qu'il est plutét réservé a |’estimation

ponctuelle de la densité.

Jusqu’d préesent nous avons diseuté surtout sur la fenétre optimale minimisant les criteres
d’erreur de fx,, (x; hyp). une théorie trés semblable a été établie sur 1, (z; hy) (voir Hardle

(1990), Waud et Jones (1995)).
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Discutons maintenant sur 'évaluation de la vitesse de convergence des estimateurs.

2.6 Fvaluation de la vitesse de convergence des estimateurs

7

Soient Uy, ..., U,, une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme sur

[0, 1], Gn (t) la distribution empirique définie par

1 n
Gn(t)-:;zé 1{U,‘St}v —00 <t < 400,
=1

et @y, (h) le module de Voscillation du processus empirique uniforme donné par :

Vh. 0 < h <1

o, () = snu){|\/r—t{G“(t+s) -Gy (1) —s}| <t t+s<1,0<s< h}.

Stute (1986Ga) est initiateur de la convergence presque siire du module de Poscillation du
processus cmpirique uniforme, il a montré que si (hy,) est une suite de nombres réels positifs
vérifiant les conditions suivantes :

(i) hp — 0, nh, — 0o quand n — 00;

(1) #ﬁ_— — 00, quand n — oo;
h”

(i11) i — 00 uand n — oo
i log logn - 9q :
alors

nhn
lim Zn (n)

"‘“”,/zhnlogﬁ5

Cette quantité est une source importante de plusieurs résultats sur la vitesse de la consis-

=1 PS. (1.14)

tance uniforme des estimateurs.
A partir de la relation (1.14) Stute (1986b) a ¢tabli la vitesse exacte de la consistauce forte

uniforme du noyau fx., (@; hy) sur des intervalles compacts de R; a savoir, sous certaines
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conditions sur fy.

' N /” - F &/ N } 1 . .
lim y/nh, sup xn (22 ) = Efxn (20 )| =1 £S, (1.15)
n—oo zeJd \/2 [K?] fx () log -

ou J est un intervalle compact de R.
Deheuvels et Mason (1992) ont étendu le résultat (1.14) aux fonctions aléatoires ¢, (¢, .)

définies sur [0. 1] par :

ot 8) = /}:—‘ (G (t + hns) — G () — hns},

on0<s<1 0<t<1—hy,.

Cette extension leur a permis d’obtenir une vitesse exacte de la consistance forte pour un
nombre d'estimateurs non paramétriques de la densité (voir le corollaire 3 de Dehenvels
et Mason (1992)). Motivés par ces travaux , Einhmal et Mason (2000) ont développé des
techniques pour la théorie des processus empiriques qu'ils ont combinées avec les méthodes
Deheuvels et Mason (1992) pour aboutir au résultat suivant :

Soient I = [a,b] un intervalle de R, p une constante réelle superieur a 2 ,

= {_{};g une fouction mesurable telle que sup |g (y)] < oo,
yeR

et supE(g(Y)P| X =2)< oo},
zel

Wa (2 g) = 3 (c(2) g (Y +d(2) K (¥52) =nEl(c(x) g (V) +d () x K (52)].
=1

02 = supsup E [(c(z)g(y) +d(2)? ] X = z] fx (2) [K?]
geF z2€l

ol ¢ et d sont deux fonctions continues sur I .
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Théoréme 2.3. Si K est une fonction continue sur (:2-1- %], vérifiant (K.1) et (K.5),

et si (hy) est un parametre réel positif vérifiant les conditions suivantes :

(1) hn — 0, nh, — 00 quand n — oo;
- log hn )

(i1) i%‘é%,]; — 00 quand n — oo;

(4i1) T"%l; — 00 quand n — 00 ,
Cea 1 1-2p

(ditd) h;' < (Bgﬂi:;) pour p > 2,

alors
SUDPger SUp,ey IWn (Z, g)l P
— o’
\/2nhy, |log hy| n—oo

En combinant ce théoréme avec les méthodes de Deheuvels et Mason (1992), Einhmal
et Mason (2000) ont déduit une vitesse exacte de la consistance forte sur des intervalles

compactes pour un certain type d’estimateurs non paramétriques.

Soient .
Y9 (M) K (5%)
Tn (Z,g) == T X )
SHE
ma(,0) = =B s (0 K (252),
n im1 n
et

Tab = SUpPSUp Var(g() | X =) [K2]
b 9EF 26l VIx (2) ‘

Corollaire 2.1. (Einhmal et Mason (2000)). Si les conditions (i — i1it) (K.1) et (K.5)

sont vérifiées, alors

sup (1.16)

z€J n—oo

— {lfx,n(z; ha) = Efxcn (2 hn)|} b
i V2[K? fx (2) |log hn|

et
SUPger SUP,cs [Tn (2,9) — (E mn (2,9)/ Efxn (25 ha))l p

— Ta,b,
V2 |log hy| n—oo
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Nous constatons que ces résultats sont meilleurs que ceux de Héirdle, Jansen et Serfling
(1988) qui ont obtenu seulement des vitesses approximatives.
La meilleure évolution de la vitesse est traitée par Deheuvels et Mason (2004), elle leur

a permis de construire des bandes de confiance asymptotiques basées sur le résultat de la

consistance uniforme des estimateurs sur des intervalles fermés de R.

2.7 Bandes de confiance

Deheuvels et Mason (2004) ont établi des bandes de confiance simultanées asymptotiques
uniformes et non uniformes pour les fonctionnelles de la distribution (X, Y), ils s’intéressent

en particulier 4 la régression de ¥ (Y) sachant X = z, notée par
v(z)=E(¥(Y)| X =1,

ou ¥ est une fonction mesurable 4 valeur dans R et bornée sur chaque compact de R.
Ils imposent certaines conditions sur la distribution du couple (X, Y) fournies par les hy-
potheses (F.1 — F.4) ci-dessous

Notons par I = [a, b] et J = [a', b’] deux intervalles de R tels que
—o<ad <a<b<b <+4oo.

(F.1) pour chaque z € J, lim fxy (2, y) = fx,y (¢, y) pour presque tout y € R;

z—zx; 2€J
(F.

)
2) f

(F.3) Y1{xes) est borné;
)

(F4) Brwy = Supgeg E(M (¥ (Y)]) | X = z) < o0;
ol

x (.) est continue et strictement positive sur J;.

M (z) = zP pour p > 2; ou bien M (z) = exp (sz) pour s > 0.

Leurs estimateurs sont basés sur les estimateurs 4 noyaux non paramétriques de Akaike
(1954), Rosenblatt (1956), Parzen (1962), Nadaraya (1964) et Watson (1964). Par noyau,
ils entendent une fonction K (.) mesurable & variation |K|, bornée sur R, tel que

0<|Kl|, = [ |dK (t)] < 0.
/
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De plus, le noyau K (.) vérifie
(K.1) (i) K = K; — K, ou K; et K, sont non-décroissantes sur R;
(i) K, et K3 sont continus & droite sur R;

(1ii) K, (s) = 0; j=1,2, pour s ¢ [—%, %) , pour un certain ¢ €10, oo[ ;
(K.2) /K (t)dt =1.
Pour laniéalisation de leurs travaux, ils ont choisi une fenétre aléatoire H, (z) et une fonction
aléatoire ©, (), telles que :
Hy(z) = h,Cr(z),z € 1;

(B.1) P (clhn <inf Hy, (z) <sup H, (z) < czhn) — 1, quand n — oo;
zel zel

(B2)Ve>0, P (sup

€l

E%P—C(x). _>_5) — 0, quand n — 00 ;
(©1)Ve>0, P (sup

%ﬁl——ll>s>—>0, quand n — 00 .
z€l

ol © (z) et C () sont des fonctions spécifiées positives ‘et continues sur I, c; et c; sont des

constantes strictement positives et h, est un parameétre réel pbsitif vérifiant les conditions
suivantes :

(H.1) h, — 0, quand n — oo;

(H.2) 2o _ o0, quand n — oo;

logn
(H.3) nhy, {X/I%fn;)’} — 00, quand n — oo.
Notons que pour tout z € J, les conditions (F.1 — F.4) impliquent que la fonction de
régression de ¥ (Y') sachant X = x et la variance conditionnelle de ¥ (Y') sachant X =z

sont bien définies et elles sont données par

_1
fx ()
R

re(2)=E(Y)|X=1z)=

on

my (z) = / V() fxy (@ y)dy
R



et

0y = Var(¥(Y)|X =2)
T ?;l(f—«)in/(‘l’(y)—w (@))? fx,y (z, y)dy .

Posons
1 & L X,
m¥in (T3 hn) = —"Zme( ) ,
nhy, — hn
= ‘P(Y.')K( )
z-X; S1 fxn(l" hn)¢0,
L x(5)
T\Il;n(x;hn) =
%;\P(Yi) si fx.n(x; hn) =0,
\ 1=
r i (¥(Y3)=rw.n(@ihn) 2K(=-x )
= - si fxn(z; hn)#0,
z‘;K( hn )
U\Qll;n(z;n) = 4
LC n
%Z %Z Y; 2 si fX,n(‘w, }l;,;::O,
\ =1 5=1
(BwmreEsS) -
SRy B b0
ET‘I’;n(fC; hn) = ﬁ
\E(\II (Y)) Si Efxyn (z; h") —_ 0,
alors,

Théoréme 2.4. (Deheuvels et Mason (2004)). Sous les hypotheses (F.1), (F.2), (F.4),

(K1-K.2), (H1- HZJ3), (B.1), (6;) et quand n — oo,

S an (x) % )T T,
z‘é‘?*{mga,x(m/ﬂn (w»} {On (@) rasn(w: Hn (7)) (217)

—B ry.n(z; Hy (m))} P, [Sup{e2 (z) G\p }/Kz (t)d }

z€l
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Si, de plus la condition (B.2) est vérifiée,

1

{ 2logg :?Tfr/ ) } 5up =0, (2) {ryun(z; Hn (2) (2.18)

_E r\p;;,(x;Hn (z))} £, [sup{ o@ x)}/m (t) d

z€l

Théoréme 2.5. (Deheuvels et Mason (2004)). Sous les hypothéses (F.1-F.2), (K.1 — K.2),
(H1-H3). (B.1), (©:) et quand n — oo,

nH, (z) 2
i byt et U R SEEAC) (219
1
—E fx(z; Ha(z))} = lsup {6%(z) fx (2)} /K2 (t) dt‘
z€l ‘R
Si de plus la condition (B.2) est vérifiée,
Tl (7 | 25209 s ) a2

) | e @@ [
E fxin(z; B (2))) L\g{ Sl R/K (1) dt

ou |I| = b—a et logg g (|I|/ hn) = log (9\/u { /K2 ® dt}) , 8 = 7 (voir la remarque
R
(2.4)).

Remarque 2.1. Pour un choiz convenable de la fonction aléatoire

L,(z) =L, (Xy,...,Xn; ), les relations du Théoréme 2.5 peuvent s’écrire sous la forme
supt { s b i Ha (@)~ E (i Bn@)} 21 @21
et si de plus H, (z) est choisi de telle fagon que le biais de fx (z) soit négligeable, c’est a
dire
sup  { s 1B fntos Ha (@) = Fx @)} 20, (2.22)

alors ces deux relations combinées ensemble donnent, asymptotiquement

Ve >0

P(fx (z) € [fxn(z; Hn (z)) = (1 +€) Ln () (2.23)

fxn(z; Hn (2)) + (1 +€) Ly (2)] Vz€T) — 1,
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P(fX (m) € {fX;n(-m Hn (.L‘)) - (1 - 5) Ln (;E) ) (2-24)

fxim(@s Ha (2)) + (1= €) Lo (2)], Yz € I) — 0.

Comme les relations (2.23) et (2.24) sont vérifiées simultanément Ve > 0, nous disons que :

Ve el,

[An (z), Bn (:1:)] = [fX;n(x: H, (z)) — Ln (x), fX;n(@ H, (x)) + Ln (m)] )

constituent des bandes de confiance optimales simultanées asymptotiques pour fx (z). D’une
maniére analogue nous obtenons des bandes de confiance pour r (x).

En pratique Vz € I, la surface entre A, (z) et By (z) fournie une information utile sur les
valeurs inconnues de fx (z) (voir Derzko et Deheuvels (2002) pour l'exemple en biomédi-
cal).

Remarque 2.2. Dans le Théorcme 2.4 la condition (Hz) est une condition nécessaire ot
suffisante (voir la proposition Al de Deheuvels et Mason(2004)).

Remarque 2.3. Comme 6 > 1, logg i (|I|/ hn) peut étre remplagé par log(|I|/ h,),
d’ailleurs les démonstrations de ces théorémes sont formulées avec le dernier terme.
Remarque 2.4. Supposons que le but est d’obtenir un intervalle de confiance de fx (xo)
(zo un point de I) de niveau de confiance égal & 95%. Supposant de plus que le compor-
tement limite de h, assure que le biais de fx (zo) tend vers zéro, dans ce cas d’aprés la

section 4.2 de Prakasa Rao (1983), on a

1

P | fx (z0) € | fx:n(zo;hn) — (1.96) X %%EO—)/Kz(t)dt} ,
R

1
2
[xm(zo; hn) + (1.96) x %%A/KQ (t)dt ~ 95%, (2.25)
"R
quand n — 00,

ot 1.96 est la valeur du quantile d’ordre 2,5% de la loi normale centrée et réduite. En

comparant ce résultat avec les bandes de confiance simultanées sur I, avec un niveau de



confiance asymptotique 100%, a savoir pour chaque de = > 0,

(MBS

Ix (ﬂf) L
. (k) — 5 2log, , s ) dt
r (.f,\ (r) € ﬂf_\.,,(-z.h,,J (1+¢) x \/J)g(u\ (1] hn)x Sup § = /K (t)dt

RS

xin(@ihn) + (1 +¢) x \/QIOgo,K(|I|/hn)sté[[) %

' /K2 (t)dt}§.\ ~ 100% (2.26)
]

R— |
N—

quand n — oo,

nous constatons alors que les bandes de confiance de (2.26) contiennent les intervalles de

! . ; 1 . 'y .
confiance de la relation (2.25) et comme (2log7)2 >~ 1.97, il est préférable donc de choisir

H>7
Remarque 2.5. Supposons que fy () = “XI’\/“Z"_E‘ K (t) = (l - tz) L<iy e noyau de

Bartlett- Epanechnikov {Bartlett (1963), Epanechnikov (1969)) et I = [=2. 2]. Dans ce cas.

1
50y/0 5

B = [ 22— (16644) x 0 E (2.
Bn

(Voir p.1& dans Berlinet ot Devroye (1994)). h,, ainsi choist donne,

le chowx de h,, est

(S
o
-1

pour 8 =17, }# /I\'2 (t)ydt ) >7=h, < é—é- = n > 2697,
R

pour # =15, /K2 (tydt p >15= h, < & = n > 121839.

Une telle taille d" un échantillon est rarement rencontrée, donc le meilleur choix de 6 est 7.

La situation la plus frequente de la fenetre optimale H,, (x) est quand elle est aléatoire et ue
dépend pas de x. Dans ce cas constant de la fenétre, si nous posons H,, = H, (X;..... X
(indépendant de z), la condition (By) s’écrit :

(B3) {%",‘ - r'} = 0, (1} . ol ¢ ost une constante positive.

Les Iy, de toutes les méthodes d’optimisation citées antéricurement vérifient la condition
(B3). par conséquent le corollaire suivant des Théorémes 2.4 et 2.5 peut s’appliquer a ces

derniers.

Corollaire 2.1. Supposons que les conditions (F.1). (F2), (F4), (K.1-K3),(H.1 - H.3),



(©1). (L3) sont vérifices et st de plus
r (("n. < H, < (i'lf‘s) ,

ot ¢, d et & sont des constantes telles que 0 < ¢ < d < 00 et % <<,

alors
1
nH, 2 |
S In L (i \ L5 LTpn 2.2
{2]()%_,\.(1[[/}]”)} :Efl)io () {fxm(z; Hy) (2.2%)
: 3
. p , )
~E fxalriHi) ) = sup {080 fx (0) / K* (1) dt
Te .
et
H 3
n .
n sup £ {0y, (z) ry.n(z; Hn (2.20)
{210g0‘,\.(|[|/}{n)} .xrell) {On (z) ren( )
%

A ) (N2 (. 2 . -
~Erya, (@ H”)} L, 5111[) {(_)__(f_r;%\li)_(_ﬂ} /Ix'z (t)dt
Te / . .
R

Nous n'exposons pas la preuve de ces théorémes, mais nous donnons le théoréme général sur
les lois limites des fonctionnelles, établi par Deheuvels et Mason (2004), dont les corollaires
conduisent aux démonstrations recherchées.
Soient ¢ (). d () deux fonctions continues sur J et A, Aj. Az des constantes telles gque
0 < A <1< A <00 et solt le processus suivant

, .. r—X;
Wi, (r¥) = Z (@)W (Y)) +d(a)| K ( v j)
T

J=1

—nE {(c (z)W(Y)+d(2)) K (T}f) } ’

alors.
Théoréme 2.6. Si les conditions (F.1 — F.4). (K.1), (H.1—~ H.3) sont vérifices. nous

avons

sup = 0p(1),

A1 <A<A, x€el

1
{217)\ log (;——) } ’ sup {£Wix,, (z,¥)} — o (V)
ln

quand n — 00,
ot

o2 (W) =sup E {((.‘ ()T (Y)+d(@)? | X = :1,'} fx (x) /'K'Z (t)dt.
rel 2

A7



Corollaire 2.2. Si les conditions (F.1 - F.4), (K.1), (H.1 — H.3) sont vérifiées, nous avons

quand 1 — 0o,

sup
A1<ASA

) nAh,, 2
:161]; m * {mw (15 A00) — Emg g, (100 M)} = 04| = 0, (1)

o1

Gos = sup | 0w (2) { fx () /'K‘z (t) dt
el IR

Corollaire 2.3. Si les conditions (F.2), (K.1— K.2), (H.1 = H2) sont vérifiées, nous

avons,
SUD qup{ nih, }%i{f (3 Ahp) — Efxn(z; Arn)} — f, (1)
€ € —_ T n) — (T 2= fa = o ’
msxlgxg zer | 2log (1 /hy) X; X; b b
quand n — 00,
ot
1
. 2
fap =supq fx (z) /}(2 (t) dt
z€e] .
R

Corollaire 2.4. Si les conditions (F.1), (F.2), (F.4), (K.1 - K.2), (H.1 - H.3) sont véri-

fiées, alors nous avons , quand n — 0o,

su

1
Py 2 .
p {____n—_} sup {r\p;n(m; Ahp) — E ryn(a; /\hn)} — Tap
A <A<y

= 1).
Slog (L/hn) | Seb o (1)

ot
1
2

Tab = SU K?(t)dt
b A e (”’)m/ (

2
Ty

Les Corollaires 2.2 et 2.3 sont des cas particuliers du Théoréme 2.6. Il est clair que les
Théorémes 2.4 et 2.5 sont des variétés de ces corollaires et ils sont prouvés avec les mémes

arguments que les Corollaires 2.3 et 2.4 (voir p. 249.de Deheuvels et Mason (2004)).



Chapitre 111

ASYMPTOTIC CONFIDENCE BANDS FOR
NONPARAMETRIC FUNCTION ESTIMATES IN THE
GAUSSIAN CASE

Abstract. In this paper, we obtain asymptotic confidence bands for both the den-
sity and regression functions in the framework of nonparametric estimation. Before hand,
the asymptotic behaviours in probability of the kernel estimator of the density and the
Nadaraya-Watson estimator of the regression function are described while local and global

optimal smoothing parameters are investigated.

Key Words : Confidence bounds, density estimation, kernel estimation, nonparametric

estimation, regression estimation.

3.1 Introduction

Let (X1,Y7). (X2,Y2),.. ., be independent and identically distributed random replicates
of the random vector (X,Y) € R%. Let us assume that the marginal distributions of X and
Y are centered normal with standard deviations ox > 0 and oy > 0 respectively, and an
unknown linear correlation coefficient p. In the sequel, the following notations and assump-
tions will be adopted.

[ =[a.b] and J = [a' V'] denote two fixed intervals of R such that
—oo<a <a<b<l < +oo. |I]| denotes the Lebesgue measure of I.
K is a real kernel weight function satisfying the folllowing conditions
(K.1) Forevery z € R, K(z) = K(~z);

(N.2) [ LK(t)dt =1L

(K.3) “itzl{J = [t2K (t)dt < oo;
R
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For every u € R, set logg"K(u) = log (9 Vu {} KQ(t)dt}) , where 6 > 1 is a specified constant.

The regression function and the conditional variance of Y given X = x are defined for x ¢ J

by
) = BV 1 X =) = [ Xy ®y),  ox
() =EY | X =ux) R i
o) =VarlY | X =)= [ [y = BV | X =0 LEEay = (1= )

where fyy(r.y) is the joint density of (X,Y) and fx(z) is the marginal density of the
random variable X.

Let (hn)n>1 be a sequence of real numbers. Following Rosenblatt (1956), Parzen (1962),
Nadaraya (1964) and Watson (1964), the kernel estimators of the functions fx(z), r(z) and

v2(z) are defined respectively by

an:Lh

'iw\ LN )
“ S ) -
ZK(I—;X*)

ro(T; hn) = 1 =1
k%é}q if ;K(%)zo,
and o
¥; — (s ha))P K (552 .
> T ) <h") if ZK(’%H&)#O,

, L K ( - ) i=1
vi(ayhy) =

(e RR(E) =



Introduce now the following centering factors

Bfnlaiha) = 1 [K (“’ =t )] , ,
(BYR(ES)] i 2y
e[ ()] [ (552)] 2o

which are needed hereafter in our study.

Recall that whenever lim h, = 0, we have
n-—0oo

nlggo{f: [fxn(@; hn)] — f(r)} =0.

If, in addition lim nh,, = oo, then we have
n—oo

lim {E [rn(2; b)) = E [ra(z; h,,)]} =0.

n—oo

From the seminal works by Rosenblatt (1956), Parzen (1962), Nadaraya (1964) and Watson
(1964), nonparametric function estimation has been widely investigated. Theoretical apsects
and properties have been described and numerical implementations have been performed.
For an overview on the question, we refer to Prakasa Rao (1983), Devroye & Gyorfi (1985),
Wand & Jones (1985), Bosq & Lecoutre (1987), Silverman (1986), Nadaraya (1989), Scott
(1992) and the references therein.

The behaviour of nonparametric estimators depends strongly upon the smoothing parame-
ter. Several procedures have been proposed describing how to choose this parameter. We
quote the cross-validation and the plug-in methods related essentially to the mean square
error criterion. Asymptotic properties of estimators need also conditions upon the smoo-
thing parameter. The minimal conditions to set are h, — 0 and nh, — 0o as n — oo. It is
well known that these conditions are necessary and sufficient for the pointwise weak consis-
tency of the kernel estimator of fx and the Nadaraya-Watson estimator of the regression

function r. Moreover, these conditions allow to state a rate of convergence of E (rn(m, hn)>



towards (). i.e. we have

E(ra(z, hn)) ~ r(z) = 0 (—1—> as m— 00,

nhy

Recently, Deheuvels & Mason (2004) obtained the rate of uniform convergence in probability

for the kernel density estimator. Their result is stated in the following terms. If

hy,
ha—0 and T oo, as n— oo,
logn
then
hn ’hn — &
- T sup fxn(@ hn) = E[fxn(%, hn)] —-P—’l, as n— 00,
2log(5-) zel 2[1(2]2 fx(z)

where I is a compact interval in R. Deheuvels & Mason (2004) have also obtained the opti-
mal rate of convergence in probability for the estimate r,(x, hn) of the regression function
r. These results allow them to construct asymptotic confidence bands for the functions fx

and 7.

Consider now the problem related to the optimal choices h,(z) and h, of the smoothing
parameter with respect to both the mean square error and the integrated mean square error
criteria. Our aim is to construct the estimates ﬁn(m) and ﬁn of the optimal parameter for

these criteria in terms of the empirical estimators @ x, 0y, p, such tha.

&)

n P
— 1, asn—o00.

I

En(l\) P
ho(2) — 1 and

b

Confidence bounds for fx(x) (respectively r(z)) in terms of fx,n(x;fzn(x)) (respectively

Tn(; ﬁn(a))) are then deduced.

The remainder of the paper is organized as follows. In section 2, we present the results. The

section 3 is devoted to the proofs.

3.2 Results

3.2.1 The mean square error of fx.(z;hy)

According to Wand and Jones (1995), the mean square error of fx »(z;hy,) is given by



E [fX,n(l'; hn) - fX(T)]2 = Vaer.n(z§ hn) + [E (fX,n(x§hn)) - fX(m)]2 .

This quantity is minimized with respect to hn, by

Hyi(z) = n7'/5 (MﬂT)I/S

fx () [t2K]
1/5
2
1/ 2 1 =z
_ n‘1/5g 2m [K ]exp2 (UX>
et (&) )
As 0?\, is unknown, we replace it by its empirical estimator
1< S\ 2
~2 1 _
X=7. (X, X)",
=1
with X the sample mean. Therefore, we obtain
1/5
2
R V2r [K?] exp 5 (&
Hy\(z) =n"%Gx 5 ( X)'fz
x| (%) -]
as an estimator of h,(z).
Set now
1/5

o (2n)® [K?)? e);p% (&)
. (%) -1

@n,l (.T) =
[t*K]

(3.1)

(3.2)

Following Deheuvels & Mason (2004), one can see that both ’ﬁnvl(z) = ﬁnvl(x")/?fx ,

hni(z) = Hp1(x)/ox and O, ;(z) satisfy the following conditions

(B.1) for any € > 0,
P (inf hni(z) — en~1/% <inf En,l(w)
rel zel

< Sup/ﬁn,l(z) < sup hn.l(a") + En_.l/s) L 1,
zel zel



as n— oo,

(B.2) for any e > 0,

P | sup () - fn1(2) >¢}] — 0 as n-— o0,
rel hn hn
(©.1) for any € > 0,
On1(z)

——1‘>6>-———*0 as n — 00,

(‘)1(3))

where
1/5

P(i“é?
(271')3 [1{2]1/2exp§ a—"‘)—(— : ’
O1(e) = |/ 7 K] (%)2-21(1 L Y

3.2.2 The integrated mean square error of fx ,(z;h,)

Wand et Jones (1995) stated that the integrated mean square error relative to fx n(«:hy)

is given by

' 1 v 2
/ E(fxn(zihs) — fx(:c)}2 dr = -~ [t2K] +/ {fx(m) [tzK]} dz + o(h?).
R R
The minimum of this quantity, with respect to hy, is
1/5

s LS
[t2K)? | |fx(z)| dz
1 HZ [ X :I My

VE (8ﬁ [K2])1/5 |

hn‘g = n

3[t2K)?

Il

Define

. . 1/5
~ 8y/7 [K*]
hna=n"155x | =——< 3.4
.2 X ( 3 [tzK]Q ( )

K? £ \2]
Ons(z) = {\/['Ea‘])\ exp—-;— (a{?) } . (3.5)

and




As in the corollary of Deheuvels & Mason (2004), one can see that ’};nyg satisfies the condition

P <hn‘2 —en VP < iAzn,g < hpa2+ en“l/5) —1las n—o00,Ve >0 (3.6)

Moreover, taking ©s(z) = - (1 = We have
X\

P (sup On2(2)
el

-1
O, (z)
3.2.3 The mean square error of r,(z; h,)

>e)—>0, as n—o0 Ve>0.

In a similar way, according to Wand and Jones (1995), the value of h, 3 that minimizes the

mean square error of r,(x; hy,) given by
2 2
E [rp(z; hn) — 7(2)]” = Var [rp(z; ha)] + {E [rn(z; )] — r(z)}

1/5

vlr K2
H,3(x) = n=1/5 f_\%}%[ '] ,
[r"(w) +2 r'(x)% [t2K]]

2
Vor [K2] (1- p?) o% exp% (U—a;-)
4 [t2K)? p? 22

1/5

-1/5

n ax

As ox and p are unknown parameters, we replace them by their empirical estimators, i.e.,

3,\' and
B n - —
L (K- X) (% 7)
~ . 1=
p= Gx0y !
respectively.

Therefore, h, 3(x) is estimated by

. 2\ ~2 2\ 1/5
\/E[Kz] (1 -p )Exexp% (’U{?)

4[t2K)? p° 22

Hps(z) =n"Y55x (3.7)

it
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Set now
1/5

- 2
(1-7%) " el exp - (&)

en,3 (1:) = ;
an 5y 5% (K22 [12K) ’

as the estimator of the quantity

2 N . 2\ 1/5
(1-p%) " |pz| " exp - (a)
Oz(x) = | — — ‘ : (3.9)
3/2 5 (722 [y
4oy © oy [K?” [t?K)

Similarly, as above, one may show that T‘an3(l‘) = I?n,g(w)/ax, hn3(z) = Hp3(z)/ox and

On 3(z) satisfy the conditions (B.1), (B.2), (©.1).

The asymptotic behaviours of the estimates of the functions fx and r are described in the
following theorems.
Theorem 3.1 Let IA{nyl(m), On.1(x) be the estimates given in the statements (3.1) and (3.2)

respectively. Then, we have

1/2

nd/vg ~

X 5up £ O () (fxn(2i Hnp(@) — fx(@)) = 1,
2logy x (n_l/s = ) z€l

as n — o0.

Remark.3.1 Note from Theorem 3.1 that, for any 0 < € < 1, as n — oo, we have for any

Tzel,
lim P(fx(2) € | fxn(@: Har@) = (1+)Ani(2) |
Fxn(@: Bna (@) + (14 ©)Ana(@)] ) =1
and
Jim P(fx(2) € [ fxn(@ Bui (2) = (1= ©)Ana(a) |
Fxn(@ Bnp(2)) + (1= )Ana(2)] ) =0,
where

1/2

9n,l(z) Tl4/5 ax

Ay i(z) = 1 (210?;0"( (F%La—\))
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Therefore, the interval

[#x(@3 Hnt(@)) = B (@), fxn(®; B (2)) + Bna(2) | ,

stands as an asymptotic‘ confidence domain for fx(z).
Theorem 3.2 Let hy, 5 and On2(z) be as given in the statements (3.4) and (8.5) respecti-

vely. Then, we have

1/2
nhy, - p
2T sup £ en,‘Z(x) (fX,n(m; hn,'Z) - fx (l)\ — 1
2lo AL zel /
ge’K hn 2

as n— oo.
Theorem 3.3 Let ﬁn‘;;(:c) and ©n3(z) be as given in the statements (8.7) and (3.8)

respectively. Then, we have

1/2

nd/55 ‘~

Tx sup & Op,3(2) { (33 Hna () — r(2)} Lo 1,
2 lOga,K (n—175 5x ) zel

as n — 0o0.

Remark.3.2 Note from Theorem 3.3 that, for any 0 < € < 1, we have for any z € I

lim p(rm e [r,,@;; Ho3(2)) = (1 +€)Ana(a),

n—oo

rn(a; Hya(x)) + (1 + E)A”v‘“(m)] ) =1

and
lim P(r(2) € [ra(i Hag () = (1= £)Ana(a),
ra(@i s (2)) + (1= €)Ans(@)] ) = 0,
where

1/2

Ao (x) =

] (QIOga,K (%))

8n13 (l‘) n4/5 ax

Therefore, we obtain for any x € I, the following asymptotic confidence bounds for the

regression function

rn(@; Hps(@)) = Ana(z), (s Hus(2)) + Apa(z) ] .
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3.3 Proofs

Proof of Theorem 3.1. Taking h,, = n~'/5, it follows that the conditions (B.1), (B.2),

(©.1) are satisfied, Theo;em 2.5 implies

1/2
(__"_h.’_'_h@j) sup  ©,,1(z) {Efx,n (x;ﬁng(m)) - fxun (x;ﬁnll(m)>}

2 lOgG,K ( zel

[ 033 fx(2) o)
{i‘é‘} ACERA

as n — 0o, where

1/5

Vr (K% exp ()

[t2K)2 {(E%)z - 1]2

Taking into account the expressions ©1(z) and C)(z) given by (3.3) and (3.10) respectively,

1(z) = (3.10)

we obtain

1/2
(ﬁ@ﬂ_)) sup & 001(@) { Efxn (217 () (312)

—fxm (x;;\ln,l(x)>} L.,

as 1n — 0.

Now, with this choice of the parameter h,,, we have (see Nadaraya (189);

1/2

hn .
——”—E— sup O 1 (2) | Efxn(@i hn) — fx(x)] =0, (3.13)
210g9,K (hn) z€l

asn — oo.

According to Corollary 2.3, for every fixed A; and A such that 0 < A; <1 < Ap < 400, we
have, as n — oo,

1/2

{ iy} sup = { Efxn(@Aha) = fxn(s, Mha) |
sup E

(3.14)
NI —sup { fx(z) fg K2(t) dt}/?
rel

= Op(l)




Moreover, we have 7 x £, ax € ]0,00[. Therefore, using the statement (3.14), the expres-

sions (3.12) and (3.13) may be rewritten as

1/2
hnOx. L
(2 log:K Z:%;) ) ité}j) + O,,1(x) {EfX,n (ac; G xhn1 (m))

—fxn (m;axﬁn,l(ﬂf))} Rl

and 12
nh,o ~ 7
= SUp O, 1(2)| Efx n (20 xn1(2)) = fx(@)] 0
2logg g (_u—hnox) zel
respectively.

By combining the two last relations, we obtain

R 1/2
e e IESLECIERCEDRER B

as n — oo, where H, (r) = & x hn1 ().

Proof of Theorem 3.2. This proof is based on Corollary 2.1, say for every constants c,

d and 4 such that 0 < c < d < +oo and 1/5 <4 < 1, if
Pen® <H,<dn™% —1, asn-— oo, (3.15)

then
1/2

N7t sup & 8,,2(2) {fxn (& M) — Fx(z)) (3.16)

2logy g (%)

-, {supﬂ: 0:a)/x(@) [ K*) dt}m ,

zel

as n — oQ.

Now replacing H,, by };n,g given by (3.4) and according to (3.6), the condition (3.15) is

satisfied. Thus (3.16) becomes



1/2

W sup + en,Q(m){fX,n(m;Tlng) - fx(w)} i

1/2
£, {supiOz(:v fx(z / K%(t)d } ,

i.e.
1/2

TL;\Ln T P
2 Supieng(w) {fX,n(l';hn.Q) "fX(‘L)} L,
z€l

2logy (%)

as n — 0Q.

Proof of Theorem 3.3. Let
1/5

2
Ver (K31 -5 axexp2< )
4t2K)2 p° 2

Cns(z) = (3.17)

be an estimator of
24 1/5
V2m [K?)(1 - p2)a§{ exp% (i)

C3(:ZJ) = 4[t2K]2 p2 72 . (3.18)

According to Theorem.2.4, we have
1/2
nhn, ~ ~ ~
— sup + O, 3(x) {E rn(z; hn3) — 1n(x; hn,g)}
2logg (H) z€l

P 03(2) 03(@) 0] ?
*{i‘é‘i e K

as n — oQ.

Replacing ©3(z) and Cs(z) by the expressions given in (3.9) and (3.18) respectively, we
obtain

1/2
—nhl— sup + O, 3(z) {E'rn(a:;’};n‘g) - Tn(m;,’\ln,s)} N 1, (3.19)
2]Og0,l\’ (‘}T{{') z€l .

as n — oo, when h, = n"1/5,



In addition, for this same choice of h,,, we have

>

1/2
nh,, N . |
—W SUp Ou3(@) | Evn (@i hn) = r(2)] — 0, (3.20)
hn

2 logG,K z€l

(see Nadaraya (1989)).

According to Corollary 2.4, for every fixed Aj, Ay such that 0 < A; <1 < Ay < 00, we have

sup
A1SAS A

1/2
M) {ral@ Mha) — Era(a; Mha) ) (3.21)
2logo ke (A)) =

of(z)

- sup {m“‘zl}wl =op(1),

as n — 0O0.

As Tx L, ax € ]0,00[, it follows from (3.21), that the expressions (3.20) and (3.19) may

be rewritten as

1/2
nox sup £ O, 3(z) {Ern(x, Hos(2)) = ralz; Hn,s(x))} L
2logy (=L zel
gO‘A 0.\'hn

and

1/2

S eh o .

Mxn 54 O 3(2) | E (@1 Hng(2)) = ()| <0,
210g0,K (rLL) zel

oxhn

as n — 0o, where

Hp3(z) = & xhna(z)

= Gxn~3C, 3(z).

Using the two last relations, we obtain

1/2

sup £ O 3(z) [rn (z; ﬁng(m)> — r(a:)] £,

2ogg (=) ) =

as n — 00.
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Chapitre IV

CARACTERISATION DES STATISTIQUES D’ORDRE

Soit X1 n < Xopn < ... < Xy, lastatistique d’ordre associée & X3, X, ..., X, , une suite
de variables aléatoires indépendantes, identiquements distribuées, de fonction de répartition
F(r) = P(X; <) continue et X, , = max(Xy,...,Xp) avec Fp (z) = P(Xpun <7z) =
Fm(r).

4.1 Etude asymptotique de X, , , X, €t Xn_k+1n — Xn—kn
4.1.1 Etude asymptotique de X, ,,

Pour une étude approfondie du comportement limite F;, (z), on se reférera a Galombos
(1978).
Fréchet (1927) fat le premier a mettre en évidence les lois limites possibles de F;, (anz) pour
un choix convenables des constantes a,, > 0.

Cette classe de lois limites est formée de lois de type suivant

0 pour z <0,
®a (z) = {exp(—x““) pour z >0, a > 0.

De méme, les lois limites possibles de F, (apz + 2¢) o0 2o = sup {v: F{zr) < 1} < oo sont

carctérisées par

O, (z) = exp (— (=z)") pour = <0,a >0,
ale)= 1 pour z > 0.

Fisher et Tippett (1928) ont établi que les lois limites de F, (anx + byp) ol ap > 0 et by,
sont des constantes réelles convenablement choisies, se réduisent aux types &, (z), ¥, (2)
et A (z) = exp~ **P(=%) pour tout z € R.

Procédant a une étude systématique des lois limites pour la distribution du maxiraum, vers
1936, Von Mises mit en évidence plusieurs conditions suffisantes pour la convergence de

F, (a,x + by) vers chacun des types citées ci-dessus.

On a le théoréme suivant :
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Théoréme 4.1. La classe des lois limites de F,, (anx + by), ot a, > 0 et b, sont des

constantes réelles convenablement choisies, ne contiennent que les lows du type ®, (z),

P

Uy (z) et A(z).
Gnédenko (1943) résolut‘en grande partie le probléme de la caractérisation des domaines
d’attraction des lois limites. Il énonga les résultats suivants.

Théoréme 4.2. Soient xg =sup{z: F(z) < 1} = 00, @ > 0. X, appartient au domaine

d’attraction de ®, () si et seulement si pour tout T > 0,

I I—F(tx)—x
1 b 1-F(t)

—Q

Théoréme 4.3. Soient xg =sup {z: F (z) < 1} < 00, @ > 0. X,, ,, appartient au domaine

d’attraction de U, (z) si et seulement si pour tout x > 0,

lim 1-F(tz+x0)
t—=—-0 1 - F(t+z9) '

Théoréme 4.4. X, , appartient au domaine d’attraction de A(x) si et seulement si pour

tout x,

'Ililggn(l — F, (apx + by)) = exp(—2a),
ou

a, = F71 (1—i> - F! (1—-1—>

ne n
et
by = F~! (1-%),

avec

F~'(u) =inf{z: F(z) > u}.

De Hann (1970) utilisa la théorie des fonctions & variation réguliére développée par Kara-
mata (1930), pour étudier les valeurs extrémes.
Définition 4.1. La fonction H : Rt — RY est & variation réguliére d’ordre p , si et

sculement st pour tout réel x positif

H (tz)

im o =t
z—l-l»I-Poo H (x)
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La fonction H est dite a variation lente si p = 0, si p est infint on dit que la fonction a
variation rapide.

Théoréme 4.5. (De Hann (1970)). X, ,, appartient au domaine d’attraction de ®, si et
seulement si (1 — F) es‘t & variation réguliére d’ordre —a.

Remarque 4.1. X, , appartient au domaine d’attraction de @, alors
n L
F" (apx + by) —— P4 ()

avec

Théoréme 4.6.(De Hann (1970)). X,,, appartient au domaine d'attraction de ¥, si et
seulement si pour tout réel positif xz, la fonction G(z) =1 - F (3;0 - %) est 4 variation
réguliére d’ordre —a, quand x — +00, ot zg =sup {z : F (z) < 1} < oo.

Remarque 4.2. X,,,, appartient au domaine d’attraction de ¥, alors

F™ ((zo — an)  + x0) £, U, ()

anzinf{le—F(m)S%}=F—1 (1-%).

Théoréme 4.7. X, , appartient au domaine d’attraction de A si et seulement si

on

i X (tr)y — x (x) logx
im = :
t—+oo x (ty) — x (y)  logy

x, y sont des réels positifs (y # 1) et la fonction x est définie par
x(z)=inf{z:1-F(z)<z}=F'(1-1).
Remarque 4.3. X, , appartient au domaine d’attraction de A alors
F™ (anz + by) LA (z),

avec

an = F!, (A1) = Fx! (A(0)), bu = F5}, (A (0))
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et

F)E:,n (z) =inf {z: F"(2) > z}.

Exemple 4.1. Supposons que F' est la distribution d’une loi uniforme sur [0, 1], trouvons
la loi limite de X, ,,. Comme xg = sup{z: F(x) <1} =1 <00, alors X, n’appartient
pas au domaine d’attraction de ®, (z). Introduisons, pour z > 0, x(z) =1— F (20 — 1),

nous constatons que

tr 1—F(xg— & L
lim x(tz) = lim (z0 tf) = lim & =¢"1.
T—+00 X(:L' z—+o00 1 — F (-TO — E) T—+400 %

Donc X, appartient au domaine d’attraction de ¥, (z), c’est d dire
F™ (20 = an) @ + 20) — V1 (2)
ou

n n

anzinf{z:i—F(x)S%}=F_l(1—--]1)=1—--1-

exp (z) pour z <0,

‘1’1(33)={

1 pour z>0.

Le comportement limite de X, », a beaucoup influencé sur le comportement asymptotique
de X, et de Xp_k+1.n — Xn—kn. Cette théorie a fait I'objet de nombreux travaux (voir
David (1970), De Hann et Resnick (1984), Deheuvels (1986), Galombos (1978), Gnedeuko
(1943) , Hall (1978), Weissman (1978)). Nous n’allons pas citer tous ces travaux mais on se

contente de ce qui nous intéresse.
4.1.2 Etude asymptotique de X,

D’apres les formules binomiales, on a

x
—

P(Xpn22)=Y CL(F(z)'(1-F ()"

o~
il
[=]

et

k—1
P(Xnirin<2) =P (1= F) (Uen) S 2) = S CL(F ()™ (1= F (),
t=0
ott U, est la k**™¢ statistique d’ordre d’une suite de variables aléatoires indépendantes et

de loi uniforme sur [0, 1.
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Soient a (H) = inf {x : H (z) > 0} et w(H) =sup{z: H (z) < 1}, alors

Théoréme 4.8. Pour toutes suites de nombres réels a, > 0, by, pour tout entier naturel

-

non nul k, firé et quand n — oo,

Fn-—k+1,n (anz +b,) =P (X_mﬁlﬂi'l < {I:)

an

converge vers une distribution non dégénérée Hy (z) si et seulement si

F"(anz +b,) = P (M’l < m)
an

converge vers une distribution non dégénérée.

Si H (x) existe, alors pour tout a(H) < z < w(H),

?r'

Hy(2) = H (2) l}{log L ]

t

i
=)

ou H (x) est l'une des trois fonctions de répartition @, (z), ¥, (z) et A(x).
Exemple 4.2. Calculons Hy (z) pour la loi uniforme. D’aprés l'exemple précédent on a
a(H)=inf{r: H(x) >0} = —o0, w(H) =sup{z: H(z) < 1} = +o0 et Vz € R,

k 1 t

-1— lo
il gH

’

t=0
o

_ _ f[exp(z) pour z <0,
H(z)—\Ill(a:)—{ 1 pour = >0.

Par conséquent
siz >0

Z i (—z)* siz <O0.

L’étude asymptotique de X} ,, établie ci-dessus est quand k est fixé et ne dépend pas de
n, Chibisov (1964) a prouvé que si k (n) — oo et n — k(n) — o0, les lois limites de X ().,
sont les trois types limites suivantes :

0 our z <0,
61 )= { P

® (Blog(z)) pour >0, 8>0,

3 _ 1 pour z >0,
Gz (2) = { (=Blog(—z)) pour z <0, 8>0,

®(z), zeR,

Q

W

5

N’
I
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ou ® (x) est la distribution d’une loi normale centrée et réduite. Les carilleurs résultats sur

I'étude asymptotique de X () sont donnés par Balkema et De Hann (1978). Ils ont prouvé

que si la condition suivante A(n+ 1) — k(n) = o (min {\/k (n), V/n—k (n)}) est verifiée

alors les lois limites de X k(n)n SONt les trois types limites de Chibisov (1964) .
4.1.3 Etude asymptotique des espacements X,,_it+1n — Xn—kn

Théoréme 4.9. (Hall (1978), Weissman (1978)). Supposons que, Vz € R

Xnn = bn -
lim P<—’———-§z> — e,

n—oo a

alors pour tout k > 1, fivé

w1, ——
an B an T2 k

{Xn,n — Xn-1n Xn—k+1,n — n——k,n} £, { w2 _c_uﬁ} ’

ol (wi)lgisk est une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi exponentielle de pa-
rameétre égal ¢ 1.

La démonstration de ce théoréme est basée sur les théorémes de Galombos et Kortz
(1978), Pyke (1965) et les lemmes suivants.
Théoréme 4.10. (Galombos, Kortz (1978)). Si X1n < X2 < ... < Xnn est la statis-
tique d’ordre associée a X1, Xo, ..., Xn, une suite de variables aléatoires indépendantes et de
loi exponentielle de paramétre égal a 1, alors Xpnn — Xn—1n = w1, kK (Xn-k+1n — Xn—kn) =
Wks oy (Xin = Xon) = wp, OU (‘*’i)lgign est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et de loi exponentielle de paramétre égal a 1.
Lemme 4.1. Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], alors -logU suit une loi
exponentielle de paramétre égal a 1.
Preuve P(-logU >t)=P(U<e™t)=¢e"t
Lemme 4.2. Soit w une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre égal & 1, alors

exp (—w) est uniformement distribué.

Pexp(—w) < 2)=P(~w<logz) =P(w> —logz) =x.

A partir de ces lemmes et de ce théoréme, nous déduisons que si Upp = 0 < Uy n <

. < Upn < Upy1n = 1 est la statistique d’ordre associée 4 Uy, Us,...,U,, une suite de
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variables indépendantes de loi uniforme sur ]0, 1], alors les variables

((1 - Uin/l - Ui—l’")n_2+l)1<‘< sont indépendantes et uniformément distribuées. Nous
<i<n

avons la méme constatation pour les variables ((Ui,n/Ui+1,n)i) L<i<n”
Théoréme 4.11. Soz‘eﬁt wi,wy, ... une suite de variables aléat—oi—res indépendantes et de
loi exponenticlle de paramétre égal A 1. Posons Sy, = w1+ ... +wm, m > 1, 8§ = 0, alors
(Uin,0<i<n+1) et (5;/Sp+1,0 <i <n+1) sont identiquement distribuées.

Preuve (Voir Pyke (1965, p.403))

Posons

x(z)=inf{z:1-F(z) <z} =F ' (1 -x),
d’apres ce qui précéde on a Xp,_kn = X (Un—kt1n), 1 <7< n

Xn—-k+l,n — An—kn — X (Uk,n) - X (Uk+1,n)
an x (7e) = x (7)
_ XSk (n/Sng1) /1) = X (Ska1 (7 /Snt1) /)
X (7:) = x(3)

X (Sk (n/Snt1) /n) = x(3)
X (rz) = x(3)

X (Sk+1(n/Sny1) /n) — X (%)
X () = x(3) '

D’apres le Théoréme 4.7 et comme n /S,4+1 converge en probabilité vers 1, alors I’expres-

sion précédente tend en loi vers -log Sky1 + log Sk = 1 log (Uk,n/UHl,n)k , en appliquant le
Lemme 4.1 on aboutit au résultat voulu.

Nous terminons ce paragraphe par citer les deux lemmes de Deheuvels (1982) sur la ca-
ractérisation des espacements extrémes quand X, , appartient au domaine d’attraction de
O, (2), Uy (x).

Lemme 4.3. Si pour tout « >0etz >0

lim P (a;lX,m < x) =e %",

n-—00

alors pour tout k > 1, fixé

1
a

1
. k - k+1 o
{a';l—l (‘ank+l.1z - -Xn—k,n)v 1 < k < TL} "'L"’ (Z‘-‘h) - (Zwl) ’ 1 S k <n
1=] 1=1
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0 (Wi))<;<, €St une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle.

Lemme 4.4. Si pour tout a > 1 et 2 <0

lim P ((:ro - an)—1 (Xnn—20) < z) = e—(—x)a’

n—oo

alors pour tout k > 1, fixé

1
o

M~

k+1 a
- c wi - Wy
{(mO — an) ' (Xn—k+1,n - n—k,'n)v 1<k < TL} B (; ) i=1 >

1<k

[l

IA
3

0l (Wi)) <<, €5t une suite de variable aléatoires indépendantes de loi ezponentielle.

Notre travail consiste A caractériser les distributions telles que les espacements X, _x41n —
Xn—kn soient asymptotiquement indépendants, il est inspiré au départ du théoréme de Hall

(1978) et Weissman (1978) et basé sur les lemmes de Deheuvels (1986) cités antérieurement.

4.2 Résultats

Théoréme 4.12. Soit X, < Xon < ... < Xy, la statistique d’ordre associée a
X1, X2, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribudées.
de densité f et de fonction de répartition F (z) continue.

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Le type limite de X, existe;

(11) { Xn—k+1n — Xn-kn} € {Xn—kn — Xn—k—1,n} sont asymptotiquement indépendants, ot
k fixé;

alors, X, appartient au domaine d’attraction de A (x).
Nous venons d’énoncer que l'existence du type limite associé a I'indépendance asympto-

tique des espacements caractérisent les distributions dont les extrémes sont attirés par la

loi de Gumble, nous constatons que ce résultat est toujours vrai en remplagant la condition
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(it) par la compacité stochastique de X, ,,.

Nous rappelons que le concept de la compacité stochastique fat étudié initialement par
Doeblin (1940), De Hann et Ridder (1979) étendirent cette idée aux extrémes simples’ et
De Hann et Resnick (1984) donnérent les conditions nécessaires et suffisantes entre cette
compacité et 'existence de toutes les limites non dégénérées de X, .

Définition 4.1. La suite X, , est stochastiquement compacte s’il existe

{a, >0, b, € R, n > 1} tels que toute suite

{Xnm,n(k) REIONENS 1}
an(k) 3 =

contient une sous-suite qui converge en loi vers un distribution non dégénérée.

Théoréme 4.13. Soit X1, < Xon < ... < Xpn la statistique d’ordre associée a

X1,Xa, ..., X,, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées,
de densité f et de fonction de répartition F (z) continue.

St les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Xnn est stochastiquement compacte,

(1) {Xn—kt1n — Xn—kn} € {Xn-kn — Xn-k—1n} sont asymptotiquement indépendants, ot
k fizé;

alors X, appartient au domaine d’attraction de A (x).

Etudions maitenant le cas ol k dépend de n.

Théoréme 4.14 Soit X, < Xon < ... < Xnn la statistique d’ordre associée a

Xi.Xo, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiguement distitbuées.
Si nango kn = +00 et nan;o kn/n = a avec 0 < a < 1, alors l'indépendance asymptotique de
{Xn-kpt1n — Xn-kon} €t {Xn—knn — Xnkn~1,n} n'implique pas nécessairement l'apparte-

nance de X, au domaine d’attraction de A (x).
Deéfinissons G (u) et g (z) par

Gu)=Q1-F)"'(u)=inf{z|1-F(z) <u},

g(z) =exp C(:r:)+/6—(zt—)dt ,
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ou

B une constante positive, C (z), € (z) sont des fonctions réelles telles que € (t) est bornée

sur R et
lim C(z) =C < oo.
Théoréme 4.15. Soient X1, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes, iden-

tiquement distribuées, de densité f et de fonction de répartition F (z) continue, A une
constante positive.
Si les conditions sutvantes sont vérifiées :

1°) lim k, = 400, lim k,/n=0
n—oo n oC

°)Gu)=a+g(3)+ /i(vﬂdv,
A

alors

{Xn—kn—H,n - Xn—kn.n} et {Xn——k,,,n - Xn—lc,,—l,'n}

sont asymptotiquement indépendants.

Lemme 4.1 (Seneta (1975)). Soit L une fonction définie de Rt dans R*.
Les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) lim L (ue(u))/L(u) =1, pour toute fonction positive e (u), telle que lim e(u) = 1.
U—00 uU—00
(it) L(a) =exp | n(z) + /-E—%Zdt ,A>0
A
ot £ (t) et n(x) sont des fonctions vérifiant :

lim 7 (z) =7, (n < 00) et e(t) est bornée.

Tr—0o0

Corollaire 4.1. Soit X, < Xon < ... < Xpn la statistique d’ordre associée &
X1, Xg,..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées,

de densité f et de fonction de répartition F (x) continue. St (k,) est une suite croissante
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de nombres réels positifs telle que :

lim k, = 400, lim k,/n =0,
n—oo n-—00

alors l'indépendance asymptotique de {Xn_k, 410 — Xn—kon} €t {Xn—knn — Xn—kn-1n}

n’implique pas nécessairement 1'appartenance de X, , au domaine d’attraction de A (z).

4.3 Démonstrations

Preuve du Théoréme 4.13
La démonstration se fait par ’absurde. Comme la loi limite de X, ,, existe, elle ne peut
étre que les lois du type @, (z), ¥, () et A (x). Supposons que X, , appartient au domaine

d’attaction de ¥, (z) alors d’apres le Lemme 4.4, nous avons pour tout k > 1, fixé

1 1
k+1 a k =
-1 L .
(-'170 - an) (Xn—k+1,n - n—k,n) B (Zwi) - (Zwi> .
1=1 1=1

ol (w;);«;<n €St une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle.

K41\ & k o
)
i=1 i=1
k+2 % k+1 &
) B
1=1 i=1

La condition (zi) est vérifiée si et seulement si {; et ¢, sont indépendantes, autrement dit

Posons :

P((ry1 <yl = m) ne dépend pas de z.

Rappelons que
y
f(k‘ck“ (‘T! z)

d
fo @ 0

P(Ck+1<3/|(k=$)=
0

ou

fexGoys (@, 2) est la densité de((x, Crpr)

et

f¢, (z) est la densité de (.
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Calculons f¢, ¢, (¢,2).

P(Cp<a,(pyy <2)=

oo
=4 / P (Gk (ur;wa,. .., wks1) < T, Giar (w2, ..., wiya) < 2 | w1 = u1) e i duy,
0
ou
1 1
J I+1 a j ! a
Gr{uy, ... up Wi, ..o W) = Zu,--{- Z w; - Zu,;+ Z w;
i=1 1=j+1 i=1 i=j+1

Comme les (w;), ;<4 Sont indépendants, itérativement nous obtenons,

P <,Cyr < z) =
+00 +oo

=1\ / o /e—)\Lk“(0,0.u1,m,uk+1)duk c.odug
0 0
+00 Uk(a:,O,u.l,...,uk)
— A / e e~ Ak 1Oz it dyy |y duy,
0 0

ol
! a
Li(z.zup,...,u)=|z+ 2+ Zui
i=1
Uy (z,0,uy,...,u) = L (z,0,ur,...,u) — L (0,0,uy,...,u).
La dérivée par rapport a (z, z) de cette expression nous donne

kaHka (z, z) =

+o0  +oo0
= )\k+2a/ - / Tt (.’L‘, Z, Uy, ... ,'U.k+1) e—'\L‘H‘l(z’z‘ul""'uk+1)dU}C+1 ... duy,
. 0 0
ol
a=1 a—1
Tei1 (T2, w1, ukg1) = Li® (2,0,u1,. 00, uk) Lisy (22,0, oy Ugt1) -
Calculons maintenant P ({; < z),
k+1 : k :
P{,<z2)=P Zwi - Zw,' <zl =
i=1 i=1
1
k+1 E k Y
= (u!+zw,’ - ’LLH.Z(.Ui <ZT|lw) =,
i=2 i=2
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En procédant par itération, nous obtenons,

+oo +00
P(Ck < :L‘) — /\k / / e~ Mi41(0.0ur,ukyy) _ p—ALky l(z,(),ul,...,uk+1)duk+1duk . .duy,
0 0 .
donc f¢, (z) s’écrit
+00 +00
T _a=1
fe, (@) = Aty / e / Lisy (,0,uy,. .., Uks1) e"\LkH(Ivaulx-‘-~“k+l)duk+lduk . duy.
0 0
Par conséquent :
-+o00 +00
e —=ALgy1(z,yu1,. uk+1)
P (Ck+1 <y | Ck = 2}) = e Lk—?—l (fE,O, Ul, ... Uk+1) € k+ 1T YL, Ukt dUk+1 e .du1.
0 0
+oo +oo -1
" a—1
/ . / Lig, (2,0,ug,... , Uks1) e Mkrr@Ou k) day

0 0
P (Cxs) <y | =) ne dépend pas de z, si sa dérivée par rapport 4 z est nulle autrement

dit
Tt k+1  k+l
a=2 a=2
-(a+1) / / L, (x,0,u1,. . uky1) L gy (z,0,v1,...,041) F1 | T y,Zu Z
0 0 1=1]
duk+1dvk+1 .. .duldvl
T A s k41 k+1
+/\a/ . /L (z,0,u1,. .., ukq1) L8, (2,0,01,. .., k1) Hn x,y,Zul,Zv
0 0 ' '
dukHdka .. .duldvl = 0,
ou

k+1 k+1 1
vy, Zv = ( 200 (0,0 w1, uggr) = L, (0,001, v .,1)>
=1

— AL Oy,
Xe”'\[‘k*l(z‘y‘“l""'u’ﬂ1)(3 k1{=0ur o ug )

k+1 k+1

a—-1
H{| =z, y,z Z _< kiy (@9, ;. CoUks1) - LSy (z,O,vl,...,vk+1))

=1

AL Ovugs.,
Xe—ALk+l(Ivyauly---vuk+1)e ka1 (2.0 u““).

Ce qui donne finalement :

1
k+1 a k+1 a
E U, = E v
1 1
1=1 =1

et
1 1
k41 a k+1 a

Zui = Zv, +y, VyeR.

1=] 1=1
Comme ces égalités sont impossibles, (et {; sont dépendants.
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Supposons que X, , appartient au domaine d’attraction de ®, (x), alors d’aprés le lemme

4.3, on a pour tout k > 1, fixé

-~

1
c k T k+1 T
-1 .
a, (Xn——k+1,n - Xn—-k,n) — Zwi had E Wi y
1=1 i=1

0l (Wi),<;<, €St une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle.

) k _é k+1 —i
() 5)
, 1?11 _ﬁ z;iZ —i
o= () -(5)
1=1 =1

La condition (i7) est vérifice si P (C;‘.H <yl (lk = :r) ne dépend de z,

Posons :

Rappelons que

. , i f<k+1 Ck %)
P(<k+1<y|<k=m f — a4
Ck
0

ol
fCLwCL (z, z) est la densité de({k, Ck+1)
et
f¢, (z) est la densité de -

D’une maniére analogue que précédemment, en posant
—a-1

k
Sk (T, z,up, .. up) = x+z+(§:u,~> ,
i=1

.Rk+1(x,z,u1,..,uk+1)=:Sk+1(m,0,ulv..,uk+1)5k+1(x,z,ulp..,uk+1),
k .

Ty = Zui, T = Zvn

i=1 i=1
nous obtenons,

PG <ylG=2)=5,

avecC

N = Akt+2, %
y (240)™% (24r) Ty
-AS, .
/ / / Rk+1 (w,z,u1,...,Uk+]) k+1 @z, Uk+1)duk+1.,.dz,
0o 0 0
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(7% (=)7 =T
; ' =Z2T
D = \+lg / . / Ska1 (2,001, . vpq) e M1 @OV gy Ly
0 0
La dérivée de P (.C;c+l <yl¢ = a:) par rapport a z est nulle si

@) *w+z)™" (@) =Tak-a(y+a) 70 =T S
x y+z T —d2k—1 (YT —4ilk-1
- - - My j+1(z,0) F. xy,z u, ),
(a+ 1) / / / / =1 i)
0 0 0 duj1dvgyy ... duydyy
(=) "(y+z)"" ()" =Tik~1(x) 7" =Ty o k+1 k+1
+Aa / / / Mk"flzﬂ(:ro my,z Zv
0 0 0 0

duk+1dt’k+1 e duldvl

ou

My (z,0) = k'-“:—I (:E,O.ul,...,1;%)5'1‘—“:—l (z,0,v1,...,u),

k+1 k+1
-1 -1 Ty
sy = —/\5 =a-T T,Y,U1,.. Uk ) -AS z,00u1,.., Uk 41)
£y x,y-,E u.,E v, —<111‘§+1 2Z+1> FH K i SER A

k+1 k+1
2 T Y. E u, E = Sk+l(T yaul,---,uk+1)_Sk+1($,07“1»~-,vk+1))
i=1 1=
—a —a
% ¢ /\Sk—{"] ’(r,y,ul, uk+1) )\SG“{‘T (I,(’.U1,~-~,Uk+1) )
Ce qui donne finalement :
1
k+1 _% k+1 “a
E u, = E v,
1=1 =1
et
-1 -3
k+1 a k+1 a

Zul Zu +y,VyeR

1=] 1=1

Nous avons prouvé que X, , n’appartient ni au domaine d’attraction de ®, (z) ni au do-
maine de ¥, (z), elle est nécessairement dans le domaine de A ().
Preuve du Théoréme 1.13

X, etant stochastiquement compacte, il existe {a,, > 0, b, € R, n > 1} tels que toute

suite { X)) — by / Ay, L2 1} contient une sous-suite qui converge en loi vers une
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distribution non dégénérée.

Comme {X,_kt+1n — Xn—kn} e {Xn—kn— Xn—k-1,n} sont asymptotiquement indépen-
dants , alors selon le Théoréme (4.12), toutes les sous-suites de X, () n() qui convergent
en loi, appartiennent aﬁ domaine d’attraction de la loi Gumible.

Supposons que Xy,(1)n(1) est 'une de ces sous suites qui converge en loi, aiors
1 L
Fr) (an(l)z =+ bn(l)) — A(z).
D’apres la remarque 4.3, an(y) et by()) peuvent étre remplacés respectivement par

(F"U))’1 (A(1)) - (F”(”>_I (A(0) et (1«""<1>)'1 (A(0)).

En procédant de la méme fagon pour les autres sous-suites qui convergent, nous constatons

que les sous-suites

{(Xn(z),n(n - (F ) o) (#0) " wan - (o) @ ) i 1}

pouvant converger, sont attirées par la loi de Gumble. Par conséquent, la suite

{(xn,n - (F)7HAO)) (P A @) - (F) 7 A <0>>)'1}

converge en loi vers la loi de Gumble.

Preuve du Théoréme 4.14

Uy, ..., U, une suite de variables aléatoires indépendantes , de loi uniforme sur [0, 1] et
Uy < Upy < oo < Uy, sacstatistique d’ordre associée.
Selon Siddiqui (1960), nous avons {Un——[na)+1,n - Un_[na]_n} et {Un_[m],n - Un—ina]—l.n}

sont asymptotiquement indépendants, mais U, , appartient au domaine d’attraction de

o, (x) .
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Preuve du Corollaire 4.1

Soient X, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distri-
buées, de fonction de répartition F (t) telleque 1 — F(t) = Ct=*,C>0,a>0et t > ,‘Ci'
En posant
9(w) =Cauz (1+a)7",
alors
ul_iflgo g (ue (u)) /g (u) = 1, pour toute fonction e (u) telle que ull'rglo e(u) =1
De plus nous constatons que

G =(1-F) 1) =Ciu%
1

=a+ g ) + / 2%-2
avec A
a=aC3As (1+a)7},
Selon le Lemme (4.1) et le Théoréme (4.15) nous avons {Xp—k,+1,n — Xn—kn,n} €t
{Xn-knn — Xn—k.—1,n} sont asymptotiquement indépendants et pourtant X, appartient

pas au domaine d’attraction de @, (z)

Preuve du Lemme 4.1

L(z) =exp (n(z)-#/%t-)-dt) , A>0,

Montrons que si

A

alors
. L(ue (u)
B TIw T

Pour toute fonction positive e (u), telle que ul_l{lgo e(u) =1,

ue(u)

L (ue (w) /L (u) = exp (n (e (w)) — 7 (1)) exp / £ (t) /t dt

Pour T = logt

log u+log e(u)

L(ue (W) /LW =exp(n(ue() ~n(exp | [ e(T)aT
logu
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En appliquant le théoréme de la moyenne

Jim L (e (u)) /L (w) = Jim exp (n (ue (u)) — n () exp (e () loge (w)) ,

ou
logu < ¢ <logu+loge(u).
Puisque
Jim 7 (u) =n (n <o),
alors

,}l.r{.lo L (ue(w)) /L (u) = €° uli_'rgo exp (e (ec) loge (u)) .

¢ ' =
Comme ¢ (e°) est bornée et Jim loge (u) =0,

[

uler;()L(ue (w)) /L (u) = %’ = 1.

Montrons que si

Jim L(ue(w)/L(w =1,

L (u) = exp (n (u) + /-E—gt-tldt> .

A

alors

Soient
f(t)y=logL(e*), t >~ =log A4,

no=inf{n € N: n >~},

t—n

AO=1M+3( k) =) +Ca) [ull-wdu,
0
ou (kn) une suite réelle vérifiant, 0 < k,, < 1, linc}° k., = 0 et (7 est une constante positive

ou nulle.

La dérivée de f) (t) s’écrit :

@) =3(f(n+k) = f(n)+C)(t—n)(1 - (t—n)) .

Pour n > ng f{ (n) =0, f{ (t) est continue et
|71 O] <31 (v +ka) = f () + Cal (£ = ) (1 = (¢ = m))..
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Pour n tel que kn, > 1, le maximum de (¢t — n) (1 — (t — n)) est atteint pour t = n+ §, dans

cecas (t—n)(1-(t—n)) <%

Pour n tel que k, < %, le maximum de (¢t — n) (1 — (¢t — n)) est atteint pour t = n + ky,

d’ou

Ll o

t-n)(1-(-n)<

Par conséquent V¢, n <t <n+k,, nous avons

(t-m) (1= (@-m) <7 |A 0] <31 0+E) = F(m)+Cal.

En appliquant le théoréme de la moyenne nous avons

1) = F (O < If () = F @) +3|f (n+kn) = f () + Ca| (¢t —n)E(L =€),

ou €0, (t—n).

" LB}

Le calcul du maximum de (¢t — n) (1 — (t — n)) implique que

L) -fOI<If(0) - F ()|+ [f (n+kn) — f(n) + Cal.

Commen <t <n+k, et 0 <k, <1, nous constatons

Jim (f (m) - £ () = 0

lim (£ (n+ kn) = f (n)) =0

lim (1 (5) - £ (9) < $Ca.

Par conséquent, pour ¢ trés grand (fi (t) ~ f (t)) et f; (t) sont bornées. Ainsi pour tout t,

t > no, f1(t) peut s’écrire
t
f1(t) = f1 (no) + / £, (u) du.

Posons L; (z) = exp (f1 (log z)) donc ona

log =
Ly (z) = Crexp ( / f{ (u) du)

no
ol, Cjest une constante positive et x > expng = k.

En posant

L) /L&) =C (o),
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alors Vz > k

L(z) = CiC(z)exp (/i(ltlgﬁdt)
k

= exp (n (z) + /—E—Zﬁdt) ,

A
ou
e(t) = f{ (logt) est bornée,
Jim C(a) = lim L(@) /L1 () = exp (/i (og) - f (log)) = C < o,
ct

n(z) =log(C1C (2)), lim 7(z) = log (C1C) = n < co.

Preuve du Théoréme 4.17

Posons

{Skn+1,n = An—kn+ln — Xn—lc,,,n

Skn,n = Xn—lc,,,n - Xn-—k,q-—l,m

done

{ Skn+1n = G (Uknn) — G (Ukp+1,n)
Sk = G (Uky,+1n) = G (Uk,+2,n) -

ou

Upn < Uzn < ... < Upp est la statistique d’ordre associée a Uy,
riables aléatoires indépendantes de loi uniforme.

D’apres la condition 2 du Théoréme.(4.17), on a :
f I/U'fn-ﬂ
Skatin =9 (1/Ukpn) — 9 (1/Ukpg1n) + / ﬂvﬂdv;

) 1/Ukp+1,n
1/Ukp +1n

Sknmn = 9(1/Ukpt1n) — 9(1/Ukpi2,n) + / 2 gy,

L 1/Uk, +2,n
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( I/Uk,.,n
Serrin = 9(1/Uin) = 9 (LUt n (1 = Ukns1n = Usnm) /Uknsin) + / o) gy,

4 l/Ukn+1,'n
1/Ukp,+1n,-

Stam = 9(1/Uknt1n) = 9 (1/Ukn1n (1 = Ukps2n = Ukn 41n) [Ukns2in)) + / gy ;

\ I/Ukn+2.7l

Comme

(Ukn+1.n = Ukpn) /Ukp+1n = Op (1),

P (]Ukmq,n/i“;'l1 -1/ >¢) = 0, quand k, — 00 et kn = o(n) ;‘et pour tout € > 0 il existe
0< A=A <1, Ape tel que P(Ape) > 1 —¢,

alors sur A, nous avons
4

Stvriin = 91 = (kn +1/m) Ae) =g (L= (kn +1/n) Aen) (1 = An)
+9 (¢n) 108 Uk t1,n/ Uk i
Senn =9 ((1=Alka/m)n)) =g (1= A (kn/m)en) (1-17))

{ g (Cn) log Uk, +2,n/Ukyt1,n
(voir Shorack et Wellner (1986, p. 419))

ou
(1= (kn+1/n ) Aen) (1 = An) € € < 1= (Kn +1/n) Aen et (1 — A (kn/n) e;) (1 —,\'n) <
C; < 1—/\(kn/n)e;1 et e, — 0, \p — 0, A;—»O, e'n-—»Oquandn—aoo.

A l'infini, on a
Skutin = F29 (Ca) 108 Uk n/ Uk t1,0)"

_ ' kn
Sknn = 5479 (Cn> log (U, 41,0/ Ukpt2,n)™+!

Comme
Uk i/ Uk t1.0)"™ €t (Ukpg1.n/ Ukn+2,n)k"+1 sont asymptotiquement indépendants ,
donc

Skn+1,n €t Sk, n le sont aussi.
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4.4 Application des statistiques d’ordre a l’estimation

Discutons maintenant le role des statistiques d’ordre dans I’estimation statistique. Illus-
trons d’abord l'influence des statistiques d’ordre dans ’estimation de la densité p,ar la
méthode de 'histogramme avec des partitions aléatoires.

Soient X1n < Xon < ... < Xpn la statistique d’ordre associée a Xi,...,X,, une suite de
variables aléatoires de densité f () et de fonction de répartition F (z) et 8, la o-algdbre

engendrée par Xj,..., X,. Pour tout réel z, pour tout entier naturel n, nous considérons

des suites aléatoires { A, (z)} et { By (z)} telles que, A, (z) et B, (z) soient 8, mesurables et

p 1< Bn(z)— An(z) <kn, 1< A, (2) )

< Bn (:II) <, XAn(J:),n <z < XBn(a:),n
ou {k,} est une suite d’entiers positifs. Par analogie avec la définition de I’histogramme qui
est un estimateur de la densité basé sur des intervalles non aléatoires, l'estimateur suivant

By (z)—An(x)

fn(z) = {"(Xsntz),rXAn(z).n) _
0 siz < Xijn ouz > Xpn.

si XA,,(z).n <z < XBn(x),n’

est un estimateur de f (z), basé sur des intervalles aléatoires. Si pour tout n, les suites
Ay (z) et By (z) sont choisies telles que X4, (z)n < T < Xp,(2).n, alors fn (z) peut s’écrire

Fn (XBn(x),n) - F’n (XAn(z),n)

) =
f(®) XBo(z)n — XAn(z)n

)

ou F,(.) est la fonction de distribution empirique, qu’on peut considerer aussi comme
un estimateur de f (x). D'autres choix des suites {A, (z)} et {B,(z)} peuvent donner
une alternative d’estimateurs de f, (z). A savoir, si {kn} est une suite d’entiers positifs,
A, (z) = max {R, (z) — %, 1} et Bn(z) = min {R. (z) + &, n}, on R, (z) = nF, (2).

fn (z) peut s’écrire
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kn
n( Xtk /2= X;—kn/2.n)

J=kn/2+1,...,n—k,/2,

si Xj.n <zr<L Xj—H,m

G—1+kn/2
n(Xj4kn/2,n=X1n)

fay () = 4 i=1...,kn/2,

si Xj,n <z <L Xj+1,'m

n—j+kn/2 :
siX;n<z<X;
n(Xon=X,kn/2m) n S J+ln

j=n+1-ky/2,...,n—-1,

{ 0 siz < Xin ouz > Xnn.
cet estimateur ainsi définie est appelé estimateur symétrique de f ().

D’autre part, si on considére {k, } une suite d’entiers positifs, I = {1, ko +1, 2k, +1,...},

An(z) =max{a|a €I, Xon <z}, Bn(z) =min{An (z) + kn, n} et r, est le plus grand

entier appartenant a I, tel que r, < n — ky, estimateur f, () devient
4

kn : <
n(Xa+kn,n—Xa.n) 81 Xa,n sz< Xa+kn,m

a=1, k,+1,...,7,

"

f'nz (l') = < .
N—Tp—Kp .
1 Xnn=Xrn+knm) si Xepn ST < Xnpn

~0 siz< Xy1p ouzxr>Xnn
Nous constatons que fp, (z) est constant sur les intervalles aléatoires disjoints [ X1, Xk,+1,n)

(Xk41m Xoknttn)s- -+ [ Xrn—knms Xramn)s [Xrnns Xnin), de plus il a la forme de I'histo-
gramme, cet estimateur ainsi défini est appelé estimateur non symétrique de f (z).

frs () €t fn, () sont des estimateurs consistants de f () et si de plus f(z) est continue,
kn — 00, -’“#—-»0, quand n — oo,

alors
F‘n (XBn(x),n) - Fn (XAn(:r),n) -
XBo(z)m — XAn(z)n

f(z) p.s, quand n — oo.

Nous achevons ce paragraphe par l'estimateur de Hill construit & partir des statistiques
d’ordre. Cet estimateur caractérise les distributions dont la taille varie réguliérement a I'in-

fini. Il appartient & la classe des estimateurs & noyaux introduite par Csérgo, Deheuvels, et
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Mason (1983). Soit k,, une suite d’entiers telle que

0<k,<n, kp— o0, kn/n —0, quand n — oo.

La statistique

kn
Tn = krjl Z (log Xn—i+l,n - log Xn——kn,n)
1=1

est appelée 'estimateur de Hill.

Si k, vérifie la condition (4.1) et si pour tout A > 0,

. 1=FQz) | _,
xllvn;o 1- F(z) =27
alors
1

P
T, — = quand n — oo.

Mason (1982) montre que l'estimateur de Hill caractérise les distributions appartenant au

domaine d’attraction de Fréchet, Lo Gane (1985) a donné le comportement asymptotique

de cet estimateur quand la distribution appartient au domaine d’attraction de Gumble.
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Résumé : L’objet de ce travail est de construire des estimateurs de régression non
paramétrique asymptotiquement optimaux, sous I’hypothése que les lois sous-jacentes sont
gaussiennes. Les résultats que nous obtenons présentent l'intérét d’étre directement apfpli-
cables en analyse explora.toire des données. Nous établissons aussi la caractérisation des lois
dont les espacements d’une statistique d’ordre d’une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées sont asymptotiquement indépendants. En se basant sur
les résultats de Deheuvels (1982-1983) et en s’inspirant d'un Théoréme de Hall (1978) et
Weissman (1978) , nous montrons que cette indépendance asymptotique associée & certaines
conditions peut caractériser les lois dont les extrémes sont attirées par la loi de Gumble.

Mots clés. Estimation de la densité, estimation de la régression, estimation & noyau,
bandes de confiance, Statistique d’ordre, indépendance asymptotique, compacité stochas-

tique, domaine d’attraction.
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Abstract : In this work, a method of constructing nonparametric asymptotically opti-
mal estimators is presented. Assuming Gaussian underlying distributions, straightforward
applications in exploratory data analysis may be deduced frofn our results. We etahlish
the characterisation of laws of which spacings of a order statistics of an independent ran-
dom variables identically distriduted are asymptotically independent. While taking results
of Deheuvels as basis (1982-1983) and while being inspired by a Hall theorem (1978) and
Weissman (1978), we show that this asymptotic independence associaded to others condi-

tions can characterize laws whose extremes are attracted by the Gumble law.

Keys words : Order statistics, Asymptotic independence, Stochastic compacteness,

Attraction domain, Density estimation, Regression estimation, Kernel estimation, Confi-

dence bands.





