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Introduction générale

La modélisation constitue le parachévement d’un travail statistique quand
il arrive a sa pleine maturité. En effet, établir le modeéle qui gére un phé-
nomeéne signifie que nous avons compris et maitrisé tous les tenants et les
aboutissants de ce phénomeéne. Le modéle met en lumiére les facteurs in-
tervenants, le degré de leurs influences et les relations exactes qui les lient.
La puissance et I'intérét de la statistique prennent toute leur ampleur dans
la modélisation qui permet un fait capital : I'extrapolation a la population
entiére de I'information récoltée dans I’échantillon d’étude. Le modéle doit
rester valable en dehors des données qui ont servi pour son élaboration.

C’est ce qui fait que la régression soit un domaine central de la statis-
tique et qui revét une grande importance. Beaucoup de domaines s’adossent
sur cette discipline et beaucoup d’autres y prennent leurs racines et leurs
fondements tels que, entre autres, les séries chronologiques et 1’économétrie.

La régression est un domaine vaste qui a fait I’'objet de beaucoup d’études.
Certains de ses aspects sont complétement maitrisés; d’autres présentent
encore des difficultés.

La part la plus importante des travaux a été consacrée a la régression
linéaire, qui est la plus largement utilisée. Elle est devenue un outil compris
et consacré, ne présentant pas de problémes sauf lorsque les variables expli-
catives sont fortement corrélées. Mais méme pour cette question, qui fait que
I’estimateur des moindres carrés soit instable, des estimateurs concurrents
ont été proposés et ont permis de dépasser 1'obstacle.

La vraie grande question reste celle lorsqu’il y a non linéarité du modele.
Les difficultés sont essentiellement d’ordre technique. Il est beaucoup plus
complexe de mener une régression non linéaire qu'une régression linéaire. Des
solutions partielles sont proposées pour traiter des familles particulieres de
fonctions (régression logistique, régression polynomiale, . .. ) mais le probléme
de fond persiste ; 'inexistence d’'une méthode unifiée et générale congue pour
effectuer toute sorte de régression non linéaire.

C’est une discipline, d’origine multidisciplinaire, mais qui est aujourd’hui
parfaitement assimilé & une extension des méthodes statistiques, qui depuis
quelques décades, vient apporter les outils pour traiter toutes les questions
qui sont restées en suspens. Ce sont les réseaux de neurones artificiels. Ils
permettent de reproduire tout aussi bien les méthodes standards de la sta-
tistique comme ils permettent de surmonter les problémes relevant du non
linéaire. Ils sont aptes a apporter des solutions nouvelles et & juguler des
problémes traditionnellement classés difficiles.

Dans notre travail, nous avons essayé de mener une étude comparative
opposant les techniques conventionnelles de régression et de discrimination a



ce qui, dans les réseaux de neurones, se présentent comme équivalents.

Les deux premiers chapitres exposent brievement les notions de régression
puis les notions de discrimination qui, sous un certain angle, n’en sont que
des corollaires.

Le chapitre trois introduit les réseaux de neurones, en focalisant sur les
parametres qui permettent de construire les outils appropriés pour effectuer
les taches de classification (ou de discrimination) et les taches de modélisa-
tion.

Ce chapitre s’acheve avec la présentation du perceptron multicouche qui
permet le traitement efficace des problémes non linéaires, que cela soit en
termes de régression ou en termes de classification.

Le chapitre quatre réunit les éléments préalables et expose 'algorithme
de la rétro-propagation du gradient, qui est I'algorithme d’apprentissage le
plus couramment utilisé dans les réseaux multicouche & propagation avant.

Les problémes spécifiques des réseaux de neurones sont ceux de la stabilité
et de la convergence : 'apprentissage étant itératif, les réseaux peuvent dans
certains cas osciller autour de la solution sans l’atteindre, ils peuvent dans
d’autres cas ne pas converger vers la solution. Le chapitre cinq expose les
algorithmes & utiliser dans pareils cas.



Chapitre 1

La régression statistique

Dans ce chapitre, nous tenterons de voir des concepts traditionnels &
propos de la régression, qui est un ensemble de techniques analytiques des
données. Le but de la régression est de déterminer la relation suivante :

y=[f(z)+e (1.1)

ouf (.) est une fonction déterministe, et € est une variable aléatoire. Pour
cela, il y a deux difficultés propres qui sont :

o La fonction de régression f (.) (déterministe) peut avoir une forme ana-
lytique quelconque, mais est de toute fagon inconnue.

o € est une variable aléatoire de moyenne nulle, mais de distribution in-
connue. ( dépend possiblement de x (hétéroscédasticité)).

D’aprés la relation entre les variables, on a distingué deux catégories : la
régression paramétrique et la régression non paramétrique.

1.1 La régression paramétrique

La régression paramétrique présente la relation entre les variables expli-
catives et les variables expliquées, en terme de forme fonctionnelle spécifique
qui contient un certain nombre de parameétres réglables.

1.1.1 La régression linéaire
La régression linéaire simple

La régression linéaire simple est une partie importante dans la régression
paramétrique définie comme suit :



Si on a un échantillon aléatoire (X;,Y;), i = 1,...,n . Un modeéle de ré-
gression linéaire simple suppose la relation affine entre X; et Y; suivante :

Les ¢; sont indépendants de distribution normale : g; «~ N(0,s?) .

La régression linéaire consiste & déterminer des estimateurs des valeurs a
et b. pour quantifier la validité de cette relation, nous utilisons le coefficient
de corrélation linéaire.

Empiriquement, a partir de 'observation (y;, ;) i = 1,..., n , on a repré-
senté un graphe dont l’ensemble de points représentent des mesures d’une
grandeur y; en fonction d’une autre z;; par exemple la taille y; des enfants
en fonction de leur age x; (voir figurel.l).

*  Paoiks
= T I— w Fegreisonliedr

LI

Fic. 1.1 — Un exemple graphique de régression linéaire simple

Les points paraissent alignés .On peut alors proposer un modéle linéaire,
c’est-a-dire chercher la droite dont I’équation est y; = ax; + b et qui passe
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aussi par des points du graphe selon la méthode des moindres carrés et qui
rend minimale la somme des carrés des écarts des points a la droite S donnée
par :

S:§:@r—ma—®2 (1.3)

Ou S représente le carré de la distance verticale des points expérimen-
taux (z; ,y;) & la droite considérée comme la meilleure. Cela revient donc a
déterminer les valeurs des parameétres a et b (la pente de la droite et son
ordonnée a 'origine) qui minimisent la somme S.

La notation vectorielle

Dans l'espace IR"™, muni de produit scolaire canonique, on considére
le vecteur X de cordonnées (x1,29,...,%,); le vecteur Y de cordonnées
(Y1, Y2, -, Yn) set le vecteur U de cordonnées (1,1,.... ,1).

On note alors X le vecteur T; , Y le vecteur 3; et le vecteur Z de cordon-
nées (ary+b,axs+0b, ..., ax, +b) appartient a 1’espace vectoriel engendré par
X et U.

La somme) (y;_ax; —b)? représente le carré de la norme du vecteur Y —Z.
Cette norme est minimale si et seulement si Z est le projeté orthogonale de
Y alors :

(Z-Y)U=0 (1.4)

et

(Z-Y)(X -X)=0 (1.5)

La généralisation & p variables explicatives de ce modele s’appelle la ré-
gression linéaire multiple.

La régression linéaire multiple

Pour faire une régression linéaire multiple, il faut avoir n observations de
Y; (1 = 1,2,...,n) variables expliquées, et pour chaque Y; on a p variables
explicatives X; ou (j = 1,2,...,p) et la relation entre Y; et X;1, X, ..., Xjp
est formulé comme modéle linéaire.

Y; =ag + CLlXil + GQXZ'Q + ...+ CLpXip + & (16)

Ou les constantes ag, a1, ...,a, sont appelées les coefficients partiels de
régression .sur chaque a; il s’agit de ’accroissement de y; correspondant a



I’accroissement d’une unité z;; quand toutes les autres variables sont main-
tenues constantes[1].
Les erreurs suivent une loi normale multidimensionnelle & «~ N(0,021,,)

Pour estimer ces parameétres, nous utilisons comme dans ce qui précéde

la méthode de moindre carré qui consiste & minimiser la somme des carrés
des résidus S

S = Z(yz — A1T;1 — 292 — ... — apl‘ip)2 (17)

(voir figure 1.2)

A -
1 P - i #/ A
- vy
d::..:-"_'_;._ L~ .] l_( [ x! E
e ||
'y Plan des Moindres Carvés
X, el

Fic. 1.2 — Un plan des moindres carrés

Généralisation ( le cas matriciel)
Lorsqu’on dispose de plusieurs variables explicatives dans une régression
linéaire, il est souhaitable d’avoir recours aux notations matricielles.
Sil’on dispose d'un jeu de n données y;, i =1,2,...,n que l’on souhaite
expliquer par p variables explicatives (1,214, T2, ..., Tp—1i) i =1,2,...,n
on peut poser :



U1
Y2

Yn

et

1 Z11----Tp—11
1 L12-.--Tp—12

X = (1.9)

1 Tin---Tp—1n

La régression multiple linéaire s’exprime sous la forme matricielle sui-
vante :

Y =XB

Alors, la question est d’estimer le vecteur de coefficient B € Mp; em-
ployant la méthode de moindre carrés. On note 'estimateur par B qui est
donnée par :

B=(X"X)'XTy (1.10)

La lettre T" dénote le transposé de la matrice.

S’il n’y a pas une colinéarité entre les variables explicatives, alors la ma-
trice  XTX est réguliere (det (XTX) #0) et (XTX)™! existe (clest
équivalent & rang (X) = rang (X7X) =p + 1).

Les limitations de la régression linéaire multiple 1/Complexité des
calculs

Bien que similaires & ceux de la régression linéaire simple, les calculs
et les résultats sont plus complexes en raison de la présence de plusieurs
variables explicatives. Les calculs reposant sur des équations "ordinaires"
deviennent lourdes & manipuler, et le recours & des équations matricielles
devient alors une nécessité pratique.

2/Sélection des variables

Ce deuxiéme point est plus important pour le praticien : la régression
linéaire multiple est probablement le premier exemple qu’il rencontrera de «
compromis biais-variance » et dont nous résumons maintenant les aspects
principaux :



oUn modele (qu’il soit prédictif ou descriptif) construit sur la base d'un
échantillon ne doit pas contenir “ trop ” de parameétres (ici ag, ay, ..., Gp).

oSes performances s’améliorent sur 1’échantillon, mais se dégradent sur
des données nouvelles en raison d’une variance exagérée des estimations des
valeurs prédites.

oLes valeurs de ses parameétres prend toute signification, 1a encore en
raison de leur grande variance.

oCes questions sont d’une grande important pratique et vont forcer 1’ana-
lyste a fournir un effort important pour sélectionner, parmi les {z;} dispo-
nibles (souvent trés nombreuses), celles qui seront retenues dans le modeéle
final.

3/ Colinéarité des variables explicatives :

S’il v a une colinéarité entre les variables explicatives, X7X n’ est pas
réguliére (det (XTX) = 0) alors (X7 X)~! n’ existe plus ,dans ce cas, nous
ne pouvons pas déterminer l'estimateur du vecteur de coefficient B par la
méthode de moindre carré ( B n’ existe pas), alors la régression multiple est
encore plus complexe[24].

Remarque 1 Si les hypothéses initiales sont respectées, les estimateurs des
MCO (Moindres Carrés Ordinaires) posséderont d’ excellentes propriétés (sans
biais, convergent en probabilité).

1.1.2 La régression non linéaire
La régression non linéaire est une prolongation de la régression linéaire

pour adopter des fonctions (non linéaires) générales de la forme :

y = f(x1,29, ..., Tp, a1, az, ..., ay) (1.11)

Voici des exemples des fonctions qui peuvent étre modelées en utilisant
la régression non linéaire :
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y = ao+aexp(zr) (1.12)

y = ap+ apsin(z) (1.13)
y = ap[l —exp(—ayr)] (1.14)
yi = a1(a0 + ara) (1.15)
Yi = aoxy; (1.16)

On peut estimer les différentes parametres ag et a; de chaque modele
précédent avec des techniques differentes[24].

Remarque 2 La forme non linéaire est non linéaire dans les paramétres, par
exemple, le polynome est non linéaire par rapport aux variables explicatives
mais il est linéaire dans les paramétres donnés par :

y:a0+a1:ﬁ12+a29§§+... + a,x,> (1.17)

On peut poser une autre variable z; = x;% alors 'équation (1.17) devient

y=a0+alzl +a222+ ...+ anz,

L’équation précédente a une forme linéaire.

Les problémes de la régression non linéaire

1°/ Quand nous utilisons I'analyse de la régression non linéaire, la forme
(modele) de la fonction doit étre indiquée. Pour la technologie et les pro-
blémes scientifiques, le modéle peut étre dicté par la théorie, mais pour les
autres problémes tels que les problémes médicaux, il peut étre difficile de
développer des modeéles non linéaires appropriés.

2°/ Les problémes strictement numériques sont obnubilés par la nécessité
d’estimer des parameétres avec des méthodes peu classiques, par exemple le
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calcul de dérivé de S par rapport a ag et a; puis le fait de résoudre le systéme
a deux équations qui en résulte, n’est pas facile.

3°/ Quelque fois un ajustement polynémiale peut étre utilisé, mais il peut
suffire d’éstimer la valeur d’un point intermédiaire de la courbe pour lequel
aucune valeur ne peut étre faite. Souvent, il faudra choisir un degré élevé
pour le polynome, alors qu'un modeéle non linéaire fera intervenir un nombre
plus faible de parameétres pour une qualité équivalente de ’ajustement. Ici la
forme analytique plus complexe du modeéle non linéaire compense, en quelque
sort, le modele plus restreint de paramétres.

4°/ La pratique peut étre acceptable avec deux parameétres, mais elle
deviendrait inutilisable des que ce nombre de parametres augmente.

1.2 La régression non paramétrique
Définition 3

la régression non paramétrique est une forme d’analyse de régression
ou le prédicteur ne prend pas une forme prédéterminée , mais il est construit
selon les informations dérivées a partir de la forme des données. Alors les va-
riables expliquées sont présentées par une fonction des variables explicatives
de forme non paramétrique comme suit :

Y: = g(X3) i=1,2,..,n (1.18)

Ou g est une fonction non paramétrique .

La régression non paramétrique exige une plus grande taille de 1’échan-
tillon qu’une régression basée sur les modeles paramétriques parce que les
données doivent bien rendre la structure du modele estimé.

Nous avons vu que la régression doit également faire face, comme toute
modélisation, a la trés importante question du choix des variables a incorporer
dans le modeéle. Nous ne rappellerons jamais assez que I'ajout des variables
augmente la quantité d’information disponible pour prédire les données et
augmenter le nombre de parameétres du modeéle (donc sa souplesse), Ce qui
lui permet de mieux rendre compte des données disponibles. Mais que le prix
& payer pour ces capacités accrues est d’une plus grande instabilité du mo-
dele, I existe donc un "juste milieu", difficile a trouver (sauf dans les cas les
plus simples comme la régression linéaire simple). En plus, il y a deux dif-
ficultés propres a la régression, la premiére est que la fonction de régression
f () peut avoir une forme analytique quelconque, et de toute fagon inconnue.
L’analyste devra donc faire le choix de la forme fonctionnelle du modéle de
régression méme si la distribution des données s’écarte de la linéarité. Et la

12



deuxiéme difficulté est que ¢, est une variable aléatoire de moyenne nulle,
mais de distribution inconnue, et dépendant possiblement de x (hétéroscédas-
ticité). Le but de ce travail est de rendre ces difficultés minimales en utilisant
les réseaux de neurone. Dans la régression, y (la variable expliquée) est une
variable continue. On peut concentrer les discussions a un cas particulier ou
y a des valeurs discrétes (par exemple 0, 1,.. . etc). Cette méthode statistique
s’appelle I'analyse discriminante. Dans le deuxiéme chapitre, nous allons dé-
finir ’analyse discriminante et quelque principes qui permettent d’utiliser les
réseaux de neurones .

13



Chapitre 2

L’analyse discriminante

Dans le premier chapitre, nous avons fait un rappel de 'une des questions
centrales de la modélisation statistique de données qui est la régression. Nous
avons vu que cette méthode a plusieurs limitations. Pour faire une discussion
a but d’amélioration, nous proposons le cas particulier ou la variable expliqué
est discrete (qualitative). Nous appelons ce cas ’analyse discriminante.

Dans ce chapitre, nous allons définir les notions et discuter les propriétés
de 'analyse discriminante et sa robustesse en utilisant ’exemple suivant :

“Lorsque y n’est pas une variable quantitative mais qualitative & deux
niveaux, il est encore possible de faire « formellement » une régression, Par
exemple, dans le domaine médical, on peut étudier les soins possibles pour
une maladie : intervention chirurgicale(groupe 1, y = 0) , ou chimiothérapie
(groupe 2, y = 1) en fonction de certaines données biologiques représen-
tant les régresseurs. La régression linéaire multiple fournit les mémes résul-
tats que I'analyse discriminante linéaire 4 deux populations. Si dans les n
observations n; valeurs de y sont égales & 0 et ngy égales & 1,la moyenne
Y = ng/n, (n =ny + ny). Si on fait une régression sur le y centré, les obser-
vations correspondants 4 une intervention chirurgicale sont toutes négatives
(et égales & — ny/n ) celles correspondant & la chimiothérapie sont toutes
positives (et égale & ng/n). L’estimation de y permet de choisir le type de
soins auquel il faut soumettre un nouveau malade sur lequel ont été observées
les mémes données biologiques : intervention chirurgicale si 1 “estimation de y
est négative, chimiothérapie si elle est positive. Cette estimation est un outil
d’aide & la discussion pour le praticien, d’autant plus sur que la valeur est
différente de 07[25].

14



2.1 La discrimination

D’apres 'exemple précédent, nous pouvons représenter les résultats de
discrimination en termes de variable y, ot

{ y =1 si le malade € C} (2.1)

y=0sinon il € Cs

ou nous pouvons utiliser un seuil S,dans ’exemple précédent S = 0 telque

(2.2)

7y > 0 le malade € C}
y < 0 le malade € Cy

Dans les problémes plus complexe, il peut y avoir plusieurs classes (C),
pas seulement C; et (s, on associe les classes avec plusieurs variables y, ol
k=1,...c

On peut rassembler les variables x; et x5 dans un vecteur de dimension
2,z tel que x = (x1,z3), meme pour les variables y; telle que y = (y1, ..., yc)
de dimension c.

Alors nous pouvons modeler cette opération par une fonction mathéma-
tique qui contient un certain nombre des paramétres réglables w, dont les
valeurs sont déterminées avec 'aide des données : y, = yr(x,w) telles que

2.2 Le théoréme de Bayes et la classification

Nous revenons a ’exemple donné dans I'introduction de ce chapitre. Nous
supposons que nous souhaitons classifier un nouveau malade, mais jusqu’ici
nous n’avons fait aucune mesure sur lui. Le but est de classifier ce malade de
facon de réduire au minimum la probabilité de classification fausse.

Nous avons rassemblé un grand nombre d’exemples des malades pour
déterminer la probabilité a priori p(cx) quun malade appartient & chacune
des classes ¢; ou ¢s.

On suppose qu’on a
p(c1) = 0.75 et p(c2) = 0.25 (2.3)

alors nous assignons le malade précédent a la classe qui a la probabilité a
priori plus élevé, (c.a.d. le malade appartient a ¢; si p(c;) > p(ca), et a
la classe ¢y autrement). Et ceci signifie que nous classifierons toujours un
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nouveau malade qui correspondra au groupe des malades de l'intervention
chirurgicale.

Nous pouvons utiliser le théoréme de Bayes pour réaliser notre but, mais
présentons d’abord la formulation générale de ce théoréme.

Définition 4 Soit A et B deux événements quelconques d’un ensemble fon-
damental Q0 muni d’une loi de probabilité P. La probabilité conditionnelle de
A sachant que ’événement B est réalisé, est notée par P (A/B) et définie
par la relation suivante

P(ANB)

P(A/B) = ~Fg

Théoréme de Bayes

Aussi connu sous le nom de "Regle de Bayes" ou "Formule de Bayes"
Théoréme 5 Théoréme de Bayes

La formule simple
Soit A et B deux événements quelconques d’un ensemble fondamental 2
muni d’une loi de probabilité P.La formule de Bayes est donnée par

P(A/B).P(B)

P(B/A) = 2.4
(814) = =20 (24)
La formule générale
Elle s’énonce ainsi :
* Si A est un événement quelconque,
* Et si {By, By, ..., B, } est une partition de {2
Alors pour tout i :
P(A/B;).P (B;
P (Bi/A) = AB) L (B 2.5)

> P(A/B;) P (B;)

=1

Présentons le théoréeme de Bayes dans le contexte de la classification :
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Le cas discret

Supposons qu’il faille affecter des observations a des classes sur la base de
mesures faites sur I'unique attribut x, supposé prendre des valeurs discrétes
0,

» Nous définissons la probabilité a priori de la classe ¢, comme la pro-
portion des observations qui appartiennent a cette classe, quelle que soit la
valeur prise par x. Nous notons cette probabilité P ().

» De méme, nous définissons la probabilité inconditionnelle P (:c(l))comme
la proportion des observations pour lesquelles z prend la valeur %, quelle
que soit leur classe.

» De méme, la probabilité conditionnelle de classe P (x(l) / ck) est la pro-
portion des observations dans la classe ¢, pour lesquelles z = (). Pour une
classe donnée, c’est une fonction de [.

»Nous ne considérons maintenant que les observations pour lesquelles
z = zU . La probabilité a posteriori de la classe ¢ pour la valeur 2 est la
proportion des observations qui appartiennent a cette classe. Elle est notée
P (c;€ / x(l)) ,pour une valeur donnée, c’est donc une fonction de k.

P (ci) ést la probabilité pour qu'une observation, avant que la mesure
sur x soit effectuée, appartienne a la classe k. Mais cette mesure a apporté de
I'information supplémentaire, ce qui nous permet d’affiner nos probabilités
de P(cy) a P (ck /l‘(l)). Ceci explique les termes "a priori” et "a posteriori".

Le théoreme de Bayes permet de relier ces quatre quantités. Il s’exprime
par la formule :

P (zW/c) P (e
P (Ck/m(l)) — ( P/<gj()l)) (c) (2.6)

Donc ce que dit le théoreme de Bayes est :

" Vous voulez savoir a quelle classe appartient une nouvelle observation
en mesurant x 7 Vous ne le saurez jamais avec certitude, mais, pour chacune
des classes ¢, vous pouvez améliorer votre estimation initiale P (¢;) de la
probabilité d’appartenance a la classe en la transformant en P (ck / x(l)) , qui
tient compte du résultat de la mesure.

Le dénominateur P (x(l)) joue le role d’un facteur de normalisation. Pour
s’en convaincre, on additionne toutes les probabilités a posteriori pour obte-
nir :

> Pen/zD) =1 (2.7)
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En effet, une observation appartient forcément & une classe et a une seule,
et la somme des probabilités d’appartenance aux classes est donc égale a 1.

Remplacons chaque terme de la somme par son expression donnée par la
formule de Bayes. Nous obtenons :

P (zV) =>"P (29 /¢;) P(c;) (2.8)
J
La formule de Bayes s’écrit maintenant :

P (zW/e) P (e
P (cfal0) = ALl P o) (2.9
> P (20 /e;) P(cy)
Ou le dénominateur apparait clairement comme un facteur de normalisa-
tion.

Le cas continu

La formule de Bayes n’est que légérement modifiée si x est une variable
continue. La définition des probabilités a priori est bien stir inchangées. Mais :

* Les probabilités inconditionnelles P (l‘(l)) doivent étre remplacées par la
densité (de probabilité) inconditionnelle f (z), qui est la fonction de densité
de probabilité de x quand les étiquettes de classe ne sont pas prises en compte.

* Les probabilités conditionnelles de classe P (:c(l) / ck) doivent étre rem-
placées par les densités (de probabilité) conditionnelles de classes f (z/cg).
Chacune de ces k densités est la densité de probabilité de x pour la population
d’une classe quand les autres classes sont ignorées.

La formule de Bayes devient alors :

F(e/a) = S (x/cx) P (ck)
f(x)

Il est important de distinguer deux étapes séparées dans le procédé de la
classification, elles sont : 'inférence et la décision

o L’inférence

L’inférence des données est employée pour déterminer des valeurs (P (cx),
P (x(l) / ck),P (:c(l))) afin de calculer la probabilité a posteriori pour chaque
classe comme suit :

* Prenez la probabilité a priori P (c;)de la classe,

* Multipliez cette probabilité par P (l‘(l) / ck), la probabilité conditionnelle
de classe pour la valeur 2 de l’attribut,

* Divisez le résultat par P (:c(l)), la probabilité inconditionnelle de la
valeur de l'attribut. Ce nombre est le méme pour toutes les classes, et ne
dépend que de [.

(2.10)
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o La décision

Dans ce cas, ces probabilités sont employées pour faire des décisions qu’un
nouveau point de donnée appartient a la classe pour laquelle la probabilité a
posteriori est la plus grande.

2.3 La frontiére de décision

Jusqu’ici, dans une perspective de minimiser la probabilité de classifica-
tion fausse, nous avons vu que la théorie de la décision bayésienne est une
stratégie qui consiste a affecter toute observation a la classe ayant la plus
grande probabilité a posteriori, alors x sera affecté a la classe k si

p(ck/x) > p(cj/z) pour tout j # k (2.11)

Nous remarquons que l’espace de donnée étant divisé en k classes dis-
jointes. Les frontiéres entre ces régions sont appelées les frontiéres de déci-
St0m.

Si l'espace des données est un espace multidimensionnel, ces frontiéres
sont des hyperplans. Voir figure (2.1).

Dans la figure (2.1), 'espace des données est de trois dimensions alors la
frontiére de décision est un plan qui discrimine la classe c¢; et la classe cs.

2.4 La fonction discriminante

On peut reformuler le traitement de classification en terme des fonctions
y1(x),..y.(x) ou, pour tout k=1,2,...,c:
yr(x) = plex/x) (2.12)
D’apres les expressions (2.11) et (2.12), le vecteur de données z est affecté
a ¢y, sl
yr(z) > y;(x) pour tout j #k (2.13)

x est affecté a la classe ¢, si

P(x/ck) P(cx) = Pl(x/c;) Plcy)
P (x) P (x)

pour tout j # k (2.14)

Donc
P (z/ck) P(ck) = P(x/cj) P(c;) pour tout j#k (2.15)
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Frontiére de décision

(i, 1, 1)

(1,0, 1) 41.1.1)
.‘ : by .
J.__ ______ .‘-:
L0, 0,0) ' {0k 1,0}
1O,0) _
l' ) ] 1.1.4)
& <1
Ty & cca

Fic. 2.1 — Un exemple du frontiére de décision dans un espace trois
dimensionnelle[12]
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D’apres (2.15) ,on peut définir y(x) par la formule suivante :
yp(x) = P (x/ck) P (ck) (2.16)

Les yx(z) sont appelées les fonctions discriminantes

Remarque 6 Plusieurs fonctions discriminantes peuvent étre définies, et la
plus utilisée est donnée par g(yx(zx)), ou, g(.) est une fonction monotone
croissante et yi(x) est une autre fonction discriminante [10].

Remarque 7 On a remarqué que les frontiéres de décision sont définies par
l’ensemble des équations suivantes

yr(z) = y;j(x) pour tout j#k (2.17)

Remarque 8 Lorsqu’il n’y a que deux classes c¢i et cg, on peut donner la
fonction discriminante sous une forme légérement différente.On note

y(z) = yi(v) — ya(2)
Alors

{ siy(x) >0 alors = € ¢ (2.18)

siy(x) <0 alors € ¢y

L’avantage de cette notation est d’employer une seule fonction discriminante
au lieuw d’employer deuz fonctions yi(x) et yo(z) .

2.4.1 Les types de fonctions discriminantes

Nous avons annoncé précédemment qu’il y a une étape inférencielle dans
le procédé de classification. Cet aspect descriptif vise & trouver une représen-
tation qui permet d’interpréter les groupes grace aux variables explicatives.
Cette tache est rendue difficile quand le nombre de variables explicatives
est plus grand que trois. Il est possible d’utiliser la technique de 'analyse
discriminante qui est la plus populaire des techniques de classification.

L’analyse discriminante est une technique paramétrique car elle fait 1’hy-
pothése que les densités des classes ont une forme fonctionnelle particuliére.
Plus précisément, elle suppose que les classes sont multinormales. Cette hy-
pothése tres forte permet alors de déduire des estimations précises de pro-
babilité a posteriori de chacune des classes.“ L’utilisation de cette hypothese
dans le cadre de ’analyse a d’ailleurs donné naissance aux deux méthodes de
discrimination les plus populaires : L’analyse discriminante linéaire et 1’ana-
lyse discriminante quadratique. Et pour cela, il existe deux types de fonctions
discriminantes : I'une est linéaire et 'autre est quadratique”[7].
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La fonction discriminante quadratique

Dans ’analyse discriminante, nous supposons que les classes sont de distri-
bution multinormale. Si ’espace est d-dimensionnelle, la forme de la fonction
de densité de probabilité multinormale donnée par

1 1 THl(p
flz/ck) = W exp {—5(36 — )" D™( Mk)} (2.19)

Ot la moyenne g est un vecteur de d-dimension, D la matrice de cova-
riance de dimension d X d, et |D| le déterminant de D.

D’apres la remarque (6), nous supposons que la fonction discriminante a
une forme particuliere g(f(x)) ot g(x) = Inz et f(x) une fonction discrimi-
nante représentée dans (2.16). Alors

yp(z) =In f(x/cx) + In P (cx) (2.20)

Nous substituons (2.19)dans (2.20) et nous omettons les termes constants,
I'équation (2.20) devient :

1 N 1
yk(r) = =5 (@ = ) "D (@ = ) = 5 I [ Dy +In P (ex) (2.21)
La forme donnée dans I’équation (2.21) est la forme générale d'une fonc-
tion discriminante quadratique dans I’espace d-dimension. Pour cela, la fron-
tiere de décision est quadratique.

La fonction discriminante linéaire

La fonction discriminante linéaire est une régularisation d’une fonction
discriminante quadratique car nous avons ajouté une hypothése supplémen-
taire d’égalité des matrices de covariance (c-a-d : V k=1,2,....c : Dy = D)
Alors

() = —5 (& — )D& — ) + I P () (2.2

Ou nous avons omis le terme In|D| et le terme 27 D'z car ils ne dé-
pendent pas de la classe k car D est une matrice symétrique, alors 7 D=1, =
T D—l
H; L.
On peut écrire I’équation (2.22) sous la forme suivante

Yr(r) = wiw + wio (2.23)
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wh = pp D! (2.24)
Et

1
Wro = —§M£D_1,uk +1n P (cx) (2.25)

Nous remarquons que I’équation (2.23) est linéaire en z, alors yx(x) est
une fonction discriminante linéaire[18]. Les frontiéres de décision correspon-
dantes & I'équation yx(z) = y;(z) sont alors un hyperplan. Voir figure (2.2).

i ap
¥
-
- Ty
2 i
5 |.r
A |
/ o
E 3 . - 4
l L "‘.\'
14 e [ ) N
A G 1 | :
ST | X Tl
B t e - SRl ey
s - .-\..\I .._ﬂ':'-'
¥ g S 1
- -
e A i " i A i i i A, i i e
1 ] E [ 7 ] =7 = o 1 ]
une fonction discriminante quadrabgue une fpnction distriminante indsme

Fic. 2.2 — Frontiéres de décision de 1’Analyse Discriminante Quadratique et
de I’Analyse Discriminante Linéaire sur un méme jeu de données en dimension
2 [7].

2.5 La séparabilité linéaire

Jusqu’ici dans ce chapitre, nous avons discuté des fonctions discriminantes
ayant une frontiére de décision qui est linéaire ou plus généralement hyper-
plan de dimension plus élevée .

Considérons pour le moment le probléme de classifier un ensemble de don-
nées exactement , ot le vecteur des points a été marqué comme appartenant
a I'une de deux classes ¢y et co. Si tous les points peuvent étre classifiés cor-
rectement par un frontiére de décision linéaire (hyperplan dans des grandes
dimensions ) , alors les points seront * linéairement séparables”
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Définition 9 “Un ensemble de vecteurs de données, s’appellent linéairement
séparables s’ils peuvent étre séparée par un ensemble d’hyperplans comme
frontiéres de décision dans l'espace de données[15].

L’Analyse Discriminante est une méthode simple, bien comprise sur le
plan théorique, et raisonnablement efficace sur la plupart des problémes or-
dinaires. Elle perd son efficacité lorsque les distributions des classes s’écartent
sensiblement de la normalité, et dans le monde réel, les classes ne sont jamais
parfaitement multinormales.

Une autre faiblesse de I’Analyse Discriminante est que sa version com-
pléte nécessite 'estimation d’autant de matrices de covariance . Ceci conduit
rapidement & des modeles contenant des dizaines, voire des centaines de pa-
ramétres, un nombre important au regard des volumes limités de données
habituellement disponibles.

En conséquence, 1’Analyse Discriminante compléte tend a étre instable
(modele fortement dépendant des données), alors que ses versions "restreintes",
avec moins de parametres, gagnent en stabilité mais au prix d’un biais accru.
Il existe alors un recours qui est 1'utilisation des réseaux de neurones. Dans
le troisiéme chapitre, nous allons confirmer que Les Réseauxr de Neurones
artificiels font un pas de plus dans la généralisation en supprimant toute
hypotheése sur les densités conditionnelles.
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Chapitre 3

Les réseaux de neurone et la
statistique conventionnelle

Les développements récents dans 1 “Intelligence Artificielle (I A) ont per-
mis la construction des Systémes Experts, en particulier dans le domaine de
la régression et dans ’analyse des données statistiques.

Les Réseaux de Neurones Artificiel (RNA) sont les plus utilisés parmi ces
systémes. Ils sont des champs d’évaluation avec des origines en neurobiologie.
A Timage de nos cerveaux qui peuvent exécuter les taches les complexes, les
réseaux de neurones modeéles ont également été trouvés utiles en résolvant
des problémes complexes.

Une plus large définition d’un réseau de neurone pratique est une collec-
tion de neurones reliés apprennant incrementalement de leur environnement
(données) pour capturer les tendances linéaires et non linéaires essentielles
dans les données multidimensionnelles , de sorte qu’il fournisse des prédic-
tions fiables pour une nouvelle situation de méme information bruyante et
partielle. Les neurones sont les unités de bases de calcul qui exécutent le trai-
tement local de données a l'intérieure d’un réseau. Ces neurones forment en
paralléle les réseaux, dont la fonction de sortie est déterminée par la struc-
ture de réseau, et les forces de raccordement entre les neurones parlesquels le
traitement est exécuté par une fonction d’activation. . Un réseau de neurones
ressemble au cerveau & deux égards

1. La connaissance est acquise par un apprentissage.

2. Les forces d‘intercommunication entre les neurones, connues sous le
nom de poids synaptique ot les poids sont employés pour stoker la connais-
sance” [14].

Comme déja indiqué précédemment, les réseaux de neurones exécutent
une variété de taches, y compris la prédiction (régression) ou I’approximation
de fonction, et la classification de modéles comme il est représenté sur le
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schéma [3.1].

¥ Lez données
F E,—F’
o, + .
{+K
+ 1t La function d’ajustraent
+ . + +
+

-

Approximation de fonction

non linéaire non lindaire plus complexe

L’analyse discriminante des données

Fic. 3.1 — Approximation de fonction et I’analyse discriminante par un réseau
de neurone

Les réseaux de neurones sont trés puissants en adaptant les modéles aux
données. Ils peuvent adapter arbitrairement les modéles non linéaires com-
plexes aux données multidimensionnelles & toute exactitude désirée. D'un
point de vue fonctionnelle, ils peuvent étre considérés comme un prolonge-
ment de certaines techniques multivariable, telle que la régression linéaire
multiple, la régression non linéaire, les taches de classification comportant
arbitrairement les frontiéres de décision non linéaires complexes. Nous pou-
vons discuter ces problémes dans ce chapitre.

D’apres la définition de réseaux de neurones, toutes ses différentes capa-
cités varient en fonction de la fonction d’activation, la structure de réseau et
le type d’apprentissage utilisé :
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3.1 La fonction d’activation

Définition biologique

La fonction d’activation est une abstraction représentant le taux de po-
tentiel d’action mise a feu dans la cellule. Sous sa forme plus simple, cette
fonction est binaire c’est-a-dire, I’'un ou ’autre neurone est la mise a feu ou

pas.
Définition artificiel

La fonction d’activation(ou fonction de seuillage, ou encore fonction de
transfert) d’un neurone artificiel définit le rendement de ce neurone donné
a partir d’'une entrée ou un ensemble d’entrées.“Différentes fonctions de
transfert pouvant étre utilisées comme fonction d’activation du neurone sont
énumeérées dansla figure (3.2). Les trois les plus utilisées sont les fonctions

«seuil» (en anglais «hard limit»), «linéaire» et «sigmoide».”[21]

H Relation d’entrée/sortie ‘ Icone ‘ Nom Matlab ‘

| Nom de la fonction
) a=0 sin<0 -
seuil a=1 sin>0 J: hardlim
) a=—-1 sin<0 )
seuil symétrique a=1 sin>0 :I: hardlims
linéaire a=n 74 purelin
a=0 sin<0 _
linéaire saturée a=n sil<n<l1 L satlin
a=1 sin>1 —
a=-1 sin< -1 _
linéaire saturée symétrique | a =n si —1<n<1 7£ satlins
a=1 sin>1
linéaire positive a=0 sin<0 _Z oslin
P a=n sin=>10 P
) .. i 1 ;
sigmoide a4 = {op—= i logsig
tangente hyperbolique a= Z:;Z:: jC tansig
compétitive @ =1 sinmaximum C compet
P a =0 autrement P

F1G. 3.2 — Les fonctions d’activation a = f
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Dorénavant, nous remplacons la terminologie statistique conventionnelle
par une terminologie qui est utilisée dans les réseaux de neurone, tel que
I’échantillon (le vecteur de variables (1, xo, ..., 74) est remplacé par les entrés
de neurone, la fonction de transfert non linéaire g correspond a la fonction
d’activation dans le neurone qui transfére le mélange linéaire des entrées et
les poids & une valeur de sortie qui est une fonction des entrées .

3.2 Réseau de Neurone Artificiel (RNA)

3.2.1 Le neurone formel

Définition 10 Le neurone formel est con¢u comme un automate doté d’une
fonction de transfert qui transforme ses entrées en sortie selon des régles
précises.

3.2.2 Les types des réseaux de neurones

Comme déja indiqué dans la définition, on peut distinguer les réseaux de
neurones d’apres la structure de réseau.

Les réseaux de neurones bouclés (cyclique) ou (connexions récur-
rentes) :

Dans le réseau bouclé, il est possible de trouver au moins un chemin
(connexion) qui revient & son point de départ (ramenant l'information en
arriére) alors le réseau bouclé contient une ou plusieurs boucles de rétroac-
tion.réseaux bouclés.

Les réseaux de neurone non bouclés :

Un réseau de neurone non bouclé réalise une (ou plusieurs) fonction de
ces entrées, par composition des fonctions réalisées par chaque neurone. Les
neurones sont rangés par couches, il n’y a pas de connexion entre les neurones
d’une méme couche, et les connexions ne sont faites qu’ avec les neurones des
couches avales (propagation avant).

Le diagramme de ces réseaux ne contient aucune boucle de rétroaction;
ceci assure que les sorties de réseau peuvent étre calculées en tant que fonc-
tions explicatives des entrées et des poids.

On peut distinguer dans cette catégorie deux structures différentes dé-
pendant du nombre de couches dans le réseau.
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entress

F1G. 3.3 — Un exemple de RNA cyclique [2].

Réseau a une seule couche : Dans ces réseaux, il y a plusieurs
perceptrons rangés dans une seule couche. Un exemple de réseau avec une
seule couche de trois perceptrons est schématisé dans la figure (3.4)

couche d'enfree

F1G. 3.4 — Un exemple de RNA avec une seule couche [2]

Remarque 11 : seule couche indique la couche des sorties car dans la couche
d’ entrée il n’ya pas le traitement d’activation de la connexion (des fonctions
d’activations).

Réseau multicouche : Ce réseau a plusieurs couches de neurones (des
poids adaptatifs). Habituellement, chaque neurone d’une couche est connecté
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a tous les neurones de la couche suivante, et celle-ci seulement. Ceci nous per-
met d’introduire la notion de sens de parcours de I'information (’activation
) au sein d’un réseau.

Les couches intermédiaires entre la couche d’entrée et la couche de sortie
n’ayant aucun contact avec 'extérieur sont appelées couches cachées (dans
I'exécution informatique). (voir figure3.5)

_. Couche d'entrée

7

Couche cachée

Couche de sortie

F1G. 3.5 — Un exemple d'un RNA multicouche [25]

Dans la suite, si nous discutons le réseau multicouche, nous illustrerons
I'étude par le cas d’un réseau de deux couches (une seule couche cachée)
car nous remuons des réseaux avec juste deux couches de poids adaptatif
capables de rapprocher une fonction non linéaire continue.

On peut dire que n’importe quelle topologie (diagramme) de réseau, si
elle est & propagation avant, peut étre traduite en fonctions correspondantes.
Alors, 'importance des réseaux de neurone est d’offrir un cadre trés puissant
et trés général pour représenter les fonctions (linéaire ou non linéaire) de
plusieurs variables d’entrées dans plusieurs variables de sortie, o les formes
de ces fonctions sont régies par un certain nombre de parameétres réglables.
Le processus qui fait ’ajustement des ces parameétres sur la base d’ensemble
s’appelle 'apprentissage ; et pour cette raison I’ensemble de données s’appelle
I’ensemble d’apprentissage.
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3.3 L’apprentissage

L’apprentissage est vraisemblablement la popriété la plus intéressante des
réseaux de neurones. Cependant, elle ne concerne pas tous les modeéles, Mais
les plus utilisés.

Définition 12 [’apprentissage est une phase du développement d’un réseau
de neurones durant laquelle le comportement du réseau est modifié jusqu’a
l’obtention du comportement désiré.

“C’est-a-dire un changement dans la valeur des poids qui relient les neu-
rones d’une couche a 'autre” [7]. Soit le poids w;; reliant le neurone ¢ & son
entrée j. Au temps 7, un changement Awg) de poids peut s’exprimer sim-
plement de la facon suivante :

(m _ ,,+1) ()
Awij =wy o — Wy (3.1)
Par conséquent, wi(f’l) = wi(;)—k Awi(;), avec wgﬂ) et wg) représentent

respectivement les nouvelles valeurs et les anciennes aussi du poids w;;.

3.3.1 Les types d’apprentissage

Un ensemble fixé de régles bien définies pour la solution d’un probléme
d’apprentissage est appelé “un algorithme d’apprentissage ”. Au niveau de
ces algorithmes d’apprentissage; il a été défini deux grands types d’appren-
tissage : supervisé et non supervisé.

L’apprentissage supervisé

Les données utilisées pour I'apprentissage supervisé sont dites “completes”
car elles contiennent & la fois les valeurs x4, ..., x. prises par les p variables
explicatives et leur appartenance aux c classes t1, ...,t.. Les données com-
plétes sont donc ’ensemble des couples (observation, cible), i.e. {(x1, t1), ...,
(e, t.)}.On peut dire qu’" un professeur" fournit aux exemples de ce que
celui-ci doit faire pour tenir compte de ’erreur observée en sortie.

L’apprentissage non supervisé

Les données utilisées pour I’apprentissage non supervisé ne sont pas “com-
plétes” car elles ne contiennent que les valeurs zy, ..., x,, prises par les p
variables explicatives, alors il n’y a pas de “ professeur”.
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3.3.2 Les régles d’apprentissage

Il y a différentes régles pouvant guider ’apprentissage d’un réseau de
neurone

Par correction d’erreur ( la régle delta)

Correction d’erreur désigne la correction de l'erreur observée en sortie.
L’apprentissage par correction des erreurs consiste a minimiser un indice de
performance E basé sur les signaux d’erreur eET) qui est ’erreur entre ce qu’on
obtient y (z)et ce qu’on voudrait obtenir ¢;, dans le but de faire converger
les sorties du réseau avec ce qu’on voudrait qu’elles soient. Un critére trés
usuel est la somme des erreurs quadratiques £ (nous discuterons le choix de
ce critére dans le chapitre quatre). Il faut changer les poids de réseau dans
une direction qui diminue F, alors dans le sens opposé au gradient. On parle
alors d’une direction de «descente» donnée par

Aw™ = —nVE™ (3.2)

Ou 7 est appelée le taux d’apprentissage et VE(™) désigne le gradient de
E par rapport a ces paramétres libres (les poids w) au temps 7, la régle (3.2)
dite de «descente du gradient». Nous ferons une discussion plus détaillée sur
cette reégle dans le cinquieme chapitre.

Par la régle de Hebb

Dans cette section, nous abordons une régle qui s’inspire des travaux du
neurophysiologiste Donald Hebb. Dans un contexte neurobiologique, Hebb
cherchait & établir une forme d’un apprentissage associatif au niveau cellu-
laire. Dans le contexte des réseaux artificiels, on peut reformuler I’énoncé de
Hebb sous la forme d’une régle d’apprentissage donnée par

ij(lel) = npg-T)a(T) (3.3)

Ou n est une constante positive qui détermine la vitesse de 'apprentissage,
pgﬂ correspond a 'activité pré-synaptique (I'entrée j du neurone) au temps
7, et al™a lactivité post-synaptique (sortie du neurone) & ce méme temps
7. Cette formule fait ressortir explicitement la corrélation entre le signal qui

entre et celui qui sort.
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La régle d’apprentissage compétitif

“Comme son nom l'indique, I'apprentissage compétitif consiste a faire
compétitioner les neurones d’un réseau pour déterminer celui qui sera ac-
tif & un instant donné. Contrairement aux autres types d’apprentissage o1,
généralement, tous les neurones peuvent apprendre simultanément et de la
méme maniére, I’apprentissage compétitif produit un «vainqueur» ainsi que,
parfois, un ensemble de neurones «voisins» du vainqueur. Seul ce vainqueur
et, potentiellement, son voisinage bénéficient d’une adaptation de leur poids.
On dit alors que 'apprentissage est local car il est limité a un sous-ensemble
des neurones du réseau” [21]

Donc, on peut écrire la régle d’apprentissage compétitif comme suit

(3.4)

Aw — n(z — w) si le neurone est vainqueur
N 0 autrement

Ou 0 <n < 1 correspond a un taux d’apprentissage, x est le vecteur
d’entrée et w est le vecteur de poids.

Dans les paragraphes suivants de ce chapitre , nous insisterons sur les
réseaux de neurones qui traitent des taches de régression (approximation de
fonction) et l'analyse discriminante statistique. On distingue trois catégo-
ries d’apres les fonctions d’activation qui sont utilisées dans les neurones (
fonction seuil , linéaire , et non linéaire )

3.4 Les réseaux de neurones a seuil

On commence par un seul neurone simple avec une ou plusieurs entrées
présentées sur la figure [3.6] qui s’appelle le perceptron

3.4.1 Le perceptron

Le perceptron est historiquement le premier modele. Il est développé
comme approximation simple des neurones biologiques par Mc Clloch- Pitts
en 1940[20]. C’est un seul neurone artificiel avec d valeurs d’entrées résu-
mées dans un vecteur de dimension d , X = (z1,2s,....,74)7 ,une unité de
transfert se compose d’un additionneur (pour sommer les signaux d’entrées)
et une fonction d’activation a seuil g, tel que I'unité de transfert (le trai-
tement est relié avec les entrées par des poids synaptiques caractérisés par
w; ou i = 1,....d, et une seule sortie y. “Ce neurone permet de séparer ou
« partitionner » l’espace des données a ’entrée en deux parties séparées
par un hyperplan selon le résultat de classification de I'entrée en 1 ou 0”[3].
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Alors la tache discutée dan ce paragraphe consiste a classifier correctement
les vecteurs d’entrée en deux groupes (1lou0). Pour simplifier les études, nous
pouvons considérer un perceptron avec seulement deux entrées schématisées
dans la figure suivante. voir figure (3.6)

F1G. 3.6 — Un perceptron avec deux entrées [23].

Le neurone recoit les deux entées multipliées par les poids w; et wo
respectivement qui donnent la valeur d’entrée nette a ol a = wix1 + woxs
puis 'activation de fonction a seuil de ’entrée nette a donnée comme suit :

o= {5228 o

Dans ce cas, le seuil est 0, Si a = 0 alors w21 + woxe =0

Donc,
—w
L1 = <—w12) L2 (3.6)

Cette équation présente la frontiére de décision. On remarque qu’elle est
une frontiére linéaire.

3.4.2 Comparaison de perceptron avec ’analyse discri-
minante linéaire

Nous avons vu dans le chapitre (02) que l’analyse discriminante est une
méthode statistique multivariable employée pour analyser simultanément les
frontiéres entre les catégories en termes de plusieurs variables numériques
indépendantes. Elle peut étre employée également comme un classificateur
dans lequel un ensemble de variables d’entrées est affecté & une classe cible.
Par conséquent, 'analyse discriminante linéaire peut étre employée pour clas-
sifier des données d’entrée comme nous avons déja vu dans le chapitre (02).
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Comme classificateur, le perceptron et I'analyse discriminante linéaire sont
équivalents.

3.4.3 L’apprentissage de perceptron

La sortie de perceptron peut étre exprimée par la forme suivante

gla) = { 1_1 Ssii aa<>00 (3.7)
Et
(@) = o2 wym) (38)
On peut écrire
() = g(u's) (39)

Ou - g est défini dans (3.7) .

w' est le transposé du vecteur de poids w

- x est le vecteur d’entrée

Notre but est de trouver une phase d’utilisation de perceptron pour classer
un vecteur d’entrée dans la classe ¢; ou ¢y (discrimination en deux classes ).
Supposons que nous associons a chaque vecteur d’entrée x,, une valeur cible
t, telle que la sortie cible de réseau est

t,=1siz, €
Lo, 310
D’apres les expressions (3.7) et (3.9) on a
wlz >0 pour x € (4
{et wir < 0 pour = € Cs (3-11)
Et d’apres (3.10) et (3.11) on a
w'z,t, >0  pour tout les vecteurs z,, (3.12)

Ceci suggéere que nous essayons de réduire au minimum la fonction d’er-
reur suivante ; connue sous le nom de critére de perceptron :

EF(w) = — Y wlant, (3.13)

zheM
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Ou M est 'ensemble des vecteurs x,, qui sont mal classifiés
Si nous appliquons la reégle delta donnée dans le paragraphe (3.3.2) a la
fonction erreur présentée par (3.9)

aEpe'rc
g, (3.14)
Alors nous obtenons :
w,(fgﬂ) = J(.T) + 1 Tty (3.15)

Ceci correspond & un algorithme d’apprentissage trés simple. Il est facile
de voir que ce procédé tend de réduire la fonction erreur comme suit :
Comme

[zntnl )0 et )0 (3.16)

D’aprés (3.16) nous remarquons que
Epere (w(7+1)) < Epere (w(T)) (317)
Alors, la fonction erreur est diminuée.

Remarque 13 Pour le cas particulier de cette fonction d’erreur (le critére
de perceptron EP° (w)), nous voyons que la valeur de n est en fait sans
importance puisqu’un changement de poids équivalent & une regraduation de
poids et de biais.

Remarque 14 Nous pouvons prendre n = 1, cette propriété ne se tient pas,
pour la plupart d’autres formes de fonction d’erreur.

3.4.4 'Théoréme de convergence de perceptron

Il y’a un résultat intéressant énoncé dans le théoreme de convergence de
perceptron.

Théoréme 15 Téoréme de convergence de perceptron

Pour nimporte quel ensemble de données linéairement séparables, la régle
d’apprentissaformesge du perceptron est garantie pour trouver une solution
en un nombre fini d’étapes[17].

Preuve. Puisque nous considérons un ensemble d’apprentissage qui est li-
néairement séparable

Nous avons vu qu’il existe au moins un vecteur de poids w pour lequel
tous les vecteurs x,, sont correctement classifiés; de sorte que :
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@'z, t, ) 0 pourtout n (3.18)

L’apprentissage commence par un certain nombre de vecteurs arbitraires
de poids. Sans perdre la généralité, nous pouvons supposer que le vecteur est
égal a zéro.

A chaque étape de l'algorithme; le vecteur de poids employé est mis a
jour .

w™ = w4z, (3.19)

Ou z,, est un vecteur d’entrée qui est mal classifié par le perceptron, on a

w = 0
w! = Tntn,
w? = 2(xpty)

Supposons qu’apres répétition de l'algorithme pendant un certain nombre
d’etapes, le nombre de fois ou chaque vecteur x,, présenté est mal classifé est
T".

Alors, le vecteur de poids a ce moment sera donné par :
w™ =1zt (3.20)

Et le vecteur de poids pour tous les points d’apprentissage est donné par
w = anxntn (3.21)

Nous prenons maintenant le produit scalaire de cette équation, nous ob-
tenons :
~T ~T (T
ww = ZT” W Tpt, > 7 min (w l‘ntn) (3.22)
n

Ou 7 =) 7" est le nombre total d’étapes ot le poids en mis a jour et
I'inégalité (3.22) vérifiée alors,

Le résultat est obtenu en remplacant chaque vecteur mis & jour par le plus
petit des vecteurs mis a jour,. & partir de (3.14) et (??), nous remarquons
que W w est majorant d’ une fonction qui se développe linéairement avec 7
alors :

F(r) < o'w (3.23)
ou F (1) — 400

si T — 400

37



Nous considérons maintenant la grandeur des vecteur de poids w :
D’apres(3.19). on a :

Hw(r+1)H2 _ Hw(r) + xnthZ (3.24)
= [ + haall (t)? + 20 2, t,
Et on a si x, est un vecteur mal classifié , alors :
wOT (0 (3.25)

Et en utilisant (3.25) et (3.24), nous obtenons :

™ < @)+ 2" (1a)? (3.26)

Nous avons (t,)° = 1 car ¢, = F1 et ||z,]> < ||z]%,,

longueur du plus long vecteur d’entrée , alors (3.26) se réduit a :

ou |||l est la

A Hsz _ Hw(r+1)H2 _ Hw(n)H2 < H'T||2 (3.27)

max

apres 7 étapes, le vecteur de poids mis a jour, nous avons :
2 2
[wl]” < 12" | ax (3.28)

Alors , nous voyons que pour une valeur de 7 suffisamment grande (71 — +00)
les deux résultats (3.23) et (3.28) deviennent incompatibles. Nous pouvons
conclure alors que l'algorithme doit converger dans un nombre fini d’étapes.
]

3.4.5 Un exemple pratique

Un probléme simple mais réaliste sera résolu en utilisant le perceptron.
Dans cet exemple, le but est de classer un ensemble de 59 individus en deux
classes ciet cq, telle que la classe ¢; représente les individus diabétiques et
ceux non diabétiques sont présentés par la classe ¢y selon le taux de glycémie
veineuse x; et le taux de glycémie post prandiale x5 (le tableau de don-
nées provient du centre de prélévement sanguin du CHU Constantine. Il est
représenté a 'annexe A). Cette section étudiera a quel point le perceptron
classifie les patients. Puisqu’on a deux variables (probléme bidimensionnelle),
un perceptron avec deux entrées doit étre formé. Seulement un neurone de
sortie représente les deux classes avec un résultat 0 associe la classe ¢y, et 1
pour 'autre classecs.
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Vectors to be Classified

1.2F T T T T T T T T T g
1_ -
+
+
0.8 + .
T, o+t
PRI
+
0.6 .

P2

0O 01 02 03 04
P(1)

F1G. 3.7 — La frontiére de décision finale
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Le traitement de ces données avec le logiciel MATLAB donne la figure
suivante ou on note les individus de classe ¢; par des cercles et ’autre classe
par des plus(+).

Dans la figure (3.7), la frontiére de décision finale est superposée aux
données.ceci prouve que le perceptron a trouvé la meilleure frontiere de
décision linéaire pour ce probléme. Nous remarquons qu’il n’existe pas de
points de classification fausse alors la performance est de 100 pour cent.

Remarque 16 Sile probléme de classification implique plus de deuz classes,alors,
il peut étre résolu par un perceptron a plusieurs sorties.

Remarque 17 Le perceptron et le réseau de perceptrons peuvent étre pro-
longés a la classification multidimensionnelle (2 classes, multi classes) quand
les dimensions du modéle d’entrée sont plus grandes que deux.

3.5 Réseaux de neurones linéaires

Dans la classification linéaire, le perceptron et le réseau de perceptrons
ont seulement deux sorties (Ooul). Dans la suite, nous pouvons généraliser
les études pour le cas ou la sortie est une quantité continue c’est —a-dire,
elle peut prendre plusieurs valeurs. Dans ce cas, nous utilisons le neurone et
les réseaux linéaires. Dans les paragraphes précédents, nous avons défini le
neurone, la fonction d’activation linéaire et la dimensionnalité (les entrées)
, alors on peut dire que le neurone linéaire est un seul neurone avec une
fonction d’activation linéaire. Ceci est décrit dans le modéle de neurone dans
la figure [3.8]

|
%
X g
\
Bire
x.'i'

F1G. 3.8 — Le modele de neurone linéaire [23].

Ou il y a plusieurs entrées et une entrée de biais qui est égale a 1.
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Widrow et Hoff (1960) ont développé le premier modeéle de neurone li-
néaire adaptatif (ADALINE), et pour la premiére fois, il mise en application
lapprentissage supervisé par correction d’erreur (la régle delta présenté dans
le paragraphe 3.3.2).

Dans ce paragraphe, nous allons explorer les larges possibilités de classi-
fication et de prédiction du neurone linéaire générale et nous allons examiner
comment il est entrainé par la regle delta.

3.5.1 Le neurone linéaire comme classificateur

Ce paragraphe va examiner comment un neurone linéaire peut étre en-
trainé comme classificateur en utilisant la régle delta.

Il est possible de la correction du neurone linéaire comme un classificateur
en passant la sortie a trouver une fonction seuil, telle qu’elle est montrée dans
la figure[3.9]

x1 f"r;.
x y - y
f;gfa =

Xz

F1G. 3.9 — le neurone linéaire classificateur avec deux entrées [23].

Cependant, I'erreur est calculée en se basant sur la sortie linéaire qui est
continue, la sortie du classificateur est donnée comme suit :

/ 1siy>0
y‘{omygo (3.29)
En effet, il y a deux variables d’entrées, il est nécessaire d’utiliser un
neurone linéaire a deux entrées et une sortie, tel qu’on le voit dans la figure
(3.8]
Pour les entrées xy, x5 , ayant les poids correspondants w;, wy , sans
I’entrée du biais , il faut calculer d’abord ’entré nette a :
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a = WiT] + Wy (3.30)

La transformation linéaire donne (dans notre cas ici c’est l'identité) :

g(a) =aalorsy =a (3.31)

Ainsi mathématiquement, le neurone linéaire produit un modéle linéaire
dont ’équation pour la sortie est simplement :

Y =a=wiT + Waly (3.32)

L’apprentissage avec la régle delta (deux entrées)

Pour commencer ’apprentissage par correction d’erreur, il faut qu’on ait
les valeurs de vecteurs cibles ¢ (vecteur bidimensionnelle)

On a:
= wW1T1 + WaZo (333)
y = a
E = t—y

= t— W11 — WaT9

D’apres la regle delta, ou

o8
K ow
= nEkz

(3.34)

71 : est le taux d’apprentissage.
Posons les poids initiaux donnés comme w§0) , wéo), et fixons le taux
d’apprentissage 77 . Alors aprés 1’iéme itération on a :

G0 = W o 3 E (3.35)
wé”l) = wgi) +n x B

Pour chaque entrée, le réseau donne la sortie y.

La fonction & seuil décide de la valeur de y'd’aprés le signe de y .

Si y' # t alors la classification est incorrecte, alors il y a une erreur £
donnée par : £ =1t —y

Dong, il y a une variation des poids de réseau qui sont présentée dans ce
qui suit :
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Al = nEa (3.36)
Awgo) = nE

Les nouveaux poids apreés la premiére incrémentation sont :

W = w4 Awl? (3.37)

w =+ suf)

Ensuite, nous entrainons le réseau avec un autre vecteur d’entrée avec le

nouveau vecteur de poids w (w%l), wé’”)

Apres cette opération le réseau décide : si la classification est correcte,
les poids ne seront pas modifiés, sinon le réseau répétera la méme procédure
que précédemment jusqu’a obtenir £ = 0

A la fin, le neurone linéaire a classé correctement toutes les observations
données.

La frontiére de classification pour le neurone linéaire entrainé est donnée
pary =0

Comme y = a alors

Y =a=wx +wyre =0 (3.38)

Donc

Ty = — <ﬂ) . (3.39)

Wa

Remarque 18 Avec des données nombreuses le neurone linéaire et le per-
ceptron produiront un résultat identique.

Remarque 19 Dans les probléemes de grandes dimensions les classes sont
séparées par un hyperplan ; le concept d’apprentissage s applique sans chan-
gement.

3.5.2 Les propriétés de classification du neurone li-
néaire comme capacités prédictives

La classification est seulement I'une des capacités du neurone linéaire.

Nous avons vu précédemment que nous pouvons entrainer le neurone linéaire

comme classificateur. Mais il est capable de donner beaucoup plus que celle.
Il peut aussi étre un prédicteur. Pour classifier cela, il est utile de regarder la
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forme générale de la relation entre entrées et sorties établies par le neurone
linéaire pour voir que la classification est une forme de prédiction quand
I’angle de vue est restreint.

La sortie du neurone avec deux entrées comme nous avons vu précédem-
ment est y = wyx1 + waexo,00 Yy est un plan appelé des plan solutions et il est
montré dans la figure [3.10]

Y\

Y= w4 WoX,

Wy

Fic. 3.10 — La frontiére de décision de neurone linéaire avec le plan des
solutions [23].

Ici wy est la pente suivant 'axe de x;1 , et ws et la pente suivant 1’axe
x9.Chaque vecteur d’entrée (1, x2) induit une seule image dans le plan des
solutions

Classification

Dans le plan des solutions une droite sert & la classification. C’est la droite
ou ce plan est coupé par le deuxiéme plan (x1, z5) (c’est —a-dire y = 0 : 0 est
le seuil).Elle est la frontiére de décision. Les valeurs positives (y > 0) classent
I'observation dans une catégorie et les valeurs négatives (y < 0) classent I’ob-
servation dans l'autre catégorie (y < 0) correspond au demi-plan en dessus du
plan (21 z2) et (y < 0) correspond au demi-plan en dessous du plan (xq z2) .

Remarque 20 Le neurone linéaire produit aussi les résultats comparables
a celle de l'analyse discriminante linéaire de la statistique.

Prédiction

Le plan entier sert a la prédiction. Ce qui vu ici est que les ajustements
des poids alterent la pente du plan des solutions jusqu’au l’erreur entre la
cible et la sortie soit minimisée. Ce plan la n’est pas produit par le percep-
tron. Le percetron ne peut que nous fournir la droite frontiére dans le plan.
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Nous pouvons voir que le neurone linéaire est capable de produire une appli-
cation continue des entrées vers les sorties, c’est tout qui est requis dans la
prédiction ou dans ’approximation des fonctions. Nous allons voir en détail
les possibilités prédictives du neurone linéaire.

3.5.3 Neurone linéaire comme prédicteur

Nous avons vu que le neurone linéaire produit un modeéle linéaire dont
I’équation pour la sortie est simplement y = wyx1 + woxs + ... + wyx, + wWo.
En terminologie statistique , on dit que la sortie y régresse sur les entrées
X1, T3...L,, donc le modéle du neurone linéaire est analogue aux modeles de
la régression linéaire multiple en statistique ( nous discuterons cela dans les
paragraphes suivants). Dans "approximation de fonction, c’est la gradeur de
la sortie y qui entre en considération et non pas la catégorie ou la frontiére de
décision, cela veut dire que durant I’entrainement , c’est la fonction linéaire
qui minimise ’erreur qui est cachée. Pour la simplicité, nous allons commen-
cer par le cas d’un neurone linéaire & une seule entrée x et sans biais comme
il est montré dans la figure [3.11]

,
¥— —

F1G. 3.11 — Le neurone linéaire avec une seul entrée [23].

Il y a un seul poids w et la sortie du neurone linéaire prend la forme
y = wzx. Dans ce cas, le poids définit la pente de la droite et lorsque nous
donnons au poids une valeur aléatoire, elle devrait par la suite s’installer sur
la valeur exacte. Alors, ’'apprentissage revient a trouver la valeur exacte du
poids qui fixera la pente de la droite.

L’apprentissage avec la régle delta (en cas d’un seul neurone li-
néaire) La sortie de neurone précédent est donnée par y = wzx dont la
valeur cible est ¢, alors,

e = t—y (3.40)

= t—wx

45



Donc,

OF
A — 3.41
w U (3.41)
= nex
Ou ) )
FE = 562 = 5 (t — 'LU11’)2

Le poids de neurone a la 7€ itération peut étre exprimé comme suit

w™ = w4 Aw™ (3.42)

3.5.4 Comparaison du modéle de neurone linéaire avec
la régression linéaire

En tant que prédicateur, le neurone linéaire est fonctionnellement équi-
valent & la régression linéaire simple si nous utilisons un neurone linéaire avec
juste une seule entrée et un biais 1 qui correspond aux valeurs de poids wy
alors la sortie de neurone est donnée par

Y = wo + wiTy (3.43)

L’équation (3.43) est similaire a la régression linéaire simple. S’il y a plusieurs
variables alors ceci rend 1'utilisation d’un neurone linéaire avec plusieurs en-
trées (et un biais) est nécessaire.Dans un neurone avec entrées multiple, sa
sortie est exprimée par ’expression suivante

Y = wix1 + Walg + ... + W,y (3.44)

L’équation (3.44) montre qu'un neurone linéaire & plusieurs entrées est
équivalent a la régression linéaire multiple. Nous avons vu dans le premier
chapitre que dans la régression linéaire multiple, les coefficients (intercep-
tion et pentes ) d’une relation entre une variable dépendante et plusieurs
variables indépendantes sont cherchés tels que la somme de moindre carrés
de I'ensemble des données est réduite au minimum.

Le neurone linéaire ne fait aucune hypothése au sujet de la distribution
des données tandis que la régression linéaire (simple ou multiple) suppose
que les variables g; sont normalement distribuées et que la variance de la
variable ¢; est constante a travers la gamme des variables explicatives z;
(homoxeédasticité).
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Remarque 21 Beaucoup d’unités linéaire de neurone peuvent étre collées
pour former un réseau & une seule couche avec plusieurs sorties linéaires
comme illustré par le schéma [3.15]. Dans la classification, chaque neurone
représente une classe (équivalent au réseau de perceptrons multiple). Alors,
le classificateur linéaire a plusieurs sorties est équivalent a un classificateur
de fonction discriminante linéaire multicatégoriel.

Remarque 22 Pour montrer ’équivalence de résolution de ces tdaches par les
réseaux de neurones et par les méthodes statistiques, nous pouvons utiliser
les deux méthodes pour les mémes données et comparer les deux résultats
corresponds

3.5.5 Un exemple pratique

Dans le paragraphe précédent, nous avons discuté la capacité de discri-
mination de neurone linéaire. Pour confirmer cette propriété, nous avons
mesuré le taux de cholestérol x; et la tension artérielle moyenne xo ( 2o =
tension SyStOh‘]“e“enmn diastolique ) afin de séparer les groupes des patients vic-
times d’AVC (le premier groupe ¢;) ou non (le deuxiéme groupe c3) parmi
les 59 patients. Le traitement de ces données avec le logiciel de MATLAB
représenté dans la figure (3.12), ou on note les individus de classe ¢; par des
plus (+) et les individus de classe ¢y par des cercle (o). (le tableau de données
provient du centre de prélévement sanguin du CHU Constantine .II est donné
dans I’annexe B).

Dans la figure (3.12), la ligne de frontiére de décision de classificateur
linéaire est superposée aux données. Pour la classe cs, il n’y a pas des points
mal classés alors la performance par rapport a ¢, est de cent pour cent, mais
pour la classe ¢y, il y a des points de mal classification qui sont 8 parmi les 22
points dans c;, alors la performance par rapport a c, est égale a 63.64 pour
cent. Les deux résultats précédents prouvent que la performance globale est
égale 81.82 pour cent. Alors la performance de ce traitement n’est pas cent
pour cent car les points ne sont pas linéairement séparables

Dans le traitement des données par le logiciel MATLAB, nous remarquons
que le neurone linéaire trouve le meilleur poids en employant la régle delta
plus rapidement que le perceptron.

3.6 Limitation d’un réseau a une seule couche

Nous avons remarqué dans le deuxiéme exemple pratique que la perfor-
mance de classificateur linéaire n’est pas de cent pour cent car les données
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Fic. 3.12 — La frontiére de décision de classificateur linéaire superposée aux
données.
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ne sont pas linéairement séparables. Si on applique les mémes donnés au per-
ceptron, alors ’algorithme d’apprentissage ne se terminera jamais. De méme
pour un réseau & une seule couche, il peut seulement classifier les points qui
sont linéairement séparables, car ce type de réseau correspond aux fonctions
discriminantes ayant une frontiére de décision linéaire, ou plus généralement,
hyperplans dans des dimensions plus élevées, alors il est une classe de réseau
trés étroite de fonction discriminante possible, et dans beaucoup de situations
pratiques, il ne peut pas représenter un choix optimal. Dans la littérature sur
le calcul neuronale, beaucoup d’attention est souvent accordée & 'incapacité
des réseaux a une seule couche pour résoudre des problémes simples tels que
le probleme XOR résumé dans la figure (3.13) Ceci fournit la motivation
principale pour 'usage de réseaux multicouches.

En}::ée en}:;ée sortie .
o | o | o 3
o | 1| 4
1| o | 1
1] o @ @

F1a. 3.13 — Le probleme XOR [3].

Dans le paragraphe suivant de ce chapitre, nous prolongerons la discus-
sion de l'analyse linéaire au sujet de ’analyse non linéaire en utilisant les
réseaux de neurones. Les réseaux de perceptron multicouches présentés dans
le paragraphe (3.2.2) sont présentés en détail afin de mettre en exergue l'in-
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teret du traitement non linéaire dans les réseaux de neurones. La puissance
de ces réseaux vient de la couche cachée des neurones. Car si on ajoute une
couche de neurones, le nombre de parameétres augmentera et pour un modeéle
quelconque, 'augmentation de nombre du paramétres (le degré de liberté)
rend ce modeéle plus flexible. Pour cela, le perceptron multicouches est trés
flexible et peut étre formé pour assumer la forme des modeéles de données,
indépendamment de la complexité de ces modéles.

Pour des problémes fortement non linéaires (complexes) un perceptron
multicouche est impliqué. Ce réseau peut étre nécessaire pour rapprocher
correctement la relation entre les entrées et les variables cibles.

3.7 Perceptron Multicouche (PMC)

La disposition d’un réseau de (PMC) avec une couche cachée est indiquée
dans le schéma [3.14].

F1G. 3.14 — Le modele de PMC [23].

Sur le schéma [3.14], les x1,...,2,, sont des variables d’entrées comportant la
couche d’entrée. Ce type de réseau peut rapprocher n’importe quelle relation
fonctionnelle complexe multidimensionnelle (de dimension n).

3.7.1 Le perceptron multicouche 4 deux entrées

La compréhension gagnée avec deux entrées peut étre prolongé a trois
entrées ou plus. en regardant deux entrées, il est possible d’établir une base
pleine pour la compréhension des réseaux avec plusieurs d’entrées, parce que
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la connaissance que nous avons gagné de deux entrées ( problémes bidimen-
sionnels) est généralisée a beaucoup d’entrées ( problémes multidimension-
nelles). C’est possible, par ce que I'information de principe fondamental de
PMC peut étre extraite a partir de ces exemples.

Un réseau avec deux entrées peut rapprocher n’importe quelle sortie qui
dépend de deux variables indépendantes. Par conséquent, elle peut résoudre
n’importe quel probléme de prédiction bidimensionnelle ou probléme de clas-
sification.

La structure d’un réseau a deux entrées est représentée sur le schéma
[3.15], dans lequel il y a deux entrées, un ou plusieurs neurones cachés, et une
sortie. Pour des problémes de classification impliquant plus de deux classes,
il est nécessaire d’employer un neurone de sortie pour chaque classe. Cepen-
dant pour la plupart des problémes de prédiction, seulement un neurone est
nécessaire.

F1G. 3.15 — Le PMC avec deux entrées.[23]

La prédiction avec le PMC a deux entrées

Traitement des entrées bidimensionnelles par le neurone caché La
discussion de ce réseau est traitée en commencant par le traitement dun
neurone caché isolé comme il est représenté dans le schéma [3.16]

On assume que toutes les fonctions d’activation sont logistiques. Chaque
neurone caché regoit deux entrées et le biais qui sont multipliés par les poids
correspondants et additionnés pendant la premiére étape de calcul. La somme
pondérée a est donnée par
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F1G. 3.16 — Un seul neurone caché non linéaire avec deux entrées [23].

a = w; + w1x] + WyLs (3.45)

Cette équation est un plan dans 1’ espace bidimensionnel (x1, z5). Comme
c’est représenté dans le schéma [3.17].

Fic. 3.17 — L’équation de somme nette présente un plan dans ’espace bidi-
mensionnel [23].

Par conséquent, 'effet d’apprentissage doit tracer les entrées z; et xo
a un plan bidimensionnel et pour commander complétement la position et
I’orientation de plan dans I’ espace bidimensionnel par wq, w1, wo

L’entrée nette a est passée par la fonction logistique pour obtenir la sortie
de neurone caché z comme suit :

1

S 3.46
: 1+exp@ ( )
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Ou z est une fonction logistique. En substituant a dans(3.46) on trouve :

1
2= 1 + exp~(witwizi+wazz)

(3.47)

Maintenant z et a seront explorés pour plusieurs cas d’aprés les valeurs :
Wo, W1,et wo.

1- w0:0,w1 :1,'LU2:0

La courbe de z en fonction de z; et x5 pour ce cas est montrée dans la
figure [3.18]qui dépend d’une fonction logistique dans I’espace bidimension-
nel. La valeur de poids wicommande la pente de la fonction par rapport a
laxe z;.

FiG. 3.18 — La fonction bidimensionnelle pour wy = 0, w; =1, wy =0

Puisque le poids wy = 0 la pente par rapport a ’axe x5 est zéro et wy = 0,
la fonction est centrée & x1 = 0 et zo = 0.
2- Wo :0,w1 :O,UJQ =1

Ce cas est représenté dans la figure [3.19] qui démontre que wy commande
la pente de la fonction par rapport z; et la pente par rapport x, est zéro et
la fonction étant centrée sur z; = 0 et x5 = 0
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F1a. 3.19 — La fonction bidimensionnelle pour wy = 0, w; = 0, wy = 1 [23]

3-U)0 :O,w1 = 1,’11]2:2

Dans ce cas , ol wyet wsy, qui commandent les pentes, sont non nulles, alors
une fonction logistique plus complexe est produite, comme il est représenté
dans la figure [3.20].

4—U)0 = —O, 5,’11]1 = 1,’11]2 =-1

Dans ce cas , la pente par rapport x; est positive, et celle par rapport x»
est négative. Comme le démontre la figure[ 3.21].

Les illustrations graphiques ci-dessus prouvent que deux entrées sont re-
presentées par une fonction : logistique bidimensionnelle de z dont les pentes
sont commandées par les poids w; et ws, le poids wy décale la région de
I’activation la plus élevée de la fonction logistique.

Il est possible de visualiser comment plusieurs neurones peuvent agir
ensemble pour rapprocher une fonction bidimensionnelle ou un modele de
prédiction des résultats de deux variables indépendantes fondamentalement,
chaque neurone donne une fonction sigmoide bidimensionnelle, dont la forme
et la position sont commandées par ses poids wy ,w; et wy selon la nature non
linéaire de la fonction rapprochée. De cette facon, plusieurs neurones ajoutent
la puissance et une grande flexibilité au réseau de neurones pour 'identifica-
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F1G. 3.20 — La fonction bidimensionnelle pour wy = 0, w; = 1, wy = 2[23]

F1a. 3.21 — La fonction bidimensionnelle pour wy = 0, wy; = 1, wy = 2 [23].
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tion de modeéle non linéaire et cela lui permet d’approcher n’importe quelle
fonction bidimensionnelle pour la prédiction.

La sortie de réseau La derniére étape du traitement synthétise les sorties
de neurone caché en calculant leur somme pondérée puis cette somme est
traitée par la fonction d’activation du neurone de sortie. Cette somme produit
la forme désirée de la valeur cible t. La valeur ¢ dans le cas de prédiction peut
étre une surface arbitrairement complexe et non linéaire.

La classification avec le PMC a deux entrées

La prédiction et la classification sont fondamentalement le méme pro-
bléme en exceptant 1’ajustement final. Alors la classification est un sous en-
semble de probléme de prédiction. La frontiére finale de classification induit
un plan a travers le modéle qui produit la surface horizontalemen. Celle-ci a
la valeur de 'activation de sortie, et cette frontiére peut étre arbitrairement
complexe et non linéaire divisant ’espace d’entrées dans des classes d’une
facon complexe.

Nous avons considéré le méme réseau PMC avec deux entrées, alors la
somme pondérée est donnée par(3.46)

a = w, + w1, + WaTs (3.48)

Puis, a est passé par une fonction logistique (fonction d’activation d’un
neurone caché) pour obtenir une sortie de ce neurone z donnée par(3.47)

1
14+ exp@
La frontiére est définie par a = 0, alors :
a = Wi+ wir; + weTs (3.50)

=0

Donc, nous remarquons que la frontiére de décision est une droite. Dans
ce cas aussi, nous examinons plusieurs cas de valeurs de wq, wq et wy .
Nous prenons les mémes cas précédents.

l-wg :O,w1 = 1,w2:O

L’équation de la ligne de frontiére passe par un plan horizontal & travers
le milieu de la fonction logistique. C’est une droite verticale qui peut étre
obtenue par les solutions de a = 0 et est présentée dans la figure [3.22]
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Fi1G. 3.22 — La ligne de frontiére dans le cas wyg = 0,w; = 1,ws =0

2-w0 = O,w1 = 0,w2 =1.

La ligne de frontiere est dans ce cas une droite horizontale comme repré-
sentée dans la figure [3.23]

3-w0 :O,w1 = 1,w2:2

Dans ce cas , la figure de frontiére est une ligne diagonale, elle divise symé-
triquement 1’espace d’entrée comme cela est représentée dans la figure[3.24].

L’activité de neurone est plus grande en haut de la ligne et moins en
dessous .
4—w0 = —0, 5,’(U1 = 1,’(U2 =-1

L’effet de la valeur de wq doit excentrer la ligne de frontiére, dont il décale
essentiellement la région de 'activité la plus élevée vers le centre, comme c’est
représenté dans la figure[3.25]
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Fi1G. 3.23 — Dans ce cas la frontiére de décision est une droite horizontale
[22].

0.25F
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—075¢

F1G. 3.24 — La ligne frontiére dans le cas wg = 0, wy = 1, wy = 2 [23]
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F1G. 3.25 — La ligne frontiére en cas de wg = —0.5, w1 = 1, wy = —1 [23]

Avec le méme principe que précédement, le réseau PMC avec deux entrées
approche n’importe quelle fonction bidimensionnelle (frontiére de décision
pour la classification).

La sortie de réseau Dans le cas de classification, les valeurs de y en dessus
de 0.5 (ou autre seuil a définir par 1'utilisateur) sont ajustées sur 1 classifiées
en tant qu’'une classe, et ceux en dessous d’elles sont ajustés sur 0 et classifiées
en une autre classe.

Alors le PMC avec deux entrées est capable de classifier des individus
dans 1 “espace bidimensionnel, et les concepts étudiés dans ce cas peuvent étre
prolongés & un PMC avec plusieurs entrées (des problémes de classification
multidimensionnels). Le probléme est que les fonctions logistiques deviennent
multidimensionnelles et ne peuvent pas donc étre visualisées graphiquement.
Cependant, il est possible de comprendre intuitivement tout le processus du
traitement de I'information méme dans ces derniers réseaux de neurones, basé
sur la compréhension du processus du traitement des données des réseaux
bidimensionnels. Et maintenant que le modéle de la formulation est clair, il
est possible d’écrire les équations avec une facilité relative, comme il le sera
montré dans la suite.

3.7.2 Le PMC avec des données multidimensionnelles
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Un PMC, sous sa forme plus générale, peut avoir plusieurs neurones d’en-
trées et plusieurs neurones de sorties. Dans le cas de la prévision, il y a ha-
bituellement un seul neurone de sorties; la classification multiclasse exige
plus d’un. Il peut y avoir une ou plusieurs couches cachées et plusieurs neu-
rones cachés dans chaque couche. Dans le cas général, 1a ou il y a n entrées,
M neurones cachés, et ¢ neurones de sorties. Des étapes intermédiaires du
traitement dans un PMC peuvent étre construites comme suit

L’entrée de neurone caché a; et la sortie de j’éme neurone z; sont :

a; = Woj + waxl (351)
i=1
zj = g(a;) (3.52)

La ou z; est I'iéme entrée ,w;; est le poids associé a I’entrée ¢ et le neurone
J,W,; est le poids biais du neurone caché j et le g (a;) peut étre la fonction
d’activation qui transforme a; en la sortie de neurone caché z;

La somme nette d’entrée a; et le y;, la sortie de k™ neurone de sortie
peut étre écrite comme suit :

M
ap = Wop + Z WikZ; (3.53)
j=1
Yr = g (ar) (3.54)

La ot M et c sont le nombre de neurones cachés et de neurones de sortie
respectivement, w,, est le poids biais du neurone de sortie k , wj; le poids
de raccordement entre le neurone caché j et le k"¢ neurone de sortie, et le
g (ay) est la fonction d’activation du k"¢ neurone de sortie, qui transforme
ay, vers sa sortie finale[22].

Remarque 23 Il existe un probléme médicale de discriminer les nodules
pulmonaires solitaires (le malin et benin). Dans la résolution traditionnelle, il
est utilisé une base statistique bayésienne. Pour la résolution de ce probléme
par le PMC,on extrait le tableau des données d’aprés le service de radiologie de
CHU Constantine (présenté en annexe C), mais l'exécution de ce probléme
par le logiciel MATLAB version 7 n’existe pas. Dans la derniére version
(v10), il considére ce probléme comme un probléme de reconnaissance de
forme.

L’analyse discriminante est le nom donné a la classification, dans le cadre
supervisé. Le mot supervisé désigne que 'appartenance aux classes est dis-
ponible pour faire une correction d’erreur entre les sorties de réseau et les
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valeurs cibles. Cette erreur sera explorée de maniére assez détaillée prochai-
nement.
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Chapitre 4

La fonction d’erreur et ses
dérivées

Jusqu’ici, nous avons vu que l'utilisation de perceptron ou en terme plus
générale les réseaux avec une seule couche, sont beaucoup limités avec les
données non linéairement séparables.

Nous mettons en lumiére les perceptrons multicouches PMC, qui four-
nissent un cadre pratique pour la prédiction (régression et analyse discrimi-
nante) multivariable et non linéaire,

Dans ce chapitre, nous commencons d’abord par discuter les propriétés
importantes d’une fonction d’erreur. Afin de minimiser cette erreur, nous
discutons la technique de rétropropagation qui permet de calculer les dérivés
de fonction d’erreur quadratique.

4.1 Définition de la fonction d’ erreur

Pour des problémes associatifs de prédiction, il est commode de décompo-
ser la densité de probabilité conjointe f(z,t) en produit de la densité condi-
tionnelle de la variable, conditionnée sur ’ensemble d’entrées , et la densité
sans condition des données, de sorte que

fa,t) = f(t/x) f(x) (4.1)

Ou f(t/x) dénote la densité de probabilité de t étant donnée que = prend
une telle valeur définie, alors que f(x) représente la densité sans condition
de x et elle est donnée par :

f(:c):/f(:c,t) dt (4.2)
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Nous pouvons motiver la fonction d’erreur par le principe de maximum
de vraisemblance. Pour un ensemble d’apprentissage {(z",t") n=1,..., N}
la vraisemblance peut étre écrite comme suit :

L = [[f@" (4.3)
=[] r@"/a") f(x) (4.4)

Ou nous avons supposé que chaque point d’ensemble d’apprentissage
(z",t™) est dessiné indépendamment de la méme distribution , et par consé-
quent nous pouvons multiplier les densités (les probabilités ). Au lieu de
maximiser la vraisemblance , il est généralement plus commode de réduire
au minimum le logarithme négatif de la vraisemblance. . Nous réduisons au
minimum F, ou il est donné par

E=—InL==) Inf{t"/z") =) f(z") (4.5)

Ou F s’appelle une fonction d’erreur

La deuxiéme terme dans (4.5) ne dépend pas des paramétres de réseau et
représente ainsi une constante additive qui peut étre déduite de la fonction
d’erreur. Nous avons donc

E==) Inf(t"/a") (4.6)

Pour des problémes d’interpolation , les variables cibles ¢ sont des quanti-
tés continues, tandis que pour des problémes de discrimination, les variables
cibles t sont des quantités discrétes.

Notons que la fonction d’erreur prend la forme d’une somme sur toutes
les fonctions d’erreur pour chaque point (z™,t") séparément ( indépendance
des distribution de (", z™) n=1,...,N)

4.2 La fonction d’erreur de somme quadra-
tique

Nous supposons que les distributions de ¢ variables cibles t, ou k =1, ..., ¢
sont indépendantes, de sorte que nous pouvons écrire :

ftfe) = 1] f(t/x) (4.7)
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Nous supposons que la variable cible ), est donnée par certaines fonctions
déterministes de z avec le bruit gaussien supplémentaire ¢, de sorte que :

tp = hk(x) + € (48)

Nous supposons maintenant que l’erreur €, a une distribution normale
avec zéro comme moyenne et un écart type o qui ne dépend pas de x ou de
k. Alors, la distribution de ¢ est donné par :

FE) = Gz 0 (‘—) (49)

(2mo? 202
Nous cherchons maintenant & modeler hi(z) par un réseau de neurone
avec des sorties yi (7, w) ot w est ’ensemble de parameétres de poids régissant
la courbe de réseau de neurone.
En employant (4.8) et (4.9), nous voyons que la distribution de probabilité
des variables cibles est donnée par :

f(te/z) = (2?12)1/2 exp [— {yk(x,;ua)2— li) ] (4.10)

Ou nous avons remplacé la fonction inconnue hy(x) par notre modeéle

Yk (l‘ ) w)
En méme temps nous, substituons (4.7) dans (4.6) pour écrire :

E = =) In (Hf( g,ﬂ)) (4.11)

D’apres (4.10) on a :

Inf(#f,a") = In <7( : )— ton(a”, w) =t (4.12)

2mo2)1/2 202
{yk<xn7 w) — tZ}Q
202

Nous substituons (4.12) dans (4.11) pour obtenir la forme suivante de F

= —iln Imo? —

N C

2.2 (@ w) =Y NCIno + NTCIH(%) (4.13)

n=1 k=0

1

" 202

E
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Dans le but de la minimisation d’erreur , les deuxiémes et les troisiémes
termes du coté droite de (4.12) sont indépendants des poids w et alors, ils
peuvent étre omis. De méme, le facteur global dea—l2 dans le premier terme
peut étre également omis. Alors, nous obtenons finalement I’ expression uti-
lisable pour la fonction de somme quadratique comme suit :

N C
B = %ZZ{% (2" w) — 217 (4.14)

n=1 k=1

= oYl w) ) (1.15)

Remarque 24 Noter qu’il est parfois utile pour une execution plus commode
des réseaux d’employer une fonction d’erreur différente de I’ expression 4.15
qui est la racine de la moyenne quadratique (RMS) de la forme

N
1
ERMS — NZy(m”,w*) —tn (4.16)
n=1

Ou w* dénote le vecteur de poids du réseau traité , et les sommes sont
maintenant sur N points d’ensemble de test.

4.3 Interprétation des sorties du réseau

Nous considérons le cas ou la taille N d’ensemble d’apprentissage tend
vers ’'infini. Dans cette limite nous pouvons remplacer la somme finie sur tous
les points d’entrées dans I'erreur de somme quadratique par une intégrale de
la forme

N
. 1 n n 2
E = nljgwﬁni_li EK {u (2", w) — 11} (4.17)

1 2
= = (x,w) =2} f (t, ) dtgdx

Ot nous avons présenté un facteur supplémentaire de % dans la définition
de la fonction d’erreur de somme quadratique afin de faire un processus
significatif de limite.
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Nous utilisons I’expression (4.1) dans (4.17) pour donner
1
E=3 Z// (s (2, w) — t)* (1)) f () dtrda (4.18)
k

Ensuite, nous définissons les moyennes conditionnelles suivantes des données
cibles (moment conditionnel d’ordre un et deux)

ufo) = [ tusten/a)its (4.19)
(/) = [ Bitenfe)in

Nous écrivons maintenant le terme entre parenthése dans (4.17) sous la
forme

{ue =t} = {ye — (te/2) + (ti/2) — 1} (4.20)
= {ye — (tu/2)} +2{yr — (te/2)} {(tn/) — te} + {{tn/2) — ti}’

Apres nous substituons(4.20) dans (4.18)

E = %g/{yk — (ty)x)} f (z) dz (4.21)
%2/({@/@ — 2} Jz) f(x)da

= 33 [ty s g 3 [ () /') s

Notons que le deuxiéme terme dans (4.21) est indépendant de la sortie
de réseau yi (r,w) et par conséquent est indépendant des poids de réseau
w. Dans le but de I'ajustement de poids de réseau par minimisation d’erreur
, ce terme peut étre négligé. Puisque la fonction & intégrer dans le premier
terme dans (4.21) est non négative , le minimum absolu de la fonction erreur
se produit quand ce premier terme disparait , ce qui correspond au résultat
suivant pour les sorties de réseau

yr (x,w*) = (tp/z) (4.22)

Ou w* est le vecteur de poids qui minimise la fonction d’erreur

L’équation (4.22) est un résultat principal qui indique que la sortie de
réseau est donnée par la moyenne conditionnelle des données de cible t, en
d’autres termes, par la régression du t; conditionné sur z.
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4.3.1 Les conditions de ce résultat

Il y a deux conditions principales pour obtenir ce résultat qui sont :

e’ ensemble de données doit étre suffisamment grand pour qu’il approche
un ensemble de données infini .

eLa fonction de sortie de réseau y; doit étre suffisamment générale, cela
exige un choix des paramétres qui fait le premier terme de (4.21) suffisam-
ment petit. Cette deuxiéme condition implique que le nombre de poids adap-
tatifs (ou de maniére équivalente le nombre des unités cachées) doit étre
suffisamment grand

I est important que les deux conditions (le grande taille de 1’ensemble
d’apprentissage et le grande nombre des poids) doivent étre réalisées d’ une
maniére couplée pour réaliser le résultat désiré. L’optimisation des para-
meétres de réseau est exécutée ainsi quand on a trouvé le minimum approprié
de la fonction de cotit (ces techniques seront discutées dans le chapitre 05)

Dans ce travail nous utilisons les perceptrons avec deux couches (percep-
tron multicouche) qui fournissent un cadre pratique pour la modélisation de
la fonction multivariable non linéaire par la moyenne conditionnelle.

Pour mettre le perceptron multicouche en phase d’utilisation,nous com-
mencons d’abord par un point important qui est ’espace de poids adaptatifs
de réseau.

4.4 La symétrie d’espace de poids

Nous considerons un réseau de deux couches ayant M unités cachées
avec une fonction d’activation tanh et une connexion compléte dans les deux
couches. Si wj; le poids qui est entre 'unité ¢ et I'unité caché j. ou : j =
1...,Meti=1...,netwj est un vecteur de biais et wy; est le poids entre
I'unité caché j et 'unité de sortie k. Ou  j=1.... M etk =1...,c, et
wyoest le deuxieme vecteur de biais .

Premierement, si nous changeons le signe de tous les poids wj; ou j
est fixé et ¢ = 1...,n alors pour un vecteur d’entrées (xg,x1,...,,), le
signe de 'activation de I'unité j sera inversée. Comme la fonction tanh est
une fonction impaire, ceci peut étre compensé par le changement du signe
de tous les poids wy; pour cette unité j et £ = 1...,c, alors la sortie qui
présente la relation entre les variables d’entrées et les variables de sorties par
le réseau n’est pas changée. Nous obtenons alors deux vecteurs différents de
poids qui provoquent la méme sortie, il y a ainsi un ensemble des vecteurs
de poids équivalents de 2M, ou M est le nombre d’unités cachées.

Deuxiémement, imaginez que nous échangeons les valeurs de tous les poids
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w;; et wj ol j est fixé (pour unité cachée fixée) et nous échangeons les valeurs
de poids (et biais) liés & une unité cachée différente de j, Encore une fois, la
sortie de réseau n’est pas changée. Alors pour M unités cachées, un vecteur
de poids aura M! vecteurs de poids équivalents.

D’apres le premier et le deuxiéme raisonnement pour un réseau de M
unités cachées, il y a M!2M facteurs de symétrie dans ’espace de poids.

Remarque 25 L’existence de ces symétries n’est pas une propriété de la
fonction “tanh” seulement mais s’applique pour plusieurs fonctions d’activa-
tion différentes.

Remarque 26 Dans plusieurs cas, ces symétries, dans l’espace de poids ont
peu de conséquences pratiques.

4.5 Rétropropagation d’erreur

Jusqu’ici dans cette partie, nous avons mis ’accent sur les possibilités de
représentation des réseaux multicouches. Nous considérerons aprés comment
un tel réseau peut apprendre une fonction appropriée d’ensemble d’entrées.
Comme dans le paragraphe précédent I’apprentissage sera basée sur la défini-
tion d’une fonction appropriée qui est alors réduite au minimum par rapport
aux poids et aux biais dans le réseau.

Si nous considérons un réseau avec des fonctions d’activation différen-
tiables alors les activations des unités de sorties deviennent des fonctions
différentiables par rapport aux variables d’entrées et aux poids (et aux biais).

Si nous définissons une fonction d’erreur telle que la somme quadratique
d’erreur présentée dans le paragraphe (4.2) qui est une fonction différentiable
par rapport aux sorties de réseau (yx(x)), alors cette fonction d’erreur elle
méme est différentiable par rapport aux poids (et les biais). Nous pouvons
donc évaluer les dérivés de fonction d’erreur par rapport aux poids, et ces
dérivés peuvent alors étre employés pour trouver les valeurs de poids qui
réduisent la fonction d’erreur au minimum.

Pour la minimisation d’une fonction d’erreur et les ajustements des poids
de réseau, nous pouvons distinguer deux étapes différentes. La premiére est
I’algorithme de Retropropagation et la deuxiéme est le calcul d’ajustement
de poids.

4.5.1 Deéfinition de la rétropropagation d’erreur

Définition 27 La retropropagation d’erreur est une technique pour éva-
luer les dérivés de la fonction d’erreur, cela correspond a une propagation des
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erreurs vers larriére par le réseau et fournit un information efficace pour
évaluer les dérivés de la fonction d’erreur par rapport aux poids de réseau.

Remarque 28 Le mot retropropagation dans la littérature du calcul neuro-
nal signifie une variété de différentes choses, par exemple,

> L architecture de perceptron multicouche s’appelle parfois un
réseau a Retropropagation

> Employer pour décrire la formation d’un perceptron multi-
couche employant la déscente de gradient et une fonction d’erreur de somme
quadratique.

Remarque 29 FEn général, cette technique comprend des procédés itératifs.

4.5.2 La procédure de rétropropagation

° Supposons une architecture de réseau pondéré ayant une seule couche
cachée des unités avec une fonction d’activation sigmoide (logistique), et
considérons une fonction d’erreur de somme quadratique.

° Dans chaque unité de la couche cachée, il y a une transformation de
somme pondérée d’entrées de la forme :
zj = g(a;) (4.23)
Ou

aj: E wijxi
i

Ou z;,t=1...,N lentrée qui envoie une connexion a I'unité
j des réseaux; g une fonction (logistique). Et wj; est le poids associé & ces
connexions.

° Nous avons considérés une fonction d’erreur F qui est différen-
tiable par rapport a yret par rapport aux poids de réseau (et biais). Alors
il est différentiable par rapport a y,. et par rapport aux poids. Nous pou-
vons écrire F comme somme sur tous les n points d’ensemble d’entrée.

Alors
E(w) = E"(yr(w.z").t") k=1..c (4.24)
Et dans les unités de sortie.
ye(7) = g(ag)
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ay = Zwkaj (4.25)
J

Considérons maintenant I'évaluation de dérivé de E™ par rapport awj; :

8E” . 8E” aaj

= ) 4.26
8wﬂ Gaj 8wﬂ- ( )
Nous notons §; :la dérivé de E™ par rapport a a;
On écrit : SE™
=0, 4.27
aaj J ( )

e I ; sont souvent mentionnés comme des erreurs.
° Alors pour les unités de sortie nous notons d; la dérivé de E"par
rapport a ag

oE™
aak

= 5, (4.28)

Pour évaluer ¢; pour les unités cachées j ,utilisons la régle de chaines
pour les dérivés partielles, ou la somme est sur toutes les unités k auxquelles
I’'unité j envoie des connexions.

D’apres (4.27) nous pouvons écrire :

5= OL" Day (4.29)
k

8ak 8_a]
D’apres (4.23) et (4.25) nous avons la formule suivante :
ak = Zwkjg(aj)
k

Alors,
Oay, ,
Oa; w;jg(a;) (4.30)

Si nous substituons (4.30) et (4.28) dans (4.29) nous obtenons :

0; = glag) > w0k (4.31)
k
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Ce qui nous indique que la valeur §; pour une unité cachée particuliere j
peut étre obtenue pour propager les 0, vers 'arriere a partir des unités plus
haut vers des unités plus bas dans le réseau. Comme c’est illustré dans la
figure (4.1)

Fic. 4.1 — La procédure de rétropropagation 0 & partir de ces unités k
auxquelles I'unité j envoie des connexions.

D’apres (4.28) :
OE"™ Oy, OE"

o = dar ~ ar Ou (4.32)
et nous avons d’apres (4.25) :
yr = glax)
alors : I
90, — 9(ar) (4.33)

Nous substituons (4.33) dans (4.32), nous obtenons la formule suivante :

OE™

4.34
o (4.34)

or = glax)
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Remarque 30 Dans cette démonstration nous supposons que g = § pour
simplifier les calculs, et nous pouvons généraliser le résultat.

Nous pouvons récapituler la procédure de rétropropagation en quatre
étapes :

1)Mettre a jour le vecteur d’entrée 2" dans le réseau et propager en avant
et trouver les activations de toutes les unités cachées et les unités de sorties.

2)Evaluer le 6 , k =1...,¢, en utilisant (4.34) .

3)En utilisant (4.31) pour calculer §,,j =1..., M.

4)Enfin, nous avons les dérivés de E™ par rapport wyj,j = 1..., M et
k=1...,c par l'utilisation de (4.26).

Si nous répétons ce précédé pour chaque " ouin = 1..., N et d’apreés
[g%; = gf; nous avons le résultat.

n
La dérivation du procédé de retropropagation a tenu compte de la forme
générale de la fonction d’erreur et des fonctions d’activation. Afin d’illustrer
I’application de cette technique, nous prenons des exemples simples particu-
liers.

4.5.3 L’application de rétropropagation
L’application de retropropagation a un réseau avec une seule couche

Dans ce cas, et afin d’illustrer I’application de cette technique, nous consi-
dérons la forme de la descente de gradient donnée par (3.2) et nous utilisons
la fonction d’activation linéaire (un réseau linéaire) donnée par.

N
ag(x) = Y wi;z; (4.35)
j=1
Alors les dérivés de la fonction d’erreur quadratique sont données par
aEn n n n n_.n
Own, = {yp(a") — i} 2} = 6y (4.36)
Ou
o = {yn(a") — 1} (4.37)

En substituant (4.36) dans (4.35) nous obtenons 1’équation suivante ;
w,(gﬂ) = '™ — noyal (4.38)

Et nous pouvons conclure que le chargement de poids est donné par :

Awyj = —ndgay. (4.39)
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L’application de retropropagation a un réseau PMC

Nous fixons ’architecture de réseau & deux couches de poids adap-
tatif. Les fonctions d’activation des unités de la couche cachée sont des fonc-
tions logistiques et les fonctions d’activation des unités de sorties de réseau
sont linéaires. Nous utilisons la fonction d’erreur de somme quadratique, qui
satisfait la propriété suivante FE = Z E" pour un vecteur d’entrée "

n
Ou E™ donnée par

[

B =23 )’ (1.40)

k=1

Ou y représente la sortie de I'unité de sortie k, t; est la valeur cible
correspondante a 1'unité k.

En appliquant la premiere étape dans la procédure de retropropagation,
alors il résulte .

a; = E Wi T4
i
ap = E Wi 24

zj = g(ay)
Ou )
= 4.41
o) = oo (1.41)
D’apres la deuxiéme
Ok = Yk — Lk
Et on a .
6= gla;) > w0
k=1
ou

et



Alors,
5]' = Z](l — Zj) Zwk](;k (442)
k=1

Les dérivés par rapport aux poids de la premiére couche sont indiquées
par :

OE™
ow i

Et les dérivés par rapport aux poids de la deuxiéme couche sont indiquées
par :

Sor = 0% (4.44)

La matrice de Jacobi

Ici, nous considérons I’évaluation de la matrice de JACOBI, dont
ses éléments sont donnés par les dérivés des sorties de réseau par rapport aux
entrées, telle que chaque dérivé est évaluée avec toutes les autres entrées en
les supposant fixées.

Oy,

Jii = Ox;

(4.45)

L’utilisation dans la théorie :

* La matrice JACOBIENNE est parfois employée pour décrire les
dérivés de la fonction d’erreur par rapport aux poids de réseau de retropro-
pagation.

* Elle fournit une mesure locale de la sensibilité des sorties aux chan-
gements de chacune de variables d’entrées.

* Elle est utilisée dans plusieurs contextes dans ’application des ré-
seaux de Neurones.

* Elle peut étre évaluée en utilisant un procédé de retropropagation,
ce qui est trés semblable a ce qui a été est décrit plus haut pour évaluer les
dérivés d’une fonction d’erreur par rapport aux poids (biais). Nous commen-
¢ons par 1’élément J;; sous la forme :
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Ok % da;

0

J

Car g; = E w;j.z; ou I'unité d’entrée ¢ envoie une connexion a toutes les
unités j de couche cachée.
Nous notons maintenant une formule récursive de retropropagation pour
Yk

déterminer Sk
a;

da, day, Oay;

, 0
= ¢(a ) Zwkj.a—i]z
k

Oy _ Z%% (4.47)
k

puisque

ar =Y wiig(ay)
k

et nous avons gy = g(ay) alors,

ayk o
da dJ'(ax) (4.48)

Nous appliquons maintenant la procédure de rétropropagation comme
suit :

1/0n applique le vecteur d’entrée correspondant au point d’espace d’en-
trée a ce que la matrice de JACOBI doit étre trouvée, et on applique une
propagation vers I’avant de maniére habituelle afin d’obtenir les activations
de toutes les couche cachées et des neurones de sorties dans le réseau.

2/ On calcule les dérivés de sortie de réseau par apport aj d’apres (4.46)

3/ On substitue le résultat de (4.48) dans (4.47) pour trouver les dérivés
dey;, par apport a;

4/0n utilise le résultat de (4.47) pour obtenir Ji; avec I'expression (4.46).
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La matrice de HESSIEN

Nous avons montré comment la technique de retropropagation peut
étre employée pour obtenir les premiers dérivés d’une fonction d’erreur par
rapport aux poids dans le réseau.

Cette technique peut étre employée pour évaluer les deuxiémes dérivés de
la fonction d’erreur donnée par :

2
_oE (4.49)
8wji 6w9k

Ces dérivés forment les éléments de la matrice de HESSIEN, qui joue
un role important dans le calcul neuronal. Dans ce travail, nous utilisons
cette matrice pour évaluer plusieurs algorithmes d’optimisation utilisée pour
les réseaux de neurones. Pour une application importante de la matrice de
HESSIEN, on peut étre évaluer les premiéres derivées de la fonction d’erreur
par un calcul exact, par utilisation d’une prolongation de la technique de
rétropropagation.

Comme dans ce qui précede , nous prenons un modéle & la fois. Considé-
rons ’expression générale pour la dérivé de la fonction d’erreur par rapport
a Wk

D’apres (4.44) 5

En

Différenciement & ceci par rapport & un autre poids w;;,nous obtenons :

O*E da; O  OE" o  OE"

QW ;0w g, - awjiﬁTLj 8w9k) — 87@ Ow g

) (4.51)

D’apreés(4.50), nous pouvons écrire :

0 OE™ 0
— = —(6 4.52
aCL]‘ 8wgk 8aj( QZk) ( )
_ g 90
8aj ¢ 8aj' b
Et nous avons :
2, = g(ax)
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alors,

8zk 5’g(ak) aak
— = L 4.53
8aj aak Gaj ( )
8ak
. /
-9 (ak) aCLj
Nous pouvons écrire (4.52) sous la forme :
0 ,0E" day, o)
— =0,¢ — —=2 4.54
Ja; 8w9k) e 9 () Oa; M Oa; (4.54)
Nous substituons (4.54) dans Pexpression (4.51), nous obtenons :
0?E 0 ay, o)
————— = 20,4 (ar)—=— + zj2p=— 4.55
8wji8wgk #1008 (ak) aa]‘ + KAl aa]‘ ( )
Nous pouvons considérer la notation suivante :
0 Qg
ek 4.56
kj (9(1,]‘ ( )
Et 95
) aaj ( )

Les quantités hy; peuvent étre évaluées par la propagation vers ’avant
ainsi : En utilisant la régle de chaine pour les dérivés partielless, nous aurons

. 0 Qe 0 (7%
hij = Z 50, . (4.58)

Ou la somme ici, est sur toutes les unités r qui envoient les connexions a
I’'unité k
D’apres (4.56), nous avons

Et nous avons

ay = Z werg (ay) (4.60)



Alors :
8 Q.

da,

= wi, g (ay) (4.61)

Nous substituons (4.61) et (4.59) , nous pouvons écrire (4.58) sous la
forme :

= Z g (ay)wirhy, (4.62)

Remarque 31 Les conditions initiales pour évaluer {hy; } suivant U'expresion(4.56)
peuvent s’énoncer comme suit pour chaque unité j dans le réseau.

St k=3 alors hij =1
St k+#j alors hij =0

(car il n’y a aucune connexion directe entrej et k )
Alors les éléments restants de hy; peuvent étre trouvés par I’équation
(4.62), nous pouvons évaluer {hy;} pour la rétropropagation comme suit :
D’aprés (4.62), nous avons vu que :

= ¢'(a) > wagls (4.63)

En substituant (4.63) dans la définition b,; dans (4.57), nous obtenons :

0
ij = % {g/(a'g)zwsgés} (464)
J S
0
- o0 "(a,). ZwSQ(S + g'(a,). {Zwsg }
. 99’ (a,) % Db
= —8% 9, Z 00s | +9'(a, Zwsga

by = ag hZ]Zwsg(? + ¢'(a, Zwsg sj

Ou nous faisons la somme sur toutes les unités s auxquelles I'unité o
envoie des connexions.
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4.5.4 L’efficacité de la rétropropagation

Un des aspects les plus importants de cette technique est son effica-
cité informatique. Pour cela nous supposons que w indique tout le nombre
de poids et biais dans le réseau ; pour un w suffisamment grand :

1/ l’évaluation simple de la fonction d’erreur (pour les z™) exigerait O(w)
opérations.

2/ Si le réseau est a connexion compléte, le nombre de poids est typi-
quement beaucoup plus grand que le nombre d’unités. Alors, il y a un effort
informatique pour calculer z; et ys.

3/Le calcul de chaque z; exige une multiplication et une addition alors il
y a un colt informatique global qui est O(w).

4/Pour w (poids totale dans le réseau), il y a w dérivés a évaluer.

5/ Pour une telle expression de la fonction d’erreur et les formes explicites
des dérivés, nous I’ évaluons par propagation vers I’avant pour chaque élément
de w (pour chaque poids ou biais) exigeant O(w)opérations. Alors évaluer
toutes les dérivés, demande O(w?) opérations.

Par comparaisons, si nous utilisons la retropropagation ;

»La phase de propagation avant demande O(w)opérations.

»[’évaluation des dérivés par la technique de retropropagation a ramené
la complexité informatique de O(w?) a O(w) pour chaque vecteur d’entrée.
Alors pour cette raison, 'utilisation de retropropagation dans un apprentis-
sage dans les réseaux multicouches consiste a consommer beaucoup de temps,
ainsi on a une efficacité cruciale.

La technique de retropropagation peut étre appliqué a beaucoup d’autres
genres de réseau et pas seulement le perceptron multicouche. Malgré 1’effi-
cacité et 'application large de cette technique, elle posséde des limitations
spécialement au niveau du plan pratique.

Afin de faire une exécution pratique de résolution du probléme prédictif
multidimensionnel complexe, nous allons détaillé des algorithmes d’optimi-
sation de poids adaptatifs dans ce qui suit.
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Chapitre 5

Les algorithmes d’optimisation
des poids adaptatifs

Le probléme de I’étude dans les réseaux de neurone a été formulé en termes
de minimisation de la fonction d’erreur £ . Cette erreur est une fonction des
parameétres adaptatifs ( poids et biais ) dans le réseau , que nous pouvons
regrouper dans un seul vecteur avec les composants soit wy, ws, ..., wy .Jus-
qu’ ici nous avons montré que pour un perceptron multicouche , les dérivés
d’une fonction d’erreur par rapport aux paramétres ( poids et biais ) de ré-
seau peuvent étre obtenues de maniére informatique efficace en utilisant la
technique de retropropagation .

Dans ce chapitre, nous passerons en revue plusieurs algorithmes, les plus
importants en pratique. Le plus simple de ces derniers est la déscente de
gradient qui a été décrite brievement dans le chapitre précédent.

Il est impossible de recommander un algorithme universel simple d’op-
timisation. Au lieu de cela, nous accentuons les avantages et les limitations
relatives aux différents algorithmes .

5.1 La surface d’erreur

Il est utile d’avoir une image géométrique simple de processus de mini-
misation d’erreur qui peut étre obtenue en regardant E (w) comme surface
d’erreur dans 1’ espace de poids , comme c’est représenté dans la figure(5.1)

Pour des réseaux ayant deux couches de poids adaptatifs , la fonction
d’erreur sera typiquement une fonction non linéaire de poids , il peut existe
aux moins un minimum qui satisfait :

VE =0 (5.1)
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FIG. 5.1 — A un point quelconque C, le gradient local de la surface d’erreur
est donné par le vecteur VE [6].

Ou VE dénote le gradient de E dans ’espace de poids

Nous discutons l'utilisation de cette notation :

A cause de la non linéarité de la fonction d’erreur, il est impossible de
trouver en générale la solution de forme fermée pour le minimum . Pour cela
nous considérons des algorithmes qui sont impliqués dans la recherche de
I‘espace de poids se composant d’une succession d’étape de la forme

w™ = w4 A w (5.2)

Ou 7 dénote 'étape d’itération.

Les différents algorithmes impliquent différents choix de A w(™) de vecteur
de poids et les choix des poids initiaux pour l'algorithme détermine vers quel
minimum il convergera .

Remarque 32 I peut y avoir plusieurs points stationnaire ,ces points sa-
tisfont la condition (5.1),par exemple des maximum globaluz , et minimum
locauzx (voir figure 5.02)

Remarque 33 Nous avons vu que dans un réseau de deux couches de poids
adaptatif avec M unités dans la couche cachée , il y a un facteur de symétrie
de M'2M alors n’importe quel minimum local ou global sera répété un grand
nombre de fois dans tout l’espace de poids .
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H

F1G. 5.2 — VE dénote le gradient de E dans l'espace de poids w [6]

5.2 L’approximation quadratique locale

Pour des techniques divers, le probléme d’optimisation peut étre obtenu
en considérant une équation d’approximation quadratique locale de la fonc-
tion d’erreur.Nous considérons 'expression de TAYLOR pour E(w) autour
d’un certain point dans I’espace de poids.

E(w) = B() + (w — )b + %(w — @) H (w — ) (5.3)

Ot b est défini pour étre le gradient de E évalué a w :

b=VE | (5.4)

Et la matrice de HESSIEN H est définie par :

_ B
N 8wZ8wJ v

(H )i (5.5)

D’apres (5.3) Papproximation locale correspondante pour le gradient est
donnée par :

VE = VE®) + (v — w)H
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VE =b+ H(w — ) (5.6)

Ces expressions forment une base pour une grande partie de la discussion
sur les algorithmes d’optimisation.

Si nous supposons quew = w* o w* est le point qui minimise E(w) .
Alors, VE |,+= 0 et (5.3) devient :

B(w) = E(w*) + %(w W) Hw — w) (5.7)

Ou H est évaluée au point w*
Afin d’interpréter ceci géométriquement, nous considérons ’équation de
la valeur propre pour la matrice de HESSITEN suivante :

Hu, =\, (5.8)

O le vecteur p,; forme un ensemble orthogonale complet, Alors :

i 1 = 0y (5.9)

1 si j=1
0 sij#i

Alors nous pouvons écrire (w — w*) comme combinaison linéaire des vec-
teurs propres sous la forme :

w—w = Zaiui (5.10)

Ou 6,5 est le symbole de KRONEKER 0§;; = {

En substituant (5.10) dans (5.7), nous obtenons :

Bw) - E(w*)+%(au)THa,u (5.11)

* 1 2T
= E(w )+§;0‘z‘ﬂz‘ Hp;

En utilisant (5.8) dans (5.11) nous obtenons :
* 1 2 T
E(w) = E(w*) + B ; 0 Aify [ (5.12)
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D’apres (5.9), expression (5.12) devient :

E(w) = BE(w*) + % Z Ao (5.13)

5.2.1 L’interprétation géométrique

L’expression (5.10) peut étre considérée comme une transformation du
systéme de coordonnés dans laquelle I'origine estet au point w* , et les axes
sont les vecteurs propres ( alors la matrice est orthogonale dont les colonnes
sont les p; )

La convergence au point stationnaire w* sera minimum si tou les \; sont
positifs,ou \; est la valeur propre de H, en effet :

Nous avons ,dans I’espace unidimensionnel, un point stationnaire qui sera
un minimum si :

0’FE
ow

Et le résultat correspondant dans I’espace de d-dimension est que la ma-
trice H (de HESSIEN) évaluée a w* devrait étre définie positive.

Ensuite,pour que les vecteurs propres {1, } forment un ensemble complet,
soit un vecteur arbitraire V', nous pouvons écrire V' sous la forme :

V=2 B (5.15)

w> 0 (5.14)

D’apres (5.8) et (5.9), nous avons alors :

VHV =Y 8\ (5.16)

Alors, H sera définie positive si \; > 0, Vi.

Les contours de F sont des ellipses centrées a 'origine, dont les axes sont
les valeurs propres et dont les longueurs sont 'inverse de la racine des valeurs
propres, comme c’est indiqué dans le schéma (5.3).

5.3 Descente du gradient

Un des algorithmes de traitement de réseau les plus simples est la
descente de gradient[16]. Nous commengons avec une conjecture initiale pour
le vecteur de poids (qui est choisi au hasard) et noté par wy.Nous mettons a

84



"Hlt
s

W,

Fi1G. 5.3 — Les longueurs des axes sont l'inverse proportionnelles aux racines
carrées des vecteurs propres correspondants \; [6].

jour alors itérativement le vecteur de poids tel que, a I’étape 7 nous déplagons
une distance courte dans la direction du plus grand taux de diminution de
erreur c’est-a -dire. dans la direction du gradient négatif évaluée a w(™) :

V'™ = —nVE |0 (5.17)

Ou 7 s’appelle le taux d’apprentissage. On note que le gradient est évalué
a chaque étape 7.0nl peut évaluer le gradient de la fonction d’erreur juste
en un point 2" dans ’ensemble de données de N points , et les poids sont
mis & jour en utilisant :

Aw'™ = —pAE™ |, (5.18)

Pour la mise & jour séquentielle de
cette expression, nous pourrons espérer une réduction réguliére par I'erreur
puisque pour 7 suffisamment petit, la direction moyenne de mouvement dans
I’espace de poids devrait approcher le négatif de gradient local. Si le para-
metre de taux d’étude est telle qu’il diminue & chaque étape de ’algorithme
selon les conditions de théoréme (LUO 1991), celle ci peut étre satisfait en
choisissant :

1
(M= 5.19
X 047_ ( )
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L’analogie devient
précise, et nous sommes assurés de la convergence.
Ce choix entraine que la convergence est trés lente. Alors nous supposons

que 7 a une valeur fixée.
D’apres (5.10)
VE = H(w —w") (5.20)

En utilisant (5.12) 'équation (5.20) devient :

VE =) oyuH (5.21)

Et avec 'utilisation (5.11)

VE =Y ahi, (5.22)

Nous avons ’expression (5.13)

Aw = (w; —w") — (wy — w") (5.23)

= Z Q1 f; — Z Qo [
= Z Aa;p,

D’apres (5.22) et (5.23), nous pouvons écrire (5.18) sous la forme :
Z Aaip, = —n Z A\,

Alors :
Ao = —nag
Donc : A
anouveau — (1 _ nAz)afnczen (5.24)

En employant (5.13),nous avons,

w—w" = E Qi
i
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Nous multiplions (5.13) paru!, nous obtenons :

o = i (w—w*) (5.25)

Alors «; peut etre interprété comme distance minimum le long de
la direction pu;. D’aprés (5.24), nous voyons que ces distances sont évaluées
indépendamment tel que, a chaque étape, la distance le long de la direction
de p; est multiplié par un facteur (1 —n\;).

Aprés un nombre d’étape total T, nous avons :

ol = (1= nr)Ta? (5.26)

*Si |1 —n\i| < letT — 4o0. alors a; = 0 et d’apres (5.25) w = w* (le
vecteur de poids atteint le minimum de l’erreur)

*Si nous rendons 7 plus grand nous pouvons rendre le facteur (1 — n)\;)
plus petit et par conséquent la vitesse de convergence sera amélioré.

*Si |1 —nX;| > 1, aydivergera ceci limite la valeur de n & n < 2/\ max
ou A max est la plus grandes des valeurs propres et > A min la plus petite
valeur propre.

Si 7 est placée a sa plus grande valeur autorisée, alors la convergence
le long de direction correspondant a la plus petite valeur propre sera régie

2>\min
par (1 — /\—)

max

5.3.1 Les avantages de cet algorithme

Il y a deux avantages principaux de cet algorithme :
oLe premier c’est qu’il est classé parmi les méthodes les plus importantes
pour ’approche séquentielle.
ooLe deuxiéme avantage c’est que cet algorithme a employé 'information
de gradient.

5.3.2 Les inconvénients (limitation d’algorithme)

1)Dans la pratique, une valeur utilisé de 7 constante mene, généralement,
a améliorer les résultats quoique la garantie de la convergence est perdue.
2)I1 y a une difficulté grave avec le fixage de 1 car
-Si 7 est trop grand, 'algorithme peut entrainer a une augmentation
de E et probablement aux oscillations divergentes ayant pour résultat une
panne compléte dans 1’algorithme.
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-Si n est choisi trés petit, la recherche peut etre extrémement lente
(le temps de calcul est tres long)
3)La courbe de E change de maniére significative avec la direction. Dans
la plupart des points sur la surface d’erreur, le gradient local ne se dirige pas
vers le minimum. Alors, la descente de gradient prend beaucoup de petites
mesures pour atteindre le minimum, et c’est donc clairement un procédé
totalement inefficace. Comme c’est présenté dans le schéma (5.04) pour un
espace de poids bidimensionnel.
4)Si le rapport Apin/Amae €St trés petit, alors le progres vers le minimum
sera extrémement lent. Comme c’est présenté dans le schéma (5.04)

e
="

Fi1G. 5.4 — Les étapes successives de la descente de gradient peuvent étre
converge vers le minimum trés lentement [6]

5)Nous pourrions trouver le minimum employé exactement comme éva-
luation de la fonction d’erreur w(w+3)/2 étapes . La descente de gradient est
un algorithme inefficace, car le nombre des évaluations de fonction d’erreur
peuvent facilement étre beaucoup plus grandes que ce nombre.

Il y a eu plusieurs tentatives ces derniéres années pour améliorer I'exé-
cution de descente de gradient pour la formation de réseau de neurones,en
faisant les diverses modifications suivantes :

5.4 L’algorithme de gradient conjugué

5.4.1 Ligne de recherche

Les algorithmes qui sont décrits dans ce chapitre impliquent une suite
d’étapes dans I’espace de poids, il est commode de considérer chacune de ces
étapes dans deux partis, premiérement nous devons décider la direction dans
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laquelle se déplacer, et en second lieu, nous devons décider & quelle distance
est déplacée cette direction. Par exemple, pour la descente de gradient simple,
la direction de chaque étape est donnée par le gradient négatif locale —VE
de fonction d’erreur, et la distance de déplacement a I’étape est déterminée
par un parameétre de taux d’apprentissage arbitraire 7 .

*Plus généralement nous pouvons considérer une certaine direction de re-
cherche dans ’espace de poids, et puis nous trouvons le minimum de fonction
d’erreur le long de cette direction. Ce procédé est référé en tant qu’une ligne
de recherche. Elle est la base de plusieurs algorithmes qui sont considérable-
ment plus puissants que la descente du gradient.

*Nous supposons qu’a I’étape 7, la minimisation le long d’une direction
de recherche particuliére noté d”dans la prochaine valeur dans l’espace de
poids est donnée par :

w =™ 4 XD g™ (5.27)

Ou A" est choisi pour réduire au minimum.

E(w) = B(w™ + \d™) (5.28)

Si nous choisissons la direction de recherche, ’expression (5.26) nous don-
nera une procédure automatique pour placer la longueur d’étape.

5.4.2 La procédure d’algorithme de gradient conjugué

*Pour appliquer la ligne de recherche du probléme de minimisation de la
fonction d’erreur, nous devons choisir une direction approprié de recherche a
chaque étape de I'algorithme.

*Nous notons que, au minimum de la ligne de recherche dans (5.26) nous
avons :

0
— E(w™ £ \d™) = 2
R (w'™ 4+ )=0 (5.29)
D’apres (5.26) alors :
2 O i () 1 ag™
@ B +2d0) = 0 (5.30)
0
T R (7+1) _
d R (w ) 0
g(T+1)Td(T) - 0
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Ou g = VE, alors le gradient au nouveau minimum est orthogonal
a la direction de recherche précédente.

'equation (5.28) est équivalente & E au point w1

, NOUS avons :

g(w™T g™ = (5.31)

*Nous choisissons maintenant la prochaine direction de recherche d(™1)
D’apres (5.27),

Alors
g(w(T+1) +>\d(T+1))T d(7'+1) — 0 (533)
g(w(7+1) +>\d(7+1))T d(T) - 0
g<w(7+1))T d(T) + )\g<d(T+1))Td(T) - 0
Nous avons :
dTYHI™ =0 (5.34)

Ot H est la matrice de HESSIEN évalué au point w(™+1

Si la surface d’erreur est quadratique, la matrice de HESSIEN contient
des termes constants et évalués dans l’expression de (5.28) et ou le terme
puissance multiplicatif de A a disparu. Nous recherchons les directions conju-
gués qui satisfont (5.34) .

En effet, nous verrons qu’il est possible de construire une suite de direc-
tion de recherche d(™) successives tel que chaque direction est conjuguée a
toutes les directions précédentes; c’est ’algorithme d’optimisation de gra-
dient conjugué.

Fonction d’erreur quadratique

Afin de présenter I'algorithme de gradient conjugué, nous considérons le
cas d’une fonction d’erreur quadratique de la forme :
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1
E(w) = Ey+b"w + 5wTHw (5.35)

Dans ce cas les parameétres b et H sont constants.
Et nous assumons que H est défini. Le gradient local de ceci est donné
par :

g(w)=b+ Hw (5.36)

Et la fonction d’erreur (5.35) est
réduite au minimum au point w* et en utilisant ('5.36) pour donner :

b+ Hu* =0 (5.37)

Supposons que
nous pouvons trouver un ensemble de w vecteurs (w est la dimensionnalité
d’espace de poids) qui sont mutuellement conjugués par rapport H, alors

diHd; =0  pour j #i (5.38)

Alors, nous montrons facilement que ces vecteurs seront linéaire-
ment indépendant si H est défini positif. De tels vecteurs forment une base
complete mais non orthogonale dans ’espace de poids. Alors nous pouvons
écrire la différence entre w; et w* (ou w; sont les points de départ ) comme
combinaison linéaire des vecteurs de direction conjugués [16] sous la forme :

wt—wp = Y oud; (5.39)
i=1
Noter que, si nous posons :
j—1
w; = W1 + Z Olz‘dj (540)

1=1

Alors (5.39) peut étre écrit
comme équation itérative sous la forme :

Wjiy1 = Wy + Oéjdj (541)

Afin de trouver des expressions pour les «, nous multiplions
(5.39) par d] H pour donner :

dV H (w* — wy) ZaldTHd
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D’apres (5.37) Hw* = —b, en substituant ce résultat dans (5.42), nous
obtenons :

—d} (b+ Huwy) Z a;dl Hd; (5.43)

Et nous utilisons I’expression (3.36) pour obtenir :

—d} (b+ Hwy) = a;d! Hd,
Alors

(5.44)
dTHd;

Oéj:—

Sans cette propriété, (5.44) qui représente un ensemble d’équations cou-
plées pour «;

nous pouvons écrire (5.41) sous une forme plus commode(5.38) comme
suit. :
df Hw; = d] Huy (5.45)

Ou nous avons encore employé I'état de conjugué (5.36). Ceci permet au
numérateur du coté droit de (5.41) de s’écrire sous la forme :

dl (b+ Hwy) = d} (b+ Hw;) =d] g (5.46)

Ou g; = g (w;) et nous utilisons (5.34). Alors, a;, peut étre écrit dans la
forme

aj = — (5.47)

Nous donnons maintenant un argument inductif simple pour montrer cela,
si les poids sont employés incrémentés (5.39) avec le o;donné par (5.44)

alors le vecteur de gradient de g; a ’étape j sera orthogonal & toutes les
directions conjuguées précédentes, et alors nous serons arrivés au minimum
de la forme quadratique .Voir le schéma (5.5)

Pour dériver la propriété d’orthogonalité, nous notons (5.34) de celui

92



Fic. 5.5 — L’application de I’algorithme de gradient conjugué a la minimisa-
tion d’une fonction erreur quadratique bidimensionnelle [6]

givr — g5 = H (wj1 —wj) = oy Hd, (5.48)

Ou nous avons employé (5.39).
Nous prenons maintenant le produit scalaire de cette équation avec (5.48),
et employons la définition de «; donnée par (5.44), pour donner

@ gj1 =0 (5.49)

De méme, de (5.45), nous avons :

di(gjs1 — gj) = a;di Hd; = 0 pour tout k < j < W (5.50)

En appliquant la technique de 'induction (5.46) et de (5.47), nous obte-
nons le résultat suivant

digi=0 pour tout k < j < W (5.51)

Le prochain probléme est comment construire un ensemble avec des di-
rections mutuellement conjuguées. Ceci peut étre réalisé en choisissant la
premiére direction pour étre le gradient négatif d; = —gy, et puis le choix de
chaque direction successive pour étre une combinaison linéaire du gradient
courant et de la direction précédente de recherche

djt1 = —gj+1 + 0;d; (5.52)

Les coefficients 3; peuvent étre trouvés en imposant 1'état de conjugué ce
qui donne

_ 9§+1H d;

% = "0, (5.53)
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D’apres (5.49) le dj, est donné par une combinaison linéaire de touts les
vecteurs de gradient précédents

k—1
di=—gc+ Y (5.54)
=1

Nous employons (5.48), nous avons alors

k—1
Ry = Z%nggj pour tout k < j < W (5.55)

=1
Puisque la direction initiale de recherche est dy = —g; ,nous pouvons

employer (5.49)pour montrer que g{ g; = 0, de sorte que le gradient a I’étape
j soit orthogonal au gradient initial.

Si nous appliquons I'induction de (5.55), nous constaterons que le gradient
courant est orthogonal & touts les gradients précédents

gtg; =0 pour tout k<j<W (5.56)

Nous avons maintenant développé un algorithme pour trouver le mini-
mum d’une fonction erreur quadratique général dans w étapes au maximum.

La procédure de ’algorithme de gradient conjugué

Nous avons maintenant développé un algorithme pour trouver le mini-
mum d’une fonction d’erreur quadratique générale, puisque ’évaluation de
H est couteuse au point de vue calcul informatique. Pour les réseaux non
linéaire, nous voudrions éviter d’employer la matrice de HESSIEN.

En effet, il s’avére que les coefficients «; et 3; peuvent étre trouvés sans
connaissance explicitée de H.

*Considérons d’abord le coefficient 3, :

D’apres (5.53), nous avons :

91 =95 _ pq. (5.57)
&

Nous substituons (5.51) dans ('5.57) nous obtenons :

5 - 9541(9j+1 — 95)
T dl (g — 95)

(5.58)

Ce qui est connu comme expression de HESTENES-SLIEFET.
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Nous multiplions (5.52) par g,+1 nous obtenons :
d]ngH = _QJTHQJ'H + Bjdjrgjﬂ (5.59)

D’aprés (5.50), nous avons que d} g;41 = 0 . Alors, nous utilisons (5.59)
pour écrire :

dlg; =—g] g; (5.60)

Alors, (5.58) est écrite dans la forme de POLAK-RIBIERE

T
9i11(9511 — 95)
By == ‘ J (5.61)
95 9j

Nous avons d’apres (5.56) (la
propriété d’orthogonalité des gradients) que ng+1 gi =0
Alors, simplifier (5.61) donne le résultat de la forme de FELTCHU-REEVES :

T
951185+

3.
! 97 9

(5.62)

Nous notons que ces trois expressions pour 3, sont équivalentes(17]. Ils
expriment tous que la fonction d’erreur est exactement quadratique.

La forme de POLAK-RIBIERFE s’avére généralement donner des résultats
légerement meilleurs que les autres expressions.(petite valeur de /3 ; pour que
les vecteurs successifs de gradient soient trés semblables). Nous souhaitons
également éviter 1'utilisation de la matrice de HESSIEN pour évaluer o;.
Pour voir ceci, considérer une erreur quadratique donnée par (5.47) comme
fonction du paramétre o donné par :

df g
THd,

J

;= (5.63)
Nous voyons que le résultat dans (5.47) est équivalent a celui trouvé

dans (5.63). Alors, nous pouvons remplacer ’évaluation explicite de o par
une procédure numeérique impliquant une ligne (direction) de recherche de
minimisation d;.

Nous récapitulons maintenant les étapes principales de I’algorithme :

1.Choisir un vecteur de poids initial w;.

2.Evaluer le vecteur de gradientg,, et prendre la direction de recherche
initiale d; = —g;
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3.A Tétape j, réduire au minimum E(w; + adj) par rapport a a pour
donner wji1 = wj + Qmind,;

4.Tester pour voir si le critére d’arrét est satisfait.

5.Evaluer le nouveau vecteur de gradient g;;.

6.Evaluer la direction de recherche nouvelle d;1,nous employons (5.52)
dans laquelle 3; est donné par (5.62) ,(5.61) ou la formule (5.58).

7.Prendre j = j + 1 et aller a 3.

Pour une fonction d’erreur non quadratique générale, I'erreur dans
le voisinage d’'un point donné est approximativement quadratique, et alors
nous pouvons espérer de I'application du procédé ci-dessus une convergence
efficace avec un minimum de l'erreur.

5.4.3 Les avantages de ’algorithme de gradient conju-
gué

1)Dans la pratique, 'utilisation des techniques de la ligne de re-
cherche pour la minimisation assure que l’erreur ne peut pas augmenter a
aucune étape et de tels algorithmes s’aveérent généralement avoir la bonne
exécution dans de vraies applications.
2)Comme nous avons vu, l'algorithme de gradient conjugué fournit
une technique de minimisation qui exige seulement I’évaluation de la fonction
d’erreur et de son gradient.
3)Pour une fonction d’erreur quadratique, la technique de minimisa-
tion est garantie pour trouver le meilleur dans la plupart des étapes w.
4)L’algorithme de gradient conjugué présente clairement une amélio-
ration significative a I’approche simple de descente de gradient (ne prend pas
plusieurs mesure pour atteindre le minimum) schémas (5.4) et (5.5).
5)Dans 'algorithme de gradient conjugué et pour une fonction d’erreur
non linéaire générale, La matrice locale de HESSIEN n’a pas besoin d’étre
définie positive.
6)L utilisation d’une ligne de recherche permet la taille d’étape o dans
l’algorithme choisie sans évaluer la matrice de HESSIEN.

5.4.4 Les inconvénients de I’algorithme

Dans la pratique, la fonction d’erreur ne sera pas quadratique. Alors, les
différentes expressions pour 3; donnent différents résultats.

Dans la pratique, la fonction d’erreur peut étre loin d’une équation qua-
dratique, ’algorithme donc doit généralement étre connu pour beaucoup
d’itérations jusqu’a ce qu'un un critére d’arrét soit atteint(une erreur suf-
fisamment petite).

96



L’utilisation de la ligne de recherche présente quelques problémes :
-Pour chaque ligne de recherche, la minimisation implique plusieurs éva-
luations de la fonction d’erreur, dont chacune est chére( au plan informa-
tique).
-L’exécution globale de I'algorithme peut étre sensible a la valeur de pa-
rametre (ci-dessus), alors précisément, la ligne de recherche peut représenter
beaucoup de gaspillage de calculs.

5.5 L’algorithme de Newton

Nous nous tournons maintenant vers une classe d’algorithmes qui
font une utilisation explicite de la matrice de HESSIEN.

En utilisant ’approximation quadratique locale, nous pouvons ob-
tenir une expression directe pour la direction du minimum de la fonction
d’erreur.

D’aprés (77?), le gradient avec un poids quelconque w est donné par :

g=VE=H(w-—w") (5.64)

Ou w* est le minimum de la fonction d’erreur.
Alors d’apres (5.64) nous obtenons,

H'g = w—uw (5.65)

*

w* = w— Hlyg

Le vecteur —H ~!g s’appelle la direction de Newton ou étape de Newton.

La direction de Newton pour une surface d’erreur quadratique est évaluée
a tout point w directement au minimum de la fonction erreur.

Puisque 'approximation quadratique employé pour obtenir (5.65) ( non
exacte, alors elle est nécessaire pour s’appliquer (5.65) itérativement, avec la
matrice de HESSIEN a chaque nouveau point de recherche)

5.5.1 Les inconvénients de cette méthode

1). L’évaluation exacte de la matrice de HESSIEN pour les réseaux non
linéaire exige O(Nw?) étapes, o N est le nombre de donnée et w le nombre
de poids dans le réseau.

2). La matrice de HESSIEN doit étre inversée, ce qui exige O(w?)étapes
et alors une plus grande demande informatique.
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_.H"g

Fic. 5.6 — Le minimum de la fonction erreur, tandis que la direction de
newton —H g (w)

3). La taille d’é¢tape prévue par d = — H 'g peut étre suffisamment
grande et etre en dehors de la gamme de validité de "approximation quadra-
tique. Dans ce cas, ’algorithme peut devenir instable.

Nous faisons diverses (différentes) modifications a la régle de NEWTON
pour étre transformé en méthode d’optimisation pratique.

5.6 Les algorithmes quasi-Newton

Il y a des approches alternatives (de I'application directe de la mé-
thode NEWTON) connues sous le nom de 'algorithme quasi-Newton. ces
méthodes sont basées sur (5.65) , mais au lieu de calculer la matrice de
HESSIEN directement, ils évaluent son inverse. Alors, 'algorithme de quasi-
Newton accumule une approximation de I'inverse de la matrice H ,il implique
de produire une suite des matrices G(7) qui représente des approximations de
plus en plus précises de I'inverse de HESSIEN H~'. De la formule de Newton
(5.65), nous voyons que les vecteurs de poids aux étapes 7 et 7 + 1 sont liés
aux gradients correspondants par :

W™D (™ = Hfl(g(rﬂ) — g(T)) (5.66)

L’approximation de G{™ = Hlest construite afin
de satisfaire cette condition également. La formule la plus utilisée de mise &
jour est la procédure de Baoyden - Fletchen - Goldfard - Seramro (BFGS)
donnée par :

PPT (GOVIVTGM

T+1 T T T T
G+ — ) 4 Ty~ yraoy (VG V) pup (5.67)
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Ou nous avons défini les vecteurs suivants :

P =™ — ™ (5.68)
V=gt g™ (5.69)

P GV
i (5.70)

- PTV  PTGOV

Il est facile de vérifier par la
substitution directe que (5.67)satisfait la condition de quasi-Newton donnée
en (5.66)

Donc, nous pouvons faire une discussion comme suit

WL initialisation du procédé employant la matrice d’identité correspond a
la premiére étape dans la direction du gradient négatif .

WA chaque étape de I'algorithme , la direction —Gg est garantie pour étre
une direction de descente , la matrice G etant définie positive .

HLa solution est d’employer I’algorithme de ligne de recherche, comme
utilisé avec des gradients conjugués, pour trouver le minimum de la fonction
d’erreur le long de la direction de recherche. Alors, le vecteur de poids varie
comme dans ce qui suit :

ot o™ est trouvé (5.71) par la ligne de minimisation.

Nous avons vu que les deux méthodes quasi-Newton et le gradient conju-
gué évitent 'utilisation de la matrice de Hessien, mieux , la méthode de quasi-
Newton abandonne une autre étape qui est ’approximation de I'inverse de la
matrice de Hessien. En plus la méthode de quasi-Newton atteint une conver-
gence plus rapide avec la méthode de gradient conjugué. Mais le résultat net
est que la complexité informatique de la méthode de quasi-Newton est O(w?),
par contre la complexité informatique de la méthode de gradient conjugué
est O(w). La méthode de gradient conjugué est préférable a la méthode de
quasi-Newton en terme d’informatique . A cause de ce dernier point,“ 'utili-
sation de quasi-Newton est restreint, dans la pratique, au réseau de neurone
de petite taille”[14].
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Conclusion Générale

Notre étude nous a essentiellement permis de constater les horizons im-
menses qui s’ouvrent a la statistique par la voie des réseaux de neurones.

D’une part, I’approche nouvelle des anciennes méthodes, développées dans
le cadre traditionnel. D’autre part, I’apparition de nouvelles techniques per-
mettant une extension des techniques connues afin de répondre & des pro-
blémes reconnus difficiles.

Tout découle d’un méme concept, et les diverses méthodes relevant de
la statistique traditionnelle découlent par la simple action sur les trois para-
metres de base :

- Le processus d’apprentissage (mode, régle et algorithme d’appren-
tissage)

- La nature des neurones constituant le réseau (représentée par la
fonction d’activation)

- L’architecture du réseau.

Ne serait-ce que sous le mode d’apprentissage supervisé, auquel nous
sommes limités dans cette étude, et avec I’architecture la plus triviale (qui est
faite d’un seul neurone), nous sommes arrivés a voir comment se reproduisent
un certain nombre de techniques classiques.

Ceci est obtenu uniquement par le fait d’utiliser une fonction d’activation
ou une autre.

° Fonction seuil : avec un réseau constitué d’un seul neurone et qui
est muni de la fonction d’activation la plus basique, la fonction seuil, nous
pouvons reproduire la discrimination linéaire simple.

L’espace des observations est séparé en deux sous-espaces par une droite
discriminante qui est 1’équation du neurone.

Si nous devons diviser 1’espace en plusieurs régions, il suffit de mettre en
parallele des neurones identiques en nombre égal au nombre de frontiéres que
nous voulons obtenir.

° Fonction linéaire : avec un seul neurone muni d’une fonction linéaire,
nous pouvons reproduire la régression linéaire simple.

La régression linéaire multiple est obtenue en mettant simplement en
paralléle autant de neurones que de variables & expliquer.

. Fonction non linéaire : avec un seul neurone muni d’une fonction
non linéaire, nous pouvons reproduire la régression logistique.

Nous pouvons tracer une ligne de frontiére discriminante dans ’espace
des données.

Ainsi, avec l'architecture la plus élémentaire, et sous le seul mode d’ap-
prentissage supervisé, nous obtenons déja plusieurs techniques.

[’augmentation du nombre de neurones et du nombre de couches permet
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une meilleure flexibilité. Elle permet, comme c’est le cas des PCM, d’ajuster
toute sorte de fonctions, quelle que soit sa complexité. Les problémes de
discrimination non linéaire trouvent aussi leurs solutions par le moyen de ce
type de réseau.
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Annexe A

n=de malade | chol/100g/1 | TA M | groupe 30| 200|110 |1
1 102 100 0 312051190
2 112 105 0 322081200
3 113 92 0 33 208|116 | 0
4 117 106 0 34| 217110 |0
5 123 94 0 35 (218|161 |0
6 125 95 0 36 | 225|143 |0
7 131 93 0 37227116 | O
8 146 105 0 38 227 | 138 | 1
9 149 103 0 39 (2291100
10 151 107 0 40 | 235|124 | 1
11 151 115 0 41 1238 | 119 | 1
12 152 95 0 421240 | 149 | 1
13 155 102 0 43 1242 | 131 | 1
14 157 118 0 441249 | 105 | 0
15 157 116 0 45 | 252 | 125 | 1
16 159 113 0 46 | 255 | 134 | 0
17 162 98 0 47 | 257 | 1564 | 1
18 167 104 0 48 | 265 | 141 | 1
19 169 109 0 49 | 269 | 129 | 1
20 169 90 0 50| 273|150 | 1
21 173 100 0 511|290 | 142 | 1
22 175 110 0 52295132 |1
23 179 119 0 53 | 298 | 148 | 1
24 182 112 0 54 | 301 | 160 | 1
25 186 106 0 55| 305|138 | 1
26 186 109 1 56 | 307 | 150 | 1
27 189 105 0 57 | 352|142 | 1
28 192 108 0 58 | 361 | 154 | 1
29 194 110 0 59 | 401 | 162 | 1
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Annexe B

ind1 | gly j/100gr/1 | gl PP /100gr/1 | groupe 30| 108|123 |0
1 72 106 0 31 109|164 | 1
2 80 112 0 32 | 111 [ 173 | 1
3 82 132 0 33 | 112 | 156 | 1
4 83 126 0 34 | 113 | 145 | 1
5 86 115 0 35| 116 | 174 | 1
6 90 130 0 36 | 118 | 153 | 1
7 90 135 0 37 | 118 | 161 | 1
8 92 137 0 38 1120 | 181 | 1
9 93 129 0 39 122|154 | 1
10 94 129 0 40 | 122 | 301 | 1
11 94 124 0 411124 | 198 | 1
12 94 134 0 42 1128 | 275 | 1
13 95 131 0 431129 | 166 | 1
14 96 137 0 44 | 132 | 186 | 1
15 96 121 0 451134 | 215 | 1
16 97 118 0 46 | 136 | 205 | 1
17 98 121 0 47 | 137 | 290 | 1
18 98 117 0 48 | 150 | 286 | 1
19 98 122 0 49 |1 154 | 196 | 1
20 99 121 0 50 | 156 | 180 | 1
21 99 120 0 51| 172|285 | 1
22 100 132 0 52 | 175|301 | 1
23 100 119 0 53 | 178 | 254 | 1
24 100 127 0 54 | 100 | 312 | 1
25 101 118 0 55 [ 195|285 |1
26 102 121 0 56 | 195|302 | 1
27 105 135 0 57 1200|321 |1
28 107 130 0 58 1205|315 | 1
29 108 126 0 59 | 205|328 | 1
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Annexe C

n= de mal | taille(mm) | v de densité(UH) | groupe 30| 13 (312
1 3 5 1 3113217 | 2
2 3 7 1 32| 14 |9 |2
3 4.5 4 1 33 | 145|122
4 5 10 1 34 | 148 23| 2
5 ) 3 1 35| 14.8 |30 | 2
6 6 11 1 36 | 15214 | 2
7 6 9 1 37115513 |2
8 6.5 4 1 381165 9 |2
9 6.5 10 1 39 1169192
10 7.8 6 1 40 | 17.2 | 35| 2
11 8 8 1 41 | 18.3 | 46 | 2
12 8.2 10 1 42 1222|292
13 8.5 5 1 43 | 22.6 | 17 | 3
14 8.8 12 1 44 | 22.8 | 26 | 3
15 8.8 11 1 45| 23 |36 |3
16 9 3 1 46 | 245|149 | 3
17 9.3 7 1 47| 25 |60 |3
18 9.3 2 1 48 | 254 | 61 | 3
19 9.6 14 1 49 | 258 | 72| 3
20 10 18 1 5025949 |3
21 10.2 26 1 51 | 265 (53 |3
22 10.4 42 1 521 26.5|61 |3
23 10.7 25 2 53| 27 |49 |3
24 10.8 19 2 54 | 28.7 (32| 3
25 11 6 2 55| 29 |37 |3
26 11.3 20 2 56| 30 (693
27 11.5 3 2 57| 32 |52 |3
28 11.7 22 2 58 | 35 |67 |3
29 11.9 11 2 59| 37 | 723
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Résumé

Le but de I'étude permis de constater leszbaos immenses qui s'ouvrent a

la statistique par la voie des réseaux de neurones.

D'une part, I'approche nouvelle des ancienm&todes, développées dans le
cadre traditionnel. Sous le mode d'apprentissagergise, nous sommes arrives
a voir comment se reproduisent un certain hombreéedbBniques classiques.
Spécifiguement nous avons été montre qu'un pemepsimple et un
classificateur linéaire, sont équivalentes & I'gealdiscriminante linéaire dans

la statistique.

D'autre part, I'apparition de nouvelles teghes permettant une extension
des techniques connues afin de répondre a despreblreconnus difficiles. Par
exemple le cas des PCM, qui traitent des proldénos linéairegjuelle que
soit son complexitélLes problemes de discrimination non linéaire trai\aissi

leurs solutions par le moyen de ce type de réseau.



Summary

The purpose of the study allowed notingithmense horizons which open

with the statistics by the way networks of neurons.

On the one hand, new approach of the oldhoust developed within the
traditional framework. Under the mode of superviseehing, we managed to
see how reproduce a certain number of traditioeahriiques. Specifically we
were shows that a simple perceptron and a lineasitier, are equivalent a the

linear discriminating analysis in the statistics.

In addition, appearance of new techniguesvang an extension of the
known techniques in order to answer problems fadiffccult. For example the
case of the MLP which deal with nonlinear problemisatever its complexity.
The problems of nonlinear discrimination find ateeir solutions by the means

of this type of network.
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