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Introduction générale

L a synchronisation du chaos, sujet important sur les applications des sciences non linéaires, a

été développé et largement étudiée au cours des dernières années.

Parallèlement aux grandes avancées réalisées dans la théorie du chaos, les perspectives de

l’utilisation du chaos dans diverses applications, ont motivé les chercheurs à étudier la question de

l’éventuelle possibilité de synchroniser le chaos. La synchronisation des oscillateurs non linéaires

est un phénomène qui a attiré l’attention des chercheurs depuis le constat et la description de ce

phénomène par Huygens en 1673. Jusqu’a ce jour là, plusieurs concepts de synchronisation chao-

tique ont été proposés. Tout d’abord avec les travaux de Yamada et Fujisaka qui ont utilisé une

approche locale de la synchronisation chaotique. Par la suite, Afraimovich et Al. ont développé

les concepts importants liés à la synchronisation chaotique et ultérieurement Pecora et Carroll

ont défini la synchronisation chaotique connue sous le nom de synchronisation identique, déve-

loppée sur la base de circuits chaotiques couplés, avec l’un appelé maître et l’autre esclave. Une

autre solution plus récente est la méthode de synchronisation généralisée, dont Rulkov et Al.

ont posé les bases.

Au cours des dernières années, la synchronisation des systèmes chaotiques a attiré beaucoup

d’attention en raison de ses larges applications dans divers domaines de la physique et de l’ingé-

nierie. Différentes méthodes et diverses approches ont été appliquées avec succès à la synchroni-

sation du chaos et hyperchaos dans les systèmes dynamiques, telles que : la méthode de contrô-

leur actif (adaptif), la méthode Feedback, la méthode de backstepping design et la méthode de

contrôleur en mode glissan, etc.,. De nombreux types de synchronisation ont été proposés dans les

systèmes chaotiques intéressants telles que : la synchronisation complète, l’anti-synchronisation,

la synchronisation projective, la synchronisation projective fonctionnelle, la synchronisation ge-

neralisée et la synchronisation Q-S, etc.,. La plupart des travaux en synchronisation du chaos ont

été concentrés sur les systèmes chaotiques continus plutôt que les systèmes discrets.

Dans la pratique, les systèmes dynamiques chaotiques à temps discret jouent un rôle plus im-

portant que leurs parties continues. En fait, de nombreux modèles mathématiques des processus

physiques, des phénomènes biologiques, des réactions chimiques et des systèmes économiques

ont été définis à l’aide des systèmes dynamiques discrets. Par conséquent, il est important de

considérer la synchronisation des systèmes dynamiques chaotiques (hyperchaotiques) discrets.

Récemment, de plus en plus d’attentions ont été accordées à la synchronisation du chaos (hyper-
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chaos) dans les systèmes dynamiques discrets en raison de ses applications dans la télécommuni-

cation, la transmission sécurisée d’informations et la cryptographie.

Cette thèse a pour objet l’étude de la synchronisation des systèmes chaotiques discrets. Les

principales visées de cette thèse sont :

1. Développement de nouveaux schémas de synchronisation pour les systèmes chaotiques (hy-

perchaotiques) discrets.

2. Proposition de nouveaux types de synchronisation chaotique dans le cas des systèmes discrets.

3. Etendre l’application des méthodes qui ont été obtenues à des classes plus larges de systèmes

chaotiques discrets.

4. Recherche de nouveaux critères pour la synchronisation chaotiques discrète sans faire appel

aux critères classiques.

Ce travail est donc structuré en cinque chapitres :

Le premier chapitre : consacré aux notions de base sur les systèmes dynamiques non-linéaires

discrets tels que : la définition de système dynamique discret, les points fixes avec leurs classifica-

tion et stabilité, en passant par la théorie de bifurcation et finissant par la section de Poincaré.

Dans le deuxième chapitre : nous faisons un panorama sur la théorie du chaos déterministe tels

que : la définition du chaos, les caractéristiques du chaos et les divers scenarios de transition vers

le chaos.

Dans le troisiéme chapitre : pour une bonne illustration de toutes les notions précédentes, des

exemples concrèts sur des systèmes chaotiques discrets dans le plans et dans l’espace sont donnés.

Ces exemples seront utilisés comme des applications numériques pour valider les schémas et les

critères de synchronisations que nous donnerons dans le dernier chapitre.

Le quatrième chapitre : après une introduction sur l’historique de la théorie de la synchroni-

sation, on trouve aussi deux sections sur les différents types connus dans la synchronisation et

les méthodes les plus usées et se termine par les méthodes de transmission chaotiques les plus

rencontrées qui reposent sur le principe de synchronisation chaotique.

Le cinquième chapitre : expose le contenu de notre travail qui consiste en quelques nouveaux

résultats sur la synchronisation des systèmes chaotiques discrets. Ce chapitre a fait l’objet de cinq

publications :

1. A New Synchronization Scheme for General 3D Quadratic Chaotic Systems in Discrete-

Time. Nonlinear Dynamics and Systems Theory, 15 (2) (2015) pp. 163–170.

2- On inverse full state hybrid projective synchronization of chaotic dynamical systems in

discrete-time, International journal of dynamics and control, 2015.
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3- Generalized synchronization of different dimensional chaotic dynamical systems in dis-

crete time. Nonlinear Dynamics, 2015.

4- A New Generalized-Type of Synchronization for Discrete-Time Chaotic Dynamical Sys-

tems. Journal of Computational and Nonlinear Dynamics, 10 (6), (2015), pp. 061019-8.

5- A New Chaos Synchronization Criterion for Discrete Dynamical Systems. Applied Mathe-

matical Sciences, 8 (41), 2014, pp. 2025-2034.

À la fin, notre thèse sera terminée par une conclusion générale suivie d’une bibliographie riche,

contenant plusieurs références concernant les systèmes dynamiques discrets, la théorie du chaos

et la théorie de synchronisation.
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Chapitre 1. Préliminaire sur les systèmes dynamiques non-linéaires discrets

1.1 Introduction

En mathématiques, en chimie et en physique théorique, un système dynamique est un en-

semble très général de composants en interaction (un système), répartis sur plusieurs états et

structurés selon certaines propriétés ; il est le plus souvent régi par un ensemble d’équations

différentielles décrivant le mouvement des composants (leur dynamique) où interviennent une

classe de paramètres accessibles.

On inclut donc dans cette définition les systèmes stochastiques qui satisfont l’hypothèse d’ergo-

dicité, conservatif (qui conserve l’énergie totale) ou dissipatif (qui dissipe de l’énergie). La dy-

namique d’un nuage, d’une région de fluide, d’une galaxie en sont des exemples concrets. Les

systèmes intégrables étudiés par H. Poincaré sont exceptionnels. Ce savant inventa une nouvelle

théorie pour les étudier grâce à son approche de la géométrie des trajectoires dans l’espace des

phases du système. L’espace des phases est une structure correspondant à l’ensemble de tous les

états possibles du système considéré. Ce peut être un espace vectoriel, une variété différentielle

ou un espace mesurable, etc.,. Donc un système dynamique est un système classique qui évolue

au cours du temps de façon à la fois :

- causale : c’est-à-dire que son avenir ne dépend que de phénomènes du passé ou du présent ;

- déterministe : c’est-à-dire qu’à une « condition initiale » donnée à l’instant « présent » va

correspondre à chaque instant ultérieur un et un seul état « futur » possible.

On exclut donc dans la définition appliquée conventionnellement les systèmes «bruités» intrin-

sèquement stochastiques, qui relèvent de la théorie des probabilités. L’évolution déterministe du

système dynamique peut alors se modéliser de deux façons distinctes :

- une évolution continue dans le temps, représentée par une équation différentielle ordinaire.

C’est à priori la plus naturelle physiquement, puisque le paramètre temps nous semble continu.

- une évolution discontinue dans le temps. Ce second cas est souvent le plus simple à décrire

mathématiquement, même s’il peut sembler à priori moins réaliste physiquement. Cependant,

l’étude théorique de ces modèles discrets est fondamentale, car elle permet de mettre en évidence

des résultats importants, qui se généralisent souvent aux évolutions dynamiques continues.

Le but de ce chapitre est de donner les notions de base concernant les systèmes dynamiques

discrets et leurs propriétés telles que la stabilité et les bifurcations. Ainsi la méthode intéressant

la section de Poincaré et ses avantages.
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Chapitre 1. Préliminaire sur les systèmes dynamiques non-linéaires discrets

1.2 Notions de base

1.2.1 Système dynamique discret

Un système dynamique discrets est représenté par une équation aux différences finies comme

suit :

x (k + 1) = F (x (k) ; k) ; (1.1)

d’où x (k) 2 Rn; k 2 N et F : Rn �N ! Rn: On peut écrire aussi :

F 0 (x) = x; F 1 (x) = F (x) ; F 2 (x) = F (F (x)) ; :::; F k (x) = F
�
F k�1 (x)

�
;

et

x0; x1 = F (x0) ; x2 = F
2 (x0) ; :::; xk = F

k (x0) :

1.2.2 Orbites

L’orbite de x par le système dynamique F est défine par :

O =
�
F k (x) ; k 2 N

	
: (1.2)

1.2.3 Points fixes

On appelle "point fixe" d’un système dynamique discret F tout point x tel que

F p (x) = x; p = 0; 1; 2 (1.3)

Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points d’équilibre.Si la matrice ja-

cobienne DF (x) n’a pas de valeurs propres dont le module soit égal à +1, x est un point fixe

hyperbolique. Si tous les modules des valeurs propres de DF (x) sont égaux à +1, x est un point

fixe elliptique.

1.2.4 Points périodiques et p-cycles

S’il existe k � 1, tel que F k (x) = x, on dit que x est un point périodique. La période d’un point

périodique x est le plus petit entier k � 1 tel que :
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F k (x) = x: (1.4)

Un ensemble fx0; x1; :::xp�1g forme un cycle d’ordre p (ou une orbite périodique d’ordre p, ou

encore un p�cycle), si : (
F (x (i)) = x (i+ 1) ; i = 0; 1; :::; p� 1;

F (x (p� 1)) = x (0) :
(1.5)

Autrement dit, chaque point d’un cycle d’ordre p est un point fixe pour F p où F p (x (i)) = x (i) ;

pour i = 0; 1; :::; p� 1 et n’est pas un point fixe pour F k si k < p.

1.3 Stabilité

L’étude du comportement d’un système dynamique discret, correspond à l’étude de stabilité

des points fixes. Nous n’abordons ici que le problème du point fixe et pour les points périodiques

de période p, il suffit de considérer la p-ième itérée de l’application.

Soit le système dynamique non linéaire

x (k + 1) = F (x (k)) ; (1.6)

dont la réponse est telle que :

x (k) = x (k; k0; x (k0)) ; (1.7)

et les condition initiales définies par

x (k0) = x (0) : (1.8)

Soit xf un point fixe du système, on a :

xf = F (xf ) : (1.9)

1.3.1 Définitions

Définition 1.1 Le sytème est dit stable au sens de Lyapunov par rapport au point fixe xf si pour

des conditions initiales x (k0) suffisament proches du point fixe soit :

8" > 0; 9� : kx (k0)� xfk < � ) kx (k; k0; x (k0))� xfk < "; 8k � k0: (1.10)

Définition 1.2 Le point fixe xf est attractif lorsqu’il y a convergence de l’état x vers l’état xf au

bout d’un temps infini, les conditions initiales x (k0) étant bornées, soit :

8k0 2 N; 9�0 (k0) ; tel que : kx (k0)� xfk < �0 (k0)) limx (k; k0; x (k0)) = xf ; (1.11)

1.3. Stabilité 4



Chapitre 1. Préliminaire sur les systèmes dynamiques non-linéaires discrets

lorsque �0 (k0) = +1; on dit que le point fixe xf est globalement attractif.

Définition 1.3 Le point fixe xf est dit asymptotiquement (respectivement globalement asymptoti-

quement) stable lorsqu’il est à la fois stable au sen de Lyapunov et attractif (respectivement globale-

ment asymptotiquement)

1.3.2 Linéarisation

On considère le cas où le systéme non linéaire décrit par (1.6) admet, au voisinage de xf = 0, un

développement limité de la forme :

x (k + 1) = Ax (k) + r (kxk) ; (1.12)

dans lequel la matrice A est constante et :

lim
x!0

kr (kxk)k
kxk = 0: (1.13)

Le système linéaire décrit par la relation :

x (k + 1) = Ax (k) ; (1.14)

peut être considéré comme la linéarisation de (1.6) autour xf = 0: il permet de statuer, locale-

ment, sur la stabilité du système non linéaire au point xf = 0:

Théorème 1.1 1- Si tous les valeur propres de A sont des modules strictement inférieurs à l’unité,

alors le point fixe xf du système (1.6) est asymptotiquement stable.

2- Si la matrice A admet au moins une valeur propre de module strictement supérieur à l’unité, alors

le point fixe xf est instable.

3- Si certaines valeurs propres de la matrice A sont sur le cercle du rayon de l’unité et les autres à

l’intérieur, on ne peut pas conclure la stabilté locale du point fixe xf .

1.3.3 Fonction de Lyapunov

La deuxième méthode de Lyapunov permet l’analyse de la stabilité directement à partir des équa-

tions qui décrivent le système et ne nécessitent pas la détermination explicite de leurs solutions.

Nous introduisons une fonction continue v (x (k)) : Rn ! R+, dite de Lyapunov, vérifiant :

v (x (k)) défine positive, c’est-à-dire v (x (k)) > 0; 8x (k) 6= 0; et v (0) = 0:
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Le principe de la deuxième méthode de Lyapunov consiste à remplacer l’étude de convergence de

x (k; k0; x (k0)) vers xf = 0 par celle de v (x (k)) = v (x (k; k0; x (k0))) : En effet, si4v (k) est définie

négative pout tout k et pour x (k) au voisinage de xf = 0 tels que :

8x (k) ; 4v (x (k)) = v (x (k + 1))� v (x (k))

= v (F (x (k)))� v (x (k)) < 0;

nous pouvons alors conclure à la stabilité du point fixe xf = 0:

1.4 Bifurcations

1.4.1 Définitions

Soit le système dynamqie non-linéaire suivant

x (k + 1) = F (x (k) ; �) ; (1.15)

d’où x (k) 2 Rn; � 2 Rm; k 2 N et F : Rn � Rm �N ! Rn:

Définition 1.4 Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution xf du système (1.15)

lorsqu’on modifie le paramètre de contrôle �; c’est à dire la disparition ou le changement de stabilité

et l’apparition de nouvelles solutions.

Définition 1.5 Un diagramme de bifurcation est une portion de l’espace des paramètres sur laquelle

sont représentes tous les points de bifurcation.

1.4.2 Types de bifurcations

Il existe plusieurs types de bifurcation selon les propriétés des secondes dérivées de la famille

des fonctions F (x (k) ; �). Chacune de ces bifurcations est caractérisée par une forme normale,

qui est l’équation générale typique de ce type de bifurcation [1, 2, 3]. Parmi les différents types

de bifurcations, pour les systémes dynamiques discrets, on trouve [4] :

1- Bifurcation de type noeud-col (ou tangente, ou pli) : cette bifurcation se produit lorsque

l’une des deux valeurs propres de DF (x (k) ; �) est égale à +1: Sur le diagramme des bifurcations

on observe, dans ce cas, une courbe de points fixes continue tangente à la ligne droite verticale.

Deux points d’équilibres existent (un stable et un instable) avant la bifurcation. Après la bifurca-

tion, plus aucun équilibre n’existe.
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2- Bifurcation transcritique : sur le diagramme de bifurcations cela se traduit par deux branches

différentes de points fixes qui se croisent en un point et par le changement de stabilité des deux

branches au passage par le point d’intersection.

3- Bifurcation de doublement de période (ou flip) : cette bifurcation a lieu lorsque l’une des

deux valeurs propres de DF (x (k) ; �) est égales à �1. Un point fixe stable d’ordre 1, devient

instable en même temps que l’apparition d’un cycle d’ordre 2 stable.

4- Bifurcation de Neimark-Sacker : cette bifurcation se produit lorsque DF (x (k) ; �) possède

deux valeurs propres complexe egale à e�i�:

1.5 Section de Poincaré

Soit le système dynamiques différentiel suivant

_x (t) = f (x (t)) ; (1.16)

et soit � le flot du système (1.16)

� : I �R! I

(x; t) ! �t (x) = � (x; t)

qui possède les propriétés suivantes :

�t (x0) = x0

�t+s (x0) = �t (�s (x0)) ; pour tous t; x 2 R:

1.5.1 Définition

la section de Poincaré S est définie par :

S = fH \ �t (x) ; t; x 2 Rg ; (1.17)

où H un hyperplan transverse au flot �t dans l’espace des phases. La section de Poincaré est un

outil très fréquemment utilisé pour étudier les systèmes dynamiques (notamment les trajectoires

1.5. Section de Poincaré 7
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périodiques). Le principe de construction de cette technique est illustré par la figure 1.1

Figure 1.1 - Principe de section de Poincaré.

1.5.2 Avantages de La méthode

- Elle transforme un système continu de dimension d (discrétiser le système) en un système discret

de dimension d� 1 en conservant les mêmes propriétés topologiques.

- La description, la représentation et l’interprétation de la dynamique est simplifiée.

- La recherche des attracteurs autres que les points fixes est possible et leur étude est simplifiée

via les applications.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons avancé un rappelle récapitulatif sur les systèmes dynamiques

non linéaires discrets et leurs propriétés générales.
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Chapitre 2. Généralités sur le chaos

2.1 Introduction

Dans l’usage courant, le «chaos» signifie "un état de désordre". Cependant, dans la théorie du

chaos, le terme est défini plus précisément. La théorie du chaos est un domaine des études en

mathématiques, avec des applications dans plusieurs disciplines comme la physique, l’ingénierie,

la biologie, l’économie, la météorologie, la sociologie et la philosophie. La théorie du chaos étu-

die le comportement des systèmes dynamiques qui sont très sensibles aux conditions initiales. De

petites différences dans les conditions initiales (telles que celles dues à des erreurs d’arrondi dans

le calcul numérique) produisent des résultats très divergents pour de tels systèmes dynamiques,

ce qui rend la prévision à long terme impossible en général. Cela se produit même si ces sys-

tèmes sont déterministes, ce qui signifie que leur comportement futur est entièrement déterminé

par leurs conditions initiales, sans éléments aléatoires impliqués. Ce comportement est connu

sous le nom du chaos déterministe, ou tout simplement le chaos. Il n’existe pas de définition

à la fois formelle et générale du chaos. Cependant, le chaos est défini généralement comme un

comportement particulier d’un système dynamique qui inclut :

— la non-linéarité : l’évolution irrégulière du comportement d’un système chaotique est due aux

non linéarités.

— le déterminisme : un système chaotique a des régles fondamentales déterministes et non

probabilistes.

— la sensibilité : le système manifeste une très haute sensibilité aux changements de conditions.

— l’imprévisibilité : en raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent être connues

seulement à un degré fini de précision.

— l’irrégularité. l’ordre caché comprenant un nombre infini de modèles périodiques instables

(ou mouvements). Cet ordre caché forme l’infrastructure des systèmes chaotiques

Le comportement chaotique peut être observé dans de nombreux systèmes naturels, comme

les conditions météorologiques et le climat. Ce comportement peut être étudié par l’analyse d’un

modèle mathématique chaotique, ou par des techniques d’analyse telles que des parcelles de

récurrence et de section de Poincaré.

Dans ce présent chapitre, nous donnons une bréve étude quantitative sur le chaos. Définition

du chaos, quelques outils mathématiques de quantification du chaos et différentes routes vers le

chaos sont les grandes lignes de ce chapitre.
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2.2 Définition du chaos

On trouve dans la littérature plusieurs définitions mathématiques du chaos, mais jusqu’à

présent, il n’existe aucune définition mathématique universelle du chaos. Avant de donner la

définition du chaos, due à R.L Devaney, quelques définitions de base sont necessaires [6, 7].

Soit (I � R; d) désignant un espace métrique compact (d est une distance), et soit F la fonc-

tion

F : I ! I; x (k + 1) = F (x (k)) ; x (0) 2 I: (2.1)

Définition 2.1 Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X: Y est dense dans X

si, pour n’importe quel élément x 2 X , il existe un élément y dans le sous-ensemble Y arbitrairement

proche de x, c’est-à-dire si la fermeture de Y est égale à X : Y = X . Ce qui revient à dire que Y est

dense dans X si pour tout x 2 X on peut trouver une séquence de points fyng 2 Y qui convergent

vers x .

Définition 2.2 F est dite avoir la propriété de sensibilité aux conditions initiales s’il existe � > 0 tel

que, pour x (0) 2 I et tout " > 0 il exist un point y (0) 2 I point et un entier j � 0 satisfaisant :

d (x (0) ; y (0)) > " ) d
�
F (j) (x (0)) ; F (j) (y (0))

�
> �, où d représente la distance et F (j) la j ème

itération de F:

Définition 2.3 F est dite topologiquement transitive si U et V étant deux ensembles non vides ou-

verts dans I, il exist x (0) 2 U et un indice j 2 Z+, tel que pour F (j) (x (0)) 2 V ou, de façon

équivalente, il exist un indice j 2 Z+; tel que pour F (j) (U) \ V 6= ;:

On est maintenant en position d’énoncer la défintion du chaos, au sens de Devaney [8].

Définition 2.4 La fonction F 2.1 est dite constituée d’une dynamique chaotique si :

(i) F possède une sensibilité aux conditions initiales,

(ii) F est topologiquement transitive,

(iii) L’esemble des points périodiques de F est denses dans I.

Bien qu’il n’existe pas de définition universellement acceptée de la notion du chaos, cette défini-

tion reste la plus intéressante car les concepts sur lesquels elle repose sont facilement observables.
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2.3 Caractéristiques du chaos

2.3.1 Sensibilité aux conditions initiales

La sensibilité aux conditions initiales est un phénomène découvert pour la première fois,

dès la fin du xixe siècle par Poincaré, puis a été redécouvert en 1963 par Lorenz lors de ses

travaux en météorologie. Cette découverte a entrainé un grand nombre de travaux importants,

principalement dans le domaine des mathématiques. Cette sensibilité explique le fait que, pour

un système chaotique, une modification infime des conditions initiales peut entrainer des résul-

tats imprévisibles sur le long terme. Le degré de sensibilité aux conditions initiales quantifie le

caractère chaotique du système [9, 10].

2.3.2 Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov servent à mesurer la divergence possible entre deux orbites issues

de conditions initiales voisines et permettent de quantifier la sensibilité aux conditions initiales

d’un système chaotique. Le nombre des exposants de Lyapunov est égal à la dimension de l’espace

des phases [11, 12, 13]. Soit le système dynamique nonlinéaire discret suivant :

x (k + 1) = F (x (k)) ; (2.2)

avec x (k) 2 <n: Nous supposons que la trajectoire émanant d’un état initial x (0) atteint un

attracteur. x (k) est ainsi bornée à l’interieur de l’attracteur.

Nous choisissons deux conditions initiales très proches, note x (0) et �x (0) et ne regardons com-

ment se comportent les trajectoires qui en sont issues. En supposant que les deux trajectiores x (k)

et �x (k) s’ecart expontialement, apres k il vient :

j�x (k)� x (k)j = j�x (0)� x (0)j e�k; (2.3)

� indique le taux de divergence par itération des deux trajectoires dont l’expression est la sui-

vante :

� =
1

k
ln

���� �x (k)� x (k)�x (0)� x (0)

���� : (2.4)

Pour x (0) et �x (0) proche, si le module de la différence " = j�x (0)� x (0)j a tendance à converger

ver zéro, on obtient :

�L = lim
k!1

1

k
lim
"!0

ln

���� �x (k)� x (k)�x (0)� x (0)

���� ; (2.5)
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cela donne :

�L = lim
k!1

lim
"!0

1

k
ln

���� �x (k)� x (k)
�x (k � 1)� x (k � 1) �

�x (k � 1)� x (k � 1)
�x (k � 2)� x (k � 2) � :::�

�x (1)� x (1)
�x (0)� x (0)

����
= lim

k!1
lim
"!0

1

k

k�1X
i=0

ln

���� �x (i+ 1)� x (i+ 1)�x (i)� x (i)

����
= lim

k!1
lim
"!0

1

k

k�1X
i=0

ln

����F (�x (i))� F (x (i))�x (i)� x (i)

���� :
Finalement on a :

�L = lim
k!1

lim
"!0

1

k

k�1X
i=0

ln

����dF (x (i))dx (i)

���� ; (2.6)

�L; appelé exposant de Lyapunov, mesure le taux moyen de divergence de deux trajectoires dis-

tinctes, à partir de deux conditions initiales très proches.

Dans le cas d’un systeme de dimension n > 1 il exist n exposant de Lyapunov �(j)L ; (j = 1; 2; :::; n) ;

chacun d’entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes de l’espace de phase. Pour

le calcul de l’exposant de Lyapunov, nous partons d’un point initial x (0) 2 <n; pour caractériser

le comportement infinitisémal autour du point x (k) par la première matrice dérivée DF (x (i))

DF (x (i)) =

0BB@
@f1(x(i))
@x1(i)

� � � @f1(x(i))
@xn(i)

... . . . ...
@fn(x(i))
@x1(i)

� � � @fn(x(i))
@xn(i)

1CCA : (2.7)

Notons : Jk = DF (x (k � 1)) :::DF (x (0)) ; avec : J0 = DF (x (0)) :

L’exposant de Lyapunov est calculé par l’expression suivante :

�
(j)
L = lim

k!1

1

k
ln j�i (Jk:::J1)j ; i = 1; 2; ::; n: (2.8)

En analysant les exposants de Lyapunov d’un système, nous pouvons conclure sur le type du

comportement de ce système comme suit :

- Si �n � ::: � �1 < 0; il existe des point fixes asymptotiquement stables.

- Si �1 = 0; �n � ::: � �2 < 0, l’attracteur est un cycle limite asymptotiquement stable.

- Si �1 = ::: = �k = 0; �n � ::: � �k+1 < 0, l’attracteur est un tore de dimension k, c’est-à-dire

quasi-periodique.

- Si �1 > 0;
P

i �i < 0, l’attracteur est chaotique.

- Si �1 > ::: > �k > 0;
P

i �i < 0, l’attracteur est hyperchaotique.
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2.3.3 Dimension fractale

Il existe plusieurs types de dimensions fractale (dimension de capacité, dimension d’informa-

tion, dimension de corrélation,...) pour les attracteurs chaotiques, parmi celle-ci on peut citer :

Dimension de Hausdorff

La dimension de Hausdorff de M � Rnest définit par, [14] :

DH = sup fd; �d (M) = +1g = inf fd; �d (M) = 0g ; (2.9)

d’où �d (M) est la mesure d-dimensionnelle de Hausdorff de l’ensemble M: Ce type de dimen-

sion dépend uniquement des propriétés métriques de l’espace dans lequel se trouve l’ensemble

(attracteur ou non).

Dimension de Lyapunov

La dimension de Lyapunov est donné par, [15] :

DL =

Pj
i=1 �i
j�j+1j

+ j; (2.10)

d’où �n � ::: � �1 sont les exposants de Lyapunov d’un attracteur d’un système dynamique et j le

grand entier naturel tel que :
Pj

i=1 �i � 0: Ce type de dimensions tient compte de la dynamique

du système .

2.3.4 Attracteur étrange

L’attracteur étrange est une caractérstique géometrique du chaos. Il n’existe pas une définition

rigoureuse d’un attracteur étrange ou chaotique et toutes les définitions qui on trouve dans la

littérature sont restrictives [16, 17, 18, 19, 20].

Définition 2.5 Un sous-ensemble borné A de l’espace des phases est un attracteur étrange pour une

transformation T de l’espace s’il existe un voisinage U de A, c’est à dire que pour tout point de A il

existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les propriétés suivantes :

1) U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le point initial est dans U est

entièrement contenue dans U . De plus, toute orbite de ce type devient et reste aussi proche de A que

l’on veut.

2) Les orbites dont le point initial est dans R sont extrêmement sensibles aux conditions initiales.

3) A est un objet fractal.
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4) Pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi prés que l’on veut de

ce point.

2.4 Transitions vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage vers le chaos. On constate dans tous les

cas que l’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive, mais marquée par des chan-

gements discontinus qu’on a déja appelé bifurcations. On peut citer trois sénarios de transition

d’une dynamique régulière à une dynamique chaotique lors de la variation d’un paramètre :

2.4.1 Cascade de doublements de période

Ce scénario a été observé dans les années 60 par R.May en dynamique de populations sur l’ap-

plication logistique. Ce scénario est caractérisé par une succession de bifurcation de fourches. A

mesure que la contrainte augmente, la période d’un système forcé est multipliée par 2, puis par 4,

puis par 8, etc.,. Ces doublements de périodes sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période

est infinie, le système devient chaotique [21, 22].

2.4.2 Par intermittence

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouffées de turbulance. Lorsqu’on aug-

mente le paramètre de contrôle, les bouffées de turbulence deviennent de plus en plus fréquentes,

et finalement, la turbulence domine.[23, 24].

2.4.3 Scénario de Ruelle et Takens

Ce scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de Ruelle et

Takens [25]. Dans un système dynamique à comportement périodique à une seule fréquence, si

nous changeons un paramètre alors il apparaît une deuxième fréquence. Si le rapport entre les

deux fréquences est rationnelle comportement est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel,

le comportement est quasi périodique. Alors, on change de nouveau le paramètre et il apparaît

une troisième fréquence et ainsi de suite jusqu’au chaos.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, après une série de définitions sur la notion du chaos, nous avons présenté

des différents outils mathématiques qui nous servent à caractériser le comportement chaotique,

telles que la notion de sensibilité aux conditions initiales, les exposants de Lyapunov, la dimension

fractale et les attracteurs étranges. En fin, quelques scénarios de transition vers le chaos sont cités.
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Chapitre 3. Exemples de systèmes chaotiques discrets (SCD)

3.1 Introduction

Dans la pratique, les systèmes chaotiques discrets (SCD) jouent un rôle plus important que

leurs parties continues. En fait, de nombreux modèles mathématiques des processus physiques,

des phénomènes biologiques, des réactions chimiques et des systèmes économiques étaient définis

en utilisant des systèmes chaotiques discrets. Certains systèmes chaotiques et hyperchaotiques

discrets intéressants ont été présentés dans les deux dernières décennies.

Dans ce chapitre, nous donnons une illustration concrète de toutes les notions précédentes

par des exemples célèbres de systèmes dynamiques chaotiques discrets dans le plan et dans l’es-

pace.

3.2 Systèmes chaotiques discrets dans le plan

3.2.1 Attracteur d’Hénon

L’attracteur d’Hénon [26], est un système dynamique discret de dimension 2 dont la représenta-

tion d’état est la suivante : (
x1 (k + 1) = a� x21 (k) + bx2 (k) ;
x2 (k + 1) = x1 (k) ;

(3.1)
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pour les valeurs a = 1:4 et b = 0:3, cet attracteur présente un comportement chaotique, comme

l’illustre la figure 3.1.

Figure 3.1 - L’attracteur chaotique d’Hénon pour

les valeurs a = 1:4 et b = 0:3:

3.2.2 Application de Lozi

René Lozi [27], propose l’application suivante :(
x1 (k + 1) = �a jx1 (k)j+ x2 (k) + 1;
x2 (k + 1) = bx1 (k) ;

(3.2)
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pour les valeurs a = 1:7 et b = 0:5, cet attracteur suit un comportement chaotique comme le

présente dans la figure 3.2.

Figure 3.2 - L’attracteur chaotique de Lozi pour les

valeurs a = 1:7 et b = 0:5:

3.2.3 Système de Lorenz discret

Le système de Lorenz discret [28], est donné par :(
x1 (k + 1) = (1 + ��)x1 (k)� �x2 (k)x1 (k) ;
x2 (k + 1) = (1� �)x2 (k) + �x21 (k) :

(3.3)
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Le système 3.3 a attracteur chaotique, voir la figure 3.3, lorsque � = 1:25; et � = 0:75.

Figure 3.3 - L’attracteur chaotique de Lorenz

discret pour les valeurs � = 1:25; et � = 0:75.

3.2.4 Modèle de Flow

Le modèle de Flow est un système chaotique discret de dimension 2 [28], présenté par :(
x1 (k + 1) = x2 (k) + ax1 (k) ;

x2 (k + 1) = b+ x21 (k) ;
(3.4)
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d’où a = �0:1; � = �1:7: L’attracteur chaotique de Flow est représenté dans la figure 3.4.

Figure 3.4 - L’attracteur de Flow pour les

valeurs a = �0:1et b = �1:7:

3.2.5 Système de Zeraoulia-Sprott

Zeraoulia et Sprott [29], ont introduit une nouvelle application discrète dans 2D comme suit :(
x1 (k + 1) = x1 (k)� ah (x2 (k)) ;
x2 (k + 1) = bx1 (k) ;

(3.5)

d’où a; b sont les paramètres de bifurcation et la fonction h est définie par :

h (x2 (k)) =
1

2
(2m1x2 (k) + (m0 �m1) (jx2 (k) + 1j � jx2 (k)� 1j)) :

L’application (3.5) a attracteur hyperchaotique lorsque pour a = 3:36, b = 1:4;m0 = �0:43 et

m1 = 0:41; voir la figure 3.5.
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Figure 3.5 - L’attracteur hyperchaotique de

l’application (3.5) pour a = 3:36,

b = 1:4;m0 = �0:43, et m1 = 0:41 avec les

conditions x = y = 0:1:

3.3 Systèmes chaotiques discrets dans l’espace

3.3.1 Système de Hitzl-Zele

Hitzl et Zele [30], obtiennent le système généralisé d’Hénon8>><>>:
x1 (k + 1) = ��x2 (k) ;
x2 (k + 1) = x3 (k) + 1� �x22 (k) ;
x3 (k + 1) = �x2 (k) + x1 (k) :

(3.6)
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La figure 3.6, montre le comportement chaotique du système (3.6) lorsque (�; �) = (1:07; 0:3) :

Figure 3.6 - L’attracteur chaotique d’Hitzl-Zele

lorsque (�; �) = (1:07; 0:3) :

3.3.2 Système de Stefanski

Stefanski [31], a présenté un système discret en 3D comme suit :8>><>>:
x1 (k + 1) = 1 + x3 (k)� �x22 (k) ;
x2 (k + 1) = 1 + �x2 (k)� �x21 (k) ;
x3 (k + 1) = �x1 (k) ;

(3.7)

et a montré que le système (3.7) était hyperchaotique et avait des attracteurs étranges avec deux

exposants de Lyapunov positifs et une dimension fractale 2 < Dc < 3 pour certains paramètres

� 2 [1:22; 1:40] et � = 0; 2. Dans la figure 3.7, l’attracteur hyperchaotique de Stefanski est obtenu

3.3. Systèmes chaotiques discrets dans l�espace 24



Chapitre 3. Exemples de systèmes chaotiques discrets (SCD)

dans le cas où � = 1:4 et � = 0:2:

Figure 3.7 - L’attracteur hyperchaotique de

Stefanski lorsque � = 1:4 est � = 0:2:

3.3.3 Système de Baier-Klein

En 1985 [32, 33, 34], le système d’Hénon généralisé donné par8>><>>:
x1 (k + 1) = �0:1x3 (k)� x22 (k) + 1:76;
x2 (k + 1) = x1 (k) ;

x3 (k + 1) = x2 (k) ;

(3.8)
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a été présenté par Baier et Klein. L’attracteur hyperchaotique du système (3.8) est représenté dans

la Figure 3.8.

Figure 3.8 - L’attracteur hyperchaotique de Baier-Klein

(3.8).

3.3.4 Système de Rössler discret

Le système discret de Rössler [35], est représenté par :8>><>>:
x1 (k + 1) = �x1 (k) (1� x1 (k))� � (x3 (k) + ) (1� 2x2 (k)) ;
x2 (k + 1) = �x2 (k) (1� x2 (k)) + &x3 (k) ;
x3 (k + 1) = � (1� �x1 (k)) [(x3 (k) + ) (1� 2x2 (k))� 1] ;

(3.9)
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tels que � = 3:8; � = 0:05;  = 0:35; � = 3:78; & = 0:2; � = 0:1 et � = 1:9: L’attracteur hyperchao-

tique du système (3.9) est représenté dans la Figure 3.9

Figure 3.9 - L’attracteur hyperchaotique du

système discret de Rossler (3.9).

3.3.5 Système de Wang

Le système de Wang [36], est décrit comme suit8>><>>:
x1 (k + 1) = a3x2 (k) + (a4 + 1) x1 (k) ;

x2 (k + 1) = a1x1 (k) + y2 (k) + a2x3 (k) ;

x3 (k + 1) = (a7 + 1) x3 (k) + a6x2 (k)x3 (k) + a5:

(3.10)

Le système de Wang est hyperchaotique lorsque les valeurs des paramètres de bifurcation sont

considérés comme (a1; a2; a3; a4; a5; a6; a7) = (�1:9; 0:2; 0:5;�2:3; 2;�0:6;�1:9). L’attracteur hyper-
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chaotique du système de Wang est présenté dans la Figure 3.10.

Figure 3.10 - L’attracteur hyperchaotique du

système de Wang lorsque (a1; a2; a3; a4; a5; a6; a7) =

(�1:9; 0:2; 0:5;�2:3; 2;�0:6;�1:9) :

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques exemples sur les systèmes chaotiques discrets

dans les dimensions 2 et 3. Ces systèmes chaotiques sont utilisés ultérieurement comme des

applications de simulation dans le chapitre 5 pour valider numériquement les résultats obtenus

dans cette thèse. Beaucoup d’exemples sur les attracteurs étranges dans les systèmes dynamiques

discrets sont trouvés dans des références qui traitent les systèmes dynamiques en générale ou qui

ils sont liés à la théorie de contrôle et de synchronisation du chaos.
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Chapitre 4. Théorie de synchronisation

4.1 Introduction

Le sens originel de synchronisation a été maintenu jusqu’à présent dans l’usage familier de

ce mot, comme un accord ou corrélation dans le temps des différents processus. Ce phénomène

était un sujet de recherche active depuis les jours les plut tôt de la physique [37, 38]. L’histoire

de la synchronisation remonte au dix-septième siècle, quand le scientifique hollandais, Christian

Huygen aurait constaté que deux de ses horloges à balancier, placées côte à côte, convergeaient

rapidement vers un mouvement identique en phase et en fréquence ; c’est à dire que les deux

horloges avaient une parfaite synchronisation. S’il les perturbait, elles se resynchronisaient en

une demi-heure, et s’il les éloignait, la synchronisation cessait. Dans la terminologie moderne,

cela signifie que les deux horloges ont été synchronisées dans l’antiphase due à l’accouplement

par le support mural [39, 40].

Récemment, la recherche pour la synchronisation s’est déplacée vers les systèmes chaotiques.

Et comme ces derniers sont caractérisés par la sensibilité aux conditions initiales, la synchroni-

sation entre deux systèmes chaotiques paraissait impossible. Mais les travaux de plusieurs scien-

tifiques dans ce domaine ont montré le contraire. Durant la décennie passée, plusieurs types de

synchronisation ont été étudiés, et beaucoup de méthodes ont été proposées. Tout d’abord avec

les travaux de Yamada et Fujisaka qui ont utilisé une approche locale de la synchronisation

chaotique [41]. Par la suite, Afraimovich et Al. ont développé les concepts importants liés à la

synchronisation chaotique [42]. Ultérieurement Pecora et Carroll ont défini la synchronisation

chaotique connue sous le nom de synchronisation identique, développée sur la base de circuits

chaotiques couplés, avec l’un appelé maître et l’autre esclave [43]. Une autre solution plus ré-

cente est la méthode de synchronisation généralisée, dont Rulkov et Al. ont posé les bases [44].

Cette approche considère aussi une paire de systèmes configurés en maître-esclave, mais cette

fois le couplage n’est pas réservé à l’identité [45, 46, 47]. En parallèle avec ces études, est ap-

parue la notion de synchronisation de phases entre deux circuits chaotiques couplés, dans ce cas

la synchronisation vise à réaliser une cohérence de phases entre les variables d’état des systèmes

considérés [48, 49, 50].

Plusieurs similitudes entre les systèmes chaotiques et les systèmes cryptographiques ont été

constatées, ce qui a motivé les chercheurs à exploiter des propriétés cryptographiques du chaos

dans les applications de télécommunication et de transmission sécurisée d’informations [51, 52,

53, 54]. Depuis l’année 1990, l’utilisation de la synchronisation chaotique a attiré l’attention des

chercheurs travaillant dans le domaine de la cryptographie [55, 56, 57].
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4.2 Types de synchronisation

Dans cette section, nous introduisons différents types de synchronisation à savoir la synchro-

nisation complète, l’anti-synchronisation, la synchronisation décalée, la synchronisation FSHP, la

synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S.

4.2.1 Synchronisation complète

On considère un système chaotique maître représenté par

X(k + 1) = F (X(k)); (4.1)

d’où X(k) 2 Rn est l’état du système (4.1) et F : Rn ! Rn: Et un système chaotique esclave

donné par

Y (k + 1) = G(Y (k)) + U; (4.2)

d’où Y (k) 2 Rn est l’état du système (4.2), G : Rn ! Rn et U = (ui)1�i�n est un vecteur de

contrôle à déterminer. On définit l’erreur de la synchronisation complète en tant que

e(k) = Y (k)�X(k): (4.3)

Ainsi, le problème de synchronisation complète est de déterminer le contrôleur U de sorte que

lim
k!1

ke(k)k = 0: (4.4)

d’où k:k est la norme euclidienne.

Si F = G, la relation devient une synchronisation complète identique.

Si F 6= G; c’est une synchronisation complète non identique.

La synchronisation complète est donc une coïncidence complète entre les variables d’état des

deux systèmes synchronisés [58].

4.2.2 Anti-Synchronisation

Théoriquement, deux systèmes sont anti-synchronisés si d’une part, le système maître et le sys-

tème esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec des signes opposés et

que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systèmes tend vers zéro lorsque le temps

tend vers l’infini [59]. L’erreur d’anti-synchronisation peut donc être définie comme suit

e(k) = Y (k) +X(k): (4.5)
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4.2.3 Synchronization décalée

Les chercheurs ont découvert que deux systèmes dynamiques chaotiques non identiques peuvent

exposer un phénomène de synchronisation dans lequel les variables dynamiques des deux sys-

tèmes deviennent synchronisées, mais avec un décalage en temps [60]. On dit qu’on a une

synchronisation retardée (ou anticipée) si les variables d’état Y (k) du système chaotique es-

clave converge vers les variables d’état X(k) décalée dans le temps du système chaotique maître

comme l’indique la relation ci-dessous

lim
k!1

kY (k)�X (k � �)k = 0;
�

où lim
k!1

kY (k)�X (k + �)k
�
; 8x (0) ; (4.6)

avec � est un nombre positif très petit.

4.2.4 Synchronisation projective

On dit qu’on a une synchronisation projective si les variables d’état yi (k) du système chao-

tique esclave Y (k) = (yi (k))1�i�n se synchronisent avec une constante multiple de l’état xi (k) du

système chaotique maître X(k) = (xi (k))1�i�n, tels que [61] :

9�i 6= 0; lim
k!1

jyi (k)� �ixi (k)j = 0; 8 (x (0) ; y (0)) ; i = 1; 2; :::; n: (4.7)

Le cas où tous les �i sont égaux à 1 représente un cas de synchronisation complète. Le cas où tous

les �i sont égaux à �1 représente un cas d’anti-synchronisation complète.

4.2.5 Synchronisation FSHP

On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais full state hybrid projective synchroniza-

tion), si chaque variable d’état yi (k) ; 1 � i � n; du système chaotique esclave se synchronise avec

une combinaison linéaire des variables de l’état xi (k) ; 1 � i � n; du système chaotique maître,

tels que :

9 (�)ij 2 Rn�n; lim
k!1

�����yi (k)�
nX
j=1

�ijxi (k)

����� = 0; 8 (x (0) ; y (0)) ; i = 1; 2; :::; n: (4.8)

La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective [62, 63, 64, 65,

67, 68].
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4.2.6 Synchronisation généralisée

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la synchronisation

complète, l’anti-synchronisation et la synchronisation projective dans le cas des systèmes chao-

tiques de dimensions et de modèles différents [70]. Elle se manifeste par une relation fonction-

nelle entre les deux systèmes chaotiques couplés. On considère un couple de systèmes maître-

esclave représenté par (
X(k + 1) = F (X(k));

Y (k + 1) = G(Y (k)) + U;
(4.9)

d’où X(k) 2 Rn; Y (k) 2 Rm sont les état des systémes maître et esclave, respectivement, F :

Rn ! Rn, G : Rm ! Rm et U = (ui)1�i�m est un contrôleur.

S’il existe un contrôleur U et une fonction � : Rn ! Rm; telles que toutes les trajectoires des

systèmes maître et esclave, avec les conditions initiales x (0) et y (0) ; vérifient :

lim
k!1

kY (k)� � (X (k))k = 0; 8x (0) ; 8y (0) ; (4.10)

alors, les systèmes maître-esclave (4.9) se synchronisent aus sens généralisé par rapport à la

fonction �. Si la fontion � est definie par � (X (k)) = �X (k) tel que � = (�ij)m�n,on dit qu’on a

une synchronisation full-state hybrid projective [71].

4.2.7 Synchronisation Q-S

La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de synchronisa-

tions précédentes [72]. Nous disons qu’un système maître, n-dimensionelle, X (k) et un système

esclave, m-dimensionelle, Y (k) sont en synchronisation Q � S dans la dimension d, s’il existe

un contrôleur U = (ui)1�i�m et deux fonctions Q : Rn ! Rd, S : Rm ! Rd telle que l’erreur de

synchronisation

e (k) = Q (X (k))� S (Y (k)) ; (4.11)

vérifie limk!1 ke (k)k = 0.

4.3 Méthodes de synchronisation

Cette section est consacrée à la présentation de diverses méthodes de synchronisation les

plus performantes et les plus rencontrées.
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4.3.1 Méthode du contrôleur actif

L’application du contrôle actif pour la synchronisation des systèmes chaotiques, a été proposée

par Bai et Lonngren [73], c’est une technique efficace qui a montré sa puissance non seulement

pour la synchronisation des systèmes identiques, mais aussi pour la synchronisation des systèmes

non identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité remarquable pour l’implémentation

de l’algorithme [74, 75]. Soit deux systèmes chaotiques à synchroniser, maître et esclave, définis

par :

x(k + 1) = F (x(k)); (4.12)

et

y(k + 1) = G(y(k)) + U; (4.13)

d’où x(k) 2 Rn; y(k) 2 Rn sont les état des systèmes maître et esclave, respectivement, F : Rn !
Rn, G : Rn ! Rn et U = (ui)1�i�n est un contrôleur à déterminer. Pour que les deux systèmes

se synchronisent, il faut que l’erreur entre les trajectoires des deux systèmes converge vers zéro

lorsque le temps tend vers l’infini. Cette erreur est obtenue comme suit :

e(k + 1) = y(k + 1)� x(k + 1)

= G(y(k))� F (x(k)) + U: (4.14)

Si on peut écrire la quantitie G(y(k))� F (x(k)) de la façon suivante

G(y(k))� F (x(k)) = Ae(k) +N(x(k); y(k)); (4.15)

l’erreur peut être exprimée comme suit :

e(k + 1) = Ae(k) +N(x(k); y(k)) + U; (4.16)

d’où A 2 Rn�n est une matrice constante et N une fonction non linéaire. Le contrôleur U est

proposé comme suit :

U = V �N(x(k); y(k)); (4.17)

d’où V est le contrôleur actif, défini par :

V = �Le(k); (4.18)

d’où L est une matrice de contrôle inconnue. On obtient donc, la formule finale de l’erreur :

e(k + 1) = (A� L) e(k): (4.19)
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Donc le probléme de la synchronisation entre le système maître (4.12) et le système esclave

(4.13) est transformé en probléme de zero-stabiltée du système (4.19). Maintenant, le Théorème

qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systèmes dynamiques linéaires

discrets.

Théorème 4.1 Le système maître (4.12) et le système esclave (4.13) sont globalement synchronisés

sous la loi du contrôle (4.17), si et seulement si la matrice de contrôle L est choisie telles que les

valeurs propres de A� L se trouvant à l’intérieur du disque de l’unité.

4.3.2 Méthode du Backstepping

La méthode du backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d’une fonction de

Lyapunov avec la conception du contrôleur nécessaire [76, 77, 78]. En considère que le système

maître et le système esclave sont définis comme suit :8>>>>><>>>>>:
_x1 = f1(x1; x2);

_x2 = f2(x1; x2; x3);
...

_xn = fn(x1; x2; :::; xn);

(4.20)

et 8>>>>><>>>>>:
_y1 = f1(y1; y2);

_y2 = f2(y1; y2; y3);
...

_yn = fn(y1; y2; :::; yn) + u;

(4.21)

d’où f1est une fonction linéaire, fi, (i = 2; 3; : : : ; n), sont des fonctions non-linéaires et u est un

contrôleur qui doit être choisi convenablement pour obtenir la synchronisation entre les systèmes

(4.20) et (4.21). L’erreur de synchronisation est définie comme suit :8>>>>><>>>>>:
e1 = y1 � x1;
e2 = y2 � x2;

...

en = yn � xn:

(4.22)

4.3. Méthodes de synchronisation 35



Chapitre 4. Théorie de synchronisation

alors, la dynamique du système d’erreur s’écrit :8>>>>><>>>>>:
_e1 = g1(e1; e2);

_e2 = g2(e1; e2; e3);
...

_en = gn(e1; e2; :::; en) + u;

(4.23)

d’où g1est une fonction linéaire, et gi, (i = 2; 3; : : : ; n), sont des fonctions non-linéaires. L’objectif

est de calculer une loi de contrôle u qui assure la convergence du système ei, (i = 1; 2; : : : ; n);

vers l’origine en utilisant l’algorithme backstepping. Pour cela, le système d’erreur (4.23) doit

être décomposé en sous système :

e1; (e1; e2) ; (e1; e2; e3) ; :::; (e1; e2; e3; :::; en) ;

et pour chaque sous système on défini une fonction de Lyapunov V positive :

Vj (ej; uj; �j) ; (4.24)

d’où j est l’ordre du sous-système, uj; �j représentent, respectivement, la loi de contrôle et le

contrôleur virtuel du sous système d’ordre j. uj et �j sont calculés à chaque fois de tel sorte que
_V j < 0:

Remarque 4.1 Il existe plusieurs avantages dans cette méthode :

- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contrôleur.

- Elle peut être appliquée à différents systèmes chaotiques.

- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul contrôleur.

- Le contrôleur calculé offre une simplicité dans l’implémentation de l’algorithme.

4.3.3 Méthode du mode glissant

Dans la théorie du contrôle robuste, la méthode du mode glissant est souvent pratiquée en raison

de ses avantages inhérents, telles que la réalisation facile, la réponse rapide et une bonne per-

formance transitoire ainsi que sa sensibilité aux incertitudes des paramètres et des perturbations

externes [79, 80, 81, 82]. Soit les systèmes chaotiques maître et esclave donnés par les formes

suivantes :

x(t) = Ax(t) + f(x(t)); (4.25)

et

y(t) = Ay(t) + f(y(t)) + u; (4.26)

4.3. Méthodes de synchronisation 36



Chapitre 4. Théorie de synchronisation

d’où x(k) 2 Rn; y(k) 2 Rn sont les états des systémes maître et esclave, respectivement, A 2 Rn�n

une matrice constante, f : Rn ! Rn est une fonction non-linéaire et u 2 Rn est un contrôleur à

déterminer. L’erreur entre le système maître (4.25) et le système esclave (4.26) est définie par :

e = y � x: La dynamique de l’erreur peut s’écrire comme suit :

_e = Ae+ � (x; y) + u; (4.27)

d’où � (y; x) = f(y(t)) � f(x(t)): Si on se base sur le principe du contrôle actif pour éliminer la

partie non-linéaire du système d’erreur (4.27), la loi de contrôle u est choisie comme suit :

u = Bv � � (x; y) ; (4.28)

d’où v c’est le contrôleur actif et B un vecteur constant de gain qui doit être calculé de telle sorte

que le couple (A;B) soit contrôlable. En substituant (4.28) dans (4.27), la dynamique de l’erreur

est simplifiée comme suit :

_e = Ae+Bv: (4.29)

Ainsi, le problème de synchronisation peut être remplacé par un équivalent problème de la stabi-

lisation de la solution e = 0 du système (4.29) par un choix approprié du contrôleur en mode glis-

sant. Dans la méthode du mode glissant [83], nous définissons la surface de glissement s;comme

suit :

s (e) = Ce =
nX
j=1

cjej; (4.30)

d’où C : est un vecteur constant à déterminer, et le système contrôlé doit satisfaire : s (e) = 0;

_s (e) = 0: Alors, on peut écrire :

_s (e) = C (Ae+Bv) = 0; (4.31)

donc le contrôleur v est donné par

v = � (CB)�1CAe; (4.32)

d’où C est choisi de telle sorte que CB 6= 0. L’existence de (CB)�1 est une condition nécessaire.

La nouvelle forme de l’erreur de synchronisation est donnée par

_e =
�
I �B (CB)�1C

�
Ae: (4.33)

Pour assurer la stabilité asymptotique du système contrôlé, le vecteur C doit être choisi de telle

sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice
�
I �B (CB)�1C

�
A soient toutes

négatives. Dans [84], le contrôleur en mode glissant est proposé de la forme
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_s = �q sgn (s)� ks; (4.34)

d’où sgn (:) est la fonction signe, et q; k > 0, sont des constantes. Dans ce cas, Le contrôleur v est

donné par

v = � (CB)�1 [C (kI + A) e+ q sgn (s)] ; (4.35)

ce qui est équivalent à

v =

(
� (CB)�1 [C (kI + A) e+ q sgn (s)] ; si s (e) > 0;

� (CB)�1 [C (kI + A) e+ q sgn (s)] ; si s (e) < 0:
(4.36)

Théorème 4.2 Le système maître (4.25) et le système esclave (4.26) sont globalement synchronisés

par le contrôleur

u = Bv � � (x; y) ; (4.37)

d’où v est defini par (4.35), (A;B) soit contrôlable et q; k > 0:

Preuve. Pour observer la zero-stabilité de la dynamique de l’erreur de synchronisation, on consi-

dère la fonction de Lyapunov suivante :

V =
s2

2
; (4.38)

d’où
_V = �ks� qsgn (s) s; (4.39)

puisque sgn (s) est toujours positive tant que e 6= 0 et k; q > 0; alors _V < 0: Ainsi, par la théorie

de la stabilité de Lyapunov, il est immédiat que la dynamique d’erreur (4.26) est globalement

asymptotiquement zéro-stable. Par conséquent, il en résulte que le système maître (4.25) et le

système esclave (4.26) sont globalement synchronisés.

4.4 Synchronisation chaotique et cryptage

Dans cette section, on s’intéresse aux techniques de transmission sécurisée d’informations

qui reposent sur le principe de synchronisation chaotique. La majorité des techniques de cryptage

chaotique utilisent la configuration maître-esclave pour laquelle on dispose d’un émetteur (sys-

tème maître) qui génére le signal du texte chiffré transmis vers un systéme récepteur (système

esclave) qui a pour objectif de synchroniser avec le système maître et de restaurer le signal d’in-

formation. Parmi les méthodes de transmission chaotiques on peut citer : le cryptage par addition,

le cryptage par commutation, le cryptage modulation.
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4.4.1 Cryptage par addition

Dans cette technique [85, 86, 87, 88, 89], s’appelée aussi le masquage chaotique, l’émetteur est

un système chaotique x (t) (système maître) dont le signale de sortie y (t) est ajouté au signal du

message. La somme de deux singaux est transmise au respeteur. Le recepteur (système esclave)

est constitué d’un système chaotique identique à l’émetteur. Ainsi, après la synchronisation des

deux systèmes chaotiques (émetteur et recepteur) le message est extrait à l’aide d’une opération

de soustraction. La figure 4.1 illustre le principe de base de cette technique.

Figure 4.1 - Cryptage par addition.

4.4.2 Cryptage par commutation

Dans cette méthode [90, 91, 92], l’émetteur est composé de deux systèmes chaotiques et le mes-

sage M (t) (de type binaire : 0 ou 1) est utilisé pour commuter entre A(t) encodant le bit 1 et

B(t) encodant le bit 0. Le signal résultant est transmis travers le canal de transmission vers le

système récepteur constitué de deux systèmes chaotiques esclaves identique à ceux de l’émetteur.

Le premier système esclave synchronise exclusivement avec le premier oscillateur (correspondant

au signal chaotique A(t)) de telle façon que le bit 1 est détecté par la convergence de l’erreur de

synchronisation vers zéro et par conséquent le signal d’information peut être enfin restauré à la
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fin du processus de détection. Le schéma représentant cette méthode est donné par la figure 4.2.

Figure 4.2 - Cryptage par commutation.

4.4.3 Cryptage par modulation

Le principe de la modulation paramétrique [93, 94, 95, 96], consiste à utiliser le message M (t),

pour moduler l’un des paramétres du système chaotique émetteur X (t). Le système récepteur

Z (t) synchronise d’une manière adaptative avec l’émetteur chaotique et le message M (t) est res-

tauré par l’intermédiaire d’une loi d’adaptation. La figure 4.3 représente le schéma d’un système
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de communication utilisant cette technique.

Figure 4. 3 - Cryptage par modulation.

4.5 Conclusion

L’objectif principal de ce chapitre était de présenter, les différents types de synchronisation et

les diverses méthodes de synchronisation les plus performantes. La dernière section de ce chapitre

est consacrée aux techniques de transmission sécurisée d’informations les plus rencontrées qui

sont basées sur le principe de synchronisation chaotique.
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5.1 Introduction

Au cours des deux dernières années, de nombreux chercheurs ont proposés des différents

schémas de contrôle pour la synchronisation du chaos [98, 99, 100, 101, 102], mais la plupart

des travaux se sont concentrés sur les systèmes chaotiques continus plutôt dans les systèmes dis-

crets. Dans la pratique, les systèmes chaotiques discrets (SCD) jouent un rôle important et attirent

de plus en plus d’attention [103]. En fait, de nombreux modèles mathématiques des processus

physiques [104, 105, 106], des phénomènes biologiques [107], des réactions chimiques [108] et

des systèmes économiques [109], sont bien décrits par l’intermédiaire de systèmes dynamiques

chaotiques discrets. Récemment, la synchronisation des systèmes chaotiques discrets a été large-

ment étudié en raison de ses applications potentielles dans la sécurité des communications et la

cryptographie [110, 111, 112, 113, 114, 115, 116].

Jusqu’à présent, diverses approches ont été proposées pour la synchronisation chaotique (hyper-

chaotique) discrets telles que : la synchronisation compléte [117], la synchronisation retardée

et anticipée [118, 119], la synchronisation impulsive [120], l’anti-synchronisation et hybride

synchronisation [121], la synchronisation projective [122], la synchronisation projective fonc-

tionnelle [123, 124, 125], la synchronisation projective matricielle [126], la synchronisation full

state hybrid projective [127, 128], la synchronisation fonction-cascade [129], la synchronisation

généralisée [130], la synchronisation Q-S [131, 35]. D’autre part, l’étude des synchronisations

de types inverses telles que : la synchronisation projective inverse [132], la synchronisation pro-

jective matricielle inverse [133], la synchronisation full state hybrid projective inverse [134], la

synchronisation retardée inverse [135, 136] et la synchronisation généralisée inverse [137], etc.,

est une idée séduisante et importante, surtout dans les applications.

Le présent chapitre expose le contenu de notre travail. Dans la section 2, nous étudions la

synchronisation chaotique complète entre des systèmes quadratiques générales discrets. Dans la

section 3; quelques résultas pour la synchronisation FSHP inverse dans 2D, 3D et n-D sont derivés.

La section 4; est consacrée à l’étude de la synchronisation généralisée et son type inverse. Un

nouveau type de synchronisation généralisée est proposé dans la section 5. La section 6; a pour

but de présenter un nouveau critère de synchronisation. Enfin, les résultas derivés sont conclu

dans la section 7.
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5.2 Nouveau schéma de synchronisation chaotique pour des

systèmes quadratiques en 3D

Dans cette section, un nouveau schéma de synchronisation est proposé pour un couple ar-

bitraire de systèmes quadratiques chaotiques discrets en 3-D. Basée sur des contrôleurs non li-

néaires et la théorie de stabilité de Lyapunov, la méthode de synchronisation proposée est théori-

quement rigoureuse. Le critère de synchronisation dérivé peut également s’appliquer à une classe

large des systèmes chaotiques discrets. Notre schéma de contrôle est utilisé pour illustrer la syn-

chronisation complète entre le système discret de Rössler et le système de Wang. En outre, des

simulations numériques sont utilisées pour montrer l’efficacité et la faisabilité de la méthode de

synchronisation proposée. Le contenu de cette section à fait l’objet d’une publication : “A New

Synchronization Scheme for General 3D Quadratic Chaotic Systems in Discrete-Time”, Non-

linear Dynamics and Systems Theory, 15(2), 2015, 163–170 [138].

5.2.1 Systèmes maitre-esclave

Considérons le système maître sous la forme suivante

xi (k + 1) =
3X
j=1

aijxj (k) +
3X
q=1

3X
p=1

�(i)pqxp (k)xq (k) + ci; 1 � i � 3; (5.1)

d’où X (k) = (xi (k))1�i�3 est le vecteur d’état du système maître, (aij) 2 R3�3;
�
�
(i)
pq

�
2 R3�3;

i = 1; 2; 3, (ci)
1�i�3

sont des nombres réels.

Comme système esclave, nous considérons le système chaotique suivant

yi (k + 1) =
3X
j=1

bijyj (k) +
3X
q=1

3X
i=1

�(i)pq yp (k) yq (k) + di + ui; 1 � i � 3; (5.2)

d’où Y (k) = (yi (k))1�i�3 est le vecteur d’état du système esclave, (bij) 2 R3�3;
�
�(i)pq

�
2 R3�3;

i = 1; 2; 3, (di)
1�i�3

sont des nombres réels, et (ui)1�i�3 sont des contrôleurs.

Remarque 5.1 Les systèmes quadratiques chaotiques discrets en 3D peuvent être écrits sous la forme

de (5.1) tels que : système de Baier-Klein, système de Stefanski, système discret de Rössler, système de

Wang, etc,.

Notre but, pour réaliser la synchronisation entre le système maître (5.1) et le système esclave

(5.2) pour les constantes arbitraires aij; bij; �
(i)
pq ; �

(i)
pq ; ci et di; (i; p; q = 1; 2; 3), est de déterminer
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les contrôleurs ui; 1 � i � 3, qui stabilisent les erreurs de synchronisation suivantes

ei (k) = yi (k)� xi (k) ; 1 � i � 3; (5.3)

alors le but de la synchronisation complète est de faire limk!1 ei (k) = 0; (i = 1; 2; 3) :

5.2.2 Nouveau schéma de synchronisation

Les erreurs de synchronisation entre le système maître (5.1) et le système esclave (5.2), peuvent

être dérivées de la manière suivante :

ei (k + 1) =

3X
j=1

bijej (k) +Ri + ui; 1 � i � 3; (5.4)

d’où

Ri =
3X
j=1

(bij � aij)xj (k) +
3X
q=1

3X
p=1

�(i)pq yp (k) yq (k)�
3X
q=1

3X
p=1

�(i)pqxp (k)xq (k) + di � ci; 1 � i � 3:

(5.5)

Pour réaliser une synchronisation complète entre les systèmes (5.1) et (5.2), nous choisissons les

contrôleurs u1; u2 et u3 comme suit8>><>>:
u1 = l1e1 (k) + (b22 � b12 + l2) e2 (k)� (b13 + b33 + l3) e3 (k)�R1;
u1 = � (b21 + b11 + l1) e1 (k) + l2e2 (k) + (b33 � b23 + l3) e3 (k)�R2;
u1 = (b11 � b31 + l1) e1 (k)� b32e2 (k) + (b33 + 2l3) e3 (k)�R3;

(5.6)

d’où (li)1�i�3 sont des constantes de contrôle à déterminer plus tard. En substituant l’équation

(5.6) dans l’équation (5.4), Les erreurs de synchronisation peuvent être écrites sous la forme8>><>>:
e1 (k + 1) = (b11 + l1) e1 (k) + (b22 + l2) e2 (k)� (b33 + l3) e3 (k) ;
e2 (k + 1) = � (b11 + l1) e1 (k) + (b22 + l2) e2 (k) + (b33 + l3) e3 (k) ;
e3 (k + 1) = (b11 + l1) e1 (k) + 2 (b33 + l3) e3 (k) ;

(5.7)

Maintenant, nous avons le résultat suivant.

Théorème 5.1 Si les constantes de contrôle (li)1�i�3 sont choisies comme suit8>><>>:
�b11 � 1p

3
< l1 < �b11 + 1p

3
;

�b22 � 1p
2
< l2 < �b22 + 1p

2
;

�b33 � 1p
6
< l3 < �b33 + 1p

6
;

(5.8)
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alors le système maître (5.1) et le système esclave (5.2) sont globalement synchronisés par la loi de

contrôle (5.6).

Preuve. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique, suivante :

V (e (k)) =

3X
i=1

e2i (k) ; (5.9)

alors nous obtenons

�V (e(k)) = V (e(k + 1))� V (e(k))

=
3X
i=1

e2i (k + 1)�
3X
i=1

e2i (k)

= 3 (b11 + l1)
2 + 2 (b22 + l2)

2 e22 (k) + 6 (b33 + l3)
2 e23 (k)

+ [(b11 + l1) (b22 + l2)� (b11 + l1) (b22 + l2)] e1 (k) e2 (k)

+ [� (b11 + l1) (b33 + l3)� (b11 + l1) (b33 + l3) + 2 (b11 + l1) (b33 + l3)] e1 (k) e3 (k)

+ [� (b22 + l2) (b33 + l3) + (b22 + l2) (b33 + l3)] e2 (k) e3 (k)� e21 (k)� e22 (k)� e23 (k)

=
�
3 (b11 + l1)

2 � 1
�
e21 (k) +

�
2 (b22 + l2)

2 � 1
�
e22 (k) +

�
6 (b33 + l3)

2 � 1
�
e23 (k) ;

en utilisant (5.8), nous obtenons : �V (e(k)) < 0: Ainsi, à partir de la théorie de stabilité de

Lyapunov, il est immédiat que limk!1 ei(k) = 0; 1 � i � 3: Par conséquent, les systèmes (5.1) et

(5.2) sont globalement synchronisés.

5.2.3 Exemple d’illustration

Dans cet exemple, on considère le système de Rössler discret comme système maître et le système

de Wang contrôlé comme système esclave. Le système de Rössler discret, est décrit par :8>><>>:
x1 (k + 1) = �x1 (k) (1� x1 (k))� � (x3 (k) + ) (1� 2x2 (k)) ;
x2 (k + 1) = �x2 (k) (1� x2 (k)) + &x3 (k) ;
x3 (k + 1) = � ((x3 (k) + ) (1� 2x2 (k))� 1) (1� �x1 (k)) ;

(5.10)

d’où � = 3:8; � = 0:05;  = 0:35; � = 3:78; & = 0:2; � = 0:1 et � = 1:9. Le système de Wang

contrôlé peut être décrit comme suit :8>><>>:
y1 (k + 1) = a3y2 (k) + (a4 + 1) y1 (k) + u1;

y2 (k + 1) = a1y1 (k) + y2 (k) + a2y3 (k) + u2;

y3 (k + 1) = (a7 + 1) y3 (k) + a6y2 (k) y3 (k) + a5 + u3;

(5.11)
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d’où (a1; a2; a3; a4; a5; a6; a7) = (�1:9; 0:2; 0:5;�2:3; 2;�0:6;�1:9), u1; u2 et u3 sont des contrôleurs.

Selon notre approche présentée ci-dessus, pour réaliser la synchronisation complète entre le sys-

tème de Rössler discret (5.10) et le système contrôlé de Wang (5.11), les contrôleurs de synchro-

nisation peuvent construits comme suit :8>><>>:
u1 = l1e1 (k) + (1� a3 + l2) e2 (k)� (a7 + 1 + l3) e3 (k)�R1;
u2 = � (a1 + a4 + 1 + l1) e1 (k) + l2e2 (k) + (a7 + 1� a2 + l3) e3 (k)�R2;
u3 = (a4 + 1 + l1) e1 (k) + (a7 + 1 + 2l3) e3 (k)�R3;

(5.12)

d’où

Ri = Li +Ni; i = 1; 2; 3; (5.13)

d’où 8>>>><>>>>:
L1 = (a4 + 1� �)x1 (k) + (a3 � �2)x2 (k) + �x3 (k) + �;
L2 = a1x1 (k) + (1� �2)x2 (k) + (a2 � &)x3 (k) ;
L3 = �� (1� �)x1 (k) + 2�x2 (k) + (a7 + 1� �)x3 (k)

+a5 � � + 1;

(5.14)

et 8>>>><>>>>:
N1 = �x21 (k)� 2�x3 (k)x2 (k) ;
N2 = �x22 (k) ;

N3 = a6y2 (k) y3 (k)� 2��x1 (k)x2 (k) + ��x1 (k)x3 (k)
+2�x2 (k)x3 (k)� 2��x1 (k)x2 (k)x3 (k) ;

(5.15)

et les constantes de contrôle (li)1�i�3 sont choisies de la manière suivante8>><>>:
�a4 � 1� 1p

3
< l1 < �a4 � 1 + 1p

3
;

�1� 1p
2
< l2 < �1 + 1p

2
;

�a7 � 1� 1p
6
< l3 < �a7 � 1 + 1p

6
:

(5.16)

Il est facile de montrer que toutes les conditions du Théorème (5.1) sont satisfaites. Par consé-

quent, le systèmes (5.10) et (5.11) sont globalement synchronisés. En utilisant les contrôleurs

(5.12), le système d’erreur peut être décrit comme suit8>><>>:
e1 (k + 1) = (a4 + 1 + l1) e1 (k) + (1 + l2) e2 (k)� (a7 + 1 + l3) e3 (k) ;
e2 (k + 1) = � (a4 + 1 + l1) e1 (k) + (1 + l2) e2 (k) + (a7 + 1 + l3) e3 (k) ;

e3 (k + 1) = (a4 + 1 + l1) e1 (k) + 2 (a7 + 1 + l3) e3 (k) ;

(5.17)
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Corollaire 5.1 Si nous choisissons les constantes de contrôle (li)1�i�3 comme suit : l1 = 1; l2 = �1
2

et l3 = 0:8. Alors, les systèmes (5.10) et (5.11) sont globalement synchronisés.

Figure 5.1 - L’évolution des erreurs de la synchronisation

complète entre les systèmes (5.10) et (5.11).

5.3 Synchronisation FSHP inverse

Dans cette section, quelques approches sont proposées pour étudier le problème de la synchro-

nisation IFSHP des SCD. Basé sur la stabilité de Lyapunov et des lois de contrôle non linéaires,

des different schémas pour la synchronisation FSHP inverse dans 2D, 3D et n-D sont présentés.

Le contenu de cette section à fait l’objet d’une publication : “On inverse full state hybrid pro-

jective synchronization of chaotic dynamical systems in discrete-time”, International journal

of dynamics and control, 2015 [134].

5.3.1 Définition de synchronisation FSHP inverse

Considérons les systèmes chaotique suivants

xi (k + 1) = fi (X (k)) ; 1 � i � n; (5.18)
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et

yi (k + 1) = gi (Y (k)) + ui; 1 � i � n; (5.19)

d’où X(k) = (xi (k))1�i�n ; Y (k) = (yi (k))1�i�n sont les vecteurs d’état du système maître et le

système esclave, respectivement, fi; gi : Rn ! R; 1 � i � n; et ui; 1 � i � n; est un vecteur de

contrôle.

Définition 5.1 On dit qu’on a une synchronisation FSHP inverse entre le système maître (5.18)

et le système esclave (5.19), s’il existe des contrôleurs ui; 1 � i � n; et des constantes (�ij) 2 Rn�n de

telle sorte que les erreurs de synchronisation

ei (k) = xi (k)�
nX
j=1

�ijyj (k) ; 1 � i � n; (5.20)

vérifie que lim k�!+1e (k) = 0; 1 � i � n:

5.3.2 Synchronisation FSHP inverse en 2D

Nous considérons que le système maître est donné sous la forme suivante(
x1 (k + 1) =

P2
j=1 a1jxj (k) + f2 (X (k)) ;

x2 (k + 1) =
P2

j=1 a2jxj (k) + f2 (X (k)) ;
(5.21)

d’oùX (k) = (x1 (k) ; x2 (k))
T est le vecteur d’état du système maître, (aij) 2 R2�2 et fi : R2 �! R;

i = 1; 2; sont des fonctions non linéaires. Le système esclave, est donné comme suit :(
y1 (k + 1) = g1 (Y (k)) + u1;

y2 (k + 1) = g2 (Y (k)) + u2;
(5.22)

d’où Y (k) = (y1 (k) ; y2 (k))
T est le vecteur d’état du système esclave, gi : R2 �! R; i = 1; 2; et ui;

i = 1; 2; sont des contrôleurs. Selon la definition de la synchronisation FSHP inverse, le système

d’erreur entre le système maître (5.21) et le système esclave (5.22) peut être derivé comme suit8>>>><>>>>:
e1 (k + 1) = (a11 + a22 � l1) e1 (k) + (a12 + a21 � l2) e2 (k) +R1 �

2X
j=1

�1juj;

e2 (k + 1) = (a21 + a12 � l2) e1 (k)� (a11 + a22 � l1) e2 (k) +R2 �
2X
j=1

�2juj;

(5.23)

d’où (li)
1�i�2

sont des constantes de contrôle et(
R1 = f1 � �11g1 � �12g2 +

P2
j=1 �1jyj (k) ;

R2 = f2 � �21g1 � �22g2 +
P2

j=1 �2jyj (k) ;
(5.24)
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d’où �11 = a21�11 + a22�21; �12 = a11�12 + a12�22; �21 = a11�11 + a12�21 et �22 = a11�12 + a12�22:

Supposons que �11�22 6= �12�21; alors nous choisissons les contrôleurs (ui)1�i�2 comme suit

u1 =
�22R1 � �12R2
�11�22 � �12�21

et u2 =
�11R2 � �21R1
�11�22 � �12�21

: (5.25)

Théorème 5.2 Si les constantes de contrôle (li)1�i�2 sont choisies comme suit

(a11 + a22 � l1)2 + (a21 + a12 � l2)2 < 1; (5.26)

alors les systèmes (5.21) et (5.22) sont globalement synchronisés FSHP inverse en 2-D.

Preuve. En substituant Eq. (5.25) dans Eq. (5.23), le système d’erreur entre les systèmes (5.21)

et (5.22) peut être décrit comme suit :(
e1 (k + 1) = (a11 + a22 � l1) e1 (k) + (a12 + a21 � l2) e2 (k) ;
e2 (k + 1) = (a21 + a12 � l2) e1 (k)� (a11 + a22 � l1) e2 (k) :

(5.27)

Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante : V (e (k)) = e21 (k)+ e
2
2 (k) ; alors nous

obtenons

�V (e(k)) = V (e(k + 1))� V (e(k))

=
2X
i=1

e2i (k + 1)�
2X
i=1

e2i (k)

= (a11 + a22 � l1)2 e21 (k) + (a21 + a12 � l2)
2 e22 (k)

+2 (a11 + a22 � l1) (a12 + a22 � l2) e1 (k) e2 (k)

+ (a21 + a12 � l2)2 e21 (k) + (a11 + a22 � l1)
2 e22 (k)

�2 (a11 + a22 � l1) (a12 + a22 � l2) e1 (k) e2 (k)

�e21 (k)� e22 (k)

=
�
(a11 + a22 � l1)2 e21 (k) + (a21 + a12 � l2)

2 � 1
� �
e21 (k) + e

2
2 (k)

�
:

En utilisant (5.26), nous obtenons : 4V (e (k)) < 0: Ainsi, à partir de la théorie de stabilité de

Lyapunov, il est immédiat que limk!1 ei(k) = 0; i = 1; 2. Par conséquent, les systèmes (5.21) et

(5.22) sont globalement synchronisés FSHP inverse.

5.3.3 Synchronisation IFSHP en 3D

Dans ce cas, les systèmes maître et esclave sont considérés sous les formes suivantes
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xi (k + 1) =
P3

j=1 aijxj (k) + fi (X (k)) ; 1 � i � 3; (5.28)

yi (k + 1) = gi (Y (k)) + ui; 1 � i � 3; (5.29)

d’où X (k) = (xi (k))1�i�3, Y (k) = (yi (k))1�i�3 sont les vecteurs d’état du système maître et du

système esclave, respectivement, (aij) 2 R3�3, fi : R3 �! R; 1 � i � 3; sont des fonctions non

linéaires, g : R3 �! R; 1 � i � 3; et ui; 1 � i � 3; sont des contrôleurs. Le système d’erreur entre

le système maître (5.28) et le système esclave (5.29) peut être donné par0BB@
e1 (k + 1)

e2 (k + 1)

e3 (k + 1)

1CCA = (A+ L)

0BB@
e1 (k)

e2 (k)

e3 (k)

1CCA� �U +R; (5.30)

d’où A = (aij)3�3 ; U = (ui)1�i�3

L1 =

0BB@
l1 �a12 + a22 + l2 �a13 � (a33 + l3)

�a21 +�2 (a11 + l1) l2 �a23
�a31 + a11 + l1 �a32 + a22 + l2 l3

1CCA ; (5.31)

(li)1�i�3 sont des constantes de contrôle; � = (�ij)3�3 ; et

R = f (X (k))� �g (Y (k))� L1X (k) + � (A+ L1)Y (k) : (5.32)

Théorème 5.3 Pour une matrice inversible �, la synchronisation FSHP inverse entre le système

maître (5.28) et le système esclave (5.29) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) U = ��1R; d’où ��1 est la matrice inverse de la matrice �:

(ii) ja11 + l1j < 1p
6
; ja22 + l2j < 1p

3
et ja33 + l3j < 1p

2
:

Preuve. En utilisant (i), le système d’erreur (5.30) peut être décrit comme suit :8>><>>:
e1 (k + 1) = (a11 + l1) e1 (k) + (a22 + l2) e2 (k)� (a33 + l3) e3 (k) ;
e2 (k + 1) = �2 (a11 + l1) e1 (k) + (a22 + l2) e2 (k) ;
e3 (k + 1) = (a11 + l1) e1 (k) + (a22 + l2) e2 (k) + (a33 + l3) e3 (k) :

(5.33)

5.3. Synchronisation FSHP inverse 51



Chapitre 5. Quelques nouveaux résultats sur la synchronisation des systèmes chaotiques discrets

Pour analyser la stabilité de la zéro-solution du système (5.33), nous considerons la fonction de

Lyapunov : V (e (k)) =
P3

i=1 e
2
i (k) ; alors nous obtenons

�V (e(k)) = V (e(k + 1))� V (e(k))

=

3X
i=1

e2i (k + 1)�
3X
i=1

e2i (k)

= 6 (a11 + l1)
2 e21 (k) + 3 (a22 + l2)

2 e22 (k) + 2 (a33 + l3)
2 e23 (k)

+ [2 (a11 + l1) (a22 + l2)� 2 (a11 + l1) (a22 + l2)] e1 (k) e2 (k)

+ [� (a11 + l1) (a33 + l3) + (a11 + l1) (a33 + l3)] e1 (k) e3 (k)

+ [� (a22 + l2) (a33 + l3) + (a22 + l2) (a33 + l3)] e2 (k) e3 (k)

�e21 (k)� e22 (k)� e23 (k)

=
�
6 (a11 + l1)

2 � 1
�
e21 (k) +

�
3 (a22 + l2)

2 � 1
�
e22 (k) +

�
2 (a33 + l3)

2 � 1
�
e23 (k) ;

et par (ii) nous obtenons : �V (e(k)) < 0: Ainsi, à partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, il

est immédiat que limk!1 ei (k) = 0; i = 1; 2; 3: Par conséquent, les systèmes (5.28) et (5.29) sont

globalement synchronisés FSHP inverse.

5.3.4 Synchronisation IFSHP en n�D

Considérons le couple des systèmes chaotiques suivant

X(k + 1) = AX (k) + f(X(k)); (5.34)

Y (k + 1) = g(Y (k)) + U; (5.35)

d’où X(k) 2 Rn; Y (k) 2 Rn sont les vecteurs d’état de système maître et de système esclave,

respectivement, A 2 Rn�n; f : Rn ! Rn est une fonction non linéaire, g : Rn ! Rn et U =

(ui)1�i�n est un vecteur de contrôle. Le système d’erreur entre le système maître (5.34) et le

système esclave (5.35) peut être décrit comme suit

e(k + 1) = X(k + 1)� �Y (k + 1)

= (A� L2) e(k) +R� �U; (5.36)

d’où

R = L2X (k) + (A� L2) �Y (k) + f(X(k))� �g (Y (k)) ; (5.37)

� 2 Rn�n et L2 2 Rn�n est une matrice de contrôle inconnue.
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Théorème 5.4 Pour une matrice inversible �, la synchronisation IFSHP entre le système maître

(5.34) et le système esclave (5.35) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) U = ��1R; d’où ��1 est la matrice inverse de la matrice �:

(ii) (A� L2)T (A� L2)� I est une matrice définie négative:

Preuve. En substituant la loi de contrôl donnée par (??) dans Eq.(5.36), le système d’erreur entre

les systèmes (5.34) et (5.35) est donné comme suit

e(k + 1) = (A� L2) e(k): (5.38)

Nous considerons la fonction de Lyapunov : V (e (k)) = eT (k) e (k) ; alors nous obtenons

�V (e(k)) = eT (k + 1)e(k + 1)� eT (k)e(k)

= eT (k) (A� L2)T (A� L2) e(k)� eT (k)e(k)

= eT (k)
h
(A� L2)T (A� L2)� I

i
e(k);

et par (ii) nous obtenons : �V (e(k)) < 0: Ainsi, à partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, il

est immédiat que limk!1 e (k) = 0: Par conséquent, les systèmes (5.34) et (5.35) sont globalement

synchronisés FSHP inverse.

5.3.5 Exemples

Dans ce paragraphe, deux exemples sont considérés, pour donner une justification numérique

aux schémas de contrôle présentés ci-dessus

Exemple 1 :

On considère le système de Lorenz discret comme un système maître et le système de Fold contrôlé

comme un système esclave. Le système de Lorenz discret peut être décrit comme suit :(
x1 (k + 1) = (1 + ab)x1 (k)� bx1 (k)x2 (k) ;
x2 (k + 1) = x2 (k + 1) = (1� b)x2 (k) + bx21 (k) ;

(5.39)

d’où (a; b) = (1:25; 0:75) : Le système de Fold contrôlé est décrit comme :(
y1 (k + 1) = �y1 (k) + y2 (k) + u1;

y2 (k + 1) = y21 (k) + � + u2;
(5.40)
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d’où (�; �) = (�0:1; �1:7); u1 et u2 sont des contrôleurs: Dans ce cas, nous choisissons les

constantes (�ij)2�2 comme suits  
�11 �12

�21 �22

!
=

 
0:5 1

1 0:5

!
; (5.41)

et selon notre schéma de contrôle présenté dans le paragraphe 5.3.2, nous obtenons 
a11 a12

a21 a22

!
=

 
1 + ab 0

0 1� b

!
; (5.42)

 
f1 (X (k))

f2 (X (k))

!
=

 
�bx1 (k)x2 (k)

bx21 (k)

!
: (5.43)

Corollaire 5.2 Pour les systèmes maître-esclave (5.39) et (5.40), si les constantes de contrôle l1et l2
sont choisies tels que :

(2 + ab� b� l1)2 + l22 < 1; (5.44)

alors sont globalement synchronisés FSHP inverse.

Les résultats numériques sont présentés, pour (l1; l2) = (�2; 0:05) ; dans la figure 5.2.

Figure 5.2 - L’évolution des erreurs de la synchronisation

FSHP inverse entre les systèmes (5.39) et (5.40).
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Exemple 2 :

Maintenant, nous considérons que le système d’Hitzl-Zele est un système maître et le système

contrôlé de Stefanski un système esclave. Le système d’Hitzl-Zele peut être défini comme suit :8>><>>:
x1 (k + 1) = ��x2 (k) ;
x2 (k + 1) = x3 (k) + 1� �x22 (k) ;
x3 (k + 1) = �x2 (k) + x1 (k) ;

(5.45)

d’où (�; �) = (1:07; 0:3) : Le système contrôlé de Stefanski est décrit comme :8>><>>:
y1 (k + 1) = 1 + y3 (k)� ay22 (k) + u1;
y2 (k + 1) = 1 + by2 (k)� ay21 (k) + u2;
y3 (k + 1) = by1 (k) + u3;

(5.46)

d’où a = 1:4; b = 0:2; u1; u2 et u3 sont les contrôleurs.

Dans ce cas, nous choisissons les constantes (�ij)3�3 comme suits

� =

0BB@
0:5 0 0

0 0:5 0

0 0 0:5

1CCA ; (5.47)

et selon notre schema de contrôle présenté dans le paragraphe 5.3.3, nous obtenons

A =

0BB@
0 �� 0

0 0 1

1 � 0

1CCA ; (5.48)

f (X (k)) =

0BB@
0

1� �x22 (k)
0

1CCA : (5.49)

Corollaire 5.3 Pour les systèmes (5.45) et (5.46), si les constantes de contrôle l1; l2 et l3 sont choisies

tels que :

jl1j <
1p
6
; jl2j <

1p
3

et jl3j <
1p
2
; (5.50)

alors sont globalement synchronisés FSHP inverse.
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Les résultats numériques sont présentés, pour (l1; l2; l3) = (�0:06; 0:01;�0:2) ; dans la figure 5.3.

Figure 5.3 - L’évolution des erreurs de la synchronisation FSHP

inverse entre les systèmes (5.45) et (5.46).

5.4 Synchronisation généralisée des systèmes chaotiques dis-

crets avec des dimensions différentes

Parmi tous les types de synchronisations proposés, la synchronisation généralisée a été large-

ment etudieé. En synchronisation généralisée, on dit que deux systèmes chaotiques sont synchro-

nisés s’il existe une relation fonctionnelle entre les états du système maître et du système esclave

[139]: Notons que la plupart des méthodes pour atteindre la synchronisation généralisée sont

liées aux systèmes chaotiques continus [140, 141, 142]. Peu de méthodes sont liées aux systèmes

chaotiques discrets [143, 144]. Dans cette section, nous étudions le problème classique et le pro-

blème inverse de la synchronisation généralisée dans le cas des systèmes chaotiques discrets avec

des dimensions différentes. Des simulations numériques sont effectuées pour vérifier l’efficacité

des schémas de synchronisation proposés. Le contenu de cette section à fait l’objet d’une publica-
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tion : “Generalized Synchronization of Different Dimensional Chaotic Dynamical Systems in

Discrete Time”, Nonlinear Dyn., 2015 [145].

5.4.1 Problème classique de la synchronisation généralisée

Considérons le système maître suivant

X(k + 1) = f(X(k)); (5.51)

d’où X(k) 2 Rn est un vecteur d’état et f : Rn ! Rn. Le système esclave, est donné comme suit :

Y (k + 1) = BY (k) + g(Y (k)) + U; (5.52)

d’où Y (t) 2 Rm; B est la matrice m �m des paramètres du système esclave, g : Rm ! Rm est la

partie non linéaire et U = (ui)1�i�m est un contrôleur.

Afin d’étudier le problème classique de la synchronisation généralisée entre les systèmes chao-

tiques discrets donnés par les équations (5.51) et (5.52), nous discutons la stabilité asymptotique

de la zéro-solution du système d’erreur e (k) = Y (k)� � (X (k)). Nous choisissons un contrôleur

U telles que les solutions du système d’erreur ei(k) vont à 0, i = 1; 2; � � � ; n, que k tend vers +1.

Dans ce cas, le système d’erreur de la synchronisation généralisée, entre le système maître (5.51)

et le système esclave (5.52), peut être derivé comme suit

e(k + 1) = BY (k) + g(Y (k))� � (f(X(k))) + U; (5.53)

d’où � : Rn ! Rm: Pour réaliser la synchronisation généralisée entre les systèmes (5.51) et (5.52),

le contrôleur U est chosi comme suit :

U = �L1Y (k)� g(Y (k)) + � (f(X(k))) + (L1 �B)�(X(k)); (5.54)

d’où L1 2 Rm�m est une matrice de contrôle inconnue, à déterminer. En substituant l’équation

(5.54) dans l’équation (5.53), le système d’erreur peut être décrit comme suit :

e(k + 1) = (B � L1) e(k): (5.55)

Théorème 5.5 S’il existe une matrice définie positive P1, de telle sorte que (B�L1)T (B�L1)� I =
�P1, alors le système maître (5.51) et le système esclave (5.52) sont globalement synchronisés, par

rapport à �, pour le contrôleur (5.54).
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Preuve. Nous construisons la fonction de Lyapunov sous la forme

V (e(k)) = eT (k)e(k); (5.56)

on obtient

�V (e(k)) = eT (k + 1)e(k + 1)� eT (k)e(k)
= eT (k)(B � L1)T (B � L1)e(k)� eT (k)e(k)
= eT (k)

�
(B � L1)T (B � L1)� I

�
e(k) = �eT (k)P1e(k) < 0:

Ainsi, à partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, il est immédiat que limk!1 ei (k) = 0; i = 1;

2; :::;m: Alors, la solution zéro du système d’erreur (5.56) est asymptotiquement stable, et par

conséquent, les systèmes (5.51) et (5.52) sont globalement synchronisés.

5.4.2 Problème inverse de la synchronisation généralisée

Maintenant, les systèmes chaotiques maître et esclave sont considérés sous les formes suivantes

X(k + 1) = AX (k) + f(X(k)); (5.57)

Y (k + 1) = g(Y (k)) + U; (5.58)

d’où X(k) 2 Rn; Y (k) 2 Rm sont les vecteurs d’état du système maître et du système esclave,

respectivement, A 2 Rn�n; f : Rn ! Rn sont les parties linéaire et non linéaire du système

maître, respectivement, g : Rm ! Rm et U = (ui)1�i�m est un vecteur de contrôle. La définition

de la synchronisation généralisée inverse entre le système maître (5.57) et le système esclave

(5.58) est donnée par :

Définition 5.2 Le système maître (5.57) et le système esclave (5.58) sont dits synchronisés généra-

lisés inverses, s’il existe un contrôleur U = (ui)1�i�m et une fonction ' : Rm �! Rn de telle sorte que

l’erreur de synchronisation

e (k) = X (k)� ' (Y (k)) ; (5.59)

vérifie que lim k�!+1 ke (k)k = 0:

Dans ce cas, le système d’erreur entre le système maître (5.57) et le système esclave (5.58), peut

être décrit comme suit :

e(k + 1) = AX(k) + f(X(k))� '(g (Y (k)) + U): (5.60)
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Pour réaliser la synchronisation généralisée inverse entre les systèmes (5.57) et (5.58), le contrô-

leur U est chosi comme suit :

U = �g(Y (k)) + '�1 [f(X(k)) + L2X(k) + (L2 � A)'(Y (k))] ; (5.61)

d’où '�1 : Rn ! Rm est la fonction inverse de ' et L2 2 Rn�n est une matrice de contrôle incon-

nue, à déterminer plus tard. En substituant l’équation (5.61) dans l’équation (5.60), le système

d’erreur peut être décrit comme suit :

e(k + 1) = (A� L2) e(k): (5.62)

Théorème 5.6 S’il existe une matrice définie positive P2, de telle sorte que (A�L2)T (A�L2)� I =
�P2; alors le système maître (5.57) et le système esclave (5.58) sont globalement synchronisés, par

rapport à ', sous la loi de contrôle (5.61).

Preuve. Nous construisons la fonction de Lyapunov sous la forme

V (e(k)) = eT (k)e(k); (5.63)

on obtient

�V (e(k)) = eT (k + 1)e(k + 1)� eT (k)e(k)
= eT (k)(A� L2)T (A� L2)e(k)� eT (k)e(k)
= eT (k)

�
(A� L2)T (A� L2)� I

�
e(k) = �eT (k)P2e(k) < 0:

Ainsi, à partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, il est immédiat que limk!1 ei (k) = 0; i = 1;

2; :::; n. Alors, la solution zéro du système d’erreur (5.63) est asymptotiquement stable, et par

conséquent, les systèmes (5.57) et (5.58) sont globalement synchronisés.

5.4.3 Exemples numériques

Dans ce paragraphe, pour valider les résultats théoriques dérivés ci-dessus, deux exemples sont

considérés.

Exemple 1 :

Ici, nous considérons le système hyperchaotique de Stefanski comme système maître et le système

de Lorenz discret comme un système esclave. Le système de Stefanski peut être décrit comme

suit :

5.4. Synchronisation généralisée des systèmes chaotiques discrets avec des dimensions di¤érentes 59



Chapitre 5. Quelques nouveaux résultats sur la synchronisation des systèmes chaotiques discrets

8>><>>:
x1 (k + 1) = 1 + x3 (k)� �x22 (k) ;
x2 (k + 1) = 1 + �x2 (k)� �x21 (k) ;
x3 (k + 1) = �x1 (k) ;

(5.64)

d’où � = 1:4 et � = 0:2. Le système contrôlé de Lorenz discret peut être décrit comme suit :(
y1 (k + 1) = (1 + ab) y1 (k)� by1 (k) y2 (k) + u1;
y2 (k + 1) = (1� b) y2 (k) + by22 (k) + u2;

(5.65)

d’où a = 1:25; b = 0:75 et U = (u1; u2)
T est le contrôleur. Nous sélectionnons la fonction ' : R3 !

R2 et la matrice de contrôle L1, respectivement, comme suit

� (x1 (k) ; x2 (k) ; x3 (k)) = (x1 (k) + x3 (k) ; x2 (k) + x3 (k)) ; (5.66)

L1 =

 
1:4 + �� 0

1� � 0; 82

!
: (5.67)

Ensuite, selon notre approche présentée dans le paragraphe 5.4.1, nous obtenons

B =

 
1 + �� 0

1� � 0

!
; (5.68)

et

g(Y (k)) =

 
��y1 (k) y2 (k)

�y22 (k)

!
: (5.69)

En utilisant des calculs simples, nous pouvons montrer que (B�L1)T (B�L1)� I est une matrice

définie négative. Par conséquent, dans ce cas, les systèmes (5.64) et (5.65) sont globalement

synchronisés par rapport à �. L’évolution des erreurs de la synchronisation généralisée entre les
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systèmes (5.64) et (5.65) est représentée sur la Figure 5.4

Figure 5.4 - L’évolution des erreurs de la synchronisation

généralisée entre les systèmes (5.64) et (5.65).

Exemple 2 :

Maintenant, nous considérons le système d’Hitzl-Zele comme système maître et le système contrôlé

de Fold comme système esclave. Le système d’Hitzl-Zele peut être défini comme suit :8>><>>:
x1 (k + 1) = ��x2 (k) ;
x2 (k + 1) = x3 (k) + 1� �x22 (k) ;
x3 (k + 1) = �x2 (k) + x1 (k) ;

(5.70)

d’où (�; �) = (1:07; 0:3) : Le système contrôlé de Fold discret peut être décrit par(
y1 (k + 1) = y2 (k) + ay1 (k) + u1;

y2 (k + 1) = b+ y21 (k) + u2;
(5.71)

d’où (a; b) = (�0:1;�1:7) et U = (u1; u2)
T est un contrôleur. Si nous sélectionnons la fonction

' : R2 ! R3 et la matrice de contrôle L2, respectivement, comme suit

' (y1 (k) ; y2 (k)) = (y1 (k) ; y2 (k) ; 2y1 (k))
T ; (5.72)
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L2 =

0BB@
0:1 �b 0

0 0:61 1

1 b 0:25

1CCA : (5.73)

Ensuite, selon notre approche présentée dans le paragraphe 5.4.2, nous obtenons

A =

0BB@
0 �b 0

0 0 1

1 b 0

1CCA ; (5.74)

et

f(X(k)) =

0BB@
0

1� ax22 (k)
0

1CCA : (5.75)

Par des calculs simples, nous pouvons montrer que (A�L2)T (A�L2)� I est une matrice définie

négative. Par conséquent, dans ce cas, les systèmes (5.70) et (5.71) sont globalement synchro-

nisés par rapport à '. L’évolution des erreurs de la synchronisation généralisée inverse entre les
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systèmes (5.70) et (5.71) est illustrée dans la Figure 5.5.

Figure 5.5 - L’évolution des erreurs de la synchronisation

généralisée entre les systèmes (5.70) et (5.71).

5.5 Nouveau type-généralisé de synchronisation chaotique

Dans cette section, nous proposons un nouveau type de synchronisation en combinant entre

la synchronisation projective matricielle et la synchronisation généralisée inverse. Basés sur des

contrôleurs non linéaires et la théorie de stabilité de Lyapunov, des schémas efficaces de contrôle

sont introduits et de nouveaux critères de synchronisation sont dérivés. Ce nouveau type de syn-

chronisation chaotique nous permet d’étudier la synchronisation entre différents systèmes chao-

tiques discrets dans différentes dimensions. Le nouveau type de synchronisation est appliqué avec

succès au plusieurs exemples et des simulations numériques sont données pour illustrer l’effica-

cité du nouveaux résultats. Le contenu de ce chapitre à fait l’objet d’une publication : “A New

Generalized-Type of Synchronization for Discrete-Time Chaotic Dynamical Systems”, Jour-

nal of Computational and Nonlinear Dynamics, 10(6), 2015, 061019-8 [146].
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5.5.1 Synchronisation �� � généralisée

Considérons le couple des systèmes chaotiques suivant(
X(k + 1) = f(X(k));

Y (k + 1) = g(Y (k)) + U;
(5.76)

d’où X(k) 2 Rn; Y (k) 2 Rm sont les vecteurs d’état du système maître et du système esclave,

respectivement, f : Rn ! Rn; g : Rm ! Rm et U = (ui)1�i�m est un vecteur de contrôle.

Définition 5.3 Le système maître X(k) et le système esclave Y (k) sont dits synchronisés généralisée

� � �, s’il existe un contrôleur U = (ui)1�i�m ; une matrice �; d �m; et une fonction � : Rn ! Rd;
de telle sorte que l’erreur de synchronisation

e(k) = �Y (k)� � (X(k)) ; (5.77)

vérifiant lim k�!+1 ke (k)k = 0: Le nombre d est appelé la dimension de la synchronisation.

Remarque 5.2 Lorsque (�; � (:)) = (I;X(k)) ; (�; � (:)) = (I;�X(k)) ; (�; � (:)) = (�; X(k)) et

(�; � (:)) = (I; � (X(k))) la synchronisation complète, l’anti-synchronisation, la synchronisation pro-

jective matricielle, et la synchronisation généralisée inverse apparaît, respectivement.

5.5.2 Critère de synchronisation dans le cas : d = m

Dans ce cas, le système maître et le système esclave sont donnés sous les formes suivantes(
X(k + 1) = f(X(k));

Y (k + 1) = BY (k) + g(Y (k)) + U;
(5.78)

d’où X(k) 2 Rn; Y (k) 2 Rm sont les vecteurs d’état du système maître et du système esclave,

respectivement, f : Rn ! Rn; B est une matrice constante m�m, g : Rm ! Rm est une fonction

non linéaire et U = (ui)1�i�m est le contrôleur. Le système d’erreur entre le système maître et le

système esclave du couple (5.78), selon la définition (5.2), peut être dérivé comme suit :

e(k + 1) = (B � L) e(k) + �U +R; (5.79)

d’où

R = (L�B) (�Y (k)� � (X(k)))� � (f(X(k))) + � (BY (k) + g(Y (k))) ; (5.80)

et L 2 Rm�m est une matrice de contrôle inconnue. Pour atteindre une synchronisation géné-

ralisée � � � entre les systèmes du couple (5.78), nous proposons une loi de contrôle U come

suit :

U = ���1R; (5.81)
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d’où ��1 est la matrice inverse de la matrice �: En utilisant le contrôleur (5.81), le système

d’erreur (5.79) peut être décrit sous la forme

e(k + 1) = (B � L) e(k): (5.82)

En utilsant la théorie de stabilité de Lyapunov on peut voire que, si la matrice de contrôle L est

choisie de telle sorte que (B�L)T (B�L)�I soit une matrice définie négative, alors toute solution

du système d’erreur (5.82) vont à 0, lorsque k tend vers +1.

Maintenant, on peut donner le Théorème suivant :

Théorème 5.7 Pour une matrice � inversible, la synchronisation généralisée �� � entre le système

maître et le système esclave (5.78) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) U = ���1R:
(ii) (B � L)T (B � L)� I est une matrice définie négative.

5.5.3 Critère de synchronisation dans le cas : d 6= m

Maintenant, nous considérons le couple maître-esclave comme suit(
X(k + 1) = f(X(k));

Y (k + 1) = g(Y (k)) + U;
(5.83)

d’où X(k) 2 Rn; Y (k) 2 Rm sont les vecteurs d’état du système maître et le système esclave,

respectivement, f : Rn ! Rn; g : Rm ! Rm et U = (ui)1�i�m est un vecteur contrôle. Dans ce

cas, nous supposons que d < m. Le système d’erreur entre les systèmes du couple maître-esclave

(5.83), peut être décrit comme suit :

e(k + 1) = Le(k) + �U +R; (5.84)

d’où

R = �L (�Y (k)� � (X(k))) + �g(Y (k))� � (f(X(k))) ; (5.85)

� =

0BB@
�11 � � � �1d � � � �1m

... . . . ... . . . ...

�d1 � � � �dd � � � �dm

1CCA ; (5.86)

et � : Rn ! Rd et L = diag (l1; :::; ld) est une matrice de contrôle inconnue à déterminer. Pour

réaliser la synchronisation généralisée � � � entre les systèmes (5.83), le contrôleur U est chosi

comme suit :
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U = (u1; :::; ud; 0; :::; 0)
T ; (5.87)

en substituant l’équation (5.87) dans l’équation (5.84), le système d’erreur peut être décrit comme

suit :

e(k + 1) = Le(k) + ~� ~U +R; (5.88)

d’où

~� =

0BB@
�11 � � � �1d

... . . . ...

�d1 � � � �dd

1CCA ; (5.89)

et ~U = (u1; :::; ud)
T est le nouveau loi de contrôle. Pour atteindre la synchronisation généralisée

�� � entre les systèmes du couple (5.83), le vecteur ~U est donné come suit :

~U = �~��1R; (5.90)

d’où ~��1 est la matrice inverse de la matrice ~�: En utilsant (5.90), le système d’erreur (5.88) peut

être décrit comme

e(k + 1) = Le(k): (5.91)

Prenons la fonction de Lyapunov quadratique suivante : V (e (k)) =
Pd

i=1 e
2
i (k) ; on obtient

�V (e(k)) = V (e(k + 1))� V (e(k))

=
dX
i=1

e2i (k + 1)�
dX
i=1

e2i (k) =
dX
i=1

�
l2i � 1

�
e2i (k) ;

si les constantes de contrôle (li)
1�i�d

sont choisies de telle sorte que (l2i � 1) < 1, (1 � i � d) ; nous

obtenons :�V (e(k)) < 0: Ainsi, à partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, il est immédiat que

limk!1 ei(k) = 0; (1 � i � d) : Par conséquent, les systèmes (5.83) sont globalement synchronisés.

Maintenant, on peut énoncer le Théorème suivant :

Théorème 5.8 Pour une matrice � inversible, la synchronisation généralisée ��� entre les systèmes

du couple maître-esclave (5.83) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) ~U = �~��1R:
(ii) Toutes les constantes de contrôle (li)

1�i�d
vérifiant jlij < 1, i = 1; 2; :::; d:
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5.5.4 Applications

Pour valider les résultats théoriques dérivés ci-dessus, on considère le système de Lorenz discret

comme un système maître et le système contrôlé de Wang comme un système esclave. Le système

maître peut être décrit comme :(
x1 (k + 1) = (1 + ��)x1 (k)� �x1 (k)x2 (k) ;
x2 (k + 1) = (1� �)x2 (k) + �x21 (k) ;

(5.92)

d’où (�; �) = (1:25; 0:75). Le système esclave est décrit comme :8>><>>:
y1 (k + 1) = a3�y2 (k) + (a4� + 1) y1 (k) + u1;

y2 (k + 1) = a1�y1 (k) + y2 (k) + a2�y3 (k) + u2;

y3 (k + 1) = (a7� + 1) y3 (k) + a6�y2 (k) y3 (k) + a5� + u3;

(5.93)

d’où (a1; a2; a3; a4; a5; a6; a7; �) = (�1:9; 0:2; 0:5;�2:3; 2;�0:6;�1:9; 1) et U = (u1; u2; u3)
T est le

vecteur de contrôle.

Synchronisation entre le système de Lorenz discret et le système de Wang dans 3D

Dans ce cas, les quantités B; g sont données, respectivement, par :

B =

0BB@
a4� + 1 a3� 0

a1� 1 a2�

0 0 a7� + 1

1CCA ; g (Y (k)) =
0BB@

0

0

a6�y2 (k) y3 (k) + a5�

1CCA :
Selon notre approche présentée dans le paragraphe 5.5.2, la fonction �, la matrice � et la matrice

de contrôle L sont choisies, respectivement, comme suit :0BB@
x1 (k)

x2 (k)

x1 (k) + x2 (k)

1CCA ;
0BB@
1 �0:1 �0:1
1 1 �0:1
1 1 1

1CCA ;
0BB@
a4� + 0:5 a3� 0

a1� 0:5 a2�

0 0 a7� + 0:5

1CCA :
Alors, le vecteur de contrôle est construit comme suit :

U = ���1 � (R1; R2; R3)T ; (5.94)
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d’où ��1 =

0BB@
0 0 �0:1
1 0 0

0 1 0

1CCA et

8>><>>:
R1 =

P3
j=1 �1jyj (k) +

P2
j=1 �1jxj (k)� 0:1a6�y2 (k) y3 (k)� 0:1a5� + �x1 (k)x2 (k) ;

R2 =
P3

j=1 �2jyj (k) +
P2

j=1 �2jxj (k)� 0:1a6�y2 (k) y3 (k)� 0:1a5� � �x21 (k) ;
R3 =

P3
j=1 �3jyj (k) +

P2
j=1 �3jxj (k) a6�y2 (k) y3 (k) + a5� � �x1 (k)x2 (k) + �x21 (k) ;

(5.95)

d’où �11 = (� � 0:1a1) �+1:5; �12 = (a3� � 0:015) ; �13 = � (0:1� (a2 + a7) + 0:15) ; �21 = (a4 + a1) �+
01:5; �22 = (1:5 + 1 + a3�) ; �23 = (a2 � 0:1a7) �+�0:015; �31 = (a4 + a1) �+1:5; �32 = (a3� + 105) ;
�33 = (a2 + a7) � + 1:5; �11 = � (1:5 + ��) ; �21 = (�1:5 + �) ; �31 = (0:5 + ��) ; �32 = (�1:5 + �) ;
et �12 = �21 = 0:

Simplement, nous pouvons montrer que (B � L)T (B � L) � I est définie négative. Enfin, toutes

les conditions du Théorème (5.7) sont satisfaites. Par conséquent, les systèmes (5.92) et (5.93)

globalement synchronisés par rapport à la fonction � et la matrice �. Nous obtenons, à l’aide des
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simulations numériques, les résultats de synchronisation qui sont présentés dans la figure 5.6.

Figure 5.6 - L’évolution des erreurs de la synchronisation �� �
généralisée entre le système de Lorenz discret et le système de Wang dans

3D.

Synchronisation entre le système de Lorenz discret et le système Wang dans 2D

Dans ce cas, la matrice de couplage �, la fonction � et la la matrice de contrôle L, respectivement,

sont données par  
x1 (k) + x2 (k)

x2 (k)� x1 (k)

!
;

 
2 0 3

1 2 0

!
et

 
� 1p

2
0

0 1p
2

!
:

Selon le schéma de contrôle proposé dans le paragraphe 5.5.3, le contrôleur U = (u1; u2; u3)
T est

construit comme suit : (
(u1; u2)

T = �~��1 (R1; R2)T ;
u3 = 0;

(5.96)
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d’où ~��1 =

 
1
2

0

�1
4

1
2

!
et

(
R1 =

P3
j=1 �1jyj (k) +

P2
j=1 �1jxj (k) + 3a6�y2 (k) y3 (k) + 3a5� + �x1 (k)x2 (k)� �x21 (k) ;

R2 =
P3

j=1 �2jyj (k) +
P2

j=1 �2jxj (k) + 2a2�y3 (k) + �x1 (k)x2 (k) + �x
2
1 (k) ;

(5.97)

d’où �11 = 2
�
1p
2
+ 1 + a4�

�
; �12 = 2a3�; �13 = 3

�
1p
2
+ 1 + a7�

�
; �21 =

�
a4� + 2a1� + 1� 1p

2

�
;

�22 =
�
a3� + 2� 2p

2

�
; �23 = 0; �11 = �

�
�� + 1� 1p

2

�
; �12 =

�
� � 1� 1p

2

�
; �21 =

�
� 1p

2
+ 1 + ��

�
;

�22 =
�
� � 1 + 1p

2

�
:

Il est clair que toutes les conditions du Théorème (5.8) sont satisfaites. Par conséquent, les sys-

tèmes (5.92) et (5.93) sont globalement synchronisés par rapport à la fonction � et la matrice �

dans 2D. Nous obtenons, à l’aide des simulations numériques, les résultats de synchronisation qui

sont présentés dans la figure 5.7.

Figure 5.7 - L’évolution des erreurs de la synchronisation �� � généralisée

entre le système de Lorenz discret et le système de Wang dans 2D.
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5.6 Nouveau critère pour de synchronisation pour les systèmes

chaotiques discrets

Dans la plupart des méthodes de synchronisation, la synchronisation est obtenue en utilisant

la théorie de stabilité de Lyapunov pour garantir la zéro-stabilité des erreurs entre le système

maître et le système esclave. Dans cette section, sur la base d’un lemme dérivé de l’inégalités

d’Halanay, nous introduisons un nouveau critère de stabilité pour synchroniser les systèmes dy-

namiques chaotiques discrets. Dans [147, 148], les auteurs dérivent un résultat important via

l’inégalité d’Halanay discrète. Le lemme est donné comme suit :

Lemme 5.1 Supposons que 0 < � � 1 et il existe une constante positive � < � tel que

jh (n; zn; :::; zn�r)j � � k(jznj ; :::; jzn�rj)k1 ; 8 (zn; :::; zn�r) 2 Rr+1: (5.98)

Alors, il existe �0 2 (0; 1) tel que

jznj �
�
max
�r�i�0

fjzijg
�
�n0 ; n � 0; (5.99)

pour toute solution fzng de

�zn = ��zn + h (n; zn; :::; zn�r) : (5.100)

Ce lemme nous permet d’obtenir la synchronisation sans l’aide de la théorie de stabilité de Lyapu-

nov. Le contenu de cette section à fait l’objet d’une publication : A New Chaos Synchronization

Criterion for Discrete Dynamical Systems, Applied Mathematical Sciences, 8(41) 2014, 2025-

2034 [149].

5.6.1 Cas des systèmes differents

Considérons les systèmes chaotiques discrets (maître et esclave) de dimension d sous les formes

suivantes

X(k + 1) = AX(k) + f(X(k)); (5.101)

et

Y (k + 1) = BY (k) + g(Y (k)) + U; (5.102)

d’où
X(k) = (x1(k); :::; xd(k))

T ;

Y (k) = (y1(k); :::; yd(k))
T ;

(5.103)
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sont les vecteurs d’état du système maître (5.101) et du système esclave (5.102), respectivement,

f et g sont des fonctions non linéaires. Les matrice A et B sont données par : A = (anm) ; B =

(bnm) 2 Rd�d et U est un contrôleur. Le système d’erreur entre le système maître (5.101) et le

système esclave (5.102), peut être dérivé de la manière suivante :

e(k + 1) = Be(k) + (B � A)X(k) + g(Y (k))� f(X(k)) + U: (5.104)

Pour réaliser la synchronisation, entre le système maître (5.101) et le système esclave (5.102),

nous pouvons choisir le contrôleur U comme suit :

U = Ce(k) +

rX
p=0

L(p)e(k � p) + f(X(k))� g(Y (k)) + (A�B)X(k); (5.105)

d’où C = (cnm) 2 Rd�d tels que

cnm =

(
�bnm if n 6= m;
0 if n = m;

(5.106)

et L(p) = diag
�
l
(p)
1 ; l

(p)
2 ; :::; l

(p)
d

�
; (p = 0; 1; 2; :::; r) ; sont des matrices diagonales inconnues. En

substituant l’équation (5.105) dans l’équation (5.104), l’erreur de synchronisation peut être écrite

comme suit :

e(k + 1) = (B + C) e(k) +
rX
p=0

L(p)e(k � p): (5.107)

Théorème 5.9 Si les constantes de contrôle
n
l
(p)
n

o
; (1 � n � d; 0 � p � r) ; sont choisies de telle

sorte que

max
�
jbnnj ;

��l(0)n �� ; ��l(1)n �� ; :::; ��l(r)n ��	 < 1

r + 2
; 1 � n � d; (5.108)

alors le système maître (5.101) et le système esclave (5.102) sont globalement synchronisés.

Preuve. L’équation de différence suivante :

�e(k) = �e(k) + (B + C) e(k) +
rX
p=0

L(p)e(k � p); (5.109)

implique les équations scalaires suivantes :

�en(k) = �en(k) + bnnen(k) +
rX
p=0

l(p)n en(k � p); 1 � n � d: (5.110)
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Alors, nous pouvons voir que l’équation (5.110) est la même que l’équation (5.100) de Lemme 5.1

avec zn = en(k); � = 1 et

h (n; zn; :::; zn�r) = bnnen(k) +
rX
p=0

l(p)n en(k � p); 1 � n � d: (5.111)

Ainsi, nous appliquons le Lemme 5.1 à l’équation (5.100), nous obtenons

jh (n; zn; :::; zn�r)j =
���bnnen(k) +Pr

p=0 l
(p)
n en(k � p)

���
�
�
jbnnj+

Pr
p=0

���l(p)n ���� k(jen(k)j ; :::; jen(k � r)j)k1
� (r + 2)max

n
jbnnj ;

���l(0)n ��� ; ���l(1)n ��� ; :::; ���l(r)n ���o k(jen(k)j ; :::; jen(k � r)j)k1 ;
alors � du lemme 5.1 est donné par

(r + 2)max
�
jbnnj ;

��l(0)n �� ; ��l(1)n �� ; :::; ��l(r)n ��	 ; 1 � i � d; (5.112)

en utilisant le théorème 5.6, on obtient � < � = 1;, alors

max
�
jbnnj ;

��l(0)n �� ; ��l(1)n �� ; :::; ��l(r)n ��	 < 1

r + 2
; 1 � n � d; (5.113)

d’où limk!1 jen(k)j = 0; 1 � n � d; et du fait limk!1 ke(k)k = 0; ce qui implique que le système

maître (5.101) et le système esclave (5.102) sont globalement synchronisés.

Proposition 5.1 Le critère de stabilité du théorème 5.6, implique la stabilité en fonction de Lyapu-

nov.

Preuve. Supposons que les systèmes (5.101) et (5.102), sont globalement synchronisés sous le

critère ci-dessus. Maintenant, nous considérons la fonction de Lyapunov suivante : V (e(k)) =Pd
n=1 en(k)

2;nous obtenons :

�V (e(k)) = V (e(k + 1))� V (e(k))
=
Pd

n=1 en(k + 1)
2 �

Pd
n=1 en(k)

2

=
Pd

n=1

��
bnnen(k) +

Pr
p=0 l

(p)
n en(k � p)

�2
� en(k)2

�
=
Pd

n=1

�
bnnen(k) +

Pr
p=0 l

(p)
n en(k � p) + en(k)

�
�
�
bnnen(k) +

Pr
p=0 l

(p)
n en(k � p)� en(k)

�
�
Pd

n=1

�
bnn +

Pr
p=0 l

(p)
n + 1

��
bnn +

Pr
p=0 l

(p)
n � 1

�
� (k(jen(k)j ; :::; jen(k � r)j)k1)

2 ;

et par le théorème 5.6, nous avons

0 < bnn +
rX
p=0

l(p)n + 1 < 2; 1 � n � d; (5.114)

alors �V (e(k)) < 0, et l’implication est vérifiée.
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5.6.2 Cas des systèmes identiques

Maintenant, nous considérons le système maître et le système esclave sont donnés par

X(k + 1) = AX(k) + f(X(k)); (5.115)

Y (k + 1) = AY (k) + f(Y (k)) + U; (5.116)

d’où X(k) = (x1(k); :::; xd(k))
T ; Y (k) = (y1(k); :::; yd(k))

T 2 Rd sont les vecteurs d’état du système

maître (5.115) et du système esclave (5.116), respectivement, f = (fn) 2 Rd est la partie non

linéaire, fn, (n = 1; 2; :::; d) ; sont des fonctions scalaires tels que

jfn(Y (k))� fn(X(k))j � �n jyn(k))� xn(k)j ; 1 � n � d; (5.117)

et U est le vecteur de contrôle. Le système d’erreur entre le système maître (5.115) et le système

et esclave (5.116), peut être dérivé de la manière suivante :

e(k + 1) = Ae(k) + f(Y (k))� f(X(k)) + U: (5.118)

Pour réaliser la synchronisation, entre les systèmes (5.101) et (5.102), le contrôleur U est choisi

comme suit :

U = Ce(k) +
rX
p=0

L(p)e(k � p); (5.119)

où C = (cnm) 2 Rd�d tels que

cnm =

(
�anm if n 6= m;
0 if n = m;

(5.120)

et L(p) = diag
�
l
(p)
1 ; l

(p)
2 ; :::; l

(p)
d

�
; (p = 0; 1; 2; :::; r) ; sont des matrices diagonales inconnues. En

substituant l’équation (5.119) dans l’équation (5.118), on peut obtenir la formule suivante pour

le système d’erreur :

e(k + 1) = (A+ C) e(k) +
rX
p=0

L(p)e(k � p) + f(Y (k))� f(X(k)): (5.121)

Théorème 5.10 Si les constantes
n
l
(p)
n

o
; (1 � n � d; 0 � p � r) ; sont choisies de telle sorte que

max
�
jannj ;

��l(0)n �� ; ��l(1)n �� ; :::; ��l(r)n �� ; �n	 < 1

r + 3
; 1 � i � d; (5.122)

alors le système maître (5.115) et le système esclave (5.116) sont globalement synchronisés.
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Preuve. En utilisant la même procédure de la preuve du théorème 5.6, nous pouvons voir que

�en (k) = (ann � 1) en(k) +
rX
p=0

l(p)n en(k � p) + fn(Y (k))� fn(X (k)); 1 � n � d: (5.123)

Alors, nous pouvons voir que l’équation (5.123) est la même que l’équation (5.100) de Lemme 5.1

avec zn = en(k); � = 1 et

h (n; zn; :::; zn�r) = annen(k) +

rX
p=0

l(p)n en(k � p) + fn(Y (k))� fn(X (k)); 1 � n � d: (5.124)

Maintenant, nous pouvons vérifier les conditions du Lemme 5.1 à l’équation (5.123)

jh (n; zn; :::; zn�r)j =
���annen(k) +Pr

p=0 l
(p)
n en(k � p) + fn(Y (k))� fn(X (k))

���
�
�
jannj+

Pr
p=0

���l(p)n ���+ �n� k(jen (k)j ; :::; jen (k � r)j)k1
� (r + 3)max

n
jannj ;

���l(0)n ��� ; ���l(1)n ��� ; :::; ���l(r)n ��� ; �no k(jen (k)j ; :::; jen (k � r)j)k1 ;
alors � du lemme 5.1 est donné par

(r + 3)max
�
janj ;

��l(0)n �� ; ��l(1)n �� ; :::; ��l(r)n �� ; �n	 ; 1 � n � d; (5.125)

et

max
�
jannj ;

��l(0)n �� ; ��l(1)n �� ; :::; ��l(r)n �� ; �n	 < 1

r + 3
; 1 � n � d; (5.126)

par conséquent, nous obtenons limk!1 jen (k)j = 0; 1 � n � d; ce qui implique limk!1 ke (k)k =
0; i.e., (5.115) et (5.116) sont globalement synchronisés.

Remarque 5.3 Nous remarquons que dans le premier cas, lorsque les systèmes chaotiques sont dif-

férents, le contrôleur est pris sous une forme non linéaire, mais dans le cas des systèmes identiques le

contrôleur est linéaire.

5.6.3 Simulation numérique

Pour valider le critère de synchronisation chaotique proposé dans cette section, un exemple nu-

mérique est donné. Le système d’Hitzl-Zele et le système contrôlé de Baier-Klein sont considérés

comme système maître et système esclave, respectivement, comme suit :8>><>>:
x1 (k + 1) = �0:3x2 (k) ;
x2 (k + 1) = 1 + x3 (k)� 1:07x22 (k) ;
x3 (k + 1) = 0:3x2 (k) + x1 (k) ;

(5.127)
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et 8>><>>:
y1 (k + 1) = �0:1y3 (k)� y22 (k) + 1:76 + u1;
y2 (k + 1) = y1 (k) + u2;

y3 (k + 1) = y2 (k) + u3;

(5.128)

d’où u1; u2 et u3 sont les contrôleurs de la synchronisation. Ainsi, les quantitées A;B; f et g sont,

respectivement, données par :0BB@
0 �0:3 0

0 0 1

1 0:3 0

1CCA ;
0BB@
0 0 0:1

1 0 0

0 1 0

1CCA ;
0BB@

0

1� 1:07x22 (k)
0

1CCA ;
0BB@
�y22 (k) + 1:76

0

0

1CCA :
Dans ce cas, nous choisissons r = 0 et L0 = diag (l1; l2; l3) :

Corollaire 5.4 Si les constantes de contrôle flng1�n�3 sont choisies tel que :

jlnj <
1

2
; n = 1; 2; 3; (5.129)

alors les systèmes (5.127) et (5.128) sont globalement synchronisés.

Les résultats numériques sont présentés dans les figures 5.8, 5.9 et 5.10.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques nouveaux résultats concerant la synchronisation des systèmes chao-

tiques discrets sont presentés. Basés sur la théorie de Lyapunov et des méthodes de contrôle

non-linéaires, de nouveaux critères de synchronisation chaotique dans pour les systèmes discrets

sont dérivés. En outre, quelques types de synchronisation sont développés telles que la synchro-

nisation FSHP inverse, la synchronisation généralisée inverse et la synchronisation généralisée

�� �. Des simulations numériques sont utilisées pour valider les résultats proposés.
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Figure 5.6 - L’erreur e1 de la synchronisation entre

les systèmes (5.127) et (5.128).

Figure 5.9 - L’erreur e2 de la synchronisation entre

les systèmes (5.127) et (5.128).
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Figure 5.10 - L’erreur e3 de la synchronisation entre

les systèmes (5.127) et (5.128).



Conclusion générale et perspectives
Pour arriver aux résultats visés, nous avons commencé par présenter des chapitres prélimi-

naires sur les systèmes dynamiques non-linéaires discrets et une vue panoramique sur la théorie

du chaos et les célèbres systèmes chaotiques discrets en 2D et 3D, puis nous somme passé à la

théorie de synchronisation en évoquant les grands axes tels que : les type et les méthodes de la

synchronisation chaotique. D’après la présentation de nos résultats, nous sommes parvenus à :

- Le critère dérivé de la synchronisation complète pour les systèmes quadratiques peut également

s’appliquer à une classe large des systèmes chaotiques discrets.

- La synchronisation FSHPS inverse est basée sur la matrice inverse de la matrice de l’échelle.

- La synchronisation généralisée a été garantie via le contrôle de la partie linéaire du système

esclave. Le schéma de la synchronisation généralisée inverse a été proposé en se basant sur le

contrôle de la partie linéaire du système maître.

- La synchronisation généralisée � � � nous donne une possibilité de synchroniser des systèmes

discrets avec des dimensions différente.

- Une simple méthode efficace de synchronisation chaotique pour les systèmes discrets a été

proposée basé sur un nouveau critère de stabilité sans l’aide de la théorie de stabilité de Lyapunov.

Comme perspectives, il serait intéressant de continuer dans le cadre de la synchronisation chao-

tique dans le sens :

1- Trouver d’autres critères de synchronisation plus efficaces que les critères classique qui sont

utilisés dans le cas des systèmes continus.

2- Observer et de développer de nouveaux types de synchronisation généralisée qui nous aident

mieux à synchroniser des différentes classes de systèmes chaotiques discrets.

3- Parmi les axes de recherches dans le domaine de la synchronisation chaotique discrète, déve-

lopper des classes plus larges des systèmes chaotiques discrets.

4- Modifier et appliquer les méthodes utilisées dans la synchronisation chaotique continue d’une

façon efficace dans le cas des systèmes discrets.

.
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 ملخص  

في هره الأطسوحت حمج دزاست بعض المسائل المخعلقت بالمزامنت الفىضىيت في حالت الأنظمت الديناميكيت 

اعخمادا علي نظسيت الثباث لليابينىف و طسق مساقبت غيس خطيت حم  إيجاد معاييس جديدة لمزامنت . المخقطعت

بالاظافت  إلي ذلك حم حطىيس أنماط جديدة من المزامنت المعممت مثل المزامنت . الأنظمت الفىضىيت المخقطعت

.المحاكاة  العدديت اسخعملج لإظهاز فعاليت النخائج المطسوحت.   Λ-φ العكسيت المعممت و المزامنت المعممت  

  ثباث ؛ مسألت عكسيت؛  مزامنت معممت؛ معاييس جديدة؛ الأنظمت المخقطعت؛  مزامنت الفىضى:كلمات دلالية

.ليابينىف  

 

Résumé  

    Dans cette thèse quelques problèmes concernant la synchronisation des 

systèmes chaotique discrets sont étudiés. Basé sur la théorie de Lyapunov et des 

méthodes de contrôle non-linéaires, des nouveaux critères de synchronisation 

dans les systèmes chaotiques discrets sont dérivés. En outre, quelque types de la 

synchronisation généralisée sont développés telles que la synchronisation 

inverse généralisée et la synchronisation Λ-φ généralisée. Les simulations 

numériques sont utilisées pour valider les résultats proposés. 

Mots clés: Synchronisation chaotique, systèmes discrets, nouveaux critères, 

synchronisation  généralisée, problème inverse, stabilité de Lyapunov. 

 

  Abstract 

   In this thesis, some problems regarding the synchronization of chaotic systems 

in discrete-time are studied. Based on Lyapunov theory and nonlinear control 

methods, new synchronization criterions in discrete-time chaotic systems are 

derived. In addition, several types of generalized synchronization are developed 

such as inverse generalized synchronization and φ –Λ synchronization 

generalized. Numerical simulations are used to validate the proposed results.  

Key words: Chaos synchronization, discrete-time systems, new criterions, 

generalized synchronization, inverse problem, Lyapunov stability. 




