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Introduction générale

l a synchronisation du chaos, sujet important sur les applications des sciences non linéaires, a

été développé et largement étudiée au cours des derniéres années.

Parallelement aux grandes avancées réalisées dans la théorie du chaos, les perspectives de
l'utilisation du chaos dans diverses applications, ont motivé les chercheurs a étudier la question de
I’éventuelle possibilité de synchroniser le chaos. La synchronisation des oscillateurs non linéaires
est un phénomene qui a attiré I'attention des chercheurs depuis le constat et la description de ce
phénomene par Huygens en 1673. Jusqu’a ce jour la, plusieurs concepts de synchronisation chao-
tique ont été proposés. Tout d’abord avec les travaux de Yamada et Fujisaka qui ont utilisé une
approche locale de la synchronisation chaotique. Par la suite, Afraimovich et Al. ont développé
les concepts importants liés a la synchronisation chaotique et ultérieurement Pecora et Carroll
ont défini la synchronisation chaotique connue sous le nom de synchronisation identique, déve-
loppée sur la base de circuits chaotiques couplés, avec 'un appelé maitre et 'autre esclave. Une
autre solution plus récente est la méthode de synchronisation généralisée, dont Rulkov et Al.

ont posé les bases.

Au cours des dernieres années, la synchronisation des systemes chaotiques a attiré beaucoup
d’attention en raison de ses larges applications dans divers domaines de la physique et de I'ingé-
nierie. Différentes méthodes et diverses approches ont été appliquées avec succes a la synchroni-
sation du chaos et hyperchaos dans les systemes dynamiques, telles que : la méthode de contro-
leur actif (adaptif), la méthode Feedback, la méthode de backstepping design et la méthode de
controleur en mode glissan, etc.,. De nombreux types de synchronisation ont été proposés dans les
systémes chaotiques intéressants telles que : la synchronisation compléte, I'anti-synchronisation,
la synchronisation projective, la synchronisation projective fonctionnelle, la synchronisation ge-
neralisée et la synchronisation Q-S, etc.,. La plupart des travaux en synchronisation du chaos ont

été concentrés sur les systémes chaotiques continus plutot que les systemes discrets.

Dans la pratique, les systémes dynamiques chaotiques a temps discret jouent un réle plus im-
portant que leurs parties continues. En fait, de nombreux modeles mathématiques des processus
physiques, des phénomenes biologiques, des réactions chimiques et des systemes économiques
ont été définis a 'aide des systemes dynamiques discrets. Par conséquent, il est important de
considérer la synchronisation des systémes dynamiques chaotiques (hyperchaotiques) discrets.

Récemment, de plus en plus d’attentions ont été accordées a la synchronisation du chaos (hyper-




chaos) dans les systémes dynamiques discrets en raison de ses applications dans la télécommuni-

cation, la transmission sécurisée d’informations et la cryptographie.

Cette these a pour objet I'étude de la synchronisation des systemes chaotiques discrets. Les
principales visées de cette these sont :
1. Développement de nouveaux schémas de synchronisation pour les systemes chaotiques (hy-
perchaotiques) discrets.
2. Proposition de nouveaux types de synchronisation chaotique dans le cas des systemes discrets.
3. Etendre I'application des méthodes qui ont été obtenues a des classes plus larges de systémes
chaotiques discrets.
4. Recherche de nouveaux critéres pour la synchronisation chaotiques discrete sans faire appel

aux criteres classiques.

Ce travail est donc structuré en cinque chapitres :
Le premier chapitre : consacré aux notions de base sur les systemes dynamiques non-linéaires
discrets tels que : la définition de systéme dynamique discret, les points fixes avec leurs classifica-
tion et stabilité, en passant par la théorie de bifurcation et finissant par la section de Poincaré.
Dans le deuxiéme chapitre : nous faisons un panorama sur la théorie du chaos déterministe tels
que : la définition du chaos, les caractéristiques du chaos et les divers scenarios de transition vers
le chaos.
Dans le troisiéme chapitre : pour une bonne illustration de toutes les notions précédentes, des
exemples concréets sur des systémes chaotiques discrets dans le plans et dans I'espace sont donnés.
Ces exemples seront utilisés comme des applications numériques pour valider les schémas et les
criteres de synchronisations que nous donnerons dans le dernier chapitre.
Le quatriéme chapitre : apres une introduction sur I'historique de la théorie de la synchroni-
sation, on trouve aussi deux sections sur les différents types connus dans la synchronisation et
les méthodes les plus usées et se termine par les méthodes de transmission chaotiques les plus
rencontrées qui reposent sur le principe de synchronisation chaotique.
Le cinquieme chapitre : expose le contenu de notre travail qui consiste en quelques nouveaux
résultats sur la synchronisation des systémes chaotiques discrets. Ce chapitre a fait 'objet de cing
publications :
1. A New Synchronization Scheme for General 3D Quadratic Chaotic Systems in Discrete-
Time. Nonlinear Dynamics and Systems Theory, 15 (2) (2015) pp. 163-170.
2- On inverse full state hybrid projective synchronization of chaotic dynamical systems in

discrete-time, International journal of dynamics and control, 2015.

viii



3- Generalized synchronization of different dimensional chaotic dynamical systems in dis-
crete time. Nonlinear Dynamics, 2015.

4- A New Generalized-Type of Synchronization for Discrete-Time Chaotic Dynamical Sys-
tems. Journal of Computational and Nonlinear Dynamics, 10 (6), (2015), pp. 061019-8.

5- A New Chaos Synchronization Criterion for Discrete Dynamical Systems. Applied Mathe-
matical Sciences, 8 (41), 2014, pp. 2025-2034.

A la fin, notre these sera terminée par une conclusion générale suivie d’'une bibliographie riche,
contenant plusieurs références concernant les systemes dynamiques discrets, la théorie du chaos

et la théorie de synchronisation.
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Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

1.1 Introduction

En mathématiques, en chimie et en physique théorique, un systeme dynamique est un en-
semble tres général de composants en interaction (un systeme), répartis sur plusieurs états et
structurés selon certaines propriétés; il est le plus souvent régi par un ensemble d’équations
différentielles décrivant le mouvement des composants (leur dynamique) ou interviennent une
classe de parametres accessibles.

On inclut donc dans cette définition les systemes stochastiques qui satisfont 'hypothese d’ergo-
dicité, conservatif (qui conserve 1’énergie totale) ou dissipatif (qui dissipe de I'énergie). La dy-
namique d’'un nuage, d’'une région de fluide, d'une galaxie en sont des exemples concrets. Les
systemes intégrables étudiés par H. Poincaré sont exceptionnels. Ce savant inventa une nouvelle
théorie pour les étudier grace a son approche de la géométrie des trajectoires dans 1’espace des
phases du systeme. I'espace des phases est une structure correspondant a 'ensemble de tous les
états possibles du systeme considéré. Ce peut étre un espace vectoriel, une variété différentielle
ou un espace mesurable, etc.,. Donc un systeme dynamique est un systeme classique qui évolue
au cours du temps de facon a la fois :

- causale : c’est-a-dire que son avenir ne dépend que de phénomenes du passé ou du présent ;

- déterministe : c’est-a-dire qu’a une « condition initiale » donnée a l'instant « présent » va
correspondre a chaque instant ultérieur un et un seul état « futur » possible.

On exclut donc dans la définition appliquée conventionnellement les systémes «bruités» intrin-
sequement stochastiques, qui relevent de la théorie des probabilités. I'évolution déterministe du
systéme dynamique peut alors se modéliser de deux facons distinctes :

- une évolution continue dans le temps, représentée par une équation différentielle ordinaire.
C’est a priori la plus naturelle physiquement, puisque le parameétre temps nous semble continu.

- une évolution discontinue dans le temps. Ce second cas est souvent le plus simple a décrire
mathématiquement, méme s’il peut sembler a priori moins réaliste physiquement. Cependant,
I'étude théorique de ces modeles discrets est fondamentale, car elle permet de mettre en évidence

des résultats importants, qui se généralisent souvent aux évolutions dynamiques continues.

Le but de ce chapitre est de donner les notions de base concernant les systémes dynamiques
discrets et leurs propriétés telles que la stabilité et les bifurcations. Ainsi la méthode intéressant

la section de Poincaré et ses avantages.

1.1. Introduction



Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

1.2 Notions de base

1.2.1 Systeme dynamique discret
Un systéme dynamique discrets est représenté par une équation aux différences finies comme
suit :
z(k+1)=F(z(k),k), (1.1)
doux (k) e R", k€ Net FF: R" x N — R". On peut écrire aussi :
FO(@) =z, F'(2) = F(z), F(2) = F (F (2),... F* (z) = F (F*"' (x)).

et
o, 11 = F (20), w2 = F? (x0), ..., tx = F" (0).

1.2.2 Orbites

Lorbite de x par le systéme dynamique F est défine par :

O={F"(z), ke N}. (1.2)

1.2.3 Points fixes

On appelle "point fixe" d’'un systeme dynamique discret F' tout point z tel que

FP(z) =2, p=0,1,2 (1.3)

Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points d’équilibre.Si la matrice ja-
cobienne DF (x) n’a pas de valeurs propres dont le module soit égal a +1, = est un point fixe
hyperbolique. Si tous les modules des valeurs propres de DF (x) sont égaux a +1, = est un point

fixe elliptique.

1.2.4 Points périodiques et p-cycles

S'il existe k > 1, tel que F* (x) = z, on dit que z est un point périodique. La période d’un point

périodique x est le plus petit entier £ > 1 tel que :

1.2. Notions de base
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F*(z) = . (1.9

Un ensemble {zg,z,...7,_1} forme un cycle d’ordre p (ou une orbite périodique d’ordre p, ou

encore un p—cycle), si :

{F(x(i)):m(i—l—l), i=0,1,...p—1, s

Fz(p-1)) =x(0).
Autrement dit, chaque point d'un cycle d’ordre p est un point fixe pour F? ou F” (z (i)) = z (i),

pouri=0,1,....p — 1 et n’est pas un point fixe pour F* si k < p.

1.3 Stabilité

Iétude du comportement d'un systéme dynamique discret, correspond a I'étude de stabilité
des points fixes. Nous n’abordons ici que le probleme du point fixe et pour les points périodiques
de période p, il suffit de considérer la p-ieme itérée de 'application.

Soit le systeme dynamique non linéaire

x(k+1)=F(z(k)), (1.6)
dont la réponse est telle que :
ZL‘(]{?) :$(k> kﬁg,ﬂ?(k‘g)), (17)
et les condition initiales définies par
z (ko) =z (0). (1.8)
Soit z; un point fixe du systeme, on a :
Zf :F<l‘f). (19)

1.3.1 Définitions

Définition 1.1 Le sytéme est dit stable au sens de Lyapunov par rapport au point fixe x; si pour

des conditions initiales x (ko) suffisament proches du point fixe soit :
Ve >0, 30: ||z (ko) —xfl| <6 = ||z (k, ko, x (ko)) —z¢]| <&, Yk > k. (1.10)

Définition 1.2 Le point fixe x; est attractif lorsqu’il y a convergence de Uétat x vers Uétat x; au

bout d’un temps infini, les conditions initiales x (ko) étant bornées, soit :

\V//{TO € N; 360 (k‘o) , tel que : ||$ (k‘g) — l’fH < 50 (k‘o) = limx (k’, ]{30,113‘ (k’o)) =y, (111)

1.3. Stabilité



Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

lorsque 6 (ko) = +00, on dit que le point fixe x; est globalement attractif.

Définition 1.3 Le point fixe x ¢ est dit asymptotiquement (respectivement globalement asymptoti-
quement) stable lorsqu’il est a la fois stable au sen de Lyapunov et attractif (respectivement globale-

ment asymptotiquement)

1.3.2 Linéarisation

On considere le cas ou le systéme non linéaire décrit par (1.6) admet, au voisinage de z; = 0, un

développement limité de la forme :
z(k+1)=Ax (k) +r(||z|), (1.12)
dans lequel la matrice A est constante et :

D 113)

==0 ]

Le systeme linéaire décrit par la relation :
z(k+1)= Az (k), (1.14)

peut étre considéré comme la linéarisation de (1.6) autour z; = 0. il permet de statuer, locale-

ment, sur la stabilité du systeme non linéaire au point z; = 0.

Théoreme 1.1 1- Si tous les valeur propres de A sont des modules strictement inférieurs a lunité,
alors le point fixe x; du systéme (1.6) est asymptotiquement stable.

2- Si la matrice A admet au moins une valeur propre de module strictement supérieur a U'unité, alors
le point fixe x est instable.

3- Si certaines valeurs propres de la matrice A sont sur le cercle du rayon de l'unité et les autres a

lintérieur, on ne peut pas conclure la stabilté locale du point fixe x;.

1.3.3 Fonction de Lyapunov

La deuxieme méthode de Lyapunov permet 'analyse de la stabilité directement a partir des équa-
tions qui décrivent le systéme et ne nécessitent pas la détermination explicite de leurs solutions.
Nous introduisons une fonction continue v (z (k)) : R* — R™", dite de Lyapunov, vérifiant :
v (z (k)) défine positive, c’est-a-dire v (z (k)) > 0, Vx (k) # 0, et v (0) = 0.

1.3. Stabilité



Chapitre 1. Préliminaire sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets

Le principe de la deuxieme méthode de Lyapunov consiste a remplacer '’étude de convergence de
x (k, ko, x (ko)) vers zy = 0 par celle de v (x (k)) = v (z (k, ko, x (ko))) . En effet, si Av (k) est définie

négative pout tout k£ et pour z (k) au voisinage de x; = 0 tels que :

Ve (k), Av(z(k) = v(z(k+1))—ov(x(k))
= o(F @) -0 (k) <0,

nous pouvons alors conclure a la stabilité du point fixe z; = 0.

1.4 Bifurcations

1.4.1 Définitions

Soit le systeme dynamgie non-linéaire suivant
z(k+1)=F(z(k),a), (1.15)
dotuz (k) eR", ae R", ke Net F:R" x R" x N — R™.

Définition 1.4 Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution x; du systéeme (1.15)
lorsqu’on modifie le paramétre de contréle «, c’est a dire la disparition ou le changement de stabilité

et Uapparition de nouvelles solutions.

Définition 1.5 Un diagramme de bifurcation est une portion de lespace des paramétres sur laquelle

sont représentes tous les points de bifurcation.

1.4.2 Types de bifurcations

Il existe plusieurs types de bifurcation selon les propriétés des secondes dérivées de la famille
des fonctions F'(z (k),a). Chacune de ces bifurcations est caractérisée par une forme normale,
qui est '’équation générale typique de ce type de bifurcation [1, 2, 3]. Parmi les différents types
de bifurcations, pour les systémes dynamiques discrets, on trouve [4] :

1- Bifurcation de type noeud-col (ou tangente, ou pli) : cette bifurcation se produit lorsque
I'une des deux valeurs propres de DF (= (k) ,«) est égale a +1. Sur le diagramme des bifurcations
on observe, dans ce cas, une courbe de points fixes continue tangente a la ligne droite verticale.
Deux points d’équilibres existent (un stable et un instable) avant la bifurcation. Aprés la bifurca-

tion, plus aucun équilibre n’existe.

1.4. Bifurcations [
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2- Bifurcation transcritique : sur le diagramme de bifurcations cela se traduit par deux branches
différentes de points fixes qui se croisent en un point et par le changement de stabilité des deux
branches au passage par le point d’intersection.

3- Bifurcation de doublement de période (ou flip) : cette bifurcation a lieu lorsque 'une des
deux valeurs propres de DF (x (k),«) est égales a —1. Un point fixe stable d’ordre 1, devient
instable en méme temps que I'apparition d’'un cycle d’ordre 2 stable.

4- Bifurcation de Neimark-Sacker : cette bifurcation se produit lorsque DF (x (k) ,«) possede

deux valeurs propres complexe egale a e,

1.5 Section de Poincaré
Soit le systeme dynamiques différentiel suivant

z(t) = f(z(), (1.16)

et soit ® le flot du systeme (1.16)

® : IXR—1I
(x,t) — Py (x) =P (z,1)

qui possede les propriétés suivantes :

D, (ﬂfo) = Ty

Dy (mg) = @y (Ps(x0)), pour toust, x € R.

1.5.1 Définition

la section de Poincaré S est définie par :
S={HN®;(x), t, r € R}, (1.17)

ol H un hyperplan transverse au flot &, dans I'espace des phases. La section de Poincaré est un

outil tres fréquemment utilisé pour étudier les systemes dynamiques (notamment les trajectoires

1.5. Section de Poincaré
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périodiques). Le principe de construction de cette technique est illustré par la figure 1.1

Points d’intersections

e

- -e——" Trajectoire du systeme

Figure 1.1 - Principe de section de Poincaré.

1.5.2 Avantages de La méthode

- Elle transforme un systéme continu de dimension d (discrétiser le systeme) en un systeme discret
de dimension d — 1 en conservant les mémes propriétés topologiques.

- La description, la représentation et I'interprétation de la dynamique est simplifiée.

- La recherche des attracteurs autres que les points fixes est possible et leur étude est simplifiée

via les applications.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons avancé un rappelle récapitulatif sur les systemes dynamiques

non linéaires discrets et leurs propriétés générales.

1.6. Conclusion B
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2.1 Introduction

Dans l'usage courant, le «chaos» signifie "un état de désordre". Cependant, dans la théorie du
chaos, le terme est défini plus précisément. La théorie du chaos est un domaine des études en
mathématiques, avec des applications dans plusieurs disciplines comme la physique, I'ingénierie,
la biologie, 'économie, la météorologie, la sociologie et la philosophie. La théorie du chaos étu-
die le comportement des systemes dynamiques qui sont treés sensibles aux conditions initiales. De
petites différences dans les conditions initiales (telles que celles dues a des erreurs d’arrondi dans
le calcul numérique) produisent des résultats trés divergents pour de tels systemes dynamiques,
ce qui rend la prévision a long terme impossible en général. Cela se produit méme si ces sys-
témes sont déterministes, ce qui signifie que leur comportement futur est entierement déterminé
par leurs conditions initiales, sans éléments aléatoires impliqués. Ce comportement est connu
sous le nom du chaos déterministe, ou tout simplement le chaos. Il n’existe pas de définition
a la fois formelle et générale du chaos. Cependant, le chaos est défini généralement comme un
comportement particulier d'un systeme dynamique qui inclut :

— la non-linéarité : 'évolution irréguliere du comportement d’un systeme chaotique est due aux
non linéarités.

— le déterminisme : un systéme chaotique a des régles fondamentales déterministes et non
probabilistes.

— la sensibilité : le systeme manifeste une tres haute sensibilité aux changements de conditions.
— Pimprévisibilité : en raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent étre connues
seulement a un degré fini de précision.

— Dlirrégularité. 'ordre caché comprenant un nombre infini de modeles périodiques instables

(ou mouvements). Cet ordre caché forme l'infrastructure des systémes chaotiques

Le comportement chaotique peut étre observé dans de nombreux systemes naturels, comme
les conditions météorologiques et le climat. Ce comportement peut étre étudié par 'analyse d’un
modele mathématique chaotique, ou par des techniques d’analyse telles que des parcelles de

récurrence et de section de Poincaré.

Dans ce présent chapitre, nous donnons une bréve étude quantitative sur le chaos. Définition
du chaos, quelques outils mathématiques de quantification du chaos et différentes routes vers le

chaos sont les grandes lignes de ce chapitre.

2.1. Introduction
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2.2 Définition du chaos

On trouve dans la littérature plusieurs définitions mathématiques du chaos, mais jusqu’a
présent, il n’existe aucune définition mathématique universelle du chaos. Avant de donner la
définition du chaos, due a R.L Devaney, quelques définitions de base sont necessaires [6, 7].

Soit (I C R, d) désignant un espace métrique compact (d est une distance), et soit F' la fonc-
tion

F:I—1I z(k+1)=F(z(k)), 2(0) €I 2.1)

Définition 2.1 Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X. Y est dense dans X
si, pour n’'importe quel élément x € X , il existe un élément y dans le sous-ensemble Y arbitrairement
proche de x, c’est-a-dire si la fermeture de Y est égale a X : Y = X . Ce qui revient a dire que Y est
dense dans X si pour tout x € X on peut trouver une séquence de points {y,} € Y qui convergent

vers T .

Définition 2.2 F est dite avoir la propriété de sensibilité aux conditions initiales s’il existe 6 > 0 tel
que, pour z (0) € I et tout ¢ > 0 il exist un point y (0) € I point et un entier j > 0 satisfaisant :
d(z(0), y(0)) > e = d(FY (2(0), FY (y(0))) > 6, ou d représente la distance et F\Y) la j éme

itération de F.

Définition 2.3 F est dite topologiquement transitive si U et V étant deux ensembles non vides ou-
verts dans 1, il exist 2 (0) € U et un indice j € Z*, tel que pour FU) (x(0)) € V ou, de facon
équivalente, il exist un indice j € Z*, tel que pour FU) (U) NV # ().

On est maintenant en position d’énoncer la défintion du chaos, au sens de Devaney [8].

Définition 2.4 La fonction F' 2.1 est dite constituée d’une dynamique chaotique si :
(i) F posséde une sensibilité aux conditions initiales,
(ii) F est topologiquement transitive,

(iii) Lesemble des points périodiques de F est denses dans 1.

Bien qu’il n’existe pas de définition universellement acceptée de la notion du chaos, cette défini-

tion reste la plus intéressante car les concepts sur lesquels elle repose sont facilement observables.

2.2. Définition du chaos



Chapitre 2. Généralités sur le chaos

2.3 Caractéristiques du chaos

2.3.1 Sensibilité aux conditions initiales

La sensibilité aux conditions initiales est un phénomene découvert pour la premiere fois,
deés la fin du xixe siécle par Poincaré, puis a été redécouvert en 1963 par Lorenz lors de ses
travaux en météorologie. Cette découverte a entrainé un grand nombre de travaux importants,
principalement dans le domaine des mathématiques. Cette sensibilité explique le fait que, pour
un systeme chaotique, une modification infime des conditions initiales peut entrainer des résul-
tats imprévisibles sur le long terme. Le degré de sensibilité aux conditions initiales quantifie le

caractére chaotique du systeme [9, 10].

2.3.2 Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov servent a mesurer la divergence possible entre deux orbites issues
de conditions initiales voisines et permettent de quantifier la sensibilité aux conditions initiales
d’un systeme chaotique. Le nombre des exposants de Lyapunov est égal a la dimension de ’espace

des phases [11, 12, 13]. Soit le systéme dynamique nonlinéaire discret suivant :
z(k+1)=F(z(k)), (2.2)

avec z (k) € R". Nous supposons que la trajectoire émanant d’un état initial x (0) atteint un
attracteur. z (k) est ainsi bornée a I'interieur de l'attracteur.

Nous choisissons deux conditions initiales treés proches, note z (0) et £ (0) et ne regardons com-
ment se comportent les trajectoires qui en sont issues. En supposant que les deux trajectiores x (k)

et £ (k) s’ecart expontialement, apres £ il vient :
[ (k) — x (k)| = |£ (0) — x (0)] &, (2.3)

A indique le taux de divergence par itération des deux trajectoires dont I’'expression est la sui-
vante :

k| £(0) —x(0) (2.4

Pour x (0) et £ (0) proche, si le module de la différence ¢ = | (0) — z (0)| a tendance a converger

r= Lu[E0 =2t

ver zéro, on obtient :
(2.5)

1
A, = lim —limIn

k—oo e—0

Z(0) — z (0)

2.3. Caractéristiques du chaos
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cela donne :
o T (k) —z (k) tk—=1)—xz(k—1) (1) —x (1)
Av o= i T e T =2 —r (k=) < 7 (0) =2 (0)
k—1 . .
= lim lim — In :1:(2+1)—:1:(2+1)‘
k—o0 e—0 0 xT (Z) — X (2)
k—1 .
I | F(2(i) = F(x (i)
- ;}Eﬁlolli%%zln (i) — x (1)
=0
Finalementon a : .
T dF (z (1))
AL—;}L%OL%;C;“\ () | @0

AL, appelé exposant de Lyapunov, mesure le taux moyen de divergence de deux trajectoires dis-
tinctes, a partir de deux conditions initiales tres proches.
Dans le cas d’un systeme de dimension n > 1 il exist n exposant de Lyapunov )\(Lj), (j=1,2,...,n),
chacun d’entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes de I'espace de phase. Pour
le calcul de I'exposant de Lyapunov, nous partons d’un point initial = (0) € R", pour caractériser
le comportement infinitisémal autour du point z (k) par la premiere matrice dérivée DF (x (7))
Ofi(z(®) . . 9h(=z())
w1 (i) BENO)
DF (z (1)) = : : : 2.7)

Ofn(z(@) ..  Ofn(z(d))
0x1(1) Oxn (1)

Notons : J, = DF (z(k—1))...DF (z(0)), avec : Jy = DF (z(0)) .

Lexposant de Lyapunov est calculé par 'expression suivante :

- 1
AY = Iim S (e h)]L =12, (2.8)

k—oo

En analysant les exposants de Lyapunov d’'un systeme, nous pouvons conclure sur le type du
comportement de ce systeme comme suit :

-Si ), <... <)\ <0, il existe des point fixes asymptotiquement stables.

-Si N =0, )\, < ... <)\ <0, lattracteur est un cycle limite asymptotiquement stable.

-SiN ==X =0, )\, < ... < Ay <0, lattracteur est un tore de dimension k, c’est-a-dire
quasi-periodique.

-8i A\ >0, ), A\ <0, lattracteur est chaotique.

-SiA > >N >0, ), \ <0, lattracteur est hyperchaotique.

2.3. Caractéristiques du chaos
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2.3.3 Dimension fractale

Il existe plusieurs types de dimensions fractale (dimension de capacité, dimension d’informa-
tion, dimension de corrélation,...) pour les attracteurs chaotiques, parmi celle-ci on peut citer :
Dimension de Hausdorff

La dimension de Hausdorff de M C R"est définit par, [14] :
Dy =sup{d, u,; (M) =+oo} =inf{d, u, (M) =0}, 2.9)

d’ott p, (M) est la mesure d-dimensionnelle de Hausdorff de 'ensemble M. Ce type de dimen-
sion dépend uniquement des propriétés métriques de I'espace dans lequel se trouve ’ensemble

(attracteur ou non).

Dimension de Lyapunov
La dimension de Lyapunov est donné par, [15] :

Y
DL: =17
[ Ajs1]

d’ou )\, < ... < )\ sont les exposants de Lyapunov d’un attracteur d'un systeme dynamique et j le

+7 (2.10)

grand entier naturel tel que : Zle A; > 0. Ce type de dimensions tient compte de la dynamique

du systeme .

2.3.4 Attracteur étrange

Fattracteur étrange est une caractérstique géometrique du chaos. Il n’existe pas une définition
rigoureuse d’'un attracteur étrange ou chaotique et toutes les définitions qui on trouve dans la

littérature sont restrictives [16, 17, 18, 19, 20].

Définition 2.5 Un sous-ensemble borné A de Uespace des phases est un attracteur étrange pour une
transformation T de Uespace s’il existe un voisinage U de A, c’est a dire que pour tout point de A il
existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les propriétés suivantes :

1) U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T' dont le point initial est dans U est
entierement contenue dans U. De plus, toute orbite de ce type devient et reste aussi proche de A que
lon veut.

2) Les orbites dont le point initial est dans R sont extrémement sensibles aux conditions initiales.

3) A est un objet fractal.

2.3. Caractéristiques du chaos
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4) Pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi prés que l’'on veut de

ce point.

2.4 Transitions vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage vers le chaos. On constate dans tous les
cas que I’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive, mais marquée par des chan-
gements discontinus qu’'on a déja appelé bifurcations. On peut citer trois sénarios de transition

d’une dynamique réguliere a une dynamique chaotique lors de la variation d’'un paramétre :

2.4.1 Cascade de doublements de période

Ce scénario a été observé dans les années 60 par R.May en dynamique de populations sur I'ap-
plication logistique. Ce scénario est caractérisé par une succession de bifurcation de fourches. A
mesure que la contrainte augmente, la période d’un systeme forcé est multipliée par 2, puis par 4,
puis par 8, etc.,. Ces doublements de périodes sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période

est infinie, le systéme devient chaotique [21, 22].

2.4.2 Par intermittence

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouffées de turbulance. Lorsqu’on aug-
mente le parametre de contrdle, les bouffées de turbulence deviennent de plus en plus fréquentes,

et finalement, la turbulence domine.[23, 24].

2.4.3 Scénario de Ruelle et Takens

Ce scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de Ruelle et
Takens [25]. Dans un systeme dynamique a comportement périodique a une seule fréquence, si
nous changeons un parametre alors il apparait une deuxieme fréquence. Si le rapport entre les
deux fréquences est rationnelle comportement est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel,
le comportement est quasi périodique. Alors, on change de nouveau le parametre et il apparait

une troisieme fréquence et ainsi de suite jusqu’au chaos.

2.4. Transitions vers le chaos
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, apres une série de définitions sur la notion du chaos, nous avons présenté
des différents outils mathématiques qui nous servent a caractériser le comportement chaotique,
telles que la notion de sensibilité aux conditions initiales, les exposants de Lyapunov, la dimension

fractale et les attracteurs étranges. En fin, quelques scénarios de transition vers le chaos sont cités.

2.5. Conclusion
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3.1 Introduction

Dans la pratique, les systemes chaotiques discrets (SCD) jouent un réle plus important que
leurs parties continues. En fait, de nombreux modeles mathématiques des processus physiques,
des phénomeénes biologiques, des réactions chimiques et des systéemes économiques étaient définis
en utilisant des systemes chaotiques discrets. Certains systémes chaotiques et hyperchaotiques

discrets intéressants ont été présentés dans les deux dernieres décennies.

Dans ce chapitre, nous donnons une illustration concrete de toutes les notions précédentes
par des exemples célebres de systémes dynamiques chaotiques discrets dans le plan et dans I'es-

pace.

3.2 Systemes chaotiques discrets dans le plan

3.2.1 Attracteur d’Hénon

Pattracteur d’Hénon [26], est un systeme dynamique discret de dimension 2 dont la représenta-

tion d’état est la suivante :

{xl(k+1) = a—af (k) +bxz (F), (3.1)

zo(k+1) = x1(k),

3.1. Introduction
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pour les valeurs a = 1.4 et b = 0.3, cet attracteur présente un comportement chaotique, comme

l'illustre la figure 3.1.

Figure 3.1 - Lattracteur chaotique d’Hénon pour

les valeursa = 1.4 etb=0.3.

3.2.2 Application de Lozi

René Lozi [27], propose I'application suivante :

{xl(k-I—l) = —alz (k)] + 22 (k) + 1, (3.2)

xo (k+1) = bxy(k),

3.2. Systemes chaotiques discrets dans le plan
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pour les valeurs a = 1.7 et b = 0.5, cet attracteur suit un comportement chaotique comme le

présente dans la figure 3.2.

Figure 3.2 - Fattracteur chaotique de Lozi pour les

valeursa = 1.7et b = 0.5.

3.2.3 Systeme de Lorenz discret

Le systeme de Lorenz discret [28], est donné par :

{ ry(k+1) = (1+aB)z (k) — Bra (k)1 (k), (3.3)

v (k+1) = (1=pB)az(k)+pai(k).

3.2. Systemes chaotiques discrets dans le plan
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Le systeme 3.3 a attracteur chaotique, voir la figure 3.3, lorsque av = 1.25, et § = 0.75.

Figure 3.3 - Lattracteur chaotique de Lorenz

discret pour les valeurs o = 1.25, et 5 = 0.75.

3.2.4 Modele de Flow

Le modeéle de Flow est un systéeme chaotique discret de dimension 2 [28], présenté par :

{ v (k+1) = 22 (k) +az (k), (3.4)

r(k+1) = b+ai(k),

3.2. Systemes chaotiques discrets dans le plan
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d’ott a = —0.1, § = —1.7. Lattracteur chaotique de Flow est représenté dans la figure 3.4.

=05

Figure 3.4 - Lattracteur de Flow pour les

valeurs a = —0.let b = —1.7.

3.2.5 Systeme de Zeraoulia-Sprott

Zeraoulia et Sprott [29], ont introduit une nouvelle application discrete dans 2D comme suit :

{xl(k—i—l) = 1 (k) —ah(z2(k)),

(3.5)
T (]C + 1) = b!L‘l (k‘) s
d’oli a, b sont les parametres de bifurcation et la fonction / est définie par :
1
he(wz (k) = 5 (Zmuws (k) + (mo — 1) (|22 (k) + 1| = |22 (k) — 1))
Papplication (3.5) a attracteur hyperchaotique lorsque pour ¢ = 3.36, b = 1.4,my = —0.43 et

my = 0.41, voir la figure 3.5.

3.2. Systemes chaotiques discrets dans le plan
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Figure 3.5 - attracteur hyperchaotique de
I'application (3.5) pour a = 3.36,
b=1.4,mg= —0.43, et m; = 0.41 avec les

conditions x = y = 0.1.

3.3 Systemes chaotiques discrets dans I’espace

3.3.1 Systeme de Hitzl-Zele

Hitzl et Zele [30], obtiennent le systeme généralisé d’Hénon

T (k + 1) == —ﬂZL’Q (k’) s
vo(k+1) = x3(k)+1—azi(k), (3.6)

3.3. Systemes chaotiques discrets dans |'espace
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La figure 3.6, montre le comportement chaotique du systeme (3.6) lorsque («, ) = (1.07, 0.3).

Figure 3.6 - Lattracteur chaotique d’Hitzl-Zele
lorsque («, ) = (1.07, 0.3).

3.3.2 Systeme de Stefanski

Stefanski [31], a présenté un systeme discret en 3D comme suit :

71 (k+1) = 1+a3(k)—azi(k),
o (k+1) = 1+ Bay(k) — ax?(k), (3.7)
z3(k+1) = Bz (k),
et a montré que le systéme (3.7) était hyperchaotique et avait des attracteurs étranges avec deux
exposants de Lyapunov positifs et une dimension fractale 2 < Dc < 3 pour certains parametres

a € [1.22,1.40] et 8 = 0, 2. Dans la figure 3.7, I'attracteur hyperchaotique de Stefanski est obtenu

3.3. Systemes chaotiques discrets dans |'espace
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danslecasoua =1.4et3=0.2.

Figure 3.7 - Lattracteur hyperchaotique de
Stefanski lorsque o = 1.4 est 5 = 0.2.

3.3.3 Systeme de Baier-Klein

En 1985 [32, 33, 34], le systeme d’Hénon généralisé donné par

7 (k+1) = —0.1z3(k) — 23 (k) + 1.76,
z3(k+1) = x2(k),

3.3. Systemes chaotiques discrets dans |'espace
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a été présenté par Baier et Klein. Cattracteur hyperchaotique du systéme (3.8) est représenté dans

la Figure 3.8.

Figure 3.8 - Lattracteur hyperchaotique de Baier-Klein
(3.8).

3.3.4 Systeme de Rossler discret
Le systeme discret de Rossler [35], est représenté par :
1 (k+1) = axi (k) (1 -2 (k) — B (23 (k) +7) (1 — 222 (k)),

vy (k+1) = dzo(k) (1 — 29 (k) +sx3(k), (3.9)
w3 (k+1) = n(1 =0z (k))[(xs (k) +7) (1 — 222 (k) — 1],

3.3. Systemes chaotiques discrets dans |'espace
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tels que « = 3.8, 5 = 0.05, v = 0.35, 6 = 3.78, ¢ = 0.2, n = 0.1 et § = 1.9. Lattracteur hyperchao-

tique du systeme (3.9) est représenté dans la Figure 3.9

Figure 3.9 - attracteur hyperchaotique du

systeme discret de Rossler (3.9).

3.3.5 Systeme de Wang

Le systeme de Wang [36], est décrit comme suit

r1(k+1) = agzy(k)+ (ag + 1)z (k),
zo(k+1) = ayry (k) +y2 (k) + agxs (k) (3.10)
T3 (k‘ + 1) = (a7 + 1) I3 (]C) + a2 (k?) T3 (k?) + as.

Le systeme de Wang est hyperchaotique lorsque les valeurs des parametres de bifurcation sont

considérés comme (a1, as, as, a4, as, ag, a7) = (—1.9,0.2,0.5, —2.3,2, —0.6, —1.9). Lattracteur hyper-
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chaotique du systéme de Wang est présenté dans la Figure 3.10.

Figure 3.10 - Lattracteur hyperchaotique du
systeme de Wang lorsque (ay, as, as, aq, as, ag, az) =
(=1.9,0.2,0.5,-2.3,2,—0.6, —1.9) .

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques exemples sur les systemes chaotiques discrets

dans les dimensions 2 et 3. Ces systemes chaotiques sont utilisés ultérieurement comme des

applications de simulation dans le chapitre 5 pour valider numériquement les résultats obtenus

dans cette these. Beaucoup d’exemples sur les attracteurs étranges dans les systemes dynamiques

discrets sont trouvés dans des références qui traitent les systemes dynamiques en générale ou qui

ils sont liés a la théorie de controle et de synchronisation du chaos.

3.4. Conclusion



Chapitre 4

Théorie de synchronisation

1- Introduction

2- Types de synchronisation

3- Méthodes de synchronisation

4- Synchronisation chaotique et cryptage

5- Conclusion

29



Chapitre 4. Théorie de synchronisation

4.1 Introduction

Le sens originel de synchronisation a été maintenu jusqu’a présent dans l'usage familier de
ce mot, comme un accord ou corrélation dans le temps des différents processus. Ce phénomene
était un sujet de recherche active depuis les jours les plut tot de la physique [37, 38]. Thistoire
de la synchronisation remonte au dix-septiéme siecle, quand le scientifique hollandais, Christian
Huygen aurait constaté que deux de ses horloges a balancier, placées cote a cOte, convergeaient
rapidement vers un mouvement identique en phase et en fréquence; c’est a dire que les deux
horloges avaient une parfaite synchronisation. S’il les perturbait, elles se resynchronisaient en
une demi-heure, et s’il les éloignait, la synchronisation cessait. Dans la terminologie moderne,
cela signifie que les deux horloges ont été synchronisées dans 'antiphase due a 'accouplement

par le support mural [39, 40].

Récemment, la recherche pour la synchronisation s’est déplacée vers les systémes chaotiques.
Et comme ces derniers sont caractérisés par la sensibilité aux conditions initiales, la synchroni-
sation entre deux systémes chaotiques paraissait impossible. Mais les travaux de plusieurs scien-
tifiques dans ce domaine ont montré le contraire. Durant la décennie passée, plusieurs types de
synchronisation ont été étudiés, et beaucoup de méthodes ont été proposées. Tout d’abord avec
les travaux de Yamada et Fujisaka qui ont utilisé une approche locale de la synchronisation
chaotique [41]. Par la suite, Afraimovich et Al. ont développé les concepts importants liés a la
synchronisation chaotique [42]. Ultérieurement Pecora et Carroll ont défini la synchronisation
chaotique connue sous le nom de synchronisation identique, développée sur la base de circuits
chaotiques couplés, avec I'un appelé maitre et I'autre esclave [43]. Une autre solution plus ré-
cente est la méthode de synchronisation généralisée, dont Rulkov et Al. ont posé les bases [44].
Cette approche considere aussi une paire de systémes configurés en maitre-esclave, mais cette
fois le couplage n’est pas réservé a l'identité [45, 46, 47/]. En parallele avec ces études, est ap-
parue la notion de synchronisation de phases entre deux circuits chaotiques couplés, dans ce cas
la synchronisation vise a réaliser une cohérence de phases entre les variables d’état des systemes

considérés [48, 49, 50].

Plusieurs similitudes entre les systémes chaotiques et les systemes cryptographiques ont été
constatées, ce qui a motivé les chercheurs a exploiter des propriétés cryptographiques du chaos
dans les applications de télécommunication et de transmission sécurisée d’informations [51, 52,

, 54]. Depuis 'année 1990, I'utilisation de la synchronisation chaotique a attiré ’attention des

chercheurs travaillant dans le domaine de la cryptographie [55, 56, 57].

4.1. Introduction
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4.2 Types de synchronisation

Dans cette section, nous introduisons différents types de synchronisation a savoir la synchro-
nisation complete, 'anti-synchronisation, la synchronisation décalée, la synchronisation FSHB la

synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S.

4.2.1 Synchronisation complete

On considére un systéme chaotique maitre représenté par
X(k+1) = F(X(k)), (4.1)

d’'ou X (k) € R” est I'état du systéeme (4.1) et /' : R* — R". Et un systeme chaotique esclave
donné par
Y(k+1)=GY (k) +U, (4.2)

d'ou Y (k) € R" est I'état du systeme (4.2), G : R" — R" et U = (u;),,.,, est un vecteur de
contrOle a déterminer. On définit 'erreur de la synchronisation compléte en tant que
e(k) =Y (k) — X(k). (4.3)
Ainsi, le probleme de synchronisation complete est de déterminer le contréleur U de sorte que
1}1—>IIolo lle(k)|| = 0. 4.4)

d’ot ||.|| est la norme euclidienne.

Si F' = G, la relation devient une synchronisation complete identique.

Si F' # @, c’est une synchronisation complete non identique.

La synchronisation complete est donc une coincidence compléte entre les variables d’état des

deux systemes synchronisés [58].

4.2.2 Anti-Synchronisation

Théoriquement, deux systemes sont anti-synchronisés si d’une part, le systeme maitre et le sys-
téme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec des signes opposés et
que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systemes tend vers zéro lorsque le temps

tend vers l'infini [59]. Lerreur d’anti-synchronisation peut donc étre définie comme suit

e(k) = Y (k) + X (k). (4.5)

4.2. Types de synchronisation
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4.2.3 Synchronization décalée

Les chercheurs ont découvert que deux systéemes dynamiques chaotiques non identiques peuvent
exposer un phénomene de synchronisation dans lequel les variables dynamiques des deux sys-
temes deviennent synchronisées, mais avec un décalage en temps [60]. On dit qu'on a une
synchronisation retardée (ou anticipée) si les variables d’état Y (k) du systeme chaotique es-
clave converge vers les variables d’état X (k) décalée dans le temps du systeme chaotique maitre
comme 'indique la relation ci-dessous

lim ||V (k) — X (k —7)|| =0, (01‘1 lim || (k) —X</<:+T)||), Va (0), (4.6)

k—o0 k—oo

avec 7 est un nombre positif tres petit.

4.2.4 Synchronisation projective

On dit qu'on a une synchronisation projective si les variables d’état y; (k) du systéeme chao-
tique esclave Y'(k) = (y: (k)),<;, se synchronisent avec une constante multiple de I'état x; (k) du

systeme chaotique maitre X (k) = (z; (k)),<;<,,, tels que [61] :
Ja; #£ 0, klim ly; (k) — ax; (k)] =0, Y (z(0),y(0)), i=1,2, .. n. 4.7)

Le cas ou tous les o; sont égaux a 1 représente un cas de synchronisation complete. Le cas ou tous

les «; sont égaux a —1 représente un cas d’anti-synchronisation complete.

4.2.5 Synchronisation FSHP

On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais full state hybrid projective synchroniza-
tion), si chaque variable d’état y; (k) , 1 < i < n, du systeme chaotique esclave se synchronise avec

une combinaison linéaire des variables de l'état z; (k), 1 < i < n, du systéeme chaotique maitre,

tels que :
3(8);; € R, lim |y, (k) — > Bywi (k)| =0, V(x(0),y(0), i=12 .n (4.8)
La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective [62, 63, 64, 65,

, 68].

4.2. Types de synchronisation
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4.2.6 Synchronisation généralisée

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la synchronisation
complete, I'anti-synchronisation et la synchronisation projective dans le cas des systemes chao-
tiques de dimensions et de modeles différents [70]. Elle se manifeste par une relation fonction-
nelle entre les deux systemes chaotiques couplés. On considére un couple de systémes maitre-

esclave représenté par

{X(k+1) = F(X(k)), (4.9)

Yk+1) = GY(k)+U,
dou X (k) € R", Y(k) € R™ sont les état des systémes maitre et esclave, respectivement, [ :
R* - R", G:R™ - R™ et U = (u;),;,, €st un controleur.
S’il existe un controleur U et une fonction ¢ : R — R™, telles que toutes les trajectoires des

systemes maitre et esclave, avec les conditions initiales = (0) et y (0) , vérifient :
Tim (| (k) — 6 (X (B)]| =0, ¥z (0), ¥y (0), (4.10)

alors, les systemes maitre-esclave (4.9) se synchronisent aus sens généralisé par rapport a la
fonction ¢. Si la fontion ¢ est definie par ¢ (X (k)) = AX (k) tel que A = (A;)
une synchronisation full-state hybrid projective [71].

on dit qu’on a

mxn?

4.2.7 Synchronisation Q-S

La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de synchronisa-
tions précédentes [72]. Nous disons qu'un systéme maitre, n-dimensionelle, X (k) et un systéme
esclave, m-dimensionelle, Y (k) sont en synchronisation ) — S dans la dimension d, s’il existe
un contrdleur U = (u;),;,, et deux fonctions @ : R* — R%, S : R™ — R telle que l'erreur de
synchronisation

e (k) = Q (X (k) — S (V (k). 4.11)

vérifie limy_, ||e (k)| = 0.

4.3 Meéthodes de synchronisation

Cette section est consacrée a la présentation de diverses méthodes de synchronisation les

plus performantes et les plus rencontrées.

4.3. Méthodes de synchronisation
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4.3.1 Meéthode du controleur actif

Tapplication du controle actif pour la synchronisation des systémes chaotiques, a été proposée
par Bai et Lonngren [73], c’est une technique efficace qui a montré sa puissance non seulement
pour la synchronisation des systémes identiques, mais aussi pour la synchronisation des systemes
non identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité remarquable pour 'implémentation
de l'algorithme [/4, 75]. Soit deux systémes chaotiques a synchroniser, maitre et esclave, définis
par :

z(k+1) = F(x(k)), (4.12)

et
yk+1)=Gy(k))+ U, (4.13)

d’ou z(k) € R™, y(k) € R" sont les état des systémes maitre et esclave, respectivement, /' : R" —
R", G : R" — R" et U = (u;),,, €st un contrbleur a déterminer. Pour que les deux systemes
se synchronisent, il faut que l'erreur entre les trajectoires des deux systémes converge vers zéro

lorsque le temps tend vers I'infini. Cette erreur est obtenue comme suit :

e(k+1) = ylk+1)—x(k+1)
= G(y(k)) — F(z(k)) + U. (4.14)

Si on peut écrire la quantitie G(y(k)) — F(z(k)) de la facon suivante
G(y(k)) — F(z(k)) = Ae(k) + N(z(k), y(k)), (4.15)
I'erreur peut étre exprimée comme suit :
e(k+1) = Ae(k) + N(z(k),y(k)) + U, (4.16)

dou A € R™" est une matrice constante et N une fonction non linéaire. Le controleur U est
proposé comme suit :

d’ot1 V est le controleur actif, défini par :
V = —Le(k), (4.18)
d’oul L est une matrice de contréle inconnue. On obtient donc, la formule finale de I'erreur :

e(k+1) = (A— L)e(k). (4.19)

4.3. Méthodes de synchronisation
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Donc le probléme de la synchronisation entre le systéme maitre (4.12) et le systéme esclave
(4.13) est transformé en probléme de zero-stabiltée du systeme (4.19). Maintenant, le Théoréme
qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systemes dynamiques linéaires

discrets.

Théoreme 4.1 Le systéeme maitre (4.12) et le systéeme esclave (4.13) sont globalement synchronisés
sous la loi du contrédle (4.17), si et seulement si la matrice de contrdle L est choisie telles que les

valeurs propres de A — L se trouvant a Uintérieur du disque de luniteé.

4.3.2 Méthode du Backstepping

La méthode du backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d’'une fonction de
Lyapunov avec la conception du contréleur nécessaire [76, 77, 78]. En consideére que le systeme

maitre et le systeme esclave sont définis comme suit :

T = f1<$17x2>;

Tg = f2($1, T2, 173)7

(4.20)
\ En = fu(x1, 229, ..., T4),
et
= fi1(y1,y2),
U2 = fo y17y2,y3),
( i “4.21)
L yn = fn<y17 Y2,y .-y yn) + Uu,
d’ou fiest une fonction linéaire, f;, (i = 2,3,...,n), sont des fonctions non-linéaires et u est un

contrbéleur qui doit étre choisi convenablement pour obtenir la synchronisation entre les systémes
(4.20) et (4.21). Lerreur de synchronisation est définie comme suit :

.
€1 =Y — Ty,

€2 = Y2 — T2,

(4.22)

4.3. Méthodes de synchronisation
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alors, la dynamique du systéme d’erreur s’écrit :

)
é1 = g1(e1, e2),

éy = ga(er, €2, €3),

(4.23)

L en = gn(eh €2, ...,y en) + u,
d’ott g;est une fonction linéaire, et ¢;, (i = 2,3,...,n), sont des fonctions non-linéaires. Cobjectif
est de calculer une loi de contrdle u qui assure la convergence du systeme ¢;, (i = 1,2,...,n),

vers lorigine en utilisant l'algorithme backstepping. Pour cela, le systeme d’erreur (4.23) doit

étre décomposé en sous systeme :
e1, (e1,62), (e1,e2,€3), ..., (€1,€2,€3,....€,),
et pour chaque sous systeme on défini une fonction de Lyapunov V positive :
V,(ej,uj,5), (4.24)

d’ou j est I'ordre du sous-systeme, u;, «; représentent, respectivement, la loi de contrdle et le
controleur virtuel du sous systeme d’ordre j. u; et «; sont calculés a chaque fois de tel sorte que
Vj < 0.

Remarque 4.1 Il existe plusieurs avantages dans cette méthode :

- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du controleur.

- Elle peut étre appliquée a différents systemes chaotiques.

- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul controleur.

- Le controleur calculé offre une simplicité dans U'implémentation de Ualgorithme.

4.3.3 Méthode du mode glissant

Dans la théorie du contréle robuste, la méthode du mode glissant est souvent pratiquée en raison
de ses avantages inhérents, telles que la réalisation facile, la réponse rapide et une bonne per-
formance transitoire ainsi que sa sensibilité aux incertitudes des parametres et des perturbations
externes [79, 80, 81, 82]. Soit les systemes chaotiques maitre et esclave donnés par les formes

suivantes :
x(t) = Az(t) + f(2(t)), (4.25)

et

y(t) = Ay(t) + f(y(1) + u, (4.26)

4.3. Méthodes de synchronisation
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d’ou z(k) € R", y(k) € R" sont les états des systémes maitre et esclave, respectivement, A € R"*"
une matrice constante, f : R” — R" est une fonction non-linéaire et u € R" est un contrbleur a
déterminer. Terreur entre le systeme maitre (4.25) et le systéme esclave (4.26) est définie par :

e = y — x. La dynamique de l'erreur peut s’écrire comme suit :
¢ =Ae+n(r,y) + u, 4.27)

d’ou 1 (y,z) = f(y(t)) — f(x(t)). Si on se base sur le principe du controle actif pour éliminer la

partie non-linéaire du systeme d’erreur (4.27), la loi de contrdle u est choisie comme suit :
u= Bv—n(z,y), (4.28)

d’ot v C’est le contréleur actif et B un vecteur constant de gain qui doit étre calculé de telle sorte
que le couple (A, B) soit contrélable. En substituant (4.28) dans (4.27), la dynamique de l'erreur
est simplifiée comme suit :

é = Ae + Bu. (4.29)

Ainsi, le probléme de synchronisation peut étre remplacé par un équivalent probleme de la stabi-
lisation de la solution e = 0 du systeme (4.29) par un choix approprié du contréleur en mode glis-
sant. Dans la méthode du mode glissant [83], nous définissons la surface de glissement s,comme
suit : .

s(e)=Ce= chej, (4.30)

j=1
d’out C : est un vecteur constant a déterminer, et le systéme controlé doit satisfaire : s (e) = 0,

$(e) = 0. Alors, on peut écrire :

$(e) =C(Ae+ Bv) =0, (4.31)

donc le controleur v est donné par

v=—(CB)""'CAe, (4.32)

d’ol1 C' est choisi de telle sorte que C' B # 0. Lexistence de (C'B)™" est une condition nécessaire.

La nouvelle forme de I'erreur de synchronisation est donnée par

¢=[I-B(CB)"'C] Ae. (4.33)

Pour assurer la stabilité asymptotique du systéme controlé, le vecteur C' doit étre choisi de telle
sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice [/ — B (CB)™* C] A soient toutes

négatives. Dans [84], le contréleur en mode glissant est proposé de la forme
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§=—qsgn(s) — ks, (4.34)

d’out sgn (.) est la fonction signe, et ¢, k > 0, sont des constantes. Dans ce cas, Le contrdleur v est
donné par
v=—(CB) " [C (kI + A)e+qsgn(s), (4.35)

ce qui est équivalent a

(4.36)

I (CB) ' [C (KT + A)e+qsgn(s)], sis(e)>0,
—(CB) ' [C (kI +A)e+qsgn(s)], sis(e)<0.

Théoreme 4.2 Le systéeme maitre (4.25) et le systeme esclave (4.26) sont globalement synchronisés
par le contréleur
u= Bv—n(z,y), (4.37)

d’ot1 v est defini par (4.35), (A, B) soit contrélable et q, k > 0.

Preuve. Pour observer la zero-stabilité de la dynamique de I'erreur de synchronisation, on consi-

dére la fonction de Lyapunov suivante :
S

V= = (4.38)

d’ou
V = —ks — qsgn (s) s, (4.39)
puisque sgn (s) est toujours positive tant que e # 0 et k, ¢ > 0, alors V' < 0. Ainsi, par la théorie
de la stabilité de Lyapunov, il est immédiat que la dynamique d’erreur (4.26) est globalement
asymptotiquement zéro-stable. Par conséquent, il en résulte que le systéme maitre (4.25) et le

systéme esclave (4.26) sont globalement synchronisés. m

4.4 Synchronisation chaotique et cryptage

Dans cette section, on s’'intéresse aux techniques de transmission sécurisée d’informations
qui reposent sur le principe de synchronisation chaotique. La majorité des techniques de cryptage
chaotique utilisent la configuration maitre-esclave pour laquelle on dispose d’un émetteur (sys-
teme maitre) qui génére le signal du texte chiffré transmis vers un systéme récepteur (systéme
esclave) qui a pour objectif de synchroniser avec le systeme maitre et de restaurer le signal d’in-
formation. Parmi les méthodes de transmission chaotiques on peut citer : le cryptage par addition,

le cryptage par commutation, le cryptage modulation.
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4.4.1 Cryptage par addition

Dans cette technique [85, 86, 87, 88, 89], s’appelée aussi le masquage chaotique, I'émetteur est
un systeme chaotique x (¢) (systéme maitre) dont le signale de sortie y () est ajouté au signal du
message. La somme de deux singaux est transmise au respeteur. Le recepteur (systéme esclave)
est constitué d’un systeme chaotique identique a I'’émetteur. Ainsi, apres la synchronisation des
deux systéemes chaotiques (émetteur et recepteur) le message est extrait a ’'aide d’'une opération

de soustraction. La figure 4.1 illustre le principe de base de cette technique.

mt]

Systeme chaotique F— dysteme chaotiqe

Canal publi

Emetteur Receptenr

Figure 4.1 - Cryptage par addition.

4.4.2 Cryptage par commutation

Dans cette méthode [90, 91, 92], '’émetteur est composé de deux systemes chaotiques et le mes-
sage M (t) (de type binaire : 0 ou 1) est utilisé pour commuter entre A(¢) encodant le bit 1 et
B(t) encodant le bit 0. Le signal résultant est transmis travers le canal de transmission vers le
systeme récepteur constitué de deux systemes chaotiques esclaves identique a ceux de I'’émetteur.
Le premier systeme esclave synchronise exclusivement avec le premier oscillateur (correspondant
au signal chaotique A(t)) de telle facon que le bit 1 est détecté par la convergence de I'erreur de

synchronisation vers zéro et par conséquent le signal d’information peut étre enfin restauré a la
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fin du processus de détection. Le schéma représentant cette méthode est donné par la figure 4.2.

EMETTEUR

message
binare
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—

Systéme

/C chaonugue: Alr)
e
\ Systenme

= chaotique: B(t)
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|
|
|
|
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Xn !

RECEPTEUR
---------- -1
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[
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[
|
|
[

» 5 | 3
Systéme . | E2
esclave Bt |- |

[
[
|
|

(g

= " mM 4

message
restauré

M)

=

Figure 4.2 - Cryptage par commutation.

4.4.3 Cryptage par modulation

Le principe de la modulation paramétrique [93, 94, 95, 96], consiste a utiliser le message M (¢),

pour moduler 'un des paramétres du systeme chaotique émetteur X (¢). Le systéme récepteur

Z (t) synchronise d'une maniére adaptative avec I'émetteur chaotique et le message M (¢) est res-

tauré par l'intermédiaire d’'une loi d’adaptation. La figure 4.3 représente le schéma d’un systéme
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de communication utilisant cette technique.

EMETTEUR

Signal chatique

transmus

X

Mit)
message

4.5 Conclusion

RECEPTEUR

0

\—/I

LOI D'ADAPTATION

Mi(1)

Figure 4. 3 - Cryptage par modulation.

message

restauré

Tobjectif principal de ce chapitre était de présenter, les différents types de synchronisation et

les diverses méthodes de synchronisation les plus performantes. La derniére section de ce chapitre

est consacrée aux techniques de transmission sécurisée d’informations les plus rencontrées qui

sont basées sur le principe de synchronisation chaotique.
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Chapitre 5. Quelques nouveaux résultats sur la synchronisation des systémes chaotiques discrets

5.1 Introduction

Au cours des deux dernieres années, de nombreux chercheurs ont proposés des différents
schémas de contrdle pour la synchronisation du chaos [98, 99, ) ) ], mais la plupart
des travaux se sont concentrés sur les systemes chaotiques continus plutot dans les systemes dis-
crets. Dans la pratique, les systemes chaotiques discrets (SCD) jouent un role important et attirent
de plus en plus d’attention [103]. En fait, de nombreux modeles mathématiques des processus
physiques [104, , ], des phénomenes biologiques [107], des réactions chimiques [108] et
des systemes économiques [109], sont bien décrits par I'intermédiaire de systemes dynamiques
chaotiques discrets. Récemment, la synchronisation des systemes chaotiques discrets a été large-

ment étudié en raison de ses applications potentielles dans la sécurité des communications et la

cryptographie [110, , , , , , 1.

Jusqu’a présent, diverses approches ont été proposées pour la synchronisation chaotique (hyper-
chaotique) discrets telles que : la synchronisation compléte [117], la synchronisation retardée
et anticipée [118, 1, la synchronisation impulsive [120], I'anti-synchronisation et hybride
synchronisation [121], la synchronisation projective [122], la synchronisation projective fonc-
tionnelle [123, , ], la synchronisation projective matricielle [126], la synchronisation full
state hybrid projective [127, 1, la synchronisation fonction-cascade [129], la synchronisation
généralisée [ 1, la synchronisation Q-S [ , 35]. D’autre part, I'’étude des synchronisations
de types inverses telles que : la synchronisation projective inverse [132], la synchronisation pro-
jective matricielle inverse [133], la synchronisation full state hybrid projective inverse [134], la
synchronisation retardée inverse [135, ] et la synchronisation généralisée inverse [137], etc.,

est une idée séduisante et importante, surtout dans les applications.

Le présent chapitre expose le contenu de notre travail. Dans la section 2, nous étudions la
synchronisation chaotique compléte entre des systémes quadratiques générales discrets. Dans la
section 3, quelques résultas pour la synchronisation FSHP inverse dans 2D, 3D et n-D sont derivés.
La section 4, est consacrée a 'étude de la synchronisation généralisée et son type inverse. Un
nouveau type de synchronisation généralisée est proposé dans la section 5. La section 6, a pour
but de présenter un nouveau critére de synchronisation. Enfin, les résultas derivés sont conclu

dans la section 7.

5.1. Introduction
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5.2 Nouveau schéma de synchronisation chaotique pour des

systemes quadratiques en 3D

Dans cette section, un nouveau schéma de synchronisation est proposé pour un couple ar-
bitraire de systémes quadratiques chaotiques discrets en 3-D. Basée sur des controleurs non li-
néaires et la théorie de stabilité de Lyapunov, la méthode de synchronisation proposée est théori-
quement rigoureuse. Le critere de synchronisation dérivé peut également s’appliquer a une classe
large des systémes chaotiques discrets. Notre schéma de contréle est utilisé pour illustrer la syn-
chronisation complete entre le systeme discret de Rossler et le systeme de Wang. En outre, des
simulations numériques sont utilisées pour montrer 'efficacité et la faisabilité de la méthode de
synchronisation proposée. Le contenu de cette section a fait I’objet d’'une publication : “A New
Synchronization Scheme for General 3D Quadratic Chaotic Systems in Discrete-Time”, Non-
linear Dynamics and Systems Theory, 15(2), 2015, 163-170 [138].

5.2.1 Systemes maitre-esclave

Considérons le systéeme maitre sous la forme suivante

M-

zi(k+1)=) az; (k) + Zzam% (k) +ci, 1<i<3, (5.1)

j=1 q=1 p=1

d’oltt X (k) = (zi (k)),<;<5 est le vecteur d’état du systéme maitre, (a;) € R>, <a§3) € R33,

i=1,2,3, (¢;) __. sont des nombres réels.
’ 1<i<3

Comme systéme esclave, nous considérons le systeme chaotique suivant

3 3

3
+1) =) by (R)+ > 0> BYy, (k) yg (k) + di +u;, 1<i<3, (5.2)
j=1

q=1 =1

d’olt Y (k) = (yi (k));<;<; est le vecteur d’état du systeme esclave, (b;;) € R¥?, (6&) € R33,

i=1,2,3, (d;),_ _, sont des nombres réels, et (u;),,.5 sont des controleurs.

Remarque 5.1 Les systéemes quadratiques chaotiques discrets en 3D peuvent étre écrits sous la forme
de (5.1) tels que : systéeme de Baier-Klein, systéme de Stefanski, systéme discret de Rossler; systéme de

Wang, etc,.

Notre but, pour réaliser la synchronisation entre le systéme maitre (5.1) et le systeme esclave

(5.2) pour les constantes arbitraires a;;, b;;, apq, BY ¢ et d;, (i,p,q = 1,2,3), est de déterminer

pg’

5.2. Nouveau schéma de synchronisation chaotique pour des systémes quadratiques en 3D
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les controleurs wu;, 1 <i < 3, qui stabilisent les erreurs de synchronisation suivantes

alors le but de la synchronisation compléte est de faire limy . ¢; (k) =0, (i =1,2,3).

5.2.2 Nouveau schéma de synchronisation

Les erreurs de synchronisation entre le systéme maitre (5.1) et le systeme esclave (5.2), peuvent

étre dérivées de la maniére suivante :

3
d’ou

3 3 3 3
Ri=Y (b —ai)w; (k) + Y Y By (k)yg (k) =YY allz, (k) +di—c;, 1<i<3.
j=1 q=1 p=1 q=1 p=1
(5.5)

Pour réaliser une synchronisation complete entre les systemes (5.1) et (5.2), nous choisissons les

w

contrbleurs uq, uy et u3 comme suit

up = liey (k) + (ba2 — bia + 12) €2 (k) — (b1 + b3z + I3) e3 (k) — Ry,
up = — (boy + b1y + 1) e1 (k) + laea (k) + (bsg — bas + I3) e3 (k) — Ry, (5.6)
ur = (bir — b1 + 1) ex (k) — bazea (k) + (baz + 23) e3 (k) — R,

d’'ot (l;),.;4 sont des constantes de contréle a déterminer plus tard. En substituant 'équation

(5.6) dans I'équation (5.4), Les erreurs de synchronisation peuvent étre écrites sous la forme

€1 (k? + 1) = (b11 + ll) €1 (]{7) + (bgg + lg) €9 (]C) — (b33 + l3) €3 (k?) s
€9 (/{7 + 1) = — (b11 + ll) €1 (k) =+ (bgg + lg) €9 (k‘) —+ (b33 + lg) €3 (k’) s (57)
es(k+1) = (b1 +10)er (k) +2(bsz+13)es(k),

Maintenant, nous avons le résultat suivant.
Théoreme 5.1 Si les constantes de contréle (1;),,., sont choisies comme suit

_bll — \/Lg < ll < —b11 + \/L§7
—boy — \/Lﬁ <ly < —byy + \/Li’ (5.8)
—b33 — \/Lg < 13 < —b33 + \/Lé,

5.2. Nouveau schéma de synchronisation chaotique pour des systémes quadratiques en 3D
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alors le systéeme maitre (5.1) et le systéme esclave (5.2) sont globalement synchronisés par la loi de
contréle (5.6).

Preuve. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique, suivante :

Ve ) =Y e (), 59
alors nous obtenons
AV (e(k) = V( (k+1)) = V(e(k))
= Z e; (k+1 Z e;
= 3 (bu +1)° + (5_22 +15)? €2 (k) 4 6 (bss + 13)” €2 (k)
+ [(bn + ll) (b22 + lg) — (bu + ll) (bgg + lg)] €1 (]{7) €9 (k))
+[= (b1 + 1) (bsg + I3) — (bar + 11) (bss + I3) + 2 (b11 + 11) (bsz + I3)] e1 (k) e3 (k)

+ [= (boo + I2) (b33 + I3) + (boo + I2) (bss + Is)] €2 (k) e3 (k) — €} (k) — €3 (k) — €3 (k)
= (3 (bu + l1)2 — 1) 6? (l{i) -+ (2 (522 + l2)2 — 1) 6% (]{?) + (6 <b33 + 13) ) 6 )

en utilisant (5.8), nous obtenons : AV (e(k)) < 0. Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de
Lyapunov, il est immédiat que limy_., ¢;(k) = 0, 1 < i < 3. Par conséquent, les systemes (5.1) et

(5.2) sont globalement synchronisés. m

5.2.3 Exemple d’illustration

Dans cet exemple, on considere le systeme de Rossler discret comme systéme maitre et le systeme

de Wang contr6lé comme systeme esclave. Le systeme de Rossler discret, est décrit par :

m(k+1) = amy (k) (1— a1 (K)) — B (s (k) +7) (1 — 25 (k).
za(k+1) = o0xg(k) (1 — 22 (k) +czs3(k), (5.10)
z3(k+1) = n((zs (k) +7) (1 =222 (k) — 1) (1 — b1 (k)

dou a =38, 5 =005 ~v=035 09§ =378 ¢=02,1n=01etd = 1.9. Le systtme de Wang

contr6lé peut étre décrit comme suit :

yi(k+1) = azyz (k) + (as + 1) y1 (k) + g,
Y2 (k+1) = ayi (k) +v2 (k) + azys (k) + us, (5.11)
ys (k+1) = (a7 +1)ys (k) + aey2 (k) ys3 (k) + a5 + us,

5.2. Nouveau schéma de synchronisation chaotique pour des systémes quadratiques en 3D
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d’ot (a1, as, as, ayq, as, ag, a7) = (—1.9,0.2,0.5, —2.3,2, —0.6, —1.9), uy, us et uz sont des controleurs.
Selon notre approche présentée ci-dessus, pour réaliser la synchronisation compléte entre le sys-
teme de Rossler discret (5.10) et le systeme controlé de Wang (5.11), les contréleurs de synchro-

nisation peuvent construits comme suit :

Uy = 1161 (l{?) —+ (1 — as + lg) €9 (k’) — (Cl7 + 1 + lg) €3 (]{7) — Rl,
uy = — (a1 +as+1+10)er (k) +lzes (k) + (a7 +1—as+13)es (k) — Ry, (5.12)
us = (a4+1+l1)61 (k)+(a7+1+2l3) €3 (k?) —Rg,

d’ou
Ri=L,+N;, i=1,23, (5.13)
d’ou
Ly = (aa+1—a)xi (k) + (as — f12) w2 (k) + Bas (k) + B,
Ly = aizq (k) + (1= By2) 22 (k) + (a2 — <) 23 (k) , (5.14)
Ly = =01 —ny)z1 (k) + 2nyx2 (k) + (a7 + 1 —n) 3 ()
+as —ny + 1,
et
Ny = ax?(k)—2Bx3 (k) xs (),
N3 = aeyz (k) ys (k) — 2ny0x1 (k) 22 (k) + nbzy (k) 23 (k)
+2na2 (k) x3 (k) — 200y (k) 22 (k) 25 (k) ,
et les constantes de contrdle (;), ., sont choisies de la maniere suivante
—a4—1—\%<l1<—a4—1+\%,
—1—% <ly< —1+¢L§, (5.16)
—a7—1—\/L6<l3<—a7—1+\/L6.

Il est facile de montrer que toutes les conditions du Théoréme (5.1) sont satisfaites. Par consé-
quent, le systemes (5.10) et (5.11) sont globalement synchronisés. En utilisant les controleurs

(5.12), le systeme d’erreur peut étre décrit comme suit

er(k+1)=(as+1+h)er (k) + (1 +1l)ex (k) — (a7 +1+13)es(k),
€9 (k’—{—l) = —(CL4+1—|—11)€1 (k‘)+(1+l2) €9 (k:)+(a7—|—1—|—l3) €3 (k), (517)
es(k+1)=(ags+1+0h)es (k) +2(ar+1+13)e3(k),

5.2. Nouveau schéma de synchronisation chaotique pour des systémes quadratiques en 3D
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Corollaire 5.1 Si nous choisissons les constantes de contréle (l;),;., comme suit : l; = 1,1, = —1

et [3 = 0.8. Alors, les systemes (5.10) et (5.11) sont globalement synchronisés.

0.025
002
0015

0.005

P T N A N SN S N
4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure 5.1 - Iévolution des erreurs de la synchronisation

complete entre les systemes (5.10) et (5.11).

5.3 Synchronisation FSHP inverse

Dans cette section, quelques approches sont proposées pour étudier le probleme de la synchro-
nisation IFSHP des SCD. Basé sur la stabilité de Lyapunov et des lois de contréle non linéaires,
des different schémas pour la synchronisation FSHP inverse dans 2D, 3D et n-D sont présentés.
Le contenu de cette section a fait 'objet d'une publication : “On inverse full state hybrid pro-
jective synchronization of chaotic dynamical systems in discrete-time”, International journal

of dynamics and control, 2015 [134].

5.3.1 Définition de synchronisation FSHP inverse

Considérons les systemes chaotique suivants

zi(k+1) = f,(X (k), 1<i<n, (5.18)

5.3. Synchronisation FSHP inverse



Chapitre 5. Quelques nouveaux résultats sur la synchronisation des systémes chaotiques discrets

et
yi(k+1) =g (Y (k) +w, 1<i<n, (5.19)

dott X (k) = (2 (k))1<;cp,» Y(Kk) = (vi (k)),<,<, sont les vecteurs d’état du systeme maitre et le
systeme esclave, respectivement, f;, g; : R" — R, 1 < i < n, etu;, 1 <i < n, est un vecteur de
controle.

Définition 5.1 On dit qu’on a une synchronisation FSHP inverse entre le systéme maitre (5.18)
et le systéme esclave (5.19), s’il existe des contréleurs u;, 1 < i < n, et des constantes (0,;) € R"*" de

telle sorte que les erreurs de synchronisation
e; (k) =a; (k) = > Oy; (k), 1<i<n, (5.20)
j=1

verifie que lim ., e (k) =0,1<i<n.

5.3.2 Synchronisation FSHP inverse en 2D

Nous considérons que le systéme maitre est donné sous la forme suivante

{m@+n::zimwwm+ﬁw%»
va(k+1) = Y7 ag; (k) + f2 (X (k)

d’ott X (k) = (1 (k) , x5 (k)" est le vecteur d’état du systéme maitre, (a;;) € R>?et f; : R — R,

(5.21)

1 = 1,2, sont des fonctions non linéaires. Le systéme esclave, est donné comme suit :

{yﬂk+D—gMY@»+uh (5.22)

Y2 (k+1) = g2 (Y (K)) + ug,

dou Y (k) = (y1 (k) , y2 (k)" est le vecteur d’état du systéme esclave, g; : R2 — R, i = 1,2, et u;,
i = 1,2, sont des controleurs. Selon la definition de la synchronisation FSHP inverse, le systeme

d’erreur entre le systéme maitre (5.21) et le systeme esclave (5.22) peut étre derivé comme suit

2
e1(k+1) = (a1 +ax—1h)er (k) + (a2 + ag —la)ea (k) + Ry — Z 01u;,

e (5.23)
€9 (k + 1) = (CL21 + a12 — lg) €1 (/{Z) — (CL11 + 99 — l1> €9 (l{?) —+ RQ — Z QQjUj,
j=1
d’ou (I;), _ _, sont des constantes de controle et
Ry = fi—0ug —bOige + Z?Zl Ajy; (k) (5.24)
Ry = fa—0ng1 — 0202+ 232-:1 A2y (k)

5.3. Synchronisation FSHP inverse
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d’oll A1 = a1011 + 22021, M2 = a11612 + a12022, Ao1 = 116011 + 12021 €t Ag2 = a11612 + a1202.

Supposons que 611652 # 0126021, alors nous choisissons les contréleurs (u;),.,., comme suit

_ 0R; — 012y _ 011Ry — 01 Ry

U = et ug = ) (5.25)
L O — O 0ufn — 016
Théoreme 5.2 Si les constantes de contréle (1;), ., sont choisies comme suit
(CLH “+ ag9o — l1)2 + ((Igl + a9 — 12)2 < 1, (526)

alors les systemes (5.21) et (5.22) sont globalement synchronisés FSHP inverse en 2-D.

Preuve. En substituant Eq. (5.25) dans Eq. (5.23), le systéme d’erreur entre les systemes (5.21)

et (5.22) peut étre décrit comme suit :

(5.27)

{ €1 (]{7 —+ 1) = (CL11 + 929 — ll) €1 (k) —+ (CL12 + 91 — lg) €9 (k) s
€9 (k? + 1) = ((121 + a9 — lg) €1 (l{?) - ((111 + a99 — ll) €9 (l{i) .

Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante : V (e (k)) = €2 (k) + €2 (k) , alors nous

obtenons

AV (e(k)) = V(e(k+1)) =V (e(k))

= (a1 +agn — 11)2

el (k) + (ag + aip — lo)” €3 (k)
+2 (a11 + az — L) (a12 + az — I2) €1 (k) e2 (k)
+ (ag1 + a1y — )" € (k) + (an + agy — )" €3 (k)
—2 (a1 + agy — l1) (a12 + age — lz) €1 (k) e (k)
—ei (k) — €5 (k)

= [(a11 + a2 — h)* €} (k) + (az + a12 — b)* — 1] (€] (k) + 3 (k)) .

En utilisant (5.26), nous obtenons : AV (e (k)) < 0. Ainsi, a partir de la théorie de stabilité¢ de
Lyapunov, il est immédiat que lim;_., €;(k) = 0, i = 1, 2. Par conséquent, les systémes (5.21) et

(5.22) sont globalement synchronisés FSHP inverse. m

5.3.3 Synchronisation IFSHP en 3D

Dans ce cas, les systemes maitre et esclave sont considérés sous les formes suivantes

5.3. Synchronisation FSHP inverse
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v (k+1) =37 aya; (k) + fi (X (k), 1<i<3, (5.28)
yi(k+1) =g: (Y (k) +w;, 1<i<3, (5.29)

dott X (k) = (x; (k))1<;<3 Y (k) = (yi (k));<,;<5 sont les vecteurs d’état du systéme maitre et du
systéme esclave, respectivement, (a;;) € R**3, f; : R* — R, 1 < i < 3, sont des fonctions non
linéaires, g : R? — R, 1 <i < 3, et u;, 1 <i < 3, sont des contrbleurs. Le systétme d’erreur entre

le systeme maitre (5.28) et le systeme esclave (5.29) peut étre donné par

€1 (I{Z + 1) €1 (k?)
es(k+1) | =(A+L)| ea(k) | —0U+R, (5.30)
es(k+1) es (k)

d'ott A = (aij)4,5, U= (Ui)1<ics

l —a13 +ag +1ly —aiz — (asz +I3)
Ly = —a91 + —2 (an + ll) Iy —a93 , (5.31)
—az1 + a1 + 1 —azz + az + 1o l3
(li)1<i<3 sont des constantes de controle, 0§ = (0;;),, €t
R=f(X(k)—0g(Y(k)—Li X (k)+0(A+ L)Y (k). (5.32)

Théoreme 5.3 Pour une matrice inversible 0, la synchronisation FSHP inverse entre le systéme
maitre (5.28) et le systéeme esclave (5.29) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées
(1) U =0"'R, dott 0! est la matrice inverse de la matrice 6.

(ll) |a11 + l1| < \/Lé, |CL22 —+ l2| < \/Lg et |CL33 + l3| < \/Lﬁ
Preuve. En utilisant (i), le systeme d’erreur (5.30) peut étre décrit comme suit :
€1 (k? + 1) = (an + ll) €1 (k?) + ((122 + lg) €9 (k) — ((133 + l3) €3 (k) y

€9 (k) + 1) = =2 ((In + ll) €1 (k)) + (azz + lz) €9 (k)) s (5.33)
€3 (k + 1) = ((111 + ll) €1 (k) + (a22 + lg) €9 (k) + (a33 + 13) €3 (k,’) .

5.3. Synchronisation FSHP inverse
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Pour analyser la stabilité de la zéro-solution du systeme (5.33), nous considerons la fonction de

Lyapunov : V (e (k)) = 3.7, ¢? (k) , alors nous obtenons

AV (e(k)) = V(e(k+1)) =V (e(k))

Mw

e? (k+1) —

Moo

= :<a11 +1)% e} (k ):+ 3(az +1o)* €3 (k) + 2 (ass + 13)" €3 (k)

+[2(a11 + 11) (a2 + 1a) — 2 (a11 + 1) (age + 12)] €1 (k) ez (k)
+[— (a1 + 1) (ags + I3) + (a11 + 11) (ass + l3)] e1 (k) e3 (k)
+ [ (a2 + 1) (ass + I3) + (a2 + 2) (ass + I3)] e2 (k) €5 (k)
—ei (k) — e (k) — 5 (k)
= (6(ars +1)*—1) € (k) + (3 (as +12)* — 1) €3 (k) + (2 (azs + 15)* — 1) €3 (k),

)
)

et par (ii) nous obtenons : AV (e(k)) < 0. Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de Lyapunoy, il
est immédiat que limy ., €; (k) = 0, ¢ = 1,2, 3. Par conséquent, les systémes (5.28) et (5.29) sont

globalement synchronisés FSHP inverse. m

5.3.4 Synchronisation IFSHP en n—D

Considérons le couple des systemes chaotiques suivant

X(k+1)=AX (k) + f(X(k)), (5.34)
Y(k+1)=g9(Y(k)+U, (5.35)
d'ou X(k) € R", Y(k) € R" sont les vecteurs d’état de systeme maitre et de systeme esclave,
respectivement, A € R"*" f : R® — R” est une fonction non linéaire, g : R" — R" et U =

(4i)1<;<,, st un vecteur de contr6le. Le systeme d’erreur entre le systeme maitre (5.34) et le

systeme esclave (5.35) peut étre décrit comme suit

e(k+1) = X(k+1)—0Y(k+1)
= (A—Ly)e(k)+ R— 06U, (5.36)

d’ou
R=LyX (k) + (A— L) 0Y (k) + f(X(k)) — g (Y (k)), (5.37)

0 € R"*" et Ly, € R™"™ est une matrice de contrdle inconnue.

5.3. Synchronisation FSHP inverse
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Théoreme 5.4 Pour une matrice inversible 0, la synchronisation IFSHP entre le systéme maitre
(5.34) et le systeme esclave (5.35) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) U =6""'R, dott 0! est la matrice inverse de la matrice 6.

(ii) (A — Ly)" (A — Ly) — I est une matrice définie négative.

Preuve. En substituant la loi de contrél donnée par (??) dans Eq.(5.36), le systeme d’erreur entre

les systemes (5.34) et (5.35) est donné comme suit
e(k+1) = (A — Ly)e(k). (5.38)
Nous considerons la fonction de Lyapunov : V (e (k)) = e (k) e (k) , alors nous obtenons

AV (e(k)) = e'(k+1e(k+1)—e"(k)e(k)
= (k) (A~ Ly)" (A~ Ly)e(k) — " (k)e(k)
= Tk [(A= Lo)" (A= La) — 1] e(k),
et par (ii) nous obtenons : AV (e(k)) < 0. Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de Lyapunoy, il

est immédiat que limy_., € (k) = 0. Par conséquent, les systemes (5.34) et (5.35) sont globalement

synchronisés FSHP inverse. m

5.3.5 Exemples

Dans ce paragraphe, deux exemples sont considérés, pour donner une justification numérique

aux schémas de controle présentés ci-dessus

Exemple 1 :

On considere le systeme de Lorenz discret comme un systeme maitre et le systeme de Fold contr6lé

comme un systeme esclave. Le systéme de Lorenz discret peut étre décrit comme suit :

To(k+1) = x(k+1)=(1—0b)zy (k) + b2 (k), '
d’ot (a, b) = (1.25, 0.75) . Le systeme de Fold contrdlé est décrit comme :
yi(k+1) = ay (k) +ye (k) + u, (5.40)
v2(k+1) = i (k) + 5+ ua,

5.3. Synchronisation FSHP inverse



Chapitre 5. Quelques nouveaux résultats sur la synchronisation des systémes chaotiques discrets

dou (a,p) = (—0.1, —1.7), u; et uy sont des contrdleurs. Dans ce cas, nous choisissons les
constantes (6;;),, ., comme suits

0, 6 0.5 1
iz ) ’ (5.41)
921 922 1 0.5

et selon notre schéma de contréle présenté dans le paragraphe 5.3.2, nous obtenons

(“11 a12)2<1+“b 0 ) (5.42)

21 Q22 0 1-b

( fi (X (k) ) _ ( —bxy (k) z2 (k) ) _ (5.43)
f2 (X () b} (k)

Corollaire 5.2 Pour les systemes maitre-esclave (5.39) et (5.40), si les constantes de controle et lo

sont choisies tels que :
24+ab—b—1)+1% <1, (5.44)

alors sont globalement synchronisés FSHP inverse.

Les résultats numériques sont présentés, pour (/;, ly) = (=2, 0.05), dans la figure 5.2.
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Figure 5.2 - évolution des erreurs de la synchronisation

FSHP inverse entre les systemes (5.39) et (5.40).
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Exemple 2 :

Maintenant, nous considérons que le systéme d’Hitzl-Zele est un systéme maitre et le systéme

controlé de Stefanski un systeme esclave. Le systéme d’Hitzl-Zele peut étre défini comme suit :

T (kf + ].) = _/B.TQ (k’) s
zo(k+1) = x3(k)+1—azi(k), (5.45)
z3(k+1) = Bag(k)+ 21 (k),

d’ot (o, ) = (1.07, 0.3) . Le systéme controlé de Stefanski est décrit comme :
y(k+1) = 1+4yz(k)—ay2 (k) + us,

yo (k+1) = 1+ bys (k) —ay? (k) + us, (5.46)
Ys (k + 1) = byl (k) + Uus,

dotta =1.4,b=0.2, uy, us et uz sont les controleurs.

Dans ce cas, nous choisissons les constantes (6;;),, , comme suits

05 0 0
0 = 0 05 0 ; (5.47)
0 0 05

et selon notre schema de contréle présenté dans le paragraphe 5.3.3, nous obtenons

0 -8 0
A=10 0 1|, (5.48)
1 B8 0
0
FX(E) =] 1—aad(k) |- (5.49)
0

Corollaire 5.3 Pour les systemes (5.45) et (5.46), si les constantes de contrdle [, [, et [3 sont choisies
tels que :

| < o] < —= et |I3] < —= (5.50)

1 1
V6 V3 \/_

alors sont globalement synchronisés FSHP inverse.
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Les résultats numériques sont présentés, pour (I, lo,l3) = (—0.06,0.01, —0.2) , dans la figure 5.3.
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Figure 5.3 - Iévolution des erreurs de la synchronisation FSHP

inverse entre les systemes (5.45) et (5.46).

5.4 Synchronisation généralisée des systemes chaotiques dis-

crets avec des dimensions différentes

Parmi tous les types de synchronisations proposés, la synchronisation généralisée a été large-
ment etudieé. En synchronisation généralisée, on dit que deux systémes chaotiques sont synchro-
nisés s'il existe une relation fonctionnelle entre les états du systeme maitre et du systeme esclave
[139]. Notons que la plupart des méthodes pour atteindre la synchronisation généralisée sont
liées aux systémes chaotiques continus [140, , ]. Peu de méthodes sont liées aux systemes
chaotiques discrets [143, ]. Dans cette section, nous étudions le probléme classique et le pro-
bléme inverse de la synchronisation généralisée dans le cas des systéemes chaotiques discrets avec
des dimensions différentes. Des simulations numériques sont effectuées pour vérifier I'efficacité

des schémas de synchronisation proposés. Le contenu de cette section a fait I'objet d'une publica-
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tion : “Generalized Synchronization of Different Dimensional Chaotic Dynamical Systems in
Discrete Time”, Nonlinear Dyn., 2015 [145].

5.4.1 Probleme classique de la synchronisation généralisée

Considérons le systeme maitre suivant
X(k+1) = f(X(k)), (5.51)
d’ou X (k) € R™ est un vecteur d’état et f : R™ — R". Le systéme esclave, est donné comme suit :
Y(k+1)=BY(k)+g(Y (k) + U, (5.52)

d’ou Y (t) € R™, B est la matrice m x m des parametres du systeme esclave, g : R™ — R™ est la
partie non linéaire et U = (u;),,.,, est un contrdleur.

Afin d’étudier le probleme classique de la synchronisation généralisée entre les systemes chao-
tiques discrets donnés par les équations (5.51) et (5.52), nous discutons la stabilité asymptotique
de la zéro-solution du systéeme d’erreur e (k) = Y (k) — ¢ (X (k)). Nous choisissons un controleur
U telles que les solutions du systéeme d’erreur e¢;(k) vonta 0,7 = 1,2,--- ,n, que k tend vers +oc.
Dans ce cas, le systéme d’erreur de la synchronisation généralisée, entre le systeme maitre (5.51)

et le systeme esclave (5.52), peut étre derivé comme suit

e(k+1) = BY (k) + g(Y (k) — 6 (F(X(k))) + U, (5.53)

d’ot1 ¢ : R™ — R™. Pour réaliser la synchronisation généralisée entre les systemes (5.51) et (5.52),

le controleur U est chosi comme suit :
U=—-LY(k)—g(Y(k)+ ¢ (f(X(K))+ (L1 — B)o(X(k)), (5.54)

d’ou L; € R™*™ est une matrice de contréle inconnue, a déterminer. En substituant '’équation

(5.54) dans I'équation (5.53), le systéme d’erreur peut étre décrit comme suit :

e(k+1) = (B — L) e(k). (5.55)

Théoreme 5.5 S'il existe une matrice définie positive Py, de telle sorte que (B — L1)" (B — L) — I =
— Py, alors le systeme maitre (5.51) et le systeme esclave (5.52) sont globalement synchronisés, par

rapport a ¢, pour le contréleur (5.54).
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Preuve. Nous construisons la fonction de Lyapunov sous la forme

V (e(k)) = €T (k)e(k), (5.56)

on obtient

AV (e(k)) =eT(k+1)e(k+1) —el'(k)e(k)
el (k)(B = L1)"(B — Li)e(k) — e (k)e(k)

e'(k) [(B— L1)T(B — L) — I] e(k) = —e" (k) Pre(k) < 0.

Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, il est immédiat que lim;_ . e; (k) =0, =1,
2,...,m. Alors, la solution zéro du systeme d’erreur (5.56) est asymptotiquement stable, et par

conséquent, les systemes (5.51) et (5.52) sont globalement synchronisés. m

5.4.2 Probleme inverse de la synchronisation généralisée

Maintenant, les systémes chaotiques maitre et esclave sont considérés sous les formes suivantes

X(k+1) = AX (k) + f(X(k)), (5.57)
Y(k+1) = g(Y (k) + U, (5.58)

dou X (k) € R*, Y(k) € R™ sont les vecteurs d’état du systeme maitre et du systéme esclave,
respectivement, A € R"*" f : R” — R" sont les parties linéaire et non linéaire du systeme
maitre, respectivement, g : R™ — R™ et U = (u;),.,.,, est un vecteur de contréle. La définition
de la synchronisation généralisée inverse entre le systéme maitre (5.57) et le systeme esclave
(5.58) est donnée par :

Définition 5.2 Le systéme maitre (5.57) et le systéme esclave (5.58) sont dits synchronisés généra-
lisés inverses, s’il existe un contréleur U = (u;), ., et une fonction o : R™ — R" de telle sorte que
Uerreur de synchronisation

e(k)=X(k)—p (Y (k)), (5.59)

vérifie que lim 4, ||e (k)| = 0.

Dans ce cas, le systeme d’erreur entre le systeme maitre (5.57) et le systéme esclave (5.58), peut

étre décrit comme suit :

e(k+1)=AX(k)+ f(X(k)) — (g (Y(k)) +U). (5.60)

5.4. Synchronisation généralisée des systémes chaotiques discrets avec des dimensions différentes



Chapitre 5. Quelques nouveaux résultats sur la synchronisation des systémes chaotiques discrets

Pour réaliser la synchronisation généralisée inverse entre les systemes (5.57) et (5.58), le contro-

leur U est chosi comme suit :

U=—g(Y(k))+ o " [f(X(k)) + L2 X (k) + (L2 — A)p(Y (K))], (5.61)

d’ot1 7! : R"® — R™ est la fonction inverse de ¢ et L, € R™ " est une matrice de controéle incon-

nue, a déterminer plus tard. En substituant '’équation (5.61) dans I’équation (5.60), le systéme

d’erreur peut étre décrit comme suit :

e(k+1) = (A — Ly)e(k). (5.62)

Théoréme 5.6 S'il existe une matrice définie positive P, de telle sorte que (A — Lo)T (A —Ly) — I =
— P, alors le systéme maitre (5.57) et le systéme esclave (5.58) sont globalement synchronisés, par

rapport a , sous la loi de contréle (5.61).

Preuve. Nous construisons la fonction de Lyapunov sous la forme
V (e(k)) = e’ (k)e(k), (5.63)

on obtient

AV (e(k)) =el(k+1)e(k+ 1) —ef(k)e(k)
e (k)(A = La)" (A = La)e(k) — e (k)e(k)

e'(k) [(A— Lo)"(A — Ly) — I] e(k) = —e" (k) Poe(k) < 0.

Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, il est immédiat que lim; .. e; (k) =0, =1,
2,...,n. Alors, la solution zéro du systéeme d’erreur (5.63) est asymptotiquement stable, et par

conséquent, les systemes (5.57) et (5.58) sont globalement synchronisés. m

5.4.3 Exemples numériques

Dans ce paragraphe, pour valider les résultats théoriques dérivés ci-dessus, deux exemples sont
considérés.

Exemple 1 :

Ici, nous considérons le systeme hyperchaotique de Stefanski comme systeme maitre et le systeme
de Lorenz discret comme un systeme esclave. Le systeme de Stefanski peut étre décrit comme

suit :
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7 (k+1) = 1+ax3(k)—azi(k),
o (k+1) = 1+ Bay(k) — az?(k), (5.64)
T3 (k’ + 1) = 6371 (k) s

d’olt @« = 1.4 et § = 0.2. Le systeme controlé de Lorenz discret peut étre décrit comme suit :

(5.65)

{yl(k+1) = (L+ab)y (k) = bys (k) ya (k) + ua,
y2 (k+1) = (1-b)yz (k) +bys (k) + ua,

dotta =1.25,b=0.75 et U = (uy, us)” est le contrdleur. Nous sélectionnons la fonction ¢ : R? —

R? et la matrice de contrdle L, respectivement, comme suit

¢ (x1(k), 2 (k), 3 (k) = (21 (k) + 23 (k), 22 (k) + z3 (k)), (5.66)
L1::< Ld+aB 0 )' 5.67)
1—8 0,82

Ensuite, selon notre approche présentée dans le paragraphe 5.4.1, nous obtenons

B:<1+a60), (5.68)
1-8 0

et

(5.69)

oV () = ( ~Byr () 2 (k) ) |

By (k)

En utilisant des calculs simples, nous pouvons montrer que (B — L;)”(B — L) — I est une matrice
définie négative. Par conséquent, dans ce cas, les systemes (5.64) et (5.65) sont globalement

synchronisés par rapport a ¢. lévolution des erreurs de la synchronisation généralisée entre les
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systemes (5.64) et (5.65) est représentée sur la Figure 5.4

i
=
£

Figure 5.4 - évolution des erreurs de la synchronisation

généralisée entre les systemes (5.64) et (5.65).

Exemple 2 :

Maintenant, nous considérons le systéme d’Hitzl-Zele comme systéme maitre et le systeme controlé

de Fold comme systeme esclave. Le systéme d’Hitzl-Zele peut étre défini comme suit :

r1(k+1) = —pBxy(k),
ro(k+1) = x3(k)+1—azxi(k), (5.70)
z3(k+1) = Bay(k)+ 21 (k),

d’ou (a, B) = (1.07, 0.3) . Le systeme contr6lé de Fold discret peut étre décrit par

{yl(k+1) = 2 (k) +ayr (k) + ua,

(5.71D)
Y2 (k+1) = b+yi (k) + uo,

d’ott (a,b) = (—0.1,—1.7) et U = (uy, up)" est un contrdleur. Si nous sélectionnons la fonction

¢ : R? — R3 et la matrice de contréle L,, respectivement, comme suit

0 (1 (k) ya (k) = (1 (k) 2 (K) , 21 (k)" (5.72)
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01 —-b 0
Ly, = 0 061 1 ) (5.73)
1 b 0.25

Ensuite, selon notre approche présentée dans le paragraphe 5.4.2, nous obtenons

0 -b 0
A=10 0 1 |, (5.74)
1 b 0
et
0
fX(R) =] 1—azi(k) |- (5.75)
0

Par des calculs simples, nous pouvons montrer que (A — Ly)T (A — Ly) — I est une matrice définie
négative. Par conséquent, dans ce cas, les systemes (5.70) et (5.71) sont globalement synchro-

nisés par rapport a . évolution des erreurs de la synchronisation généralisée inverse entre les
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systemes (5.70) et (5.71) est illustrée dans la Figure 5.5.
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Figure 5.5 - Iévolution des erreurs de la synchronisation

généralisée entre les systemes (5.70) et (5.71).

5.5 Nouveau type-généralisé de synchronisation chaotique

Dans cette section, nous proposons un nouveau type de synchronisation en combinant entre
la synchronisation projective matricielle et la synchronisation généralisée inverse. Basés sur des
controleurs non linéaires et la théorie de stabilité de Lyapunov, des schémas efficaces de controle
sont introduits et de nouveaux criteres de synchronisation sont dérivés. Ce nouveau type de syn-
chronisation chaotique nous permet d’étudier la synchronisation entre différents systemes chao-
tiques discrets dans différentes dimensions. Le nouveau type de synchronisation est appliqué avec
succes au plusieurs exemples et des simulations numériques sont données pour illustrer l'effica-
cité du nouveaux résultats. Le contenu de ce chapitre a fait 'objet d’'une publication : “A New
Generalized-Type of Synchronization for Discrete-Time Chaotic Dynamical Systems”, Jour-
nal of Computational and Nonlinear Dynamics, 10(6), 2015, 061019-8 [146].
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5.5.1 Synchronisation A — ¢ généralisée

Considérons le couple des systemes chaotiques suivant

X(k+1) = f(X(k),

(b+1) = F(X(0) 576)
Y(k+1) = g(Y(k)+U,

dou X (k) € R™, Y(k) € R™ sont les vecteurs d’état du systéme maitre et du systeme esclave,

respectivement, f : R" — R", g : R™ — R™ et U = (u;),.,.,, €st un vecteur de controéle.

Définition 5.3 Le systéme maitre X (k) et le systéme esclave Y (k) sont dits synchronisés généralisée
A — ¢, il existe un contréleur U = (u;),.,.,, , une matrice A, d x m, et une fonction ¢ : R — R%,

de telle sorte que Uerreur de synchronisation
e(k) =AY (k) — o (X(K)), (5.77)
vérifiant lim ., |le (k)|| = 0. Le nombre d est appelé la dimension de la synchronisation.

Remarque 5.2 Lorsque (A, ¢(.)) = (I, X(k)), (Ao () = (I,-X(k)), (A,o(.) = (A, X(k)) et
(Ao () = (1,9 (X(k))) lasynchronisation complete, Uanti-synchronisation, la synchronisation pro-

jective matricielle, et la synchronisation généralisée inverse apparait, respectivement.

5.5.2 Critere de synchronisation dansle cas : d = m

Dans ce cas, le systéme maitre et le systéme esclave sont donnés sous les formes suivantes

{ X(k+1) = fX(#), 5.78)
Y(k+1) = BY(k)+g(Y(k))+U,

dou X (k) € R™, Y(k) € R™ sont les vecteurs d’état du systéme maitre et du systeme esclave,
respectivement, f : R — R", B est une matrice constante m x m, g : R™ — R™ est une fonction
non linéaire et U = (u;),,;,, est le contréleur. Le systeme d’erreur entre le systeme maitre et le

systeme esclave du couple (5.78), selon la définition (5.2), peut étre dérivé comme suit :

e(k+1)=(B—L)e(k)+ AU + R, (5.79)
d’ou
R=(L—B)(AY (k) —¢(X(k) — o (f(X(K)) +ABY (k) +g(Y(k))), (5.80)
et L € R™ est une matrice de controle inconnue. Pour atteindre une synchronisation géné-
ralisée A — ¢ entre les systemes du couple (5.78), nous proposons une loi de contréle U come
suit :
U=—-A'R, (5.81)
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d’ott A~! est la matrice inverse de la matrice A. En utilisant le controleur (5.81), le systéme

d’erreur (5.79) peut étre décrit sous la forme
e(k+1)=(B—L)e(k). (5.82)

En utilsant la théorie de stabilité de Lyapunov on peut voire que, si la matrice de contrdle L est
choisie de telle sorte que (B—L)” (B — L)— I soit une matrice définie négative, alors toute solution
du systeme d’erreur (5.82) vont a 0, lorsque k tend vers +oc.

Maintenant, on peut donner le Théoreme suivant :

Théoreme 5.7 Pour une matrice A inversible, la synchronisation généralisée A — ¢ entre le systéme
maitre et le systeme esclave (5.78) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées

1) U=-A1'R.

(ii) (B — L)T(B — L) — I est une matrice définie négative.

5.5.3 Critere de synchronisation dans le cas : d # m

Maintenant, nous considérons le couple maitre-esclave comme suit

(5.83)
V(k+1) = g(Y(k)+U,

dou X(k) € R™, Y(k) € R™ sont les vecteurs d’état du systeme maitre et le systeme esclave,

{ X(k+1) = f(X(k),

respectivement, f : R” — R"”, g : R™ — R™ et U = (u;),.,-,, €st un vecteur contréle. Dans ce
cas, nous supposons que d < m. Le systeme d’erreur entre les systémes du couple maitre-esclave

(5.83), peut étre décrit comme suit :

e(k+1) = Le(k) + AU + R, (5.84)
d’ou
R=—L(AY (k) — ¢ (X(k)) + Ag(Y (k) — & (f(X(K))), (5.85)
A11 Ald Alm
A= O : (5.86)
Ag Agq Agm

et ¢ : R* — R? et L = diag(ly,...,l4) est une matrice de controle inconnue a déterminer. Pour
réaliser la synchronisation généralisée A — ¢ entre les systemes (5.83), le controleur U est chosi

comme suit :
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U= (u,..,ug0,..0)7", (5.87)

en substituant '’équation (5.87) dans I'’équation (5.84), le systéme d’erreur peut étre décrit comme

suit :
e(k+1) = Le(k) + AU + R, (5.88)
d’ou
All Ald
A= Do , (5.89)
Aa Adad

~ T . A . . . /7 . 7
et U = (uy,...,uq) estle nouveau loi de contrdle. Pour atteindre la synchronisation généralisée

A — ¢ entre les systémes du couple (5.83), le vecteur U est donné come suit :

U=-A"'R, (5.90)
d’ot1 A~ est la matrice inverse de la matrice A. En utilsant (5.90), le systeme d’erreur (5.88) peut
étre décrit comme

e(k+1) = Le(k). (5.91)

Prenons la fonction de Lyapunov quadratique suivante : V (e (k)) = S, 2 (k) , on obtient

=1 "1

AV (e(k)) = Vi(e(k+1))—V (e(k))

= Do)=Y k) = (1) (h),

=1 =1

si les constantes de controle (I;) _ _ sont choisies de telle sorte que (I7 — 1) < 1, (1 <4 < d), nous
obtenons : AV (e(k)) < 0. Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, il est immédiat que
limy ., €;(k) =0, (1 <i < d).Par conséquent, les systémes (5.83) sont globalement synchronisés.

Maintenant, on peut énoncer le Théoréme suivant :

Théoreme 5.8 Pour une matrice A inversible, la synchronisation généralisée A — ¢ entre les systémes
du couple maitre-esclave (5.83) se produit, si les conditions suivantes sont vérifiées
D U=-A"'R.

(it) Toutes les constantes de contréle (I;) _ _ vérifiant [l;| < 1,i=1,2,....d.
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5.5.4 Applications

Pour valider les résultats théoriques dérivés ci-dessus, on considere le systeme de Lorenz discret
comme un systéme maitre et le systéme controlé de Wang comme un systeme esclave. Le systeme

maitre peut étre décrit comme :

{ pi(k+1) = (1+aB)z (k) — Bry (k) z2 (k) (5.92)

zy(k+1) = (1—p)xy (k) + Bz (k),

d’ou (o, ) = (1.25, 0.75). Le systeme esclave est décrit comme :

Y1 (k? + ].) = a35y2 (k?) + (CL45 + 1) U1 (k?) + Uy,
Yo (k+1) a10y; (k) + ya (k) + a2dys (k) + us, (5.93)
ys (k+1) (a70 + 1) y3 (k) + asdy2 (k) y3 (k) + as0 + us,

d’ou ((11, ag, as, a4, as, Gg, Ay, 6) = (-197 0.2,0.5,—-2.3,2,—-0.6, —1.9, ].) et U = (ul, U, U3)T est le
vecteur de controle.

Synchronisation entre le systéme de Lorenz discret et le systéme de Wang dans 3D

Dans ce cas, les quantités B, g sont données, respectivement, par :

a0 +1 azd 0 0
B = a0 1 asd , g (Y (k) =
0 0 CL7(S +1 a6(5y2 (lﬂ) Ys (k) + 615(5

Selon notre approche présentée dans le paragraphe 5.5.2, la fonction ¢, la matrice A et la matrice

de contréle L sont choisies, respectivement, comme suit :

x1 (k) 1 -0.1 -0.1 a0 + 0.5 asd 0
) (]{7) 5 1 1 —0.1 5 CL15 0.5 CL25

Alors, le vecteur de contréle est construit comme suit :

U=—A"1x(Ry,Ry,Rs)", (5.94)
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0 0 —-0.1
douAt=|10 0 et
0 1 0

R, = zj?zl m,y; (k) + Zle 01,25 (k) — 0.1ag0ys (k) ys (k) — 0.1as6 4 By (k) 22 (k)
R2 = Zj’:l N2;Y; (k) + Z?:l 92jxj (k) - 0.1&6(53/2 (k) Y3 (k) — 0.1@5(5 — BZE% (k) ,

Ry = Z?:l n3;9; (k) + Z§:1 Os;x; (k) acdys (k) ys (k) + as0 — By (k) x5 (k) + B3 (k)
(5.95)

d’otn,; = (0 — 0.1ay) 0+1.5, 915 = (azd — 0.015) , ;3 = — (0.19 (az + a7) + 0.15) , 9, = (aq + a1) 6+
01.5, 799 = (1.5 + 1 4 agd) , 193 = (ag — 0.1ay) 6+ —0.015, 95, = (ag + a1) §+1.5, 135 = (azd + 105) ,
N3s = (az +a7)d+ 1.5, 01, = — (1.5 +afB), 0 = (—1.5+3), 03 = (0.5 +af), O3 = (1.5 + ),
et 015 = 05 = 0.

Simplement, nous pouvons montrer que (B — L)T(B — L) — I est définie négative. Enfin, toutes
les conditions du Théoréme (5.7) sont satisfaites. Par conséquent, les systemes (5.92) et (5.93)

globalement synchronisés par rapport a la fonction ¢ et la matrice A. Nous obtenons, a I'aide des
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simulations numériques, les résultats de synchronisation qui sont présentés dans la figure 5.6.
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Figure 5.6 - I'évolution des erreurs de la synchronisation A — ¢
généralisée entre le systéme de Lorenz discret et le systeme de Wang dans
3D.

Synchronisation entre le systeme de Lorenz discret et le systeme Wang dans 2D

Dans ce cas, la matrice de couplage A, la fonction ¢ et la la matrice de controle L, respectivement,

w1 (k) + 29 (k) 2 0 3 ot % 0
w(k)—z (k) ]\ 1 2 0 0 %)

Selon le schéma de controle proposé dans le paragraphe 5.5.3, le contréleur U = (uq, ug, U3)T est

sont données par

construit comme suit :

T i-1 T
{<ul,u2> = —AT (R, Rs) (5.96)

U’3:07
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- L
douA~! = < 21 et
T4

{ Ry = 320 Ay (B) + X270 sy () + 3acdyz (k) ys (k) + 3asd + By (k) w2 (k) — Ba? (k) ,
Ry = 2?21 A2jyj (k) + 232:1 fio; x5 (k) 4 2a50ys (k) + By (k) xo (k) 4 B2 (k)

N[

(5.97)
d’Ol‘l /\11 = 2(%4‘14—&45) s )\12 = 2&35, )\13 = 3(%4‘1%‘@7(5) s )\21 = <a45+2a15—i—1— %) s

Aoy = <a36+2—\%>,)\23:0,,u11:—<aﬁ—i—1—%>,/¢12: (5—1—\%),;@1: (—\%—i—l—kaﬁ),
Hag = (5—14'\%)-

Il est clair que toutes les conditions du Théoréme (5.8) sont satisfaites. Par conséquent, les sys-
temes (5.92) et (5.93) sont globalement synchronisés par rapport a la fonction ¢ et la matrice A
dans 2D. Nous obtenons, a 'aide des simulations numériques, les résultats de synchronisation qui

sont présentés dans la figure 5.7.

I ! ! ! ! !
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Figure 5.7 - évolution des erreurs de la synchronisation A — ¢ généralisée

entre le systéme de Lorenz discret et le systeme de Wang dans 2D.
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5.6 Nouveau critere pour de synchronisation pour les systemes

chaotiques discrets

Dans la plupart des méthodes de synchronisation, la synchronisation est obtenue en utilisant
la théorie de stabilité de Lyapunov pour garantir la zéro-stabilité des erreurs entre le systeme
maitre et le systeme esclave. Dans cette section, sur la base d’'un lemme dérivé de I'inégalités
d’Halanay, nous introduisons un nouveau critere de stabilité pour synchroniser les systémes dy-
namiques chaotiques discrets. Dans [ , 1, les auteurs dérivent un résultat important via

I'inégalité d’Halanay discrete. Le lemme est donné comme suit :
Lemme 5.1 Supposons que 0 < a < 1 et il existe une constante positive 5 < « tel que
1B (1, 2y ooy 2ne) | < BIN2al s oo 20Dl e s ¥ (Zny ooey 2nr) € R7TL (5.98)

Alors, il existe \g € (0, 1) tel que

ol < (m a1} ) 45 n 2 0 (5.99)
pour toute solution {z,} de
Az, =—azp+h(n, zn, oo 2n_y) - (5.100)

Ce lemme nous permet d’obtenir la synchronisation sans I'aide de la théorie de stabilité de Lyapu-
nov. Le contenu de cette section a fait I'objet d'une publication : A New Chaos Synchronization
Criterion for Discrete Dynamical Systems, Applied Mathematical Sciences, 8(41) 2014, 2025-
2034 [149].

5.6.1 Cas des systemes differents

Considérons les systéemes chaotiques discrets (maitre et esclave) de dimension d sous les formes

suivantes
X(k+1)=AX(k)+ f(X(k)), (5.101)
et
Y(k+1)=BY(k)+g(Y(k))+U, (5.102)
d’ou

X (k) = (x1(k), ..., zq(k)",

. (5.103)
Y(k) = (yi(k), .. ya(k))"
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sont les vecteurs d’état du systéme maitre (5.101) et du systeme esclave (5.102), respectivement,
f et g sont des fonctions non linéaires. Les matrice A et B sont données par : A = (aym), B =
(bum) € R4 et U est un contrdleur. Le systéme d’erreur entre le systéme maitre (5.101) et le

systeme esclave (5.102), peut étre dérivé de la maniere suivante :
e(k+1) = Be(k)+ (B—A)X(k)+g(Y(k)) — f(X(k))+U. (5.104)

Pour réaliser la synchronisation, entre le systeme maitre (5.101) et le systeme esclave (5.102),

nous pouvons choisir le contréleur U comme suit :

U= Ce(k) + Z LWe(k —p) + f(X () — g(Y (k) + (A— B)X(k), (5.105)

p=0

d’ott C' = (cpm) € R tels que

(5.106)

Cnm

_{ _bnm lf n%ma

0 if n=m,

et L) = diag (l?),lé”), ...,lff”) , (p=0,1,2,...,r), sont des matrices diagonales inconnues. En
substituant ’équation (5.105) dans I’équation (5.104), I'erreur de synchronisation peut étre écrite

comme suit :

e(k+1)=(B+C)e(k) + Z L®We(k —p). (5.107)

p=0

Théoreme 5.9 Si les constantes de contréle{lﬁlp)} , (1<n<d, 0<p<r), sont choisies de telle
sorte que X

by, 1O, IV .. 1) ——, 1<n<d 5.108

mas (Il O] [0 0]} < s, 1 <m<d (5.108)

alors le systeme maitre (5.101) et le systeme esclave (5.102) sont globalement synchronisés.

Preuve. I'’équation de différence suivante :

Ae(k) = —e(k) + (B + C)e(k) + Z L®Pe(k —p), (5.109)

implique les équations scalaires suivantes :

Aen (k) = —en(k) + bumen(k) + > 1We,(k—p), 1<n<d (5.110)

p=0
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Alors, nous pouvons voir que I'’équation (5.110) est la méme que I’équation (5.100) de Lemme 5.1

avec z, = e,(k),a = 1let
h(n, 2o, oeos Znr) = bunen(k) + Y 1Pen(k—p), 1<n<d. (5.111)

Ainsi, nous appliquons le Lemme 5.1 a I’équation (5.100), nous obtenons

[h (1, 2y ooy Znr)|

bunen (k) + Y5 1en (k= p)|

< (1unl + Sy [12] ) IlentR)] s len(h = )1}

< (- 2)max ool (1] 60 60 1 Cen (B lenl =)D
alors (5 du lemme 5.1 est donné par

(r + 2) max { |bn, |, |10, 1V, 10}, 1<i<d, (5.112)

en utilisant le théoréme 5.6, on obtient 5 < o = 1,, alors

max {|bnn\ , |l7(10)

N, i)} < % 1<n<d, (5.113)

d’ott limy,_. |en (k)| =0, 1<n <d,etdufait lim; . |e(k)|| = 0, ce qui implique que le systéme
maitre (5.101) et le systeme esclave (5.102) sont globalement synchronisés. m

Proposition 5.1 Le critére de stabilité du théoréme 5.6, implique la stabilité en fonction de Lyapu-

nov.

Preuve. Supposons que les systemes (5.101) et (5.102), sont globalement synchronisés sous le
critere ci-dessus. Maintenant, nous considérons la fonction de Lyapunov suivante : V (e(k)) =

¢ e, (k)% nous obtenons :

n=1
AV (e(k)) =V (elk+1)) = V (e(k))
= Zizl en(k +1)% — Zi=1 en(k)?
d r (p) 2 2
= 1 | (banealk) + X WWenlk =) = enlk)
= S0y (Bamen(k) + Sy g 1 en(k = )+ €a(k)) X (bunen(k) + Xp_g I en(k = p) = en(k) )
< Sy (B + o B+ 1) (b + g 8 = 1) < (en(k)] s enlh =)} 1)°
et par le théoreme 5.6, nous avons
0<bu+» IP+1<2 1<n<d, (5.114)
p=0

alors AV (e(k)) < 0, et 'implication est vérifiée. m
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5.6.2 Cas des systemes identiques

Maintenant, nous considérons le systéme maitre et le systéme esclave sont donnés par

X(k+1) = AX(k) + f(X(k)), (5.115)
Y(k+1) = AY (k) + f(Y (k) + U, (5.116)

dott X (k) = (z1(k), ..., za(k))", Y (k) = (11(k), ...,ya(k))" € R? sont les vecteurs d’état du systéme
maitre (5.115) et du systéme esclave (5.116), respectivement, f = (f,,) € R? est la partie non

linéaire, f,, (n =1,2,...,d), sont des fonctions scalaires tels que
oY () = fu(X(R))] < pn lyn(R)) — zn(R)], 1< n<d, (5.117)

et U est le vecteur de contrdle. Le systeme d’erreur entre le systeme maitre (5.115) et le systéme

et esclave (5.116), peut étre dérivé de la maniere suivante :
e(k+1)=Ae(k)+ f(Y(k)) — f(X(k))+U. (5.118)

Pour réaliser la synchronisation, entre les systemes (5.101) et (5.102), le contréleur U est choisi

comme suit :

T

U=Ce(k)+ Y LPe(k - p), (5.119)
p=0
ol C = () € R tels que
. (5.120)
0 if n=m,

et L) = diag <l§p),l§p), ...,lép)> , (p=0,1,2,...,7), sont des matrices diagonales inconnues. En
substituant I'’équation (5.119) dans I’équation (5.118), on peut obtenir la formule suivante pour
le systeme d’erreur :

e(k+1)=(A+C)e(k)+ Z LPe(k —p) + f(Y(E)) — F(X(k)). (5.121)

p=0
Théoreme 5.10 Si les constantes {z,&m} ,(1<n<d, 0<p<r),sontchoisies de telle sorte que

1
© |7 (r) L -
SIS I I },pn}<r+3, 1<i<d, (5.122)

max{|am],

alors le systeme maitre (5.115) et le systeme esclave (5.116) sont globalement synchronisés.
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Preuve. En utilisant la méme procédure de la preuve du théoréme 5.6, nous pouvons voir que

Ae, (k) = (amn — 1) e, (k) + ilf{’)en(kz —p)+ [V (k) — fu(X (K), 1<n<d  (5.123)

p=0
Alors, nous pouvons voir que I’équation (5.123) est la méme que I'équation (5.100) de Lemme 5.1
avec z, = e,(k),a =1 et

T

h(n, 2, Zney) = unen (k) + Y 1Pen(k = p) + fo(V (K) = fu(X (K), 1<n<d  (5.124)

p=0

Maintenant, nous pouvons vérifier les conditions du Lemme 5.1 a I'’équation (5.123)

|h (1, Zny oy Znr) | =

Gunen() + S5 W enlls = p) + fulY (1) = fulX (1)]
< (lamal + g 5] 4 ) Illew (R e (6 = P
< G 3) max {fanal (1] [50] o 52 20 Ml B9 e O = )

9 n

PIEEED)

alors 8 du lemme 5.1 est donné par

(r + 3) max {|an| |l,(10) : |Z£L1) e }lﬁ:’) Pnt, 1<n<d, (5.125)
et .
max {|apa |, [[0], [ID] .., I, 00} < — lsnsd (5.126)

par conséquent, nous obtenons limy_,, |e, (k)| =0, 1 <n <d, ce qui implique lim;_,, |le (k)| =

0, i.e., (5.115) et (5.116) sont globalement synchronisés. m

Remarque 5.3 Nous remarquons que dans le premier cas, lorsque les systémes chaotiques sont dif-
férents, le contréleur est pris sous une forme non linéaire, mais dans le cas des systemes identiques le

contréleur est linéaire.

5.6.3 Simulation numérique

Pour valider le critere de synchronisation chaotique proposé dans cette section, un exemple nu-
mérique est donné. Le systeme d’Hitzl-Zele et le systeme controlé de Baier-Klein sont considérés

comme systéme maitre et systéme esclave, respectivement, comme suit :

2o (k+1) = 14 z5(k) — 1.0722(k), (5.127)
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et

ya(k+1) = yi(k)+us (5.128)
Ys (k’ + 1) = Y2 (k’) + Uus,
d’ol1 uy, us et uz sont les contréleurs de la synchronisation. Ainsi, les quantitées A, B, f et g sont,

respectivement, données par :

0 —03 0 00 0.1 0 —y2 (k) + 1.76
0 0 1,10 0o |, 1-10m2% |, 0
1 03 0 01 0 0 0

Dans ce cas, nous choisissons r = 0 et Ly = diag (1,12, 13) .

Corollaire 5.4 Si les constantes de contrdle {l,},,, .5 sont choisies tel que :
1
11| < 3 = 1,2,3, (5.129)

alors les systemes (5.127) et (5.128) sont globalement synchronisés.

Les résultats numériques sont présentés dans les figures 5.8, 5.9 et 5.10.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques nouveaux résultats concerant la synchronisation des systemes chao-
tiques discrets sont presentés. Basés sur la théorie de Lyapunov et des méthodes de controle
non-linéaires, de nouveaux critéres de synchronisation chaotique dans pour les systémes discrets
sont dérivés. En outre, quelques types de synchronisation sont développés telles que la synchro-
nisation FSHP inverse, la synchronisation généralisée inverse et la synchronisation généralisée

A — ¢. Des simulations numériques sont utilisées pour valider les résultats proposés.

5.7. Conclusion
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s

Sy — —— e — i Al e~ -

Figure 5.6 - Lerreur e; de la synchronisation entre
les systémes (5.127) et (5.128).
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Figure 5.9 - Lerreur e, de la synchronisation entre
les systémes (5.127) et (5.128).
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Figure 5.10 - Lerreur e3 de la synchronisation entre
les systémes (5.127) et (5.128).



Conclusion générale et perspectives

Pour arriver aux résultats visés, nous avons commencé par présenter des chapitres prélimi-
naires sur les systémes dynamiques non-linéaires discrets et une vue panoramique sur la théorie
du chaos et les célebres systemes chaotiques discrets en 2D et 3D, puis nous somme passé a la
théorie de synchronisation en évoquant les grands axes tels que : les type et les méthodes de la

synchronisation chaotique. D’apres la présentation de nos résultats, nous sommes parvenus a :

- Le critere dérivé de la synchronisation compléte pour les systemes quadratiques peut également
s’appliquer a une classe large des systemes chaotiques discrets.

- La synchronisation FSHPS inverse est basée sur la matrice inverse de la matrice de I’échelle.

- La synchronisation généralisée a été garantie via le contréle de la partie linéaire du systeme
esclave. Le schéma de la synchronisation généralisée inverse a été proposé en se basant sur le
contrdle de la partie linéaire du systeme maitre.

- La synchronisation généralisée A — ¢ nous donne une possibilité de synchroniser des systémes
discrets avec des dimensions différente.

- Une simple méthode efficace de synchronisation chaotique pour les systemes discrets a été

proposée basé sur un nouveau critere de stabilité sans 'aide de la théorie de stabilité de Lyapunow.

Comme perspectives, il serait intéressant de continuer dans le cadre de la synchronisation chao-
tique dans le sens :

1- Trouver d’autres criteres de synchronisation plus efficaces que les criteres classique qui sont
utilisés dans le cas des systémes continus.

2- Observer et de développer de nouveaux types de synchronisation généralisée qui nous aident
mieux a synchroniser des différentes classes de systémes chaotiques discrets.

3- Parmi les axes de recherches dans le domaine de la synchronisation chaotique discrete, déve-
lopper des classes plus larges des systemes chaotiques discrets.

4- Modifier et appliquer les méthodes utilisées dans la synchronisation chaotique continue d’une

facon efficace dans le cas des systémes discrets.
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Résumé

Dans cette thése quelques probléemes concernant la synchronisation des
systemes chaotique discrets sont étudiés. Base sur la théorie de Lyapunov et des
méthodes de contréle non-linéaires, des nouveaux criteres de synchronisation
dans les systéemes chaotiques discrets sont dérivés. En outre, quelque types de la
synchronisation généralisée sont développés telles que la synchronisation
inverse généralisée et la synchronisation A-¢ généralisée. Les simulations
numeériques sont utilisées pour valider les résultats proposeés.

Mots clés: Synchronisation chaotique, systémes discrets, nouveaux critéres,
synchronisation généralisée, probleme inverse, stabilité de Lyapunov.

Abstract

In this thesis, some problems regarding the synchronization of chaotic systems
in discrete-time are studied. Based on Lyapunov theory and nonlinear control
methods, new synchronization criterions in discrete-time chaotic systems are
derived. In addition, several types of generalized synchronization are developed
such as inverse generalized synchronization and ¢ —A synchronization
generalized. Numerical simulations are used to validate the proposed results.

Key words: Chaos synchronization, discrete-time systems, new criterions,
generalized synchronization, inverse problem, Lyapunov stability.





