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Cha pi t  re 1

Rappels et Etude de l’opérateur

ρ∆u

1.1 Introduction

Les problèmes elliptiques dans les domaines réguliers ont fait l’objet de nombreuse

études et l’on connait bien la théorie correspondante.Lions et Magenes font le point

dans un ouvrage réference en 1967.Quand le bord du domaine n’est plus régulier, les

résultats sont plus récents.En dehors de l’étude de cas particuliers, il faut attendre

les problèmes posés par Magenes aprés la destruction des digues de l’Arno pour

obtenir des résultats plus généraux ce que j’appelerai " l’école de Nice".

Mérigot [13] publie en 1974 la première étude systématique de la régularité

dans les espaces Lp (Ω) .Il utilise le noyau de Poisson de l’opérateur ainsi que la

transformation de Mellin pour mettre en place des inégalités à priori afin d’étudier

l’existence et l’unicité de la solution

Grisvard [8] de son côté s’intéresse plus particulièrement à l’utilisation de

l’alternative de Freedholm.Ces auteurs auront de nombreux disciples (Ben M’barek,

Jawahri, Lelierre, Moussaoui, Merouani,...,)
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1. Rappels et Etude de l’opérateur ρ∆u 2

Kondratiev [9], il s’interesse aux problèmes elliptiques aux limites dans des

domaines avec "coins"(polygônes dans R2, polyèdres dans R3).Il utilise, pour éviter

les points anguleux, la transformation ρ = e−t, ce qui ramène l’étude au cas classique

dans une bande mais introduit, par contre, des espaces avec poids à l’origine.

M.Dauge [4] elle s’appuie sur la résolvante de l’opérateur qu’elle décompose en

deux parties l’une régulière, l’autre singulière pour obtenir les mêmes résultats.

Enfin, récemment (1993), dans leurs thèses de Magister, M. Djebarni et

M.S.Said reprennent le travail de Grisvard dans des espaces avec poids afin de

rendre plus aisée la mise en place des inégalités à priori sans toute fois utiliser la

transformation ρ = e−t comme Kondratiev [9] .

1999 M.Djebarni, M.Karrad et M.Reghioua publient un article intitulé

"Etude de la régularité de la solution du laplacien dans des espaces avec poids" . [5]

Dans ce travail, Nous nous sommes interéssés au bilaplacien dans

un polygone plan non régulier.Il s’agit ici d’une démarche nouvelle pour

trouver :

B le poids optimal afin d’obtenir aisement les inégalités à priori sans masquer les

singularités aux sommets.Cette méthode peut se généraliser en simplifiant la mise

en place des inégalités à priori.

1 un espace dans lequel il est possible d’obtenir, pour le bilaplacien, l’existence

et l’unicité de la solution.

1 un noyau de Poisson qui permettra d’établir la régularité et le développement

limité des solutions au voisinage des sommets.

Les problèmes elliptiques homogènes à coéfficients constants, dans un secteur

plan, servant de modèle. La transformation de Mellin, particulièrement bien adap-

tée au domaine, permet une solution rapide du problème adjoint.Ces résultats con-

nus en norme L2; dans certains cas particuliers, on déduit certains résultats dans

Hs.Les espaces avec poids cachent, en fait les singularités qui peuvent apparaitre
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aux sommets.Ce problème a fait l’objet de plusieurs études, entre autres, celle de

Grisvard-Geymonat [8] qui utilisent la méthode de la résolvante.L’utilisation des

espaces avec poids permet d’obtenir aisement

- la mise en place d’une formule de Green

- les inégalités à priori

mais masque les singularités à l’infini, d’où la nécessité de préciser la régularité

de la solution au voisinage de chacun des sommets ( on retrouve là une démarche qui

a été utilisée sous une forme différente par Kondratiev ) pour aboutir au résultat:

"que l’opérateur est à indice"

Ensuite nous donnons l’expression explcite de l’opérateur adjoint consideré (ρ2∆2)∗.

Cette méthode est originale et sa généralisation reste ouverte.

Cette liste des auteurs et les méthodes utilisées ne sauraient être exhaustives et

les lacunes constatées ne sont dues qu’à l’ignorance de l’auteur.

1.2 Quelques rappels

1.2.1 Transformation de Mellin

La transformation de Mellin a l’avantage de bien s’adapter aux domaines qui présen-

tent des angles : polygones plans, cônes ou polyhèdres.Elle joue un rôle équivalent

à celui de la transformation de Fourier pour les cas classiques. En revanche, elle

débouche sur des espaces avec poids.D’autre part l’utilisation des coordonnées po-

laires ( sphériques ou cylindriques pour les cônes et les polyhèdres ) allège les calculs.

Définition 1 Soit la fonction f : R+ −→ C.On appelle transformation de Mellin

de la fonction f la fonction notée ef , définie par :
ef (σ) = Z ∞

0

f (x)xσ−1dx =

+∞Z
0

f (x)xσ
dx

x
., σ ∈ C
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ceci lorsque l’intégrale existe

Remarque 2

ef 0 (σ) = − (σ − 1) ef (σ − 1)⇒ ef 00 (σ) = (σ − 2) (σ − 1) ef (σ − 2)
g(xf) (σ) = −σ ef (σ)

Si n ∈ N∗
"
∂nf̃

∂xn

#
= (−1)n (σ − 1) (σ − 2) (σ − 3) ... (σ − n) ef (σ − n)

Remarque 3 • La transformée de Mellin inverse est donnée par la fonction f,

avec f̃ (σ) qui est définie pour α1 < Reσ < α2 et

f (x) = lim
γ→+∞

1

2πi

µ+iνZ
µ−iν

ef (σ)x−σdx, , α1 < µ < α2,

1.2.2 Etude du laplacien :

Soit le modèle

 ∆u = f

u |Γ= 0
f ∈ L2(Ω). (1.1)

où Ω est un polygône plan. Ce problème, déjà étudié par Grisvard admet : une solution unique dans H2(Ω) lorsque ϕ < π

une solution u = u0 + αρ
π
ϕ sin πθ

ϕ
lorsque ϕ > π

où u0 ∈ H2(Ω).

Remarque 4 la mise en place de la formule de Green et la définition du problème

adjoint ne se font pas simplement .

Afin de faciliter les calculs nous considérons l’opérateur ξ (ρ)∆, ξ ∈ C∞ (Ω)

au lieu de ∆ et tel que ξ (ρ) = ρ au voisinage de chaque sommet du polygône.Le

problème (1.1), devient
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 ρ∆u = ρf = g

u |Γ= 0
g ∈ L2 [V (0) ∩ Ωϕ] (1.2)

ρ =
p
x2 + y2 où ρ désigne la distance d’un point (x, y) de Ω à l’origine, au

voisinage de chaque sommet du polygône.L’étude de ce problème sera locale (il est

bien connu qu’une partition de l’unité ramène l’étude du problème dans un polygône

à l’étude du problème dans un secteur d’ouverture ϕ).

Ωϕ étant le secteur d’angle ϕ et de frontieres θ = 0 et θ = ϕ, obtenu en pro-

longeant les côtés issus du sommet Si et tel que Ωϕ placé à l’origine des coordonnées.

En remarquant que ρ
∂2u

∂ρ2
∈ L2(Ω) mais ∂2u

∂ρ2
n’appartient pas toujours à

L2(Ω) d’où l’idée de choisir :

1◦) à l’espace de travail

E =
½
u ∈ H1(Ωϕ) | ρ∂

2u

∂ρ2
,
1

ρ

∂2u

∂θ2
,
∂2u

∂ρ∂θ
∈ L2(Ωϕ)

¾
(1.3)

avec u à support compact dans l’ouvert:

Ωϕ = {(ρ, θ) | ρ > 0 et 0 < θ < ϕ < 2π}

et de frontiere Γ1 ∪ Γ2 avec

Γ1 = {(ρ, 0) | ρ > 0} et Γ2 = {(ρ, ϕ) | ρ > 0}

L’espace E sera muni de la norme du graphe :

kuk2E = kuk2H1x,y +
°°°°ρ∂2u∂ρ2

°°°°2
L2x,y

+

°°°°1ρ ∂2u∂θ2

°°°°2
L2x,y

+

°°°° ∂2u

∂ρ∂θ

°°°°2
L2x,y

(1.4)

2eme ) à la mise en place d’une formule de Green adaptée au problème:


ρ∆u = ρf = g ∈ L2 (Ωϕ)

u |Γ1= 0 pour θ = 0

u |Γ2= 0 pour θ = ϕ

(1.5)
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Proposition 5 ∀u, v ∈ C∞0 (Ωϕ) on a:

hρ∆u, viL2 − hu, (ρ∆)∗viL2 =
Z
Γ

∂u

∂η
ρvdρ−

Z
Γ

u
∂

∂η
(ρv)dρ (1.6)

où

(ρ∆)∗ = (
1

ρ
+ 3

∂

∂ρ
+ ρ

∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂2

∂θ2
). (1.7)

Démonstration

En utilisant la remarque que:

ρ2∆ =

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2
et en écrivant :

hρ∆u, vi
L2
− hu, (ρ∆)∗vi

L2
=

∞Z
0

ϕZ
0

µ
ρ
∂

∂ρ

¶·µ
ρ
∂

∂ρ

¶¸
uvdρdθ +

∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂θ2
vdρdθ

en intégrant par parties et en et en utilisant la remarque :

Remarque 6

ϕZ
0

ρjDiu (ρ, θ) |∞0 dθ = 0 , ∀j ≥ 1,∀i ≥ 0

( du fait que u, v ∈ C∞
¡
Ωϕ

¢
et que la présence du facteur ρ au voisinage de zéro

), on trouve :

hρ2∆u, vi
L2(ρ,θ)

=


∞Z
0

ϕZ
0

u

µ
1

ρ
+ 3

∂

∂ρ
+ ρ

∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂2

∂θ2

¶
vdρdθ +

∞Z
0

∂u

∂θ
(ρ, ϕ) v (ρ, ϕ) dρ

−
∞Z
0

∂u

∂θ
(ρ, 0) v (ρ, 0) dρ+

∞Z
0

u (ρ, 0)
∂v

∂θ
(ρ, 0) dρ−

∞Z
0

u (ρ, ϕ)
∂v

∂θ
(ρ, ϕ) d

ce qui donne la formule de Green :

hρ∆u, vi
L2(x,y)

− hu, (ρ∆)∗vi
L2(x,y)

=


∞Z
0

∂u

∂η
ρv (ρ, ϕ) dρ−

∞Z
0

∂u

∂η
ρv (ρ, 0) dρ

+

∞Z
0

u
∂

∂η
(ρv) (ρ, 0) dρ−+

∞Z
0

u
∂

∂η
(ρv) (ρ, ϕ) dρ


⇒ (ρ∆)∗ = (

1

ρ
+ 3

∂

∂ρ
+ ρ

∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂2

∂θ2
)

3eme) à la mise en place d’une inégalité à priori du type:( lemme de Peetre )
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Avant de commencer l’établissement de l’inégalité à priori du priori, il est utile

de faire la remarque suivante :

⊕ tout consiste à montrer que l’opérateur (ρ∆) est un opérateur à indice: c’est
à dire que dimker (ρ∆) est finie et que Im (ρ∆) est fermée et que Codim [Im (ρ∆)]

est finie.Dans ce cas l’indice de l’opérateur, que l’on note par

Ind (ρ∆), est égal à :

Ind (ρ∆) = dim (ρ∆)− Codim [Im (ρ∆)] (1.8)

Ind (ρ∆) = dimker (ρ∆)− dimker (ρ∆)∗ [12]
Maintenant, on s’intéresse à montrer l’existence de la solution du problème

 ρ∆u = ρf = g

u |Γ= 0
g ∈ L2 [V (0) ∩ Ωϕ] (1.9)

en se basant sur le lemme de Peetre et dans ce cas il suffit de montrer cette

inégalité :

∃C > 0 : kukE ≤ C {kρ∆kL2 + kukH1} (1.10)

avec E (Ωϕ) , L2 (Ωϕ) et H1 (Ωϕ) espaces de Banach reflexifs [3] et que l’injection

de E (Ωϕ) dans H1 (Ωϕ)est compacte

Proposition 7 Si une suite d’éléments de E (Ωϕ) tendant vers zéro faiblement,

alors cette suite est bornée [3]

Pour démontrer que " l’injection de E (Ωϕ) dans H1 (Ωϕ)est compacte ", on

s’appuit sur la proposition 2

En effet, on a : une suite de fonctions (fn)n≥0 → 0 faiblement dans E (Ωϕ), elle

tend fortement dans H1 (Ωϕ) ce qui revient à démontrer que :
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kfnkL2(Ωϕ) ,
°°°° ∂

∂θ
fn

°°°°
L2(Ωϕ)

et

°°°° ∂

∂ρ
fn

°°°°
L2(Ωϕ)

→ 0.

Pour celà, on prend la fonction ϕ définie sur E (Ωϕ) par :

ϕ : fn → ϕ (fn) =

Z
Ωϕ

fn (ρ, θ) ζ (ρ, θ) ρdρdθ (1.11)

Comme E (Ωϕ) ⊂ H1 (Ωϕ)⇒ E (Ωϕ) s’injecte compactement dans L2 (Ωϕ) [12]

(1.12)

donc kfnkL2(Ωϕ) −→ 0 quand n −→∞

.

Soit (ζk) une suite bornée dans L2 (Ωϕ) alors

|ϕk (fn)| ≤ kfnkL2(Ωϕ) . kζkkL2(Ωϕ) (1.13)

ce qui donne en particulier ϕk (fn) −→ 0 quand n −→ ∞ .Dans notre cas, il suffit

de prendre ζn =
∂2

∂ρ2
fn

ϕn (fn) =

Z
Ωϕ

fnρ
∂2

∂ρ2
fnρdρdθ =

Z
Ωϕ

ρ2fn
∂2

∂ρ2
fndρdθ

ϕn (fn) =

ϕZ
0

ρ2fn
∂fn
∂ρ

|∞0 dθ −
Z
Ωϕ

µ
2ρfn + ρ2

∂fn
∂ρ

¶
∂fn
∂ρ

dρdθ

ϕn (fn) = −2
Z
Ωϕ

fn
∂fn
∂ρ

ρdρdθ −
Z
Ωϕ

µ√
ρ
∂fn
∂ρ

¶2
ρdρdθ qui tend vers zéro

Etude de l’opérateur adjoint

Proposition 8 Le noyau de l’opérateur (ρ∆)∗ dans H−s (Ωϕ) (s ≥ 0) dépend de s
et de l’ouverture ϕ du secteur Ωϕ

Démonstration
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Il suffit de résoudre le problème suivant :

 (ρ∆)∗ v = 0 dans Ωϕ

v |Γ = 0 v ∈ H−s (Ωϕ)
(1.14)

On pose v =
w

ρ
⇔ w = ρv =⇒ ∆w = ∆ (ρv)⇐⇒

∂2

∂ρ2
(ρv) +

1

ρ

∂

∂ρ
(ρv) +

1

ρ2
∂2

∂θ2
(ρv)

Aprés calcul, on trouve :

∆w = ∆ (ρv) = (
1

ρ
+ 3

∂

∂ρ
+ ρ

∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂2

∂θ2
) = (ρ∆)∗v , avec w =

v

ρ
De cette façon, on obtient (1.3) ⇔ (1.4)


(ρ∆)∗ v = ∆w = 0 dans Ωϕ

w |Γ = 0 t.q
w

ρ
∈ H−s (Ωϕ)

(1.15)

Pour tout ρ ∈ ]0, ρ0[ , on prolonge la fonction w qui est C∞ ( Ωϕ) en tant que

fonction de la variable θ sur [−ϕ, ϕ] et ceci par symétrie car w

ρ
|Γ= 0 et on la

prolonge par translation 2nϕ, avec n ∈ Z, sur R.On obtient une fonction continue,
périodique ( période 2ϕ ), donc la fonction w (ρ, θ) admet un développement en

série de sinus (à cause de la symétrie) et cette série est converge uniformément vers

w/w (ρ, θ) =
P

an (ρ) sin
nπθ

ϕ
On calcule

∆w (ρ, θ) =
X"

a00n (ρ) +
1

ρ
a0n (ρ)−

1

ρ2

µ
nπ

ϕ

¶2
an (ρ)

#
× sin nπθ

ϕ
= 0 (1.16)

et comme
µ
sin

nπθ

ϕ

¶
n≥1
est un système total :

a00n (ρ) +
1

ρ
a0n (ρ)−

1

ρ2

µ
nπ

ϕ

¶2
an (ρ) = 0,∀n ≥ 1 (1.17)

Cette équation différentielle possède comme système fondamental de solutions :n
ρ
nπ
ϕ , ρ−

nπ
ϕ

o
=⇒ an (ρ) = αnρ

nπ
ϕ + βnρ

−nπ
ϕ , ce qui donne :
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w (ρ, θ) =
P

αnρ
nπ
ϕ sin

nπθ

ϕ
+
P

βnρ
−nπ

ϕ sin
nπθ

ϕ
Solution du problème

Pour celà, on fait tendre ρ vers zéro et tel que
w

ρ
∈ H−s (Ωϕ) =⇒ βn = 0, ∀n ≥ n0 (s)

Par exemple : s = 2

Soit la fonction ρ−
nπ
ϕ
−1 sin

nπθ

ϕ
∈ H−2.On la multiplie par une fonction

f (ρ, θ) ∈ H2.On obtient
ϕZ
0

ρ0Z
0

ρ−
nπ
ϕ
−1 sin

nπθ

ϕ
f (ρ, θ) ρdρdθ =

k1

ϕZ
0

f (ρ0, θ) sin
nπθ

ϕ
dθ+

k2

ϕZ
0

f 0 (ρ0, θ) sin
nπθ

ϕ
dθ + k3

ϕZ
0

ρ0Z
0

ρ−
nπ
ϕ
+1 sin

nπθ

ϕ
f 00 (ρ, θ) ρdρdθ


les deux premières intégrales sont convergentes car :

f (ρ0, θ) ∈ H
3
2 (Γ) ; f 0 (ρ0, θ) ∈ H

1
2 (Γ) et pour que l’expression soit finie, il faut

que ρ−
nπ
ϕ
+1 sin

nπθ

ϕ
soit dans L2 (Ωϕ) car f 00 (ρ, θ) est dans L2 (Ωϕ).

Ceci implique : 2− 2nπ
ϕ
+ 1 > −1 =⇒ n <

2π

ϕ
Il y a trois cas

B si ϕ ≤ π

2
, il n’y a pas de solutions singulières

1 si
π

2
< ϕ ≤ π , il y a une seule solution singulière

1 si π < ϕ < 2π , il y a deux solutions singulières

Par exemple : s = 1

Il faut que n <
π

ϕ
1 si ϕ ≤ π, il n’y a pas de solutions singulières

1 si ϕ > π, il y a une seule solution singulière

Par exemple : s = 0

C’est à dire L2 (Ωϕ), il faut que l’on ait
−nπ
ϕ
− 1 > −1 ce qui est impossible =⇒

il n’y a pas de solutions singulières.On en déduit que les (βn) sont tous nuls.Ce qui

implique que la série est identiquement nulle.Alors v = 0 est solution du problème



1. Rappels et Etude de l’opérateur ρ∆u 11

(1.3).Ce qui donne ker (ρ∆)∗ = {0}
Comme Im(ρ∆) est fermée et Ker(ρ∆)∗ = {0} ⇒ Im(ρ∆) = L2 ce qui affirme

la surjectivité de l’opérateur ⇒ l’existence de la solution

Théorème 9 Soient E = {u/u ∈ H10 et ρD2u ∈ L2} et E1 = {u/ρu ∈ H20 } , la
fonction u est à support compact.Les ensembles E et E1 sont identiques.

Démonstration

E ≡ E1 ⇔
 E ⊂ E1

E1 ⊂ E
E ⊂ E1 facile à faire
Démonstration de E1 ⊂ E

Soit u ∈ E1 ⇒


ρu ∈ L2

u+ ρ
∂u

∂ρ
∈ L2

2
∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2
∈ L2

Démonstration de u ∈ L2

On considère le produit scalaire :
¿
ρu, u+ ρ

∂u

∂ρ

À
∈ L2

∞Z
0

ϕZ
0

ρu

µ
u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
ρdρdθ =

∞Z
0

ϕZ
0

µ
ρu2 + ρ2u

∂u

∂ρ

¶
ρdρdθ

∞Z
0

ϕZ
0

ρu

µ
u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
ρdρdθ =

∞Z
0

ϕZ
0

ρu2ρdρdθ +

∞Z
0

ϕZ
0

µ
ρ2u

∂u

∂ρ

¶
ρdρdθ

La première intégrale donne

∞Z
0

ϕZ
0

ρu2ρdρdθ =
°°√ρu°°2L2

Pour la deuxième intégrale, on fait une intégration par parties par rapport à ρ :
∞Z
0

ϕZ
0

µ
ρ3u

∂u

∂ρ

¶
dρdθ =

ϕZ
0

ρ3u2

2
|∞0 ∂θ

| {z }
=0

− 3
2

∞Z
0

ϕZ
0

ρ2u2dρdθ = −3
2

°°√ρu°°2L2
¿
ρu, u+ ρ

∂u

∂ρ

À
= −1

2

°°√ρu°°2L2 ∈ L2 ⇒√ρu ∈ L2
On considère de nouveau un produit scalaire :

¿√
ρu, u+ ρ

∂u

∂ρ

À
∈ L2
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∞Z
0

ϕZ
0

√
ρu

µ
u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
ρdρdθ =

∞Z
0

ϕZ
0

√
ρu2ρdρdθ.+

∞Z
0

ϕZ
0

ρ
5
2u

∂u

∂ρ
dρdθ

La première intégrale donne

∞Z
0

ϕZ
0

³
ρ
1
4

´2
u2ρdρdθ =

°°°ρ 1
4u
°°°2
L2

Pour la deuxième intégrale, on fait une intégration par parties par rapport à ρ :
∞Z
0

ϕZ
0

µ
ρ
5
2u

∂u

∂ρ

¶
dρdθ =

ϕZ
0

ρ
5
2u2

2
|∞0 ∂θ

| {z }
=0

− 5
4

∞Z
0

ϕZ
0

ρ
3
2u2dρdθ = −5

4

°°°ρ 1
4u
°°°2
L2

¿
ρu, u+ ρ

∂u

∂ρ

À
= −5

4

°°°ρ 1
4u
°°°2
L2
+
°°°ρ 14u°°°2

L2
= −1

4

°°°ρ 14u°°°2
L2
∈ L2

⇒
³
ρ
1
4u
´
∈ L2.On remarque que ρ( 12)

1

u ∈ L2 et ρ( 12)
2

u ∈ L2 ce qui va donner le
lemme suivant :

Lemme 10 Soit u une fonction à support compact.Si ρ(
1
2)

n

u ∈ L2

et
µ
u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
∈ L2 alors ρ( 12)

n+1

u ∈ L2

Démonstration

On considère le produit scalaire¿µ
u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
, ρ(

1
2)

n

u

À
=

∞Z
0

ϕZ
0

µ
u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
ρ(

1
2)

n

uρdρdθ

∞Z
0

ϕZ
0

µ
u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
ρ(

1
2)

n

uρdρdθ =

∞Z
0

ϕZ
0

(u2) ρ(
1
2)

n

ρ∂ρ∂θ+

∞Z
0

ϕZ
0

µ
u
∂u

∂ρ

¶
ρ2+(

1
2)

n

dρdθ

La première intégrale donne :
∞Z
0

ϕZ
0

(u2) ρ(
1
2)

n

ρdρdθ =

°°°°³ρ( 12)n´ 1
2
u

°°°°2
L2
=
°°°³ρ( 12)n 12´u°°°2

L2
=
°°°³ρ( 12)n+1´u°°°2

L2

Pour la deuxième intégrale, on fait une intégration par parties par rapport à ρ
∞Z
0

ϕZ
0

µ
u
∂u

∂ρ

¶
ρ2+(

1
2)

n

dρdθ =

ϕZ
0

ρ2+(
1
2)

n

2
u2 |∞0 dθ

| {z }
=0

− (2+(
1
2)

n
)

2

∞Z
0

ϕZ
0

ρ1+(
1
2)

n

u2dρdθ

∞Z
0

ϕZ
0

µ
u
∂u

∂ρ

¶
ρ2+(

1
2)

n

dρdθ = −(2+(
1
2)

n
)

2

∞Z
0

ϕZ
0

ρ(
1
2)

n

u2ρdρdθ
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∞Z
0

ϕZ
0

µ
u
∂u

∂ρ

¶
ρ2+(

1
2)

n

dρdθ = −(2+(
1
2)

n
)

2

∞Z
0

ϕZ
0

·³
ρ(

1
2)

n´ 1
2

¸2
u2ρdρdθ

∞Z
0

ϕZ
0

µ
u
∂u

∂ρ

¶
ρ2+(

1
2)

n

dρdθ = −(2+(
1
2)

n
)

2

∞Z
0

ϕZ
0

h³
ρ(

1
2)

n
. 1
2

´i2
u2ρdρdθ

−(2+(
1
2)

n
)

2

∞Z
0

ϕZ
0

h³
ρ(

1
2)

n+1´i2
u2ρdρdθ = −(2+(

1
2)

n
)

2

°°°³ρ( 12)n+1´u°°°2
L2¿µ

u+ ρ
∂u

∂ρ

¶
, ρ(

1
2)

n

u

À
=
°°°ρ( 12)n+1u°°°2

L2
− (2+(

1
2)

n
)

2

°°°³ρ( 12)n+1´u°°°2
L2¿µ

u+ ρ
∂u

∂ρ

¶
, ρ(

1
2)

n

u

À
= − ¡1

2

¢n+1 °°°³ρ( 12)n+1´u°°°2
L2

⇒ ρ(
1
2)

n+1

u ∈ L2

et pour n assez grand ⇒ u ∈ L2

Démonstration de
∂u

∂ρ
∈ L2

Soit u ∈ E1 ⇒


ρ
∂u

∂ρ
∈ L2

ρ
∂2u

∂ρ2
+ 2

∂u

∂ρ
∈ L2

On considère le produit scalaire
¿
ρ
∂u

∂ρ
, ρ
∂2u

∂ρ2
+ 2

∂u

∂ρ

À
∈ L2¿

ρ
∂u

∂ρ
, ρ
∂2u

∂ρ2
+ 2

∂u

∂ρ

À
=

∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂u

∂ρ

µ
ρ
∂2u

∂ρ2
+ 2

∂u

∂ρ

¶
ρdρdθ

¿
ρ
∂u

∂ρ
, ρ
∂2u

∂ρ2
+ 2

∂u

∂ρ

À
= 2

∞Z
0

ϕZ
0

ρ

µ
∂u

∂ρ

¶2
dρdθ +

∞Z
0

ϕZ
0

ρ3
∂u

∂ρ

∂2u

∂ρ2
dρdθ

La première intégrale donne: 2

∞Z
0

ϕZ
0

ρ

µ
∂u

∂ρ

¶2
dρdθ = 2

°°°°ρ 1
2
∂u

∂ρ

°°°°2
L2

Pour la deuxième intégrale, on fait une intégration par parties :
∞Z
0

ϕZ
0

ρ3
∂u

∂ρ

∂2u

∂ρ2
dρdθ =

ϕZ
0

ρ3

2

µ
∂u

∂ρ

¶2
|∞0 dθ

| {z }
=0

−3
2

∞Z
0

ϕZ
0

ρ2
µ
∂u

∂ρ

¶2
dρdθ = −3

2

°°°°ρ 12 ∂u∂ρ
°°°°2
L2

¿
ρ
∂u

∂ρ
, ρ
∂2u

∂ρ2
+ 2

∂u

∂ρ

À
= 1

2

°°°°ρ 12 ∂u∂ρ
°°°°2
L2
⇒ ρ

1
2
∂u

∂ρ
∈ L2

Comme précédemment, on démontre que ρ(
1
2)

n+1 ∂u

∂ρ
∈ L2 ⇒ ∂u

∂ρ
∈ L2
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Comme u ∈ E1 ⇒
µ
ρ
∂2u

∂ρ2
+ 2

∂u

∂ρ

¶
∈ L2 et ∂u

∂ρ
∈ L2 ⇒ ρ

∂2u

∂ρ2
∈ L2 et de la même

façon ρ(
1
2)

n+1 ∂2u

∂ρ2
∈ L2 ⇒ ∂2u

∂ρ2
∈ L2

Démonstration pour les autres dérivées

Pour celà on a le lemme suivant

Lemme 11 Soit u une fonction à support compact telle que :ρ
∂2u

∂ρ2
et ρ

µ
1

ρ2
∂2u

∂θ2

¶
soient dans L2 alors ρ

µ
1

ρ

∂2u

∂ρ∂θ

¶
est dans L2

Démonstration

u ∈ E1 ⇒ ρu ∈ H20.
On a ρ∆ : E −→ L2 implique que :

µ
ρ
∂2u

∂ρ2
+

∂u

∂ρ
+
1

ρ

∂2u

∂θ2

¶
est dans L2.

Comme ρ
∂2u

∂ρ2
et

∂u

∂ρ
sont dans L2 alors

1

ρ

∂2u

∂θ2
est dans L2.Il reste à démontrer que

∂2u

∂ρ∂θ
appartient à L2

Pour celà, on utilise la transformation de Mellin de :µ
ρ
∂2u

∂ρ2

¶e
(σ) = σ (σ − 1) eu (σ − 1, θ) .µ

1

ρ

∂2u

∂θ2

¶e
= eu00 (σ − 1, θ)µ

∂2u

∂ρ∂θ

¶e
(σ) = − (σ − 1) eu0 (σ − 1, θ)

Les transformées de Mellin sont définies sur le même domaine et d’autre part

il existe un isomorphisme entre L2 (R+) et L2
¡
Reσ = 1

2

¢
.On pose v0 (σ − 1, θ) =

− (σ − 1) eu0 (σ − 1, θ)
Toutes ces fonctions sont développables en séries de Fourier

v (σ − 1, θ) =
+∞X
−∞

σ (σ − 1)αn (σ) e
in
θπ

ϕ = C

v0 (σ − 1, θ) =
+∞X
−∞

σ (σ − 1)
µ
inπ

ϕ

¶
αn (σ) e

in
θπ

ϕ = B
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v” (σ − 1, θ) =
+∞X
−∞

σ (σ − 1)
µ
nπ

ϕ

¶2
αn (σ) e

in
θπ

ϕ = A

On considére le produit scalaire

hB,Bi =
*
+∞P
−∞

σ (σ − 1)
µ
inπ

ϕ

¶
αn (σ) e

in
θπ

ϕ ,
+∞P
−∞

σ (σ − 1)
µ
inπ

ϕ

¶
αn (σ) e

in
θπ

ϕ

+

hB,Bi =
*
−
+∞P
−∞

σ (σ − 1)
µ
nπ

ϕ

¶2
αn (σ) e

in
θπ

ϕ ,
+∞P
−∞

σ (σ − 1)αn (σ) e
in
θπ

ϕ

+

hB,Bi = − hA,Ci

kBk2L2
θ(Ωϕ)

≤ kAkL2
θ(Ωϕ)

. kCkL2
θ(Ωϕ)

≤ 1
2

µ
ε2 kAk2L2

θ(Ωϕ)
+
1

ε2
kCk2L2

θ(Ωϕ)

¶
(1.18)

En remplaçant par leurs valeurs, on obtient

°°°°°
µ

∂2u

∂ρ∂θ

¶e°°°°°
2

L2
θ(Ωϕ)

≤ 1
2

ε2

°°°°°
µ
1

ρ

∂2u

∂θ2

¶e°°°°°
2

L2
θ(Ωϕ)

+
1

ε2

°°°°µρ∂2u∂ρ2

¶°°°°2
L2
θ(Ωϕ)

 (1.19)

Toutes les dérivées d’ordre trois où intervient θ sont majorées par des dérivées

d’ordre plus grand

Donc la conclusion est que l’espace dual de

E ≡ E1est E∗ =
½
v/

v

ρ
∈ H−2

¾
(1.20)

1.2.3 Dualité

Pour mettre en évidence les différentes formules de dualité, les calculs seront effectués

soit à partir de dxdy ou dρdθ en incluant alors le facteur ρ dans les fonctions à

intégrer.
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Proposition 12 Le dual de l’opérateur ρ∆ en coordonnées polaires est égal à l’opérateur

lui même c’est à dire que

(ρ∆)∗ = ρ∆ (1.21)

Dèmonstration

hρ∆u, vi =
ϕZ
0

∞Z
0

ρ∆u.vρdρdθ Sachant que ∆u =
∂2u

∂ρ2
+
1

ρ

∂u

∂ρ
+
1

ρ2
∂2u

∂θ2

hρ∆u, vi =
ϕZ
0

∞Z
0

µ
ρ
∂2u

∂ρ2
+

∂u

∂ρ
+
1

ρ

∂2u

∂θ2

¶
.vρdρdθ des intégrations par partie donne

le résultat
ϕZ
0

∞Z
0

ρ∆u.vρdρdθ =

ϕZ
0

∞Z
0

u

·
∂v

∂ρ
+ ρ

∂2v

∂ρ2
+
1

ρ

∂2v

∂θ2

¸
ρdρdθ

hρ∆u, vi = hu, (ρ∆)∗ vi
On a donc

(ρ∆)∗ = ρ∆

Remarque 13 Compte tenu des espaces utilisés la convergece des intégrales ne se

popse pas.

D’autre part, on a d’aprés la proposition 1 que :

(ρ∆)∗ =
µ
1

ρ
+ 3

∂

∂ρ
+ ρ

∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂2

∂θ2

¶
en coordonnées cartésiennes.La transfor-

mée de Mellin de (ρ∆)∗:

^(ρ∆)∗dxdy v = (σ − 2)2 ev (σ − 1, θ) + ev00θ (σ − 1, θ) = 0 et les solutions élémentaires
sont de la forme :

a sin (σ − 1) θ + b cos (σ − 1) θ
Le problème


^(ρ∆)∗ v = 0

ev (σ, 0) = 0

ev (σ, ϕ) = 1

dans Ωϕ (1.22)
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admet comme solution

ev (σ, θ) = sin (σ − 1) θ
sin (σ − 1)ϕ (1.23)

Les zéros positifs du dénominateur sont de la forme
µ
1 +

kπ

ϕ

¶
Les fonctions du noyau présente une singularité au sommet qui correspond aux

résidus de la transformée de Mellin inverse des solutions de (1.5)

D Si 0 < ϕ < π l’ensemble de pôle Sρ =
½
1,

µ
1 +

π

ϕ

¶
,

µ
1 +

2π

ϕ

¶
, ...

¾
D Si π < ϕ < 2π l’ensemble de pôle Sρ =

½µ
1− π

ϕ

¶
, 1,

µ
1 +

π

ϕ

¶
, ...

¾
Sur tout polygône Ω , chaque fonction singulière de H−s (Ω), s > 0 donne nais-

sance à une fonction singulière de ker (ρ∆)∗ ∩ H−s (Ω) .
En effet si g est la trace de u sur le bord de Ω, le problème:

 (ρ∆)∗ u = f

u |Γ= g
(1.24)

Si f ∈ L2, f−g = 0 car le problème initial est variationnel et admet une solution
unique.

Les seuls pôles qui interviennent vérifient
µ
1 +

kπ

ϕ

¶
≥ 1 ; aucune singularité

n’appartient à L2 (Ω)

1.3 Comparaison des espaces Hs
x,y et Hs

ρ,η

Cas s = 1

Proposition 14 Les espaces H1x,y et H1ρ,η sont identiques.C’est à dire:

H1x,y ≡ H1ρ,η (1.25)

Démonstration
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Il s’agit de démontrer que si :

u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
∈ L2xy ⇐⇒ u,

∂u

∂ρ
,
1

ρ

∂u

∂θ
∈ L2 (Ωϕ)

En effet on a :

∂u

∂ρ
= cos θ

∂u

∂x
+ sin θ

∂u

∂y

1

ρ

∂u

∂θ
= − sin θ∂u

∂x
+ cos θ

∂u

∂y

Comme
∂u

∂x
et

∂u

∂y
∈ L2xy alors il est évident que

∂u

∂ρ
et
1

ρ

∂u

∂θ
∈ L2 (Ωϕ)

Inversement on a :

∂u

∂x
= cos θ

∂u

∂ρ
− sin θ1

ρ

∂u

∂θ

∂u

∂y
= sin θ

∂u

∂ρ
+ cos

1

ρ

∂u

∂θ

Comme
∂u

∂ρ
et
1

ρ

∂u

∂θ
∈ L2 (Ωϕ) alors

∂u

∂x
et

∂u

∂y
∈ L2xy

Donc H1x,y ≡ H1ρ,η
Cas s = 2

Proposition 15 L’espace H2x,y est inclus dans l’espace H2ρ,η

H2x,y ⊂ H2ρ,η (1.26)
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Démonstration

Il s’agit de démontrer que si:

u,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
,
∂2u

∂y∂x
∈ L2xy ⇒ u,

∂2u

∂ρ2
,
1

ρ

∂2u

∂θ∂ρ
,
1

ρ2
∂2u

∂θ2
∈ L2 (Ωϕ)

En effet on a :

∂2u

∂ρ2
=

∂2u

∂x2
cos2 θ +

∂2u

∂x∂y
sin2 θ +

∂2u

∂y2
sin2 θ

1

ρ2
∂2u

∂θ2
=

∂2u

∂x2
sin2 θ − ∂2u

∂x∂y
sin 2θ +

∂2u

∂y2
cos2 θ

1

ρ

∂2u

∂θ∂ρ
=
1

2

∂2u

∂y2
sin 2θ +

∂2u

∂x∂y
cos 2θ − 1

2

∂2u

∂x2
sin 2θ

Comme
∂2u

∂x2
et

∂2u

∂y2
∈ L2xy alors

∂2u

∂ρ2
,
1

ρ2
∂2u

∂θ2
et
1

ρ

∂2u

∂θ∂ρ
∈ L2 (Ωϕ)

Donc H2x,y ⊂ H2ρ,η

Inversement on a :

Contre exemple u (ρ, θ) = ρ =
p
x2 + y2 = u (x, y)

u n’est pas dérivable en (x, y) = (0, 0) mais elle est indéfiniment dérivable en

ρ



Cha pi t re 2

Etude de l’opérateur ρ2∆2dans

l’éspace F

2.1 Position du problème initial

Soit le problème :


∆2u = g

u|Γ = 0

∂u

∂η
|Γ= 0

f ∈ L2 (Ω) (2.1)

défini dans le polygône (Ω)

La mise en place de la formule de Green pour le problème (2.1)est délicate .En

relevant que
∂4u

∂ρ4
n’appartient pas toujours à L2(Ωϕ) et que ψ (ρ)

∂4u

∂ρ4
∈ L2(Ωϕ).D’où

l’idée de transformer le problème initial :

20



2. Etude de l’opérateur ρ2∆2dans l’éspace F 21

2.1.1 Etude du problème transformé
ρα∆2u = ραg = f

u|Γ = 0

∂u

∂η
|Γ= 0

f ∈ L2 (Ω) (2.2)

où Ω est un polygône plan et Γ sa frontière .Cette étude sera locale, elle se fera au

voisinage de chaque sommet Si.Pour celà on considère une partition C∞ de l’unité

Ω isolant chaque sommet.

Remarque 16 Une partition de l’unité ramène le problème sur un polygône à des

domaines de trois types:

1) demi-espace

2) ouvert de R2

3) secteur angulaire

Seul le troisième pose problème

Ce domaine est choisi pour avoir une présentation simple de l’inégalité

à priori qui s’étend sans difficultés à un polygône par partition de l’unité.

Soit {Bi}i=1,N une suite d’ouverts de R2 disjoints deux à deux et Si ∈ Bi,

∀i = 1, N , ∃hi ∈ C∞[0,1]
¡
Ω
¢
tel que

hi =


1 sur B00i

ĥisur B0i\B00i
0 sur le complémentaire de B0i

(2.3)

et tel que B00i ( B0i ( Bi ( les inclusions sont strictes ) et C∞[0,1]
¡
Ω
¢
désigne les

fonctions indéfiniment différentiables sur Ω et à valeurs dans [0, 1].

Soit la fonction

h0 (x, y) = 1−
NX
i=1

hi (x, y) ,∀ (x, y) ∈ Ω (2.4)
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et soit la fonction poids :

ψ (ρ) =

 ρ2 sur B0i

q (ρ) sur le complémentaire de B0i
(2.5)

avec

ρ = d [Si, (x, y)], (x, y) ∈ B0i (2.6)

et tel que q (ρ) ne s’annule pas (la fonction ĥi est une fonction de raccordement qui

assure l’appartenance de hi à C∞[0,1](Ω)).

De même la fonction poids ψ (ρ) est aussi une fonction de raccordement entre

les fonctions ρ définies sur les voisinages de chaque sommet et qui assure en même

temps l’appartenance de δ à C∞ (Ω). Nous aurons par ailleurs :

u (x, y) =
NX
i=0

hi.u (x, y) =
NX
i=0

ui (x, y) . (2.7)

Le problème :


ψ (ρ)∆2u = ψ (ρ) f

u |Γ= 0

∂u

∂η
|Γ= 0

(2.8)

est équivalent au problème :



ψ (ρ)
NP
i=0

∆2ui = ψ (ρ) f

NP
i=0

ui |Γ= 0

NP
i=0

∂ui
∂η

|Γ= 0

(2.9)

Nous avons ∆2ui à support compact, appartient à L2 (Ω) et supp ui ⊂ (B0i ∩ Ω) .
Nous sommes donc amenés à étudier les problèmes :
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
ψ (ρ)∆2u0 = f0 dans B0 = supp h0 ⊂

µ
Ω\ N∪

i=1
B00i

¶
u0 |∂B0= 0

∂u0
∂η

|∂B0= 0

(P0)


ψ (ρ)∆2ui = fi dans Ωψ

ui |Γϕ= 0

∂ui
∂η

|Γϕ= 0

supp fi ⊂ B0i i = 1, N (Pi)

Ωϕ étant le secteur d’angle ϕ et de frontieres θ = 0 et θ = ϕ, obtenu en prolongeant

les côtés issus du sommet Si et tel que Ωϕ placé à l’origine des coordonnées. Le

problème (P0) étant classique (B0 est à frontière régulière ), sa résolution est basée

sur l’inegalité à priori

ku0kH2 ≤ C
°°∆2u0

°°
L2 , u0 ∈ H2 (B0) ∩H10 (B0) .

Quant aux problèmes (Pi), ils se ramenent sous la forme globale suivante:


ψ (ρ)∆2u = ψ (ρ) f = g

u (ρ; 0) = u (ρ;ϕ) = 0

∂u

∂η
(ρ; 0) =

∂u

∂η
(ρ;ϕ) = 0

(2.10)

L’étude du problème (2.1) se fera localement sur Ωϕ

Avant d’entammer l’étude de l’opérateur ρ2∆2, nous allons calculer les expres-

sions en coordonnées polaires des opérateurs ∆ et ∆2

2.1.2 Expression du Laplacien

l’opérateur ρ∆ est elliptique dans Ωϕ et il dégénère à l’origine .Son polynôme

caractéristique est ρ(x2 + y2) 6= 0, ∀(x, y) 6= (0, 0)
Sachant que ρ =

p
x2 + y2), ρ∆ s’écrit en coordonnées polaires comme
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ρ∆ = ρ(
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2
)

Théorème 17 L’opérateur ∆ peut se mettre sous la forme

∆ =
1

ρ2

·
(ρ

∂

∂ρ
)2 +

∂2

∂θ2

¸
(2.11)

Démonstration

On a :

(ρ
∂

∂ρ
)2 +

∂2

∂θ2
= (ρ

∂

∂ρ
)

·
(ρ

∂

∂ρ
)

¸
+

∂2

∂θ2

et

(ρ
∂

∂ρ
)

·
(ρ

∂

∂ρ
)

¸
+

∂2

∂θ2
= ρ(

∂

∂ρ
+ ρ

∂2

∂ρ2
) +

∂2

∂θ2
= ρ

∂

∂ρ
+ ρ2

∂2

∂ρ2
+

∂2

∂θ2

On vient de voir ( Thm 6 ) que le laplacien, en coordonnées polaires, a pour

expression :

∆ =
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2

et il se met sous la forme

∆ =
1

ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#

2.1.3 Expression du bilaplacien

Théorème 18 L’opérateur ∆2 peut se mettre sous la forme

∆2 =
1

ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#
· 1
ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#
(2.12)

Démonstration

∆2 =
1

ρ2

(µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
1

ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#
+

∂2

∂θ2
1

ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#)
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ce qui donne :

∆2 =
1

ρ4

(µ
ρ
∂

∂ρ

¶4
− 4

µ
ρ
∂

∂ρ

¶3
+ 4

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
(2.13)

−4
µ
ρ
∂

∂ρ

¶
∂2

∂θ2
+ 4

∂2

∂θ2
+ 2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
∂2

∂θ2
+

∂4

∂θ4

)
Il est aisé de voir comment ce résultat a été obtenu .En effet pour calculer:

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
1

ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#
(2.14)

il suffit de dériver, deux fois par rapport à ρ,

Dérivée première par rapport à la variable ρ.

On a

∆ =
1

ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#
=⇒

µ
ρ
∂

∂ρ

¶
∆ =

µ
ρ
∂

∂ρ

¶(
1

ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#)
On obtient µ

ρ
∂

∂ρ

¶
∆ = − 2

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+
1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶3
− 2

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶
∂2

∂θ2

Derivée seconde par rapport à la variable ρ.

Nous avons

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
∆ =

µ
ρ
∂

∂ρ

¶"
− 2
ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+
1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶3
− 2

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶
∂2

∂θ2

#

ρ
∂

∂ρ

2

∆ =

(
4

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
− 4

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶3
+
1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶4
+
4

ρ2
∂2

∂θ2
(2.15)

− 4
ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶
∂2

∂θ2
+
1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
∂2

∂θ2

)
Pour calculer

∂2

∂θ2
1

ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#
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il suffit de calculer une dérivée seconde par rapport à θ

Dérivée seconde par rapport à la variable θ

∂2

∂θ2
∆ =

∂2

∂θ2

(
1

ρ2

"µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+

∂2

∂θ2

#)
∂2

∂θ2
∆ =

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
∂2

∂θ2
+
1

ρ2
∂4

∂θ4
(2.16)

Finalement, en additionnant (2.6) et (2.7) on obtient le résultat cherché

Expression developpée du bilaplacien

En effet sachant que ∆2 = ∆ ◦∆
∆2 =

·
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2

¸
◦
·
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2

¸
∆2 =

½
∂2

∂ρ2
◦
·
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2

¸
+
1

ρ

∂

∂ρ
◦
·
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2

¸
+
1

ρ2
∂2

∂θ2
◦
·
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2

¸¾
Aprés calcul on a

∆2 =
∂4

∂ρ4
+
2

ρ

∂3

∂ρ3
− 1
ρ2

∂2

∂ρ2
− 2
ρ3

∂3

∂ρ∂θ2
+
2

ρ2
∂4

∂ρ2∂θ2
+
1

ρ4
∂4

∂θ4
+
4

ρ4
∂2

∂θ2
+
1

ρ3
∂

∂ρ
(2.17)

Si l’on désigne par D l’opérateur differentiel :

∆2 = D4
ρ4 +

2

ρ
D3

ρ3 −
1

ρ2
D2

ρ2 −
2

ρ3
D3

ρ,θ2 +
2

ρ2
D4

ρ2,θ2 +
1

ρ4
D4

θ4 +
4

ρ4
D2

θ2 +
1

ρ3
Dρ

Détermination du poids ψ (ρ)

Pour l’étude de l’opérateur ∆ [5] d’ordre deux que l’on note (β), le poids qui

convenait était, soit α =
β

2
ou α = β − 1.Pour le bilaplacien on peut penser à deux

types de poids :
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 ψ (ρ) = 4− 1 = 3
ψ (ρ) =

4

2
= 2

(2.18)

Pour le premier type ψ (ρ) = 3 , nous constatons qu’il "cache les singularités"

Quant au deuxième ψ (ρ) = 2 , les calculs se font bien .Dans notre cas, on

retiendra ψ (ρ) = ρ2

Ce qui fait que ψ (ρ)∆2 devient :

ρ2∆2 = ρ2
∂4

∂ρ4
+ 2ρ

∂3

∂ρ3
− ∂2

∂ρ2
− 2

ρ

∂3

∂ρ∂θ2
+ 2

∂4

∂ρ2∂θ2
+
1

ρ2
∂4

∂θ4
+
4

ρ2
∂2

∂θ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
D’où la conséquence sur le problème (2.2)


ρ2∆2u = f

u|Γ = 0

∂u

∂η
|Γ= 0

f ∈ L2 (Ωϕ) (2.19)

où ρ =
p
x2 + y2 désigne la distance d’un point (x, y) de Ω à l’origine.Il s’agit

d’étudier l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.19) dans un secteur

Ωϕ infini d’ouverture ϕ.

Conclusion 19 La solution du problème (2.8), quand elle existe dans l’espace de

travail F , elle est unique

2.2 Etude de l’espace F

Soit l’espace F

F =
½
u ∈ H20(Ωϕ)/ρ

α1−2 ∂
α1+α2u

∂ρα1∂θα2
∈ L2 (Ωϕ) ;∀α1, α2 : α1 + α2 = 3 ou 4

¾
(2.20)

qui vérifie l’inclusion algébrique : H4xy (Ωϕ) ⊂ F ⊂ H2xy (Ωϕ) et il sera muni de la

norme du graphe :
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kuk2F =
(
kuk2H2 +

°°°°1ρ ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°ρ2∂4u∂ρ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂4u∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° ∂4u

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°1ρ ∂4u

∂ρ∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°ρ ∂4u

∂ρ3∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

)
Pour montrer que F est un espace de Banach reflexif il suffit de montrer que

Fest fermé dans H2xy (Ωϕ) .

Proposition 20 L’espace F est fermé dans H2xy (Ωϕ)

Demonstration

Soit (un) une suite de Cauchy dans F qui converge vers u dans H2xy (Ωϕ)

Montrons que u est dans F.On a par hypothèse que

(un) −→ u ∈ H2xy (Ωϕ)

alors 

un −→ u dans L2xy
∂un
∂ρ
−→ ∂u

∂ρ
dans L2xy

1

ρ

∂un
∂θ
−→ 1

ρ

∂u

∂θ
dans L2xy

∂2un
∂ρ2

−→ ∂2u

∂ρ2
dans L2xy

∂2un
∂ρ∂θ

−→ ∂2u

∂ρ∂θ
dans L2xy

1

ρ2
∂2un

∂θ2
−→ 1

ρ2
∂2u

∂θ2
dans L2xy

(2.21)

Comme L2 (Ωϕ) s’injecte continument dans D0 (Ωϕ) (espace de distributions), ce

qui implique [sachant que l’opérateur de dérivation est continu sur D0]
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un −→ u dans D0
∂un
∂ρ
−→ ∂u

∂ρ
dans D0

1

ρ

∂un
∂θ
−→ 1

ρ

∂u

∂θ
dans D0

∂2un
∂ρ2

−→ ∂2u

∂ρ2
dans D0

∂2un
∂ρ∂θ

−→ ∂2u

∂ρ∂θ
dans D0

1

ρ2
∂2un

∂θ2
−→ 1

ρ2
∂2u

∂θ2
dans D0

Comme (un) ⊂ Fet L2xy est un espace de Banach
=⇒

un −→ u dans L2xy (Ωϕ)

∂un
∂ρ
−→ ∂u

∂ρ
dans L2xy (Ωϕ)

1

ρ

∂un
∂θ
−→ 1

ρ

∂u

∂θ
dans L2xy (Ωϕ)

∂2un
∂ρ2

−→ ∂2u

∂ρ2
dans L2xy (Ωϕ)

∂2un
∂ρ∂θ

−→ ∂2u

∂ρ∂θ
dans L2xy (Ωϕ)

1

ρ2
∂2un

∂θ2
−→ 1

ρ2
∂2u

∂θ2
dans L2xy (Ωϕ)

On en déduit
un −→ u dans L2 (Ωϕ)

∂un
∂ρ
−→ ∂u

∂ρ
dans L2 (Ωϕ)

1

ρ

∂un
∂θ
−→ 1

ρ

∂u

∂θ
dans L2 (Ωϕ)

∂2un
∂ρ2

−→ ∂2u

∂ρ2
dans L2 (Ωϕ)

∂2un
∂ρ∂θ

−→ ∂2u

∂ρ∂θ
dans L2 (Ωϕ)

1

ρ2
∂2un

∂θ2
−→ 1

ρ2
∂2u

∂θ2
dans L2 (Ωϕ)

donc u ∈ Fd’où la ferméture de F dans H2xy .Ce qui nous donne la reflexivité de
l’espace F qui est un espace intermédiaire, dans le sens des ensembles, H4 ⊂ F ⊂ H2,
Plus généralement, on a :
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Fm (Ωϕ) =
n
u ∈ H20(Ωϕ)/ρ

α1−2 ∂α1+α2u
∂ρα1∂θα2

∈ L2 (Ωϕ) ;∀α1, α2 : α1 + α2 = m
o

2.3 Etude de l’opérateur ρ2∆2 dans F

Proposition 21 L’opérateur ρ2∆2 est linéaire continu de F dans L2xy (Ωϕ)

Démonstration

Dire que ρ2∆2 est linéaire continu de F dans L2xy (Ωϕ)

⇔ 
Im ρ2∆2 est dans L2xy (Ωϕ)

ρ2∆2 est linéaire

ρ2∆2 est continu dans L2xy (Ωϕ)

(2.22)

a) Im ρ2∆2 est dans L2xy (Ωϕ)

En effet soit u ∈ F =⇒

ρ2∆2u = ρ2
∂4u

∂ρ4
+2ρ

∂3u

∂ρ3
− ∂2u

∂ρ2
− 2
ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
+
4

ρ2
∂2u

∂θ2
+2

∂4u

∂ρ2∂θ2
+
1

ρ2
∂4u

∂θ4
+
1

ρ

∂u

∂ρ
(2.23)

Tout ces termes appartiennent à L2xy (Ωϕ) =⇒ (ρ2∆2) (F) ⊂ L2xy (Ωϕ)

b) ρ2∆2 est linéaire

c) ρ2∆2 est continu dans L2xy (Ωϕ)

Pour montrer la continuité (ρ2∆2) il suffit de prendre une suite (un) n≥0 qui

converge vers u dans F et montrer que [(ρ2∆2) (un)] converge vers (ρ2∆2)u dans

L2xy (Ωϕ) .En effet soit (un) n≥0 une suite qui converge vers u dans F

=⇒ ρ2
∂4un
∂ρ4

converge−→ ρ2
∂4u

∂ρ4
dans L2xy (Ωϕ)

=⇒ 2ρ
∂3un
∂ρ3

converge−→ 2ρ
∂3u

∂ρ3
dans L2xy (Ωϕ)

=⇒−∂
2un
∂ρ2

converge−→ −∂
2u

∂ρ2
dans L2xy (Ωϕ)
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=⇒−2
ρ

∂3un

∂ρ∂θ2
converge−→ −2

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
dans L2xy (Ωϕ)

=⇒ 4

ρ2
∂2un

∂θ2
converge−→ 4

ρ2
∂2u

∂θ2
dans L2xy (Ωϕ)

=⇒ 2∂4un

∂ρ2∂θ2
converge−→ 2∂4u

∂ρ2∂θ2
dans L2xy (Ωϕ)

=⇒ 1

ρ2
∂4un

∂θ4
converge−→ 1

ρ2
∂4u

∂θ4
dans L2xy (Ωϕ)

=⇒ 1

ρ

∂un
∂ρ

converge−→ 1

ρ

∂u

∂ρ
dans L2xy (Ωϕ)

ce qui implique queµ
ρ2
∂4un
∂ρ4

+ 2ρ
∂3un
∂ρ3

− ∂2un
∂ρ2

− 2
ρ

∂3un

∂ρ∂θ2
+
4

ρ2
∂2un

∂θ2
+ 2

∂4un

∂ρ2∂θ2
+
1

ρ2
∂4un

∂θ4
+
1

ρ

∂un
∂ρ

¶
converge versµ

ρ2
∂4u

∂ρ4
+ 2ρ

∂3u

∂ρ3
− ∂2u

∂ρ2
− 2

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
+
4

ρ2
∂2u

∂θ2
+ 2

∂4u

∂ρ2∂θ2
+
1

ρ2
∂4u

∂θ4
+
1

ρ

∂u

∂ρ

¶
dans L2xy (Ωϕ) implique que [(ρ2∆2) (un)] converge vers (ρ2∆2)u dans L2xy (Ωϕ)

donc l’opérateur (ρ2∆2) est continu dans L2xy (Ωϕ)

Il nous reste à démontrer que le problème abordé a une solution.

2.4 Inégalité à priori pour ρ2∆2

Soit le problème:


ρ2∆2u = f

u|Γ = 0

∂u

∂η
|Γ= 0

f ∈ L2 (Ωϕ) (2.24)



2. Etude de l’opérateur ρ2∆2dans l’éspace F 32

Le but essentiel est de montrer que l’opérateur (ρ2∆2) est un opérateur

à indice.

Rappelons que (ρ2∆2) est un opérateur à indice si :


dimker (ρ2∆2) est finie

Im (ρ2∆2) est fermée

codim (ρ2∆2) est finie

(2.25)

Dans cette partie de notre recherche, on va démontrer l’éxistence de la solution

du problème (2.9)

Conséquence : l’opérateur (ρ2∆2) est surjectif ce qui nous assure l’éxistence

de la solution de notre problème

Pour celà on s’appuira sur

Lemme 22 (Peetre) Soient E,F,G trois espaces de Banach réflexifs : E ⊂ F avec
injection compacte et soit P un opérateur linéaire continu de E dans G. Alors les

deux propositions suivantes sont équivalentes:

(i) L’image de P dans G est fermée et le noyau de P est de dimension finie

(ii)Il existe une constante positive C telle que :

kukE ≤ C {kρ∆kG + kukF} (2.26)

Pour montrer que l’image de (ρ2∆2) est fermée il suffit de montrer l’inégalité

suivante:

kukF ≤ C(
°°ρ2∆2u

°°
L2(x,y) + kukH2(x,y)),∀u ∈ F. (2.27)

F =

½
u ∈ H2/ρ2∂

4u

∂ρ4
, ρ
∂3u

∂ρ3
,
1

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
,

∂4u

∂ρ2∂θ2
,
1

ρ2
∂4u

∂θ4
(2.28)

,
1

ρ

∂4u

∂ρ∂θ3
, ρ

∂4u

∂ρ3∂θ
,
1

ρ2
∂3u

∂θ3
,
∂3u

∂ρ2∂θ
∈ L2 (Ωϕ)

¾
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Ce qui impose la vérification des conditions du lemme de Peetre.Pour celà on

considère les trois espaces suivants

F, H2xy (Ωϕ) , L2xy

Les espaces H2, L2xy sont des espaces de Banach reflexifs. [3]

L’espace L2 (Ωϕ) est un espace de Banach reflexif [3] (2.29)

L’espace H2xy (Ωϕ) est un espace de Banach reflexif [3] (2.30)

Tout sous-espace vectoriel fermé dans un espace de Banach réflexif est

réflexif.Comme F est un sous espace de H2donc

L’espace F est un space de Banach reflexif [3] (2.31)

Les conditions du lemme de Peetre étant remplies, on peut appliquer l’inégalité

à priori

L’espace F est un espace intermédiaire, dans le sens des ensembles, H4 ⊂ F ⊂
H2,il sera muni de la norme du graphe

kuk2F =
(
kuk2H2 +

°°°°1ρ ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°ρ2∂4u∂ρ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂4u∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° ∂4u

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°1ρ ∂4u

∂ρ∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°ρ ∂4u

∂ρ3∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

)
Le problème se pose dans le calcul de la norme de l’opérateur (ρ2∆2)

Cette norme est :
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kρ2∆2uk2L2(Ωϕ) =
(°°°°ρ2∂4u∂ρ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°2ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 2∂4u∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)°°°°1ρ ∂u∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°2ρ ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂4u∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 4ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+
28P
i=1

Ii

)
(2.32)

où les Ii sont des intégrales qui ont l’une des six formes suivantes :

A =

Z
ΩX,Y

ρk
∂j

∂ρj
∂m

∂ρm
dΩ

X,Y
(I1,I2, I7,I22,I23,I24) (2.33)

B =

Z
ΩX,Y

ρk
∂j

∂ρj
∂m

∂θm
dΩ

X,Y
(I4, I6,I9,I11, I13, I15,I25,I26)

C =

Z
Ω
X,Y

ρk
∂j

∂θj
∂m

∂θm
dΩ

X,Y
(I20)

D =

Z
ΩX,Y

ρk
∂j

∂θj
∂m

∂ρs∂θt
dΩ

X,Y
( I16, I18, I19,I21)

E =

Z
Ω
X,Y

ρk
∂j

∂ρw∂ρv
∂m

∂ρs∂θt
dΩ

X,Y
(I17)

F =

Z
ΩX,Y

ρk
∂j

∂ρj
∂m

∂ρs∂θt
dΩ

X,Y
(I3, I5, I8, I10, I12, I14I27,I28)

Expressions de ces intégrales

Forme A :

I1 = 2

∞Z
0

ϕZ
0

ρ4
∂4u

∂ρ4
∂3u

∂ρ3
dρdθ; I2=

∞Z
0

ϕZ
0

ρ3
∂4u

∂ρ4
∂2u

∂ρ2
dρdθ

I7 = −2
∞Z
0

ϕZ
0

ρ2
∂3u

∂ρ3
∂2u

∂ρ2
dρdθ; I22=

∞Z
0

ϕZ
0

ρ2
∂4u

∂ρ4
∂u

∂ρ
dρdθ
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I23= 2

∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂3u

∂ρ3
∂u

∂ρ
dρdθ ; I24= −

∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ2
∂u

∂ρ
dρdθ

Forme B :

I4= 4

Z ∞

0

Z ϕ

0

ρ
∂4u

∂ρ4
∂2u

∂θ2
dρdθ I6=

Z ∞

0

Z ϕ

0

ρ
∂4u

∂ρ4
∂4u

∂θ4
dρdθ

I11= 2

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂3u

∂ρ3
∂4u

∂θ4
dρdθ I13= −4

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ

∂2u

∂ρ2
∂2u

∂θ2
dρdθ

I9= 8

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂3u

∂ρ3
∂2u

∂θ2
dρdθ I15= −

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ

∂2u

∂ρ2
∂4u

∂θ4
dρdθ

I25= 4

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂u

∂ρ

∂2u

∂θ2
dρdθ ; I26=

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂u

∂ρ

∂4u

∂θ4
dρdθ

Forme C :

I20= 4

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ3
∂2u

∂θ2
∂4u

∂θ4
dρdθ

Forme D :

I16 = −8
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂2u

∂θ2
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ I18 = −2

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂4u

∂θ4
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ

I19 = 8

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ

∂2u

∂θ2
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ I21 = 2

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ

∂4u

∂θ4
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

Forme E :

I17= −4
∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ∂θ2
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

Forme F :

I3= −2
Z ∞

0

Z ϕ

0

ρ2
∂4u

∂ρ4
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ I5= 2

Z ∞

0

Z ϕ

0

ρ3
∂4u

∂ρ4
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

I8= −4
Z ∞

0

Z ϕ

0

ρ
∂3u

∂ρ3
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ I10= 4

Z ∞

0

Z ϕ

0

ρ2
∂3u

∂ρ3
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

I12= 2

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂ρ2
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ I14= −2

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂ρ2
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ
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I27= −2
∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂u

∂ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ ; I28= 2

∞Z
0

ϕZ
0

∂u

∂ρ

∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

Pour facilter le calcule de toutes ces intégrales, on met en place le théorème

suivant :

Théorème 23 Soit u une fonction de C∞ (Ω) . Si u est à support compact, alors

on a

Z
Ωϕ

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ =


−k
2

°°°°°°ρ
k − 2
2

∂iu

∂ρi

°°°°°°
2

L2(Ωϕ)

, pour k > 0

Z
Ωϕ

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ = 0, pour k = 0

(2.34)

Démonstration

ρ étant défini par ρ =
p
x2 + y2, alors pour :

1ercas k > 0

Z
Ωϕ

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dΩϕ = .

∞Z
0

ϕZ
0

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ

On fait une intégration par parties par rapport à ρ

Z
Ωϕ

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ =


ϕZ
0

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂iu

∂ρi
|∞0| {z }

=0

dθ

−
Z ∞

0

Z ϕ

0

µ
kρk−1

∂iu

∂ρi
+ ρk

∂i+1u

∂ρi+1

¶
∂iu

∂ρi
dρdθ

¾
u est à support compact donc u est nulle au V (∞) c’est à dire que

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂iu

∂ρi
= 0 au V (∞) .

La présence du facteur ρk rend nulle l’expression ρk
∂iu

∂ρi
.
∂iu

∂ρi
au voisinage de zéro.Z

Ωϕ

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ =

½
−k.

Z ∞

0

Z ϕ

0

ρk−1
∂iu

∂ρi
.
∂iu

∂ρi
dρdθ −

Z ∞

0

Z ϕ

0

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ
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Z
Ωϕ

ρk
∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ = −k

2

°°°°°°ρ
k − 2
2

∂iu

∂ρi

°°°°°°
2

L2(Ωϕ)

2 éme cas k = 0

Z
Ωϕ

∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ =

ϕZ
0

∂iu

∂ρi
.
∂iu

∂ρi
|∞0| {z }

dθ −
∞Z
0

ϕZ
0

∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ

ϕZ
0

∂iu

∂ρi
.
∂iu

∂ρi
|∞0| {z }

dθ = 0, par hypothèse

2

Z
Ωϕ

∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ = 0, d’où

Z
Ωϕ

∂iu

∂ρi
.
∂i+1u

∂ρi+1
dρdθ = 0.

Calcul des intégrales Ii

Le cacul de certaines des intégrales Ii s’appuie sur le théorème 23

Calcul des intégrales de la forme A

Calcul de I1

I1 = 2

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ4
∂4u

∂ρ4
∂3u

∂ρ3
dρdθ

En appliquant le théorème 22, on obtient:

I1 = −4
°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.35)

Calcul de I2

I2 =

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ3
∂4u

∂ρ4
∂2u

∂ρ2
dρdθ
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Une intégration par parties, par rapport à ρ ,nous donne en tenant compte de la

remarque1:

I2 =

ϕZ
0

ρ3
∂3u

∂ρ3
∂2u

∂ρ2
|∞0 dθ

| {z }
=0

−
+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ3

µ
3ρ2

∂2u

∂ρ2
+ ρ3

∂3u

∂ρ3

¶
dρdθ

I2 = −
+∞Z

0

ϕZ
0

3ρ2
∂2u

∂ρ2
∂3u

∂ρ3
dρdθ +

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ3
µ
∂3u

∂ρ3

¶2
dρdθ


D’aprés le théorème 23

on a :

I2 = 3

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

−
°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.36)

Calcul de I7

I7 = −2
+∞Z
0

ϕZ
0

ρ2
∂3u

∂ρ3
∂2u

∂ρ2
dρdθ = 2

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

[th 22] (2.37)

Calcul de I22

I22 =

Z ∞

0

Z ϕ

0

ρ2
∂4u

∂ρ4
∂u

∂ρ
dρdθ. Une intégration par parties, par rapport à ρ, nous

donne

I22 =

ϕZ
0

ρ2
∂3u

∂ρ3
∂u

∂ρ
|∞0 dθ

| {z }
=0

−
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂3u

∂ρ3

·
2ρ

∂u

∂ρ
+ ρ2

∂2u

∂ρ2

¸
dρdθ

I22 = −2
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂3u

∂ρ3
ρ
∂u

∂ρ
dρdθ −

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂3u

∂ρ3
ρ2
∂2u

∂ρ2
dρdθ =

I22 = −2
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂3u

∂ρ3
ρ
∂u

∂ρ
dρdθ −

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

On considère l’intégrale I022 = −2
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂3u

∂ρ3
ρ
∂u

∂ρ
dρdθ.Une intégration par par-

ties, par rapport à ρ, donne
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I022 = −2
ϕZ
0

∂2u

∂ρ2
ρ
∂u

∂ρ
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 2

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂ρ2

·
ρ
∂2u

∂ρ2
+

∂u

∂ρ

¸
dρdθ

I022 = 2
°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

( l’intégrale 2
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂ρ2
∂u

∂ρ
dρdθ = 0 ) [th 23]

=⇒ I22 = −
°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 2

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

I22 =

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.38)

Calcul de I23

I23 = 2

Z ∞

0

Z ϕ

0

ρ
∂3u

∂ρ3
∂u

∂ρ
dρdθ .Une intégration par parties, par rapport à ρ, donne

I23 = 2

ϕZ
0

ρ
∂2u

∂ρ2
∂u

∂ρ
|∞0 dθ

| {z }
=0

− 2
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂ρ2

·
∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2

¸
dρdθ

I23 = −2
°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 2
∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ2
∂u

∂ρ
dρdθ

| {z }
=0

I23 = −2
°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.39)

Calcul de I24

I24 =

∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ2
∂u

∂ρ
dρdθ = 0 [th 23] (2.40)

Calcul des intégrales de la forme B

Calcul de I4
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I4 = 4

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂4u

∂ρ4
∂2u

∂θ2
dρdθ

En intégrant par parties, par rapport à θ, on obtient:

I4 = 4


∞Z
0

ρ
∂u

∂θ

∂4u

∂ρ4
|ϕ0 dρ| {z }

=0

−
+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂u

∂θ

∂5u

∂θ∂ρ4
dρdθ


On intégre une deuxième fois par parties, par rapport à ρ :

I4 = −4


ϕZ
0

∂4u

∂θ∂ρ3
ρ
∂u

∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0

−
+∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂θ∂ρ3

µ
∂u

∂θ
+ ρ

∂2u

∂ρ∂θ

¶
dρdθ


La trosième intégration par parties ( par rapport à ρ ) donne :

I4 = 4


ϕZ
0

∂3u

∂θ∂ρ2
∂u

∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0

−
+∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ∂θ

∂

∂ρ

µ
∂2u

∂ρ∂θ

¶
dρdθ

| {z }
=0

+

+

ϕZ
0

∂3u

∂θ∂ρ2
ρ
∂2u

∂ρ∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0

−
Z +∞

0

Z ϕ

0

∂3u

∂θ∂ρ2

µ
∂2u

∂ρ∂θ
+ ρ

∂3u

∂θ∂ρ2

¶
dρdθ


Finalement

I4 = −4
°°°° ∂3u

∂θ∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.41)

Calcul de I6

I6 = 2

Z +∞

0

Z ϕ

0

ρ
∂4u

∂ρ4
∂4u

∂θ4
dρdθ .On fait une intégration par parties, par rapport

à θ :
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I6 = 2

∞Z
0

ρ
∂4u

∂ρ4
∂3u

∂θ3
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 2
+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂5u

∂θ∂ρ4
∂3u

∂θ3
dρdθ

.La deuxième intégration par parties se fera par rapport à ρ et donne :

I6 = −2
ϕZ
0

ρ
∂4u

∂θ∂ρ3
∂3u

∂θ3
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 2

+∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂θ∂ρ3

µ
∂3u

∂θ3
− ρ

∂4u

∂θ3∂ρ

¶
dρdθ

On intégre une troisième fois par parties, par rapport à θ :

I6 =


∞Z
0

∂4u

∂θ∂ρ3
∂2u

∂θ2
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 2
Z +∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂θ2
∂5u

∂θ2∂ρ3
dρdθ

−2
∞Z
0

ρ
∂4u

∂θ∂ρ3
∂3u

∂ρ∂θ2
|ϕ0 dρ| {z }

=0

+ 2

Z +∞

0

Z ϕ

0

∂3u

∂θ2∂ρ
ρ

∂5u

∂θ2∂ρ3
dρdθ


On intégre une quatrième fois par parties, par rapport à ρ :

I6 =

−2
ϕZ
0

ρ
∂4u

∂θ2∂ρ2
∂3u

∂θ2∂ρ
|∞0 dθ

| {z }
=0

+2

Z +∞

0

Z ϕ

0

∂4u

∂θ2∂ρ2

·
ρ

∂4u

∂θ2∂ρ2
+

∂3u

∂θ2∂ρ

¸
dρdθ

−2
ϕZ
0

∂4u

∂θ2∂ρ2
∂2u

∂θ2
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 2

Z
Ωϕ

∂4u

∂θ2∂ρ2
∂3u

∂θ2∂ρ
dρdθ

| {z }
=0


I6 = 2

+∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂θ2∂ρ2

·
ρ

∂4u

∂θ2∂ρ2
+

∂3u

∂θ2∂ρ

¸
dρdθ

I6 = 2

+∞Z
0

ϕZ
0

µ
∂4u

∂θ2∂ρ2

¶2
ρdρdθ + 2

+∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂θ2∂ρ2
∂3u

∂θ2∂ρ
dρdθ
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I6 = 2

°°°° ∂4u

∂θ2∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.42)

Sachant que 2
Z +∞

0

Z ϕ

0

∂4u

∂θ2∂ρ2
∂3u

∂θ2∂ρ
dρdθ = 0 [th 23]

Calcul de I9

I9 = 8

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ3
∂2u

∂θ2
dρdθ

La première intégration par parties se fera par rapport à θ ⇒

I9 = 8

∞Z
0

∂3u

∂ρ3
∂u

∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 8
+∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂θ∂ρ3
∂u

∂θ
dρdθ

La deuxième intégration par parties sera par rapport à ρ⇒

I9 = −8
ϕZ
0

∂3u

∂θ∂ρ2
∂u

∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 8

Z
Ωϕ

∂3u

∂θ∂ρ2
∂2u

∂θ∂ρ
dρdθ

| {z }
=0

= 0

=⇒ I9 = 0 (2.43)

Calcul de I11

I11 = 2

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ3
∂4u

∂θ4
dρdθ

La première intégration par parties sera par rapport à θ

I11 = 2


∞Z
0

∂3u

∂ρ3
∂3u

∂θ3
|ϕ0 dρ| {z }

=0

−
+∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂θ∂ρ3
∂3u

∂θ3
dρdθ


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Ladeuxième intégration par parties sera par rapport à ρ :

I11 = −2
ϕZ
0

∂3u

∂θ∂ρ2
∂3u

∂θ3
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 2

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂θ∂ρ2
∂4u

∂ρ∂θ3
dρdθ

La dernière intégration sera par rapport à θ

I11 = 2

∞Z
0

∂3u

∂ρ∂θ2
∂3u

∂ρ2∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 2
Z
Ωϕ

∂3u

∂ρ∂θ2
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

| {z }
=0

= 0. (2.44)

Calcul de I13

I13 = 4

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂2u

∂ρ2
∂2u

∂θ2
dρdθ

La première intégration par parties sera par rapport à θ

I13 = 4

∞Z
0

1

ρ

∂u

∂θ

∂2u

∂ρ2
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 4
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂u

∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
dρdθ

.La deuxième intégration par parties sera par rapport à ρ ⇒

I13 = −4
ϕZ
0

1

ρ

∂2u

∂θ∂ρ

∂u

∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 4

+∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ∂θ

∂

∂ρ

µ
1

ρ

∂u

∂θ

¶
dρdθ

I13 = 4

Z
Ωϕ

1

ρ

µ
∂2u

∂ρ∂θ

¶2
dρdθ − 4

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂2u

∂ρ∂θ

∂u

∂θ
dρdθ

On pose :

I013 = −4
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂2u

∂ρ∂θ

∂u

∂θ
dρdθ

I013 = −4
ϕZ
0

1

ρ2
∂u

∂θ

∂u

∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 4

+∞Z
0

ϕZ
0

∂u

∂θ

∂

∂ρ

µ
1

ρ2
∂u

∂θ

¶
dρdθ
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( par intégration par parties par rapport à ρ ) on a :

I013 = −8
+∞Z
0

ϕZ
0

µ
∂u

∂θ

¶2
1

ρ3
dρdθ + 4

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂2u

∂ρ∂θ

∂u

∂θ
dρdθ

I013 = −8
Z
Ωϕ

µ
∂u

∂θ

¶2
1

ρ3
dρdθ − I 013 d’où 2 I013 = −8

+∞Z
0

ϕZ
0

µ
∂u

∂θ

¶2
1

ρ3
dρdθ

I013 = −4
+∞Z
0

ϕZ
0

µ
∂u

∂θ

¶2
1

ρ3
dρdθ

I013 = −4
°°°° 1ρ2 ∂u∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

Finalement la valeur de l’intégrale est :

I13 = 4

°°°°1ρ ∂2u

∂θ∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 4
°°°° 1ρ2 ∂u∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.45)

Calcul de I15

I15 = 8

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂2u

∂ρ2
∂4u

∂θ4
dρdθ

On fait une intégration par parties par rapport à θ

I15 = 8

∞Z
0

1

ρ

∂3u

∂θ3
∂2u

∂ρ2
|ϕ0 dρ− 8

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂3u

∂θ3
∂3u

∂θ∂ρ2
dρdθ

Remarque 24 On a par hypothèse u (ρ, 0) = 0 et u (ρ, ϕ) = 0

alors on a :
∂u

∂ρ
(ρ, 0) = 0 et

∂u

∂ρ
(ρ, ϕ) = 0 (2.46)

et il en est de même pour les dérivées d’ordre supérieur.

Donc

8

∞Z
0

1

ρ

∂3u

∂θ3
∂2u

∂ρ2
|ϕ0 dρ = 0
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I15 = −8
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂3u

∂θ3
∂3u

∂θ∂ρ2
dρdθ

On fait une deuxième intégration par parties par rapport à θ :

I15 = −8
∞Z
0

1

ρ

∂2u

∂θ2
∂3u

∂θ∂ρ2
|ϕ0 dρ| {z }

=0

+ 8

Z +∞

0

Z ϕ

0

1

ρ

∂2u

∂θ2
∂4u

∂θ2∂ρ2
dρdθ

I15 = 8

Z +∞

0

Z ϕ

0

1

ρ

∂2u

∂θ2
∂4u

∂θ2∂ρ2
dρdθ

Une troisième intégration par parties sera par rapport à ρ :

I15 = 8

ϕZ
0

1

ρ

∂2u

∂θ2
∂3u

∂θ2∂ρ
|∞0 dθ

| {z }
−

=0

8

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂θ2∂ρ

µ
− 1
ρ2

∂2u

∂θ2
+
1

ρ

∂3u

∂θ2∂ρ

¶
dρdθ

I15 = −8
+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂θ2∂ρ

µ
− 1
ρ2

∂2u

∂θ2
+
1

ρ

∂3u

∂θ2∂ρ

¶
dρdθ

I15 = 8

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂2u

∂θ2
∂3u

∂θ2∂ρ
dρdθ − 8

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

µ
∂3u

∂θ2∂ρ

¶2
dρdθ

I15 = −8
°°°°1ρ ∂3u

∂θ2∂ρ

°°°°2
L2
(Ωϕ)

+ 8

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂2u

∂θ2
∂3u

∂θ2∂ρ
dρdθ

On pose :

I015 = 8

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂2u

∂θ2
∂3u

∂θ2∂ρ
dρdθ

On intègre par rapport à ρ

I015 = 8

ϕZ
0

1

ρ2
∂2u

∂θ2
∂2u

∂θ2
|∞0 dθ

| {z }
−8

+∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂θ2

µ
− 2
ρ3

∂2u

∂θ2
+
1

ρ2
∂3u

∂θ2∂ρ

¶
dρdθ
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I015 = 16
Z

Ωϕ

µ
∂2u

∂θ2

¶2
1

ρ3
dρdθ − 8

Z +∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂2u

∂θ2
∂

∂ρ

µ
∂2u

∂θ2

¶
dρdθ

I015 = 8
°°°° 1
ρ2
∂2u

∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

− I015

I015 = 8
°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

Finalement la valeur de l’intégrale

I15 = −8
°°°°1ρ ∂3u

∂θ2∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 8

°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.47)

Calcul de I25

I25 = 4

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂u

∂ρ

∂2u

∂θ2
dρdθ . On intégre par parties par rapport à θ

I25 = 4

∞Z
0

1

ρ2
∂u

∂ρ

∂u

∂θ
|ϕ0| {z }

=0

dρ − 4
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂u

∂θ

∂2u

∂θ∂ρ
dρdθ .On pose

I025 = −4
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂u

∂θ

∂2u

∂θ∂ρ
dρdθ La deuxième intégration se fera par rapport à

ρ

I025 = −4
ϕZ
0

1

ρ2
∂u

∂θ

∂u

∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 4

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂u

∂θ

·
1

ρ2
∂2u

∂θ∂ρ
− 2

ρ3
∂u

∂θ

¸
dρdθ

I025 = −8
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ3

µ
∂u

∂θ

¶2
dρdθ − I025 =⇒ 2I025 = −8

°°°° 1ρ2 ∂u∂θ
°°°°2
L2(Ωϕ)

I025 = −4
°°°° 1ρ2 ∂u∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

= I25 (2.48)

Calcul de I26

I26 =

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂u

∂ρ

∂4u

∂θ4
dρdθ

On intégre par parties par rapport à θ
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I26 =

∞Z
0

1

ρ2
∂u

∂ρ

∂3u

∂θ3
|ϕ0 dρ| {z }

=0

−
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂2u

∂ρ∂θ

∂3u

∂θ3
dρdθ .On intégre une deuxième

fois par parties par rapport à θ

I26 = −
∞Z
0

1

ρ2
∂2u

∂ρ∂θ

∂2u

∂θ2
|ϕ0| {z }

=0

dρ+

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂3u

∂ρ∂θ2
∂2u

∂θ2
dρdθ .

On pose I026 =
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂2u

∂ρ∂θ

∂2u

∂θ2
dρdθ

On intégre par parties cette fois par rapport à ρ

I026 =

ϕZ
0

1

ρ2
∂2u

∂θ2
∂2u

∂θ2
|∞0 dθ

| {z }
=0

−
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂θ2

·
1

ρ2
∂3u

∂ρ∂θ2
− 2

ρ3
∂2u

∂θ2

¸
dρdθ

I026 = 2
Z ∞

0

Z ϕ

0

µ
1
ρ2
∂2u

∂θ2

¶2
ρdρdθ −

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂θ2

·
1

ρ2
∂3u

∂ρ∂θ2

¸
dρdθ

I026 = 2
°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

− I026 =⇒ I026 =
°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

donc

I26 =

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂u

∂ρ

∂4u

∂θ4
dρdθ =

°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.49)

Calcul des intégrales de la forme C

Calcul de I20

I20 = 4

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ3
∂2u

∂θ2
∂4u

∂θ4
dρdθ

Une intégration par parties, par rapport à θ donne :

I20 = 4

∞Z
0

1

ρ3
∂3u

∂θ3
∂2u

∂θ2
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 4
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ3
∂3u

∂θ3
∂3u

∂θ3
dρdθ

I20 = −4
°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.50)

Calcul des intégrales de la forme D
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Calcul de I16

I16 = −8
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂2u

∂θ2
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ = −4I015 = −32

°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.51)

Calcul de I18

I18 = −2
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂4u

∂θ4
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ

Une intégration par parties, par rapport à θ donne :

I18 = −2
∞Z
0

1

ρ2
∂3u

∂θ3
∂3u

∂ρ∂θ2
|ϕ0 dρ| {z }

=0

+ 2

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂3u

∂θ3
∂4u

∂ρ∂θ3
dρdθ

I18 = 2

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂3u

∂θ3
∂4u

∂ρ∂θ3
dρdθ

Une intégration par parties, par rapport à ρ donne:

I18 = 2

ϕZ
0

1

ρ2
∂3u

∂θ3
∂3u

∂θ3
|∞0 dθ

| {z }
−

=0

2

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂θ3

·
− 2
ρ3

∂3u

∂θ3
+
1

ρ2
∂4u

∂ρ∂θ3

¸
dρdθ

I18 = 4

Z
Ωϕ

∂3u

∂θ3
1

ρ3
∂3u

∂θ3
dρdθ − 2

Z
Ωϕ

1

ρ2
∂3u

∂θ3
∂4u

∂ρ∂θ3
dρdθ

I18 = 4

Z
Ωϕ

∂3u

∂θ3
1

ρ3
∂3u

∂θ3
dρdθ − I18

Ce qui implique :

2I18 = 4

Z
Ωϕ

∂3u

∂θ3
1

ρ3
∂3u

∂θ3
dρdθ = 4

°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.52)

I18 = 2

°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)
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Calcul de I19

I19 = 8

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂2u

∂θ2
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à ρ :

I19 = 8

ϕZ
0

∂3u

ρ∂ρ∂θ2
∂2u

∂θ2
|∞0 dθ

| {z }
=0

− 8
+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ∂θ2

µ
− 1
ρ2

∂2u

∂θ2
+
1

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2

¶
dρdθ

I19 = −8
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

µ
∂3u

∂ρ∂θ2

¶2
dρdθ + 8

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ∂θ2

µ
1

ρ2
∂2u

∂θ2

¶
dρdθ

On note par

I019 = −8
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

µ
∂3u

∂ρ∂θ2

¶2
dρdθ = −8

°°°°1ρ ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

et par

I0019 = 8

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ∂θ2

µ
1

ρ2
∂2u

∂θ2

¶
dρdθ. = I015

Comme

I015 = 8
°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

d’où I0019 = 8
°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

Donc

I19 = 8

°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 8
°°°°1ρ ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.53)

Calcul de I21

I21 = 2

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂4u

∂θ4
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

Pour calculer l’ intégrale,on fait une intégration par parties, par rapport à θ :
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I21 = 2

∞Z
0

1

ρ

∂3u

∂θ3
∂4u

∂ρ2∂θ2
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 2
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂3u

∂θ3
∂5u

∂ρ2∂θ3
dρdθ

I21 = −2
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂3u

∂θ3
∂5u

∂ρ2∂θ3
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à ρ :

I21 = −2
ϕZ
0

1

ρ

∂4u

∂ρ∂θ3
∂3u

∂θ3
|ϕ0 dρ| {z }

=0

+ 2

+∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂ρ∂θ3

·
1

ρ

∂4u

∂ρ∂θ3
− 1

ρ2
∂3u

∂θ3

¸
dρdθ

I21 = 2

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

µ
∂4u

∂ρ∂θ3

¶2
dρdθ − 2

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂3u

∂θ3
∂4u

∂ρ∂θ3
dρdθ

I21 = 2

°°°°1ρ ∂4u

∂ρ∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 2
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂3u

∂θ3
∂4u

∂ρ∂θ3
dρdθ

On pose

I021 = −2
+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂3u

∂θ3
∂4u

∂ρ∂θ3
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à θ

I021 = −2
∞Z
0

1

ρ2
∂3u

∂θ3
∂3u

∂ρ∂θ2
|ϕ0 dρ| {z }

=0

+ 2

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂4u

∂θ4
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ

On remarque

2

+∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2
∂4u

∂θ4
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ = −I18

ce qui donne

I21 = 2

°°°°1ρ ∂4u

∂ρ∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 2
°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.54)
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Calcul des intégrales de la forme E

Calcul de I17

I17 = −4
+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ∂θ2
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ = −4

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ∂θ2
∂

∂ρ

µ
∂3u

∂ρ∂θ2

¶
dρdθ = 0 [th 23]

(2.55)

Calcul des intégrales de la forme F

Calcul de I3

I3 = −2
+∞Z
0

ϕZ
0

ρ2
∂4u

∂ρ4
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à ρ :

I3 = −2
ϕZ
0

ρ2
∂3u

∂ρ3
∂3u

∂ρ∂θ2
|∞0 dθ

| {z }
+2

+∞Z
0

ϕZ
0

=0

∂3u

∂ρ3

·
2ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
+ ρ2

∂4u

∂ρ2∂θ2

¸
dρdθ

I3 = 4

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂3u

∂ρ∂θ2
∂3u

∂ρ3
dρdθ +

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ2
∂4u

∂ρ2∂θ2
∂3u

∂ρ3
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à θ :

I3 =

4
∞Z
0

ρ
∂3u

∂ρ3
∂2u

∂ρ∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

−4
Z +∞

0

Z ϕ

0

=0

∂2u

∂ρ∂θ
ρ

∂4u

∂ρ3∂θ
dρdθ

+

∞Z
0

ρ2
∂3u

∂ρ3
∂3u

∂ρ2∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

−
Z +∞

0

Z ϕ

0

ρ2
∂3u

∂ρ2∂θ

∂4u

∂ρ3∂θ
dρdθ

.
Finalement on a :

I3 = −4
+∞Z
0

ϕZ
0

ρ2
∂

∂ρ

·
∂3u

∂ρ2∂θ

¸
∂3u

∂ρ2∂θ
dρdθ − 4

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂4u

∂ρ3∂θ

∂2u

∂ρ∂θ
dρdθ
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I3 = 4

°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

− I03
avec

I03 = −4
+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂4u

∂ρ3∂θ

∂2u

∂ρ∂θ
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à ρ :

I03 = −4
ϕZ
0

ρ
∂2u

∂ρ∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 4

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ2∂θ

·
∂2u

∂ρ∂θ
+ ρ

∂3u

∂ρ2∂θ

¸
dρdθ

I03 = 4

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂3u

∂ρ2∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
dρdθ car 4

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ2∂θ

∂2u

∂ρ∂θ
dρdθ = 0 [th 23]

I03 = 4
°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

⇒ I3 = 0 (2.56)

Calcul de I5

I5 = 2

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ3
∂4u

∂ρ4
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à θ :

I5 = 2

∞Z
0

ρ3
∂4u

∂ρ4
∂3u

∂ρ2∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 2
+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ2∂θ
ρ3

∂5u

∂θ∂ρ4
dρdθ

I5 = −2
+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ2∂θ
ρ3

∂5u

∂θ∂ρ4
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à ρ

I5 = −2
ϕZ
0

ρ3
∂4u

∂ρ3∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0(

+ 2

+∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂ρ3∂θ

·
3ρ2

∂3u

∂ρ2∂θ
+ ρ3

∂4u

∂ρ3∂θ

¸
dρdθ
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I5 = 6

+∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂ρ3∂θ
ρ2

∂3u

∂ρ2∂θ
dρdθ + 2

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ3
·

∂4u

∂ρ3∂θ

¸2
dρdθ

I5 = 2

°°°°ρ ∂4u

∂ρ3∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 6
°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.57)

Calcul de I8

I8 = −4
+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂3u

∂ρ3
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à θ :

I8 = −4
∞Z
0

∂3u

∂ρ3
ρ
∂2u

∂ρ∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

+ 4

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂4u

∂θ∂ρ3
∂2u

∂ρ∂θ
dρdθ

I8 = 4

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂4u

∂θ∂ρ3
∂2u

∂ρ∂θ
dρdθ

Ensuite on fait une intégration par parties, par rapport à ρ :

I8 = 4

ϕZ
0

ρ
∂2u

∂ρ∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
|∞0 dθ

| {z }
=0

− 4
+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂θ∂ρ2

·
ρ

∂3u

∂ρ2∂θ
+

∂2u

∂ρ∂θ

¸
dρdθ

I8 = −4
+∞Z
0

ϕZ
0

µ
∂3u

∂θ∂ρ2

¶2
ρdρdθ − 4

+∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂θ∂ρ2
∂2u

∂ρ∂θ
dρdθ

| {z }
=0

= −
°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

I8 = −
°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.58)

Calcul de I10
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I10 = 4

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ2
∂3u

∂ρ3
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à θ :

I10 = 4

∞Z
0

ρ2
∂3u

∂ρ3
∂3u

∂ρ2∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 4
+∞Z
0

ϕZ
0

ρ2
∂3u

∂ρ2∂θ

∂4u

∂ρ3∂θ
dΩϕ = 4

°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.59)

Calcul de I12

I12 = 2

+∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ2
∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à θ :

I12 = 2

∞Z
0

∂2u

∂ρ2
∂2u

∂ρ∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 2
+∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
dρdθ

I12 = −2
+∞Z
0

ϕZ
0

∂

∂ρ

·
∂2u

∂ρ∂θ

¸
∂2u

∂ρ∂θ
dρdθ = 0 (2.60)

Calcul de I14

I14 = −2
+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂2u

∂ρ2
∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

On fait une intégration par parties, par rapport à θ

I14 = −2
∞Z
0

ρ
∂2u

∂ρ2
∂3u

∂ρ2∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

+ 2

+∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂3u

∂ρ2∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
dρdθ
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I14 = 2

°°°° ∂3u

∂θ∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.61)

Calcul deI27

I27 = −2
∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂u

∂ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
dρdθ

On intègre, par parties, par rapport à θ

I27 = −2
∞Z
0

1

ρ

∂u

∂ρ

∂2u

∂ρ∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

+2

Z ∞

0

Z ϕ

0

1
ρ

∂2u

∂ρ∂θ

∂2u

∂ρ∂θ2
dρdθ = 2

°°°°1ρ ∂2u

∂ρ∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

I27 = 2

°°°°1ρ ∂2u

∂ρ∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.62)

Calcul de I28

I28 = 2

∞Z
0

ϕZ
0

∂u

∂ρ

∂4u

∂ρ2∂θ2
dρdθ

On intègre, par parties, par rapport à θ

I28 = 2

∞Z
0

∂u

∂ρ

∂3u

∂ρ2∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

− 2
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂ρ∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
dρdθ .

On pose I028 = −2
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂ρ∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
dρdθ

I028 = −2
Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂ρ∂θ

∂3u

∂ρ2∂θ
dρdθ = −2

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂2u

∂ρ∂θ
∂
∂ρ

·
∂2u

∂ρ∂θ

¸
dρdθ =

0 [th 23]

I028 = I28 = 0 (2.63)

Calcul de la norme de l’opérateur

kρ2∆2uk2L2(Ωϕ) =
(°°°°ρ2∂4u∂ρ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°4ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°2 ∂4u

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°4ρ ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂4u∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 4ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

°°°°1ρ ∂u∂ρ
°°°°2
L2(Ωϕ)

+
28P
i=1

Ii

)
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Après calcul on trouve

28P
i=1

Ii =

(
2

°°°°ρ ∂4u

∂ρ3∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 2

°°°°1ρ ∂4u

∂θ3∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 2

°°°° ∂4u

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

4

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 6

°°°°1ρ ∂2u

∂θ∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 5
°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 5
°°°° ∂3u

∂θ∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

−16
°°°° ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 4
°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 8
°°°° 1ρ2 ∂u∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 15
°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

)

En remplaçant dans l’expression de la norme de l’opérateur

kρ2∆2uk2L2(Ωϕ) =
(°°°°ρ2∂4u∂ρ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 11

°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 5

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+6

°°°° ∂4u

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂4u∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 5
°°°° ∂3u

∂θ∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

−4
°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 6

°°°°1ρ ∂2u

∂θ∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 8
°°°° 1ρ2 ∂u∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 4

°°°°1ρ ∂4u

∂θ3∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ

Pour arriver à l’expression voulue, on a besoin de faire les majorations de plusieurs

termes.Pour cela on a :

Lemme 25 si u ∈ H20 , alors
u (ρ, θ)

ρ2
,
1

ρ2
∂u

∂θ
,
1

ρ

∂u

∂ρ
appartiennent à L2 et leurs

normes respectives sont majorées par des normes H2de la fonction u

Démonstration pour
u (ρ, θ)

ρ2

u

ρ2
(ρ, θ) =

1

ρ2

∞Z
ρ

∂u

∂t
(t, θ) dt

Une intégration par parties donne:

u

ρ2
(ρ, θ) =

1

ρ2

·∂u
∂t
(t, θ) . (t− ρ)

¸∞
ρ

−
∞Z
ρ

(t− ρ)
∂2u

∂t2
(t, θ) dt


u

ρ2
(ρ, θ) = −

∞Z
ρ

t

ρ2
(t− ρ)

∂2u

∂t2
(t, θ)

dt

t
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c’est une convolution multiplicative donc :

u

ρ2
(ρ, θ) =

∂2u

∂ρ2
(ρ, θ) ∗

·
1

ρ

µ
1

ρ
− 1
¶¸

En passant aux normes, on obtient°°°°u (ρ, θ)ρ2

°°°°2
L2ρ(Ω)

≤
°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2
ρ(Ωϕ)

°°°°1ρ
µ
1

ρ
− 1
¶°°°°2

L1ρ(Ω)
(2.64)

Démonstration pour
1

ρ2
∂u

∂θ

1

ρ2
∂u

∂θ
=
1

ρ2

∞Z
ρ

∂2u

∂θ∂t
(t, θ) dt =

∞Z
ρ

1

t

∂2u

∂θ∂t

t2

ρ2
(t, θ)

dt

t

produit de convolution multiplicative, donc d’après la définition

∞Z
ρ

1

t

∂2u

∂θ∂t

t2

ρ2
(t, θ)

dt

t
=
1

ρ

∂2u

∂θ∂ρ
(ρ, θ) ∗ 1

ρ2

pour ρ ∈ [1,∞[ ce qui implique°°°° 1ρ2 ∂u∂θ
°°°°2
L2
θ(Ωϕ)

≤
°°°°1ρ ∂2u

∂ρ∂θ

°°°°2
L2
θ(Ωϕ)

.

°°°°() 1ρ2
°°°°2
L2
θ(Ωϕ)

avec g (ρ) =
1

ρ
sur l’intervalle ]0, 1] dans le cas où la primitive est prise sur [ρ,∞[

et g (ρ) =
1

ρ
sur l’intervalle [1,∞[ dans le cas où la primitive est prise sur [0, ρ[, ce

qui implique: °°°°1ρ ∂u∂ρ
°°°°2
L2ρ(Ω)

≤
°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2
ρ(Ωϕ)

c. kg (ρ)k2L1ρ(Ω)

où c est constante et de plus g est chosie de telle maniére que de convolution multi-

plicative reste dans L2 (Ω).°°°° 1ρ2 ∂u∂θ
°°°°2
L2
θ(Ωϕ)

et

°°°°1ρ ∂u∂ρ
°°°°2
L2ρ(Ω)

s’expriment en fonction de la norme H2 de la fonction u, sachant que u ∈ H20



2. Etude de l’opérateur ρ2∆2dans l’éspace F 58

Démonstration pour
1

ρ

∂u

∂ρ
On considère la fonction

m (ρ, θ) =
1

ρ

∂u

∂ρ
= −1

ρ

+∞Z
ρ

∂2u

∂ρ2
(t, θ) dt = −

+∞Z
ρ

∂2u

∂t2
(t, θ)

t

ρ

dt

t

c’est une convolution multiplicative

1

ρ

∂u

∂ρ
= −

+∞Z
ρ

∂2u

∂t2
(t, θ)

t

ρ

dt

t
=

∂2u

∂ρ2
(ρ, θ) ∗ g (ρ)

En passant aux normes, on obtient°°°°u (ρ, θ)ρ2

°°°°2
L2ρ(Ω)

≤
°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2
ρ(Ωϕ)

°°°°1ρ
µ
1

ρ
− 1
¶°°°°2

L1ρ(Ω)

Lemme 26 Pour u dans F, on a :°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

≤ ξ

°°°° 1ρ2 ∂4u∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+
1

ξ

°°°° uρ2
°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.65)

Démonstration

Soit u ∈ F et on suppose que toutes les dérivées d’ordre 4 de u existent et que
u ∈ H2 (Ωϕ) .On peut supposer que les fonctions sont à support compact au voisinage

de (0, 0).

v =
1

ρ2
∂4u

∂θ4
∈ F =⇒ 1

ρ2
∂4u

∂θ4
∈ L2 (Ωϕ) et

u

ρ2
∈ L2 (Ωϕ)

Les fonctions v et
u

ρ2
sont développables en séries de Fourier :

v (ρ, θ) =
X 1

ρ2
ane

in
πθ

ϕ
·
in
π

ϕ

¸4

u (ρ, θ) =
X 1

ρ2
ane

in
πθ

ϕ
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ou bien si l’on utiliseW =
∂2u

∂ρ2
∈ L2 que l’on peut écrire W =

P
bne

in
πθ

ϕ et

V =
P³

inπ
ϕ

´
bne

in
πθ

ϕ

En utilisant Cauchy-Schwartz, on a:
1

ρ2
∂3u

∂θ3
∈ L2 (Ωϕ) et on déduit l’inégalité :

°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

≤ ξ

°°°° 1ρ2 ∂4u∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+
1

ξ

°°°° uρ2
°°°°2
L2(Ωϕ)

Lemme 27 Pour u dans F, on a°°°°°
µ
1

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2

¶e°°°°°
2

L2(Ωϕ)

≤ 1
2

ε2

°°°°°
µ
1

ρ

∂4u

∂ρ∂θ3

¶e°°°°°
2

L2(Ωϕ)

+
1

ε2

°°°°µ1ρ ∂2u

∂ρ∂θ

¶°°°°2
L2(Ωϕ)


(2.66)

En réalité, les dérivées que regroupe ce cas sont

∂3u

∂θ3
,
1

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
,
∂3u

∂ρ2∂θ

Démonstration

L’idée est de borner la dérivée
1

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
entre les dérivées

1

ρ

∂4u

∂ρ∂θ3
et
1

ρ

∂2u

∂ρ∂θ

Pour celà on calcule la transformée de Mellin de ces trois dérivées

µ
1

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2

¶e
= − (σ − 2) ∂

2eu
∂θ2

(σ − 2, θ)

µ
1

ρ

∂4u

∂ρ∂θ3

¶e
= − (σ − 2) ∂

3eu
∂θ3

(σ − 2, θ)

µ
1

ρ

∂2u

∂ρ∂θ

¶e
= − (σ − 2) ∂eu

∂θ
(σ − 2, θ)
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On pose v (σ − 2, θ) = − (σ − 2) ∂eu
∂θ
(σ − 2, θ)

=⇒ v (σ − 2, θ) , v0 (σ − 2, θ) , v00 (σ − 2, θ)

Toutes ces fonctions sont développables en séries de Fourier

v (σ − 2, θ) =
+∞X

−∞
− (σ − 2)αn (σ) e

in
θπ

ϕ = C

v0 (σ − 2, θ) =
+∞

+∞X
−∞
− (σ − 2)

µ
inπ

ϕ

¶
αn (σ) e

in
θπ

ϕ = B

v” (σ − 2, θ) =
+∞

+∞X
−∞

(σ − 2)
µ
nπ

ϕ

¶2
αn (σ) e

in
θπ

ϕ = A

On considére le produit scalaire

hB,Bi = − hA,Ci

kBk2L2
θ(Ωϕ)

≤ kAkL2
θ(Ωϕ)

. kCkL2
θ(Ωϕ)

≤ 1
2

µ
ε2 kAk2L2

θ(Ωϕ)
+
1

ε2
kCk2L2

θ(Ωϕ)

¶
(2.67)

En remplaçant par leurs valeurs, on obtient

°°°°° ^µ
1

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2

¶°°°°°
2

L2
θ(Ωϕ)

≤ 1
2

ε2

°°°°° ^µ
1

ρ

∂4u

∂ρ∂θ3

¶°°°°°
2

L2
θ(Ωϕ)

+
1

ε2

°°°°° ^µ1
ρ

∂2u

∂ρ∂θ

¶°°°°°
2

L2
θ(Ωϕ)

 (2.68)

Toutes les dérivées d’ordre trois où intervient θ sont majorées par des dérivées

d’ordre plus grand

Concernant les dérivées en ρ deux cas de figures se présentent :

b1) Dérivée d’ordre quatre en ρ
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Lemme 28 Pour u dans F, on a°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

≤ 1
2

Ã
1

ε2

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ ε2
°°°°ρ2∂4u∂ρ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

!
(2.69)

Démonstration

Pour celà on considère les trois dérivées et leurs transformée de Mellin

ρ2
∂4u

∂ρ4
, ρ
∂3u

∂ρ3
,
∂2u

∂ρ2

µ̂
∂2u

∂ρ2

¶
= (σ − 1) (σ − 2) eu (σ − 2, θ) = g2 (σ, θ)

^µ
ρ
∂3u

∂ρ3

¶
= −σ (σ − 1) (σ − 2) eu (σ − 2, θ) = g3 (σ, θ)

^µ
ρ2
∂4u

∂ρ4

¶
= (σ + 1)σ (σ − 1) (σ − 2) eu (σ − 2, θ) = g4 (σ, θ)

°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

=

ϕZ
0

∞Z
0

ρ3
·
∂3u

∂ρ3

¸
∂ρ∂θ =

ϕZ
0

°°°°ρ√ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2
(R)

∂θ

or

°°°°ρ√ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2
(R)

= kg3 (σ, θ)k2L2
[1+iR]

.

On considère le produit scalaire associé

D
g4 (σ, θ) , g2 (σ, θ)

E
=

Z
1+iR

g4 (σ, θ) .g2 (σ, θ)∂σ

g4 (σ, θ) .g2 (σ, θ) = σ (σ + 1) kσ − 1k2 kσ − 2k2 keu (σ − 2, θ)k2
et d’autre part

g3 (σ, θ) .g3 (σ, θ) = kg3 (σ, θ)k2L2
[1+iR]

= kσk2 kσ − 1k2 kσ − 2k2 keu (σ − 2, θ)k2
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°°°g4 (σ, θ) .g2 (σ, θ)°°° = kσk kσ + 1k kσ − 1k2 kσ − 2k2 keu (σ − 2, θ)k2

kg3 (σ, θ)k2L2
[1+iR]

=

°°°g4 (σ, θ) .g2 (σ, θ)°°° kσk
kσ + 1k

Comme sup
σ+iy

°°°° σ

σ + 1

°°°° ≤ 12
⇒ kg3 (σ, θ)k2L2

[1+iR]
≤
°°°g4 (σ, θ) .g2 (σ, θ)°°°

kg3 (σ, θ)k2L2
[1+iR]

≤ 1
2

µ
ε2 kg4 (σ, θ)k2L2 +

1

�2
kg2 (σ, θ)k2L2

¶

b2) Dérivée d’ordre n en ρ

Lemme 29 Soit u ∈ F.Alors on a :°°°°ρ∂nu∂ρn

°°°°2
L2(Ωϕ)

≥
°°°°∂n−1u∂ρn−1

°°°°2
L2(Ωϕ)

(2.70)

Démonstration

En effet, on a

°°°°ρ∂nu∂ρn
+

∂n−1u
∂ρn−1

°°°°2
L2(Ωϕ)

≥ 0, d’où

°°°°ρ∂nu∂ρn

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°∂n−1u∂ρn−1

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 2

Z
Ωϕ

ρ
∂nu

∂ρn
∂n−1u
∂ρn−1

dΩϕ. ≥ 0

Comme cette derniére intégrale est égale

2

Z
Ωϕ

ρ
∂nu

∂ρn
∂n−1u
∂ρn−1

dΩϕ = −2
°°°°∂n−1u∂ρn−1

°°°°2
L2(Ωϕ)

,
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(d’aprés thm 23). Finalement°°°°ρ∂nu∂ρn
+

∂n−1u
∂ρn−1

°°°°2
L2(Ωϕ)

=

°°°°ρ∂nu∂ρn

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°∂n−1u∂ρn−1

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 2

Z
Ωϕ

ρ
∂nu

∂ρn
∂n−1u
∂ρn−1

dΩϕ ≥ 0

°°°°ρ∂nu∂ρn
+

∂n−1u
∂ρn−1

°°°°2
L2(Ωϕ)

=

°°°°ρ∂nu∂ρn

°°°°2
L2(Ωϕ)

−
°°°°∂n−1u∂ρn−1

°°°°2
L2(Ωϕ)

≥ 0

d’où

°°°°ρ∂nu∂ρn

°°°°2
L2(Ωϕ)

≥
°°°°∂n−1u∂ρn−1

°°°°2
L2(Ωϕ)

Théorème 30 Pour tout u dans F alors on a

kuk2F ≤
(1 + ε)

(1− ε)

°°ρ2∆2u
°°2
L2(Ωϕ)

+K 00 kuk2H2 (2.71)

où K” est une constante

Démonstration

On a à établir l’inégalité :

kukF ≤ C(
°°ρ2∆2u

°°
L2(Ωϕ)

+ kukH2),∀u ∈ F.

Sachant que la norme de la fonction u dans l’espace de travail

kuk2F =
(°°°°ρ2∂4u∂ρ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1
ρ2
∂4u

∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° ∂4u

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°1ρ ∂4u

∂ρ∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°ρ ∂4u

∂ρ3∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

°°°°1ρ ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ kuk2H2
)

kuk2F = toutes les dérivées d’ordre 4 + toutes les dérivées d’ordre 3 + kuk2H2
En utilisant les résultats précedants, toutes les dérivées d’ordre < à quatre peu-

vent être majorées
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La présence de ε au numérateur diminue la quantité

"
ε

°°°°1ρ ∂4u

∂ρ∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

#
et elle

augmente la quantité
1

4�

°°°°1ρ ∂2u

∂θ∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

quand il est au dénominateur.

Dans ces conditions :

kuk2F = ε [dérivées d’ordre 4] +
1

4�

°°°°1ρ ∂2u

∂θ∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ [dérivées d’ordre 4] + kuk2H2

kuk2F = (1 + ε) [dérivées d’ordre 4] +K kuk2H2 (2.72)

D’autre part

kρ2∆2uk2L2(Ωϕ) =
(°°°°ρ2 ∂4∂ρ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 6

°°°° ∂4

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂4

∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+4

°°°°1ρ ∂4u

∂θ3∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ ϕ (u)

)
ϕ (u) =Termes d’ordre inférieur

ϕ (u) =

(
11

°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 5

°°°°∂2u∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°°1ρ ∂3u

∂θ∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+6

°°°°1ρ ∂2u

∂θ∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 5
°°°° ∂3u

∂θ∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 8
°°°° 1ρ2 ∂u∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

− 4
°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

)

D’où

kρ2∆2uk2L2(Ωϕ) − ϕ (u) =

(°°°°ρ2 ∂4∂ρ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 6

°°°° ∂4

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+

°°°° 1ρ2 ∂4

∂θ4

°°°°2
L2(Ωϕ)

+4

°°°°1ρ ∂4u

∂θ3∂ρ

°°°°2
L2(Ωϕ)

)
Les termes de droite de l’égalité sont supérieurs aux dérivées d’ordre 4 de kuk2F .D’où

kuk2F ≤ (1 + ε)
h°°ρ2∆2u

°°2
L2(Ωϕ)

− ϕ (u)
i
+K kuk2H2 (2.73)

−ϕ (u) comporte des termes négatifs+8
°°°° 1ρ2 ∂u∂θ

°°°°2
L2(Ωϕ)

+5

°°°° ∂3u

∂θ∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+4

°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ

(2.74)
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Le terme 8

°°°° 1ρ2 ∂u∂θ
°°°°2
L2(Ωϕ)

rentre dans la norme kuk2H2
kuk2F ≤ (1 + ε) kρ2∆2uk2L2(Ωϕ) − (1 + ε)ϕ (u) +K kuk2H2
¯On majore en enlevant les termes négatifs ; il reste

kuk2F ≤ (1 + ε)
°°ρ2∆2u

°°2
L2(Ωϕ)

+(1 + ε)

"
5

°°°° ∂3u

∂θ∂ρ2

°°°°2
L2(Ωϕ)

+ 4

°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2(Ωϕ)

#
+K 0 kuk2H2
(2.75)

pour les dérivées d’ordre trois donne deux termes l’un qui augmente la norme de

kuk2H2 l’autre qui diminue légèrement kuk2F d’où

kuk2F ≤ (1 + ε)
°°ρ2∆2u

°°2
L2(Ωϕ)

+ ε0 kuk2F +K 00 kuk2H2

=⇒ (1− ε) kuk2F ≤ (1 + ε)
°°ρ2∆2u

°°2
L2(Ωϕ)

+K 00 kuk2H2

kuk2F ≤
(1 + ε)

(1− ε)

°°ρ2∆2u
°°2
L2(Ωϕ)

+K 00 kuk2H2 (2.76)

=⇒ kuk2F ≤ C
°°ρ2∆2u

°°2
L2(Ωϕ)

+ k kuk2H2 (2.77)

Conclusion 31 Nous avons obtenu l’inégalité à priori pour l’opérateur (ρ2∆2)

conséquence Im (ρ2∆2) est fermée dans L2 (Ωϕ) . Nous aurons à faire la

même démonstration pour l’opérateur adjoint.

Passons à la démonstration de l’unicité de la solution de notre problème.Pour

celà nous nous intéressons l’étude du noyau de l’opérateur (ρ2∆2)

2.5 Etude du noyau de l’opérateur ρ2∆2

Lemme 32 Le noyau de l’opérateur (ρ2∆2) du problème
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
(ρ2∆2)u = 0

u |Γ= 0µ
∂u

∂η

¶
|Γ= 0

(2.78)

est réduit à zéro

Démonstration

De l’étude du laplacien [5], on a ker (∆) = {0} d’une part et d’autre part les
conditions aux bords

µ
∂u

∂ρ

¶
|Γ= 0 et

µ
1
ρ

∂u

∂θ

¶
|Γ= 0 impliqent que la quantité

S (ρ, θ) =

Z ϕ

0

Z ∞

0

ρ2∆2u.
u

ρ2
ρdρdθ = 0 Le calcul qui va suivre met en relation (∆)

et (∆2) .

S (ρ, θ) =

ϕZ
0

∞Z
0

ρ2∆2u.
u

ρ2
ρdρdθ =

ϕZ
0

∞Z
0

ρ

µ
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2

¶
∆u.udρdθ

ce qui donne:

S (ρ, θ) =

ϕZ
0

∞Z
0

ρ
∂2

∂ρ2
∆u.udρdθ +

ϕZ
0

∞Z
0

ρ
1

ρ

∂

∂ρ
∆u.udρdθ +

ϕZ
0

∞Z
0

ρ
1

ρ2
∂2

∂θ2
∆u.udρdθ

Prenons la premiére intégrale de S

ϕZ
0

∞Z
0

ρ
∂2

∂ρ2
∆u.udρdθ =

ϕZ
0

∞Z
0

∂2

∂ρ2
∆u. (ρu) dρdθ

On intègre par partie,par rapport à ρ

ϕZ
0

∞Z
0

ρ
∂2

∂ρ2
∆u.udρdθ = −

ϕZ
0

∞Z
0

∂

∂ρ
∆u

µ
u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
dρdθ

et une deuxième intégration par rapport à ρ nous donne :
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ϕZ
0

∞Z
0

ρ
∂2

∂ρ2
∆u.udρdθ =

ϕZ
0

∞Z
0

∆u

·
2
∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2

¸
dρdθ

la deuxième intégrale de S (par une intègration par partie par rapport à ρ) donne

ϕZ
0

∞Z
0

ρ
1

ρ

∂

∂ρ
∆u.udρdθ = −

ϕZ
0

∞Z
0

∆u.
∂u

∂ρ
dρdθ

la troisième intégrale de S (par une intègration par partie par rapport à θ) donne

ϕZ
0

∞Z
0

ρ
1

ρ2
∂2

∂θ2
∆u.udρdθ =

ϕZ
0

∞Z
0

1

ρ
∆u.

∂2u

∂θ2
dρdθ

Finalement on a le résultat suivant :Z ϕ

0

Z ∞

0

ρ2∆2u.
u

ρ2
ρdρdθ =

Z ϕ

0

Z ∞

0

∆u

·
2
∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2
− ∂u

∂ρ
+
1

ρ

∂2u

∂θ2

¸
dρdθ

ϕZ
0

∞Z
0

∆2u.
u

ρ2
ρdρdθ =

ϕZ
0

∞Z
0

∆u

·
∂2u

∂ρ2
+
1

ρ

∂u

∂ρ
+
1

ρ2
∂2u

∂θ2

¸
ρdρdθ

Z ϕ

0

Z ∞

0

ρ2∆2u.
u

ρ2
ρdρdθ =

Z ϕ

0

Z ∞

0

(∆u)2 .ρdρdθ

Si u est dans le noyau de(ρ2∆2) alors il est dans le noyau de ∆ ce qui implique

que u = 0 c’est à dire que ker (ρ2∆2) = {0}

Conclusion 33 donc ker (ρ2∆2) = {0}d’où l’Unicité de la solution dans

l’espace de travail F

Il faut se dire une chose jusqu’à présent nous avons démontré d’une part que

(ρ2∆2) est un opérateur à indice, et d’autre part que notre problème admettait une

solution unique.Reste à mettre en place l’expression explicite de l’opérateur adjoint

(ρ2∆2)
∗ pour pouvoir étudier la régularité de la solution préconisée en associant le

noyau de Poisson de notre opérateur.



Cha pi t  re 3

Etude de l’opérateur
¡
ρ2∆2

¢∗et
conséquences

3.1 Etude de l’espace F∗

Pour la définition de l’espace dual de F, on a besoin de :

Soient les espaces

F =
©
u/u ∈ H20 (Ωϕ) et ρD3u, ρ2D4 ∈ L2 (Ωϕ)

ª
(3.1)

F1 =
©
u/ρ2u ∈ H40 (Ωϕ)

ª
(3.2)

et une fonction u à support compact.

Théorème 34 Les espaces F et F1 sont identiques

F ≡ F1 (3.3)

Démonstration de F1 ⊂ F ⇔ (u ∈ F1 ⇒ u ∈ F)

68



3. Etude de l’opérateur (ρ2∆2)
∗et conséquences 69

u ∈ F1 ⇒ ρ2u ∈ H40 .On pose ρu = v ⇒ ρv = ρ2u ∈ H40 et en particulier ρv ∈ H20

ρv ∈ H20 ⇒


ρv ∈ L2 (Ωϕ)⇒ v ∈ L2 ⇒ ρu ∈ L2

∂

∂ρ
(ρv) ∈ L2 (Ωϕ)

∂2

∂ρ2
(ρv) ∈ L2 (Ωϕ)

Etape 1 : les dérivées par rapport à ρ

Comme pour le laplacien on fait le même type de calcul :

ρv ∈ H20 ⇒


v ∈ L2 (Ωϕ)

∂

∂ρ
(v) ∈ L2 (Ωϕ)

ρ
∂2

∂ρ2
(v) ∈ L2 (Ωϕ)

(3.4)

v = ρu ∈ L2 La dérivée par rapport à ρ reste dans L2 c’est à dire :µ
ρ
∂u

∂ρ
+ u

¶
∈ L2.On dérive une deuxième fois, par rapport à ρ

:
∂

∂ρ

µ
ρ
∂u

∂ρ
+ u

¶
=

µ
2
∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2

¶
reste dans L2 ⇒ u ∈ H10 et toutes les dérivées

d’ordre deux multipliées par ρ sont dans L2

ρ2u∈ H40 ⇒
∂

∂ρ
(ρ2u) =

µ
2ρu+ ρ2

∂u

∂ρ

¶
∈ H3 qui peut s’écrire :

ρ

µ
2u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
= ρw ∈ H30 ⇒ ρw ∈ H20

on est dans la même situation que le théorème (1)

w ∈ H20 ⇒


w ∈ L2 (Ωϕ)

∂

∂ρ
(w) ∈ L2 (Ωϕ)

∂2

∂ρ2
(w) ∈ L2 (Ωϕ)

(3.5)

On dérive, la fonction w = 2u+ ρ
∂u

∂ρ
, par rapport à ρ :

∂

∂ρ

µ
2u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
= 3

∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2
. et la dérivée seconde par rapport à ρ donne

∂2

∂ρ2

µ
2u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
= 4

∂2u

∂ρ2
+ ρ

∂3u

∂ρ3
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w =

µ
2u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
∈ L2 comme u ∈ L2

⇒ ρ
∂u

∂ρ
∈ L2 ⇒ ∂2u

∂ρ2
∈ L2

∂2w

∂ρ2
=

∂2

∂ρ2

µ
2u+ ρ

∂u

∂ρ

¶
=

µ
4
∂2u

∂ρ2
+ ρ

∂3u

∂ρ3

¶
∈ L2 comme ∂2u

∂ρ2
∈ L2

⇒ ρ
∂2w

∂ρ2
∈ L2 ⇒ ρ

∂3u

∂ρ3
∈ L2 ainsi que toutes les dérivées d’ordre trois.On peut déjà

avoir une conclusion partielle : u ∈ H20
De nouveau, on considère ρ2u∈ H40 En dérivant par rapport à ρ :

∂

∂ρ
(ρ2u) =

µ
2ρu+ ρ2

∂u

∂ρ

¶
∂2

∂ρ2
(ρ2u) =

∂

∂ρ

µ
2ρu+ ρ2

∂u

∂ρ

¶
=

µ
2u+ 4ρ

∂u

∂ρ
+ ρ2

∂2u

∂ρ2

¶
∈ H20 .

Comme u ∈ H20 ⇒
µ
4ρ

∂u

∂ρ
+ ρ2

∂2u

∂ρ2

¶
∈ H20 .On pose z =

µ
4
∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2

¶
⇒

ρz ∈ H20 ⇒


z ∈ H10

ρ
∂2z

∂ρ2
∈ L2

On est bien dans les conditions du théorème.

z =

µ
4
∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2

¶
⇒ ∂z

∂ρ
=

∂

∂ρ

µ
4
∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2

¶
∈ L2 comme 5

∂2u

∂ρ2
∈ L2

alors nécessairement ρ
∂3u

∂ρ3
∈ L2.On dérive une seconde fois z =

µ
4
∂u

∂ρ
+ ρ

∂2u

∂ρ2

¶
par

rapport à ρ :
∂2z

∂ρ2
=

∂2

∂ρ2

µ
5
∂2u

∂ρ2
+ ρ

∂3u

∂ρ3

¶
=

µ
6
∂3u

∂ρ3
+ ρ

∂4u

∂ρ4

¶
. On sait que ρ

∂2z

∂ρ2
∈ L2 ⇒

ρ

µ
6
∂3u

∂ρ3
+ ρ

∂4u

∂ρ4

¶
∈ L2

comme ρ
∂3u

∂ρ3
∈ L2 ⇒ ρ

∂4u

∂ρ4
∈ L2

Etape 2: les autres dérivées mixtes (ρ, θ) ou par rapport à θ

Démonstration de
1

ρ

∂2u

∂θ2
∈ L2

On a : ρ∆ : E −→ L2 ⇒
µ
ρ
∂2u

∂ρ2
+

∂u

∂ρ
+
1

ρ

∂2u

∂θ2

¶
∈ L2

comme
µ
ρ
∂2u

∂ρ2
et

∂u

∂ρ

¶
∈ L2 donc 1

ρ

∂2u

∂θ2
∈ L2

Démonstration de
∂2u

∂ρ∂θ
∈ L2
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Pour celà, on utilise les transformées de Mellin de :µ
ρ
∂2u

∂ρ2

¶e
(σ) = σ (σ − 1) eu (σ − 1, θ) .µ

1

ρ

∂2u

∂θ2

¶e
(σ) = eu00 (σ − 1, θ)µ

∂2u

∂ρ∂θ

¶e
= − (σ − 1) eu (σ − 1, θ)

Sachant qu’il existe un isomorphisme entre L2 (R+) et L2
¡
Reσ = 1

2

¢
Les séries de Fourier de ces fonctions sont

v (σ − 1, θ) =
+∞X
−∞

σ (σ − 1)αn (σ) e
in
θπ

ϕ = C

v0 (σ − 1, θ) =
+∞X
−∞

σ (σ − 1)
µ
inπ

ϕ

¶
αn (σ) e

in
θπ

ϕ = B

v” (σ − 1, θ) =
+∞X
−∞

σ (σ − 1)
µ
nπ

ϕ

¶2
αn (σ) e

in
θπ

ϕ = A

On considére le produit scalaire

hB,Bi =
*
+∞P
−∞

σ (σ − 1)
µ
inπ

ϕ

¶
αn (σ) e

in
θπ

ϕ ,
+∞P
−∞

σ (σ − 1)
µ
inπ

ϕ

¶
αn (σ) e

in
θπ

ϕ

+

hB,Bi =
*
−
+∞P
−∞

σ (σ − 1)
µ
nπ

ϕ

¶2
αn (σ) e

in
θπ

ϕ ,
+∞P
−∞

σ (σ − 1)αn (σ) e
in
θπ

ϕ

+
hB,Bi = − hA,Ci

kBk2L2
θ(Ωϕ)

≤ kAkL2
θ(Ωϕ)

. kCkL2
θ(Ωϕ)

≤ 1
2

µ
ε2 kAk2L2

θ(Ωϕ)
+
1

ε2
kCk2L2

θ(Ωϕ)

¶
(3.6)

En remplaçant par leurs valeurs, on obtient

°°°°°
µ

∂2u

∂ρ∂θ

¶e°°°°°
2

L2
θ(Ωϕ)

≤ 1
2

ε2

°°°°°
µ
1

ρ

∂2u

∂θ2

¶e°°°°°
2

L2
θ(Ωϕ)

+
1

ε2

°°°°µρ∂2u∂ρ2

¶°°°°2
L2
θ(Ωϕ)

 (3.7)
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Toutes les dérivées d’ordre trois où intervient θ sont majorées par des dérivées

d’ordre plus grand

L’espace dual de F est:

F∗ =
½
v/

v

ρ2
∈ H−4

¾
(3.8)

3.1.1 Autre méthode

Lors de l’étude du problème [2.8], l’éspace de travail F étant défini par

F =
½
u ∈ H2/ρα1−2 ∂

α1+α2u

∂ρα1∂θα2
∈ L2 (Ωϕ) ;∀α1, α2 : α1 + α2 = 3 ou 4

¾
(3.9)

Cet espace être prolongé tenant compte de la condition au bord : u |Γ= 0
On munit Fde la norme du graphe suivante:

kuk2F =
(
kuk2H2 +

°°°°ρ2∂4u∂ρ4

°°°°2
L2
+

°°°°1ρ ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2
+

°°°° 1ρ2 ∂4u∂θ4

°°°°2
L2

+

°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2

+

°°°° ∂4u

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2
+

°°°° 1ρ2 ∂3u∂θ3

°°°°2
L2

+

°°°°1ρ ∂4u

∂ρ∂θ3

°°°°2
L2
+

°°°°ρ ∂4u

∂ρ3∂θ

°°°°2
L2
+

°°°° ∂3u

∂ρ2∂θ

°°°°2
L2

)
qui en fait un espace de Banach.Les conditions au bord permettent de prolonger

l’espace F en un espace F0 afin d’appliquer la formule suivante

[Hs
0 (Ωϕ)]

0
= H−s (Ωϕ)

s > 0 .Donc l’espace dual de F est défini par :

F0 =

½
u ∈ F ∩H20/ρ2

∂4u

∂ρ4
, ρ
∂3u

∂ρ3
,
1

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
,

∂4u

∂ρ2∂θ2
,
1

ρ2
∂4u

∂θ4

,
1

ρ

∂4u

∂ρ∂θ3
, ρ

∂4u

∂ρ3∂θ
,
1

ρ2
∂3u

∂θ3
,
∂3u

∂ρ2∂θ
∈ L2 (Ωϕ)

¾ (3.10)

et avec les conditions aux bords, on a F0 ≡ F. D’autre part on a la double inclusion

H4 ⊂ F ⊂ H2 ⇒ H40 ⊂ F0 ⊂ H20

et comme le dual de £
H20 (Ωϕ)

¤0
= H−2 (Ωϕ)



3. Etude de l’opérateur (ρ2∆2)
∗et conséquences 73

et celui de £
H40 (Ωϕ)

¤0
= H−4 (Ωϕ)⇒ H−2 (Ωϕ) ⊂ FB ⊂ H−4 (Ωϕ)

où l’espace FBest l’espace dual de F0 ≡ F.Il est donné par l’expression suivante:

FB =

½
u ∈ H−2 (Ωϕ) /ρ

2∂
4u

∂ρ4
, ρ
∂3u

∂ρ3
,
∂2u

∂ρ2
,
1

ρ

∂u

∂ρ
(3.11)

,
1

ρ

∂3u

∂ρ∂θ2
,

∂4u

∂ρ2∂θ2
,
1

ρ2
∂2u

∂θ2
,
1

ρ2
∂4u

∂θ4
∈ L2 (Ωϕ)

¾

FB est muni de la norme naturelle du graphe:

kuk2F∗ =
(
kuk2H−2 +

°°°°ρ2∂4u∂ρ4

°°°°2
L2
+

°°°°1ρ ∂3u

∂ρ∂θ2

°°°°2
L2
+

°°°° 1ρ2 ∂4u∂θ4

°°°°2
L2

+

°°°°ρ∂3u∂ρ3

°°°°2
L2

+

°°°° ∂4u

∂ρ2∂θ2

°°°°2
L2
+

°°°° 1ρ2 ∂2u∂ρ2

°°°°2
L2

+

°°°° 1ρ2 ∂2u∂θ2

°°°°2
L2
+

°°°°1ρ ∂u∂ρ
°°°°2
L2

)

3.2 Formule de Green pour ρ2∆2

La formule de Green joue un rôle important :

elle constitue une véritable relation entre le problème et son adjoint et permet

de donner explicitement :

• L’expression de l’opérateur adjoint

• Le problème adjoint.

Dans ce paragraphe, on sintéresse à établir la formule de Green adaptée au

modèle (2.8) : 
ρ2∆2u = f

u|Γ = 0

∂u

∂η
|Γ= 0

f ∈ L2 (Ωϕ) (3.12)
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où Ωϕ est un secteur plan infini d’ouverture ϕ et de frontière

Γ = Γ1 ∪ Γ2 (3.13)

Γ1 = {(ρ, θ) ; θ = 0} (3.14)

Γ2 = {(ρ, θ) ; θ = ϕ} (3.15)

Le facteur (ρ) joue un rôle essentiel pour la mise en place de la de formule de Green

dont plusieurs termes de son second membre vont s’annuler au voisinage de zéro.

Le choix des fonctions à support compact assure la nullité au voisinage

de l’infini .

Proposition 35 Soient les fonctions u, v de l’espace C∞0
¡
Ωϕ

¢
.Alors on a le résultat

suivant ∀u, v ∈ C∞0
¡
Ωϕ

¢
:

hρ2∆2u, vi− hu, ¡ρ2∆2
¢∗
vi =

Z
Γ

∂u

∂η
(v) ρdρ−

Z
Γ

u
∂

∂η
vρdρ = 0 (3.16)

hρ2∆2u, vi = hu, ¡ρ2∆2
¢∗
vi =

8X
i=1

Ji (3.17)

¡
ρ2∆2

¢∗
=

½
ρ2

∂4

∂ρ4
+ 13ρ

∂3

∂ρ3
+ 43

∂2

∂ρ2
+
31

ρ

∂

∂ρ
(3.18)

+
6

ρ

∂3

∂ρ∂θ2
+

∂4

∂ρ2∂θ2
+
4

ρ2
∂2

∂θ2
+
1

ρ2
∂4

∂θ4

¾

8X
i=1

Ji =


∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂ρ4
ρ3vdρdθ − 4

∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ3
ρ2vdρdθ + 4

∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂2u

∂ρ2
.vdρdθ(3.19)

−4
∞Z
0

ϕZ
0

∂u

∂ρ

∂2v

∂θ2
dρdθ +

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂2u

∂θ2
vdρdθ+

2

∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ2
ρ
∂2v

∂θ2
dρd+

∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂θ4
1

ρ
vdρdθ +

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂u

∂ρ
vdρdθ


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Démonstration

La démonstration s’appuie essentiellement sur la remarque suivante:

Remarque 36 ∀u ∈ C∞0
¡
Ωϕ

¢
, l’intégrale

Z ∞

0

Z ϕ

0

ρjDiu (ρ, θ) dρdθ, nous donne,

aprés une intégration par parties des intégrales du type:

Par rapport à ρ :

ϕZ
0

ρjDiu (ρ, θ) |∞0 dθ = 0, ∀j ≥ 1 et ∀i ≥ 0 (3.20)

Par rapport à θ :

∞Z
0

ρjDiu (ρ, θ) |ϕ0 dρ = 0, ∀j ∈ Z et ∀i ≥ 0 (3.21)

Revenons maintenant à la démonstration de la proposition. En fait, la somme

des intégrales au bord se résume au calcul des intégrales suivantes.

Calcul de l’intégrale J1

J1 =

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶4
u.vρdρdθ =

∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂ρ4
ρ3vdρdθ

Aprés plusieurs intégrations par parties par rapport à ρ , on obtient:

J1 =

ϕZ
0

∂3u

∂ρ3
ρ3 |∞0 dθ

| {z }
=0

−
∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ3

·
3ρ2 + ρ3

∂v

∂ρ

¸
dρdθ

J1 =

−
ϕZ
0

∂2u

∂ρ2

·
3ρ2 + ρ3

∂v

∂ρ

¸
|∞0 dθ

| {z }
=0

+

∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ2

·
6ρv + 3ρ2

∂v

∂ρ
+ 3ρ2

∂v

∂ρ
+ ρ3

∂2v

∂ρ2

¸
dρdθ


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J1 =


ϕZ
0

∂v

∂ρ

·
6ρv + 3ρ2

∂v

∂ρ
+ 3ρ2

∂v

∂ρ
+ ρ3

∂2v

∂ρ2

¸
|∞0 dθ

| {z }
=0

−
∞Z
0

ϕZ
0

∂u

∂ρ

·
6v + 18ρ

∂v

∂ρ
+ 9ρ2

∂2v

∂ρ2
+ ρ3

∂3v

∂ρ3

¸
dρdθ


La dernière intégration par parties, par rapport à ρ termine le calcul de cette

première intégrale:

Finalement

J1 =

∞Z
0

ϕZ
0

u

·
24

∂v

∂ρ
+ 36ρ

∂2v

∂ρ2
+ 12ρ2

∂3v

∂ρ3
+ ρ3

∂4v

∂ρ4

¸
dρdθ (3.22)

On a également J1 =

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶4µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

Calcul de l’intégrale J2

J2 = 2

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶3
u.vρdρdθ = 2

∞Z
0

ϕZ
0

∂3u

∂ρ3
ρ2vdρdθ

Plusieurs intégrations par parties par rapport à ρ

J2 = 2

ϕZ
0

∂2u

∂ρ2
ρ2v |∞0 dθ

| {z }
=0

− 2
∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ2

·
2ρv + ρ2

∂v

∂ρ

¸
dρdθ

J2 = −2
ϕZ
0

∂u

∂ρ

·
2ρv + ρ2

∂v

∂ρ

¸
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 2

∞Z
0

ϕZ
0

∂u

∂ρ

·
2v + 4ρ

∂v

∂ρ
+ ρ2

∂2v

∂ρ2

¸
dρdθ

La dernière intégration par rapport à ρ aboutit à :

J2 = 2

ϕZ
0

u

·
2v + 4ρ

∂v

∂ρ
+ ρ2

∂2v

∂ρ2

¸
| {z }

=0

|∞0 dθ − 2
∞Z
0

ϕZ
0

u

·
6
∂v

∂ρ
+ 6ρ

∂2v

∂ρ2
+ ρ2

∂3v

∂ρ3

¸
dρdθ

Donnent le résultat suivant

J2 = −2
∞Z
0

ϕZ
0

u

·
6
∂v

∂ρ
+ 6ρ

∂2v

∂ρ2
+ ρ2

∂3v

∂ρ3

¸
dρdθ (3.23)
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On peut également J2 = 2

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶3µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

Calcul de l’intégrale J3

J3 = −
∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
u.vρdρdθ = −

∞Z
0

ϕZ
0

ρ
∂2u

∂ρ2
.vdρdθ

Une intégration par parties, par rapport à ρ, nous donne :

J3 = −
ϕZ
0

∂v

∂ρ
[ρv] |∞0 dθ

| {z }
=0

+

∞Z
0

ϕZ
0

∂u

∂ρ

·
v + ρ

∂v

∂ρ

¸
dρdθ

La deuxième intégration par parties, par rapport à ρ, débouche sur le résultat :

J3 =

ϕZ
0

u

·
v + ρ

∂v

∂ρ

¸
|∞0 dθ

| {z }
=0

−
∞Z
0

ϕZ
0

u

·
2
∂v

∂ρ
+ ρ

∂2v

∂ρ2

¸
dρdθ

Finalement

J3 = −
∞Z
0

ϕZ
0

u

·
2
∂v

∂ρ
+ ρ

∂2v

∂ρ2

¸
dρdθ (3.24)

On a également J3 = −
∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶2µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

Calcul de l’intégrale J4

J4 = −2
∞Z
0

ϕZ
0

∂u

∂ρ

∂2v

∂θ2
dρdθ = −2

ϕZ
0

u
∂2v

∂θ2
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 2

∞Z
0

ϕZ
0

u
∂3v

∂ρ∂θ2
dρdθ

Finalement

J4 = 2

∞Z
0

ϕZ
0

u
∂3v

∂ρ∂θ2
dρdθ (3.25)

On a également J4 = −2
∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
∂

∂θ

¶2µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ
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Calcul de l’intégrale J5

J5 =

∞Z
0

ϕZ
0

4

ρ

∂2u

∂θ2
vdρdθ (3.26)

On a également J5 = −2
∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ

∂

∂θ

¶2µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

Calcul de l’intégrale J6

J6 = 2

∞Z
0

ϕZ
0

∂2u

∂ρ2
ρ
∂2v

∂θ2
dρdθ

La première intègration par parties, par rapport à ρ :

J6 = 2

ϕZ
0

∂u

∂ρ
ρ
∂2v

∂θ2
|∞0 dθ

| {z }
=0

− 2
∞Z
0

ϕZ
0

∂u

∂ρ

·
∂2v

∂θ2
+ ρ

∂3v

∂ρ∂θ2

¸
dρdθ

La deuxième intégration par parties, par rapport à ρ donne:

J6 = −2
ϕZ
0

u

·
∂2v

∂θ2
+ ρ

∂3v

∂ρ∂θ2

¸
|∞0 dθ

| {z }
=0

+ 2

∞Z
0

ϕZ
0

u

·
2

∂3v

∂ρ∂θ2
+ ρ

∂4v

∂ρ2∂θ2

¸
dρdθ

Finalement

J6 = 2

∞Z
0

ϕZ
0

u

·
2

∂3v

∂ρ∂θ2
+ ρ

∂4v

∂ρ2∂θ2

¸
dρdθ (3.27)

On a également J6 = 2

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶2µ
∂

∂θ

¶2µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

Calcul de l’intégrale J7

J7 =

∞Z
0

ϕZ
0

∂4u

∂θ4
1

ρ
vdρdθ
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Aprés plusieurs intégrations par parties, par rapport à θ, on obtient :

J7 =

∞Z
0

∂3u

∂θ3
1

ρ
v |ϕ0 dρ| {z }

=0

−
Z
ΩX,Y

∂3u

∂θ3
1

ρ

∂v

∂θ
dρdθ

J7 = −
∞Z
0

1

ρ

∂2v

∂θ2
∂v

∂θ
|ϕ0 dρ| {z }

=0

+

Z
ΩX,Y

∂2u

∂θ2
1

ρ

∂2v

∂θ2
dρdθ.

Finalement

J7 =

∞Z
0

ϕZ
0

u
1

ρ

∂4v

∂θ4
dρdθ (3.28)

On a également J7 =

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ

∂

∂θ

¶4µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

Calcul de l’intégrale J8

J8 =

∞Z
0

ϕZ
0

1

ρ

∂u

∂ρ
vρdρdθ =

ϕZ
0

uv |∞0 dθ −
∞Z
0

ϕZ
0

u
∂v

∂ρ
dρdθ = −

∞Z
0

ϕZ
0

u

ρ

·
∂v

∂ρ

¸
ρdρdθ

Finalement

J8 = −
∞Z
0

ϕZ
0

u

ρ

·
∂v

∂ρ

¸
ρdρdθ (3.29)

On a également J8 =

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

La formule de Green est donc

hρ2∆2u, vi−hu, (ρ2∆2)
∗
vi =


∞Z
0

ϕZ
0

u

·
24

ρ

∂v

∂ρ
+ 36

∂2v

∂ρ2
+ 12ρ

∂3v

∂ρ3
+ ρ2

∂4v

∂ρ4

¸
ρdρdθ

+4

∞Z
0

ϕZ
0

u

·
6

ρ

∂v

∂ρ
+ 6

∂2v

∂ρ2
+ ρ

∂3v

∂ρ3

¸
ρdρdθ + 4

∞Z
0

ϕZ
0

u

·
2

ρ

∂v

∂ρ
+

∂2v

∂ρ2

¸
ρdρdθ

+4

∞Z
0

ϕZ
0

u

µ
1

ρ

∂3v

∂ρ∂θ2

¶
ρdρdθ +

Z
ΩX,Y

u

µ
1

ρ2
∂2v

∂θ2

¶
ρdρdθ

+

∞Z
0

ϕZ
0

u

µ
1

ρ2
∂4v

∂θ4

¶
ρdρdθ + 2

∞Z
0

ϕZ
0

u

·
2

ρ

∂3v

∂ρ∂θ2
+

∂4v

∂ρ2∂θ2

¸
ρdρdθ


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On a également :

hρ2∆2u, vi− hu, (ρ2∆2)
∗
vi =


∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶4µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

+2

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶3µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ −

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶2µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

−2
∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
∂

∂θ

¶2µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ − 2

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ

∂

∂θ

¶2µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

+2

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶2µ
∂

∂θ

¶2µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

+

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ

∂

∂θ

¶4µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ +

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ


hρ2∆2u, vi− hu, (ρ2∆2)

∗
vi =


∞Z
0

ϕZ
0

u ·
"µ

ρ
∂

∂ρ

¶4
+ 2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶3#µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ+

+

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
"
−
µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
− 2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
∂

∂θ

¶2
− 2

µ
∂

∂θ

¶2#µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

+

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
"
+2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2µ
∂

∂θ

¶2
+

µ
∂

∂θ

¶4
+

µ
ρ
∂

∂ρ

¶#µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ


hρ2∆2u, vi− hu, (ρ2∆2)

∗
vi =


∞Z
0

ϕZ
0

u ·
"µ

ρ
∂

∂ρ

¶2
+

µ
∂

∂θ

¶2#2µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ+

+

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
"
−
µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
− 2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
∂

∂θ

¶2
− 2

µ
∂

∂θ

¶2#µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ

+

∞Z
0

ϕZ
0

u ·
"
2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶3
+

µ
ρ
∂

∂ρ

¶#µ
v

ρ2

¶
ρdρdθ



Proposition 37 Cette formule est encore valable pour les fonction de l’espace F

car C∞0
³_
Ωϕ

´
est dense dans F

Conclusion 38 Conclusion 39 dans l’espace F, le problème initial admet une so-

lution unique
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3.3 Etude du noyau de (ρ2∆2)∗

Lemme 40 Le noyau de l’opérateur du problème adjoint
(ρ2∆2)

∗
v = 0

v |Γ= 0µ
∂v

∂η

¶
|Γ= 0

(3.30)

est réduit à zéro

Démonstration

Pour simplifier les calculs on pose:

w = ρ2v =⇒ v =
w

ρ2
=⇒ (ρ2∆2)∗v = ∆2w

En effet il est facile de voir que

h(ρ2∆2)∗v, ui = hv, (ρ2∆2)ui =
¿
w

ρ2
, (ρ2∆2)u

À
h(ρ2∆2)∗v, ui =

D
w, (ρ2∆2) u

ρ2

E
= hw,∆2ui = h∆2w, ui

ce qui donne le résultat.

Du problème adjoint
£
(ρ2∆2)

∗
v = 0, v ∈ L2 (Ωϕ)

¤
, on peut écrire

­
u,∆2w

®
= 0 , ∀u ∈ F (3.31)

donc

h∆u,∆wi = 0 , ∀u ∈ F (3.32)

ce qui implique que:

∆w ∈ ker∆∗ sachant que ∆ est défini sur H20 (Ωϕ) (3.33)

•Si Ω est convexe alors ker∆∗ = {0} donc ∆w = 0 et alors v = 0

(3.34)
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•Si Ω n’est pas convexe ce qui implique ker∆∗ 6= {0} (3.35)

Soit f une fonction de ker∆∗ =⇒ ∆w = f ce qui implique que w comporte un

développement au sommet de la forme:

ρ
π
ϕ sin

πθ

ϕ
, si ϕ > π (3.36)

ce qui implique que:

v =
w

ρ2
n’est pas dans L2 (Ωϕ) (3.37)

ce qui implique que:

∆w = 0 =⇒ v = 0 =⇒ ker(ρ2∆2)∗ = {0} (3.38)

3.3.1 Rôle des opérateurs
µ
ρ
∂

∂ρ

¶
et
µ
∂

∂θ

¶
dans la dualité

Théorème 41 Soit u une fonction à support compact et u ∈ Hm alors on a:

∞Z
0

ϕZ
0

u

ρ

µ
ρ
∂

∂ρ

¶kµ
v

ρ

¶
ρdρdθ = (−1)k

∞Z
0

ϕZ
0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶k µ
v

ρ

¶
ρdρdθ (3.39)

∞Z
0

ϕZ
0

∂nu

∂θn
.vρdρdθ =

∞Z
0

ϕZ
0

∂nv

∂θn
.uρdρdθ (3.40)

Démonstration

Le problème de dualité ne se pose pas pour l’opérateur
µ

∂

∂θ

¶
car, on a en effetZ ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
∂u

∂θ
· vρ∂ρ∂θ = −

Z ∞

0

Z ϕ

0

u
1

ρ2
∂v

∂θ
· ρdρdθ

Pour l’opérateur
µ
ρ
∂

∂ρ

¶
, on démontre par réccurence que c’est vraie

pour k = 1⇒
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶
u · vρdρdθ ?

= −
Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶µ
v

ρ

¶
ρdρdθ
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Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶
u·vρdρdθ =

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂u

∂ρ
·vdρdθ =

ϕZ
0

uv |∞0| {z }
=0

dθ−
Z ∞

0

Z ϕ

0

u.
∂v

∂ρ
dρdθ

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
·vρdρdθ = −

Z ∞

0

Z ϕ

0

u.
∂v

∂ρ
dρdθ = −

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ
.
∂

∂ρ

µ
ρ
v

ρ

¶
ρdρdθ

Sachant que
∂

∂ρ

µ
ρ
v

ρ

¶
=

∂

∂ρ
ρ

µ
v

ρ

¶
=

∂

∂ρ
(v)Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
· vρdρdθ = −

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶µ
v

ρ

¶
ρdρdθ

pour k = 2
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
u · vρdρdθ ?

=

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶2µ
v

ρ

¶
ρdρdθ

⇒
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
u · vρdρdθ =

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
ρ
∂

∂ρ

¶
uvρdρdθZ ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶2
· vρdρdθ =

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂

∂ρ

µ
ρ
∂

∂ρ

¶
uvdρdθ =Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
vρdρdθ = −

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶µ
v

ρ

¶
ρdρdθZ ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶2
vρdρdθ =

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
vρ

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
dρdθ

On posew = v

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
=⇒

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶2
vρdρdθ =

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
wρdρdθZ ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
wρdρdθ = −

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶
w

ρ
ρdρdθ

−
Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ2

µ
∂

∂ρ
ρ

¶
v

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
ρdρdθ = −

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
tρdρdθ

avec t = u

µ
∂

∂ρ
ρ

¶
v =⇒ −

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
tρdρdθ =

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶µ
∂

∂ρ
ρ

¶
v

ρ
ρ

une intégration par parties donne
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
ρ
∂u

∂ρ

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
vρdρdθ =

Z ∞

0

Z ϕ

0

∂u

∂ρ

µ
ρ
∂u

∂ρZ ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2
ρ
∂u

∂ρ

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
vρdρdθ =

ϕZ
0

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶
v |∞0 ∂θ

| {z }
=0

−
Z ∞

0

Z ϕ

0

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶µ
∂

∂ρ
ρ

¶µ
v

ρ

¶
d

une deuxième intégration par parties donneZ ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶2
·vρdρdθ = −

ϕZ
0

(u) ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶µ
v

ρ

¶
|∞0 ∂θ

| {z }
=0

+

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶µ
∂

∂ρ
ρ

Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂u

∂ρ

¶2
· vρdρdθ =

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶2µ
v

ρ

¶
ρdρdθ c’est également
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vérifié pour k = 2

On suppose que la formule est vraie pour (k − 1) et on démontre qu’elle rest
vraie pour kZ ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶k−1
u ·vρdρdθ = (−1)k−1

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶k−1µ
v

ρ

¶
ρdρdθ est

vraie

⇒
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶k

u · vρdρdθ ?
= (−1)k

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶k µ
v

ρ

¶
ρdρdθ,

Nous avons:Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶k

u · vρdρdθ =
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
ρ
∂

∂ρ

¶k−1
u · vρdρdθZ ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
ρ
∂

∂ρ

¶k−1
u·vρdρdθ =

ϕZ
0

µ
ρ
∂

∂ρ

¶k−1
uv |∞0 ∂θ

| {z }
=0

−
Z ∞

0

Z ϕ

0

µ
ρ
∂

∂ρ

¶k−

comme par hypothèseZ ∞

0

Z ϕ

0

µ
ρ
∂

∂ρ

¶k−1
u
∂

∂ρ
vρdρdθ = (−1)k−1

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶k−1µ
∂

∂ρ
ρ

¶µ
v

ρ

¶
ρdρdθZ ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
ρ
∂

∂ρ

¶k−1
u·vρdρdθ = (−1) (−1)k−1

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶k−1µ
∂

∂ρ
ρ

¶
Z ∞

0

Z ϕ

0

1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
ρ
∂

∂ρ

¶k−1
u·vρdρdθ = (−1)k

Z ∞

0

Z ϕ

0

u

ρ

µ
∂

∂ρ
ρ

¶kµ
v

ρ

¶
ρdρdθ

Ce théorème nous permet de donner une expression de l’opérateur adjoint donc

:

Sachant que l’expression de ρ2∆2 =

·
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2

¸
◦
·
∂2

∂ρ2
+
1

ρ

∂

∂ρ
+
1

ρ2
∂2

∂θ2

¸
qui peut s’ecrire

ρ2∆2 =

(
1

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶4
− 4

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶3
+
4

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2
+
1

ρ2

µ
∂

∂θ

¶2
− 4
ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶µ
∂

∂θ

¶2
+
2

ρ2

µ
ρ
∂

∂ρ

¶2µ
∂

∂θ

¶2
+
1

ρ4

µ
∂

∂θ

¶4)
et cette écriture nous permet d’avoir facilement l’expression de (ρ2∆2)

∗

(ρ2∆2)
∗
v =

(
1

ρ

"µ
∂

∂ρ
ρ

¶4
+ 4

µ
∂

∂ρ
ρ

¶3
+ 4

µ
∂

∂ρ
ρ

¶2
+

µ
∂

∂θ

¶2#

+
1

ρ

"
4

µ
∂

∂ρ
ρ

¶µ
∂

∂θ

¶2
+ 2

µ
∂

∂ρ
ρ

¶2µ
∂

∂θ

¶2
+

µ
∂

∂θ

¶4#)
v

ρ
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3.4 Problème adjoint

Le problème adjoint du problème initial [2.8] est :


(ρ2∆2)

∗
v = h, h ∈ L2 (Ωϕ)

v |Γ= 0µ
∂v

∂η

¶
|Γ= 0

(3.41)

Comme pour l’étude du problème “initial” noté (2.8), le but essentiel est de

montrer que l’opérateur (ρ2∆2)
∗ est un opérateur à indice ⇔ Im (ρ2∆2)

∗ est fermée

et que dimker (ρ2∆2)
∗ est finie.

En appliquant le lemme de Peetre pour les espaces L2 (Ωϕ) ,H−2 (Ωϕ) et FB,l’inégalité

à priori se met en place de la même manière que pour le problème direct (intial).

On prolonge les fonctions de F (Ωϕ) par zéro hors de Ωϕ pour avoir des fonctions

de F (R2). Ce prolongement existe et il est continu [12]

donc

h∆u,∆wi = 0 , ∀u ∈ F (3.42)

ce qui implique que:

Proposition 42 Le noyau de l’opérateur (ρ2∆2)∗dans H−s(Ωϕ) (s ≥ 0) dépend de s et
de l’ouverture ϕ du secteur Ωϕ.

Démonstration

Chercher le noyau de (ρ2∆2)∗ est equivalent a résoudre le probléme suivant:



(ρ2∆2)∗v = 0, dans Ωϕ

v |Γ= 0
1

ρ

∂u

∂θ
|θ=0= 0

1

ρ

∂u

∂θ
|θ=ϕ= 0

(3.43)
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Pour simplifier les calculs, on fait le changement de variable suivant :

w = ρ2v ce qui donne

(ρ2∆2)∗v = ∆2w

de cette façon, on obtient le problème suivant :



(ρ2∆2)∗v = ∆2w = 0 dans Ωϕ

w |Γ= 0
1

ρ

∂w

∂θ
|θ=0= 0

1

ρ

∂w

∂θ
|θ=0= 0

(3.44)

On cherche à construire une solution du
ρ2∆2u = 0 dans Ωϕ

u |Γ= f

∂u

∂η
|Γ= g

(3.45)

Γ = Γ1 ∪ Γ2 On prendra f et g nulles sur Γ2
En utilisant la transformation de Mellin on obtient le problème associé suivant :



(σ − 2)2 (σ − 4)2 eu+ £(σ − 2)2 + (σ − 4)2¤ eu”θ + eu4θ = 0 dans Ωϕeu (σ, 0) = 0 et eu (σ, ϕ) = 1

∂eu
∂θ
(σ, 0) = 0

∂eu
∂θ
(σ, ϕ) = 0

(3.46)

La fonction eu ainsi que toutes ses dérivées sont prises au point (σ − 4, θ)
Equation, pour σ fixé, à coéfficients constants dont les racines à l’évidence sont :

ei(σ−2)θ, e−i(σ−2)θ, ei(σ−4)θet e−i(σ−4)θ

Le problème
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

(ρ2∆2)u ρ2f

u |Γ= 0

∂u

∂η
|Γ= 0

dans Ω , ρ2f ∈ L2 (Ω)

(3.47)

admet une solution unique dans E(Ωϕ) .La méthode du relèvement permet de se

ramener à un problème sur le bord et plus particulièrement on obtient au sommet,

si f ∈ L2 (Ω)



(ρ2∆2)u = 0

u (ρ, 0) = g1 (ρ)

u (ρ, ϕ) = g2 (ρ)

∂u

∂θ
(ρ, 0) = ρg3 (ρ)

∂u

∂θ
(ρ, ϕ) = ρg4 (ρ)

g1, g2 ∈ H
3
2 (R+) et g3, g4 ∈ H

1
2 (R+) (3.48)

Le facteur ρ2 de l’opérateur décale les pôles du noyau de Poisson de deux unités

ce qui correspond à la définition de l’espace E(Ωϕ) .On rappelle que :

](∆u) = (σ − 2)2 eu (σ − 2, θ) + ∂2

∂θ2
eu (σ − 2, θ) (3.49)

d’où :

^(ρ2∆2u) = σ2 (σ − 2)2 eu (σ − 2, θ)+£σ2 + (σ − 2)2¤ ∂2

∂θ2
eu (σ − 2, θ)+ ∂4

∂θ4
eu (σ − 2, θ)

(3.50)
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

σ2 (σ − 2)2 eu (σ − 2, θ)+ £
σ2 + (σ − 2)2¤ ∂2

∂θ2
eu (σ − 2, θ) + ∂4

∂θ4
eu (σ − 2, θ) = 0

eu (σ, 0) = eg1 (σ)eu (σ, ϕ) = eg2 (σ)
∂

∂θ
eu (σ, 0) = eg3 (σ)

∂

∂θ
eu (σ, ϕ) = eg4 (σ)

(3.51)

Sous cette forme, les données aux bords sont toutes définies au point σ.On

s’interessera au cas particulier :

eg2 (σ) = eg3 (σ) = eg4 (σ) = 0 d’où le problème précedent s’écrit :


σ2 (σ − 2)2 eu (σ − 2, θ)+ £

σ2 + (σ − 2)2¤ ∂2

∂θ2
eu (σ − 2, θ) + ∂4

∂θ4
eu (σ − 2, θ) = 0

eu (σ, 0) = eg1 (σ)eu (σ, ϕ) = ∂

∂θ
eu (σ, 0) = ∂

∂θ
eu (σ, ϕ) = 0

(3.52)

La solution générale de ce problème est :

eu (σ − 2, θ) = 4X
k=1

Ak exp (rkθ) (3.53)

où rk est la solution de l’équation caractéristique associée à ce problème. Les fonc-

tions cosσθ, sinσθ, cos (σ − 2) θ, sin (σ − 2) θ sont donc solutions réelles du même
problème et on a la solution :

eu (ρ, θ) = fN1 ∗ eg1 (3.54)

avec eg1 ∈ H 3
2 La régularité de eu est limitée par les pôles à partie réelle négative

de fN1
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Le déterminant principal du système s’écrit

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

1 0 1 0

0 σ 0 σ − 2
cosσϕ sinσϕ cos (σ − 2)ϕ sin (σ − 2)ϕ
−σ sinσϕ σ cosσϕ − (σ − 2) sin (σ − 2)ϕ (σ − 2) cos (σ − 2)ϕ

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

(3.55)

3.4.1 Etude des zéros de Dσ

σ (σ − 2) sin2 ϕ− sinσϕ sin (σ − 2)ϕ = 0 (3.56)

.Il peut se mettre sous une forme simplifiée:

Dσ = (σ − 1)2 sin2 ϕ− sin2 (σ − 1)ϕ (3.57)

•σ = 0, 1, 2 sontdes zéros de Dσ, ∀ϕ (3.58)

•Pour ϕ = π ⇒ Dσ (σ, π) = 0⇔ σ ∈ Z (3.59)

pôle double ce qui correspond aux conditions de raccord des traces.

•Pour ϕ = 2π ⇒ Dσ (σ, 2π) = 0⇔ 2σ ∈ Z (3.60)

Aprés transformation

Dσ = (σ − 1)2 sin2 ϕ− sin2 (σ − 1)ϕ (3.61)

On pose

x = σ − 1⇒ σ = x+ 1 x < −1 (3.62)
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Dσ = 0⇐⇒


x sinϕ− sinxϕ = 0

ou

x sinϕ+ sinxϕ = 0

(3.63)

Lemme 43 Chaque prolongement par continuité de fN1 va donner une condition

de raccord

Démonstration

u (ρ, θ) =

∞Z
0

N1 (t, θ) f
³ρ
t

´ dt

t
quand ρ→ 0

⇒ u (0, θ) = f (0)fN1 (1, θ) (3.64)

Remarque

λ0 ∈ C \R, siDσ (λ0) = 0 alors Dσ

¡
λ0
¢
= 0 (3.65)

ce qui permet de donner une forme réelle aux élements singuliers

En posant σ = a+ ib, il vient :

 4ab− sin 2aϕ sh 2bϕ = 0

(a2 + b2) sin2 ϕ− sin2 aϕ− sh2 bϕ = 0
(3.66)

Ce système, composé d’équations transcendentes, admet seulement des solution

numérique.On peut utiliser l’algoritme de Newton pour les caculer on posera :

Xn+1 = Xn − f (Xn)

f 0 (Xn)
(3.67)

où

f (X) = sh2Xϕ+X2 sin2 ϕ (3.68)
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solution du système d’équations précédent.On peut raisonnablement penser que si

Ω est convexe

u ∈ H2 (Ω) ∩ F (3.69)

et que l’on ne peut pas obtenir mieux.Pour connaitre précisément la régularité de

u en fonction de l’ouverture des angles il faut connaitre les zéros de Dσ

Il est, d’autre part, intéressant de retrouver l’alternative de Freedohlm mise en

place par Grisvard.

En effet, on a :

si f ∈ Hs (Ω), s ∈ N, le problème [3.1] admet une solution unique u dans

F (Ωϕ).A chacun des sommets la fonction u se décompose en une partie régulière et

une partie singulière comportant un nombre fini de termes sauf dans le cas particulier

précisé dans la remarque.Pour que u ∈ Hs+4 (Ω), il faut que la fonction f satisfasse

à un nombre fini de conditions.L’opérateur ∆2 est donc un opérateur à indice

∆2 :Hs+4 (Ω) −→ Hs (Ω) et les inégalités à priori sont des conséqences de ce résultat.

3.4.2 Rôle des pôles positifs du noyau de Poisson

Théorème 44 Chaque pôle à partie réelle positive permet de construire une fonction

du noyau de l’opérateur (ρ2∆2) dans un espace du type H−s avec s > 0

Démonstration

On remarquera que la solution ρ2∆2u = 0 ( avec les données au bord nulles )

est une fonction de C∞ (Ω− S) où S représente l’ensemble des sommets.Les seules

singularités de la solution apparaissent au sommet.

Si λ est un pôle du transformée du noyau de Poisson avec Reλ > 0 alors le résidu

correspondant est de la forme :

Resi = ρ−λaλ (θ) (3.70)
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fonction qui n’appartient pas au noyau dans L2 (Ωϕ)de l’opérateur (ρ2∆2) dans le

secteur.La trace de cette fonction est C∞ sur le bord du polygone Ω.Le problème

étant variationnel, il éxiste une solution v

v ∈ H2 (Ωϕ) tel que : v |∂Ω= ρ−λaλ (θ) (3.71)

alors £
ρ−λaλ (θ)− v

¤ ∈ H−s (Ωϕ) (3.72)

et £
ρ−λaλ (θ)− v

¤ ∈ ker ¡ρ2∆2
¢

(3.73)

Remarque 45 Si λ est complexe, la combinaison des fonctions ρ−λaλ (θ) et ρ−λaλ (θ)

donne deux fonctions réelles du noyau de l’opérateur (ρ2∆2)

◦ les zéros entiers vont donner des conditions ponctuelles.Plus précisément, chaque
pôle λ non entier defNi va donner un élément singulier de la forme ρ−λk (θ) ,Reλ < 0

La régularité de u est limité par le premier zéro λ0 négatif deDσ.u ∈ H1−Reλ0 (Ω) .Chaqu
zéro non entier va donner une fonction du noyau de ρ2∆2.

Remarque 46 L’image de l’opérateur n’est pas fermée dans le cas de pôles entiers

correspondants à la régularité limite

Remarque 47 Ce travail montre que toute résolution numérique faisant appel au

bilaplacien doit tenir compte des termes singuliers (éventuels) au voisinage de cha-

cun des sommets éléments finis singuliers, maillage adapté ...Ce qui necéssite en

premier la construction de la table des zéros de Dσ

3.4.3 Autre méthode (dualité )

Soit l’opérateur (ρ2∆2) dans l’angle Ωϕ .Afin de mettre en évidence les différentes

formules de dualité dans Ωϕ, on va donner à cet opérateur une autre écriture.Pour

celà, on considère le produit scalaire
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­
ρ2∆2u, v

®
dxdy

=
­
ρ∆ ◦∆u, ρ2v

®
∂ρ∂θ

=

¿
ρ∆u,

1

ρ
(ρ∆)∗∂ρ∂θ ρ

3v

À
(3.74)¿

ρ∆u,
1

ρ
(ρ∆)∗ ρ3v

À
∂ρ∂θ

=

¿
u,
1

ρ
(ρ∆)∗∂ρ∂θ ◦

1

ρ
(ρ∆)∗∂ρ∂θ ρ

3v

À
dxdy

­
ρ2∆2u, v

®
dxdy

=

*
u,

·
1

ρ
(ρ∆)∗

¸2
∂ρ∂θ

ρ3v

+
dxdy

(3.75)

Les solutions doivent vérifier:

1

ρ
(ρ∆)∗∂ρ∂θ ρ

3v = 0 (3.76)

et ce sont les fonctions de la forme:

sin (σ − 1) θ, cos (σ − 1) θ (3.77)

On obtient les deux autres solutions élémentaires en résolvant

^·1
ρ
(ρ∆)∗

¸
ρ3v = e±i(σ−1)θ (3.78)

car
^·1
ρ
(ρ∆)∗

¸
.e±i(σ−1)θ = 0 (3.79)

Les solutions sont de la forme :

(aσ + b) e±i(σ−1)θ (3.80)

On retiendra les formes particulières :

(σ − 1) sin (σ − 1) θ et (σ − 1) cos (σ − 1) θ qui montre que la régularité est liée
aussi aux zéros de D∗

σ

Les autres pôles donnent les termes du développement limité.

On a vu que l’opérateur ∆2 est un opérateur à indice de : F→ L2.Sachant que

(ρ2∆2) est un opérateur à indice en utilisant le noyau de Green et Poisson on obtient

un nombre fini de conditions d’où le théorème



3. Etude de l’opérateur (ρ2∆2)
∗et conséquences 94

Théorème 48 Si les conditions naturelles de raccordement sont satisfaites.Soit λ1

la partie réelle négative du premier pôle fNi (σ, θ) et si u ∈ L2 (Ωϕ) alors u ∈
Hinf(4,−λ1+1) ( Hinf(4,−Rex)

3.4.4 Développement limité des solutions

Il est maintenant classique d’obtenir un développement limité de la solution du

problème en utilisant le noyau de Poisson ainsi que les pôles de la transformée de

Mellin du noyau.Ce développement comporte deux parties :

-l’une régulière liée à la régularité du second membre

-l’autre singulière comportant des termes de la forme : ρ−λaλ (θ) où λ est un

pôle non entier du noyau de Poisson .Dans le cas de pôle entier , les espaces qui

interviennent ne sont plus fermés [] apparait alors une condition ponctuelle.

Remarque 49 Si le pôle est complexe, λ est solution de Dσ = 0 ce qui donne une

expression réelle au développement limité

Proposition 50 Chaque condition de régularité correspond à une fonction du noyau

de l’opérateur adjoint ( dans les espaces associés correspondants )

Ce système, composé d’équations transcendentes, admet seulemen

solution du système d’équations précédent.On peut raisonnablement penser que si

Ω est convexe u ∈ H2 (Ω)∩E et que l’on ne peut pas obtenir mieux.Pour connaitre

précisément la régularité de u en fonction de l’ouverture des angles il faut connaitre

les zéros de Dσ

Il est, d’autre part, intéressant de retrouver l’alternative de Freedohlm mise en

place par Grisvard.

En effet, on a : si f ∈ Hs (Ω) , s ∈ N , le problème [3.1] admet une solution

unique u dans E (Ωϕ).A chacun des sommets la fonction u se décompose en une
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partie régulière et une partie singulière comportant un nombre fini de termes sauf

dans le cas particulier précisé dans la remarque.Pour que u ∈ Hs+4 (Ω), il faut que

la fonction f satisfasse à un nombre fini de conditions.L’opérateur ∆2 est donc un

opérateur à indice

∆2 :Hs+4 (Ω) −→ Hs (Ω) et les inégalités à priori sont des conséqences de ce résultat.

Remarque 51 L’image de l’opérateur n’est pa fermée dans le cas de pôles entiers

crrespondants à la régularité limitée.Si s /∈ N , il peut exister des conditions dans
des cas particuliers.

3.4.5 Conclusion générale (tentative pour un opérateur A

d’ordre 2n)

Soit A un opérateur elliptique d’ordre 2n et Ω un polygône de sommets Si (i = 1,m)

E = {u ∈ Hn (Ω) /∀i, ρnH2n /∈ Ω ∩B (Si)}
ρ distance de M à Si .On sait que le poids estde la forme ρn

3.4.6 Inégalité à priori pour un opérateur A d’ordre 2n

kuk2E ≤ C1 k ρnAuk2L2 + C2 kuk2Hn
Une partition de l’unité permet de ramener le problème à des modèles de réfer-

ence :

•Au voisinage des sommets
•Sur un demi-espace
•Sur un domaine ouvert
Seule l’étude au sommet est nouvelle

a) cas d’un opérateur homogène en (ρ, θ) et à coéfficients constants

Vérifions :
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°°°°ρn−i ∂2nu

∂ρ2n−i∂θi

°°°°2
L2(Ω)

≤ Ki kρnAuk2L2(Ω) (3.81)

En utilisant la transformation de Mellin, il vient :

°°°°ρn−i ∂2nu

∂ρ2n−i∂θi

°°°°e= (σ − n) (σ − n+ 1) ... (σ − n− i− 1) ∂
ieu

∂θi
(σ − n, θ) (3.82)

et

^(ρnAu) =
X
j=0

ajP2n−j (σ) =
∂ieu (σ − n, θ)

∂θj
(3.83)

P2n−j (σ) polynôme en σ de degré (2n− j) .Il est à noter que les fonctions sont

définies dans le même domaine; si de plus on le développe en série de Fourier, on

obtient :

eu (σ − n, θ) =
X
k∈Z

αk (σ − n) eik
2πθ
ϕ (3.84)

et en passant aux normes :

°°°°(σ − n) (σ − n+ 1) ... (σ − n− i− 1) ∂
ieu
∂θi

(σ − n, θ)

°°°°2
L2(θ)

= kQ (σ)k2
X
k∈Z

kαk (σ − n)k2

(3.85)

et

kρnAuk2L2(θ) =
X
j

kajk2 kP2n−j (σ)k2 ×
X
k∈Z

kαk (σ − n)k2 (3.86)

Si l’on compare les coéfficients des termes en αk, il vient

kQ (σ)k2X
j

kajk2 kP2n−j (σ)k2
(3.87)

Ces coéfficients sont bornés ∀σ tel que Reσ = ν car le dénominateur ne s’annule

pas (ellipticité) et le degré du numérateur est inférieur ou égal au degré du dénom-

inateur puis en intégrant par rapport à ρ on obtient le résultat.Il en est de même si

l’ordre de dérivation de u est compris entre (n+ 1) et (2n)
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Proposition 52 Si A est un opérateur elliptique homogène en ∂x, ∂y ou ∂ρ, ∂θ et

si le problème direct admet une solution dans F elle est unique

Démonstration

a) A homogène en ∂ρ, ∂θ

kuk2F ≤ K kAuk2L2 (3.88)

Si

Au = 0⇒ kuk2F = 0 (3.89)

b) A homogène en ∂x, ∂y

Considérons le polynôme en ξ, η correspondant à l’opérateur A obtenu par la

transformation de Fourier.En se limitant à l’ordre quatre il vient :

P (ξ, η) = η4

"µ
ξ

η

¶2
+ a1

ξ

η
+ b1

#
×
"µ

ξ

η

¶2
+ a2

ξ

η
+ b2

#
(3.90)

chaque polynôme de degré 2 n’a pas de racine réelle.En écrivant P (ξ, η) sous

forme canonique, il vient :

P (ξ, η) = (ξ + α1η)
2× (ξ + α2η)

2+β1 (ξ + α1η)
2 η2+β2 (ξ + α2η)

2 η2+νη4 (3.91)

β1, β2, ν ≥ 0
Cette décomposition n’est pas unique, il suffit de permuter le rôle de ξ et η.

Cas des racines multiples ( bilaplacien )

P (ξ, η) =
¡
ξ2 + η2

¢2
(3.92)

Si l’on s’interesse au noyau de A dans F
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u |Γ= 0; ∂u

∂η
= 0⇒ ∂u

∂x
|Γ= 0 et

∂u

∂y
|Γ= 0

Cette décomposition se traduit par

hAu, ui =
(·µ

∂

∂x
+ α1

∂

∂y

¶µ
∂

∂x
+ α2

∂

∂y

¶
u

¸2
+ β1

µ
∂

∂y

∂u

∂x
+ α1

∂2u

∂y2

¶2
+β2

µ
∂

∂y

∂u

∂x
+ α2

∂2u

∂y2

¶2
+ ν

µ
∂2u

∂y2

¶2)
Aprés intégration par parties on a donc :

∂2u

∂y2
= 0⇒ u (x, y) = R1 (x) y +R2 (x) (3.93)

de plus
∂2u

∂x2
= 0 donc u (x, y) est un polynôme de la forme :

axy + bx+ cy + d (3.94)

et les conditions initiales entraînent u ≡ 0
Pus généralement si A est d’ordre 2n alors u est un polynôme de degré (n− 1)

et finalement u ≡ 0

3.4.7 Formule de Green pour l’adjoint
¡
A2n

¢∗
Soit

A =
X aij

ρj
∂i+ju

∂ρi∂θj
i+ j ≤ 2n (3.95)

ρnA =
X
ij

aijρ
n−j ∂

i+ju

∂ρi∂θj
(3.96)

(ρnA)∗ =
1

ρ

X
ij

(−1)i+j ∂i+j

∂ρi∂θj
£
ρn+1−jaij (ρ, θ) v

¤
(3.97)

ϕZ
0

∞Z
0

ρn
∂2n

∂ρ2n
u.vρdρdθ =

ϕZ
0

∂2n−1u
∂ρ2n−1

ρn+1v |∞0 dθ −
ϕZ
0

∞Z
0

∂2n−1

∂ρ2n−1
u.

∂

∂ρ

¡
ρn+1v

¢
dρdθ

(3.98)
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la première intégrale est nulle car u et v sont à support compact et de plus elle

comporte un terme contenant le facteur ρ.D’où

Z Z
Ωϕ

ρn
∂2n

∂ρ2n
u.vρdρdθ = (−1)n

ϕZ
0

∞Z
0

∂nu

∂ρn
· ∂

n

∂ρn
¡
ρn+1v

¢
dρdθ (3.99)

Si l’on veut poursuivre ces intégrations par parties ∀u, ∀v, il apparaît alors des
termes à l’origne.Pour les éliminer nous aurions du utiliser le poids ρ2n−1.Or u ∈
E ⊂ Hn

0 , on peut alors poursuivre ce mode de calcul et :Z Z
Ωϕ

ρn
∂2n

∂ρ2n
u.vρdρdθ =

Z Z
Ωϕ

u · 1
ρ

∂2n

∂ρ2n
ρ2n+1vdρdθ

Pour que ces intégrales aient un sens il faut :

i)
1

ρk+1

µ
∂

∂ρ

¶k

ρn+1v ∈ L2 k ≤ n (3.100)

et

ii)
1

ρ

µ
∂

∂ρ

¶n+k

ρn+1v ∈ L2 k ≤ n (3.101)

Démonstration

Pour ii) il suffit que

ρn−k
"
1

ρ

µ
∂

∂ρ

¶n+k

ρn+1v

#
∈ L2 si i ≤ n (3.102)

car

u ∈ Hn
0 ⇒

1

ρn−i

µ
∂

∂ρ

¶i

u ∈ L2 si i ≤ n (3.103)

Considérons maintenantZ Z
Ωϕ

ρn
1

ρ2n
∂2n

∂θ2n
u.vρdρdθ =


ϕZ
0

1

ρn
∂2n−1u
∂θ2n−1

· v |∞0 dθ

−
ϕZ
0

∞Z
0

1

ρn−1
∂2n−1u
∂θ2n−1

· ∂v
∂θ

dρdθ


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