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Chapitirel1

Rappels et Etude de ’opérateur

pAU

1.1 Introduction

Les problémes elliptiques dans les domaines réguliers ont fait ’objet de nombreuse
études et ’on connait bien la théorie correspondante.Lions et Magenes font le point
dans un ouvrage réference en 1967.Quand le bord du domaine n’est plus régulier, les
résultats sont plus récents.En dehors de I’étude de cas particuliers, il faut attendre
les problemes posés par Magenes aprés la destruction des digues de I’Arno pour
obtenir des résultats plus généraux ce que j'appelerai " ’école de Nice".

Mérigot [13] publie en 1974 la premiére étude systématique de la régularité
dans les espaces L7 (£2) .1l utilise le noyau de Poisson de lopérateur ainsi que la
transformation de Mellin pour mettre en place des inégalités a priori afin d’étudier
I’existence et 'unicité de la solution

Grisvard [8] de son coté s’intéresse plus particulierement a l'utilisation de
lalternative de Freedholm.Ces auteurs auront de nombreux disciples (Ben M’barek,

Jawahri, Lelierre, Moussaoui, Merouani,...,)
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Kondratiev [9], il s’interesse aux problémes elliptiques aux limites dans des
domaines avec "coins" (polygones dans R?, polyeédres dans R?).II utilise, pour éviter

¢ ce qui rameéne I’étude au cas classique

les points anguleux, la transformation p = e~
dans une bande mais introduit, par contre, des espaces avec poids & 'origine.

M.Dauge [4] elle s’appuie sur la résolvante de 'opérateur qu’elle décompose en
deux parties I'une réguliére, ’autre singuliére pour obtenir les mémes résultats.

Enfin, récemment (1993), dans leurs théses de Magister, M. Djebarni et
M.S.Said reprennent le travail de Grisvard dans des espaces avec poids afin de
rendre plus aisée la mise en place des inégalités a priori sans toute fois utiliser la
transformation p = e~* comme Kondratiev [9] .

1999 M.Djebarni, M.Karrad et M.Reghioua publient un article intitulé
"Etude de la réqularité de la solution du laplacien dans des espaces avec poids" . [5]

Dans ce travail, Nous nous sommes interéssés au bilaplacien dans
un polygone plan non régulier.1l s’agit ici d’une démarche nouvelle pour
trouver :

> le poids optimal afin d’obtenir aisement les inégalités a priori sans masquer les
singularités aux sommets.Cette méthode peut se généraliser en simplifiant la mise
en place des inégalités a priori.

> un espace dans lequel il est possible d’obtenir, pour le bilaplacien, I'existence
et I'unicité de la solution.

> un noyau de Poisson qui permettra d’établir la régularité et le développement
limité des solutions au voisinage des sommets.

Les problémes elliptiques homogénes a coéfficients constants, dans un secteur
plan, servant de modéle. La transformation de Mellin, particulierement bien adap-
tée au domaine, permet une solution rapide du probléme adjoint.Ces résultats con-
nus en norme L2; dans certains cas particuliers, on déduit certains résultats dans

H*.Les espaces avec poids cachent, en fait les singularités qui peuvent apparaitre
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aux sommets.Ce probléme a fait l'objet de plusieurs études, entre autres, celle de
Grisvard-Geymonat [8] qui utilisent la méthode de la résolvante.L’utilisation des
espaces avec poids permet d’obtenir aisement

- la mise en place d’une formule de Green

- les inégalités a priori

mais masque les singularités a 'infini, d’ot la nécessité de préciser la régularité
de la solution au voisinage de chacun des sommets ( on retrouve la une démarche qui
a été utilisée sous une forme différente par Kondratiev ) pour aboutir au résultat:
"que 'opérateur est a indice"

Ensuite nous donnons I'expression explcite de 'opérateur adjoint consideré (p2A?)*.
Cette méthode est originale et sa généralisation reste ouverte.

Cette liste des auteurs et les méthodes utilisées ne sauraient étre exhaustives et

les lacunes constatées ne sont dues qu’a I'ignorance de 'auteur.

1.2 Quelques rappels

1.2.1 Transformation de Mellin

La transformation de Mellin a I’avantage de bien s’adapter aux domaines qui présen-
tent des angles : polygones plans, cones ou polyhedres.Elle joue un role équivalent
a celui de la transformation de Fourier pour les cas classiques. En revanche, elle
débouche sur des espaces avec poids.D’autre part I'utilisation des coordonnées po-

laires ( sphériques ou cylindriques pour les cones et les polyheédres ) allége les calculs.

Définition 1 Soit la fonction f : R, — C.On appelle transformation de Mellin

de la fonction f la fonction notée f, définie par :

+oo
~ oo d
f(a):/o f(x)x"_ldx:/f(x)ng., oceC
0
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ceci lorsque lintégrale existe

Remarque 2

o f ~
Sin e N a—x‘:] =(-1)"(c—=1)(c=2)(6—=3)...(c =n) f(c —n)
Remarque 3 e La transformée de Mellin inverse est donnée par la fonction f,

avec f (o) qui est définie pour ay < R.o < ay et

ptiv
. 1 rs —0
pn—iv

1.2.2 Etude du laplacien :

Soit le modeéle

Au= f )
feL Q). (1.1)
u ‘1": 0
ou {2 est un polygone plan. Ce probléme, déja étudié par Grisvard admet :

une solution unique dans H?(€Q) lorsque ¢ < 7
) () ou ug € H2(9Q).
une solution u = uy + ap¥ sin %f lorsque ¢ > 7

Remarque 4 la mise en place de la formule de Green et la définition du probléme

adjoint ne se font pas simplement .

Afin de faciliter les calculs nous considérons l'opérateur & (p) A, £ € C*(Q)
au lieu de A et tel que £ (p) = p au voisinage de chaque sommet du polygone.Le

probléme (1.1), devient
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pAu=pf =g
g e L2V (0)NQ) (1.2)
u |p: 0

p = \/x2+y? ou p désigne la distance d’un point (x,y) de © a l'origine, au
voisinage de chaque sommet du polygone.l’étude de ce probléme sera locale (il est
bien connu qu’'une partition de I'unité rameéne I’étude du probléme dans un polygéne

a I’étude du probleme dans un secteur d’ouverture ¢).
(1, étant le secteur d’angle ¢ et de frontieres § = 0 et 6 = ¢, obtenu en pro-
longeant les cotés issus du sommet S; et tel que €2, placé a I'origine des coordonnées.

2 2
u u
En remarquant que p— € L%(Q)) mais — n’appartient pas toujours a

0p? 0p?
L2(Q) d’ou l'idée de choisir :
1°) a l’espace de travail

u 10%°u 0*u
E = H' (Q - L2( 1.
{uemm) i 5 T e, (13)

avec u a support compact dans 'ouvert:
Q,={(p,0) | p>0et0<O<p<2rm}
et de frontiere I'; U Ty avec

Iy ={(p,0) [ p>0} et Ts = {(p, ) | p > 0}

L’espace [ sera muni de la norme du graphe :

2

02 |? 10%u 9 ||
2 2
ulg = |ullm + |lp== -— + 1.4
2¢m€ ) o la mise en place d’une formule de Green adaptée au probléme:
pAu=pf =g €L*()
u |, = 0 pour # =0 (1.5)

U |p,= 0 pour 6 = ¢
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Proposition 5 Vu,v € CZ(Q,) on a:

. [ Ou 0
(ot} = (o)), = [ Grovdp— [ugi(ooide (1)
T T
ol
1 e 1
(PA)" = <_+38_p Po72 ;w) (1.7)
Démonstration

En utilisant la remarque que:

2 2\’ ?
A= |p=— | + — et en écrivant :
’ <p3p> 06°
%)

ot =0, = | [ (1) [ (o) o | [

0
en intégrant par parties et en et en utilisant la remarque :

QJ

®
Remarque 6 /p7D’u (p,0) |°dd=0,Vj>1,Vi>0

( du fait que u,v € C* (ﬁw) et que la présence du facteur p au voisinage de zéro

), on trouve :

oo @ fe’e)
0 1 0? ou
(PO, v) , {//u( +3—+pp+—@> vdpdf +/@(P>¢)U(P><ﬂ)d,
0

0
o]

%(p,O)v(mO)dM/ (p,0) gz (p>0)dp—/U(p,so)%(p,¢)c

0
ce qui donne la formule de Green :

(), = (oA, { [ Gom vordo= [ G (o0)dp
0
—l—/ug(v)( 0)d —~|—/u£(v)( )d
) PU)\Ps P 677p p,p)ap
0
R Y
= (pA)* = <,0+38_+pm+ 892)

3°m€) a4 la mise en place d’une inégalité a priori du type:( lemme de Peetre )
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Avant de commencer ’établissement de I'inégalité a priori du priori, il est utile
de faire la remarque suivante :

@ tout consiste & montrer que 'opérateur (pA) est un opérateur a indice: c’est
a dire que dimker (pA) est finie et que Im (pA) est fermée et que Codim [Im (pA)]
est finie.Dans ce cas l'indice de I'opérateur, que ’on note par

Ind (pA), est égal a :

Ind (pA) = dim (pA) — Codim [Im (pA)] (1.8)

Ind (pA) = dimker (pA) — dimker (pA)* [12]

Maintenant, on s’intéresse & montrer I'existence de la solution du probléeme

pAu=pf =g
g€ L2V (0)NQ) (1.9)

Uu |1": 0
en se basant sur le lemme de Peetre et dans ce cas il suffit de montrer cette

inégalité :

3C >0 Jlullg < CLlIpAllL + [fullg } (1.10)

avec [ (Qy,) , L? (9,) et H () espaces de Banach reflexifs [3] et que l'injection
de E(§,) dans H' (Q,)est compacte

Proposition 7 Si une suite d’éléments de E(S,) tendant vers zéro faiblement,

alors cette suite est bornée [3]

Pour démontrer que " linjection de E (Q,) dans H' (Q,)est compacte ", on

s’appuit sur la proposition 2
En effet, on a : une suite de fonctions (fy),-o — 0 faiblement dans E (£,), elle

tend fortement dans H' () ce qui revient & démontrer que :
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9 0
1fnlleo ) » @f" L2(9 3_,0fn L2(Q) ot

Pour cela, on prend la fonction ¢ définie sur E (€,) par :

et

o fu— i (f) = / £ (0.0) € (0.9) pdpdt (1.11)

Comme E (Q,) C H' (,) = E(Q,) s’injecte compactement dans L* (Q,) [12]

(1.12)
donc ||fn||L2(Q¢) — 0 quand n — oo
Soit ({,) une suite bornée dans L? (€2,) alors
lor (fn)] < anHLZ(Q@ : ”Ck”ﬂﬂ(nw) (1.13)

ce qui donne en particulier ¢, (f,) — 0 quand n — oo .Dans notre cas, il suffit

a2
de prendre (,, = a7 f
2 82
Q Qo

<pr
(fn):/ 2fnaf" dQ—/(prn+p2aa—JZ> %f"d do

©

2
= /fnafn dpdf — /(ﬁ%) pdpdf qui tend vers zéro
0

«p

Etude de 'opérateur adjoint

Proposition 8 Le noyau de lopérateur (pA)* dans H* (Qy,) (s > 0) dépend de s

et de l'ouverture ¢ du secteur ),

Démonstration
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Il suffit de résoudre le probléme suivant :

(pA)*v =0 dans  Q,

(1.14)
vip =0 veH *(Q,)
Onposevzgﬁw:pvﬁAw:A(pv)@
)
0? 10 1 0
o2 (pv) + 2 p (pv) + 2P (pv)
Aprés calcul, on trouve :
1 0 0% 1 09? . v
Aw:A(pv):(;—i-Ba—p—l—pa—pQ—l—;w): (pA)*v avecw:;
De cette fagon, on obtient (1.3) < (1.4)
(pA)'v =Aw=0  dans  Q,
(1.15)

w | =0 tgq % e H (Q,)

Pour tout p € |0, py[, on prolonge la fonction w qui est C*° ( ) en tant que
fonction de la variable 6 sur [—p, ] et ceci par symétrie car v lIr= 0 et on la
prolonge par translation 2ny, avec n € Z, sur R.On obtient une fonction continue,
périodique ( période 2¢ ), donc la fonction w (p,0) admet un développement en

série de sinus (a cause de la symétrie) et cette série est converge uniformément vers
nm

w/w (p,0) =3 an (p) sin —

On calcule

p2

D (p.0) =Y [ 0+ a0 -5 () o <p>] «sin™ —0 (116)

. nmf .
et comme <Sm —) est un systéme total :
Y />t

1 1 (nr)?
ar (p)+=al, (p) — = (—> a, (p) =0,Yn>1 1.17
(p) ; (p) A (p) (1.17)

Cette équation différentielle posséde comme systéme fondamental de solutions :

nm

{p%)p”ﬁoﬂ} = a, (p) = anpn_f + B,p ¢ ,cequidonne :
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6
w(p,0) =S anp sm——i—Zﬁnp % sin
¥ ¥

Solution du probléme
Pour cela, on fait tendre p vers zéro et tel que
L el (Q,) = B, =0,%n > ng (s)
’ Par exemple : s = 2
_nx_q . nml

Soit la fonction p~ ¢~ sin — € H~2.0n la multiplie par une fonction

f (p,0) € H2.On obtient

©
// *%flsmﬂf(p,e)pdpde: lﬁ/f(po,e)sin%jed@—k

3 / I (9o 0 sm—d9+k3 / / = sin%(’f"(p,e)pdpde

les deux premicres intégrales sont Convergentes car :
F(po,0) € H2 () /' (py,0) € Hz (I') et pour que Pexpression soit finie, il faut

nm

nm
que p~ ¢ sin % soit dans IL? (Q,) car f” (p,0) est dans L? ().
2n 2
Ceci implique : 2——7T—|—1>—1:n<—7r
2 2
Il y a trois cas
) T . : i N
> sip < 5 il n’y a pas de solutions singulieres
> si g < ¢ <7 ,1il y a une seule solution singuliere
>sim <@ <27, ily a deux solutions singuliéres
Par exemple : s=1
Il faut que n < T
12
> si o <, il n’y a pas de solutions singuliéres
> si @ >, il y a une seule solution singuliere
Par exemple : s =0

Clest a dire L? (€2,), il faut que Pon ait M s e qui est impossible =

¥
il n’y a pas de solutions singuliéres.On en déduit que les (3,,) sont tous nuls.Ce qui

implique que la série est identiquement nulle.Alors v = 0 est solution du probléme
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(1.3).Ce qui donne ker (pA)* = {0}
Comme Im(pA) est fermée et Ker(pA)* = {0} = Im(pA) = IL? ce qui affirme

la surjectivité de l'opérateur = 'existence de la solution

Théoréme 9 Soient £ = {u/u € H} et pD*ueL?} et Ey = {u/pu e H2 } , la

fonction u est a support compact.Les ensembles E et Ey sont identiques.

Démonstration

Ec E;
E = El =

E,Cc E

E C E; facile a faire

Démonstration de E; C E
(

pu € L2
ou 5
Soit u € By = ut  pa- € L
2@4— a—fu elL?
L "o o

Démonstration de u € .2

On considére le produit scalaire : < pu,u + pg—u> clL?
o ¢ 5

//pu (u + pa—u> pdpdf
//pu (u—l—p8 >pdpd =

La premiére intégrale donne

)

—8o—38

(pu +p u@u) pdpdf

pupdpdf + // (p u—) pdpdf

¢
2
/ pupdpdd = |yl
0
Pour la deuxieme intégrale on f it une intégration par parties par rapport a p :

// (p u—) dpdf = / 000 — 2 // udpdf = —2 H\/_UHLQ

_,_/
=0

<pu,u—|—pg—z> =—1 H\/ﬁuHi2 el?= /puecl?

0
On considére de nouveau un produit scalaire : <\/ﬁu, u+ p6—u> € L2
I

{
[

\80
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0o @ co ¢ co ¢
//\/ﬁu <u—|—p?) pdpd@z//\/ﬁqudde.—l—//pgug—udpde
0
0

0

La premiere intégrale donne / / pi u?pdpdf) = ) piu

.2

Pour la deuxiéme intégrale, on falt une mtegratlon par parties par rapport ap:

L
//(pgu—u> d,od@z/p v 00 — 2 //p2u2dpd0—— ‘
dp
00

‘,_/
=0

u, U+ Ou ——§H %UH2—|—‘
pusutp ) = =4 v,

1 2
= <piu> € L2.0n remarque que p(%) u € L% et p<%) u € IL? ce qui va donner le

p4u

L2

2
eL?
]LZ

1
1.2 4

1
pLu

1
piu

lemme suivant :

Lemme 10 Soit u une fonction a support compact.Si p(%) uel?
n+1

et <u+pg—2) € 1.2 alors p( )" w e L2

Démonstration

On considére le produit scalaire

<<U+pg—z> ,p(%)nu> = 77 <u+pg—u> (3)"updpds
ZZ(u+pg_;) &) st = / / S8 o000+ / /( Ay

La premiere intégrale donne :
N GRME W (GRS

// )" pdpd = ((% )

Pour la deuxiéme intégrale, on fait une 1ntegrat10n par partles par rapport a p

//< ) me?@ % df — // 14(3)" 2dpdo

[\

1620w v

0

2

]LQ
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T8t

0
©

Z{ ()7 ven 4 °Z

13

0] 107 o~ %W»u
<<u+pgz> ,p<%>“u> O R OB T C

1.2 2

(p(%)"“) u

©p

/{ (3)" 51 u?pdpdf

(1) 1 2,
[(p2 2 updpd@

;..

o\‘G 0\8

2

]LZ

2

L2
2

]LZ

et pour n assez grand = u € L2

ou
Démonstration de — < L2

dp
— elL?
Soit u € By = o
Du g0t ey
D

ou 0*u _Ou )
a—,pa—pQ + 2(9_,0> el

ou 0%*u au (9u ou
<p8_p”08,0 > // < _+28_p) pdpdf
u 0% ,0u —2// gu dd9+// auazdd@
00

18u

La premiere intégrale donne: 2 / / p (8_) dpdf = 2 ’ P2 EP
I
00

Pour la deuxiéme integrale, on fait une intégration par parties :

On considére le produit scalaire <

]LZ

// 200 /pj ou 2|wd9_§772 o\ g — a2
Op Op? 2 \op) "° 2 P op pav =3 p@p L2
00
—0
ou  *u ou 18u L Ou
<”8 G ap> ool ~ 00 ©
nt1 Oy ou

Comme précédemment, on démontre que p( ) B cl?= c L2
0

dp
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2 2,,
Comme u € By = ( %+2g_u> cL?et gp €L2:>pg 5 € L? et de la méme
1 n+182 82
facon ,0(2> W el = ('3,02 elL?

Démonstration pour les autres dérivées

Pour cela on a le lemme suivant

. L d*u 1 0%u
Lemme 11 Soit u une fonction a support compact telle que :p—~— et p| ——=
op? p? 00
2

soient dans IL? alors p ( Y > est dans 12

0pdl

Démonstration

u € By = pu € HE.

0? 0 10%u
On a pA : E — L2  implique que :(pa—g - 8Z + = 892) est dans 2.
0? 0 10?
Comme p—uet % sont dans L2 alors ——1; est dans IL2.Il reste & démontrer que
) op?  Op p 00
0
9 g 7 appartient a L2

Pour cela, on utilise la transformation de Mellin de :

(,0‘;%;) (0)=0(0c—1)i(o—1,0).

10%2u\ ~
(;W) =u" (O'— 1,9)

(aa:g;) (0)=—(c—1)u (0 —1,0)

Les transformées de Mellin sont définies sur le méme domaine et d’autre part

il existe un isomorphisme entre L2 (R, ) et L? (Reo = 3) .On pose v/ (o —1,6) =
— (o =1 (0 —1,0)

Toutes ces fonctions sont développables en séries de Fourier

O
in—

v(o—1,0) Zaa—lan ole ¥ =C
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(0 —1,0) Zag—1<¢>2an(g)e = A

On considére le produit scalaire

(B,B) = <20<a -1 (%) an(0) %T::a Y P %T>
(B,B) = <—+Z:a (0 —1) (%)2 o (0) em%, i::a (0 — 1) an (0) em%r>

2 1 2 2 1 2
2 < 2 2 = 2 D) 2 .
1Bl <IAl, - ICIs <5 (141G, + 5101, ) (8)

En remplacant par leurs valeurs, on obtient

Pu ) Y
dpdl poe? )| |

Le(n
rive .. . . rive
Toutes les dérivées d’ordre trois ou intervient 0 sont majorées par des dérivées

2

IA

(1.19)

o2\ ||?
p—
< 8p2> 12

0(2)

12
0(Q2p ®

d’ordre plus grand

Donc la conclusion est que ’espace dual de

E =Ejest E* = {U/% € H_Z} (1.20)

1.2.3 Dualité

Pour mettre en évidence les différentes formules de dualité, les calculs seront effectués
soit & partir de dxdy ou dpdf en incluant alors le facteur p dans les fonctions a

intégrer.
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Proposition 12 Le dual de l'opérateur p/A en coordonnées polaires est égal a l'opérateur
luz méme c’est a dire que

(p2)" = pAA (1.21)

Demonstratlon
0*u  10u 1 0%u

(pAu,v) //pAu vpdpdf Sachant que Au = 8,0 + ;8_p + FW

2 1 2
(pAu,v) / / ( 0u au (29 ) .wpdpdf des intégrations par partie donne

le resultat
© oo

92 2
//pAu vpdpdl = //u l@v —U + %%} pdpd6
00
pAu v) = (u, (pA)"v)

On a donc

(pA)" = pA

Remarque 13 Compte tenu des espaces utilisés la convergece des intégrales ne se

POPSE pas.

D’autre part, on a d’aprés la proposition 1 que :

. 1 0 o> 1097
(pA)* = (; + 38_p + o5 2 + ;ﬁ) en coordonnées cartésiennes.La transfor-
mée de Mellin de (pA)™:

P

(PA) 4pgy v = (0 — 2270 (0 —1,0)+ 7y (0 —1,6) = 0 et les solutions élémentaires
sont de la forme :
asin(o —1)0+bcos(c —1)0

Le probleme

v(0,0) =0 dans €, (1.22)
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admet comme solution

5 (0,0) = —) (1.23)

k
Les zéros positifs du dénominateur sont de la forme (1 + —W)
¥

Les fonctions du noyau présente une singularité au sommet qui correspond aux

résidus de la transformée de Mellin inverse des solutions de (1.5)

2
> Si 0< ¢ <7 l'ensemble de pole S, = {1, (1 + %) , (1 + %) ,}
. s 0
> Si 7 <@ <27 I'ensemble de pole S, = {(1 — —> , 1, (1 + —> e
¥ ¥

Sur tout polygone 2 , chaque fonction singuliére de H™* (2), s > 0 donne nais-
sance & une fonction singuliere de ker (pA)*N H™* (Q).

En effet si g est la trace de u sur le bord de 2, le probléme:

(pA) u= f

u |F= g

(1.24)

Si f € L2, f—g = 0 car le probléme initial est variationnel et admet une solution
unique.

T
Les seuls poles qui interviennent vérifient (1 + —) > 1 ; aucune singularité
¥

n’appartient a L% (Q2)

1.3 Comparaison des espaces H; et H
Cas s =1
Proposition 14 Les espaces H;’y et H}w sont identiques.C’est a dire:

1 — qql
Hx,y = Hpm (1.25)

Démonstration
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Il s’agit de démontrer que si :

Ou Ou 12 ou 1@61142(9@)

u,%,ay S xy<:>u’8_p’;80

En effet on a :

@ = 00598—u + Sinﬁ@
op ox dy
l@ = —sin Q@ + Q%
p00 S er TP Jy
1
Ou Ou o 19 e y2(q,)

Comme == et o € ]Liy alors il est évident que ap % o0

oz

Inversement on a :

u _ COSQ@ — sin@l%
or Jdp p 00
gu _ siHG@ + Cosl@
oy dp p 06
Oou  10u ou  Ou
Comme o et 500 €L*(Q,) alors Ep et a € ]Liy
Donc ]I-]Iu,lcyy = ]I-]Illj,77

Cas s =2

Proposition 15 L’espace H , est inclus dans Uespace H

2 2
H2, CHZ, (1.26)
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Démonstration

Il s’agit de démontrer que si:

’u Pu O*u Pu 1 0%u 1 0%u
L2 - - 12 (0
U o B Byar © Fer T Y g S agap o € & ()

En effet on a :

@ — @ COS2 9 —|— a2u Sln 9 + @ Sln 9
0p?  Ox? 0xdy 0y?
1 Pu  Pu _,, Ou Ou
?W = wsm 60— 920y sin 260 + WCOS 29
1 0%u 10%u 2, 1%
360, = 28_y2 sin 26 + 900y cos 20 — 3902 sin 26
Pu  0%*u Pu 1Pu 1 0%
g IL2 1 — - L? (2
Comme 7 5 a7 € alors 07 7 0P et 900, e L* ()

2 2
Donc H3, C H7

Inversement on a :

Contre exemple u(p,0) =p=+/22+y> =u(z,y)

u n’est pas dérivable en (x,y) = (0,0) mais elle est indéfiniment dérivable en



Chapitire(2

Etude de 'opérateur p’A*dans

I’éspace [

2.1 Position du probléme initial

Soit le probléme :

Au= g

u.= 0 fel?(Q) (2.1)
ou

ap =0

défini dans le polygone (12)
La mise en place de la formule de Green pour le probléme (2.1)est délicate .En

4 4
relevant que 2 n’appartient pas toujours a L2(£,) et que ¢ (p) a_l: € L?(Q,).Dou
0

0p*
I'idée de transformer le probléme initial :

20
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2.1.1 Etude du probléme transformé

PO = pg=f
Upp = 0 fel*) (2.2)
ou

on Ir=

ou €2 est un polygodne plan et I sa frontiére .Cette étude sera locale, elle se fera au
voisinage de chaque sommet S;.Pour cela on considére une partition C'*° de I'unité

Q isolant chaque sommet.

Remarque 16 Une partition de l'unité raméne le probléme sur un polygone a des
domaines de trois types:

1) demi-espace

2) ouvert de R?

3) secteur angulaire

Seul le troisieme pose probleme

Ce domaine est choisi pour avoir une présentation simple de I’inégalité
a priori qui s’étend sans difficultés & un polygbéne par partition de ’unité.

Soit {Bi}i:I,_N une suite d’ouverts de R? disjoints deux & deux et S; € B,

Vi=1,N,dh; € C’["Ofl] (ﬁ) tel que

1 sur BY
hi = hgsur B)\BY (2.3)
0 sur le complémentaire de B}
et tel que Bf € B; C B; ( les inclusions sont strictes ) et C[7), (Q) designe les
fonctions indéfiniment différentiables sur Q2 et & valeurs dans [0, 1].

Soit la fonction

ho (Iay) =+ th ('I?y) ,V(x,y) € (24)
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et soit la fonction poids :

2 /
p sur Bj

Y (p) = ,

q(p) sur le complémentaire de B

avec

p= d[Slv ('Tvy)L (Z’,y) € B;

(2.6)

et tel que ¢ (p) ne s’annule pas (la fonction h; est une fonction de raccordement qui

assure 'appartenance de h; a Cig’y; (2)).

De méme la fonction poids v (p) est aussi une fonction de raccordement entre

les fonctions p définies sur les voisinages de chaque sommet et qui assure en méme

temps 'appartenance de 6 & C*° (2). Nous aurons par ailleurs :

Le probleme :

est équivalent au probléme :

¢

N
Y (p) ;)Nuz: Y (p) f
S iv%ui lr= 0
Niaui .
\ z;)(?n Ir= !

(2.9)

Nous avons A?u; & support compact, appartient a L% (Q) et supp u; C (B;N Q).

Nous sommes donc amenés a étudier les problémes :
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¢

Y (p) A%ug = fo dans By = supp hy C (Q\ ig B;/)

Up |oB,= 0 (Fo)
8UO
Ve = 0

L 8’[’] ’dB()

Y (p) A%u; = f; dans Qy

u; |r,= 0 supp fi CBLi=1N (P;)
8UZ‘

= 0
on I,

(1, étant le secteur d’angle ¢ et de frontieres 6 = 0 et § = ¢, obtenu en prolongeant
les cotés issus du sommet S; et tel que €2, placé & l'origine des coordonnées. Le
probléme (Fp) étant classique (By est a frontiere réguliere ), sa résolution est basée

sur I'inegalité a priori

HUJOHH? < CHA2UOHL2> Up € H2 (Bo)ﬂH(l) (BO)

Quant aux problémes (F;), ils se ramenent sous la forme globale suivante:

Y(p)Nu= Y(p)f=yg
u(p;0) = u(p;p)=0 (2.10)
g—z(p;O)z g—Z(p;w)ZO

L’étude du probléme (2.1) se fera localement sur €,

Avant d’entammer ’étude de 'opérateur p>A2, nous allons calculer les expres-

sions en coordonnées polaires des opérateurs A et A?

2.1.2 Expression du Laplacien

I'opérateur pA est elliptique dans €, et il dégénere a l'origine .Son polynome
caractéristique est p(z* + y?) # 0, ¥(z,y) # (0,0)

Sachant que p = /22 + y?), pA s’écrit en coordonnées polaires comme
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A = (8_2+l£+ia_2)
PR T v T R o

Théoréme 17 L’opérateur A peut se mettre sous la forme

1 0 0?
A= — i P 2.11
=05+ 2] 2.1)
Démonstration
Ona:
0 0? B 0 0 0?
et

(g)[( g)} 8_2_ <£+ 8_2>_|_8_2_ g—f‘ 28_2+8_2
Pap’ |\ap’ | Toee ~ Mo T Pap T o " Pap T P o T 062
On vient de voir ( Thm 6 ) que le laplacien, en coordonnées polaires, a pour

expression :

”# 10 1 0

- -t
op*  pdp  p*00°

et il se met sous la forme

1 o\? 2
A = — —_ -
p? [(pap) "o

2.1.3 Expression du bilaplacien

Théoréme 18 L’ opérateur A? peut se mettre sous la forme

1 o\ 9| 1 o\> o2
o [(pa—p) +w] 7 [(pa—p> : 07] .

Démonstration

NN A A
2 p(‘?p p? 'Oap ol

s £2+‘9_2
00 2 | \Pop EYE
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ce qui donne :
1 a\* a\° 9\’
p* {<p80> (p@p) " ( 8p> 213)
9\ 0 0? 0 0? o
—4 p=— 4—s 42 — + —
<’)a ) o7 ol T < ap) 67 +ae4}
Il est aisé de voir comment ce résultat a été obtenu .En effet pour calculer:
9\’ 1 a\> &
— | = — — 2.14
<p30> p? [(p@p) i 892] 214
il suffit de dériver, deux fois par rapport a p,

Dérivée premiére par rapport a la variable p.

On a

1 o\ o
A‘?[(pa_p) "o

On obtient

— (s L]62)
p@p B p@p p? pap 00*
(Q)A__E(ﬁ)2+i(ﬁ)3_3<§>a_2
Pop) =~ T \"ap) T2 \"op 2 \"op) o2

Derivée seconde par rapport a la variable p.

Nous avons

Pour calculer
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il suffit de calculer une dérivée seconde par rapport a 6

Dérivée seconde par rapport a la variable ¢

AN ﬁ2+3_2
0= " o2 | 2 |\Pap) T o

02 1 oN2 92 1 o4
A= (p=) =+ —— 2.16
892 p2 <p8p> 892 + p2 894 ( )

Finalement, en additionnant (2.6) et (2.7) on obtient le résultat cherché

Expression developpée du bilaplacien

En effet sachant que A? = Ao A
A2_|:0_2+12+l8_2:|o|:8_2+12+l8_2
| 0p2 pOp  p? 06> op>  pdp = p?9p?
AZ—{8_20{a_2+l£+ia_2}+lgola_2+lg+ia_2]
9 Lo pdp  pP00*] pdp |Op*  pdp  p?00°
Te et e
p2 96> [ 0p*  pOp  p* 00

Aprés calcul on a

4 3 2 3 4 4 2
A2:8_+23__i‘9__3 0 +2 0 _|_1 0 —|-4 0 ! ap (2.17)

Si 'on désigne par D l'opérateur differentiel :

2 1 2 2 1 4 1
2 _ 4 3 2 3 4 4 2
AP =Dyt 2 Djs = 5D = 5Dyt 5 Do+ 3 Dy + 3D 50,

Détermination du poids 9 (p)

Pour I'étude de l'opérateur A [5] d’ordre deux que l'on note (), le poids qui
convenait était, soit a = g ou a = 3 — 1.Pour le bilaplacien on peut penser & deux

types de poids :
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0 (2.18)

Pour le premier type v (p) = 3 , nous constatons qu’il "cache les singularités"
Quant au deuxiéme v (p) = 2 , les calculs se font bien .Dans notre cas, on
retiendra v (p) = p?

Ce qui fait que 9 (p) A? devient :

2A2—284+2 »? 0?2 o 49 ot +184+482+18
P T 9 T T 02 p0p0 | 0202 200t p206° | pop
D’ou la conséquence sur le probléme (2.2)

p*A*u = f

up = 0 fel?(Q,) (2.19)
ou

o= O

ol p = /x? 4 y? désigne la distance d’un point (z,y) de  a Dorigine.ll s’agit
d’étudier I'existence et I'unicité de la solution du probléme (2.19) dans un secteur

(2, infini d’ouverture .

Conclusion 19 La solution du probléme (2.8), quand elle existe dans l’espace de

travail F | elle est unique

2.2 Etude de l’espace

Soit 1'espace F

8041 +042u

F = HG(Q)/ 0™ s
{’LL € 0( @)/p apalaeaz

eL? (Qy) Vo, s : 0n + a2 =3 ou 4} (2.20)

qui vérifie Vinclusion algébrique : H, (€,) C F C HZ, () et il sera muni de la

norme du graphe :
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||u||2:{||u||2 L2 s} ]i@ 2
’ 0 00007 || 20 " op L2(Q p*00* |2,
Bu ||? 1 &3u Pu
Hm ]L2 HP 893 +’Pap LZ(Q
ou 1 9w :
0200 || 126 Hpapae3 Hp 97700 || 12 }

Pour montrer que F est un espace de Banach reflexif il sufﬁt de montrer que

Fest fermé dans HZ, () .

Proposition 20 L’espace F est fermé dans H, (Q,)

Demonstration

Soit (u,) une suite de Cauchy dans F qui converge vers u dans HZ, (€,)
Montrons que u est dans F.On a par hypothése que

(1) — u € B2, (9,

alors

u, — u dans L2,

ou,, ou

— — dans L2,

0 0
gun q ou

~——  dans L2
p 90 p 00 s Ly

1 u, d*u (2.21)
8f p2 ry

8pae 7 9poo zy
1 9%u, 1 0%u

| 207~ Por? ’”y

Comme L? (€,) s’injecte continument dans D’ (2,,) (espace de distributions), ce

qui implique [sachant que l'opérateur de dérivation est continu sur 1’|
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u, — u dans D’

Ot — % dans D’

0 dp

1gun 10u dans D'

— H ——

p 00 p 00 ans

9%u,, 0%u )
— — dans D

0p? 0p?

(9éoun 0%u dons D'
—

9000 opos °

1 9%u, 1 0%u
2 02 202
p* 00 p= 00

Comme (u,,) C Fet ]Liy est un espace de Banach

-

u, — u  dans L2 (€,)

Ot Ou dans L2, (Q,)

ap 0
Ji
1 5un 10u 9
;280 — ;2% dans ]ny (Qcp)
0“u,, 0“u
5 g
0“uy, o0“u 5
apag — 900 2 dans L3, (€2,)
1 0%, 1 0%u
? 802 — ?w dans ngy (Q(p)

dans L2, (€2,)

On en déduit

u, — u dans L? (Q,)

O, 04 s L2 (02,)

0 0
1 gun q ou

- Y ans 12 (Q
5269 7 a%ae ans L7 (2y)
Up, u
8éo2 —>a—p22 dans L% (Q2,)
o0“u 0“u
n dans 1.2 (€
9p00 " apag (s ()
ia%n 1 0%u

p2 802 — FW dans L2 (QQD)

donc u € Fd’ou la ferméture de F dans HZ, .Ce qui nous donne la reflexivité de
’espace F qui est un espace intermédiaire, dans le sens des ensembles, H* C F C H?,

Plus généralement, on a :
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Fr () = {U = Hg(Qw)/PaﬁQg:al;aa;cg € L?(Q,);Var, aston + g = m}

2.3 Etude de opérateur p?A% dans F

Proposition 21 L’opérateur p>A* est linéaire continu de F dans 1.2, ()

Démonstration
Dire que p°’A* est linéaire continu de F dans L3, ()

=
Im p*A? est dans L7, (€,)

p?A?  est linéaire (2.22)

p*A?  est continu dans L2, (€2,)
a) Im p*A? est dans L2, (Q,)
En effet soit u € F =

202, — 284u+2 83u_82u_2 Pu +i82u+2 *u +i84u+l@
P o o 0 popal® | P2 00°  0p200% | P2 o0  pop

Tout ces termes appartiennent a 1.2, (Q,) = (p?A?) (F) C L2, (Q,)
b) p?A? est linéaire

c) p*A? est continu dans L7, (€2,)

(2.23)

Pour montrer la continuité (p?A?) il suffit de prendre une suite (u,) ,>o qui

converge vers u dans F et montrer que [(p?A?) (u,)] converge vers (p?A?)u dans

]Liy (Q,) .En effet soit (uy) ,>o une suite qui converge vers v dans F

S

284U converge 234U
% —_—

=P Op* P Op*

dans L2, (€,)

aSun converge 83u
3 — 2p—3
dp dp

dans Liy (2,)

82un converge agu
7 — _6—p2 dans Liy (2)
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2 agun converge 2 agu
= o5 T T s 2y
p 0pdl p Opdl

4 aQUn converge 4 0%u
_2 2 _2 2 Ty
p= 00 p* 00

— 264Un converge 284U
_— H JR—
p200* dp200* i

1 841/% converge 1 0%
2ot T 208 zy
p* 06 p 00

1 8 n converge 1 8
= Tl converge 2 9 Jans Liy (€2,)
p Op pOp

ce qui implique que

5, 0Muy, Pu, FPu, 2 Pu, 4 0%u, *u,, 1 0*, 10u,
ry +2p

+— Ty T
op? op*  pOpdd*  p? 06? N dp2ob? i p? o0t p dp

converge vers

284u+2 Pu  Pu 2 Fu +i82u+ o*u +l84u+1@
P o "o T 02 pop0f® | 206 02000 | P2 o6t | pdp

dans 1.2, (€,) implique que [(p*?A?) (u,)] converge vers (p*A*)u dans L2, ()
donc Popérateur (p*A?) est continu dans L2, (€,)

Il nous reste a démontrer que le probléme abordé a une solution.

2.4 Inégalité a priori pour p?A’

Soit le probléme:

,02A2u — f
up= 0 fel?*(Qy,) (2.24)
ou
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Le but essentiel est de montrer que ’opérateur (p?A?) est un opérateur
a indice.

Rappelons que (p?A?) est un opérateur a indice si :

dimker (p?A?) est finie
Im (p?A?) est fermée (2.25)
codim (p?A?) est finie
Dans cette partie de notre recherche, on va démontrer ’éxistence de la solution
du probléme (2.9)
Conséquence : 'opérateur (p?A?) est surjectif ce qui nous assure I'éxistence
de la solution de notre probléme

Pour cela on s’appuira sur

Lemme 22 (Peetre) Soient B,F,G trois espaces de Banach réflexifs : E C F avec
ingection compacte et soit P un opérateur linéaire continu de & dans G. Alors les
deux propositions sutvantes sont équivalentes:

(i) L’image de P dans G est fermée et le noyau de P est de dimension finie

(1)1l existe une constante positive C' telle que :
[ullg < C{llpAllg + [lullx} (2.26)

Pour montrer que I'image de (p*A?) est fermée il suffit de montrer I'inégalité

suivante:

lulle < C(||° A% 2, ) T Ntllggy), Yu € F. (2.27)
(

z,y)

0*u  Pu 1 3 u l(?"‘u
('3,04”0(3p3’ p Opdo>’ 9p200% p? 9
1 9'u Mu  10Pu Pu 2

" 0p06> 05796 2 0 0200 © L (Q“’)}

F = {ue]HF/p? (2.28)
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Ce qui impose la vérification des conditions du lemme de Peetre.Pour cela on

considere les trois espaces suivants

IF? Hi’y (QSD) ) Liy

Les espaces H?, Liy sont des espaces de Banach reflexifs. [3]

L’espace L? (€2,) est un espace de Banach reflexif [3]

Lespace HZ, (€2,) est un espace de Banach reflexif [3]

(2.29)

(2.30)

Tout sous-espace vectoriel fermé dans un espace de Banach réflexif est

réflexif. Comme F est un sous espace de H?donc

L’espace F est un space de Banach reflexif [3]

(2.31)

Les conditions du lemme de Peetre étant remplies, on peut appliquer 'inégalité

a priori

L’espace F est un espace intermédiaire, dans le sens des ensembles, H* C F C

H2 il sera muni de la norme du graphe

= {22 | o 284U2 *' 5
U 00p06* |2, ap P2 00 | 20,
LA )
ap289 LQ(Q) p 803 <P) papg L2(Q<P)
Ou [P 1 oM | o ||
+'a 2002 ' Dpof° 'pa 300
1% L2(Q,) pop L2(Qy) P L2(0y)

Le probléme se pose dans le calcul de la norme de l'opérateur (p?A?)

Cette norme est :
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294, (|2 3. 1|2 2 112 4
p0*u pO°u 0 u 20%u
e, = 5 g |5, [
) 00t iz, N 90° N,y 10 lliaa,y 1109706 llizqa,
Hmu Hz Pu_ |’ +‘184u2 +‘4a2 L8
pOpllia,,  NP0p00 |2,y 1197 907 | L2q, 200% || 2, =1
(2.32)
ou les I; sont des intégrales qui ont 'une des six formes suivantes :
A = / ﬁa—mdQ v (I I, I Too Tog Ioy) (2.33)
= op0 Op 1,42, 17 19 1o3 Lag .
QX,Y
L 07 O™
B = ,0 ap] a@mdQ (I4,I6’Ig7111,113,115’1257126>
QX,Y
o7 om
_ k_~ _—
QX,Y

L0 O™

b = / agjmdﬂx,y([16711871197121)

7 m
E = /pk 0 0 dQX,Y (117)

Aprdp? Ops0b"
XY
L 09 9™
F = /0 8p3 8p588t dQ (137 I57 IS? 1107 I127 I14]:27,128)

X,Y

Expressions de ces intégrales

Forme A :
o
0*u 03
L = 2//p4—4—3dpd9, L=
00
0o @
Pu 0?u
_ 2
I7 = —2/ P 8_p3ﬁdpd0’122
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oo @ 00
Bu Ou 0%u Ou
I,s=2 ——dpdf :1,= — ——dpdf
* //p3p3 dp p T //8p2 dp P
00 00

Forme B :

e 9y 62 e gy Hhu
L=4 dpdd  I— guo Y 4pde
! /o/o”84ae2p 6//0”8p4ae4p
1—2/00/8“84dd0 I
1= . (93[03894 p 137~

0 u 0% *© ‘p102u84
I,= dpd@ I,-= dpd@
0 8/0 063092” 1= /0/0p62894”

o ¢
1 Ou d*u 1 Oud*u
125_4// s 5 540+ L= // 2 5 i Apd0
0

0 0

\o
° 8
\G
—_
QJQJ
[}
mﬁ
[oB
o
e

Forme C :

1 0%u d*u
U apdo
// 500 00* F

Forme D :

35
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10u O3u

s ]
0

p 8p 3p892

o ¢

DU 4pdf ; Ty 2/

0

ou 0*u

dpdé
ap 0202 P

Pour facilter le calcule de toutes ces intégrales, on met en place le théoréme

suivant :

Théoréme 23 Soit u une fonction de C* (). Si u est a support compact, alors

on a
( k—2 2
k O'u
—— ‘ k>0
0 O 2 op e
8,0 e dpdf = 12(0,) (2.34)
¢ / pF— pJu 0 ——dpdO =0, pour k=0
\ a a i+1 )
Démonstration
p étant défini par p = y/x? + y?, alors pour :
1rCasS k>0
oo ¢
kazu az—H B kazu az—H 0
8,0 aszrl 90 T P dp @pzﬂ P

Q, 00

On fait une intégration par parties par rapport a p
L0u 0y O'u O'u
dpdf = o
/ P oy o’ oy oy "8
=0 J ‘ +1,,
[ d'u o' d'u
— kpkt—1— k dpdf
/0/0<p ap’ﬂ)@/ﬂ“)a’ }

u est & support compact donc

8’u du
8p v =0auV (c0).

La présence du facteur p* rend

/ kau aerl
Q P api 'api—H

u est nulle au V' (00) c’est a dire que

82
nulle 'expression p* 95 Op au voisinage de zéro.
/ / o1 uau / / L0 0"y
opt’ 8p 4 opt " Opitt

dpde
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az az+1 k k —2 az ’
u u
dpdf = —— .
8,0 a i+1 P 2 p apz
Q, £2(2,)
2¢me CaS k=0
7 i+1 ) 7 1) 1+1
8UA.aAudpd(9 8ua °d //6u3
apz apz—i—l a a 7 a a 7,+1
® ﬁ,_/
gpu g - |07 df = 0, par hypothese
—,_/
8iu ai+1u 8Zu 6z+1
2 -.——dpdf = 0, d’ou dpdf = 0.
dpt Opitt P , dod dpt” Opit P
Qp Qy,

Calcul des intégrales I;
Le cacul de certaines des intégrales 1I; s’appuie sur le théoréme 23

Calcul des intégrales de la forme A

Calcul de I,

T ot
11:2// a4a3dpd9
0 O

En appliquant le théoréeme 22, on obtient:

I, =— (2.35)

Ol
5

L2(Q)
Calcul de I,
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Une intégration par parties, par rapport & p ,nous donne en tenant compte de la

remarquel:

®
3u 0%u 0°u
b= p36‘p3f9p // (pé’p +p5’3)dpd9
0

:0

+oo ¢ a2u83 +oo ¢ 9
//3p 970 3dpd9—|—//p3 <W) dpdf
0 0 0

D’aprés le théoreme 23

on a :
I, =3 2.36
’ ‘ Hpﬁp (2.36)
Calcul de I;
, O3 02 ‘a% 2
df = 2 || —= th 22 2.37
// 3332p op? mm)[ | (237

Calcul de I,

84u ou
I, = (9 = p —dpdf. Une intégration par parties, par rapport a p, nous
oJo

donne

83u8u 8

o0 83u (9u 83u 32

[ 5 / / PPu au
= a3P5
22 = op? 8,0 6p L20,)
00 ® 83 O
On considere l'intégrale I, = —2 / / e
0

_p_
0 Op*" Op
ties, par rapport a p, donne

dpdf.Une intégration par par-
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N
I
I, - 2' gp
( intégrale 2/ / 22126 gudpde =0 ) [th 23]
2
— e =- ‘ dp? +2‘g—pl2b L2(Q,)
we|22] .

Calcul de I3

OPu O
Is =2 / / pP— 5 Z au dpdf .Une intégration par parties, par rapport a p, donne
P

©
32 Ou 82

0%u Ou
//Wa—d o

Ly :_2‘

O?u|?
Loy = —2 ‘ 24 (2.39)
0p* llna(e,)
Calcul de Iy,
- / / il “dpde—o [th 23] (2.40)
0

Calcul des intégrales de la forme B

Calcul de 1,
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En intégrant par parties, par rapport a 6, on obtient:

7 Joudru T o ou
Li=41 ] rag, 1o // 26 960,2P
0 00
L =0 i
On intégre une deuxiéme fois par parties, par rapport a p :
¥ *u (9u u 0%u
I,=-4 dpdf
4 200, 30 © //aeap ( g ae) P
- =0
La trosiéme intégration par parties ( par rapport a p ) donne :
T o Pu 9
I,=4
4 900,20 | / / Dp06 Op (awe) dpdb+
9 ~ ~- .

Pu  Pu o /+°° ¢ Ou d%u N Pu dodd
aaap2pa 99 '° o 90002 \9p06 " o002 ) “°

—0

\

Finalement
2

I =

H Ou (2.41)

000p? ||, 2

Q)
Calcul de I

+o00 a4u 84
Is =2 / / p—r 998 00" ——dpdf .On fait une intégration par parties, par rapport
0

ad
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41

84u Pu

Ig =2 84693

\

5u 63
// 00,7 g7 P20

g

=0

.La deuxiéme intégration par parties se fera par rapport & p et donne :

Nu OPu B
893 3803 0

I =

'

=0

*u

// 3 (57~
900,7 803 P

893ap) dpdt

On intégre une troisiéme fois par parties, par rapport a 6 :

0*u 0%u 2 d
aea 9003 062 '°

-~

=0

2,

Mu PPu
P 900 36 dpoe*

\

=0

“+o0o

+oo
& dp +2/

‘o
o 6% 90203

pdf

85

6928p 00%0p3

dpd@

On intégre une quatriéme fois par parties, par rapport a p :

*u too
do +2
/ P o620, ae2ap 0" df + / / 8923p [a

_0

Mu u
(‘9928 2 96%

v

0 d + 2

J/

+00 ®

*u Pu

v Pu
00%0p% 0620

Qe

N

dpdf

dpdf
2o oo

J/

_0

83

/

I =2
0 //ae2ap

+oo ¢

l ae2ap "o

+oo ¢

u
dpdf
30] ’

u
I, —2 dodf + 2 odo
6 //(ae%v 2) papdv =+ //6928p2092ap
0

0
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4 2
I =2 H% (2.42)
00 @p L2(Q,)
+o00 4U 83
Sachant que 2 / / 960, 8928pdpd0 =0 [th 23]
Calcul de Iy
+oo ¢
Pu d*u
Ih =8 dpdf
0 / / op% 0 "
00
La premiére intégration par parties se fera par rapport a 6§ =
T 9 du *u Ou
1 _
9= 8389 6 dp //aeamedﬁd@
=0
La deuxiéme intégration par parties sera par rapport a p =
Pu Ou Pu  0*u
I, = do ———dpdf =
0 | 960, 50 0" d0+8 | =5 300, 0
~ ’ ~ g
— 1y =0 (2.43)
Calcul de I,
+oo ¢
Pu *u
I, = / / 95 a‘94dpal9
00

La premiére intégration par parties sera par rapport & ¢

03u03 0*u Pu
I, =2
=2\ [ G 2 dp / / 755 e

L :0 .
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Ladeuxieme intégration par parties sera par rapport & p :

PBu Pu 3u
| 9607 o7 0" b +2 / / 009,72 apae3 dpdt

-~

=0

Ill =

La derniére intégration sera par rapport a 6

T ooty O Pu O
I, =2 2L Y ey, _o Y _inds —=o0.
= Dp00° 0200 6-dp 9p06® 020 "
0 Qyp
;?) N ;ro J/
Calcul de I;3
+

La premiére intégration par parties sera par rapport a 6

18u82 o 10u O3u
s =4 aeaﬂd // aea;ﬂaedpde

\

=0
.La deuxieme intégration par parties sera par rapport a p =

©
1 0%u 8u Pu 0 [10u
__ 9 dpdf
Lis 4/paea 90 | //apaeap (we) p
\ =0
1/ 0%u Y 1 0%u Ou
113:4/5 (apae) dpdt) - // 2 500 99"
Qe

On pose :
+oo ¢

, 1 0%u du
113__4// 2 000 90 P

+
, 1 0udu Bu 0 (10u
0 0

0

J/

-~

=0

(2.44)
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( par intégration par parties par rapport a p ) on a :

+oo ¢
, 1 0%u du
his = //( ) g1 [ [ o
0 O

, ou\> 1 L. ,
0

Qe
+o0 ¢
s[5 o
13 = / P

1 oul?
I/13:_ ‘

0% 00

L2(Q)

Finalement la valeur de I'intégrale est :

1 oull?

1 o
u _4’ 1 ou
2, 119700

o

p 000p

Calcul de I;5

1 9%u 0*u
115_8// 5o Gededt

On fait une intégration par parties par rapport a 6

T 10%u 0% 10%u u
I;=8 [ ——— — dpdf
: 8/ 59 92 0 / / o7 007"
0

=0

Remarque 24 On a par hypothése u (p,0) =0 et u(p, p)

ou ou
alors on a : o (p,0) =0 et o (p, ) =0

et il en est de méme pour les dérivées d’ordre supérieur.

Donc

11 0% 0%u
| Sa g =
0

L2(Q

)

(2.45)

(2.46)
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10%u 0%u
L. — —
o / / 06 99,2 PV

On fait une deuxieme intégration par parties par rapport a 6 :

1020 OPu too 12192 Hu
115:_8/,086’2898 5 10 dp+8/ / 0 00% 9620p 5620,2P %0

+o00 © 1 aQu 04
Lis = 8/ / 902 9929 2
p 00> 00 ap

Une troisieme intégration par parties sera par rapport a p :

190%u OPu Bu 10%u 1 Q3u
Tis — 8 6 — = - dpdf
15 / 9% 0%, 10 / / 8028p< 2 00 +p8928p> P
0 0

y 1 9%u Pu 1/ 9Bu \°
115:8//——2Td,mi9—8//— L) dpdd
p* 06 00°0p p \00°0p
0 o 0

2 +oo
1 9%u Pu
—_— 8 ——dpdf
i )+ // 22 00% 0070, "
Qp 0

On pose :
+oo ¢
1 0*u Qu
I.=38 // 2 907 900 ——dpdb
On intégre par rapport a p

+oo ¢

1 0%u 0*u *u 200 1 &u
r 6 — 8//—(—— - )ddé’
15 = / 2 992 997 10 22\ For T 2oacta,)

0

(. J/
-~
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9%u oo 0 1 9y 9
1/216/ C2) Sdpdo — 8/ / ( )dd@
0 a, <892) e o 2007 0p \o0% ) 7

O?u?
!/ _ i_ _ !/
T, =815 90” || .2 Q) e
1 02|’
I/15 =38 ' _2_1;
P~ 00" I,
Finalement la valeur de I'intégrale
1 Pu | 1 0%ul?
I = —SH—TU +8H—2—Z (2.47)
p@@ 8,0 L2(,) 1% 00 L2(Q,)

Calcul de I5
* (¢ 1 0ud*u
I; =4 —dpdf . On intégre par parties par rapport a 6

0 p2 ap 802
1 Oudu 2d ? 1 0u 0%u
125—4/ 28 86’ / /0 p2%86’8pdpd0 .On pose

0

I 4/OO/WI8U82udd0Lade iéme intégration se fera par rapport a
= — S uxiéme intégration T rr T
25 0 0 pz aeagap p g p pp

, 1 0udu 1 0%u _ 20u

ou 1 oull?
I’25:—8/ / <—) dpd9—1’25:21/25:—8'p 290

18u
p? 90

L2(Qy)

Iy = — =1s (2.48)

L2(,)

Calcul de Iy

//18u84
2 9 061 P

On intégre par parties par rapport a 6
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1 dudu ° 1 0%u OPu
I6 = / 2 0p 00° 6 dp / / 2 000 OF ——dpdf .On intégre une deuxiéme
0

N

=0
fois par parties par rapport a 6

1 0*u J*u ¢ 1 0%u 0*u
I%_—/ 2 0pdh 962 lodp + / /O p2(9,0892892dpd9
0

¥ 1 0%u 0%u
On pose Iy / /0 e 8 50 907 —dpdf

On integre par parties cette fois par rapport ap

. 1 9%ud*u 1 Pu 0%
bs = / 2992 o7 1 ¢ / / 002 {?8p802 G 392] dpdt
0

s [ [ (5 w5
26 = 202 ) P 00 | p2 0poe?) "

1 0%u 1 0%u
1,26:2' 2882 )—1,26:>Il26:‘ 2892 |
donc w
1 0ud'u, 1 0%ul|’
L = =||=— 2.49
2 // 2 9p 0077 'p2392LQ (2.49)
Calcul des intégrales de la forme C
Calcul de Iy
+oo ¢
I A / / 1 0%*u 0'u o
0 TR TIR
Une intégration par parties, par rapport & # donne :
1 03w 0%*u 1 93udu
I, = 4 df
. / 2 o o 1 // + 007 060 "
0
=0
1 PPu
Iy = 4‘ 5 893 | (2.50)
cp

Calcul des intégrales de la forme D
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Calcul de I

+oo

192 Pu
116:—8// S5 692d odf) — 4115:—32'[)——
0 O

2

L?(Q)

Calcul de I3

1 0% Ou
Ls = —2 dpdf)
18 / / 2 00" 0po0* "

Une intégration par parties, par rapport a ¢ donne :

o) —+o00
I ——2/i—83“—83“ £ d +2/7 L0 O
8= 22 06° opo? 0 7 2200 0p00° "
0 0O 0

v

1 Pu 0*u
Tis = 2 TY 1ndo
18 / / 200° 9po0® "

Une intégration par parties, par rapport a p donne:

1 93u d3u 203 1 0
Tis — 2 6 — = — dpdd
18 / 2 9% 0 10 / / o { 2o Zopor]

N

-~

=0

u 1 OPu 1 0%u 0*u
Te=4 | === "dpdh — 2 " _dpdb
18 o0° 2 06° " / 2 06° 0p00° "
Qy Q
Bu 1 Ou
Iq =4 = dpdf —
18 20° 2 00"
Qo
Ce qui implique :
0Pu 1 0%u 1 9u
My = 4 ~—dpd) = 4
e 06° 2 o> " ‘ 2007 ||,
1 PBu 2
Il8 = 2‘ _2803
p L2(Qy)

(2.51)

(2.52)
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49
Calcul de I;9
+oo ¢
10%u O*u
Iy =38 dpdf
19 / / 5 00 0202 "
On fait une intégration par parties, par rapport a p :
T ou T P [ 10Pu 1
Iy =38 -8 —— - dpdf
=8| o 0 4 / / 000 ( 2o papae2> P
00
=0
+oo ¢ oo ¥
1/ &Bu \° Pu (1 0%
Ig=-8 — | —— | dpdf+8 — dpdf
¥ //p (ap892> e //apafﬂ (p? 892> ’
00 0o
On note par
+o0 ¢
1/ 9u \? 1 9 |
I',= -8 — | === | dpdf = -8||-——=
19 //p<apae2) P Hpap092 2
00
et par
" 1 9%u ,
119 =38 / / apagQ (; 802) dpde = Il5
Comme
1 82u|’ 1 82u|’
1’15:8'—28—;‘ d’oﬂI’1’9:8'—28—Z
P~ 06 Iz, P~ 06 lzqa,)
Donc
1 2 2 1 3 2
119:8‘ —28—1; —SH— 3“2 (2.53)
1% 00 L2(2,) p@p@@ 1.2(9,)

Calcul de I

+oo ¢
1 //184u 0*u ”
2= 5 00 020 "

Pour calculer I’ intégrale,on fait une intégration par parties, par rapport a 6 :
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+o0
. _2/183u AT /718% ru_
272 00 0p2o00° 0% 070887

:0

19 o

u

I, = -2 dpdf

2 //,08938 2003
0

On fait une intégration par parties, par rapport a p :

I__2/184u83’ +// u[184 1 Pu dodd
2= 900 o 0 9P 0p08 | popot® 2 oe® |’

\

:0

+OO<P1 +oo$0183u84

2 —— | dpdf — 2 dpdf

//p(@ 393) P // 2 90 0o "

00

+oo @
1 0% | 1 &u d*u
In=2||-——F53 —2// S5 g dpdd
® 0

On pose
+oo ¢

1 Pu d*u
by = =2 // 2 0% Op 5085720

On fait une intégration par parties, par rapport a 6

1 Bu Pu 1 0*u O*u
L= 2/ 22 00° 9p00° 6 dp+ 2// 22 00" op aedede
0

N

=0
On remarque
T 0t P
/ / 2 00" Op ae2dp 10 =T
ce qui donne
1 0% | 1 &
Iy =2 H—a—“g 2‘ 28 . (2.54)
p@paé’ L2(Q,) (90 Q)
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Calcul des intégrales de la forme E

Calcul de 1,7

+
'U/ u
U ipdf = —4 dpdf = 0 [th 23
/ / D00 ap2ae2 / / D002 dp (8,0892) P th 23]

(2.55)
Calcul des intégrales de la forme F

Calcul de I3

too 84 83
u
-2
// p* op aedede
0O 0

On fait une intégration par parties, par rapport a p :

P B ot
I, — —2 0+ dpdo
3 P o apogE 0 0+ // { 8p892+p82802 4

g

PBu Pu *u 83
I, =4 O 10do odo
’ // P opo® 98" +// 0020

On fait une mtegratlon par parties, par rapport af:

oo

Bu u T e 920 M
| R Ou  Ou
3 / wr apae / 9p00" apa0 Y

3 3 +00
8 u 0°u / / Pu U i
8,03 ap 289 8p269 8 389
e
Finalement on a :

N

+oo +oo

_4//" ap {8p209} a0 P — 4//'08p3898 M
0 O 0 O
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2

83

N 4Hap 200

]LZ

u  0%u
//papSaaa Mt

On fait une intégration par parties, par rapport a p :

avec

%)
Pu Pu Pu
/ J—
L=—4 ] r5.005,708 10 40 +4 //ap2ae [8p5’9 +p3p280] dpdf

g

=0

,

+oo ¢ +oo ¢
Su Pu *u
I, =4 1 h2
3 / / P 9200 0p 2aed”d9 car / / 00 g rl0 = Olth 23
0 0 0 0
Pu |”
1, 4”@?@9 oy =0 (2.56)

Calcul de I5

T o ot
15:2// 8432802@619
0 O

On fait une intégration par parties, par rapport a 6 :

84u Pu 2 d
L=2 | rgia,00 0 / / ap2aep aeap o

V

/ / 3p289p aea 4d”d9

On fait une intégration par parties, par rapport a p

T 0 0 gt
L=-2] 05 550,500 o @ +2 //a 300 { ap2ae "5 506 | 00
0

g

=0(
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400 ¢ +oo ¥
I — 2 3 dpdd
5 6//8/)369'0 8p289d'0d0+ //p {a 389] &
0
4 2 3 2
15:2“/)# _ H#
0p* 0 |2,y 1097 Iz,

Calcul de Iy
83u Pu
——dpdt
6 ap® dp0ol
On fait une intégration par partles, par rapport af:

“+oo

®
0*u
p+4//”aea 3 900 550
0 O
+oo ¢

'LL
b = 4// aeamaepd@
0

Ensuite on fait une intégration par parties, par rapport a p :

Is /a_pa 90
0

V

+oo ¢

[\

-~

=0

+oo ¢ foo ¢

PBu  0*u Pu
- 4 __ |2
4 / / (aea 2) ppdt = / / 200, 9p6 "™ Hap2ae
0

J/

2

3

b= Hé’p“’@@

L2(Q)
Calcul de I,

©
Pu Pu Pu 82
18_4/’)3,009@,0209 o d9_4//aeap { Pora0 " o ae} dpdt
0 0

(2.57)

L2(Q)

(2.58)
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o Pu O*u
110_4// o op2or P

On fait une intégration par parties, par rapport a 6 :

P O T o o |
Io=14 — Cdp—4 dQ, =4 || 5577
10 P OpP Dp200 6 dp — //P 8p2803p380 ngpzag L2(60)
0 0 ®
=0
(2.59)
Calcul de I;5
+oo
TPy
Lz =2 x ap? apae2 pd?
On fait une intégration par partles, par rapport an:
[ee] +oo ¢
Pu u Pu  Pu
I,=2 | — 4 -2
12 / 9,2 0,00 10 4 / / 8700 97200
0 ) 00
=0
T o [P o
I, =-2 — dpdf = 2.
a==2/ /5 [ape%)] 9p00 " =" (2:60)
00

Calcul de 14

0?u O
/ / _ 2 dpdo
0 ap? 0p?00
On fait une intégration par parties, par rapport a

“+o0o

| ——200 Ou_Ou 2/7 Ou dpdf
= P o2 0,200 0 pawaaa 2@9 P
0 0 0

=0
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»Bu ||?
Iy=2|—— 2.61
Calcul dels;
10u &u
Iy, = —2 do
o / / 0 0p 0po "
On intégre, par parties, par rapport a 6
T 10u 0 | OPu O 0%
Iy, = -2 & d ———dpdf =2 ||1
2T / p0pdp AL / / »0pd0 poe? " ?9p00 || (q,,
=0
1 0%u
L, =2|- 2.62
v =2|i o . (2.62)
Calcul de I3
0o ¢
I =2
28 // 0 Op 2892 dpdf
00
On inteégre, par parties, par rapport & ¢
> 3 2 3
Ly — ou 0°u £ d / / 0°u  0°u dpdf
8 8p286’ dpdd D200
=0 2 3
Y 0'u 0u
On pose Iy = — / . Bpo0 a[)2(%dpal9
82u 83 0%u
. = _ 0 _
28 / / 9p00 (9,0239dpd0 / / 9p00 9 {a 39} dpd) =
0[th 23]
Lg=Ix=0 (2.63)
Calcul de la norme de 'opérateur
| »Bu|® 9u|® 0*u
020%u s, = | |20 12 [P O =
LA(E2e) (9[)4 L2(Qy) 8[)3 L2(Qy) 8p2 L2(Qy) ap2802 ]L2(Q )
4 &Bu |? 1 0%l 4 9%y l? 10ul|?
=== oYY Tl =52 - + ZI
pOPIO|lLaa,y 119700 N,y 119° 007 llLaa,) 119 0P lla,) =
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Apres calcul on trouve

2

28 1 0% ou |I?
I, = +2 +2||——
i=zl { Hpap 89 L2(Q,) H p96°)p 3;0 L2(Q,) 5P2692 L2(0,)
1 0% Pu ||’
o I e I
8p L2(0,) p 000p 1L2( op? 12(0,) 000p? w)
_@pBQ 4i@g _‘1@ _‘ii_ 1
8p8€2 ,02 303 L2(Q,) p2 00 L2(Q,) p2 862 H—‘2(Qs@)J
En remplacant dans I’ expression de la norme de I'opérateur
[N [ 84 +11 p@ 2 Y eac
L2(2, ap () ap?) 12(0,) ap
H iﬁzz wif_ H
8,028«92 p2 894 L2(Q,) 02 892 L2(Q, 898p
_4ii_ GWW“ _#i@2 Wﬁ;Q
p2 o0® L2(Q,) p 000p L2(Q,) ,02 a0 L2(Q P 8938,0 L2(Q

Pour arriver a ’expression voulue, on a besoin de faire les majorations de plusieurs
termes.Pour cela on a :

u(p,0) 10u 10u

p> " pP007 pOp

normes respectives sont majorées par des normes H2de la fonction u

u(p,0)
2

Lemme 25 si u € HZ , alors

appartiennent & L2 et leurs

Démonstration pour

_172
n-L[2

Une intégration par parties donne:
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c’est une convolution multiplicative donc :

0=

En passant aux normes, on obtient

2

0| 202 1/1
A < ‘ N H— (— - 1) (2.64)
P p L2y 1P \P L1(9)
10
Démonstration pour —za—z

1ou 1 [ % 1 0% 12 dt
S t0)dt= [~ .92
p2 00  p? 80(%(’ ) /t@@@th(’ ) t

p p

produit de convolution multiplicative, donc d’aprées la définition

71 0% 8 dt 1 9%
- — (t,0) — = 0)x —
/t&?atp?(’ ) t p@ﬁ@p( )*p2

p
pour p € [1,00[ ce qui implique

2

‘13u2

< H 1 0% ||? H() 1
290 0 : 2
p? o ) p Op0 120 p )

1
avec g (p) = — sur l'intervalle |0, 1] dans le cas ou la primitive est prise sur [p, 00|

et g (p) = — sur l'intervalle [1, 0o[ dans le cas ou la primitive est prise sur [0, p|, ce
p

qui implique:

0%u 2
902 cllg (P)H]L;(m
L)

ol ¢ est constante et de plus g est chosie de telle maniére que de convolution multi-

Hl@u
p Op

L2(Q) ‘

plicative reste dans 1.2 ().

s’expriment en fonction de la norme H? de la fonction u, sachant que u € H3

1 oull?
280

Hl(‘?u
p Op

]L2 L2()
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10u
Démonstration pour ——
p Op
On considére la fonction
+oo
Lou [ 0 0%u tdt
0 —— t,0)dt = — (t,0
m(p,0) = SO ap( ) dt 8tQ(?)M
p p
c’est une convolution multiplicative
10u 0*u tdt 0%u
;6_p__ (%2(7 )p7_W(P79)*9(P)

En passant aux normes, on obtient

u(p,0)]? &2ul? 1/1 2
O 7] O PRI )
L2(2) L2 00) LL(2)
Lemme 26 Pour u dans IF, on a :
1 Ou 1 0% 1
‘ _2—1; = 5‘ 2 9pt < (2.65)
P 00 L2(Q 00 ]L2(Q¥, Q)
Démonstration

Soit u € F et on suppose que toutes les dérivées d’ordre 4 de u existent et que
u € H? (Qw) .On peut supposer que les fonctions sont a support compact au voisinage

de (0,0).
1 d*u 1 9 u
’U:?w ceF — 2694 GLZ (Q@) et F €L2 (Q@)

Les fonctions v et — sont développables en séries de Fourier :

7l
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aQu mﬂ-—e
ou bien si 'on utiliselWW = 9 € IL? que l'on peut écrire W = > b,e ¥ et
1%
7l
V= (mg> bue @
83
En utilisant Cauchy-Schwartz, on a: _28_91; € L? () et on déduit l'inégalité :
P
‘i@ : <5‘i@ S
P2 00 iz, ~ 1P 00" o,y €112 Mlae,
Lemme 27 Pour u dans F, on a
12 2
(1 83u> 1 2(1 a%ﬂ 1 (16%)2
p 0p0l L2(Qy) 2 p 9pdd L2(Qy) c p Op0t L2(Q)
(2.66)
En réalité, les dérivées que regroupe ce cas sont
Pu 1 Pu  Bu
00%” p 0pdb*’ Dp2d0
Démonstration
1 0 1 o0 1 0?
L’idée est de borner la dérivée ——u2 entre les dérivées — u3 et — i
p 0pdb p 0pdl p 0pdb

Pour celd on calcule la transformée de Mellin de ces trois dérivées

1 3u \ 0%
L ) =—(6-2)=— (6 —2,0
(papae2) (0-2) 55 (0 =2.0)

1 0w\ 0%
(Gogp) =~ -0 55 (@ -20)
p Dpdl 0

1 d%u ou
(Gom5) = (o= 55 @ =20
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ou

On pose v(o—2,0)=—(0—-2)= 0 (

o—2,0)

—v(0—2,0),v (0 —2,0),0" (0 —2,0)

Toutes ces fonctions sont développables en séries de Fourier

+o0o i 0_71'
0(0—2,0)22—(0—2)0471(0)6 Y =C
+oo e . ; 97T
N me
v (o —2,0) = —(c—-2)| — |ap(0c)e Y =B
=20 =3 ) (% o )
v (0 —2,0) = c—2)— | a,(o)e ¥ =A
=20 =3 () o0
On considére le produit scalaire
IBIZ:  <lAle  ACH: <= (S1AR:  +—IC) (2.67)
Loy = " iy oy = 2 Lias) €2 ' M iay) '

En remplacant par leurs valeurs, on obtient

— 2 —_—~ 2
<l *u ) (1 d%u

p 0pdo? ) p 0pdl ,
® g L(’(Qso L"(Qso

IN

3
H 1 0w (2.68)

,0 8p892

Toutes les dérivées d’ordre trois oul intervient 6 sont majorées par des dérivées
d’ordre plus grand
Concernant les dérivées en p deux cas de figures se présentent :

b;) Dérivée d’ordre quatre en p
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Lemme 28 Pour u dans F, on a

1 2
L2(Q 2 L2(0,)

Pour celd on considére les trois dérivées et leurs transformée de Mellin

62
op?

4
,0%u

2
+e%|lp P

pP—=
H 9p? 2(0,)

Démonstration

, 0 83u 0?u
v op*’ 8,03’ op?

(%) =(0—1)(0—2)T(0 —2,0) = g2 (0,0)

PPu _
(pa_p?’) =—0(c—1)(c—2)u(c—2,0)=g3(c,0)

—~—

( g4)=<a+1>a<a—1><o—2>ﬂ<a—2’9>=94<“’9>

T Pu Y O3u||?
_ 3 _
Hpap _//p {%318'089 /Hp\/ﬁé’pi” o
0 0 0
OBull?
or lovigs| | =m0,

2
Liw)
On considére le produit scalaire associé

(010.0). 52 @0) = [ 51(0.6) 520,000

94(0,6) .92 (0.0) = 0 (0 + 1) o = 1]|* [l —2|]* |[ii (o — 2,0)|”

et d’autre part

(2.69)

95 (7.9) .95 (0,0) = llgs (7. D)7, = llol* o = 1| lo = 2|* [l (o — 2, 0)]*
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94(0,0) .92 (G,H)H = lloll o+ 1|l llo = 11* flo = 2|* |@ (o — 2, 0)|I"

o1 (.0) 520 I

0
”g (0 )HL[QHR HU+1H
C < 1
omme su —
oo+ 1] =2

= llgs (0. 0)l3 . < o1 (0.0) 92 (0. )

a1 (0. 0) 1 <1(e2|rg4< DI + 2 o >||iz)

1+ — 2

by) Dérivée d’ordre n en p

Lemme 29 Soit uw € F.Alors on a :

anfl
p— (2.70)
H p" ‘ op™~ L2(Q,)
Démonstration
8n an—l 2
En effet, on a {|p j«f + Tff >0, d’ou
Op"— 0p" i,
811 2 8n71 2 811 8n 1
07"l 199" iz, "o o
©
Comme cette derniére intégrale est égale
an 8n—1 an—l 2
P o dYy = =2 ‘ =
Op" dp" 0" 2y
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(d’aprés thm 23). Finalement

p@”u_i_@"’lu 2 B p@"u 2 N or—1y|? Lo p@"u@"ilu -0
A IFT " iz, 190" Lz, Opm 9pn—t T
©
ou o lu|? o ||? oy ||?
pan+an71 = pan _anfl 20
P 1% L2(Qy) 4 L2(92,) P L2(2)
d’ou
871—1
b3, 215
P NIz, P ez,
Théoréme 30 Pour tout u dans F alors on a
(1+¢) 242 112 " 2
Jull < Tt 1 A%, + Kl (2.71)

ot K7 est une constante
Démonstration

On a a établir l'inégalité :

lulle < O A%l| 2, ) + lullge), Vu € F.

Sachant que la norme de la fonction v dans I'espace de travail

- 284u ? | 0l o'u |”
lullz =3[P 5 T
1Y L2(Q,) o0 L2(Q,) 8p 69 L2(,)
Hl O | O | 1 &u | Bu ||?
—_— pi —_— _—
p8p893 L2(Q,) apgae L2(Q,) p8p892 L2(Q 8[3289 L2(Q,)
1 &3u? ou|? 9
o o I | I
P00 a0 e,y

|[ul|2 = toutes les dérivées d’ordre 4 + toutes les dérivées d’ordre 3 + [Jul| 2
En utilisant les résultats précedants, toutes les dérivées d’ordre < & quatre peu-

vent étre majorées
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1 o |
La présence de ¢ au numérateur diminue la quantité |e et elle
p@p@G
1 %u . . .
augmente la quantité - quand il est au dénominateur.
N p 000p|(12q,)
Dans ces conditions :
1 d%u
2 f e . 2
=¢c|d d’d4— dérivées d’ordre 4 2
|lu|lz = € [dérivées d’ordre 4] + I | 09, e )+[ érivées d’ordre 4] + [Jul|y
ul|2 = (1 + ¢) [dérivées dordre 4] + K ||u|% (2.72)
D’autre part
, 0| ot | 1 o
12 A%, ) = +6W__‘ ’___
SR 7] P el R el
1 ' |
H || ——=— + ¢ (u
p8€38p 1.2(£2,) ( )
¢ (u) =Termes d’ordre inférieur
Pu|? 0%u 1 0%ul)? 1 Pu |
o(u) =911 ||p=—= +95 —l—‘—— H
) { ap? L2(0y) op? () p? 00% || 121 p 000p? ()
+6H1 O HL o ‘i@ B ’ii
pOOPlaq,)  N1060p% e,y 1172 B,y 1107 067 Il
D’ou
, O ot |7 1 o
I8y = () = | 7 |3
(2¢) apt 1L2(Qy) dp206° L2(Qy) p? 00" L2(0y)
1 o |
*4
p@@ 8[) L2(£2,)

Les termes de droite de 'égalité sont supérieurs aux dérivées d’ordre 4 de |ju|| .D’otl

2(%)}

lully < (1+2) [[|0°A%] o, — v ()] + K llullzs (2.73)
oul)? o ||? 1 0%ul)?
— comporte des termes négatifs+8 5|l —— +4 || ——=
# (u) comp & ’P 200 L2(Q,) Haaap2 L2(Q,) ‘PQ 00 ||;2(q,

(2.74)
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10
Le terme 8 ‘ “ rentre dans la norme ||ul|3s
0> 90 120 )
2
lull < (1+€) 12A%[ 2,y — (1+2) @ (u) + K [lulliz

®On majore en enlevant les termes négatifs ; il reste

1 &u

Jul}2 < (1+ &) |2 A% 1+ ) 3.

H AP

000p?

2
L2(Q) ' ()

(2.75)
pour les dérivées d’ordre trois donne deux termes 1'un qui augmente la norme de

|[ul|% Pautre qui diminue légerement ||ul|2 d’ot

lullf < (1+2) [|P?A%]|F o, + ' llullf + K JullZ

— (1—2) Jullf < (1+2) [|P°A%]|fa(q, + K" [[ullZe

(1+¢) 2
[ullg < = H ALy + K (e (2.76)
2
=t <C prunw) +E uls @.17)
Conclusion 31 Nous avons obtenu l'inégalité a priori pour l'opérateur (p?A?)
conséquence Im (p*A?) est fermée dans L*(Q),) . Nous aurons a faire la

méme démonstration pour l’opérateur adjoint.

Passons a la démonstration de l'unicité de la solution de notre probléme.Pour

cela nous nous intéressons I’étude du noyau de I'opérateur (p?>A?)

2.5 Etude du noyau de ’opérateur p’A’

Lemme 32 Le noyau de l'opérateur (p?A?) du probléme

+K [|ul 3
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(PPA%)u=0
up=0 (2.78)

ou
(a?) =0

est réduit o zéro

Démonstration

De l'étude du laplacien [5], on a ker (A) = {0} d’une part et d’autre part les

ou ou
conditions aux bords (8_) Ir=0 et (p 20

) |[r= 0 impligent que la quantité
/ / pd,od@ = 0 Le calcul qui va suivre met en relation (A)

et (A?%)

P oo
u
://,02A2u.?pdpdc9
00

ce qui donne:

/

T/ 10 1

A AN N
/p(5p2+p8p+p2892> u.udpdf
0

¢ oo
82
://p p2Au udpdf +//p——Auudpd9+//p 2892Auudpd9

Prenons la premiére intégrale de S

// —— Au.udpdf ://aa— - (pu) dpdf
0 0

On inteégre par partie,par rapport a p

¢ oo

o T o
//pa—wAu.udpdﬁz—//a—pA <u—|—pa )dpd@
00

0 0

et une deuxiéme intégration par rapport a p nous donne :
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@ oo @ oo

0? 0?u
/ pa—p2Au.ud,0d = //A lZ— +p8 2] dpdd
0 0

0

la deuxiéme intégrale de S (par une intégration par partie par rapport a p) donne

//p——Au udpdl = — //Au —dpd@

la troisiéme intégrale de S (par une intégration par partie par rapport a ) donne

T 1o T
[{p?ﬁAu.ud;}dﬁ :Z[;Au a020lpdﬁ

Finalement on a le résultat suivant :

[ Ou  Q*u  Ou 10%u
dpdf = Au |2— _— - — dpdf
// ”p // “I*ap TR " op +p6021 4
iy u iy [0*u  10u 1 0%u
A2 odpdd = | [ Au |28 42
// up2pdpd9 // u_8p2+p8p+ 28921 pdpdf
00

// pdpd@—// Au .pdpdd

Si u est dans le noyau de(p?A?) alors il est dans le noyau de A ce qui implique

que u = 0 c’est a dire que ker (p2A?%) = {0}

Conclusion 33 donc ker (p?A?) = {0}d’ou I’Unicité de la solution dans

l’espace de travail F

Il faut se dire une chose jusqu’a présent nous avons démontré d’une part que
(p2A?) est un opérateur & indice, et d’autre part que notre probléme admettait une
solution unique.Reste & mettre en place 'expression explicite de 'opérateur adjoint
(p>A%)" pour pouvoir étudier la régularité de la solution préconisée en associant le

noyau de Poisson de notre opérateur.



Chapitirel(3

Etude de 'opérateur (pQAQ')*et

conséquences

3.1 Etude de ’espace F~*

Pour la définition de 'espace dual de IF, on a besoin de :

Soient les espaces
F={u/u € H () et pD*u, p>’D* € L* (Q,) } (3.1)

Fy = {u/p*u € H (Q,)} (3.2)

et une fonction u & support compact.

Théoréme 34 Les espaces F et Fy sont identiques
F=IF, (3.3)
Démonstration de F; CF < (ue€F, = u €F)

68
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u € Fy = p?u € Hj .On pose pu = v = pv = p*u € H} et en particulier pv € HZ
(

pU e L?2(Q,) =>vel?= puecl?
0
pv € H2 = ¢ op (pv) € L2 (9,)
o?
L% (Q
S e @)

Etape 1 : les dérivées par rapport a p

Comme pour le laplacien on fait le méme type de calcul :

v e L?(Qy)
pv € H = o (v) € L*() (3.4)

0? 5
—(v) € L°(Q
\ papQ( ) ( ‘P)

v = pu € L? La dérivée par rapport a p reste dans L2 c’est a dire :

'Oa

+ u) € IL2.0n dérive une deuxiéme fois, par rapport a p

0 0 0 0?
e (p 8u + u) - (Qa—u + pa—g) reste dans L? = u € H et toutes les dérivées
P P P

d’ordre deux multipliées par p sont dans L2
0 0
pPue Hf = — (p*u) = (Zpu + p2—u) € H? qui peut s’écrire :
dp dp
ou 3 )
P 2u—|—pa—p = pw € Hyj = pw € Hj

on est dans la méme situation que le théoreme (1)

weH:={ 5 (w) € L*(Q) (3.5)

On dérive, la fonction w = 2u + pa—, par rapport a p :

0 ou ou 0%u e X
2u+ p— | = 3— + p=—. et la dérivée seconde par rapport a p donne
6,0 dp dp 0p?

8_22_|_@ 482_|_a3u
e o " "op
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0
w = (2u+pﬁ—z> € L2 comme u € 1.2

(9u 0%u
]L2 ]L2
82 ) 2 op? ) 2 3 2
0“w 0 ou\ ([ 0%u 0°u 5 0“u 9
8p ap (2 +'08p) <48p +pa 3>€]L comme82€]L

2w u
W cl?=> Pas € IL? ainsi que toutes les dérivées d’ordre trois.On peut déja
P
avoir une conclusion partielle : u € H2

De nouveau, on considére p?ue Hi En dérivant par rapport a p :

d 5\ 50U
a—p(pU)—<2pU+pa>

0? 0 ,0%u
(9—,02('02U) % (2pu+p 5 ) <2u+4p8 + p? 5 2) € HZ .

2

ou 0%
2 2 R
Comme u € Hf = <4pa —F,O(9 )EH .On pose z = <48p+p8p2>:>

€ H!

2 € H2 = 22 °
P 0 0%z 9
e

On est bien dans les conditions du théoréme.

ou  0%u 0z o [ ou % 0%u
= (4— — = — [4— + p=— L2 5— € L2
) ( 6‘p+pap) 7 o ap( 0p+p@p2) = omme e ©
U 9 ou 2u
alors nécessairement p—; € IL°.On dérive une seconde fois z = | 4— + p— | par
dp? dp 0p?
rapport a p :
% = 6—2 O'u + Ou) _ 6@—% % On sait que % clL? =
92~ 92 "o " Pops a5 Popt ) de P52
Pu Ot
( Prd +p=— ot €L?

0°u 0*u
— cl?= p— L2
comme p o7 p o

Etape 2: les autres dérivées mixtes (p,0) ou par rapport a ¢

0“u
Démonstration de pT eL?

Pu  ou  10%
Ona : pA:E—>]L2:>(pW—I—a—p—I— 892> L2

’u  Ou 10%u
comme( W et 8_,0) € 1.2 donc ;W el?
el?

Démonstration de

8p09
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Pour cela, on utilise les transformées de Mellin de :

G%’:) (0)=0(c—1)i(o—1,0).

<%%):(g) — " (o~ 1,0)

(;:gg) = —(0—1)ii(o—1,0)

Sachant qu'il existe un isomorphisme entre .2 (R*) et 1.2 (Re o= %)

Les séries de Fourier de ces fonctions sont

v <a—1,9):§a<a—1) (”-J)Q%(a)e ¢ — A

On considére le produit scalaire

(B, B) = @yw—an}mwf?3%@—UC?}M@??>

(B,B) = <——§;:.:O' (c—1) (%) ay, (o) em?, Ji:g (0 —1)ay, (o) em;>

<BvB> == <A7 C>

2 1/, 2 1 2
< . < - — .
1B, <Nl Cls, <5 (A1, +50Cl, ) 69
En remplacant par leurs valeurs, on obtient
~12 ~12
o 1 Y
9pdd J || , p 06 P op?

2 e? L?
Lo(ay) Lo(ay) (%)

(3.7)
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Toutes les dérivées d’ordre trois oul intervient 6 sont majorées par des dérivées
d’ordre plus grand
L’espace dual de F est:

F* = {v/; € H4} (3.8)
3.1.1 Autre méthode
Lors de I’étude du probléme [2.8], I’éspace de travail F étant défini par
a1+a2u

0
F = {U € Hz/pa1_2W € L2 (QSO) ;Val,ag T+ Qg = 3 ou 4} (39)

Cet espace étre prolongé tenant compte de la condition au bord : u =0

On munit Fde la norme du graphe suivante:

ful2 = { 22 + Hl Pu \i@Q
p Opd* ||, p? 00" ||y,

2 1 93ul)?

Hpap L2 Hé’p%é +‘ 2ﬁ L2

1 0% Pu |2
Hpapae3 H” 0p*00] ’W }

qui en fait un espace de Banach.Les conditions au bord permettent de prolonger
I’espace F en un espace [F afin d’appliquer la formule suivante

!

[HG (€2,)] = H™ (2,)

s > 0 .Donc 'espace dual de F est défini par :
,0*u 83u 1 B 0*u 1 o*u
F N H2
0~ 1 0 64 1 83u Pu ’
’ papae?” p300" p2 083" Dp200

et avec les conditions aux bords, on a [Fy = [F. D’autre part on a la double inclusion

e’ <m>}

H*CFCH?= H; CF, C H;

et comme le dual de

[H5 ()] =H(2,)
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et celui de

[H; ()] =H™(Q,) = H > (Q,) CF* C H™(Qy)
ou 'espace F*est ’espace dual de Fy = F.Il est donné par I'expression suivante:

O Pu Pu 1 Ou
F* — -2 :
3 4 2 1y,
’lau’ o*u 7i6u’i8 cL2(Q >}
0 0p00% D200° 2 o0 12 00" ¢

(3.11)

[F* est muni de la norme naturelle du graphe:

2. = { s + LGN [
Ul|me = Uu 2 -
r H papae2 2894 12

H ' 2 5

p 2 2

0p3 0p?007 || 2 p 3p
‘ 1 32 Loul]?
+ [ =
,02 602 L2 Pap L2

3.2 Formule de Green pour p>A?®

La formule de Green joue un réle important :

elle constitue une véritable relation entre le probléme et son adjoint et permet

de donner explicitement :

e L’expression de 'opérateur adjoint

e Le probléme adjoint.

Dans ce paragraphe, on sintéresse a établir la formule de Green adaptée au

modeéle (2.8) :

pPPAu= f
up = 0 fel?*(Qy,) (3.12)
ou

on
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ou {2, est un secteur plan infini d’ouverture ¢ et de frontiere

I =T,UT, (3.13)
I = {(p,0);0 =0} (3.14)
T2 = {(p,0);0 = ¢} (3.15)

Le facteur (p) joue un role essentiel pour la mise en place de la de formule de Green
dont plusieurs termes de son second membre vont s’annuler au voisinage de zéro.

Le choix des fonctions a support compact assure la nullité au voisinage

de infini .

Proposition 35 Soient les fonctions u,v de l’espace C§° (ﬁp) Alors on a le résultat

suivant Yu,v € C§° (Q,) :

(p° NPu,v) — (u, (P*A%) v) = g—:; (v) pdp — /u%vpdp =0 (3.16)
r r

8
(PP A%u,v) = (u, (p°A%) v) = ZJZ' (3.17)

i=1

4 3 2
(P°A%)" = { 54 + 13p% + 43% + Ea% (3.18)
pOpde* — 0p200°  p? 06> p? 9o

o ¢

Pu 0*u

Eyys Udpd0+4//p—.vdpd@3.19)
00

0o @
P | S 9 p
Y ou 0%v Y 10%u
—4 — dpdf + ——vdpdf+
//3p892 //p%?v P
0 O 0 0
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Démonstration
La démonstration s’appuie essentiellement sur la remarque suivante:
— o0 Lp . .
Remarque 36 Vu € C§° (Qw)7 lintégrale / / P’ D' (p,8) dpdf, nous donne,
0oJo

aprés une intégration par parties des intégrales du type:

Par rapport a p :

@

/pJ’D"u(p, 0) |°d)=0,¥j>1etVi>0 (3.20)
Par rapport a 0 :

/pJDiu (p,0) |§ dp=0,Yj €Z et Vi >0 (3.21)

Revenons maintenant a la démonstration de la proposition. En fait, la somme
des intégrales au bord se résume au calcul des intégrales suivantes.

Calcul de lintégrale J,

oo @ 1 a 4 00
Jq ://—2 (p—> u.vpd,od@:// =P 3vdpd
00 P %

Aprés plusieurs intégrations par parties par rapport a p , on obtient:

T o T o 5O
= [ Sl do— / 83{3 —|—pa]dpd9
0 0

N J/
g

=0

")

0?u v
J = —/6[) l?)p —|—pa}|0 o+

J

V

T 0% v v 0%
// 7 [6pv+3p o + 3p*— ap (9_p2 dpdf
0
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%)
ov ov ov 0%v
J, = — |6 3p°— +3p°— + pP=—| | df
1 /aplpH p8p+ p8p+p8p2] 1o

0

N

g

=0

0o @
ou ov 0% v
— — |6 18p— + 9p*— 38— | dpdf
//67) l UG T e T 6’[)3} ’
00
La derniere intégration par parties, par rapport a p termine le calcul de cette

premiére intégrale:

Finalement
oo ¥
81} o%v 5 O3 64
0 0

0o @ 4
On a également J; = //u (pg) (%) pdpdf
/) ) \p

Calcul de l’intégrale J,
00 ¢
1 0 03
J, = 2//—2 (p—) w.vpdpdl = 2// up%dpd@
A dp
Plusieurs intégrations par parties par rapport ap
oo @

©
0%u 0%u ov
=2 [ —=p* | dj—2 — |2 g
Jo /8,02'OU|0 de //8p2 { pv + p ﬁp} dpdf
0

0 0

-~

=0
S

ou 0%
Jy = 2/8 {va—l—pa } o0 dO + 2 // {2@—1—4{)8 +p82]dpd6’

0

~0
La derniére intégration par rapport a p aboutit a :

DPv
J2—2/ {2@+4p8 +p82] oo db — // [ -I—Gpa—z—i—pa?’}dpdﬁ

:0

Donnent le résultat suivant

%0 ¢
v v L
00
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o ¢ 3
On peut également J, = 2//u . <p£> (%) pdpdf
00 o P

Calcul de l’intégrale J;

T 1 d\? T 0%u
_//? <p8_p) w.vpdpdld = —/ p8p2 wdpdf
00 00

Une intégration par parties, par rapport a p, nous donne :

©®
/0— pv] | d@—l—// {U—f—pa}dpdﬁ
0

-~

=0

[

La deuxiéme intégration par parties, par rapport a p, débouche sur le résultat :

® oo ¥
| v v
0 0 O

N J/

=0

by v v
0 0

Finalement

D o T o
Joe—2 | [ 220000 = —2 [ w2 1 g0 + 2 dpdf
! //5,08«92p /“892 0" d0 + //“a 902"

0 o0 0 0 0

Finalement

o] 83
Jy, =2 —dpdf 3.25
0 0
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Calcul de l’intégrale J5

2
// 4292 vdpdf (3.26)
©

) 7 oON> [ v
On a également J5 = —2[[11- (%) (;) pdpdf

Calcul de l’intégrale J;

T 0% 0%
2//a2p392 dpdt
0

La premiére intégration par parties, par rapport a p :

® 00 ¢
ou 0% ou [0%v v
Jo=2 [ 2% e gg—o [ [ L1284, LY | gpan
6 op" 9 b //ap {892 +p8p3921 P
0 0 O

N J/

g

=0

La deuxiéme intégration par parties, par rapport a p donne:

oot 9% T o
Jo=—2 [u|ZY d6 + 2 dpdo
6 /“ {802 Ty 692} 0" o+ //“{ ap692 8p2@92} P

0 0 0

[\ J/

Finalement ”

—27/4 Ov ]dd@ (3.27)
- ap892 Poroz| " '

®»

[ ) (3 (2)

")

% 4
1
J7:/ Gul ide
0

On a également Jg = 2

0\8

Calcul de l’intégrale J;

0% p

0
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Aprés plusieurs intégrations par parties, par rapport a €, on obtient :

Pul Pu 19dv
Jr= | —==v [} dp—/ —dpdf
Qxy 89 89

°110% v %10
J. = — ¢ g +/ 9 Y dpdo.
7 R Y.

Finalement
i 1 0%
J- = ———dpdf 3.28
. / / e o (3.28)
00

On a également J; = /
0

D\‘G
I
VR
SE
~_

S
VR
bwl@
~_
e)
=8
e
QL
<>

Calcul de Pintégrale Jg

¢ 0 ¢ o ¢
Jg—//l@vpdpd :/uv e dﬁ—//u@dpdﬁz—//gl@} pdpdf
dp p LOp
0 00 00
Flnalement o
u | Ov
J:—//—l—]dde 3.29
8 /] pdp (3.29)

00 ¢
. 24 2 3 4
(P2 A%, v)—(u, (P2 A%)" v) = //u l—@ + 368—;} + 12pg—pz + ,0270} pdpdf
00

gy 1 0% gy 2 O o0t
— YN dpdf + 2 z dpdf)
+[{“(p2ae4)p pev [{“lpapae”wa@z]p g }
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On a également :

(PP D%, v) — (u, (0PA%)"v) = {

Proposition 37 Cette formule est encore valable pour les fonction de [’espace F

car Cg° (Q@> est dense dans IF

Conclusion 38 Conclusion 39 dans l’espace IF, le probléme initial admet une so-

lution unique
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3.3 Etude du noyau de (p?A?)*

Lemme 40 Le noyau de lopérateur du probléeme adjoint

(P*A%) v =0
v |p=0 (3.30)

ov
(a—n) r=0

est réduit ¢ zéro

Démonstration

Pour simplifier les calculs on pose:

w=pv=>v= % = (p*A?)*v = A’w

En effet il est facile de voir que
(287 00) = 0, (8%)0) = (5. (P800

(P02 0,u) = (w, (PAD) 2 ) = (w, A%u) = (A%w,u)
ce qui donne le résultat.

Du probléme adjoint [(p*A?)"v =0, v e L?*(Q,)], on peut écrire

(u,A’w)y =0, VueF (3.31)
donc
(Au,Aw) =0 , YueF (3.32)
ce qui implique que:
Aw € ker A*  sachant que A est défini sur Hp (Q,) (3.33)

eSi ) est convexe alors  ker A*={0} donc Aw =0 et alorsv=0

(3.34)
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eSi () n’est pas convexe ce qui implique  ker A* # {0} (3.35)

Soit f une fonction de ker A* = Aw = f ce qui implique que w comporte un

développement au sommet de la forme:

x 0
p¥ sin 7T—, sio o> (3.36)
2
ce qui implique que:
_ w 9 2 0
v = 2 n'est pas dans L*(Q,) (3.37)
ce qui implique que:
Aw = 0= v =0 = ker(p*A?)* = {0} (3.38)

3.3.1 Role des opérateurs <p§> ( aa 0) dans la dualité
P

Théoréme 41 Soit u une fonction a support compact et w € H™ alors on a:

[3(8) (rom-cor [ [5 (3 (e o0

00 o P

"u J"v
//89" .vpdpd@-//w.updpcw (3.40)
070 00

0\8

Démonstration

Le probleme de dualité ne se pose pas pour 'opérateur <—> car, on a en effet

00
1 0u 1 0v
/ / 250 - vp0dpdl = / / u—Q% pdpdd

Pour I'opérateur , on démontre par réccurence que c’est vraie

pourk_li// (oo [ (2, (2)
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// ( >uvpdpd9—/ /—Udpde_/uv|8°d9//u_dpd9
// (u)vpdpde_ //u—dpde_ //%aﬁ( )pdmw

v
Sachant que — [ p— | =
ta @g(pp =03 85()0
o 1 U o u v
08 o T 2 (3) ()
o Jop p 0o P \OP p )
00 2 S
Yo [0 )
o.Jopr \9p p
u - v,odde—/ / i g g uvpdpdf
2 \"op) \"op

i

S

=

=

=~

Il
\_/\
AN
bw| —
A~

A

|
N———

N)O
I
<

8

A
[Che)

5
~——— Q3|QJO

80

\\80\ \
\\ﬁo\o
| = | =] =

A=}

e}
| Y
DI
N—— ~—0

[\

(4

e}

ISH

)

Q,

D

Il

3
T
e

QJ
I
v

S

e}
/\
Q;
\/

oW

e}

Q,

>

=]

o

e
™o

o
=
o
o
92
@
— &

0 dp
0 o
= p?) :>/ / % (p@) Updpd@—/ / ( u) wpdpdb
P oJoP ) 8

— pdpd@

SN ORI
i (g [ [ 330 2

1 Ou Y0 ou
une intégration par parties donne P p vpdpdfh = — | p=
o Jor Ip 8p o Jodp\ 0Op

[ )= [ (5) 50 12 5) ) )
2[5 (5 o=~ 00 )l 36 G

une deuxiéme intégration par parties donne
u v
/ / ( —) -vpdpdl = / / ( ) (—) pdpdf c’est également
op 0o \9p") \p

N—
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vérifié pour k = 2
On suppose que la formule est vraie pour (k— 1) et on démontre qu’elle rest

vraie pour k

< (1 o\ v
/ / = | r= u-vpdpdl = / / — | pdpdf est
0 0 ,0 ap 0 p 610 p

vraie

o e q o\"* v
= / / — (p—) U - vpdpd@ = / / ( ) (‘) pdpd®,
o Jop dp 0P (9,0 P

Nous avons:

[ <a—p>uvm@—// (R0 e
213 (365 on- () oo 1)

[\

comme par hypothése

/ / ( 8p)k 1u—vpd,ode_ (-1 /:O /:% (a%p)k_l (a%p) (E) pdpdf
() o) - 22
L) () oo 3 (o

Ce theoreme nous permet de donner une expression de 'opérateur adjoint donc

* 1

0 18] [&#? 10 10
hant I ion de p?A? = | — a2 2 902
Sachant que I'expression de p [8;)2 B P 892] la 5t = p@p + P 8021

qui peut s’ecrire
1/ oN\" 4/ 0\ 4/ 09\ 1[0}
2A2= - _ _ — —
g {p2 (pap) ( 80) P (pap> s (39>
a2 313 AN ASNEAS
2 \"ap)\o9) T 2\Pop) \B9) T i\ o9
et cette écriture nous permet d’avoir facilement I'expression de (p?A2)"
(P*A?) v = e 4+4 9 3+4 9 2+ 2
P 17 [\8,” ap"” ap” 0

1
+—

o) (B (o) )+ (@) ]):
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3.4 Probléme adjoint

Le probléme adjoint du probléme initial [2.8] est :

(PPA%) v="h, hel?(Q,)
v|r=0 (3.41)
() =0

Comme pour I’étude du probléme “initial” noté (2.8), le but essentiel est de
montrer que l'opérateur (p?A?)" est un opérateur a indice < Im (p2A2?)" est fermée
et que dimker (p?A?)” est finie.

En appliquant le lemme de Peetre pour les espaces L? (§2,) , H™? () et F*,I'inégalité
a priori se met en place de la méme maniére que pour le probléme direct (intial).

On prolonge les fonctions de F (€2,) par zéro hors de €, pour avoir des fonctions
de F (R?). Ce prolongement existe et il est continu [12]

donc

(Au,Aw) =0 , YueF (3.42)

ce qui implique que:

Proposition 42 Le noyau de l'opérateur (p>A%)*dans Hg ) (s > 0) dépend de s et

de Uouverture ¢ du secteur ).

Démonstration

Chercher le noyau de (p2A?%)* est equivalent a résoudre le probléme suivant:

(p*A?*)*v =0, dans Q,

Ulp:O

1@ | =0 (3'43)
00 0=0=—
10u

o




3. Etude de 'opérateur (p?A?)’et conséquences 86

Pour simplifier les calculs, on fait le changement de variable suivant :
w = p*v ce qui donne

(p2A2)*’U — A2’UJ

de cette facon, on obtient le probleme suivant :

(p*A*)*v = A?w =0 dans ),
w ’I‘: 0
§ 1low (3.44)
200 lo—0= 0
10w
;% |9=0: 0

On cherche & construire une solution du

p’A%u = 0 dans

ulp= f (3.45)
o
o r= g

I'=T3UTls On prendra f et g nulles sur I'y

En utilisant la transformation de Mellin on obtient le probléme associé suivant :

(0 —2)° (0 —4)* U+ [(0—2)2—#(0—4)2} Uy + Uy =0 dans Q,
ﬂagﬂ@) =0 et (o, )= 1 16)
g—% (0,0) = 0

. 20 (0,9) = 0

La fonction u ainsi que toutes ses dérivées sont prises au point (o — 4, 0)

Equation, pour o fixé, a coéfficients constants dont les racines a I’évidence sont :

(32‘(0—2)497 e—i(a—2)97 6i(a—4)eet e—i(a—4)0

Le probleme
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[ (A% iy
u ‘1‘*— 0
ou | 0 (3.47)
877 o
| dans @, p’f €L*(Q)

admet une solution unique dans E(€,) .La méthode du relevement permet de se

ramener & un probléme sur le bord et plus particulierement on obtient au sommet

si fel?(Q)

(PPA2)u =0
u(p,0) = g1 (p)

< ©)=g2(p) g1,92€ HE(Ry) et gs g€ HE(Ry) (3.48)
7 (p,0) = pgs (p)
3 p,p) =

{90 ( P94 (p)

Le facteur p= de 'opérateur décale les poles du noyau de Poisson de deux unités

ce qui correspond & la définition de I'espace E(€),) .On rappelle que :

—~— 0* _

(Au) = (0 —2)*TU (0 — 2, 0)+ﬁu (0 —2,0) (3.49)
d’ou :
A2, 2 2~ 2 21 0% ot
(pPPA%u) = 0% (0 —2) U (0 —2,0)+ [0 —|—<0'—2)]WU(U—Z@)—F%TL(U—Q,Q)

(3.50)
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02 (02U (0 —2,0)+ [0>+ (0 —2)] %ﬂ(a —2,0) + %a(a —2,0) =0
u(0,0) = 91 (o)
u(o, @) = 92 (o)
(0,0 - i (o)

0 _ _
\ 75" (%) = i (0)

Sous cette forme, les données aux bords sont toutes définies au point ¢.On

s’interessera au cas particulier :

g2(0) = g3 (0) = ga (o) = 0 d’ou le probléme précedent s’écrit :

0% (0 —2)%U(0c—2,0)+ [024—(0—2)2] %ﬁ(a—l@)%—%ﬁ(a—?ﬁ) =0
(0,0) = g1 (0)
- 0 . J .
u(o,p) = 79 (0,0) = 551 (0,9) =0
(3.52)

La solution générale de ce probléme est :
4
(o —2,0)=> Apexp (1) (3.53)
k=1
ou 1, est la solution de I’équation caractéristique associée a ce probléme. Les fonc-
tions cos o6, sin o, cos (o — 2) 0,sin (0 — 2) 6 sont donc solutions réelles du méme

probléme et on a la solution :

U(p,0) = Ny gy (3.54)

avec g1 € H2 La régularité de u est limitée par les poles a partie réelle négative

deﬁl
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Le déterminant principal du systéme s’écrit

1 0 1 0
0 o 0 o—2
cosop  sinogp cos (0 —2) ¢ sin (o —2) ¢
—osinop ocosop —(0—2)sin(c—2)p (0 —2)cos(c—2)¢p

3.4.1 Etude des zéros de D,

o (0 —2)sin®p — sinopsin (o —2) ¢ =0

Al peut se mettre sous une forme simplifiée:

D, = (0 —1)%sin?p —sin®(c — 1) ¢

o0 = 0, 1,2 sontdes zéros de D,, Vy

ePour p=71= D, (o,m1)=00€Z

pole double ce qui correspond aux conditions de raccord des traces.

ePour p =21 = D, (0,21) =0 20 € Z

Aprés transformation
D, = (0—1)>%sin?p —sin®(c — 1) ¢

On pose

r=0—-1=0c=x+1 T < —1

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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rsing —sinzp = 0
D, =0+ ou (363)

rsing +sinzxp = 0

Lemme 43 Chaque prolongement par continuité de J/\fvl va donner une condition

de raccord
Démonstr%gion
dt
U(pﬁ):/Nl (t,9)f(§>7 quand p — 0
0
= u(0,0) = f (0) Ny (1,0) (3.64)
Remarque
X € C\R,siD, (N\g) =0 alors D, (/\_0) =0 (3.65)

ce qui permet de donner une forme réelle aux élements singuliers

En posant o = a + b, il vient :

4ab — sin 2ap sh 2bp = 0
(3.66)
(a® +b?)sin® ¢ — sin®ap —sh®’bp = 0
Ce systéeme, composé d’équations transcendentes, admet seulement des solution

numérique.On peut utiliser 'algoritme de Newton pour les caculer on posera :

f(Xn)
f' (Xn)

Xyt = X — (3.67)

ou

f(X) =sh?X¢+ X?sin® ¢ (3.68)
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solution du systéme d’équations précédent.On peut raisonnablement penser que si

() est convexe

we () NTF (3.69)

et que l'on ne peut pas obtenir mieux.Pour connaitre précisément la régularité de
u en fonction de I'ouverture des angles il faut connaitre les zéros de D,

Il est, d’autre part, intéressant de retrouver ’alternative de Freedohlm mise en
place par Grisvard.

En effet, on a :

si f € H°(2), s € N, le probléeme [3.1] admet une solution unique u dans
F (22¢).A chacun des sommets la fonction u se décompose en une partie réguliere et
une partie singuliére comportant un nombre fini de termes sauf dans le cas particulier
précisé dans la remarque.Pour que u € H*™ (Q), il faut que la fonction f satisfasse
a un nombre fini de conditions.L’opérateur A? est donc un opérateur a indice

A?:H ™ (Q) — H* () et les inégalités a priori sont des conségences de ce résultat.

3.4.2 Role des podles positifs du noyau de Poisson

Théoréme 44 Chaque pdle a partie réelle positive permet de construire une fonction

du noyau de 'opérateur (p*A?) dans un espace du type H~* avec s > 0

Démonstration

On remarquera que la solution p?A%u = 0 ( avec les données au bord nulles )
est une fonction de C* (2 — S) ou S représente 1'ensemble des sommets.Les seules
singularités de la solution apparaissent au sommet.

Si A est un pole du transformée du noyau de Poisson avec Re A > 0 alors le résidu

correspondant est de la forme :

Resi = p*ay (0) (3.70)
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fonction qui n’appartient pas au noyau dans L? (Q,)de Popérateur (p?A?) dans le
secteur.La trace de cette fonction est C'*° sur le bord du polygone 2.Le probléme

étant variationnel, il éxiste une solution v

veH*(Q,) tel que: v |go=p ay(0) (3.71)
alors
[p7ax (0) —v] € H™* () (3.72)
et
[pax (0) — v] € ker (p°A?) (3.73)

Remarque 45 i\ est compleze, la combinaison des fonctions p~>ay (9) et p~ax (6)

donne deux fonctions réelles du noyau de l'opérateur (p?A?)

o les zéros entiers vont donner des conditions ponctuelles.Plus précisément, chaque
péle A non entier de ; va donner un élément singulier de la forme p=>k (6) ,Re A < 0
La régularité de u est limité par le premier zéro A\ négatif de D,.u € H 7R () .Chaq

zéro non entier va donner une fonction du noyau de p?AZ.

Remarque 46 L’image de l'opérateur n’est pas fermée dans le cas de poles entiers

correspondants a la régularité limite

Remarque 47 Ce travail montre que toute résolution numérique faisant appel au
bilaplacien doit tenir compte des termes singuliers (éventuels) au voisinage de cha-
cun des sommets éléments finis singuliers, maillage adapté ...Ce qui mecéssite en

premier la construction de la table des zéros de D,

3.4.3 Autre méthode (dualité )

Soit lopérateur (p*A?) dans l'angle €, .Afin de mettre en évidence les différentes
formules de dualité dans 2, on va donner & cet opérateur une autre écriture.Pour

cela, on considére le produit scalaire
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1 .
(p*N*u, U>d;rdy = (pA o Au, p2U>apae = <,0Au, 5 (PA) 5,00 p3v> (3.74)
1 * 3 1 * 1 * 3
pAU, - (pA) pv =\~ (pA)BpGG °~ (PA)apao pv
P dpdo P P dady

1
P

<p2A2u,v>dxdy = <u, {

Les solutions doivent vérifier:

<pA>*] p3v> (3.75)

dpdo

1 .
P (P2) 00 pu=0 (3.76)

et ce sont les fonctions de la forme:
sin(c —1)60,cos(c —1)0 (3.77)

On obtient les deux autres solutions élémentaires en résolvant

1 )

{; (pA)*} Py = eFile—1)0 (3.78)
car o

E (pA)*] Tl — (3.79)

Les solutions sont de la forme :
(ao + b) eFio—1o (3.80)

On retiendra les formes particuliéres :

(0 —1)sin(c —1)0 et (0 — 1)cos (0 — 1) 6 qui montre que la régularité est lice
aussi aux zéros de D7

Les autres poles donnent les termes du développement limité.

On a vu que l'opérateur A? est un opérateur & indice de : F — LL2.Sachant que
(p*A?) est un opérateur & indice en utilisant le noyau de Green et Poisson on obtient

un nombre fini de conditions d’ou le théoréme
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Théoréme 48 Si les conditions naturelles de raccordement sont satisfaites.Soit \q
la partie réelle négative du premier pole N;(U,Q) et si u € L*(Qy,) alors u €

Hinf(4,f)\1+l) (Hinf(4,7Rex)

3.4.4 Développement limité des solutions

Il est maintenant classique d’obtenir un développement limité de la solution du
probléme en utilisant le noyau de Poisson ainsi que les poles de la transformée de
Mellin du noyau.Ce développement comporte deux parties :

-I'une réguliere liée a la régularité du second membre

-lautre singuliére comportant des termes de la forme : p~*ay (6) ou A est un
pole non entier du noyau de Poisson .Dans le cas de pole entier , les espaces qui

interviennent ne sont plus fermés [ apparait alors une condition ponctuelle.

Remarque 49 Si le pole est complexe, \ est solution de D, = 0 ce qui donne une

expression réelle au développement limité
Proposition 50 Chaque condition de régularité correspond a une fonction du noyau
de Uopérateur adjoint ( dans les espaces associés correspondants )

Ce systéme, composé d’équations transcendentes, admet seulemen
solution du systéme d’équations précédent.On peut raisonnablement penser que si
Q est convexe v € H? () NE et que I'on ne peut pas obtenir mieux.Pour connaitre
précisément la régularité de u en fonction de 'ouverture des angles il faut connaitre
les zéros de D,

Il est, d’autre part, intéressant de retrouver ’alternative de Freedohlm mise en
place par Grisvard.

En effet, on a : si f € H*(Q2),s € N, le probleme [3.1] admet une solution

unique u dans [E (Q¢p).A chacun des sommets la fonction u se décompose en une



3. Etude de 'opérateur (p?A?)’et conséquences 95

partie réguliére et une partie singuliere comportant un nombre fini de termes sauf
dans le cas particulier précisé dans la remarque.Pour que u € H*™ (Q), il faut que
la fonction f satisfasse & un nombre fini de conditions.L’opérateur A? est donc un
opérateur a indice

A?  H (Q) — H° () et les inégalités a priori sont des conséqgences de ce résultat.

Remarque 51 L’image de l'opérateur n’est pa fermée dans le cas de pdles entiers
crrespondants a la régularité limitée.Si s ¢ N | il peut exister des conditions dans

des cas particuliers.

3.4.5 Conclusion générale (tentative pour un opérateur A

d’ordre 2n)

Soit A un opérateur elliptique d’ordre 2n et €2 un polygone de sommets S; (i = 1,m)
E={ueH"(Q)/Vi, p"H>* ¢ QN B(S;)}

p distance de M & S; .On sait que le poids estde la forme p"

3.4.6 Inégalité a priori pour un opérateur A d’ordre 2n

ull2, < Cy | o Auls + Cs Jull

Une partition de I'unité permet de ramener le probléme a des modéles de réfer-
ence :

«Au voisinage des sommets

eSur un demi-espace

OSUI' un domaine ouvert

Seule ’étude au sommet est nouvelle

a) cas d’un opérateur homogeéne en (p,0) et a coéfficients constants

Vérifions :
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2

n—1

0%y .
’ < Kl Aulfagg (381)

8p2"_i(9«9i L2(Q)

En utilisant la transformation de Mellin, il vient :

2n 0
i apfn—?aei - n)(o—n+1) e (o—n—i—1) ggj (0—n0) (382
et
0 O (o —n,0)
Au Zajpgn —j T (383)

Ps,_; (o) polynome en o de degre (2n — j) Il est & noter que les fonctions sont
définies dans le méme domaine; si de plus on le développe en série de Fourier, on

obtient :

(0 —n,0) Zak o—n) e*e (3.84)

et en passant aux normes :

2

, o'u
(c—n)(c—n+1)..(c—n—-i—-1)—=(c—n,0) = 1R @)I*>_ llax (0 = m)|?
(3.85)
et
o™ Aullfa@y = D Nlagl* | Pong ()7 x D llevi (o = n)||* (3.86)
J keZ
Si 'on compare les coéfficients des termes en «y, il vient
2
Q@) 557

> llagl* | Pony ()]
j

Ces coéfficients sont bornés Vo tel que Re o = v car le dénominateur ne s’annule
pas (ellipticité) et le degré du numérateur est inférieur ou égal au degré du dénom-
inateur puis en intégrant par rapport a p on obtient le résultat.ll en est de méme si

I'ordre de dérivation de u est compris entre (n + 1) et (2n)
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Proposition 52 Si A est un opérateur elliptique homogéne en Oz, 0y ou dp, 00 et

st le probléme direct admet une solution dans [F elle est unique

Démonstration

a) A homogeéne en 9dp, 00

e < I || Aully (3.88)
Si
Au=0=|ulz =0 (3.89)
b) A homogéne en 0z, dy
Considérons le polynoéme en &,n correspondant & l'opérateur A obtenu par la

transformation de Fourier.En se limitant & I'ordre quatre il vient :

2 2
<§) +a1§+b1 X [(§> +a2§+b2
n n n n

chaque polynoéme de degré 2 n’a pas de racine réelle.En écrivant P (£,7) sous

P&n) =n" (3.90)

forme canonique, il vient :

P(&n) = (§+ )’ x (€ + aon)’ + By (€ + cun)* n® + By (€ + aan)* 1’ +v* (3.91)

5176277/20

Cette décomposition n’est pas unique, il suffit de permuter le role de & et 7.

Cas des racines multiples ( bilaplacien )

P (&) = (& +1)° (3.92)

Si I'on s’interesse au noyau de A dans F
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0 0 0
w fp=0; 5%:0 o = Oet—ﬁh

Cette décomposition se traduit par

(Au,u) = 3—l—oz3 ﬁ—l—oz 0 u2+5 g@—l—oz@ 2
e o I AC ) Y\ 9y oz Loy

+ 2@+C¥62u 2+u all 2
2\ Oy Oz 28y2 Oy?

Aprés intégration par parties on a donc :

0%u

P 0= u(zr,y) = Ri(2)y+ Ry () (3.93)

2
de plus Z% _ 0 doncu (x,y) est un polyndéme de la forme :

ox2

axy +br +cy+d (3.94)

et les conditions initiales entrainent v = 0
Pus généralement si A est d’ordre 2n alors u est un polyndome de degré (n — 1)

et finalement v = 0

3.4.7 Formule de Green pour ’adjoint (AQ”)*

Soit
aij 0y
A=y W2 = <2 3.95
5 9500 i+j<2n (3.95)
F ; 07
A= Z%p 557907 (3.96)
Ay =25y O i (0,6 ] (3.97
p dp' o0’ U

ij

¢ oo e

. 8271 2n 1 a2n 1 n+1
//p ap%u.vpdpdﬁz/ Ly | do — //8p2” - v) dpdf
00 0

(3.98)
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la premiére intégrale est nulle car v et v sont a support compact et de plus elle

comporte un terme contenant le facteur p.D’ou

Q

P oo
o d"u 0"
n ) —(=1)" . n+1
/Q/p 8p2"u vpdpdd = (—1) [{ o (,0 U) dpdf

(3.99)

Si 'on veut poursuivre ces intégrations par parties Vu, Vo, il apparait alors des

termes & l'origne.Pour les éliminer nous aurions du utiliser le poids p**~1.0r u €

E C Hf , on peut alors poursuivre ce mode de calcul et :

// o 2nu wpdpdh = //u P p2”+1vdpd9

Pour que ces intégrales alent un sens il faut :

1 /0)\*
. n+1 2
- el k<
Rhes <ap> o ="
et
1 a n+k
i)— (—) P e L2 E<n
p \Op
Démonstration

Pour ii) il suffit que

n—k l 2 m n+1
p [p o) P

car

dp

INVACAN
UGHS:—,(—)UGLQ sii<n
p’n,fl

Considérons maintenant

. 1 8271 s 1 827171“ -
Qyp

0

1 0>y ov
// g ot

elL? si 1<n

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)
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