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Résumé

La régression non paramétrique est un outil statistique permettant de décrire la
relation entre une variable dépendante et une ou plusieurs variables explicatives, sans
spécifier de forme stricte pour cette relation. Dans ce mémoire, nous présentons une
analyse d’une série de Fourier qui est employée dans de nombreuses sciences et tech-
niques. Nous mettons donc l’accent sur un modéle de régression non paramétrique.
Pour étudier ce type de modéle, on l’écrit sous forme d’un modéle paramétrique. Pour
cette raison, on suppose que la fonction de régression est linéaire. L’estimation des
paramétres est faite en appliquant la méthode de validation croisé qui est suivie par
une étude asymptotique et un test d’hypothése non paramétrique.

Pour choisir un meilleur modéle d’ajustement, on applique la sélection avec le
critére de l'information d’Akaike, ot on décrit ces variantes corrigées, et on dérive
leurs moments et probabilités et aussi on lie ces derniers a la performance via le
concept du rapport signal-bruit.

A la fin, nous présentons un exemple de simulation pour étudier la consistance de
nos estimateurs.

Mots Clés : Régression non paramétrique, Régression linéaire multiple, La vali-

dation croisée, Le critére de l'information d’Akaike.



Chapitre 1

Introduction

En statistique, on s’intéresse souvent a décrire et a comprendre les relations qui
caractérisent certaines variables. Dans ce cas, la réalisation de 1’étude fait générale-
ment appel a des méthodes statistiques, puisqu’elles permettent d’obtenir des modéles
qui tiennent compte d’une certaine partie de hasard dans les observations obtenues.
Par ailleurs, les méthodes statistiques reposent habituellement sur des principes qui
doivent étre respectés pour que le modeéle obtenu soit valide. L’avancement de la tech-
nologie a permis I'implantation de nouvelles méthodes de régression plus souples, qui
laissent les données choisir la forme de la relation entre les variables. Ces méthodes
sont regroupées sous ’appellation de régression non paramétrique. Plusieurs méthodes
d’estimation non paramétriques ont été proposées au cours des années passées et elles
possédent toutes leurs avantages et leurs inconvénients. Le principal avantage de la
régression non paramétrique est qu’elle ne suppose aucune forme spécifique pour I'es-

timateur, ce qui lui donne beaucoup plus de flexibilité.

Il existe plusieurs méthodes de régression non paramétrique. Les plus connues



sont stirement les fonctions de lissage, la méthode du noyau, ainsi que les fonctions
splines qui, a elles seules, caractérisent plus d’un type d’estimateur (voir Wegman et
Wright (1983)) dont les splines de régression et les splines de lissage. Ces méthodes
permettent toutes de controler la flexibilité de I’estimateur.

Les estimateurs d’une fonction de régression p obtenus de fagon non paramétrique
sont généralement appelés fonctions de lissage. Ces derniéres lissent les données d’un
échantillon pour obtenir des estimateurs qui se situent entre la régression paramé-
trique et l'interpolation des points. La flexibilité accordée a une fonction de lissage
se controle habituellement par la valeur du parametre de lissage A, qui lui est associé.
Les valeurs que peut prendre le parameétre de lissage dépendent du type de fonction
de lissage.

L’objectif de la régression non paramétrique est d’estimer la relation de dépen-
dance qui lie une variable d’intérét Y, dite variable dépendante, a une variable expli-
cative T" a partir de couples d’observations (¢;,y;);=1,. », tels que les t; et les y; sont

reliés par le modéle de régression

Y; = [L(t]) + Ej,j = ]_, ., N, (11)

ou p est une fonction de régression inconnue que nous souhaitons estimer, et ¢ est
le vecteur des erreurs ¢, j = 1, .., n, centrées, de méme variance o (homoscédasticité)
et non corrélées entre elles (Cov(e;,g;) = d;;0%, ou d;; = 1 lorsque i = j et §;; = 0
lorsque @ # j, (0;; est le symbole de Kronecker)).

L’objectif de ce document est d’étudier I'inférence statistique d’une fonction de

régression p écrite sous la forme d'une série de Fourier. Historiquement, c’est les



astronomes qui ont été les premiers & utiliser 'analyse de Fourier pour des séries
chronologiques. Leurs buts étaient de détecter des saisonnalités cachées au sein de
leurs données. En 1772 et en 1778, Lagrange a utilisé ces méthodes pour détecter
la périodicité cachée. Un demi-siecle plus tard, en 1847, Buya et Ballot, dans ’Les
changements périodiques de températures’ ont proposés des méthodes pour étudier la
périodicité de données astronomiques. On peut citer également d’autres travaux plus
récents relevant de I'estimation dans les modeles de régression comme par exemple :
Berry, Carroll et Ruppert (2002), dans ’Bayesian smoothing and regression splines for
measurement error problems’; Burnham et Anderson (2002), dans ’*Model Selection
and multi-Model Inference’; Cai, Fan et Li (2000), dans ’Efficient estimation and
inferences for varying-coefficient models’; Delecroiz et Thomas-Agnan (2000) dans
'Spline and kernel regression under shape restriction’; ... ext.

Ce document est composé de sept chapitres, dont le premier est consacré a une in-
troduction. Le deuxiéme chapitre donne une description générale du modéle proposé,
avec les suppositions introduites pour faciliter les calculs. Aussi, il donne une estima-
tion de la fonction de régression basée sur une approximation de la décomposition en
série de Fourier, et une estimation des coefficients de la fonction. Les techniques utili-
sées sont celles de la régression linéaire avec ’application de la méthode des moindres
carreés.

Le troisiéme chapitre est consacré a lestimation du risque de prédiction P(\).
Cette estimation est faite par la minimisation de ce dernier ot on trouve trois mesures
pour sélectionner la valeur optimale .

Dans le quatrieme chapitre nous étudions le comportement asymptotique du risque



(R(X)), du GCV, ainsi que la distribution asymptotique de I’estimateur obtenu.

Le chapitre cinq porte sur la construction de la statistique de test de signification
des coefficients de la régression, complété par la mise en ceuvre du test d’hypothése.
Le test est basé sur les deux tests de Student et de Fisher-Snedecor.

Le chapitre six présente la méthode de la sélection des modeles avec 'AIC et
critéres d’information dérivées.

Enfin dans le dernier chapitre, nous avons traité quelques exemples de simulation

pour étudier la consistance de nos estimateurs.



Chapitre 2

Présentation du Modéle de Régression

2.1 La Description du Modéle

Soient (t;,v;), j =1,...,n les n observations des deux variables indépendantes T

et Y, tels que t; et y; sont liés par le modele

Y; = /L(tj) +€j,j = ]_, Ny (21)

ou 4 est une fonction de régression inconnue que nous souhaitons estimer et (¢;)
est une suite de variable aléatoire, non covariées, de méme loi de probabilité, telles
que

E (g;) =0, var(e;) = 0%, j=1,.,n, (2.2)

2.2 Cas d’un Modéle Linéaire

Supposons que les y;, j = 1,..,n sont obtenues comme des réponses de p variables
d’entrées X, ..., X,. Donc, y; est la sortie obtenue par le vecteur d’entrées X; =

9
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(X, Xjp),g=1. n, et X' =] X,,...,X,] Aun rang égal a p.
Soit A ’ensemble consistant en tous les sous ensembles possibles d’indices des

variables X7, ..., X,. Considérons

C(A) = {HA/ \e A} (2.3)

une classe d’estimateurs ot = (g, .., f1,,)" est un vecteur moyen inconnu et A est un
ensemble d’indices A, (Le parameétre A peut étre un scalaire, ou un vecteur).
Les estimateurs de 3 et o sont donnés par la méthode des moindres carrés comme
suit :
_]_ ,
8, = (XAXA) X,y (2.4)
et

=Xy 6, =X\ (X, X)) ' X,y (2.5)

Pour chaque A on associe une matrice H(\) d’ordre n, telle que

po=H(\)y (2.6)

ou

H () = X, (X, X)X, (2.7)

Il est facile de vérifier que H (H = H) est symétrique et définie non-négative.

2.3 La Forme de L’Estimateur

L’un des plus importants espaces de fonctions est ’espace Ls[a, b, 'ensemble de

fonctions de carrés intégrable sur Uintervalle [a, b].
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b
Lyla,b] = < g : [a,b] — R telle que /92(t)dt < 00

Cet espace représente une riche collection de fonctions, parmi lesquelles, un sys-
téme complet orthonormal (CONS) de Ls|a, b] est fourni par ’exponentiel complexe
(Une famille de fonctions {X;} est dite systéme orthonormé complet (CONS) si
p L X; pour tout j que = 0).

Une des familles CON S de Ls[a, b] est donnée par la famille exponentielle suivante

X;(t) = (b—a) V2 2t/ 5 — 0 41, .. (2.8)

ol €* = cosz +i sinx avec i = —1.

Proposition 1 Soit {X;}2, un CONS de Ly[a,b]. Pour i € Lya,b], on définit

Bi=(mX;), j=12,.. (2.9)
A
Alors Z:l B; X;j est la meilleure approzimation de p dans le sens que
]:
A A
p= D 8K < Jln = DX,
j=1 j=1
pour tout o = (o, ..., x) € R*. En plus

2

— 0 quand A — oc.

A
H—= Zﬁij
j=1

A
Cette proposition déclare que la suite de fonctions »_ 3 ;X converges vers j en
j=1

norme de Ls[a, b]. On écrit ceci comme

plt) = 328, X (1), (2.10)
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Comme conséquence de la proposition 1, on peut représenter ;o (dans le sens
de Lsfa,b] ) comme une combinaison linéaire infinie des fonctions de base {X;}.
Les coefficients optimaux (2.9) utilisés dans I'expression (2.10) de p sont appelés les
coefficients de Fourier généralisés, tandis que I’expression méme est appelé la série
de Fourier généralisé de pu.

Les coefficients de Fourier généralisés satisfont,

ST =1l wl? (2.11)
j=1

appelée la relation de Parseval. Par conséquent, les coefficients de Fourier géné-
ralisées des fonctions de Lyla,b] peuvent étre vu comme des éléments de I'ensemble

de la suite de carré sommable. L’inverse est aussi vraie; si { I6] j} est de carré d’ordre

sommable, alors y = ) 3;X; est dans Ly[a, b].

J=1

Remarque 2 D’aprés la proposition 1, si v est une fonction de Ls[a,b], alors

p(t) ~ (b—a)™ Y pel 2t/ (el (2.12a)
j=—00
ou
b
B; = /u(s)e[ —2mijs/(b=al g, (2.12b)

a

Ceci est l’expression de la série de Fourier classique de .

Dans ce cas (2.12a) peut étre exprimé sous une forme alternative pour j un réel

b
ﬂ;k _ /’u* (t)e[ Qﬂijt/(bfa)]dt

a
b

_ / u(t)el 27t/ b=l gy

a

= B
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donc

(b—a)u(t) ~ By+ Z {6]’6[ 2mijt/ (b—a)] 4 5—]'6[ f2m'jt/(b—a)]}
j=1

_ 50 + Z {6]’6[ 2mijt,/ (b—a)] + 6;6[ —27rijt/(b—a)]} '
j=1

L utilisation algébrique de la définition de ’exponentiel complexe indique que la série

de Fourier de u peut étre exprimée en fonction de sinus et cosinus comme suit,

1 = 2 jt o [2mjt
b—a Bo + ]Zl {cj cos {b = a] + s;sin {m] }] (2.13a)
o
b -
cj = /cos [ ij] p(x)dx (2.13b)
b—a
et

b
o
sj = /Sin [bﬂjm} p(x)de. (2.13c)
o —a

Les deux formes (2.12) et (2.13) sont équivalentes.

Pour simplifier ce qui suit, on suppose que les points t4, ..., t,, de réalisations sont
uniformément espacés dans [a, b] = [0, 1] (pour obtenir 'orthogonalité de la fonction

exponentiel), c’est-a-dire

j—=1
tj = = 1,..,n. (2.14)
La matrice des réalisations est
- r=0n-—1
X, = (e@mﬂ“/ ">) (2.15)
j = _>\a )\ '
En utilisant I'identité
1”_1 - ) 1si ] =k
_Ze( 27rzjr/n)e( —2mikr/n) _ ’ (216)
n

r=0 0sij#k
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on a

X; Xy =nl

(ot la notation (7) indique le complexe transposé du conjugué). Alors le ;e

élément du vecteur

B, = (XX Xy

a pour expression,

1< i,
R [=2mij(r=0)/n] 5 — X\ A 2.17
5/\] n;yT € y J ) ) ( )

et 'estimation de la fonction de régression est alors donné par

A
pa(t) = > By e (2.18)

J=—A

e

Notons que, §,; ne dépend pas de A. 3,; est la jm¢ composante de 3, dans
I'expression de Fourier de .

L’expression de p,(t) peut étre exprimé en terme de sinus et cosinus comme suit

A

pa(t) = B + Z [ cj cos(2mjt) + sy sin(27jt)] (2.19)
j=1
ou
e\ = %Tzn;yr Cos {W} (2.20a)
et
Sy = %TZ;yr sin {W} . (2.20b)

Il y a une autre expression de p,, qui peut étre obtenue par la premiére écriture,

(2.18) donnée par,

n A
1 -~
H==Y vy, [2mig(t—tr)] 2.21
p () TZE y E e (2.21)

r=1 j=-=A
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Remarque 3 En utilisant [’identité

A .
S e S0 LT RAR D] ) (222)
=, sin (7x)
on obtient
1 n
:u)\(t) = EZyTK)‘(t - tr)' (223)
r=1

La fonction Ky(x) est appelée le noyau de Dirichlet (Kernel of Dirichlet). C’est une

fonction périodique de période égale o 1. Remarquons aussi que

zn:K/\(t - tr) =n.
r=1

Donc, lexpression de 1, (t) est une moyenne pondéré de y, avec les poids obtenu a

partir du noyau de Dirichlet.



Chapitre 3

Estimation de la Fonction de Régression

Considérons le modéle de régression

yj = /L(tj) +€j,j = 1, L, n,

ou 4 est une fonction réelle définie sur l'intervalle [a, b], t; est un échantillonnage
fixé sur [a,b]; (¢;) est une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées de
méme variance o>.

On pose p1 = (fiy, s ft,)" 00 p; = plty), 5 = 1,.on; 4y = (Y1, 9) s € =
(€1, .y 6n).

Considérons une classe d’estimateurs pour ;. donnée par

C(A):{HA//\GA}

avec A représentant un ensemble d’indices. Le parameétre A peut étre un scalaire,
un vecteur ou méme un ensemble.

Pour simplifier I’étude, nous supposerons aussi que les éléments de C'(A) sont des
estimateurs linéaires. Ce qui signifie que pour tout A € A, il existe une (n x n) matrice

17
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H()) tel que

p, =H(A) y.

H()\) est supposé symétrique et définie positive.

3.1 L’Estimation

Il existe des criteres qui sont largement utilisés pour choisir un meilleur estimateur.
Voici quelques exemples.
Définissons la fonction perte en estimant p par
L) =3 | (=) (3.1)
j=1
ou /iy, est le jome glément de By L(A) est le carré de la distance euclidienne entre p
et pu, multiplié par le facteur n~t.

On définit le risque comme étant la moyenne de la fonction perte donné par

R(\) = ZE — )]
- B [ (=1, (1 - ug] . (32)
n pT R \ETE
Les valeurs de ces critéres sont petites indiquant une bonne estimation.
Un autre critére de mesure est le risque de prédiction. Le principe de mesure de
I’erreur de prédiction est le suivant.

Supposons que nous envisageons d’observer n nouvelles observations y* = u + £*

*

avec v* = (yf,....v*), n = (u(t1),...,u(t,)), e = (e1,...,e%), o &* un vecteur de
Y= Wlnun)s ko= (plty), o p(tn)) Treor€n

variables aléatoires centrées, indépendantes, de variance commune o2.
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pour évaluer la performance de p , comme un prédicteur des futures observations,
on peut utiliser

[ —WQ]]

= o>+ R(\). (3.3)

1
n<

Un estimateur qui minimise le risque R(\), minimise également P(\) et récipro-
quement.

L’idéal est de sélectionner un certain A qui minimise le risque (qui est équivalent
a P(\)) ou la perte. L'estimateur qui en découle doit fournir un bon estimateur
de p. Malheureusement, ni L(\) ni R(A) ne peuvent actuellement étre calculés sans
connaitre y qui est inconnue. Donc en pratique, le critére ( R(\) ou L())) doit étre
estimé par les données observées et ensuite le minimiser pour trouver un A qui donne
une meilleure estimation de p.

La fonction perte, le risque et le risque de prédiction fournissent trois mesures
de performance possibles d'un estimateur de p. Part ailleurs, ils en existent d’autres,
par exemple, au lieu d’utiliser le carré de l'erreur, on peut utiliser la valeur absolue.
Cependant, d'un point de vue mathématique le carré des erreurs est généralement

plus facile & calculer.

3.2 L’Estimation du Risque de Prédiction

Dans cette partie, nous allons construire un estimateur de P()). L’estimateur

naif de E [(y]* — /L)\j)Q] est dans ce cas le carré des résidus (yj — /LM). D’ou le choix
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d’estimer P(\) par 'erreur moyenne quadratique M SE définie par

= l( y—u)(y—pn,)

Yy (I-HN)%.

S|I— 3

D’apreés cette égalité, on a & [M SE())] est égal & R()\). Pour évaluer cette moyenne,

nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4 Soit z un vecteur aléatoire a n composantes, de moyenne 6 et de matrice

de variance-covariance ¥.. Si A est une matrice symétrique (n x n), alors

E [ZAz] =0'A0+tr( AX)

ot tr(AXY) est la trace de AX. Si en plus, z est un vecteur aléatoire de loi normale

alors

Var[ 2/Az] = 2tr[ (AX)?] +4 A X A 0.

Preuve. Voir Searle (1971, Chapitre 2). m

Une application directe du lemme 1 pour z =y , = et ¥ = 02 nous donne,

BIMSEQ] = (1~ HO)Pu+ ot (1~ HO)
= Lm0 ur ot % o2 tr[H(\)
1

-2~ o” u[H()] (3.4)
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Et nous avons
P(\) = o*+R())

= 0?4 %E (1 — H/\)/(H — H/\)]

_ oty %M I~ HO)u+ %02 tr [HOV)Y. (3.5)

Cette derniére égalité est obtenu en utilisant le lemme précédent pour z = ¢ ,
0=0et X =0"letlefait que p, = H(\) y = HQ\) p+ H(N) e

En comparant les deux équations (3.4), (3.5), nous obtenons que M SE()) est un
estimateur biais¢ de P(\) avec un biais égale a —2n~"'o? tr[H ())].

Si 02 est connu, Pestimateur sans biais de P(\) est par conséquent donné par
. 1
P(\) = MSE(\) +2 —0® tr[H(\)] (3.6)
n

et 'estimateur sans biais du risque est

A

R(\) = P(\) — o2, (3.7)

En général, la dépendance de (3.6) et (3.7) de o2 ne constitue pas un sérieux
probléme.
Pour notre modéle, il existe dans la littérature de nombreux estimateurs de o2.

Par exemple, si on pose #(\) le nombre d’estimateurs dans A, alors

n MSE(X)
n—#()

fournit un estimateur de o2 pour tout A € A.

Une des approches est d’utiliser 'estimateur de o2 correspondant a A = {1, ..., p},

c’est-a~dire I'estimateur obtenu lorsque toutes les variables sont utilisées en estimant

H.
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Il existe un cas pour lequel l'estimation de P(\) n’exige pas l'estimation de o2,
méme lorsque o2 est inconnu. Cette situation existe, lorsque tr[H()\)] = 0 pour tout
A € A. Les estimateurs de ce type sont en général appelé "estimateurs de trace-zéro"

(nil-trace estimators).

Beaucoup d’estimateurs n’ont pas la propriété de trace-zéro; cependant, il y a
plusieurs situations pour lesquelles, il n’existe pas d’estimateurs évidents de o2, en
particulier dans le cas de I'étude d'un modéle non paramétrique. Donc P(\) et R()\) ne
sont pas entiérement des estimateurs satisfaisants. Par conséquent, nous considérons
maintenant deux estimateurs du risque de prédiction qui n’exige pas d’estimation de

o

Un estimateur possible de P(\) qui n’exige pas d’estimation de o2 peut étre motivé
par une autre étude de M SE(A). Dans l'utilisation du M SFE()\) pour estimer P(\),

nous avons utilisé y; — p,. comme estimateurs des futures erreurs de prédiction.

Y
Puisque p,; est construit en utilisant les données yy, ..., y,, nous devons anticiper que
py; doit étre meilleur dans la prédiction y; qu'une future réponse y;. Comme un
résultat, on doit examiner que M SFE(\) doit étre plus petit en moyenne que P(\).

Ce que est, en fait le cas. D’apres (3.4) et (3.5), MSE()) tend a sous-estimer P(\)

par un facteur de 2 n~'o? tr[H())].

Une approche intuitive pour corriger M SE()) concernant la sous-estimation de
P()\) peut étre obtenue en remplagant (y;—ft,,)* par une quantité qui entrainerait une
meilleur estimation de [E [(yj* — ,u/\j)2] . Pour donner quelques indications, essayons de

voir comment la situation se découle, lorsque nous avons des observations multiples
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pour chaque moyenne. Considérons par exemple
Ukj = My ter, k=12, j=1,...,n.

En d’autres termes, au lieu de considérer une observation pour chaque moyenne,
nous en considérons deux. Alors, un estimateur de p peut étre obtenu en utilisant
Y= (Y11, -, y1n) €t B [(y; — p;)?] peut étre estimé en utilisant (yz; — p1;)?. Puisque
Yo; n'est pas utilisé dans le calcul de p,;, nous n’allons pas établir les propriétés de
prédiction de I'estimateur par les données utilisées pour sa construction. Par consé-
quent, n~! Z?Zl [ ( Yoj — p)\j)ﬂ ; AVEC [Ly; basé seulement sur yy,., 7 = 1, ..., n, entraine
un meilleur estimateur de P(\) que MSE()). Il peut étre montré que cet estimateur

est sans biais de P(\), c’est-a-dire que

1o )
EZ( Y25 — M,\j)

Jj=1

E = P(N).

Bien str, nous n’avons pas en général des observations multiples pour chaque p;.
Aussi, si c’est le cas, il est préférable de les inclure dans le processus de ’estima-
tion plutdt que les considérer en dehors de la validation de I'estimateur. Cependant,
I’idée de I'utilisation d’un sous échantillon de données pour ’estimation de 'erreur
de prédiction suggére d’autre approche appliquée dans certaines situations.

Dans quelques cas, il est possible de calculer un analogue ou une approximation
de lestimateur p,; qui n’intégre pas la jm¢ observation. Dans de telles situations, les
données peuvent étre regroupées en n sous échantillons de taille (n—1) et 'observation
qui n’est pas dans chaque sous échantillon est utilisée pour I’estimation de ’erreur de

prédiction. Avant de donner une formulation générale, il peut étre utile de considérer

un exemple oul ce type de développement est possible.
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Pour les problémes de sélection de la variable, il est possible d’éliminer le point
(X;-, y;) de notre approche, ot X; = (X}, ..., Xj;)’, et pour tous les sous ensembles
donnés, on recalcule les coefficients estimés. Plus précisément, pour le sous-ensemble

de variables avec les indices dans A\, soit la matrice d’éléments X,

k=1,.,j—1,j+1,...n
X = { Xk}
re A

et soit
Q(]) - ( Y1, - Yi—1 Y415 - y”),
Alors

— / 1y
é,\(j) = A(j)X/\(j)> XA(J')Q(j)

est 'estimateur des moindres carrés des coefficients pour les variables X,, r € A,
calculés sans l'utilisation de (X ;., Yj)-

Une estimation de y; est fournit par

!/

PrG) = 2 g)\(j)

avec X ,; le vecteur des valeurs de X avec les indices dans A, correspondant a la gome
réponse.

L’estimation p,;) est directement relié & j,; dans le sens que tous les deux sont
des estimateurs des moindres carrés de p; impliquant les prédicteurs indexés par A.

En fait, on peut montrer que

Hxg) = Mg — %( Yj — H,\j) (3.8)
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ou h;;(A) est le jo™¢ élément diagonal de H(A) (voir,e.g., Gunst et Mason 1980,
chapitre 7).

En revenant au cas général, supposons que p,(; représente un parallele de p,;
calculé sans la j*™¢ observation ; 'estimateur (3.8) en est un exemple.

Alors, I'estimateur y, ;) est construit & partir du sous-échantillon de taille (n — 1)
pris de I’échantillon d’origine et la j®™° observation est traitée comme une observation
additionnelle. Notre discussion précédente suggere 'utilisation de (y; — p1y;))? pour
estimer E(y} — py;)* et I'estimation de P()\) par

CV(A) = —Z [ (y; — MA(j))z] : (3.9)
j=1
CV(A) est appelé l'erreur moyenne quadratique de la validation croisée ( cross-validation
mean squared error). La sélection de A & travers la minimisation de C'V'(\) est appelée
la validation croisée (C'V'). La quantité nC'V () est quelques fois appelée prédiction
de la somme des carrées (prediction sum of squares) (Allen 1974).

Cependant, puisque il existe qu'une valeur pour chaque p; = p(t;), on montre
que le C'V'(\) est généralement biaisé pour P(\) (il est cependant sans biais pour le
risque de prédiction qui est reliée & P(\) dans le cas de estimateur trace-zéro). Stone
(1974) et Geisser (1975 ) ont considéré des schémas de validation croisée plus élaborés
que celui traité ici. Divers applications du C'V sont fournies par Titterington (1985).
Efron (1982) a donné la comparaison des C'V pour la technique de réutilisation
d’échantillons.

Une autre méthode utile pour la sélection de A est la validation croisée généralisée

(Generalized Cross Validation) (GCV'). En supposant que tr [H(A)] < n, le critére
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de GCV est défini par

- MSE())
GCV(A)_.(%tr[l_ﬂm])2 (3.10)

n

a2 (Y = )’

J=1

(L[ 1-HWN))

Bien que ’exemple précédent montre que GCV et C'V peuvent étre reliés, il montre
aussi que la validation croisée n’est pas un cas spécial de GC'V. Donc le titre "wvali-
dation croisée généralisée" est quelque part une fausse appellation.

Cependant, la meilleur motivation pour le critére (3.10) est probablement fournie
par le théoreme appelé " Théoréeme GCV " établi par Craven et Wahba (1979) (voir
également Wahba (1977, ¢) et Golub, Heath et Wahba (1979) pour d’autres variantes
du théoréme).

Une forme générale du théoreme GCV peut étre formulée comme suit.

Théoréme 5 (Le Théoréme GCV')
Soit  T;(N\) =n"ttr[ HA)] , j = 1,2, et supposons que T1(\) < 1, alors

| BGCV(X) — P()) |
R()

< g(N)

ou

[211(A) + 11 (V) /T (V]

9N = e

(3.11)

On peut interpréter le contenu de ce théoréme en disant que, si g(\) est petit,
alors une conséquence de ce théoréme est que la distance entre P(\) et E[GCV (N)]

est petite relativement a R(A) . Dans ce cas, GC'V () est presque un estimateur sans

biais de P(\).
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Remarque 6 Il-y-a en fait beaucoup de cas ot g(\) est petit, particuliérement pour

les plus grandes tailles de [’échantillon. Par exemple, dans le probléme de la sélection

de variable
1 A

- 37'1()\) 3% o B o g 9
90 = T S o (52).

comme p est fixé, alors g(\) est petit pour n assez grand

Preuve. En utilisant le Lemme 4, on peut montrer que

B[y —HW) y

n

E[ GCV(A)] TEEONE
_ AT -HW?Pp + ot (- HW)’T}
(1=71(A)? '
Dong, en vue de (3.3) et (3.5)
_ I 0 Y i1V 52
BGOVON - PY) = s ot (o) — RO+

- (- ()

Ce qui entraine que

1) 2-mi(N) ( T1(A)? ) ‘
(1 —71(A)? RA)(1 = 71(N))?

) 2= (V) | TN
SR (TP R (e oV}

| E[GCV] = P())
ROV

< g\
Pour obtenir les deux derniéres inégalités, nous avons utiliser le fait que R(\) >

2

0*To(A) et que 71(A) < 1 qui nécessite que 1 <2 —71(A\) <2. =
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Ainsi, nous avons maintenant trois critéres disponibles P()\) (et R(\)), CV () et
GCV () pour sélectionner une bonne valeur de .
Comme #(\) dénote le nombre d’éléments dans A, et du fait que tr[ H(\)] = #()\)

on trouve que notre estimateur du risque de prédiction s’écrit sous la forme suivante

P(\) = MSE(\) +26* (@)

et Govy = MSEQ (3.12)

(-)



Chapitre 4

Etude Asymptotique

4.1 Introduction

Supposons que nous observons les valeurs d’une variable réponse Y d’un modele

de régression de la forme

Yj :u(tj)—i—aj,j:l,...,n s (41)

ol 4 est une fonction réelle inconnue a estimer définie sur U'intervalle [0, 1], £ =
(€1, ..,€,)" est un vecteur aléatoire centré tel que les ¢; soient non corrélées de méme
variance o2.

Pour motiver le type d’estimateurs que nous allons étudier, supposons que le
modele est linéaire et qu'il existe des fonctions z1, ..., ) connues telles que pu(t) =

A
>_B;x;(t), avec By, ..., B, des coefficients réels appelés coefficients de régression.
=1

Estimer p, revient donc a estimer f34, ..., 3. Ceci peut étre accompli par plusieurs
méthodes dont une des méthodes classique est la méthode des moindres carrés.

L’utilisation d’un modéle linéaire pour p suppose que la forme de p est connue,

29
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ce qui n’est pas souvent le cas. Lorsque la connaissance de j est restreinte, on préfere
élargir la classe de fonctions a laquelle 1 est supposée appartenir. Par exemple, on
peut supposer que u est lisse dans le sens qu’elle soit continue et différentiable, ou
d’autres hypothéses de cette nature.

Lorsque p est supposée appartenir & une classe générale de fonctions (dimension
infinie), le modele (4.1) est appelé "modele de régression non paramétrique". Un
modele de ce type peut parfois étre approché par un modele linéaire. Mais, parfois
cette approximation ne peut pas se faire sous de nouvelles hypotheéses, telle que la
continuité, la possibilité de développer la fonction de régression en une somme infi-
nie, etc,.... Cette approximation nous permet d’adapter les techniques classiques de
I'inférence des modeles linéaires.

Plusieurs classes de fonctions dont les éléments admettent un développement de

la forme de modéles linéaires infinis, c¢’est-a-dire de la forme

u(t) = >0

pour une famille de fonctions {z;}.

A
Dans ce cas, une approche possible est d’approximer p par »_ [ T (t), pour un

j=1
entier A et ensuite estimer les 3; pour obtenir un estimateur de y, appelé "estimateur
série".

Ce chapitre est consacré estimateurs série dont le développement suivant une base
de fonctions orthogonales.

On notera Ls|a,b] 'espace des fonctions de carré intégrables sur [a,b], muni du

produit scalaire usuel. Pour toutes fonctions jiy, py € Ls[a,b], on définit le produit
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scalaire par
b

( gy ) = / iy (B ()dt

a

et la norme par
b 1,2

il = | [

a

Puisque il est souvent raisonnable de supposer que p dans le modéle (4.1) est
une fonction lisse, une direction pour satisfaire cette condition est de s’intéresser a
une classe de fonctions lisses au sens que ces fonctions satisfassent les conditions de

continuité et de différentiabilité.

Une de ces collections est
C™la,b] = { 1/ 119 est continue, j = 0,1, ...,m}, (4.2)

avec la convention C°[a,b] = Cla, b].
En d’autres termes, C™[a, b] est 'ensemble de toutes les fonctions sur [a, b] avec
les m dérivées continues. Il est clair que Ly[a,b] D Cla,b] D Cla,b] D ....

Dans notre travail, il n’est pas nécessaire pour p d’avoir les m dérivées continues.

11 suffit pour ™ d’étre de carré intégrable.

On définit, alors I'espace de Sobolev d’ordre m par

W 3 [a,b] = { w / 1Y) absolument continue, j = 0,1,....,m — 1 et p™ € Lg[a,b]}.
(4.3)
Notons que W3"*[a,b] D C™|a, b].

Lorsque m = 0, nous avons W3[a,b] = Ls[a, b].
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4.2 Comportement Asymptotique du Risque

Rappelons la forme de l'estimateur p, de la fonction de régression p introduite

dans le deuxiéme chapitre

A
u/\(t) — Zﬁ)\] 627rijt (44)
j==A
ou
1 - —2mij(r—1)/n .
By = = D el DIy, (4.5)
r=1

L’expression simple précédente pour p, permet d’obtenir une forme simple pour
le risque R, ().

Dans cette section, nous allons exploiter cet avantage pour étudier le comporte-
ment asymptotique du risque lorsque n et A augmentent.

On définit le risque, lorsqu’on estime la fonction de régression p par p,, par

2

n—1
1 r r
R IOBNG
(A) n; P, X\,
L’objet de cette partie d’étudier le comportement de R, (\) comme fonction de n

et \ sous certaines restrictions sur la fonction p.

Nous allons d’abord supposer que € W3,.,.[0,1], o0 W3 ,.[0,1] = { pn,/pn € W3[0,1] et 1(0) = pu(1), ' (

Notons que Wiper [0, 1] représente une classe de fonctions lisses et périodiques. Par
ailleurs, il est bien connu que la série de Fourier pour y converge uniformément en ¢
vers j sous cette hypothése (voir par exemple Davis (1975), chapitre X 17).

Puisque

1
tr X ( X3X) 71X = —tr [ X5Xh] =22+ 1,
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ol

J= A

d’apres I’étude faite dans le chapitre 3, on peut vérifier que
14 r r

R =23 e (5) =B [ (D)
(M) n; 2 n 5% n

Puisque la somme dans I’expression de (4.6) est non négative, il s’ensuit que R,,(\)

2 22+1

+ o’ (4.6)

n

A

n

— 0 quand n — oo.

Donc une condition nécessaire pour que le risque tende vers zéro est que le nombre

de termes dans lestimateur (4.4) de la série de Fourier soit plus petit que la taille de

n—1
Péchantillon n. Il s’agit donc d’étudier la quantité =3 | pu(r/n) — E| iy (r/n)]? .
r=0

Commencons par développer 'expression de () —E [ p,(f)]. Puisque p est repré-

senté uniformément par sa série de Fourier, on peut donc écrire en particulier

k - 2mwijk /n
“(E) =3 e -1, (4.7)

j=—00

ou
1

B; = /,u(t) e 2t q,

0

On a
E [ py\(t)] = ZE ( ﬁ,\j) e*mt,

Par ailleurs, en utilisant les relations (4.4) et (4.7), on a
1~ [k ’
E [ By] = Ekz—ou (ﬁ) el 2k
. i 3 {lnzle[ 2mk<jr>/n1}
i e

r=—00

= 63’ + ZﬁjJrnr' (48)
r#0
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(L’expression (4.8) est obtenue, en utilisant le fait que cos(2km) 4 isin(2km) = 1).

En combinant les résultats (4.7) et (4.8), on obtient

plt) =Bl (0] = 38, =S {Zﬁw} (49)

l71>A [71<x L r#0

Notons que la relation (4.8) nous fournit 'expression pour le biais de j3,; estima-

teur de (3, c’est-a-dire

Biais ( 8;) = E(8y) — 5,

= > Biinr

r#£0

Lorsque n — +00, cette expression contient seulement les coefficients de Fourier
d’indices trés grands. Par conséquent, nous examinerons le biais de 3,; pour qu'il soit
négligeable, quand n devient grand.

En substituant (4.9) dans (4.6) et en utilisant la relation (2.16) du chapitre 2 ainsi

que les mémes techniques pour obtenir (4.8), on obtient

2\ + 1
RN =Y B8+ ="+ 326, D by (4.10)
X I

ou

B, si[j] > A
0]': )

Bj_E(B)\j) si 7] <A

et en supposant que 2\ + 1 < n.
Cette expression montre comment R, (\) dépend des coefficients de Fourier de p.

En utilisant la relation de Parseval, on montre que Y | 3, ‘2 est la norme L,[0, 1]
71>A

de l'erreur, lorsqu’on approxime ar la somme partielle de sa série de Fourier
)

i 53' e2mijt.

J==A
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Pour n suffisamment grand, le dernier terme dans la relation (4.10) est en général
relativement négligeable par rapport aux deux autres termes.

Donc, asymptotiquement, une sélection optimale de A\ correspond essentiellement
a un équilibre entre l'erreur stochastique (ou le terme variance o2(2\ + 1),/n), et
I’erreur purement déterministe de I’approximation de p par la somme partielle de sa
série de Fourier.

Pour étudier le comportement asymptotique de R, ()\), nous sommes amenés a
faire quelques hypotheses sur les coefficients de Fourier pour .

-D’apreés la relation de Parseval, il est évident que } 15} j|2 — 0 quand j — oo.

-Cependant, plus d’hypotheéses plus précises concernant la vitesse de décroissance
des | I} j‘ peuvent étre faites pour des fonctions lisses.
-Par exemple, si 4 € W3[0, 1], sa seconde dérivée est dans L[0, 1] et I'intégration

par parties montre que

1
R e

0

1
14 ‘
- o
Puisque
L= 3 | 8P = S (2m)| B, < oo
j=—00 j=—o00

il s’ensuit que ‘ 6j|2 =0 (J%)

Donc, on sait au moins que le carré du module des coefficients de Fourier pour

toutes les fonctions dans Wiper [0,1] doivent décroitre plus vite que j~*.



36

On peut par exemple supposer que
2 1—5_§
|B]‘ ~C |]| ° (4'11)

ou C et  sont des constantes positives.

Si les (/3;) satisfont cette condition, il s’ensuit que || x| < oo.

En utilisant également les résultats des calculs concernant la continuité et la dif-
férentiabilité de la fonction limite d’une suite de fonction uniformément convergente
(voir, par exemple, Taylor et Mann (1972), chapitre 20), on montre que la condition
(4.11) suffit pour assurer que p € W3[0, 1].

Sous la condition (4.11), I'ordre de grandeur du biais de 3,; devient comme une

constante multiple de

Z | ] + nT|f(5+5)/2 ]
r#0

o0

Pour étudier cette somme, il suffit de trouver l'ordre de grandeur de Y ( nr +
r=1

§)~6+0/2,

On peut, par exemple utiliser ’approximation par une intégrale pour obtenir

o)
o0

Z( nr =+ j) 6072 < /(m: 4 5) 62 4y
r=1 1

= [2/3+ )] n Y n+j) B2

= O(n 672 (4.12)

uniformément ou | j| < (n —1),2.
Un calcul simple utilisant (4.12) montre que le dernier terme dans (4.10) de R,,(\)

est de lordre o (n_(5+5)/2).



37

En utilisant une approximation par une intégrale, et la relation (4.11), on peut
montrer que lorsque A\ — oo

ST B ~2 0 A (4.13)

l3[>A
pour C; =C /(4 +9).
En combinant les résultats précédents avec ’expression de R, () dans la relation
(4.10), on obtient une expression asymptotique pour R, ().

Si A — o0o,m — oo avec A\ /n — 0, alors

Ry(\) ~2 Oy X470 4 2A 2 (4.14)
n

Pour déterminer la valeur optimale asymptotique du parameétre A, on peut chercher
la valeur qui annule la dérivée de 'expression du second membre de la relation (4.14)

pour obtenir

Aopt 0¢ B0, (4.15)

En remplacant la valeur optimale A, de (4.15) dans Pexpression de la relation
(4.14), on obtient

Ry(Aop) = O (= @0/ (5+0)) (4.16)

Remarque 7 Les relations (4.15) et (4.16 ) nous permettent de tirer un certain nombre

de conclusions importantes.

1) p, est un estimateur consistant de p pourvu que X\ — oo et A\/n — 0 quand

n — oQ.

2) La valeur optimale du risque décroit avec une vitesse plus petite que 1,/n.
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3) D’aprés la relation (4.15), le nombre de termes figurant dans la somme de [’esti-
mateur par la série de Fourier augmente trés lentement par rapport a la taille n
de ’échantillon. Pour avoir une idée, voict quelques exemples de [’ordre de gran-
deur de la valeur optimale (n*®), 100%5 = 2.5; 1000V® = 4;10000® = 6.3

et 1000005 = 10.

1l est évident que ¢a ne veut pas dire que si n = 1000, on doit utiliser une ap-
proximation de la série par 4 termes, puisque dans ce cas, ¢a élimine la constante de

proportionnalité dans (4.15) et la valeur de 6 dans (4.11).

4.3 Comportement Asymptotique de ’Estimateur

de la Fenétre par la Méthode GC'V

Dans cette section nous allons examiner le cas d’une fonction de régression pouvant
se décomposer une série de Fourier généralisée. On considére donc {z;} un systéme
complet orthonormé (CONS) ; toute fonction de Ls[0, 1], posséde un développement

[e.9]
en série de Fourier généralisé de la forme ) 3,7;(t).
j=1
A
Supposons que p € Ly[0,1] et que ) [3;x; converge uniformément en ¢ vers p
j=1

quand A\ — oo.
C’est le cas (convergence uniforme), par exemple, lorsque p € C*0, 1], 1£(0) = u(1)
et p'(0) = p'(1).

Sous ces conditions, le modele de régression s’écrit

k=1
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Donc les données suivant un modeéle linéaire, un nombre infini de coefficients in-
connus.
o0

Puisque p € L]0, 1], on sait que Zﬁ? < 00, on doit donc avoir §; — 0. Il est
j=1

donc raisonnable de supposer qu’il existe un entier A tel que

A
=2 0
j=1
et ainsi
A
Yi = Zﬁj ri(t) +eni=1,..,n.
j=1

Ce qui nous améne a un modele de régression linéaire. En prenant tq,...,t, uni-

formément réparti sur [0, 1], c’est-a-dire

et en posant

1=1,....,n
j=1,..A

I’estimation par la méthode des moindres carrés fournit comme estimateur de

( Bty - Ban)’s Vestimateur suivant

I
—~
<
> %
<
>
SN—
L
>
=

éA = (B B (4.19)

ou
Q = ( Y1, "'ayn)/

"k

est le vecteur des observations et la notation désigne le transposer du complexe

conjugué.
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Ainsi 'estimateur obtenu de la série de Fourier généralisé de u(t) est de la forme

pa(t) = Zﬁ)\j z;(t), (4.20)

Pour estimer la variance des erreurs, on peut utiliser
1 n A 2
MSE(X) = EZ [yj - Zﬁkk Lk (tj)]
j=1 k=1

ou bien
1 n A 2
ox = mz [yj - Zﬁkk T (tj)] :
=1 k=1

A premiére vue, la stratégie utilisée est attirante, cependant, beaucoup de pro-
blémes peuvent resurgir en utilisant cette approche, par exemple, on n’est pas str que
I’estimateur construit de y est consistant.

Il est difficile, dans ce cas, d’étudier la consistance sans faire d’hypotheses explicites
sur les éléments du systéme complet orthonormé (z;). Intuitivement, le comportement
asymptotique dépend des coefficients de Fourier non estimés et des estimateurs (3,
de ;.

Shibata (1981) donne quelques résultats concernant la consistance des estimateurs
des moindres carrés dans le modele (4.17). Li (1984) s’est intéressé a l'existence des
estimateurs consistants de quelques fonctions des 3;. Li (1984) donne des conditions
nécessaires et suffisantes de 'existence d'un estimateur consistant et construit un
estimateur consistant. D’autres estimateurs consistants proches de (4.20) sont étudiés
par Rutkowski (1982) et Rafajlowicz (1987).

Supposons que nous utilisons I'estimateur de la forme (4.20) ou les (8,;) sont

donnés par (4.19). Pour cela, il est nécessaire de sélectionner une valeur de A. Le
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probléme du choix optimal de la valeur de A est discuté dans le chapitre 3. Par
exemple, pour une valeur fixée de n, une valeur optimale de A est celle qui minimise
L,(\). Pour estimer la valeur minimisant L, (), on peut utiliser I'un des critéres
étudiés dans le chapitre 3. Par exemple, I'estimation par la méthode GCV de la

valeur optimale de \ est \,, obtenu en minimisant

GOV, (\) = %i% (4.21)

(voir Fubank (1988), chapitre 3).
Sous certaines conditions, la méthode GC'V' de sélection de \ est asymptotique-

ment optimale comme le montre le théoréme suivant da a Li (1987).

Théoréme 8 (Li (1987))

Supposons que

i) Les ; sont i.i.d. vérifiant B[ e}] < oo et il existe une constante K tel que pour

tout ¢ > 0,
supP (r—c<e<zx+c)< Ke (4.22)
ii) ;I<1fn R,(\) — 0o quand n — oo,
et

iii) infL,()\) 2 0.

A<n

Alors, si \, est la valeur minimisant GOV, (\) de (4.21), on a

L( An)
inf L, ()

A<n

21, quand n — oo. (4.23)
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Remarque 9 1) D’apreés le théoréme précédent [’estimateur GC'V, An et la valeur

optimale \ ont le méme comportement en terme de fonction perte.

2) La condition i) porte sur les erreurs, par exemple si les (€;) ont une densité f.

bornée, alors

xr+c

Plz—c < 5§x+c):/f€(t)dt

< 2¢ lsgpfs(t)] ,

ce qui vérifie la condition (4.22).

3) La condition ii) porte sur la vitesse de convergence de R, (\) vers zéro et qui doit

étre plus petite que 1,/n.

4) La condition iii) exige simplement ’existence d’un estimateur consistant au sens
que la fonction perte décroit vers zéro. Pour vérifier cette condition, il suffit de
montrer qu’il existe une suite (\,) telle que L,(\,) = 0. Une condition plus
forte entrainant la condition iii) est que ig R,(\) — 0, quand n — oo. Cette

derniére condition est en général plus facile a vérifier en pratique.

4.4 Distribution Asymptotique

Dans cette section, nous allons étudier la distribution asymptotique de ’estimateur
iy, de la fonction de régression pu, lorsque le systéme complet orthonormé (CONS)

est une famille exponentielle de la forme

z;(t) =™ j € Z.
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D’apres ’étude faite dans le chapitre 2, ’estimateur u, de p est de la forme

A
pa(t) = Z 5,\3' e’

j=—A

ou

! * —1 *

g/\ = ( B)\—)d "'aﬁ/\)\) = ( X/\XA) X)\ g)
avec
Yy = ( Y1, Jyn),

et

r=0,..n—1

X/\ — <€27rijr/n>

On montre que Pestimateur i, peut également se mettre sous la forme (voir cha-
pitre 2)

) = =3y Kal 1= 1), (129

ou

Ka(t) = sin[ 7 (2A+1) ¢]

sin(7rt) (4.25)

D’aprés I'équation (4.24), p,(t) est une somme pondérée de variables aléatoires
non corrélées. On peut donc appliquer le théoréme central limite pour étudier le
comportement asymptotique de I'estimateur p,.

On suppose que les (¢) sont i.i.d. de moments absolus d’ordre (2 + «) finis pour
tout o > 0.

L’outil dont on aura besoin pour déduire la distribution asymptotique de i, est
le théoréme central limite de Liapunov (voir par exemple Serfling (1980) pour la

démonstration) qui peut étre formulé comme suit
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Théoréme 10 ( Théoréme de Liapunov)

Soit { Vi, j=1,...,netn=12 .} un tableau triangulaire de variables aléa-
toires telles Vi, ..., Vo sotent indépendantes pour tout n = 1,2, ....

On pose

172 n 1,2
= {ZE [Vin —E (an)F}

J=1

oy = [Zvar (Vin)

et, pour 6 > 2, on pose également

Co(@)= D B | Vin—E (Vi)
j=1

Alors, si
Cn—(f) — 0, quand n — o0,
O-’Vl
on a
1 n
LS (B (1)
niq

tend en loi vers une loi normale centrée et réduite N'(0,1), quand n — co.

Remarque 11 L’avantage du théoréme de Liapunov est les variables identiquement

distribuées dans la somme Y [ Vi, —E(V},)] nlest pas exigée.
=1

En effet, on montre que
1 n
pa(t) =B [ pp(t)] = EZ[%’—E ()] Ka(t —1t;)
j=1

1 n
= gZ{fj K)\(t—tj),
7=1

ot K,(.) est donné par la relation (4.25).



45

Donc, py(t) — E[ py(t)] est de la forme > [V}, —E( V},)] avec les Vj, indépen-

n
j=1

dantes mais non identiquement distribués données par
1
Vin=—¢j Kalt —t;)

Ce qui entraine que

2

ag
E (Vin) =0, et B (V) = o | Kt — )],

ol o2 = var(g;).

Ainsi

2 N
on = D E (V) :%Z!K)\(t—tjﬂ?
Jj=1 j=1
2 n A A
= %ZZ Ze2wir(t7t]‘) o 2mik(t—t;)
j=lr=—Xk=—X
20+ 1

= 0'2’
n
en utilisant le fait que
n—1 19 —
lze2wijr/n o~ 2mikr/m _ lsij=k .
n
r=0 Osij+#k

(4.26)

De méme, en utilisant la relation précédente, on montre que | K (u)| < (2A + 1),

ainsi

n 1 n

24« 24« 24«
SE Vil = B Y K-t
j=1

j=1

()]

< 0O
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En posant 6 = 2 + «, comme application du théoréme de Liapunov, alors on a

n
> Vjn,/ 0, converge en loi vers une loi normale standard N (0,1), pourvu que

()]

n

Z E |‘/jn|2+a 0

(B2 02)F

Jj=1

converge vers zéro, quand n — oo.

Ce résultat peut étre résumé par le théoréme suivant (voir Eubank (1988)).

Théoréme 12 Supposons que A — oo quand n — oo, tel que A /n — 0. Alors, pour

tout t fiwé, on a () — B[y (8)]} converge en loi vers une loi normale

o(2x+1)1/2
standard N (0, 1).

En réalité, on cherche a établir la loi asymptotique de % [ () — u(t)],

ce qui peut étre fait sous certaines restrictions.

On a

n 02—m - ov 2\ +1
o B (0] =) (4.27)

Le premier terme du second membre tend en loi vers une loi normale standard,
d’apres le théoréeme précédent. Donc, si le second terme tend vers zéro, d’aprés le
nl/ 2

théoreme de Slutsky (voir Serfling (1980)), on a sy [ pa(t) — p(t)] qui tend en

loi vers une variable aléatoire normale standard N (0, 1).
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Comme on a vu, d’aprés (4.8), on a

p) =B (@) = |- 3 <Zﬂj+m)

l7[>A l7I<A \r#0
< DB+ 20 D B
l71>A l7I<A 1r#0
1 A
= 0 ()\(3+5)/2) +0 (n(5+5)/2) (4.28)

pourvu que ‘ Bj|2 ~c | j\_5_6

Si 2 — 0, quand n — oo, alors c’est le premier terme qui domine et donc
n ) )

NG L
V_W%Tiu(m < /R0 (w> (4.29)

uniformément en ¢. Ce qui donne le résultat suivant énoncé sous forme de corol-

laire.

Corollaire 13 Supposons que u € W2 _[0,1], avec les coefficients de Fourier véri-

,per
fiant la condition } ij ~ c| j|7575, avec 0 une constante positive. Alors, pour t
fixé, / n £ X QAj-(t) tend en loi vers une variable aléatoire normale standard N(0,1),

pourvu que n, A\ — oo tels que n AU .

Remarque 14 Le corollaire précédent permet de construire un intervalle de confiance

pour u(t) avec un coefficient de confiance p =1 — «, donné par

20 +1 20 +1
[/A(t) = Za20\| = \(t) + 2020 -

avec zo o vérifiant P Z > zq,9) = § et Z ~ N(0,1).




Chapitre 5

Construction et Mise en (Euvre du Test

5.1 Loi de probabilité des estimateurs

Soient (t;,y;), j =1,...,n les n observations des deux variables indépendantes T’

et Y, tels que t; et y; sont liés par le modele
Y; = /’L(t]> +€j7j - ]-7 e,
ou 4 est une fonction inconnue et (g;) est une suite de variable aléatoire, non
covariées, de méme loi de probabilité, telles que
E(g;) = 0,var(e;) = 0?,j=1,..,n,

On suppose aussi que les y;, j = 1,..,n sont obtenues comme des réponses de p
variables d’entrées Xi,...,X,, X' = [ X;,...,X,,] & un rang égal a p, et [ est le

vecteur de dimension p de parameétres inconnus (n >> p).

Théoréme 15 Sous l'hypothése Y ~ N( X3,0%I), (rang(X) = p,, &; ~ N(0,0?),

49
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ot les g; sont indépendantes.). Soit B et o les estimateurs de 3 et o (respectivement)
avec la méthode des moindres carrés, alors

« B~ N(Bo°(X'X)T)

o (n—p)5°/0* ~ x*(n—p).

e (3 et 6% sont indépendants.

Preuve. Voir "Régression Théorie et application", de Pierre-André Cornillon,

Eric Matzner-Lober, page 55. m

5.2 Intervalle et Région de Confiance

Rappelons que la loi de Student de d.d.l. k est celle de X /Y /K ot X est une
variable gaussienne centrée réduite et Y suit une loi de x?(k) indépendante de X.

La loi de Fisher-Snedecor de (k,l) d.d.l. est celle de (X /k),/ (Y /1) ou X ~ x*(k)
et Y ~ x%(1) sont indépendantes.

On désigne par tx(.) et fi(.) les fonctions quantiles de ces lois de probabilité.

Comme conséquence immédiate du théoréme précédent, on a les propriétés suivantes

Proposition 16 Sous [’hypothése Y ~ N (X, 0%1) :

e Pour tout 1 = 1, ...p, la variable aléatoire

suit une loi de Student de paramétre (n — p), -

[ —

6(31)] est Uerreur standard de B
e Pour tout vecteur u, la variable aléatoire

_ B P

T, =
o (u'p)
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suit une loi de Student de paramétre (n — p), ou

e Soit (¢ < p) et L une matrice (¢ X p) de rang q, la variable aléatoire

= %( B—p8)L | L X’X)—lL']_1 L(B-0)
qo

suit une loi de Fisher-Snedecor de d.d.l. (q,n — p)

Pour le troisiéme point, notons que la variable [L( X ‘X )*IL/] P ( B —f3) suit

la loi N(0,0%1d,), ce qui fait que le numérateur suit la loi o2x?(q).

5.2.1 Intervalle de confiance :

e En raison de la symétrie de la loi de Student,ona P [ | T;| < t,—, (5%)] = 1—a.

On obtient donc un intervalle de confiance de coefficient de confiance (1 — «)

ou

5050ty (157) =ty (157 /LCXN)

e Un intervalle de confiance, de niveau (1 — ), pour ¢ est donné par

Co ’ cl

ou P(¢; < x%(n—p) < c2) = 1—aet ¢q, co sont les fractiles d’un x*(q) et fn—p (1 — @)

est le fractile de niveau (1 — «) d’une loi de Fisher admettant (¢,n — p) d.d.l.



52
5.2.2 Reégion de confiance :
On note ||z||¢ = 'S z. On peut écrire la relation P[ F < f,, (1 —a)] =1 — a,
(¢ < p), sous la forme
P(LBER,) =1—«
ou R, donné par

e lorsque o est connue,

L3 —¢

R = {CERQ,

2
< 2.2 1_
L(xx) = 0 X ( a>}

e lorsque o est inconnue,

Ru:{CGR%HLB—c éqﬁﬁmpu—aﬁ

2
[L(X'X)-1L)
qui est donc une région de confiance de probabilité (1 — «) pour le vecteur Lj.
Si L est la matrice de sélection (¢ x p) telle que L3 = (B, ...3;,), on obtient une

région de confiance pour (8,1, ...3;,).

5.3 Test de Fisher de Signification d’une variable
explicative

On veut tester Hy : LG =1 oul =0 et L est ici une matrice d’identité.

Soit L € R?”*P [ € RY, pour [ € R, ,on a

13-

2
~2
[L( XTX)-1LT]-1 <qo fq,n—p(l — a)

Au niveau o donné, on accepte Hy si :

(LB—1) [L(X'X)"'L] " (LB —1)

~2
qo

> fyn—p(l —a)
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avec fyn—p(1 — a) le quantile d’ordre (1 — ) de la loi de F,,—,.

5.4 Mise en (Euvre du Test d’Hypothése

Supposons que € est un vecteur de n variables aléatoires normales indépendantes
et nous souhaitons tester une hypothese linéaire générale de la forme Hy : LS = ,
ou L est la matrice (¢ X p) de rang g < p et £ est un vecteur donné. Alors, sous

I’hypothése Hy, la statistique

(23-1) L(X;X;Q 0y (25-1) -

admet une loi de Fisher avec (q,n — p) d.d.l. Cette statistique peut donc étre
utilisée pour tester la nature générale de 5. En choisissant convenablement L, (5.1)
peut étre utilisé pour obtenir des statistiques de test pour une variété d’hypotheses.
Par exemple, en choisissant ¢ = 1, L le vecteur ligne de tous les zéros & 1’exception

de la i*™¢ composante et £ = 3,5, on obtient la statistique

(B — Ba)’

o ic/\,n’
ol ¢ 4 est le ¢ élément diagonale de ¢, = (Xj\ X)L, pour tester I'hypothése Hy :
Bi = Bio-
Sous I'hypothése Hy, cette statistique suit une loi de Fisher avec un (1,n — p)

d.d.l. Elle est, donc, équivalente a la statistique

— ( 6)\7; - 610)
[ 03 exnid)/?

qui admet une loi de Student.
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Par conséquent, I'’hypothese Hy : 8; = 3;, sera rejetée, si | Z| > t,_pia/2, le (a2)
pourcentage des points supérieurs de la loi de Student avec (n — p) d.d.l.

Si 3, = 0, on n’a pas besoin de la fonction x; pour I'approximation de p. Donc,
pour vérifier si x; est utilisé dans ’ajustement des données, on peut examiner la

statistique.

B

[Ui C\, ii

Z= ]1/2

Cette statistique est utilisée pour tester I’hypothése sur les parameétres d’un modeéle
linéaire.

En prenant, ¢ = 1, L = (21(t),...,z,(t)) et £ = g, (5.1) peut étre utilisé pour
obtenir un test d’hypothése Hy : u(t) = pg, o i, est une constante spécifique. La

statistique résultante est

PRV ONO R

[ 0% 2\ (1) ex z,(1)]

1/2

L’hypothese est rejeté si | Z| > t,_p.a/o-
En inversant le test d’hypothése statistique sur 3; et u(t) donnés ci-dessus, I'in-
tervalle de confiance de [3; et u(t) peut étre obtenu. Spécifiquement, nous trouvons

que les intervalles de confiance de (1 — «) sont
ﬁ,\@' + Za/2 [ Uicmi} Y2
et

, :|1/2

IROEENA L EROPENG (5.2)

avec x,(t) = (v1(t), ..., 2A(t))" et za/2 le (a/2) pourcentage des points supérieurs



de la loi normale standard. Dans le cas particulier ou ¢ = ¢;, (5.2) est réduite a
1/2
pA(t:) £ Zaja [03 hia(N)]

ou A () est le ¢ ¢lément diagonale de H ().
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Chapitre 6

La Sélection de Modéles

6.1 Introduction

On considére le modéle de régression

ou 4 est une fonction inconnue et (¢;) est une suite de variables aléatoires, non

covariées, de méme loi de probabilité, telles que
E(g;) = 0,var(e;) = 0%, j=1,..,n, (6.2)

On suppose aussi que les y;, j = 1,..,n sont obtenues comme des réponses de p
variables d’entrées X1, ..., X,,. Donc, y; est la sortie obtenue par le vecteur d’entrées

X =X, . X)) j=1..net X =[X,,...X

; | & un rang égal & p, et 3 est le

T

vecteur de dimension p de paramétres inconnus (n >> p), tel que

y=XB+¢ (6.3)

57
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oy =y, ¥n),e=(€1,.0,6n)"
Pour choisir un meilleur modeéle de régression parmi tous les modéles possibles,
il faut définir un critére quantifiant la qualité du modele. Une fois que ce critére est

choisi, il faudra déterminer des procédures permettant de trouver le meilleur modéle.

Le critere le plus utiliser dans la sélection de modeles est 'ajusté R* (R%,), telle
que
2
s
Rz21dj =1- n :
S [( ny(y))Q}
n—k
i=1
ou
SSE 1 O
2 ~ 32
_ _ i) 4

st est D'estimateur sans-biais de 02, SSE) est la somme des erreurs quadratiques,
§ = (1,...9n) = X B et k le nombre de variables X; dans le modéle candidat (voir
Rawlings, 1988, p. 183).

D’autres travaux pour le choix du modéle sont apparus vers la fin des années 60 et
au début des années 70. Les plus fréquents sont le F'PE d’Akaike (Akaike, 1969), le
C, de Mallows (Mallows, 1973), et le critére de I'information d’Akaike, AIC, (Akaike,
1973, 1974), basé sur l'information de Kullback-Leibler (K L). Vers la fin des années
70, il y avait beaucoup de travaux dans le secteur de la théorie de I'information, ot le
critére de I'information bayésienne (BIC, Akaike, 1978), le critére de 'information de
Schwartz (SIC, Schwartz, 1978), le critere de Hannan et de Quinn (HQ, Hannan et
Quinn, 1979), le FPE,, (Bhansali et Downham, 1977), et le GM (Geweke et Meese,
1981) étaient exposés. Ultérieurement, vers la fin des années 80, Hurvich et Tsai

(1989) ont adapté les résultats de Sugiura 1978 pour développer un petit-ensemble
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d’estimateurs sans-biais et amélioré par la divergence de Kullback-Leibler, (AIC¢).
Dans de grands échantillons, un criteére de la sélection de modeles qui choisit le
modele avec la répartition de I’erreur moyenne quadratique minimal serait asymptoti-
quement efficace (Shibata, 1980). FPE, AIC, AIC¢, C, sont tous asymptotiquement
efficaces. La version corrigée d’AIC' la plus connue est AICc (Sugiura, 1978 et Hur-
vich et Tsai, 1989). Il est important de se rappeler que tous les critéres de la sélection
de modeles sont eux-mémes des variables aléatoires avec leurs propres répartitions.
Dans ce chapitre nous dérivons les moments et les probabilités pour 'AIC' et ces
variantes corrigés et on les lie & la performance via le concept du rapport signal-bruit.
Les moments de plusieurs critéres de la sélection classiques ont été étudiés par Nishii,

1984 et Akaike, 1969.

6.2 La Description du Modéle

Nous définissons le véritable modeéle de régression par

ou
g, ~ N(0,0%1) (6.6)
et y = (y1,...,yn) est le vecteur (n x 1) des réponses, f1, = (i, .-, fy,) sont les

vraies valeurs de la fonction inconnue, et e, = (.1, ..., €4n)’-
Dans ’équation (6.4), nous supposons que les erreurs e,;, i = 1,...,n sont indé-

pendantes et identiquement réparties, de loi A/(0, 02).
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Pour sélectionner un meilleur modeéle, nous devons mesurer la performance du
modeéle en comparant les probabilités de la sélection du bon modele pour chaque cri-
tére considéré. Pour cela, nous considérons la quantité d’information Kullback-Leibler,
KL, (Kullback et Leibler, 1951), ou elle est basée sur le rapport des vraisemblances.

Soit la norme L, donnée par

1 .
Ly = — | .= ju]l”. (6.7)

ou 1, est 'estimateur de la fonction pu,.

La norme pourrait aussi étre employée comme une base pour la mesure de distance.
L’avantage de Ly est qu’elle dépend seulement des moyennes des deux répartitions et
non pas des densités réelles. La mesure de distance Lo, et I'information de Kullback-
Leibler (K L) fournissent deux méthodes pour évaluer a quel point le modéle candidat
approche le vrai modele en estimant la différence entre les espérances sous le vrai
modele et le modele candidat. Donc un critére qui est efficace dans le sens de Ly est
aussi efficace dans le sens de K L.

Pour définir I'information de Kullback-Leibler, nous considérons les fonctions de
densité pour le vrai modeéle, et le modeéle candidat. Ces fonctions de vraisemblance
jouent un role principal dans la dérivation des critéeres AIC et AICc.

On définit le KL par

KL= % E, {log (%)} (6.9)

ou f, et B, dénotent respectivement la densité et ’espérance sous le vrai modéle
et f la fonction de vraisemblance du modéle candidat. Nous avons ajusté la quantité

d’information de Kullback-Leibler par (2,/n), pour 'exprimer comme un taux ou une
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moyenne d’information par observation.

L’estimateur du maximum de vraisemblance de o2est donné par

(6.9)

ou SSEj est la somme des erreurs quadratiques, § = (91, ..., gjn)' =X B et k le
nombre de variables X,; dans le modéle candidat.

En introduisant la fonction log sur f et f,, (avec 'hypothése de la normalité des
deux fonctions) et en les remplacant dans la formule de KL, ainsi que o2 par &i
donné par (6.9), et l'utilisation de la distance Ly dans I’équation (6.7), I'information

de Kullback-Leibler entre le modele candidat adapté et le vrai modéle est

A2 2 L
KL =log (U—’;) + 2422 (6.10)

O Oy

*

6.3 Formulations du Critére de la Sélection de Mo-
déle

Nous étudions maintenant les criteres AIC' et AICc qui estiment l'information
de Kullback-Leibler. AIC (Akaike, 1973) est asymptotiquement sans biais pour K L.
Dans sa formulation Akaike a utilisé le fait que le vrai modele appartient a I’ensemble

des modéles candidats. En général
AIC = —2 log( probabilité) + 2 x nombre de parameétres (6.11)

ou la probabilité est habituellement évaluée par les parameétres estimés. La dé-

rivation d’AIC est prévue pour créer une estimation qui est une approximation de
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la quantité d’information de Kullback-Leibler (une dérivation plus détaillée peut étre
trouvée dans Linhart et Zucchini, 1986, p. 243).
En utilisant des estimateurs de maximum de vraisemblance sous la supposition

d’erreurs normales et le nombre de paramétres est k pour le 3 et 1 pour o2
AIC = n log(27) +n log(63) +n +2(k + 1). (6.12)

Les constantes (nlog(27) + n) ne jouent aucun rdle pratique dans le choix du
modele et peut étre ignoré. Nous ajustons AIC' par un facteur (1,/n) pour 'exprimer

comme un taux

2(k + 1)

AIC, = log(62) + -

(6.13)

Hurvich et Tsai ont également adopté la supposition que le vrai modéle appartient
a Tensemble de modéles candidats. Ils prennent E,[ 63] = (n — k) 02/n, et E,]

1637 =n,/ {(n —k — 2)o?} pour avoir

2 k o2
E[KL] = E.[log(o})] —log(o2) + (n—Zi*2) 72 (- k:i*2> 2
A n+k
= B[ log (6})] —log (o7) + —— —1

Notant que log (67) est sans biais pour E, [log (67)], alors [ log (67) + -2t£ —log (02) — 1]

est sans biais pour E,[KL]. La constante (—log (c?) — 1) ne marque aucune contri-

bution pour la sélection du modeéle et peut étre ignorée. On a

n+k

AlCc¢, = log (6’%) + m

(6.14)

Hurvich et Tsai (1989) ont prouvé que AICc est plus performant que AIC dans les

petits échantillons, mais qu’il est asymptotiquement équivalent & AIC et admettent la
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méme performance dans les grands échantillons. Shibata (1981) a prouvé que AIC' et
FPE sont asymptotiquement des critéres efficaces, et d’autres auteurs (par exemple,
Nishii, 1984) ont prouvé que AIC, FPE, et C, sont asymptotiquement équivalents,

ce qui implique que AICc et C, sont aussi asymptotiquement efficaces.

6.4 Les Moments des Critéres de la Sélection de

Modéles

6.4.1 Les Rapports Signal-Bruit des Critéres

Quand on choisit parmi les modéles candidats, la méthode standard est que le
meilleur modeéle est celui pour lequel les valeurs du critere de la sélection de mo-
deéle utilisé atteignent leurs minimums, et les modéles sont comparés en prenant la
différence entre les valeurs du critére pour chaque modéle.

Supposons que nous avons un modéle avec k variables, et un deuxiéme modeéle avec
L variables additionnelles. Nous regarderons les critéres AIC' et AICc, qui estiment
I'information de Kullback-Leibler.

Pour AIC', nous choisissons le modéle avec k variables au lieu le modeéle avec k+ L
variables si AIC} ., > AIC.

En appliquant

1
n—k

E[ log(SSE)] = log(a?) + log(n — k) — (6.15)

n

ou SSE;, = Z( Y — 1) ~ o2 x2 (n—k), 9= (1,9, et x2(n — k) est la loi

j=1

du Chi-deuzx a (n — k) degré de liberté.
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On suppose NAIC = AIC), — AICY, le signal est

E[AAIO]:log(”;li;L>—(n_k_LL)(n_k)+%. (6.16)
Puisque
log (Sgggj) ~ log - Beta (#, g) , (6.17)
le bruit est donné par
V2L

sd | AAIC)=sd [ AlogSSEy| =

Vin—k—=L)(n—k+2)

et le rapport signal-bruit est

E[AAIC)  J/in—k—L)(n—k+2)
sd [ NAIC] V2L

x [log (”;ﬁ;L) - (n_k_LL)(n_k) +%} . (6.18)

Quand L tend vers n — k, on a

\/(n—k—L)(n—k—l—Q)log(n—k—L) 0

V2L n—k
et
Vin—k—L)(n—Fk+2) L s
V2L (n—k—L)(n—k)

Les comportements du premier et du deuxiéme terme sont obtenus par l'utilisation

du log(63) ot log(SSE,/n). Le dernier terme,

V(in—k—L)(n—k+2) %_}

0.
V2L n

Ce troisiéme terme augmente pour un petit L, alors il décroit vers 0 lorsque L croit.

Ainsi, lorsque L devient plus grand, le rapport signal-bruit d’A/C devient faible, et
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un rapport signal-bruit négatif indésirable résulte. Typiquement, le rapport signal-
bruit d’AIC' croit pour un petit L, mais comme L — n — k, le rapport signal-bruit
de AIC — —c.

Quand L et k sont fixés et n — oo, on a log(l — L/ n) ~ —L,/n quand L << n,

alors le rapport signal-bruit asymptotique pour AIC est

. E [ AAIC .n L L 2L L
lim —————— = lim—— |log(1— =) - =+ =| =4/= 1
T A AIC nﬂﬁo@[og( ) 2zt } ; (619

De I’équation (6.17), le rapport signale-bruit pour AICc est

E[ AAIC]  /(n—k—L)(n—Fk+2)
sd | AAIC NGy 8
{log (n —k ; L> B L N 2L(n —1)
n— m—k—L)(n—k) (n—k—-2)(n—k—L—2)

(6.20)

qui croit quand L croit.

Le rapport signal-bruit asymptotique pour AICc est /L, 2.

Pour AIC = log(63) + 2(k + 1) /n, le rapport signal-bruit associé a log(67) —
—o0 quand L augmente. L’exécution des critéres de la sélection de modeéles avec
des rapports signal-bruit faibles pourrait étre améliorée si leurs rapports signal-bruit
étaient renforcés. Pour cette raison, nous présenterons la variante corrigée signal-bruit

AICu (McQuarrie, Shumway et Tsai, 1997),

n+k

AICuy, = log( S%) + n_k_>o

(6.21)

ou l'indice "u" indique que nous avons employé l'estimateur sans-biais s7 au lieu

de I'estimateur de vraisemblance 3. Cette formule est obtenu par le changement de
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log(57) par log(s?), et le changement de la fonction de pénalité de AIC [ 2(k + 1),/n]
par 2(k + 1) /(n — k — 2). En suite on additionne 1 pour plus de cohésion car les

constantes ne jouent aucun role pratique dans le choix du modéle.

Nous appliquons notre algorithme et 1’équation (6.15) pour obtenir le rapport

signal-bruit de AIC'u donné par,

E[ AAICY]  /(n—k—L)(n—k+2)
sd [ ANAICu] V2L .
L 2L(n—1)

B A C Al Py ) Yy 1 L)

Le rapport signal-bruit asymptotique pour AIC'u est v/2L.

Les petits ou négatifs rapports signal-bruit ont comme conséquence une probabilité

¢élevée, et les grands signal-bruit meénent a des petites probabilités.

6.4.2 Les Probabilités des Critéres

Supposons qu’il y a un modeéle d’ordre k, et nous ajustons un modele candidat
d’ordre k + L, ou L > 0. Aussi, on suppose que les deux derniers modéles sont
comparés et qu’ils forment des modéles emboités. Nous calculons la probabilité de

sélectionner un modeéle avec k + L variables au lieu du vrai modeéle avec k variables.
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Pour un n fini, la probabilité que AIC préfere le modeéle avec k + L variables est

P{ AICk+L < A[Ck}

= P {log (6i+L) _|_2(k+nL+1)< log (6i)+2(k +1) }

2(k+ L+1
= P {log (SSEp.1) —log (n)+¥

SSE, — SSEy. . 2L
= P _ —
{ SSErir - O ( n ) 1}
G 2L
n—k—1L 2L
C e () ) 62

ol G = SSEk —SSEk+L ~ Xz(L), Q = SSEk+L ~ Xz(n—]{?—L> (101 de Chi-deux

<log (SSE}) —log (n)+2(k7j D }

& (n — k — L) degré de liberté), F = & ~ Fp, 41 (loi de Fisher a (L,n —k — L)
degrés de liberté).

Pour AICc on a

P{ A[OCk+L < AICCk}

_ P{F >$ <eXP {(n_ 2 _QLL(—HQE(ln)— k'—Q)] - 1>}

(6.24)

et, aussi pour AICu, on a

_p {F >$ [exp (loggln)L) - 1] } . (6.25)

Quand n — oo, et si k et L sont fixés, il est clair quelaloi x2 , ; /(n—k—L) — 1

presque stirement, et du théoréme de Slutsky, nous avons F2 , ; — x2 /L, et la loi
F de Fisher d’un petit échantillon est remplacé par une loi Chi-deuz ( x?). Les pro-

babilités asymptotiques sont les dérivées de la loi x2. Nous employons ’expression
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de l'exponentielle (exp(z) = 1+ z + o(z?)) dans les formules des probabilités précé-

dentes, on obtient pour le critere AIC),

n—k—1L 2L 4 = n—k—1L 2L+O 1
L exp n N L n n2
n 2L 1
avec

x*(L)

JTL,n—k—L - I

, quand n — oo

Donc P{ AICy.; < AIC,} = P{ G > 2L}, ou G = SSE}, — SSE;.1 ~ x*(L)
(loi de Chi-deuxr & L degré de liberté). Le O(1,n?) sera ignoré dans toutes autres
dérivations.

P{ AICc., < AICe,} = P{ G > 2L},

et P{ AICuy < AICu,} = P{ G > 3L}.



Chapitre 7

Simulation

Soient (t;,;)j=1,..n les n observations des deux variables indépendantes 7" et Y,

tels que ¢; et y; sont liés par le modele

Y; = M(t]) +Ej,j = ]_, Ny (71)

ou p est une fonction inconnue et (g;) est une suite de variables aléatoires, non

covariées, de méme loi de probabilité, telles que
E(g;) = 0,var(e;) = 0%,j =1,..,n, (7.2)

Supposons que les y;, j = 1, ..,n sont obtenues comme des réponses de p variables
d’entrées Xy, ..., X,.
Comme un exemple nous allons traiter le cas de la fonction f(t) = 40 ¢t (1 — t),

c’est-a-dire les observations sont obtenues par

yj = 40 tj<1 — t]) + €j, j = 1, ...,50,

69
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ou les points ¢;, j = 1,...,50 de réalisations sont uniformément espacés dans [0, 1],

donné par

et les €; sont des erreurs aléatoires de loi normale de moyenne zéro, non corrélées,

avec une variance commune o 2.

(Source : ’Spline Smoothing and Nonparametric Regression’ de Eubank Randall,

L. p. 104.)

Dans cette étude, les calculs sont faits pour trois cas de sigma : 0 = 0.25, 0 = 0.5,

et o =1.

La matrice des réalisations est définie par

N r=0n-1
X)\ — (6( 27rzjr/n)) (74)
j: _)\7)\ '

oun=050,et A€ {1,...,p}.

Premier cas : 0 = 0.25

Les valeurs des y;, et t;, j = 1,...,50, pour o = 0.25 sont données dans la table
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7.1.1.
Table 7.1.1. Les valeurs de y pour l'intervalle [0, 1].

t Yy t Yy t Yy t (] t Yy

0.00 | —=0.0934 | 0.20 | 6.6308 | 0.40 | 9.7332 0.60 | 9.3726 | 0.80 | 6.3933
0.02 | 0.5760 0.22 | 6.8194 | 0.42 | 10.0022 | 0.62 | 9.4226 | 0.82 | 5.9474
0.04 | 1.6077 | 0.24 | 7.1656 | 0.44 | 9.5930 0.64 | 8.7851 | 0.84 | 5.5965
0.06 | 1.8013 0.26 | 8.0540 | 0.46 | 10.0265 | 0.64 | 9.2918 | 0.86 | 4.8616
0.08 | 2.5507 | 0.28 | 7.8465 | 0.48 | 9.9748 0.68 | 8.5539 | 0.88 | 4.4128
0.10 | 4.1039 | 0.30 | 8.6019 | 0.50 | 9.6931 0.70 | 7.8840 | 0.90 | 3.7270
0.12 | 4.2060 | 0.32 | 85763 | 0.52 | 9.9152 | 0.72 | 8.0917 | 0.92 | 2.9770
0.14 | 54732 | 0.34 | 9.1619 | 0.54 | 9.8959 | 0.74 | 8.0679 | 0.94 | 2.3260
0.16 | 5.3152 | 0.36 | 9.4280 | 0.56 | 9.5851 0.76 | 7.3093 | 0.96 | 1.2903
0.18 | 5.9473 0.38 | 9.2165 | 0.58 | 9.2554 0.78 | 6.9045 | 0.98 | 0.5480

La régression des données nécessite la sélection d’un meilleur modele d’ajustement,

et pour cela on va appliquer les méthodes discutées dans le chapitre six.

Le calcul des rapports signal-bruit pour les critéres de sélections AIC, AIC¢,

AICwu pour choisir un modeéle avec k variables au lieu un modele avec k + L variables

donne les résultats présentés dans la table 7.1.2. Rappelons que les rapports signal-

bruit pour les criteres AIC, AIC¢, et AICu sont donnés par les formules suivantes

E [ AAIC Vin—k—L)(n—Fk+2)
sd [ A AIC] V2L *

o

n—=k

n—k—L)_ L2
(n—Fk—L)(n—k)

2L
n

(7.5)
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E[ AAICH
sd [ NAICe V2L

n—k—1L L 2L(n — 1)
P%( o ) m—k—an—@+@kaaxn—k—L—m]
(7.6)
E[AAICY  J(n—k—L)(n—k+2)
sd [ A AICu] N V2L

L 2L(n —1)
+M—k—QM—k—L—%}

(7.7)

Table 7.1.2. Les rapports signal-bruit pour les criteres de

sélections AIC, AICc, AICu.

L AIC AlCe AlCu

1 —28.93180 | 2700.69996 | 2701.42451
2 | —41.47918 | 3665.96202 | 3666.98660
3 | —51.51852 | 4304.49442 | 4305.74909
4 | —60.34984 | 4759.28491 | 4760.73337
5| —68.47614 | 5088.33138 | 5089.95036
6 | —76.15746 | 5322.75938 | 5324.53225
7 | —83.55129 | 5481.92665 | 5483.84073
8 | —90.76381 | 5579.04968 | 5581.09482
9 | —97.87266 | 5623.75890 | 5625.92673

Les résultats dans la table 7.1.2 montrent que les rapports signal-bruit pour le

critére de sélection de modeles AIC décroit quand la taille de ’échantillon L croit,
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et les rapports signal-bruit pour les critéres de sélection de modeles AICc et AICu
croit quand la taille de ’échantillon L croit.

Les rapports signal-bruit asymptotiques pour les critéres de sélections AIC, AIC¢,
AICwu pour choisir un modeéle avec k variables au lieu un modele avec k + L variables

donne les résultats présentés dans la table 7.1.3 tels que

LBl aAIC] B[ AAIC] _ [L 79
nioosd [ AAIC]  nieesd | AAICH V2 '
et lim L oACY o7 (7.9)

n—oosd | A AIC]

Table 7.1.3. Les rapports signal-bruit asymptotiques pour les criteéres de

sélections AIC, AICc, AICu.

L AIC AlCec AlICu

1 0.70711 | 0.70711 | 1.41421

2 1.00000 | 1.00000 | 2.00000

3 1.22474 | 1.22474 | 2.44949

4 1.41421 | 1.41421 | 2.82843

5 1.58114 | 1.58114 | 3.16228

6 1.73205 | 1.73205 | 3.46410

7 1.87083 | 1.87083 | 3.74166

8 2.00000 | 2.00000 | 4.00000

9 2.12132 | 2.12132 | 4.24264

Les résultats de la table 7.1.3 montrent que les critéres efficaces AIC et AICc
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ont des rapports signal-bruit équivalents, et que AICu a des rapports signal-bruit

beaucoup plus grands que AIC et AICCc.

Le calcul des probabilités pour les critéres de sélections AIC, AICc, AICu pour
choisir un modeéle avec k + L variables au lieu un modéle avec k& variables donne les

résultats présentés dans la table 7.1.4, tels que

P{ AIC;.; < AIC}} = P {F >$ {exp (%) . 1] } : (7.10)

P{ AICCk+L < A[CCk}

_ P{F ># (exp [(n_k_2LL(_n2;(1n>—k—2)] _1>}’

(7.11)

et P{ A[CUk+L < A[C’uk}

_p {F >$ [exp (logsln)L) - 1} } (7.12)

ou F = % ~ Frn—k—r (loi de Fisher a (L,n — k — L) degrés de liberté),

n

SSEy =Y (y;— ;)" et 4=, Gn) = X B.

j=1
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Table 7.1.4. Le calcul des probabilités pour les critéres de

sélections AIC, AICc, AICu.

L AIC AlCc AlICu

1 0.21459 | 0.00000 | 0.08261

2 0.04986 | 0.00000 | 0.00345

3 0.00534 | 0.00000 | 0.00004

4 0.00036 | 0.00000 | 0.00000

3 0.00002 | 0.00000 | 0.00000

6 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

7 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

8 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

9 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

Les résultats dans la table 7.1.4 montrent que les probabilités pour le critére de
sélection de modeles AIC et AICu décroient quand la taille de I’échantillon L croit.
Maintenant, le calcul des probabilités asymptotique pour les criteres de sélection
AIC, AICc, AICu pour choisir un modele avec k + L variables au lieu un modeéle

avec k variables donne les résultats présentés dans la table 7.1.5, tels que

P{ AIC,,;, < AICy}=P{G>2L}, (7.13)
P{ AICc¢,,, < AICc}=P{G>2L}, (7.14)
et P{ AICuy,, < AICu;}=P{G>3L}. (7.15)

ou G = SSE, — SSEy 1 ~ x*(L) (loi de Chi-deuz a L degré de liberté), SSEy, =
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Z( yi — 05, et 4= (01, ., On) = X S

=1

Table7.1.5. Les probabilités asymptotiques pour les critéres de

sélections AIC, AICc, AICu.

L AIC AlICc AICu

1 0.15730 | 0.15730 | 0.08326

2 0.13534 | 0.13534 | 0.04979

3 0.11161 | 0.11161 | 0.02929

4 | 0.09158 | 0.09158 | 0.01735

5 | 0.07524 | 0.07524 | 0.01036

6 | 0.06197 | 0.06197 | 0.00623

7| 0.05118 | 0.05118 | 0.00377

8 0.04238 | 0.04238 | 0.00229

9 0.03517 | 0.03517 | 0.00140

D’apreés la table 7.1.5, il est clair que AIC' et AICc ne sont pas des critéres consistants,
puisque leurs probabilités ne sont pas nulles et on peut voir aussi que AIC et AICc
sont asymptotiquement équivalents. Le signal-bruit de la variante corrigée AICu a

des plus petites probabilités asymptotiques qu’AIC et AICc.

Pour estimer la fonction de régression  du modeéle 7.1, nous calculons maintenant

les valeurs des estimateurs du risque de prédiction MSE()), GCV()), et P(\) qui
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sont données par les formules suivantes

MSE()\) = %g’[[—H(A)}zg, (7.16)
PO = MSE()+2 82 ﬂ”), (7.17)
et GOV(\) = MSEEA) (7.18)

(-2
ot H(\) = X, (X) X))'X,, X, donné par la formule 7.4, #(\) = tr[H(\)], n = 50,

n

6-2 = %Z( Yj — QJ)QJ y= <y17 '-“7yn)7 et ZQ = (@17 ”'7@“), =X B
j=1

Table 7.1.6. Les valeurs de MSE(X), GCV(\), et P(\).

A | MSEN) | GCV(N) | P\

1 0.89672 0.95396 0.90422

2 0.27145 0.30161 0.28395

3 0.12934 0.15039 0.14684

4 0.07741 0.09440 0.09991

5 0.05710 0.07321 0.08460

6 0.05052 0.06828 0.08302

7 0.04783 0.06833 0.08533

8 0.04708 0.07133 0.08958

9 0.04680 0.07548 0.09430

10 | 0.04080 0.07035 0.09330

La table 7.1.6 donne le sommaire des valeurs de MSE, P(\) et GCV()\) pour tous

Aed{l,...p}.

En examinant les valeurs dans la table 7.1.6, on trouve que P(\) et GCV(\)
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Figure 7.1.7. L'adjustement des données par la courbe adaptée.
12

——e— Réponse

La courbe adaptée

T T T
o o.1 0.2 0.3 0.4 0.5 O.6 0.7 0.8 0.9 a1
t

donnent la valeur A = 6 comme une valeur optimale qui minimise P(\). Du point de
vue pratique, il n’y a pas une grande différence entre ces trois critéres. Donc, on peut

utiliser A = 6 pour construire I’estimateur p, qui donne la courbe adaptée, ou

A
) = D By e (7.19)
j==A
1 — y
et Bry = =Yy el PO G— A (7.20)
n
r=1

La figure 7.1.7 montre ’ajustement des données par la courbe adaptée.

Par une simple manipulation on peut utiliser I'estimateur x, (A = 6) pour construire
I'intervalle de confiance estimé pour un niveau de confiance égal a (1 — a) avec
a = 0.05. La figure 7.1.8 donne les intervalles de confiance de §; et u(t;) obtenus

par

Bri £ Zasz [ o3eni] 2 (7.21)

1/2

et 1x(t:) £ Zaya [0 ha(N)] (7.22)
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Figure 7.1.8. L'a courbe adaptée avec l'intervalle de confiance.
12

o —e—— Réponse

La courbe adaptée

Intervalle de confiance

L L T T T T T L L
(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

otl hy(\) est le ™ élément diagonale de H(\) = X, (X) X»)"'X,, X, donné
par la formule 7.4, ¢y est le i®™° élément diagonale de cy = ( Xy Xy)™', 02 =n

MSE(X),/n— X, MSE(\) donné par la formule 7.16, et Z,/> le (or,/2) pourcentage

des points supérieurs de la loi normale standard.

Deuxiéme cas : 0 = 0.5

Le calcul des y;, et t;, j = 1,...,50, pour o = 0.5 sont données dans la table 7.2.1.
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Table 7.2.1. Les valeurs de y pour I'intervalle [0, 1].

t Y t Yy t Yy t Yy t Yy

0.00 | —0.0065 | 0.20 | 6.1446 | 0.40 | 9.59599 | 0.60 | 9.2966 | 0.80 | 5.8348
0.02 | 0.9612 0.22 | 6.9815 | 0.42 | 10.1732 | 0.62 | 9.7674 | 0.82 | 5.7577
0.04 | 1.0886 0.24 | 6.9971 | 0.44 | 10.2434 | 0.64 | 9.2260 | 0.84 | 5.0847
0.06 | 2.6621 0.26 | 7.7064 | 0.46 | 10.5890 | 0.64 | 9.5079 | 0.86 | 4.3678
0.08 | 2.9988 0.28 | 8.2737 | 0.48 | 10.5998 | 0.68 | 8.0335 | 0.88 | 4.3483
0.10 | 4.9658 0.30 | 8.9956 | 0.50 | 10.4793 | 0.70 | 8.6398 | 0.90 | 2.8552
0.12 | 4.4295 0.32 | 9.0896 | 0.52 | 9.1567 0.72 | 7.2470 | 0.92 | 3.1008
0.14 | 4.1626 0.34 | 7.6539 | 0.54 | 9.4408 0.74 | 6.9747 | 0.94 | 1.2435
0.16 | 5.5679 0.36 | 9.3587 | 0.56 | 10.1986 | 0.76 | 7.4429 | 0.96 | 1.8005
0.18 | 6.1538 0.38 | 9.8370 | 0.58 | 9.2566 0.78 | 6.7938 | 0.98 | 0.9557

Les résultats des rapports signal-bruit et des probabilités pour les critéres de

sélection de modeles AIC, AIC¢c, et AICu reste les méme dans les trois cas de sigma

o =0.25, 0 = 0.5, et 0 = 1. Donc on passe au calcul des valeurs des estimateurs du

risque de prédiction MSE(X), GCV()), et P()\) définis par les formues 7.16, 7.17, et

7.18. Les calculs sont donnés dans la table 7.2.2.
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Table 7.2.2. Les valeurs de MSE(X), GCV(\), et P(\).

A | MSE\) | GCV(N) | P\

1 0.80466 0.85602 0.83466

2 0.39799 0.44221 0.44799

3 0.28898 0.33602 0.35898

4 0.24881 0.30343 0.33881

5 0.21415 0.27455 0.32415

6 0.18535 0.25047 0.31535

7 0.18159 0.25941 0.33159

8 0.17989 0.27256 0.34989

9 0.17277 0.27866 0.36277

10 | 0.15190 0.26189 0.36190

En examinant les valeurs dans la table 7.2.2, on trouve que P(\) et GCV(\)
donnent la valeur A = 6 comme une valeur optimale qui minimise P(\). Du point
de vue pratique, il n’y a pas une grande différence entre ces trois critéres. Donc, on
peut utiliser A = 6 pour construire l’estimateur p, qui donne la courbe adaptée, en
utilisant les formules 7.19, 7.20. La figure 7.2.3 montre I'ajustement des données par
la courbe adaptée.

Si on pose A = 6, on peut utiliser l'estimateur p, pour construire 'intervalle
de confiance estimé pour un niveau de confiance égal a (1 — «) avec o = 0.05. Les

intervalles sont calculés d’aprés les formules 7.21, 7.22, et qui sont représenter dans

la figure 7.2.4.
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Figure 7.2.3. L'adjustement des données par la courbe adaptée.
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Troisiéme cas : 0 = 1
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Le calcul des y;, et t;, 7 = 1,...,50, pour ¢ = 1 sont données dans la table 7.3.1.

Table 7.3.1. Les valeurs de y pour l'intervalle [0, 1].

t Yy t Yy t Yy t y t Y

0.00 | 0.7582 | 0.20 | 6.0632 0.40 | 8.2282 | 0.60 | 11.0484 | 0.80 | 7.1599
0.02 | 0.0921 | 0.22 | 7.8348 | 0.42 | 9.0581 | 0.62 | 8.3989 | 0.82 | 4.1911
0.04 | 2.2162 | 0.24 | 7.1888 | 0.44 | 10.1877 | 0.64 | 9.4214 | 0.84 | 6.9130
0.06 | 1.1835| 0.26 | 8.7095 | 0.46 | 8.9383 | 0.64 | 9.5649 | 0.86 | 3.2062
0.08 | 3.8438 | 0.28 | 7.5887 | 0.48 | 10.2754 | 0.68 | 8.4400 | 0.88 | 5.3335
0.10 | 1.4769 | 0.30 | 8.4689 | 0.50 | 11.1071 | 0.70 | 10.8953 | 0.90 | 2.4903
0.12 | 4.5087 | 0.32 | 9.1026 | 0.52 | 10.2290 | 0.72 | 8.9199 | 0.92 | 3.3295
0.14 | 4.0827 | 0.34 | 10.0923 | 0.54 | 10.1010 | 0.74 | 6.8450 | 0.94 | 3.2212
0.16 | 4.6026 | 0.36 | 9.8365 | 0.56 | 10.2622 | 0.76 | 8.1079 | 0.96 | 2.3543
0.18 | 6.0558 | 0.38 | 9.1363 | 0.58 | 10.9600 | 0.78 | 7.5642 | 0.98 | 0.8210

Les valeurs des estimateurs du risque de prédiction MSE(N), GCV()), et P())

définis par les formues 7.16, 7.17, et 7.18 sont données dans la table 7.3.2.
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Table 7.3.2. Les valeurs de MSE(X), GCV(\), et P(\).

A | MSE\) | GCV(N) | P\

1 1.45855 1.55165 1.48855

2 0.84348 0.93721 0.89348

3 0.78371 0.91129 0.85371

4 0.78281 0.95464 0.87281

5 0.73625 0.94391 0.84625

6 0.73067 0.98740 0.86067

7 0.71290 1.01842 0.86290

8 0.66448 1.00679 0.83448

9 0.63880 1.03032 0.82880

10 | 0.63410 1.09328 0.84410

En examinant les valeurs dans la table 7.3.2, on trouve que P(\) et GCV(\)
donnent la valeur A = 5 comme une valeur optimale qui minimise P()). En pratique,
il n’y a pas une grande différence entre ces trois criteéres. Donc, on peut utiliser A =5
pour construire l'estimateur p, qui donne la courbe adaptée et cela en appliquant les
formules 7.19, 7.20. La figure 7.3.3 montre 'ajustement des données par la courbe
adaptée.

Si on pose A = 5, on peut utiliser l'estimateur p, pour construire 'intervalle
de confiance estimé pour un niveau de confiance égal a (1 — «) avec o = 0.05. Les

intervalles sont calculés d’aprés les formules 7.21, 7.22, et représentés dans la figure

7.3.4.
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Abstract

The nonparametric regression 1s a statistical tool making it possible to describe the
relation between a dependent variable and one or more explanatory variables, without
specifying of strict form for this relation. In this memory, we present an analysis of
Fourier series who are employed in many sciences and technology. Thus, we stress
a nonparametric model of regression. To study this type of model, one writes it in
the form of a parametric model. For this reason, one supposes that the function of
regression is linear. The estimate of the parameters is made by applying the method
of validation cross which is followed by an asymptotic study and a nonparametric test
of assumption.

To choose a better model of adjustment, one applies the selection with the crite-
rion of the information of Akaike, where these corrected alternatives are described,
and one deries their moments and probabilities and also one binds the latter to the
performance via the concept of the signal-to-noise ratio.

At the end, we present an example of simulation for study the consistence of our
estimators.

Key words : Nonparametric regression, multiple linear Regression, cross valida-

tion, Akaike information criterion.
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