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Introduction

Les problémes directs sont caractérisés par 1’existence d’une solution unique qui est
stable aux perturbations par rapport aux conditions initiales ou aux limites. Il est usuel
d’appeler de tels problémes directs des problémes bien posés. La notion d’un probléme
bien posé est formulée dans un article célébre publié par Jacques Hadamard en 1902;
Il a cru que les modéles mathématiques des phénomeénes physiques devraient avoir les
propriétés suivantes :

- L’existence d’une solution.

- L’unicité de la solution.

- La dépendance continue de la solution par rapport aux données.

Un tel probléme est dit bien posé. Un probléme qui n’est pas bien posé est dit probéme
mal posé.

Le présent travail est consacré a 1’étude de certaines classes de problémes mal posés.
Il est composé d'une introduction et de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on
présente quelques notions fondamentales sur les problémes mal posés et certaines mé-
thodes de leur régularisation. Le second chapitre est consacré a I’étude du probléeme de la
chaleur rétrograde homogéne et non homogéne ainsi qu’a I’équation de la chaleur homo-
géne compléte. Au troisiéme chapitre on étudie un probléme inverse pour I’équation de
la chaleur complete par la méthode de Fourier d'une part et par la méthode de Tikhonov
simplifiée d’autre part. Au quatriéme chapitre on étudie un probléme mal posé du type
de la chaleur rétrograde homogéne avec condition initiale bornée.

Plus exactement on considére le probléme suivant :

{ U = Uy - tq:x €RE€(0,T)
et ful.T)=el,w <e

Hu<‘70)||Lp(R) <k

Ce probléme n’est pas bien posé au sens d’Hadamard, c’est-a-dire que méme s’il existe une
solution unique dans (0,7, elle ne dépend pas continiment des données. On régularise
ce probléme par la famille de problémes suivants :

u’ (2, T) = sy () (z)

Cette méthode s’appelle méthode de mollification. On montre que les problémes appro-
chés sont bien posés et que leur solution u” converge si et seulement si on fait un bon
choix du parametre v. Enfin on présente une comparaison entre les trois méthodes de
régularisation.

{uf:uggﬁ;mGR , 1€ (0,7)



Chapitre 1

Notions Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux rappels et définitions des problémes mal posés et a la
présentation de certaines méthodes de leurs régularisations.

1.1 Problémes mal posés

On dit que le probleme
Az =y (1.1)

est bien-posé au sens de Hadamard si 'opérateur A a un inverse continu de Y sur X,
ol X et Y sont des sous-ensembles ouverts des espaces classiques C* (ﬁ) , ou de leurs
sous-espaces de condimension finie. Plus exactement :

1) Pour tout y € Y'; il existe une solution z ¢ X (existence de la solution).

2) Pour tout y € Y; il n’ya pas plus d'un = e X satisfaisant (1.1) (unicité de la
solution).

3) ||z — 2*||x tend vers 0 quand ||y — y*||y tend vers 0 ( stabilité de la solution).

La condition que X et Y deux sous-espaces des espaces fonctionnels classiques est due
au fait que ces espaces sont tout a fait pratiques pour ’étude des équations différentielles
aux dérivées partielles et de la physique mathématique. Elles refletent la réalité physique
et servent comme base pour des algorithmes numériques stables. Si I'une des conditions
1)-3) n’est pas satisfaite, le probléme (1.1) est dit mal-posé au sens de Hadamard.

Definition 1 : Soit A : U C X — V C Y . un opérateur d’un sous-ensemble U d’un
espace de Hilbert X dans un sous-ensemble V' d’un espace de Hilbert Y .

Le probléme est de trouver u €U tel que : Au = g; ot geV est bien-posé

Si A:U — V est bijectif et l'opérateur inverse A~! 1V — U est continu, autrement
le probleme est mal-posé.

En fait le manque de continuité implique des problémes de stabilité pour les méthodes
numériques.



Example 1 : On considére l’équation de la chaleur

ot Ox2
u=0; surdd x[0,T].

u(x,T) =ur (z);x €[0,1]

du _ Pu — ) syr (0,1) % [0,7].
]

Ainsi - { uy, (z,t) = e‘”QI.(Qt sin (mkz)
uy, (z,0) = sin (rkx)
uy, (2,0) ; état initial donc : |luo|y > 3 , mais |Jur|y — 0, exponentiellement alors la
solution est instable dans les espaces C* (X)) , Ly , Hyp,.
Ainsi Uopérateur A est continu de : Ly (2) — Lo (), et il existe une base orthonormée

ag , alors : Ax =Y (ag, ) A\gay , et la solution est de la forme

u(x,t) = Z ag () ug (x,t) = Z ay, () e ™ My, (z,0) = Z ugre™™ Ftay (x)

ol ugx sont les coefficients de Fourier de I’ état initial.

1.1.1 Reégularisation

L’équation (1.1) est dite conditionnellement correcte dans la classe d’exactitude X, C
X si elle satisfait les conditions suivantes :

1) Une solution x est unique dans X ;c-a-d, z = 2% dés que Az = Azl et z, 2° € Xy,
(unicité d’une solution dans X)) .

2) Une solution z € X est stable; c-a-d.||z — 2°||x tend vers 0 quand |y — ¢°||y
tend vers 0 ( stabilité conditionnelle).

Definition 2 : Soit w une fonction telle que : |z —2°|] < w(||Az — A2°|y) Cette
relation s’appelle estimation de stabilité , en effet si :

— 0

Az = A — 0 = o (|42 — 42°],) — 0 = f}o - ]|
Proposition :
Si X, est compact et la solution unique alors cette solution est stable.
Demonstration. Supposons que la solution est unique. Comme X;; est compact :
A: X — Y est un opérateur continu et X, C X. donc: (A : Xy — A(Xy) et Xy
compact) = A (X)) compact. Comme la solution est unique = A injectif. Comme
A X))y — A(Xy), est un opérateur surjectif. Donc A bijectif.

Xy compact.
et A: Xy — A(Xy) continu = A"! continu (c-a-d :bicontinu)
et A Dbijectif



de > 0,tq : Hx — $0H <c HAx - ASBOH = H:B - xOH — 0
—_——
\.0
Donc :la solution est stable sur X;;. =
Comme le probléme (1.1) est mal posé, pour trouver la solution de I’équation (1.1)
on fait une régularisation (c-a-d pour trouver la solution de I’équation (1.1) on trouve la

solution d’une autre famille d’équations dépendantes d’'un parameétre « telles que leurs
solutions convergent vers la solution de ’équation (1.1), lorsque a — 0).

Definition 3 Soit U (X) [’ensemble de tous les sous-espaces fermés dans X. R est
continu en y° si : ||y° —y|| — 0 = d(Ry°,Ry) — 0. La famille des opérateurs
continus R, est dans la voisinage de AXy. Ry : AXy — U (X). R, la régularisation
de l’équation (1.1) dans Xy alors :

lim R, Ax = x
a—0
pour x € Xy ; ot « est le paramétre de régularisation

1.1.2 Estimation optimale

Afin de stabiliser la solution du probléme, on doit le régulariser. Il y a beaucoup de
méthodes de régularisation connues dans la littérature mathématique pour un traitement
complet des méthodes de régularisation pour des problemes inverses mal-posés.

Le BHCP (The backward heat conduction problem) est un type de probléme mal-
posé, méme si la solution existe elle ne dépend pas continiment de I’état final. Dans le
contexte des méthodes de régularisation pour ce probléme beaucoup d’approches ont été
faites .

Des auteurs tels que Lattes et Lions [9], Showalter [15] , Ames et al [1], Miller[12]
ont approché le BHCP par la méthode de quasi-reversibilité. Tautenhahm et Schroter
ont établi l'estimation de lerreur optimale pour un BHCP spécial. [23] . Seidman a
établi la méthode optimale filtre [24]. Mera et al.[11]. Jourhmane et Mera [6] utilisent
beaucoup une méthode numérique avec une certaine technique de régularisation pour
approcher le probléme. Une autre méthode dite de mollification est développée par Hao
[5] . Recemment Liu [10] a utilisé un plan de groupe conservé pour résoudre le probléme
inverse pour I’équation de la chaleur. Kirkup et Wadswoth ont utilisé une autre méthode
dite méthode operateur-splitting [8].

Il y a beaucoup de travaux sur I’équation de la chaleur rétrograde homogéne ; mais
la théorie de I'estimation d’erreur est axée sur des inégalités du type Holder, c-a-d : la
solution approchée v et la solution exacte u vérifient : ||u (., t) — v (., )] < 2E1-T8T on
E est une constante telle que : ||u(z,0)]] < E ,et § est le niveau de bruit sur I’état final
u(z,T).



Chapitre 2

La méthode de régularisation de
Fourier

Dans le présent chapitre on utilise la régularisation de Fourier pour les probléemes
mal-posés suivants :

1) Le probléme de la chaleur rétrograde homogéne.

2) Le probléme de la chaleur rétrograde non homogene.

En général la solution de ces problémes existe avec des conditions restrictives sur
I’état final. On trouve la solution exacte et on recherche la solution approchée par la
méthode de régularisation de Fourier, et on donne une estimation de l'erreur, et sous
certaines conditions on obtient une estimation du type Holder.

2.1 Probléme de la chaleur rétrograde homogéne sur
P’intervalle infini

Soit le probléme suivant :

(2.1)

Up = Uge , —00 < T < 00, 0<K<t<T
u(x, T)=¢r(x) , —c0< x <00.

Il est facile de voir que la solution u de ce probléme est donnée par la transformation
de Fourier

u(x,w:%_ﬁ / ¢ TG (6 de, (2.2)

ou p, désigne la transformée de Fourier de ¢
Demonstration.



©)

j{f(%<x,t> -5 (@D) = F (0 =0 :{f<%¢<x D)y ~F(fE@n) =0
F( (a:,T))(é):}"(goT (x))(g)

1 ) o0 )
F(u(x,t) ¢ = Nor /Re_”‘gx u(z,t)de = — / e %y (x,t) da

= F (E (x,t)) ©) \/% / _15‘” (xz,t)dx. = % /OO 9 (7" u(z,t)) da.
= 2 Flu(nn)
ﬁf(g? (2, t)) © = gt F(ul@.) o (2.3)

Dans la transformation de Fourier on choisit supp ©u € R = 3 R > 0,supp u
C [-R, R]. Donc

0%u 1 R 0%
F = — —ilx -
(5 2 (7 t>>(s> V2r /—Re o2 (11

En intégrant par parties on obtient :

1 RJz@u 1 Ciea R R o
m/ G t)df":m[e éu@’t)]R—/_R‘Zfe &y (2, ) d

R
L i{/ e %y (2,t) da
~R
z{a:
<m/ (0 do)

= F(ax (z, t)) () = i6F (g“ (z, t)) ©

0%u 2 (u (2
— F (@ (:C,t))(g) = ¢ :F( ( ,t)) (5) (2.4)

7



Soit le probléme

{ F( @) (- F (@) =0

De (2.3) et (2.4) on a

& F(u(et) g+ EF (1) () =0
Flu(z, 1) = F (@, (@)

Donc
e = e = { 16T

D’otl on obtient ,
a(&t)=eTN5,(€),

ol 1 (€, ) est la transformation de Fourier de u (z,t) et @ (&,0) = e’ T3y (€), ainsi

1 Ry 1 0 ~
ule,t) = 7= /_ CaE N dE = o /_ e T (€) de

Alors:  wu(x,t) = \% [ elre T3, (£)d¢  est la solution du probléme. m

27 —00

2.1.1 Régularisation Fourier et estimation de ’erreur

Pour t = T on prend ¢4 () la solution exacte et 3 (r) la solution approchée
de ¢ () , Il existe une constante 6 > 0 telle que :

lor — 7l < 0. (2.5)

On note : ¢, () = u(x,0) et F une constante telle que :

leoll s = (/_ B0 (&) (1 +£2)Sd£>2 < E,Vs > 0. (2.6)

0.9}



On a||u| 2y = ||@||L2(r)-00 w (,t) est donnée par (2.2) est une solution exacte, et

g (010) = = [ PTG () 2.)

max €St une constante positive.
max> Smax] COmpact est tel que use (x,t) existe et est unique et stable,
est la fonction caractéristique de l'intervalle [—€ .., &

est une solution approchée de la solution exacte v ou &
L’intervalle [—¢

X max max] *

Lemme 1 On a
HU (QT,t) - u5,£max (Zlf,t)H S

_(T—-t)s

AN e In £ 2
E-fot (m —> 1+ - 1, (2.8)
d 1 ln 5 T+ In (ln ) 2T

ot u(w,t) et use (x,t) sont donnés par (2.2) et (2.7) ot

o= (n((5) (+5)7)) 2o

Demonstration. On a ||u (z,t) — usg¢,__(v,1) HL2 = [|i (2, t) — dsg,, (,1) ||L2(]R

eé (T= t)gp (5) 6{ (T=1) @T (f) Xmax + e{ (T= )QOT (f) Xmax - 66 (= t)@g" (5) Xmax
~ 2 )~ 2 )~
H § (= t)go - 65 (T=1) QOT (5) Xmax + He§ o t)(pT (g) Xmax - €£ T t)(p% (é) Xmax
1

3 ) R R 2 3
( |£\>£max + (ﬁgggmax et () (902“ &) —or (5))‘ df)

2 2 2\ 8 3 ) R R 9 i
- (f|§>§max UG, (5)’ 812235%) +<f5|ssmx et (1) <905T (&) — o (5))‘ df)

05, (6)| de

\/

Puisque , ,
Pr(§) =e*Ta(£0) =e 7 (E).
et Do (§) Z(ﬂ)(flO')
D7 (8) 518l < Enax
Pr (5) Xmax = { 0 |§’ > gmax
Alors

00 (3.6 - 20(0)] dg) :

/ ‘

|£‘>§max

= / (&
|£‘>£max

T (350 5 )| ds) :

9



()
~ 2 2Sd
oo ey | ey

+( / ( sup eﬁ”ﬂ) 259~ <§>\2ds)
2\
e €%t 1
— | sup —< ) (/ I@o(§)|2(1+€2)5d5)
61> max

> 6mae (1+€7)°
+< sup "0 t>) » <§>—@T<s>\2dg)2

[€]<E max
_52 o\ s %
( O (1+€) dg)
§I° £|>£mx

< sup
\s|>smax
1
N 2 2
©osup £ (/ &)~ 3r(0) d&) |
Puisque
1
o ¢] ~ 2 S 2
olls = (S 120 (€ (1+€)" de)
et ||$00||HS < E.
Donc
€7£2t ~ ) 2\ 8 %
sup S / B (O] (1+€2)° de
€1 >Emae 1S \Jlel> €pna
£(T-1) ~§ ~ 2 :
- osup e [ ©) -2 ()] ae
€] < Ema €] < Eman
e ¢ (T—1) 5
< sup  ——5|lpollws + sup e lor — o7l
€] > £ €] €] < Ema
Comme

lolls < E
et ||pr - @] = ller - vl <5

10



Alors

—£%t —&%t
e 2 (& 2(_
sup —<|lgollas + sup T pp—h| < sup —rE+ sup & T4
€] > Eman €] €] < Ema €] > man €] €] < Ema
7t§r2nax
< TR 4 eI,
1€ max|

1

5o L))

E\T [, E\* 1 :
:<g) (1115) E(l z E_S> +(
0 (§) +n(In§) "

# 5 5 = t oo
- <§) (m%) B In () — <ln (%)) LE\-hgh (1n %)
7In(§) +In(Ing) >
gy e p P
_ (E> <1n E) E In () |+ Etet (m E) .
0 0 Lln(E) +In(In &) o 0
( .

>
~~
5
/:\
B
>
~_
|
N
S
>,

Puisque (In %)ﬁ (In %)_% =let:sk -5 = 73(27;t)et : %)% 5= (%)1_; d = 07. Donc
=t *S(2T*i) E 2 73(2T7t)
(E) T (ln E) T B In (5) - —I—Elf%é% (ln E) T
0 0 1 (E) 4 In (In )72 6
—t —s(T—t) E 5 —s(T—t)
(&) (w5) 7 e () et (wE)
i) " Fn(8) +1n (i B) 7 ;

—s(T—t) B g R
= E-toT (m E) N ( tn (3) _S> + BTt (ln E) .
O N 5

11



|
w
)
|
o
=
N|®

coe [ B\ T In (£
— EiTroT (ln—) 0 (5) = | +1
Ainsi (2.8) est démontrée. m

2.1.2 Le choix de &, .

Pour trouver une estimation de stabilité de type Holder, on choisit £, ., par la formule
(2.9), c’est a dire :

AN A\
fmax: (hl ((5) (hlg) )) ,ou lng > LVS >0

Demonstration. D’apres le Lemme 1, on a

—£2t
||u (J;’ t) - udvémax (LU, t) H S Sup e—sE ‘I— Sup 652(T_t)5
|£‘>£max |§| |§|§§max

eftggnax

[€max]”
max

S E _|_ egaqax(T_t)(s — e_tgaqax <S£ + €T§12nax5')

max

E .
< — 4 eTGhaxg .puisque e tiax < 1.

T S
Donc
Hu (z,t) —use_ . (7, t)H < si 1 eTEmax§ (2.10)
et par Holder on a
|u (@, t) —use,, (z,8)|| < 2B T§T (2.11)

Par (2.10) et (2.11) on trouve que

| Ty < 2B\ hot = Bhet 4 Bhot

& max
Donc ¢
E ON\T 2 ON\T
<E|(-—= t  eltma§ < F(—
w<f(g) o oeoss(p)

On pose M = eTEmax

M
M — eTEIZI]aX(; : eTsxznax frp—

12



et () (m (g)%)z 212

:>£max T 6
1)
E S\ T 1 5\ T E\T £\
<E|(= <(= max 2 | = >\5)
2en(l) oo (l) —as () e (9
2 E\* TE2 T(£)ST Te; (%)
:>T€maXZT g — € max > @ 6 :>M:€ max525e o
> 5" ()7 > 55T —5(Z) =B (S) (=) 2E(Z) (=) -
= M > de'\s de” s ) 5 5 5 > FE 5 B
S\2/E\* S\2/E\*
> — = > = -
—uze(g) (5) 2 £ (uz) (5)
t £>ln£:> £2> ln£2
CE="E E) =\ E
Puisque
5\ 2 2 2 2 B\’
IHE =hé—mE"=[-(InE—-Inj)]"=[InE —1nd]" = lng
5\? E\?
:(IHE) Z(lng)
Donc 9 2t
) E\~
> J— J—
vero2) ()
Comme 2 2t
5= 5) =\"%

On a 9 ot 9 2t 2t 1 9
S\>(E\* E E\* EN:"

> = =) = =

(ng) (5) ze(m5) (n5) =2 (w5)

Puisque
s )2+ E\?
)>O>——:<In5) 2(1115)

13



Donc _s
M>FE (ln ?) ’ etM = eTémax§
T¢2 b E
— e’ tmax§ > F lng (2.13)
2)
TE2 5 T 5 T TEZ
i <E( =) = M<E(z)  tq: M=eeg
Puisque
£>ln£:> é 28> lné 2S:> é ; hlé 72$>1
E-"E E) =\"E E E
Donc . ¢ 9 2
S\T 6\T I\~ A
M < — < = - T
£(5) 1=2(3) |(2) ()
EN"2( EN?/oN\T[/o\*/[ o6\
< £ L o 9 el
—usemf) (5) (z) |(5) (ng)
EN [ BE\?[6\T [6\* [ &\ %
< I3 £ 9 9 el
<e(u5) (%) () (z) (»3)
E _% E 2s 5 % (S 2s 5 —2s
- E L 9 o el
= M<K <ln 5) (ln 5) (E) <E) (lnE>
5 —2s E —2s
tq (ln E) = (hlg) :
Puisque

<1n%)2 =[mé-mEP=[-(nd—InE)’=[ME-d’= (lng>2



Alors

—~
=
| &
N————

Y
Y
| >
N———

Sl
7~ N\
SIEg
N———

no

»
~—~

=
| &
N———
!

Puisque
LANES > —25 J T o\ 7®
T — < | =
{ et <1 <E) - <E)
E\~3 EN-
M<EWF)* _ ) reus<p (m —) (2.14)
et : M = elémax§ 0

En utilisant (2.13) et ( 2.14), on a

e O

Alors

N|w

par (2.12) ona = &, = <ln ((?) ' (ln %) 2 >)
AT AT E E
= & = (111 <(E> (ln g> )) pour lng >1. (donc _— > 1> ; Vs >0.

Remarque 1 : Il y a plusieurs solutions qui approchent la solution exacte mais pour

trouwver la solution qui est trés proche il faut choisir &, qui donne l’estimation de type
Holder pour laquelle on a la stabilité.

2.2 Probléme de la chaleur rétrograde non homo-
gene
Soit le probléme suivant :

U = U+ f(x,t); —00 <z < o0, 0<t<T (2.15)
u(e,T) = ¢r(z)
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Il est facile de voir que la solution u de ce probléme est donnée par

1 © 2 T
u(z,t) = — et [ (T3 +/ et
( ) \/ﬁ /Oo ( ()OT (5) .
En effet

~

) f(s) ds) de.

Demonstration. En utilisant la transformation de Fourier on a

:>{ F(% @t - 5% @t - f(0)
F (u(z, ))g)— (@T(m))(g)

Donc : par (2.3) et (2.4) on a

{ (u) »:( W, t) =

On pose :  y(t) =u(&,t), donc

O (€.1) +Ea (&) =T (x,1) y/ (1) +
{et W (€,T) = 3y (). :{

3]

(2.16)

(2.17)

On recherche la solution de I’équation par la méthode de variation des constantes :

v )+ &y (1) =F )
On pose: y(t) =W (t)V (¢)

y(t)ZW(t)V(t):y/(t):W%Jrv_
Alors . .
y () +Ey () =F(t) = (WE + VE) +EW V) =11
:>W(t)<cil—‘;+£2v(t))+1/(t)cz_vl/_f
G +EV () =0
:5{ V()G =)
:>%+5V<> 0 %z—fvwig
s V() G =0 = G = — aw =73



— AW = () dt = W (t) =C + / 1 F (8) dt. (2.19)

Donc

y(t) = e <c + / e f (s) ds) — oy (t) =& (0 + /t ' 5 f (s) ds)

et y(T) = e ¢ <C + /T 6528]?(8) ds)

=07 (6) = C=eT3.(€)

)=t (e%T ©+ [ <70 ds)

T
sy (1) = TG, (6) + / 0T (5) ds
t

On aura :
2 T 2 —~
v = 26D = (6 =TI+ [ ST (s)ds
0o T R
= u(z,t) = \/LQ_W /_OO er (652(Tt)®T (&) —l—/t DT (s) ds) de .
n

2.2.1 Régularisation Fourier et estimation de ’erreur

Comme

1 T B =TC PN ! E(s—t) 7
u(am:E/_ c ( mm/te f(s)ds)df,et u(@,T) = gn (@)

1 = € 2T—t)~ g 2(s—t) T
U6 ,€ max (ZL’, t) = \/% / € ¢ (65 T t)gpg“ (g) Xmax + / €£ ( t)f (‘S) Xmaxds) d£
—c0 t

T
Soit 9 - ¢°l| < Bon g (€.0) = [ < 0F (s)as. (2.20)
t
Lemme 2 Si on choisit &, par la formule (2.9), et (2.20) et |G — §°|| < B alors

o, 8) = 6,0 (2, 0)
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£ :
<E (m E) I3 ] s+ 2 (1n§> . (2.21)
’ i (5) +1n(n§) P

Demonstration.

:

IN

T T
652(T_t)®T (f) + / @52(S_t)f (S) ds — €§ (= t)@éT (5) Xmax — / ]?6 ( )Xmax S
¢ t

2 2 s —e2 27~ s
e &t <€£ —|-J; ef f )— §t<e§ T(,O f Xmax — j;/ ef f Xmax )

Ju(@,t) —use,. (z.0)]] = ||i(z,t) — e, (2,t)

+e~ & (€£ TSD Xmax j;t ef Sf 8 Xmax )
e (T ) e — [T T (5) X

T o~ ~
e (T80 () = € TPr (€) Xonax) + ¢ ( / e (F(8) = T (5) Xona) ds) ‘
) 2, 2 t 2 T o /a
+ 65 (T_t)ag (f) Xmax — 6_5 tef T@T (f) Xmax T 6_6 t/ 65 ° <f (8) Xmax — }\5 (S) Xrnax) ds
) )\
( / et (eﬁQT@T (€) + / e f (s) ds) dé)
1€1>Emax t

D=

T

T (B0 - 2 ©) + e [ (Fo) - P (o)) ds

t

U
€1<€max

< B_E?naxt /
|£‘>£max

© Ehn(T-1) < L y EAGEAG)

" </|u [ (P - P ) as

2
d¢ )

2 T 247
15O+ [ o Fds| d
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Soit

ll = eiéﬁaaxt /
|E‘>§max

b = el ( /Ig » 1@%(&)—%(5)\2&)%
“tho= (/H et /5 (F(s)~ 7 (5)) ds

e&:r@T () + j;T 6525?(3) s 2 df) 2

T
150+ [ Flds

[NIES

2
dg)

].) ll = eiggnaxt (f§|>§max

2
ll — e_ggnaxt / df
[€]>€ max

2
Seifiﬁaxt / df
‘§|>§max
T T T T T
puisque:/:/ +/ :>/ S/.
0 0 t ‘ 0

2 o0 ; : T oagn
< e Gt </_ |a(o,g)y2d§> K ﬁ(é,O)zefT?oT(éH/O e f (s)ds

. 21\ S % _ 1?naxt ) %
< o~ Emmaxt (/ G (075”2 &dé) < LS </ |G (0,§)|2 (1 + 52)5 dﬁ)
—oo ( -

N|=

VI

T
eézT@T (€) +/ 6525f(8> ds

0

S
(1+¢) 1+ &)
eféﬁqaxt 7§i'laxt
= L < ——a(0,9)]] , < ——F. Ainsiona
max " Smax
e_giaxt
— L <—E. (2.22)

2) Iy = eEmax(T—t) <f|§§£mx SAO(; €)= By (5)‘2 df) 2

amctrn ([ oo )’
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1
2 _ o0 R N 2 2 9 B .
<m0 ([T - pr (@ ) < BT gr—gh puisqve s llor—efl <0

:> ]2 < e max(T t)6

(2.23)
3) Is = (J]aggm LT (Flo) = PP () ds st) ’
T 2\ 2
= (/ / egz(s_t)f(s) — 652(8_@?5 (s)ds d§>
€1 12
< (/ g(éat) - gé (fvt)|2d§)2 = g - géH < B pU-iSque : Hg -3
ls <P (2.24)

Par (1 2.22), (2.23),(2.24), on a

ggnax E
5 E+€ maxT t(S_I_/B—e ?naxt < _I_ﬁ_l_eg?nax(T_t)(S

max

U (w,t) —tse,(x,t) HL2

— 6_612naxt68£ _|_ 6 _.I_ eggnax(T_t)5 S é-si _I_ /8 + eEIQI]aXT(S

6 ) = e 2Dl ey < =+ B+ BT, (2.25)

De (2.9), on a
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|L2(R)

i (x,t) = dsg,,, (1)

s

s
2 ln%

E<ln§) - . +<E
) (5 rmg) F) A

B\ -f

Ainsi (2.21) est démontrée. m

~
N
=)
>
~
l\)‘ll‘ll
(%)
+
sy

[ ln%
Lin (£) +1n (In Z) 27

2.2.2 Choix de &,

Pour trouver une estimation de stabilité du type Holder. On choisit :

[t

0<B<E (m %) (2.26)

Demonstration. Par le lemme2 et I'estimation de (2.25)et par estimation de Hol-
der : (2.11). On a
E e T 1t ot 1t ot 1t ot
+0 ) +emxt g <2ETOT = ETTTOT + B THT

Emax
Alors

g L B< EYTST (2.27)

et 2 t t
efmaxls < BT 4T, (2.28)

1) Comme

S

(2.29)
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Donc

S
E\ 2 ON\T ¢ ON\T ¢t
< - < _ — El=7§T < — — El=7§7T
3 E(ln5> _E(E E 5:>5_E(E) E16
— E'"T0T — B < EVT6T
Et on a B B
& +6§E1_T§%:>€s < EV"T§T — B < ELT6T
Alors
E L S\ T 1 S\ T T
< FEY-T85T = _ <[ Z s -
aosrii=(g) =< (f) =z (5)
T > Tn (?) T T > T(5)T
On pose
M = eT6haxg = M = eTshaxg > geT(5)°" = 5 (?) (2.30)
B\ 3 ) EN\S
> Tln<7)5 — e =
= M > de 5 FE o 5
s g(? E%>E52E% AN 5\2
= \E)\s) =7%\g) \§) P p=\F
S\?/E 5 S\2/E 5 EN?/E %
M>E(=) (Z) >EB(lmh =) (Z) =8(n=) (=
=uze(g) (5) zemg) (5) =#05) (5)



M>E(InZ)" re B\
- = e tmaxy > [ In— . 2.31

{ et M = eTtnax§ ‘ - " (2:31)
2) Par (2.28) on a

2 S\ 7
M = el*max§ < B | —
o< (g)

(5 % (5 % 5 2s (5 —2s (5 2s 5 —2s
< — < — — — i _ - >
:>M_E<E) 1_E<E) ((E) (lnE) ) puisque (E) (lnE> >1

=3
> b
S~ N~
wl\m m\lm
N T e
/: N~
=

——~
=
>t

I
=

/:\

=
>
N~~~
|
[N}

Puisque

() <()
Z) < (=
E) —\E
T§2 E %
== M =e max§ < F lng . (2.32)

Donc par (2.31) et (2.32) on a

B\ E( E\*
Ty = F <ln g) — T — 5 (ln E)
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d’ou

E
pour lng>1;V3>O.

Ainsi le choix de &, est prouvé. m

max

Remarque 2 :1) Pour trouver [’estimation de type Holder il faut choisir 3 tel que :

0<B<E (m %) . (2.33)

[t

sous les conditions du lemme 2.
2) Si : s =0 alors d’aprés l’estimation (2.21), on a

— ||u (z,t) —use, (m,t)H2 <FE lZ + %}

— ||u(2,0) — use,,, (2,0)], < E [2 + %1 —2E 18

Donc : Uestimation d’erreur est bornée par : 2E + 3.
3) Soit :t=0 et § — 0" et s>0. Alors

E E E
5—>0+:>g—>+oo:>1ng—>+oo:><lng) — 0

N|w

[N

— lim =T2
T\ () Al ()

EmE)? 1+ o g R
5 Fin(£) tn(in £)” 57

0— 0" et s>0.

Donc la solution est stable pourt =0 et 6 — 0%, s> 0.
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Chapitre 3

Probléme inverse pour I’équation de
la chaleur homogéne compléte a
coeflicients variables

3.1 Reégularisation Fourier et estimation de ’erreur
Soit le probléme :

et: wu(l,t)=g();t>0 . (3.1)

U = a () Uge + 0 () up +c(z)u;z > 0,t>0
et : u(x.0) =0;2>0

tel que: a,b,c sont des fonctions vérifiant

b(x) e CY(RT) telque: X, A > 0

a(x) € C*(RT), N < a(z) < A
S
c(z) e C(RT).telque:c(x) <0 ,x € R

f(t)=u(0,t) #0;t >0
||f||p < E et E est une constante telle que p > 0 et

= ([~ 0vey|fof ) <x 32)

—0o0

Notation 3 Dans cette partie on travaille sur l'intervalle [0.1] par rapport & x.

Lemme 3 : On a

i&v (2,8) = a(2) gz + 0 () vy +c(z)v, @ > 0, £€R
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ot v (x,&) la solution de ce probléme.
lim v (,£) = 0,6 # 0, (33)
v(0,6) =1,. lim v (z,0) est bornée.
On suppose que le probléme (3.1) admet une solution

u (1) = = [2 €' (2,€) F (€ g, > 0 (3.0
et i (v,t) = v (,€) f (€)

Donc

{ Ugy = \/%f thvxx (IE 5) ]/C\/(\ )d€>
et:ux—rfoo Glgtvm( §) [ (§)dg
— iu(e.€) = a(a) <= | et Fo s

r 1 R
@) o= [ @O T de+ o) = [ e ds

i€u(r,6) =it jQ_W / ¢t (2, ) T (€) de.

Alors
i€v (z,€) = a () Ve (,8) + b () vz (2,8) + c(z) v (2,§)

= v est une solution du probléme (3.1)
Ona :

< ety (z,€) f(€) de

o) o e ey — P @OF O =10

—N—
I~
B
N
S~
3
\
('0

Aussi :
a(1,6) =g(¢)
£ :‘{ et @(1,6) =v(L,€) f(€)

Donc :

i(x,§) =
Lemme 4 : [l existe des constantes ¢y co pour x € [0,1] et || > &,. Donc
“AVE <1y (2,)] < epe VT (3.7)
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OuéeR etAx)= [ ( 1()) ds
Demonstration. Pour montrer :
€] €]
cle—A(“”)\/g < |v(z, &) < CQe_A(x)\/gtq : ¢1,co constantes

On montre que :

o <|v(z,€)|e \/‘T<c2

On a: N (5) . . |
<a(s) < A
- - — > >
{tq: N A >0 VN T Va(s) T VA
Et on a:
limv(z,6) = 0 ,{#0= v(x,§) converge = v (x,&) borné

= ]{?1’ ]{?2 > 0 tq, /{51§|U(ZE,§)|§I€2

1) Soit : |v (z,&)] < ko

xT 1 s @
v (x,8)| < ky = \U(:E,f)]eA(x)\/@ < kze(fo \/@d> 2

1 4]

< ke vtV 2

1 1
tq >
VXN Va(s)
L /]
< kzef\g <eptq <1

Donc

0@,V <6 = o (2,)] < e VT
2) k1 < o (z.€)]

x 1 A m
b < o (0.6)] = o (1,6)] ANVE > ea@VT _ g (0 7o) VS

1€l
— ]ﬁe(fo Vals) )\/7 > /ﬁ@‘ﬁ \/> > ]{316 > 1

tq:mzﬁ

v (z,§)| eA(x)\/lgj > = |v(z,§)| > cre ANV

Donc
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Par : (3.8) et (3.9) on obtient

AOVE < 1y (2,6)] < pe AOVE ¢ e R.

Lemme 5 :

a () Vpz +b(x) v, +c(x)v=0, >0 . (3.10)

v(0)=1 ;v(x), .. borne,

admet une solution unique alors : il existe ¢, cy tel que

e A W?<|v15|<c’ AVE ve e R (3.11)

Demonstration. La démonstration est similaire o la démonstration du lemme 4. ®

Par le Lemme 4 et le Lemme 5 on a

‘v(l,f)‘ > C_Zemu) AVE pour: 1] > ¢,
avec )

zft .
= / 9 (€) €] < (3.12)

ol 0 est une constante positive telle que || g— 95|| <0, et

u(x,t) =

s (0.0) = —= / o “;ga@)xmaxdf. (3.13)

Théoréme 4 : Supposons que le probléme (3.10) admet une solution unique, et soit
gs (t) la solution approchée de la solution g (t) si x = 1 telle que : ¢ (t) = u(1,t) la
solution si  x=1;|lg—gsl <det |[fll, <E,p>0 ouf(t)=u(0t) estla
solution si  x = 0. On pose us (x,t) la solution approchée par la régularisation de
Fourier définie par (3.13). Si

1 B/ BENZ\\
Emax = 2 (mln (E (ln E) )) : (3.14)

Alors Uestimation d’erreur est

A(X)

A(X)

x (- B\ 20-%a7)
A7) 5 am (ln g) (140(1)) ; pour: 6 — 0.
(3.15)

lu(@,.) — us (z,.)]| < OB

Ou C , 6 et E sont des constantes positives.
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Demonstration.

= (x, &) — a5 (z 2 | ALS) 5 ey )
o () = s (o, VP = [ (2,€) — s (2, ) Hv(mg@ ) 1 6) X

:

(9 (€) Xmax — 95 (§) Xmax)

g (5) XHIH,X +

—~ =

T g (316) Yo — 3 (€) X

(z,8)
v(1,€)

_I_

2
+2

2

4

(9 (€) = 9 (€) Xmax)

Puisque
(a—b)2:a2—|—62—2ab2():>a2+b222ab
(a+b)* = a4 0%+ 2ab < a® + b2 + a® + b® = 2a2 + 2b°.

Donc

2

:2/|5|>§m ZET,’S«‘?@ dg +2 Lfm e 0O -] de
:2/|§>§m v(e.6) Fo)] der /Mg Zii’g @€ - 3| d&s sa Fe) = 9(%
:2/|§>£mx 00,6 (1+8) 2 (1+8)* f(f)’2d§+2/£<£mx zgg( (€)= 45 () zdé
:2/|§>£max o (@, (1+&) " (1+&)" A(é)fd&z/ﬂqm g"g 2|g( )= s ()2 de.

on a d’apres (3.7) alors :

€l
v (2, O < ZeAOVE — 20-A@1/

on a
|£| Z gmax :> 2 |€| Z meax
— V2[¢] > V2 = —A () V2[E] < —A(2) /26 o
donc

[0 (2, &) < cge AV (3.16)
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soit

(1+&) > 1+ > b= 1+ >0, — (1+) " <2 (317)

on a
pl7 2 : >
171, = (foo (1+E)" |/ ©) dé) = I/ = / a+ey[fe| i (319

et:|[fl,<E,p =0 -

donc
2/5»5 o OF (1+8) 7 1+ [T g
: 2/E|>§ e MOV Bmg 3 (147 | Fie)| e

= 2fe AV K 2 / (1+) |7 )| de = 2cge OV Emug 2 / Carey|felf a
- 2 max |§|>£max - 2 max -

par (3.18) on a

2036714(17) V 2€max§;lil))( / (1 + é’2)p

—00

()] de = 236 AV Emg 2 | 1 |1, < E.

donc

_ 2
2 / | vz, O (1+&) " (1+&) dé < 2ce MOV Hmag 2 2 (319)
1> Emax

F(€)

on a par (3.7) et (3.11)

1€
v (@9l < 636%@)@ cge MOV G awy—awyy/E
p— - 6
(LT 7 pe2am/i 2e-AMV2 6’12
1

on a

’5‘ max - \/2 ’5‘ < \/2£max
et Az f0< 75 )dstq 0< XN <a(s)

et:0<z<1= A(1)> A(x)
= (A1) - A(2)) v2[¢ <( (1) = A(2)) V2 [Emax|

v (z,§) (A(D)~A(2))y/2/E ]
U(l,g)' < /26 1 2 (3.20)
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et on a :

lg — gsll <0 =>1[l§ — gs||” < 6 (3.21)
donc
v(@, O, 2 3 (AW —A@)\/ o | 2
2 1 19(&) — g5 (§)]"dE <2 —5€ max |G (&) — g5 (§)]” d¢
€] < € |V (1:€) €] < . €
2
= 22 (A0 s s (O d = 2 3OOV 5 gy
<2— 2 AW =ACDY Zmax 52 tq + ||g — gs||* < 6%
1
donc
2/ ALY 2|§J (€) — 45 () de <22 < NV Hmax 57 (3.22)
6] < e |0 (16) {2

par (3.19) et (3.22), on a

||U(CL',) _ué( )” < 20 e x)\/2§max€ 2pE2+26/2 (A(1)—A(z) )\/2§max52 _Il+]2

G

on pose [1 _ 262€—A(z \/2 maxgmgchQ et: ]’ _ 2 02 ( (1)_A(m))\/2§max52. On choisit gmaX par
la formule (3.14)

= (i (100 - (i (26D 7))

donc
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4p

AW =A@) /P 52 —

_ 5 G 2(Aae

—2p 2
220 Jin(F(m &)™) 52 _
CI

(AQ)—A(x))
c5 h(%(m%) 2) ( >52
?
1 1
2 (B 1 5\ % 2(1;}%)52— 2 (E>2<1_AE“) (lng)_4p(l_%)62
T2\l (“X) 2\ s 5
. ~4(1-55)
.G 2(1-46}) 5-2(1-48)+2 (1, £ "
2 /2 J
€1
alors ()
2 . B\ ~w(-45a)
I = C%EQ(l‘Am)(SQﬁEl; <ln 3) (3.24)
1
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par (3.23) et (3.24), on a

_47'(1_%) 4p
AN\ » v E In £
o () = s ()P < 263 (ﬁ) F20-58) 5% (m_) vy
V2 0 ln%—l—ln(ln%) i
2 —4p(1-419)
+ZCC—/122E2(1 A(1))52A(1; (ln _>

Donc

A A E ~(=4t) AN\ In £ 4p 2

x 2A(x =

< E-40) 546 <1n —) 22 (L) b —— | + 2%
0 V2 In % +1In (ln %) Cy

Par la notation2, I’estimation d’erreur (3.25) donne l’estimation (3.15). Puisque

|t

) In
lim — | = 1
0—0 \'In % +In (ln %)

1
4p 2
tel que C = (203 (%) —1—22—%) m
1

Notation 5 Quand

) In %
lim - % | = 1
0—=0\InZ +In(In%)
Alors on a lestimation (3.15); pour 6 — 0 .

Demonstration. Si

E
5—>0:>g—>oo:>lng—>oo

_ InZ , X , 1
— 5lln0 E B2 | T Xhi{loo ~2p ) ~ Xh—n}oo In(X)~?"
InZ+In(ln%) X +1n(X) 142X

, In (X)~% , In X , In X . E
—> lim (— = —2p lim ~ )= 0. tel que .Xhm ~ = Os;ou:X =In—

1 In£
— lim [———— | =1= lim 0 — | =1
X—oo \ 1 4 )7 6—0 ln%—I—ln (ln %)
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< EQ(I_%)(FZ;‘(%) (1n E)

4p 2 x 2A(x
< (2c§ (ﬂ;)) (1+0(1) + 2722) 2056 556 <1n %)
1
AL\ 2 A@y 24w [ F ~(-36)
C _ x 2A(z
- (203 (W) (1+0(1) + Qé (1+0 (1))) p20-a0) 550 (ln 3)

Donc

tel que

Q
I
VR
)
o
[NVl )
VR
Sz
~_
S
kS
+
)
Q
"b|wmw
~__—
N
>,
o

Ainsi (3.15) démontrée. =

Remarque 6 1) Si : p = 0 =[’estimation d’erreur (3.15) est donnée par la forme

suivante : A(z)\ A(z)

(2, — us (2,.)]| < CE(-30) 630 (14 0(1)).

et dans l’estimation de type Holder on a

~—

A(z) A(z)
o (z,.) —us (z,.)]| < CoaD EC-50) .0 < & <1

Donc si p =0 =1’estimation d’erreur (3.15)=la méme estimation de type Holder .
2)
o (0,8) — us (0,8)]] = |1 () — s (0,
B\~
SCE(]HE> (1+0(1)) — 0, pour § — 0 et p > 0.

Donc si x = 0, Uestimation du type Holder et l’estimation (3.15) est bornée par C'E pour
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0—0etp>0.

3.1.1 Choix de ¢

On a l'estimation de type Holder

max

lue,) — us (z, )| < B35 = 02 (14 L) p20-58)5%6
) 0\ &Ly = 2 C/12

Et par le théoréme 4 on a

2
o (z,.) — us (z,)|]? < 22~ A@V2Emxg 20 2 | Q%Q(A(l)—A(x))\/%maX(g?
1

max

2
S 20%572PE2 + Q%eA(l) V 2£max62
1

Donc

1
2036 2P 2 < 5 <2c§ <1

2
9.2 (AN 2man 2 <

/2
&1

1) De (3.26) on obtient

hS

(z)

1 1 A(z)
2¢2 \ 2 [ E\ »AD) 272 2 [ E\ rA0)
= 28,0 > 2 1 - > 1 —
w2 (7)) (5)7 = (7) (7)
2072 B (B WAD 2072 (B AT
== /2 > — >1 —
ez (m) (5) 7 e |(7) (5)
20/12 ﬁ E 2?1?8)
(1) (5)
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— A VB = A0 (5) 7 = A VB2 ()

A(z) A(z)

2p 2p —4p—2
s AV % > (%) > (ln %) . (ln %)

Puisque
28>0 >~ (dp+2)
et ln% > 1
Alors
Alz) —4p—2 —4p—2
2
eA(l) 2fmax > <1n _) g > <1n %) — eA(l) 2£max > (ln ?)
On a

)
s ANV > (ln%> o <§)2 529
2) De (3.27), on a
zcc—,%eAmmgz
1

36



2 E 5\ 2
_A(l) 2§max > - _
— oo (H2)(5) (B)

5\° ) 2
— ] ;sic; > lpui >l = ——>1
<E) si c; puisque ¢; 152 =

E
234((190)) 2 /?<(lz)) 2 4 4
< (9 EN“_ (o EN (W EY (W EYT
—\E §) \E 5 ) )

24(x) 24(z) _24(2)
E\?2 £\ % 5 A(T) B\ 5 A(T) E A(D)

-(5) (5) |(2) (F) [ o:(z) =(5)

Puisque
A(x)

On a
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E 2 E —4p
— A/ 2max < (E) <1n E) (3.29)

Alors par (3.28) et (3.29), on a

2
E\ " /E\? E E\ %
AV 2max — [ 1np = Z) =2 (n=
: () (5) = (5 (u5) )

—2p\ 2 o
— AWMV 2max — (% (ln %) > —s AV 2% — eln(%(ln%) )

= (5 5) ) (5 (-5) )
= Vi (5 (5) ) = = (g (5 +5) )

Ainsi (3.14) démontrée.
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3.2 Meéthode de régularisation de Tikhonov simpli-
fiée

Considérons le probléme
Az =y (3.30)

L’idée précédente pour trouver la solution de I’équation (3.30), était de faire la régula-
risation (c-a-d : pour trouver la solution de I’équation (3.30), on trouve la solution d’une
autre équation avec parameétre « telle que la limite de 2°"“équation est une solution de
I'équation (3.30) et a petit ou: «a — 0.

On note que : U (X) est un ensemble de tous les sous-espaces fermés dans X. R est
continu vers y si :

Hyo — yH —0=d (Ryo, Ry) — 0.

La famille des opérateurs continus R, est dans la voisinage de AX ;.
R, : AXy — U (X).

R, :larégularisation de I’équation (3.30) dans X, alors :

lim R Az =z pour z € Xy (3.31)

a—0

Ou « :est un parameétre positif.

3.2.1 Conditions de régularisation

On choisit un sous-ensemble X, C X. X;; s’appelle "classe correctrice" s’il ya les
deux conditions suivantes :

1)La solution est unique dans Xj;. (c-a-d : Az = Az? = z = 29)

2)La solution x € Xj; est stable. ( c-a-d : ||Ax — A2°|| — 0 = ||z — 2°|| — 0)

Definition 4 w est une fonction telle que : ||z — 2°|| < w || Az — Az®||, ; Cette relation
s’appelle "estimation de stabilité"

Si: ||Az — A2®||y — 0 = w[|Az — A2°|y, — 0 = ||z — 2°|| — 0. Donc : on
a la stabilité.

Proposition 1 : X,;, compact et la solution est unique alors : la solution est stable.

Demonstration. on ’'a démontré. m

3.2.2 Construction de la régularisation

Nous décrivons en général la méthode qui s’appelle "la stabilisation fonctionnelle"
définie par TiKhonov. On considére que p est la stabilisation fonctionnelle pour la classe
correctrice X); s’il y a les deux conditions suivantes :
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(3.3.1) p semi-continu inférieurement sur X.
(3.3.2) La partie Xy, ={z € Xy, p(x) < 7}est bornée dans X , Vr.
On considére le probléme suivant :

min ([|Av — y[|3 + ap (v)) .
{ ( veyXM. nw) (3.32)

Lemme 6 Si X/, est compact dans X , V7 . R, (y) solution du probléeme (3.52)
existe et R, est la régularisation .

Demonstration. On pose

{ To € Xy
et 7= [Av —y[|5 + ap(w).

On a - -
XOZ{,M(’U)SE}HXM:{UGXM, M(U)SE}ZX]\Lg
et Xy compact. Donc X M,z compact.
Soit ¢ (v,y) = ||Av —y|> + ap(v); ¢ (v,y) semi-continu  inférieurement dans X et

X compact. Donc ¢ admet au moins un vy dans Xo, tq : ¢ (v,y) > ¢ (vo,y);V vy € Xo,
¢ (v,y) a un point minimum dans X,;. On pose z (o) = R, (y) un ensemble des suites
minimisantes de ¢. L’ensemble de tous les points minimum est un ensemble fermé.

(I) On montre que R, (y) est un ensemble fermé. Soit v, € R, (y) tq : lim, . v, =
vp. Pour montrer que R, (y) est fermé on montre que vy € R, (y). v, € R, (y) = v, un
point minimum ot une solution du probléme (3.32). Donc

1Av, = ylly + ap (va) < Av = ylly + ap (v).

— 1 [[[Av, — g2 + op (0,)] < | Av — gl +ap ()

Et
lim v, = vy

n—:oo

Alors
[ Ave = yl3 + ap (vo) < [[Av — ylf3 + ap (v) = vy € Ray.
Donc R,y est un ensemble fermé.

(1I) On montre que R, est continu par contradiction. Soit

Ye — Y
et d(Rayk, Ray) > €

d(zy,x) > ¢

d (Rayr, Ray) > € = { Vrr € Royr et Vo € Ryy
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Et

T € Xo . . . . .

{ et X, compact — {il existe une sous-suite extraite qui converge (vers x,)}
= T — Too = ||Th — Too|| < € (3.33)
Ainsi que
¢ continu par rapport a y .
<
{ et ¢ sci par rapport a xy = ¢ (Too, y) < liminf & (2, )
= O (Too,y) < O (v,y),Vv € Xg = Too € Roy
Donc

|z — Too|| > €, VIR € Royr et oo € Ray (3.34)

Alors : par (3.33) et (3.34), on a la contradiction = R,, continu.
(11I) On montre que x (o) convergente vers x quand @ — 0.c-a-d R,y — . avec :
o < 1,y = Az, a — 0. Par contradiction On pose z;, € x (o) tq :||zx — || > £.et on
a:y = Ax.
Tk € Royr = ¢ (Too,y) < & (x,y) Vr € X,

Az =yl + o (21) < | Az =y} + o (z) =
|Azy, — yll3 < || Azy, — yll3 + cppe (21) < agp (x)

1
— Az~ g} < oupe(2) < 1 (o)
Soit : X, = {v,v € Xp,u(v) < p(z)} compact. On a ’ensemble
Xyr=A{ve Xy, pu(x) <7t} compact

— X)) = {v € X, 10 (v) < p(x)} compact

Donc : X, = X} () compact. X, compact donc on peut extraire une suite z; converge
vers z,.donc

|z — 24| < e = 21, — 2,
T € Royy = ||z — z|| > ¢ = liminf ||ay —z|| > ¢ = ||Jz. —2|| > e = a2, # 2
Et on a :||Azy — Az|]} < apu(z) < 2 (z). Alors :0 < liminf,_o [|Az), — Az|]? <0
donc :||Az, — Az||? =0, A continu. On aura

T E T .
{ 7 — contradiction.
etx, =2z
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Donc : lim,—¢ R,y = © = R, la régularisation. Alors par (), (II),(III) on a

x (o) = R, (y) existe et R, continu.
et R, régularisation.

Proposition 2 : Soit ¢ (v,y) = ||[Av — y||} + au(v) est semi-continu inférieure-
ment.

Demonstration. On note semi-continu inférieurement par sci. Soit f(v) =
2 . X
| Av — y||y- continu par rapport & v donc

Ve > O,EIU(),\V/’U € Vtu() = |f(U) _f(U0)| <e€

[f () = f(w)| e = —e < f(v) = f(vo) Se= f(vo) —e < f(v) <e+f(w)

donc
Ve > 0,3vg, Vv € V,y = f(v9) —e < f(v)] = [ sci

Alors f est sci par rapport & v. f et p sci = f+ psci?

¥ sci:>v5’=g>o,3v'

vo?

Vo €V, = f(v0) —€ < f (v)

et
[ sci = Ve = g > 0,3V, Vv eV, = u(v) —e < p(v)
donc I
(f + 1) (o) —e = f (vo) + o) —¢ ta €+=5+5
= (f (vo) =€) + (1 (vo) —€) < f (v) + p(v)
On aura
\V/€ > 073%0 = ‘/1;0 U‘/;(ﬂvv e ‘/UO ___’\> (f"‘/,t) (UO) — € S (f+l’b) (U>
=—> [+ p = ¢ scipar rapport a v € Xy,
—> ¢ sci par rapport a v € Xy, Xg C Xy
]
Proposition 3 :  On montre que
¢ (v,y) semi-continu inférieurement dans Xy ¢ admet au moins un vy dans X
et Xy compact tq : o (v,y) > ¢ (vo,y),VveE Xy ’
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Demonstration. Pour montrer cette proposition on montre la théoréme suivant :
Soit f: X — R". verifiant

1) X compact il 9zg € X tq :
{m ‘i{f<

f semi-continu inférieurement x9) = infrex f ().

On note d = inf,cx f () ,s0it

1
a, =—+d= lim «, =d,|—00,a,] CR.

n n—:aoo

Et
X, =f1(-00,a)) C X = X1 C X,y = Xpi1 C X,

On a

{ f est semi-continu inférieurement s 1 (=00, an) = X,y ouvert — X, fermé.

et |—oo, | ouvert
Et

{ X, fermeé,¥n > 1

et X compact — QX” 7@ =g € ﬂ X (i-e: w0 € X,,,¥n € N*.)

n>1

Alors
— 1
ZEOGXn:f(Io)SanZE‘Fd;VnGN*:f@O)Sd:f(xo):d

= 1 est optimum == il existe f (x¢) = inf f (z).

zeX
Donc
¢ (vo,y) = inf ¢ (v,y) = Ra(y).
Alors : il existe R, (y) solution de probléme (3.32). m
Proposition 4
6 (v) < ¢ (o) )
{ 0 € Xas = v € Xq (3.35)

Demonstration.
¢ (v) < ¢ (o) => || Av — y|I} + ap (v) < || Az — ylly + ap (o) = 7.

Donc
|Av = y|ly + ap (v) < 7= ap(v) < ||[Av—y|ly +ap () < 7

— ap(v) <7 = pv) < =

o
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Et on av € X, donc

p(v) <
et :ve{u(v)g
vE Xy

QN

}mXM:X[):}'UEXO

Q13

n
Proposition 5 : x, minimum dans Xo C Xy = x,. minimum dans X7 par (3.35).

Demonstration. Soit =z, minimum dans X, = Vz € Xo, ¢ (z.) < ¢(x). Mais
n’est pas minimum dans X, =

v € X, ¢ (v) < @ (xy)

Donc

¢ (r.) < ¢ (2)
{ et ¢ (v) < b(x) = ¢ (v) < ¢ (2.) < b ()

{ ¢ (;’) g?;ﬂ(f) — v € X, par (3.35).

veXg= d(xs) <o (v). (3.36)

puisque ¢ (v) < ¢ (z.) Donc il y a contradiction avec (3.36) alors : z, minimum dans
XM. |

Lemme 7 : soit X , Y deux espaces de Hilbert, z° € X et p(v) = ||v — x0||§< .donc :
le probléme : min (|| Av — zl2 + ap (v)) admet un minimum unique Rq, (y), qui est une
solution unique de ces problémes tq. R, soit la régularisation.

Demonstration. x,, est une suite minimisante donc : ¢ (x,,) — inf,ex ¢ (T1) = ¢

*

¢ () — inf ¢ (x,) = ¢, = lim ¢ (x,) = lim inf ¢ (z) = ¢,
reX m—>00 m—so00 x€X

¢,-la limite existe ,donc la suite (¢ (x,,)),, convergente = ¢ (z,,,) borné==- x,,, borné.
Donc toutes les suites x,, minimisantes forment une suite bornée.

(1) On recherche la solution . Comme X est un espace de Hilbert il est donc réflexif.
On a la théoréme suivant :

Dans 'espace de Banach réflexif, de toute suite bornée on peut extraire une sous-suite
de z; convergente faiblement vers z.donc :z,, — x converge faiblement

{¢ convexe et ¢ sci} = ¢ sci faiblement

Et on a

{ T = T — ¢(2) < lim inf ¢ (2,) =0, = ¢ () <6, (3.37)

et ¢ sci faiblement m—s00 z€X
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Et on a ¢, est inf de ¢ sur X = ¢, < ¢ (x). Par (3.37) on a :¢ (z) = ¢,, v € X =
J¢, solution de probléme (3.32)

(/1) On montre que la solution est unique.

Pour montrer 'unicité de la solution du probléme (3.32) on montre 'unicité de pro-
bleme (3.38) dans 'exemple 2. Donc la solution du probléme (3.32)est unique. Donc le
probléme admet un minimum unique qui est une solution R, (y); R, est la régularisation
par le lemme 6. m

Example 2 Soit X et Y deux espaces de Hilbert et A compact et linéaire A : X —
2
Vip(z) =z — 2y .
On pose : X = Xy,
Les conditions nécessaires pour que x () soit un point minimisant de la fonction
sont

q(0) = (Av—y Av—y)+a(v—a’,v—a0),

et —(q(x(a)+tu))=0 ,t=0,Yue X

q(z(a) +tu) = (Az(a)+tu) —y Az (a) +tu) —y)y
+o ((z (@) + tu) — 2° (z (a) + tu) —2°) .

= (Az (a) + tAu — y, Az (a) + tAu — y)y + o (z (@) + tu — 2%,z (o) + tu — 2°)

= (Az(a) —y, Az (a) —y)y +t (Az (o) — y, Au)y +t (Au, Az (o) — y)y

+t% (Au, Au)y + a (z (o) —2° 2 () — 2°) , + at (2 (a) — 2%, u) , + ot (u,x (o) —2°)

+at2 (U, U’)X

Donce

{%<q<x<a>+w>>:o, |
t=20

— (Az (a) —y, Au)y + (Au, Az (o) —y)y +a (2 (a) —2°u)  + o (u,z () —2°)

— 2(Az (o) —y, Au)y + 20 (2 (@) — 2°,u) , = 0.
_—

2 (A*Az (o) — A*y,u)y + 2a (u,z (@) — 2°), = 0.

X

= 2(u, A"Az (0) — A*y) ¢ + 20 (u,z (a) — 2°) , = 0.
— 2(u, A" Az (a) — Ay + o (2 () — 7)), = 0.
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— (u,A*Az(0) - A'y+a(z(a)—2")), =0Vue X = H
— A'Az (o) - Ay +a(z(a)—2°) =0

= (A*A+a)z(a) = A*y + az’ (3.38)
z () est une solution du probléme : min (||Av — ylI* + o (v)) .et aussi solution du

probléme (3.38). Donc pour montrer l'unicité de la solution du probleme (3.32) on montre

lunicite de la solution du probléeme (3.38). On suppose que ce probléme (3.88) admet deux
solutions = () et x (a). Donc

{ et(f(l;lf};fzgi?&)_zfl;%;—fzxo — (A*A+a) (z(a) —2(a)) =0.

On remarque que A*A est positif et auto-adjoint dans X.
On consideére l'exemple 3

(A"A+a) (z(a) -z (a) =0 = { ((A*A+a) (xv(jk);(f(a)) Jax) =0

— ((A*A + a) (x (o) — x’(a)) ,ak) = (A*A (33 (o) — x'(a)) ,ak)+(oz (m () — af(a)) ,ak)

= (z () —2(a),ar) + o (z(a) — 2 (a), a) tqg A*Aap = Nay,

= ()\i +a) (a: () — 2 (a) ,ak) =0Va, #0
= ()\Z +a) (z () —x)(oz)) =0
A positif = { Ak>0:>>\i7éo

2 e B
O<a=a#0 = Mt+ta#0=z(a)—z(a) =0 = la
solution est unique.

Example 3 A\ > Xy > ... >\ > Ny > 0= )\, € Ry.
A est compact =—> A* et compact donc :A*A est compact. A est linéaire d’ un espace
de Hilbert vers un espace de Hilbert . Comme A*A = (A*A)* = A*A auto-adjoint.
A*A  positif et A*A auto-adjoint on aura donc , d’aprés le théoréme de Hilbert-

Schmidt : il existe une base orthonormée des vecteurs propres ay, . Soit by, = || Aag|ly" Aay.
Alors on trouve.
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(1) A*Aay, = Xlap? On a
A*Aak = A*)\kak = )\kA*CLk = )\iak — A*Aak = )\i(lk

(2) AA*by, = \iby?
Soit
AA* b, = AA" || Aag|ly" Aay, = || Aag ||y AA* Aay,

||Aak||y AN ap = A2 || Aag |y Aag = Aiby = AA*b, = M2y,

Aty = A" || Aag|ly" Aax = || Aag|ly" A" Aax = || Aag||3" N

= warlly Mpar = M llarlly ar = My 5 [Jaxl| =1

puisque aj est une base
(4) Aay, = A\bi?
b = A\ ||Aak||y Aay, = M\ ||)\kak||y Aa, = Ay 1 ||ak||y Aay,
=A ||a;.c||;/1 a = Aay, = \pby, = Aay,
(bx) est aussi une base orthonomale puisque :

(b b), = ([ Ay Ay, [[Aai ]y Aa) = [ Aagly* | Aaly" (Aay, Aa),

=\ llaelly! lamlly (A" Aay, a),,

0;stk+#m

= /\1;2)‘i (akvam)X = (akvam)X = { 1. sik=m

0;s0k#m

1,sik=m

= (bg, bin)y = {

Lemme 8 : Test de Picard :
La solution de ’équation originale Ax = y existe <=

[Z A2 (g, M)y P < +oo

Demonstration. (=) Si z est la solution de '¢quation Az =y.
Alors

(3.39)

Arx =y = A"Az = A™y.
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Et le produit scalaire :

(A*Az, a)y = (A"y,ak) x = (v, Aar)y = (Y, Mk )y - tq 1 Aag = Apag. = A (Y, ax)y - tq: A €R

Puisque {a;} est une base orthonormale dans X on peut donc écrire = sous forme de
série convergente (d’aprés le théoreme de Cauchy-Schmidt).

[o¢]
E Z, ak ag.convergente.
k=1

r=> (,ar) ar = ||k —Z\ z,a) x|
k=1 k=1
=% = Z| za) x> = Z} T, A\ 2 A Aag) Z)\ (z, A* Aay)  |°

A AT (Aar) P =) A [, A Abe) [P ta s Aay = Apdy.

1 k=1

— ZA,jl (2, AeAbr) [P = ) A (A, M) ZA,; ((Az, by,) Z)\k (y,br)y

= k=1

I
Mg

i

o
Z x, ai,) ay.convergente = ||z||% = Z A2 (g, br)y | -convergente,
k=1 k=1

= Z Ny, br) x ? < 0. (3.40)

Réciproquement : On pose

v=) Al ™ (v, be)y ax = llallx = D IAai] [y, bi)y | llanl .

k=1 k=1

:||$||X<ZA (y: o)y | Il ZA (4, bi)y |* < o0 = [l|% < +oo.

Alors x existe = x € H. On montre que x est la solution de ’équation Ax = y.

T = Z)\El (Y, bk)y ax = Az = ZA)\El (Y, br)y ar = Az = ZA | Aakl| ™ (y, br)y ax

k=1 k=1 k=1
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:>Ax—ZAHAakH_ (v, Ay Aak ap = ZAHAakH (y, Aag)y ay

k=1
= [l Aa]| 7> Ay, Aay)y ZHA%W (Ay, Aay)y ai
k=1 k=1

=) [l Aax]| 7 (y, A" Aay)y ZAk (y. Mar), ar =
k=1 k=1

Z(Z/,ak)yakzy tq: ap une base
k=1

re H

ot Ap—y 7 la solution de I'équation Az =y m

Donc : Ax = y. Alors :{

3.2.3 Etude de I’équation homogéne compléte

Soit le probléme (3.1) ou

F) = w(08)£0, t>0et f)= u(0,8)=0,t<0

2 3
d{j) .

|fll, < E'; ot E :est une constante tel que: p > 0. Et [|f|, = <f_°°oo (1+ 52)P ‘]?(f)

On utilise dans cette partie les : lemmes 3, 4, 5.
Definition 5 On pose : g (t) = u (1,t) la solution exacte du probléme (3.1)
ut:a()um—i—b()u c(x)u;z>0,t>0
“(

u(0,t) = f(t);feL*(R),t=>0
etu(z.0);z>0

Et comme (2.)
2.9 = S (6.
alors
e
9O =g 1), (341)

On définit Uopérateur suivant : K () : u(x,.) — g(.). Par (3.41) et pour 0 < x < 1
alors le probléme :

£ =wu(l,t),t>0
{ ef (u)(:c())(: 0);:c >0 (3-42)



S’écrit sous forme d’équation opératorielle suivante :
K@)u(l,t) = gt),0<z<1 (3.43)
K(z): u(z,.) —g(.). pour :0<z <1, — g(t). Donc:
K(z)u(z,§)=9(§),0<z < 1

K (z)u(z, ) =g(&),
Ainsi en utilisant (3.41) on obtient

K@) =310 = 18 dle) = K@ = 708 alngio<a <L
(3.44)
o 16
Foey_ d

Soit : ) .

{ 1P = )7, m<nh@§d§<+m

et: cle A(l\r<|y (1,6)| < che” \/FWGR
On a : gs(t) est la transformée de Fourier pour la perturbation gs(t) en x = 1, et

lg — gg|| < (5. La solution approchée de u (x,t) pour 0 < x < 1, est une fonction h (z,t) :
(la solution régularisée de Tikhonov),qui minimise la quantité suivante :

1K () b — gl +(5) ] (3.45)

Lemme 9 :
Il existe une unique solution h (z,t) qui minimise le probléme (8.45) ayant la forme

v(z,£)

5
h(z,t) /‘ VB8 gs (&) dE, tel que o = — 3.46
( \/ﬁ |+ a2 ”gg26<> E ( )

Demonstration. [ : lopérateur identité dans L?(R),I : R — L?(R), Vz €
1
R, I (z) = (f_oooo 11 ()| dx) *. K* (z) est adjoint de K (). Par la théoréme 2.11 dans [7]

1" unique solution qui minimise le probléme (3.45)est donnée par
h=[K*(2) K (z) + 1] " K* (z) gs. (3.47)
Dans I’espace de Hilbert, on a
(@u,ﬁ) = (K (2)u,v) = (u, K* (z)v) = (7), KT(JJ\)U) .
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Et en utilisant (3.44), on obtient

K*(z)v = v 3.48
= K* (z) IEXS (3.48)
Alors
(K@K @u=LIK@wu = 0L e(Le) . [e L]
{ etm:%A o) Kle) _v(x,g)v x, v (x,€)
() K () u = v(L,¢) () u = v(1,¢) : 4
= K*(z) K (x) v(x,g)K( ) (2.0 (3.49)
On a

h=[K*(2)K () + o®I] " K* (2) gs = [K* (¢) K (z) + o*I] h = K* (z) g5.

— ~ o —

— K*(2) K () h + o*h = K* (z) gs = K* (v) K (v) h + o®h = K* (x) g5

Puisque

Donc

2
- (175)/\
= [K*(2) K () + o®1 1K*(x)95:>‘ h+ a®h Js
: } (z,¢) v(z,§)
Lo ~ 1
— U( aé) +a2 h:U( 75)/9\6
v(z,§) v(x,§)
2
(18 ~ v(@f) |? o(LE ~
/}; - v($7§)g5 (5) - U(LE) v(x7£) § (5)
= him0) = v(1.6) [* @) |* w00 |* | oo [* o
‘v(x@ Tt ae| |vw@o| T ae| @
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—~ v(z,€) ~
h (,Z" 5) _ v(1, 5)95(6)

On aura 1+a?| 25 8 Alors
et ona h(z,t) = \ﬁf e €th (x,€) dE
v(z,€) ~
95 (€)
h(z,t) / v(1£) ~de,
VLT Ll

est appelée approximation de Tikhonov. En utilisant (3.41), on a donc la solution exacte
du probléme (3.42)

($t mf & ( 5) zgt 7€)A
{ Y e S L

(3.50)
u (z,t) est la solution exacte et la solution m

v(z.)
Definition 6 us (x,t) = \/ﬂ [ - ;J|<15 s () d€ est dite approzimation simpli-

(1,6)
fiée de Tikhonov pour la solution u (x,t) du probléme (3.42).

Lemme 10 :

(1)
e(A)—A(@))s PERCCT )
- A(1)
P T arerams = © (3:51)
(1)
e(2A(1)—A(x))s (A(z)—2A(1))
sup < A(1) (352)

>0 1+ a2e2A()s =

Demonstration. (/) Soit

(A= A(2))s

1+ a2e24(1)s
; (A1) = A(x)) eAD=A0Ds (1 4 a2e24M5) — 2024 (1) e2A0s(AD-Aw)s

(1+ a2€2A(1)s)2

p(s) =

= p(s)

DA (A1) — A) (14 a207) —202A (1) D7)
(11 a2e2A)sn?
(A1) = A ) (14 Q%) 2024 (1) A0S
e (AQ) — A@) 1 (A1) — A (@) 2?0 2024 (1) 20 — g

:>p(s*)/:0:>

— (A (1) = A (@) = (A1) + A (@)) a2HD 0 — 2240 —
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A(l) - A(z)
2 24(1)s* _
= a‘e AN <A@ (3.53)
A(l)— Az
A(l) — A(x)
2,2A()s* _ 2T T AN gy S - oo
e A(1)+A(x)_1tq A(1)>0,A(1) 2 A(z) 20,0<z <1
Donc
PADST < 2 (€2A(1)s*>A(;24_(’14)(:t) < (a?) A L - st
(3.54)
Comme
- A1) - A(x) A1) — A(z) 24 (1)
22A(1)s:—<1 1 2,2A(1)s* _ q
a’e A1)+ A(x) — l+a’e +A(1)+A(m) A0 - AQ)
Alors
! A +A@) AL +A) !
B = < — <1 (3
1 + a2e2A0)s* 2A (1) AN+ AQ) = 1 = [T a2c2Ams = 1. (3.55)

Par (3.54) et (3.55) on aura

e(A(1)—A(x))s* - (A(xf)‘a;x(l))
1+ a2e2A()s* — a

Ainsi (3.51) démontrée

(I11) Soit
e(2A(1)—A(z))s
p(s) = 1+ a2e2As
o 6(2A(1)7A(:z:))s* ((2A (1) —A (l’)) (1 4 a2€2A(l)s*) 206214( ) 2A(1)s* )
—p (S ) = (1 i a262A(1)5*)2
P (3*)/ =0 = 2404 (( 1) — A(x)) (1 + aQeQA(l)S*) — 202 A (1) 62A(1)S*) =0

(
= (2A(1) = A(2)) (1 + a?e** V) = 22 A (1) 24D
— 24 (1) — A(x) + 202 A (1) 22" — A () a2V = 2024 (1) 24D

_24(1)

_ 2 2A(1)s* 24(1)s*
— 2A(1) = A(z) (1 + o’ ) = 1+a’% = A

. 1  A(x)
1 4 a2e2A()s* 2A (1)

(3.56)
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1+ a2e2AMs™ 24 (1) s (22405 < 24 (1) _1
A(x)

L A g (zA (1)-4 (@) o <2A(1)>

Donc

2AM)ST < 2 <2A (1)> N (62,4(1)5*)(%?1?@)) < aﬂ(%{f)‘(z)) (QA(U)(
< A1) )

< G

2A(1)7A(z))
A1)

Puisque

24(1)—A(z) 24(1)

A A(l)—A(x 2a(l)—Alz)
{ ;AEB 2 2 (2134(1)( ) — (2A (1))( 2A(1) ) < (2A (1))(2A(1)) 2A(]_)

et ZAA((I)) >1 Al(x)

Alors

A(z)—2A(1) 2A<1) <2A(21f)\?1/;(x)) A@)—241) [ 2A (1) (W)
6(2A(1)7A(:E))s* <a AD ( ) <aq A0 (

Al(x)

sy (AN —A@)s < o (QA(U)

A(x)
A (l‘) (2A(1)7A( )) * A(z)—2A1)
— s < A 3.57
24(1)° =« (3:57)
Par (3.56) et (3.57) et on a
6(214(1)*14(35))5* < A(ael‘—(f)A(l)
1+ aze2A(s =
Ainsi (3.52) démontrée. |

Théoréme 7 : On suppose que le probléme

et v(0)=1v(x) borné. (3.58)

r—00

{ a(2)Vpe +b(x)v, +c(x)v=0 ,2>0

admet une solution unique. On pose u (x,t) une solution exacte telle que :

,5)

u(z,t) o)

- = / oo Vg 6y ae
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Et wus (z,t) wune approximation simplifiée de Tikhonov de u (x,t) donnée par (3.59) :

v(,€)

1 o i v(1, ~
us (z,t) = E/ it %95 (&) d¢

(3.59)

etona:||lg— gsl| <6 tel que : g(t) : la mesure de température a x = l,et on a : || f|| < E

tq : E constante. Alors
A@) (1 Al)
|u(z,.) —us (z,.)|| L CHADEV"A0) 0 < x < 1.
tel que : C et 0 et E sont des constantes positives.

Demonstration. On a

G =v(1,8 ().

soit
2
A A v(@, &) L v, 1
i (2,6) — s (2, = Uﬁl g§g<£> - 595 (©) :
) ) 1 —|—Oé2 1
v(L,€)
2 2
v(z,€) A 1 v(z,€) ~
580(6) (14| tg]) - 2500
= ; . 5
1+« o)
2
899 35 )+ g | 0 558
- 2
2 1
Lo ing
2
e 7@ [adg] bGP
. . v(L,¢) v(1,6) ’
<209(€) — s (&) — + 20 o
2| _1 2(_1_
(Ha v(m)‘ ) (HO‘ v(l,s)‘ )
2 2 2
v(z,£) n 1 v(,8)
. v(l,a‘ FO| |sag]| |vre
§2|9(§)_96(§)|2 9 2+2a4 9 2
1 1
(1 +a? _v(l,s)‘ ) (1 T a? v(l,ﬁ)‘ )
donc )
i (2,€) = s (2, OF <219 (€) = 95 (OF I +20* | ()|

95

(3.60)

(3.61)

(3.62)



on pose
Bl

I = —udl
1 (1+°‘2|v(115> )
|sdg | 15681
et : [, — 108 v
(+o?| i)
on a )
o(z8) | (c_/) (A= A(2))y/2l€]
v(1,€) o
L = 2\ 2 < 2
1 1 A(1)y/2
(1+a2 (L)‘) <1+a2(0—2/2)e() 5')
et
~A@n/g < | (z,8)| < cpe™ A =3 (3.63)
€] l€]
et : c{e*A(l)\/g < v (1,8)] < che D 5 (3.64)
alors )
2
o) ‘2 (et OVE ) (e an-aw)yaE
U(lvg) - / 7A(1) |§‘ C{
2
Sl 1 cA)/2IE
et : ‘U(l,ﬁ)‘ = cl? 0/2 —2A(1)\/ﬁ
2
< ¢ 1 (A =A(z))\/2(¢] e (A =A(z))\/2(¢]
< =0
¢ min {1 L}Q (1 + a2eA<1>~/2|€)2 <1 i a2eA<1>\/2|€)2
) 02/2
(A(D)—-A(z))~/2/¢] (A()—A(@))s \ 2
2_ ¢ 2 (€ C/oTE] —
Cl 2201 (m) tq 2’5‘—28
(1 1 a2eAW 2|s\>
2
()
tq C? = /. Par (3.51) on a

min 11}
]2
{ c

2(A(=)—-AQ))

L < Cia A0 (3.65)

D’autre part

2
2 | o) |2 1AMV (2 ) (A —A®)/2lE]
v(1,E) ¢ ¢

2 S 2
1 1 A(1)4/2l€]
T 1+ a?—5e
da) (o)
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de (3.64) on a

|
< AV
v (1a g) C{z

et de (3.63) et (3.64) on a

Enfin de (3.64) on a

2
1 A/EE (_;) (A= A) /2

= I< - 2 : 2
min {1, %} (1 + azeA) 2‘§|)
€2
, e2AN-A@)V/2] , <€(2A(1)—A(a:))5)2
- (1 + a2eAD) 2|£|)2 - P\ 1+ a2eAs

(A(z)—2A(1))
Cia® A

IN

tq :
&

PR
4 1
Cy mm{l,w}
C?

A(z)—2A(1
o (Ala)=2401))

L, < Cia” A | (3.67)
Par combinaison entre (3.62) et (3.65) et (3.67) on a :

C3 = et : 25 = /2 [¢| (3.66)

donc par (2.25) on a :

2(A(z)—A1)) o (A(z)—2A4(1))

u(z,8) —us (2,6 <2|5(©) = 3 (P Cia™ A0 +2a* [f ([P C3a® A

comme [|g — gs|| <9 et [|f|| < E, on a

lu (2,.) —us (2, ))* = a(x,.) =5 (z,.)]

—A(1))
1

o) 2(A(x) (A(z)—24(1))
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—~
2

) A(z)
s\ 2(aE-1) 5\ (am—4t+4)
_9mm2( 2 2 9 212
e (2) s () g
A(ﬁf)_l

2% 1) 230
=207 <%> 6% 4+ 2C3 E? (%) o= %

A(z) 2A(z

u(z,.) — us (z,.)]]> < 202620 E~25m 2 4 2022E(2*2A<1>)52A<1)

donc

N2

2A(~"7)

= (202 + 2¢2) 8% B20-50) = 026%30 B20-50) tq 1 02 = 2 (C2 + C2) .
Ainsi (3.60) démontrée. =
Remarque 8 :
L’inégalité (3.60) est une estimation stable qui s’appelle stabilité Holder dans la L*-

norme. si : a(x) dans le probléme (3.42) est une constante positive donc l’estimation
(3.60)= |ju(z,.) — us (x,.)|| < C§*E1=2)
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Chapitre 4

Etude du probléme de la chaleur
rétrograde homogeéne par la
méthode de mollification

Ce chapitre est consacré a 1’étude du probléme de la chaleur rétrograde par la méthode
de mollification. Soit p € (1,00), ¢ € L,(R), et ¢, E deux constantes telles que :
0<e< E<oo.

On considére le probléme de la chaleur rétrograde homogéne suivant :

{ut:um. tq:x Rt € (0,7) (4.1)
et uT) — o Ollm <o '
lw (., 0)l @) < E. (4.2)

Ce probléme est un probléme mal posé. La méthode d’étude est celle de mollification.
On associe au probléme (4.1)-(4.2), le probléme de mollification suivant :

u (2, T) = sy () (z)
C’est un probléme bien-posé. Par un choix adéquat du parameétre de mollification on
établit une estimation d’erreur du type Holder. En realité pour p = 2 la méthode de
mollification n’est autre que la méthode de la transformée de Fourier & support compact.

{u@’:u“'xER,tE(O,T) (4.3)

4.1 Reésultats auxiliaires

Pour la méthode de mollification on utilise les résultats auxiliaires suivants :

a) On rappelle que la transformation de Fourier de ¢ € L; (R) est définie par
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Flol (€)= 3(€) = # / " o (@) eodn.

b) VK e Li(R) et fe L,(R); 1<p<ooona:

K*f(:v)=/_OOK(:E—y)f(y)dyz/_OOK(y)f(y—w)dy-

Keli(R) et fel,(R)= KxfeL,R)et|Kxfl, <K,
On note :[|.|| &) par [,

Definition 7 La fonction g (z), z € C, est une fonction entiére exponentielle de type v,
si elle vérifie les conditions suivantes :
(i) C’est une fonction entiére c’est a dire g (z) = Zakzk, a coefficients ay, , et la
k>0
série converge absolument, Vz € C.
(it) Ve > 0, A, un nombre positif Nz € C, tel que : |g(z)| < Acexp ((v+¢)|z]).

Definition 8 On note m,, :=m,, (R), (1 <p < o0), l’ensemble de fonctions entiéres
exponentielles de type v, de la variable réelle x € R, a valeurs dans L, (R).

Théoréme 9 Si f € m,, = f est a un support dans [—v,v].
Théoréme 10 [L’inégalité de Bernstein-NiKol’sKiil
si f € my, = Hf(”)Hp <" |[fll,,n=1,2,.......

Théoréme 11 Le Noyau de Dirichlet.

D, (x) = Sm;—w) dit noyau de Dirichlet verifie les conditions suivantes :

1) c’est une fonction entiére exponentielle de type v, dans l’espace Lo (R) .telle que :
D, (z) € my2 C Ly (R).

2)

5 B 1 ;sur [—v,v
;Du (17) = { 0 ; a lUextérieur de [_'va]

3) L[® D,(x)dz=1. (v>0).
4) Pour feL,(R);pe(1,00); la convolution

() @) = DS =+ [ Do) fla =)y

vers my,, et ||2D, * f|| < ¢, 1 fIl,, ot : ¢, est une constante dépendante seulement
de p.
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5) Si: wemygi:sv(w):w.
6) F[Dy,xfl=f sur|[—v,v].
) Nf =50 (P, < A +6) By (f),

Ici : E,(f), =infyem,, |f —gll, est une bonne approzimation de f dans m.,.

Théoréme 12 Noyau de de La Vallée Poussin

La fonction : V, (x) = %ms(m);w, ot v est un nombre positif;

est dit noyau de de La Vallée Poussin et vérifie les conditions suivantes :
(i) Elle est une fonction entiére du type exponentiel du type 2v dans l’espace des
fonctions bornées et sommables sur R.

(i1) %ffooo |V, (z)| dx < 2/3.
(iii) Pour f € L, (R), la convolution M} (f) (z) = %Vv*f = %f_oooo Vo (y) f(x—y)dy,
appartient a Mg,

4.2 Méthode de mollification et stabilité

Soit ¥ une mollification de ¢ par convolution avec un noyau du type Dirichlet

. 1 1 [
p'=s0(p)(2)=—Dyxp= ;/ Dy (y) * ¢ (x = y) dy.
SipeL,(R)= ¢"=s,(p) (x) €My, . Soit le probléme de mollification suivant :

{ut—um,xéR , 1€ (0,7)

(0.T) = 5, (¢) (2) (4.4)

Théoréme 13 :
Soit ¢ € L, (R) avec p € (1,00) ; alors le probléme (4. 4) admet une solution unique et
vt € (0,1, la fonction u® (.,t) € my, et on alju’ (., 1), < Ze eT-1v* lll,,- St on choisit :

v = %lng dans le probléme (4.4), alors

() = u (., 0], < (%’ + 5,,) et BT Vit € [0,7] (4.5)

ot : ¢ = (14¢,) (1+2V3)e 2, avec u solution du probleme (4.1)-(4.2) et u® (.,t) =
e(t—T)d2/da:28U (@) (x)

Demonstration. puisque ¢ € L,(R) donc s,(¢) € m,,, alors le probleme de

Cauchy dans m,, a une solution unique [18], et u? (z,t) = et~/ (©) (z). Par
I'inégalité de Bernstein-Nikolski on aura

p

(T —t)" a*
Z n!  dx?n s ()

n=0

v _ 2 / da2
Gz, ), = |77, (o)

p
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o0

d2n

< I < s,
n=0 P n=0 ’
On a d’apreés le théoreme 10 : ||f(")||p <o"|fll,, st f€myp Dotona:
d2n on
su () € Moy == || oo su (@) < v™ [lsu (@),
P

Donc, en prenant s, (¢) = %DU * ¢ dans cette inégalité, on obtient

v S (T_t)n 2n 1
Ju (-at)HPSZTU ;Dv*SO
n=0 p
1 (T —t)v?)"
—H_Dv*g) Z(( ) v?) |
T » = n!

Comme d’aprés le théoréme 11, on a || D, x ¢||,, < ¢, [|¢]],, alors

n

Cp — (T —t)v?) _ 6 (T—t)v?
< 2hat, 3 TSP = 2ol

v C — )02
lu” (), < 2 llell, e (4.6)
m

Considérons maintenant le probléme suivant :

{ wy =wl,,x € Rt e (0,7) (47)
Y@, T) = s (u(.,T)) (x) € Moy '
Il est clair que ce probléme est bien-posé.
[ (1) —u ()l < flu” (1) =w” (GOl + lw” (1) —u (D), (4.8)

Comme w" (z,t) — u” (z,t) est une solution de probleme (4.4) ou s, (), est remplacée
par s, (u(.,T) — ¢ (.), vaque : [[u(.,T) — ¢ (.)||, < e.Donc par (4.6), on obtient :

| (o8 = (0, < 2T u (,T) = 9 (],

< 2T eyt € [0,7] ot : u (L T) = 9 (], < e
Alors

|| w? (,t) — v (" t)”p < C?Pe(Tft)mg (4 9)
vt € [0,7] ' '
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Il reste & prouver l'estimation || w” (.,¢) —u (., ?)[,, pour cela on pose :

22
K (z,t) = e 4 YVt >0 (4.10)

47t

Si u(x,t) est solution de I’équation de chaleur et u (.,0) € Lp (R),1 < p < oo,on a [19]
u (1) _/ K (z -y, t)uy,0)dy, ¥t € [0,T] (4.11)

Puisque : u (.,t) € Lp(R), 1 < p < cc.et : w’(x,t) = s, (u(z,t)). Par la condition (7)
du noyau de Dirichlet on trouve
lu (1) = w” (0], = llu (1) = s (w (O, < (1 +¢) By (u(z,1)),

car : ||f —s, (f)ll, < (1 +¢)E,(f), Estimons E, (u(z,t)),. On note que h est une
fonction arbitraire dans m, ;. Alors pour toutes les fonctions ¥ € Lp (R),1 < p < o0} la
fonction h * U € m,, (voir (13, theorem 3.6.2.p 136)). Donc :

Vh € myy = B, (u(z,t)),= inf [u(.,t)—g|,. puisque: hxu(.,0)€ m,,

gE€EMy,p

E,(u(z,t),= inf |lu(,t)—gll, <[K(,t)*u(.,0)—h*xu(,0)

gE€EMy p P

< K () = bl fluoll, < Bo (K (8), B, carluoll, < E.
= B, (u(2,t), < B, (K (1)), E.

D’autre part par la proposition 6 on a
E, (K (1), < <1 + 2\/§> eVt

Alors
Ju (., t) —w” (1), < (14 ¢) By (u(., 1)),
<(1+6) B (K () B < ((1+6) (1+2V3)e2) e ™E,

. v

— () — w” (D), < Ge "N E, avec i, = ((1 +cp) (1 + 2@) e%) L (412)
Ainsi a partir de (4.8) (4.9) et (4.12) on déduit

u? (1) = u (1)), < ;—pe(T_t)”2€ + e B V€ [0,T].
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Si v= %lng
1. F 1 FE F E
v= —1H—jv2=—ln(—):Tzﬁ:ln(—):e”z:—.
T ¢ € 15 €
t E E\"T
ett02:—1n<—):>—t02:_—1n<_):>e—t”2:(_>
€ T € €
Alors

e, B (E\ T E\ T c E\ T
) —u(L )] < 2= = | — E:(—p ~)E — .
o (0 -l < 22 (£) ez (2) o 1z) 6 (

Ainsi (4.5) démontrée. m

Proposition 6 : 5i 0 < v < \/2% alors E, (K (.,t)), < (1 +2\/§) eze "t v : est un

nombre positif .

Demonstration.

By (K (1), = inf (1K (,8) = glly < ||K (8) = ML () ()

gemv,l

, puisque :Mj (f (z)) € may,
1

:l/zm(y)*f(x—y)dy ==Vi(y)*f(y)
— B, (K (,1), < HK(.,t) - %v; *K(.,t)Hl < (1+ % Ve 1) 1K (1)l

o 1
< (1—1—2\/3) HK(,t)Hl,car—/ ]Vv(y)|da:§2\/§:>;“/% 12\/§.
1 2 1
et K (z,t) = \/me tg\/m§1:>||K(x,t)||1§1.
Alors
B, (K (1), < (1+2V3).
On a

Njw

3 3 3
0<v<\/%———>v2<%:>v2t<§:>e”2t§e%—_—>1§e_”2te.
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Donc

B, (K (1), < <1 + 2\/§> 1< <1 + 2\/§> e Vtes

— By (K (1), < (1+2v3) ede™,
|

Proposition 7 : pour v > \/2Et = E, (K (,t), < 2e™

2

Demonstration. Résulte du lemme 4.2.1de 2] =

Remarque 14 : Le théoréme 13 affirme que le probléme de mollification est un probléme
bien-posé. Si on choisit correctement le paramétre de mollification on trouve l’estimation
d’erreur de type Hélder.

Théoréme 15 : Soit p € (l.oo) et uy et ug deux solutions du probléme (4.1)-(4.2).
Alors c . t
s () = us (., )], < 2 (—p +Ep) et BTt € [0,T)
77

Demonstration. Soient u solution de probléme (4.1)-(4.2) et uy solution du probleme
(4.4). D’aprés le théoréme 13

g (., 8) —ur (Bl < (2 +73,) eT EY-7.¥t € [0, T)
et : |Jug (1) —uz (1), < (2 +4G,)eT BTVt € [0,T)

= [lua (1) = w2 (SO, = llua (1) = w2 (1) = uy (1) + 0y ()]

Puisque le probléeme (4.4) admet une solution unique donc uj (.,t) = u} (.,t), et on a

lur () =z ()|, < flup (5 1) = ua (SO, + [luy (1) = (), -

< (@ +gp> S s (@ +gp) cF T
T T
Cp  ~ o1t
:2<——|—cp> eTE T,

T

Alors c ) t
lus (1) = us (1)), < 2 (f +5p) et BTN € [0,T].

n

Remarque 16 :Dans (2] on utilise la mollification par convolution avec un noyau du
type de de la Vallée Poussin. Le théoréeme 15 est une amélioration importante du résultat
suivant : Il existe une constante c*, telle que :

Jus (8) =z (D), < 43 (" B)'~F < + (¢ B! or et
vVt € [0,7].
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Remarque 17 : La stabilité dans les théorémes 13 et 15 ne donne pas l’information
sur la dépendance continue de la solution en t = o. Pour cela on prend la condition du
théoréme 13 ot E ,~ sont deux constantes finies positives et w (u (.,0),h), < E hY,Vh >
0. Iei w (u(.,0),h), estle module de continuité de la fonction u(.,0) € L, (R), au sens
de la metrique de l'espace L, (R) [13.p.147].0n pose que sit = 0 = E, (u(.,0)), =
w(u(.,0), h)p, tel que h dépend seulement de v . Le théoréme 19 suivant affirme que pour
t = o et si on pose .
w(u(.,0),h), <ER,Yh>0

Et
lu (s t) =w” (SO, < (L4 ¢p) By (u (1)

Et si on pose : w' (z,t) = S, (u(.,t)) (x); alors

[u(.,0) = w" (,,0)[, < (1 +¢) Evp (u(.,0))

p VY

Remarque 18 FEt

P\ r vy

2 1
lu’ (., 0) —u(.,0), < {C—peT” €—|—CE1—}

Siv= \/ﬂ% In %, tel que 3 est nombre dans l'intervalle (0.1) alors :
v rsap, ~ (Ll B &
[u’ (.,0) —u (., 0], S?E e P +ckE (BTIHE

Théoréme 19 : Sous les conditions du théoréme 13, et soit § € (0,1).
1) Siwu est une solution de probléme (4.1)-(4.2) , et si dans le probléme (4.1) on

choisit v = ,/B% In % . Alors

Ju? (1) = u (0l < (LB 45) TEF e (0.7

2) S’il existe deux constantes E , v telles que
w(u(.,0),h), < E K7, Yh >0

On aura pourt =20 :

R

v C _ -~ 1. EY\
[u” (,0) —u (., 0)]], < ;pEﬁel b+ GE (ﬁfln?>
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Demonstration. 1) D’apreés le théoréme 13 on a :

mﬂpi)—up¢mpf;@éfﬂ“g+aﬁ%“E::G?JW5~+@)6%*E.

T T FE
Siv=,/fzInL

Donc

H[R

|W%w0—u@ﬂm,§(%E&%kﬂ+@)Ek
2) Si

t=0= E,(u(,0)),=w(u(,0),h), <ER, Yh>0

p

Par le théoréme 13 on a

[ t) = w” (SO, < (L4 ) By (u (1),

Si
t=0=[lu(.,0) —w’(,0), <(1+¢)wu(,0),h), < (1+c) Eh

Ot w (u(.,0),h), < EhY et on a

[ (-,0) = u (., 0)[l, < [lu” (., 0) = w” (., )], + [lw” (-, 0) = w (., 0)]],

= 2T 4 (14 ¢,) ERY
m

:@(E>ﬂ€+(1+cp)ﬁh7’ puisque v = 511115:6%2: (E)B
5 7= -
- %Eﬁel_ﬁ tta) ER, ot & =(1+¢) (1 + 2\/5) e,
< %Eﬁgl*ﬁ —l—é;EhV'
Sih=1

_~(1\"
= ||u’ (.,0) —u(.,0)]] < o B8 +c,F (—) .
m v

p
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Siv= ,/ﬁ%lng

= ”uU (70) —u (’O>||

R

c ~ 1. EY\
< PEPAPLEFEf=In—
o c o BTne

p

Notation 20 Le cas p = 2 est simple, on utilise la transformation de Fourier dans
Ly (R), et on a la stabilité dans ce cas. Le cas p # 2 est trés difficile et généralement
la transformation de Fourier pour les fonctions dans l’espace Lp (R) ot p > 2 est une
distribution.

Théoréme 21 : Sip = 2, u est une solution du probléme (4.1)-(4.2) et u’ est une

solution du probléme (4.4) alors
1. FE
=4/=In—. 4.1
v =4/ T (4.13)

(1) Si
ot (L t) 9™ ( 1)
otndz™ otnoz™

Alors

2

m+42n
n 2) 5 im0 < 269t € (0,7
m+2n

lng)( > )E%El—%; si m+2n > 2t Vt € (0,T]

tel que : m ,neNet|u(.,0),<E.

(2) Pour s >0 et E; >0, et

o0l = ([~ EOF 1+ €)'ac) < B (@19

[e.9]

v=|In ((E?)T (m E?)T> (4.15)

Si on choisit

Alors
o™ (., t) o™t (-t)
otrdz™ otrdz™ |,
(1) * BT () T (1T 0 (1)
"sj m-+2n—s< 2t7Vt € [07T]
<

) BB () OEE (1 () (H ) o)

£

;sim+2n — s > 2t,Vt € (0,T]
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Pour démontrer ce théoréme on utilise le lemmell suivant :
Lemme 11 :
Soitc>0,p>0etn>1 ona:
(1) Sit <1 ,alors sup,s, (e"¥y?) < e VP,
(2) Sit>1, alors sup,s, (e”¥y") < (2)F e~empp.
Demonstration. a) On montre que

Si la solution est donnée par :u (z,t) = 87 =Ty (x,T), alors

oty (L, t) B oY (L t)
atrox™ otrox™

< p (M= o ,Vn,m=0,1,2...
2

a(z,t) = e T (2, T) = & TIE (u(2,T))

u? (z,t) = e =Dy (2, 7)
W (2,1) = 0T (2T £ € [~0,0]

et = { T G
Donc

O™l (., t) B O™ (L t)
otnox™ otnox™

o (L) Ot ()
2‘(/_ m‘( otrdzm  9trdzm )(5)

2d£)
B (/Z g (19" eTIEE ()~ (1)) 9 d&)

= ( | |=igm ey et p e ) - e (1l @) ozg)é .

2\ 2
d§ )

NI

([l e orecn-vem

N

< I‘?@}( (|€’m+2n e(Tft)f2> HF [uv <7T) —w’ (,T)] (5)”2 '

)2
_ Um+2n€(T t)v

F HDU * (p —u (-,T))} ()

2

—F(Dy) Fl(p—u(.,T))](¢)

™

_ Um+2ne(T—t)v2 ' 2

2
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= om0 | 2B F (G — u (T)E)

2
e, ' 2 ~ 1, sur [—v,v
_ L mt2 ||90 u(.,T)|,, puisque \/;Dv :{ 0, hors [[—U 3/}
< Um+2n€(T*t)”zg, puisque H(,O - U(aT)“2 <e€

Donc

ot (1) 9wt (L t)
otroz™ otroz™

< g2 (T—t)v? Vn,m=0,2,..et Vte€[0,T].

2

(4.16)
b)
8m+nu (" t) aernwv (.7 t)
ot oxm  otrdrm ||,
ety e (G P
_</oo‘< otnozm  Otrdgm )(5) df)
gm+n ) , 9 %
- (‘8]&”(%’” (ef (T—t)@T () —é* (T—t) v (g;,T)) (€) dg) )
| gmtn 2, 2 3
_</ ‘&tnaxm(é (@(.0) = 2" (€.0) ©) df) .
Puisque 2 2
(6, t) = e TN () = (0) =eTE, (6).
Donc

S

ot (1) OmTw (1)
otnoxzm otndz™

2
d§ )

oo | OtTOZ™

QS(/m‘aHn‘¥< (£,0) = @" (£,0))

N

_ (/“’ ‘(_@‘g)m (—€3)" e (@ (€,0) — @° (€, 0))]2 dﬁ)

—00

“e
w’ (.,0) ; sur [—v,v]

Pui Uis B
WAUCY et w¥ (L,0) = 0; hors [—v,v]

(i)™ (~€)" e (€,0)] czg)é
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N

(—ig)" (=€)" oi|
= 5 ,0) (1+ | d
‘5|m+2n€_t£2 ( i 2 2\$ )é
< max NS ] /OOIU(&ON (1+¢7)"dg
m+42n g2 0o %
= max [M] [ (., 0)llgs > puisque [Ju (., 0)[| s = (/ (¢ 0 (1+§2)sd5>
[§[>v (1 + 52)2 —00
‘€’m+2n —t£2 m+2n—s _—t£2
< max (1t 52)%6 B, < max (lfl e ) E, (4.17)

Par le lemmell, on pose : p = ZE2"=5 ¢t y = €2 et n = v? et ¢ = t. Si P<l =
SUp,>, (e~¥yP) < e”¥nP. Donc

S1 1 — max

. m+2n—s < <|£|2m+22n—s e_t52> B
2t €202

2n— _ 42 _ 402
max <‘€|m+ n se 174 ) § Um+2n Se tv
€[> >v?

Si 2 >1=sup,s, (e¥y") < (2)” e=*"pP Donc

m—+2n—s
. m + 2Tl — S m+2n—s m + 2n — S 2 m+2n—s __
si —— > 1= max <|£\2 2 ¢ t52) < | — P2 e
2 €2 >v? 2t
m—+2n—s
= max <‘£’m+2n75 €_t£2> o (R s : s o= tv?
€[>>v? 2t
Alors
[|§|m+2nfs —t§2i| < Um+2n_56_tv2 3 si m+2n—s S 2t
max (& ~ m+2n—s .
l¢|>v (%) 2 gmAnsemtv? G 49— 5> 2t > ()

(4.18)
Donc, d’aprés (4.16) et (4.18), on aura

ot (Lt) 9 )
otndz™ otnoz™

2
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m+2n—s

— vm+2ne(T—t)v2€ 4 (m+22tnfs) 2 Um+2n—s€—tv2ES, sim4+2n—s5>2t>0

_ { (1) _ Um+2ne(T7t)v2€ + Um+2nfs€ftv2Es, si m + M — g S 2t
— G

(4.19)
1) Siv=4/%InL.et s=0. Donc
m—+42n t
1. E\ ? ENTI|E
(1) _ vm+2ne(T7t)v28 + Um+2neftv2E _ (_ In _) (—> |:—8 + E}
T ¢ € €
1. EN" " [E\ T
= =ZIn= — 2F
(%) ()
Puisque
m+2n
v = %1n§:>vm+2"—(%ln 2
V2T =In £ — T = % et e’ = (%)77
Donc o )
1. E\ =2 EN T
(i) = (—ln —) (—> 2F
T ¢ €
1 E m~;2n
(i) = 2eT BT (T In —) si:im+2n <2t tel0,7T]. (4.20)
€
Et
2n m+22n 2
(ii) = o™ +2n [e(T_t)f—:”2 + (m—th ) e "E| ,sim+2n>2t>0.
m+2n _t m+2n _t
1 | E\ 2 |E(E\ T n m-+2n\ 2 EN T 5 . 1 )
= | =In— — | — € — ol:v=14/=In—
T ¢ €\ € 2t € T ¢

5 _% m-;2n
_ (it E(Z T
T e € 2t
m m—+42n

N\ /1. B\
) <T In g) S%El_%
Donc

m+42n m+42n
on\ 1 B\E L
(ii):<1+<m+ ") )(—m—) eTEYT si m+2n>2, te(0,T]

(4.21)
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E

Alors par (4.20) et (4.21) et s =0,siv=4/7InZ jona:
ot (Lt) 9™ (L 1)
+ + m+2n
- 2E1*757(%1n§) E ,sim+2n <2t,tel0,T].
Tl () ) G )T B s on > 21,0 € 0.7).

(i) = (T80 o o ymAn=s o~ B gy 9 g < O,

Si v = /ln (&)F (n £) 75

_s 2
Um+2ne(T—t)v2€ — l In % In % ’ Ee(T—t)v2
T € €

et
T—t Es s 7% Es s 7%
v2(T—t)=( )l (—(ln—) >:e”(T t):( <ln—>
€ € € €
Donc
s m~£2n s (T;t)
1 E, E,\ 2 E, E\ 2
(M=t | Z 1y <— (ln —) )] £ (— <1n —> )
T € € € €
mt2n s\ 7 (T—1) _s(T—t)
B 1 2 | . ) B 2 P T | ES 2T
- \T . € . € c € . €
m+42n m+2n (T—t) _s(T=t)
1 2 ES 2 ES T ES 2T
()02 (5) (o8
T € € €
Puisque



Alors

(T—t) _st(T—t)

m—+42n m+42n
2 2 T 2T
T € € €
s(T—t) +n+%

)_ " (4.22)

m|m@j

m+2n
m+2n _(T—t)v? : T 17%
— v e e < T e Fs In

. \/m (&) (&) F) =

% s
m+ s s W% t st
122 E E,\ 2 EN T E T
) (e )T ) 02 s
T € € € €
-3 % m+2n—s
puisque |In (—8 <ln—s> )] < <l —S>
€ € €

Donc
1 m452n E m452n _ (T;)S 1 _%
m-+2n 7tv2E < (= %E’l_% 1 _s — 4.23
p e o ( T> Bl (I ! (4.23)
Puisque 7520 — 5T 4 L — mi2n % Par (4.22) et (4.23) on a

m+2n _ (T—t)s

+
m2n (T_t)“25+vm+2”e_t”2Es < <l) ’ 5%E517% (ln %) ’ .
€

(% € T

1\
1 —
(=)
2T

= (1 TR (ln 5) [1+7T7] (4.24)

m42n _ (T—t)s
2

m — 2
(i) = o200 4 (%) VST B S om 420 — s > 2t > 0.
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(m+42n—s)
2

e 4 (—m i ;f — S) v e B

+ 3
m((é) (m%) >j
13 e
1
BN/ BNE]EOT
= |In <—> (ln—)
E 13
(T—t)
T

(5 m2) )

N|w
™M
/
3
+
N
S
|
&
N
|CIJ
—
e
=
5
~—
|
No
N—
|
Sl

m+2n m+2n +tfsf£
2t 2T

(m+2n—s)

2n — 2
,Um+2n [e(Tt)v28 + <TTL +2n S) UfsefthES

21
( + 2 ) (m+22n—s)
1473 (mQ—:S) ] (4.25)

(T—t)

Ftn . . T
< (l> er BT <ln %>
T €

Donc, par (4.24) et (4.25) on a

+5+n

ot (L t) 9™ ( )
otnoz™ otnoz™

2
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(B)F B (nB) T E R 14 70 1)
Slm+2n—s§ 2t, t € [0,7]
(m+2n—s)

m_n _t 7(’117_'5) mn s m n—s
()1 T () T s () R g

VAN

(4.26)

Y

sim+2n—s> 2t te(0,7T]

pour : v = \/ln ((E?)% (ln%f%) :s>0et B, > 0.et
Ol = (S [0 (14 )" de)* < Byot e —0 m

Remarque 22 : Ici dans le théoréme 21 on a des estimations de stabilité pour toutes
les dérivées par rapport a x et t .

(i) Le choix de v = @/%lng , ne donne pas la continuité de la solution en t = 0.
Quand [lu(.,0)||,, &) < E. Puisque si on choisit v = ,/ LInL et sit =0 dans le théoreme

21 on a :
m + 2n < 0 : contradiction oun , m € N

Donc : siv = ,/%ln% et ,t =0 ces conditions ne donnent pas la stabilité de la solution
ent =0 (c-a-d on n’a pas la stabilité en t =0 dans le théoréme 21)

1 _ s
(i1) Par contre le choix v = \/ In (E?) r (ln E?) *I' nous gamntit la stabilité dans le

théoréme 21 ent = 0,et ||u(.,0)| zs = (ffooo @ (&0)* (1+¢ %)? d£> < Eg, s> 0.

Théoréme 23 : Soit § arbitraire dans l'intervalle (0,1) . Supposons que u est une solu-

IA

tion du probléme (4.1)-(4.2) et u” est une solution du probleme (4.4) et soit |[u (.,0)[| ()
E., s=0 donc
1) Siv= M%lng on a
oty (L) O (1)
otndz™ otrox™ ||,
g (B E)E" T EI-F [14 B F) . sim+2n <2t e[0,7T].
moy g t m+2n
T EmE) TR [( m2n) +E5*151*ﬂ ;siom+2n>2tt€]0,T].
(4.27)

2) Si s est une constante positive, on a

[ (5 0l s = (/_oo a0 (1 +€2)8d€>; < E,

[e.e]
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_ B E
etv—\/Tln; on a

ot (1) 9 M, t)

otroxm otrox™ ||,
(% In %)%HL ETEVT [% (% In g)_% + Eﬂflslfﬁ] ;sim42n —s <2t,t€[0,7].
m m+42n—s _ S
< (3 ) ¥ cH i [(megem) ™7 5 (2 8)E 4 ]

sim+2n—s>2ttel0,T].

3) Pourt=0=—= m+2n—s <0 le seul cas. Donc
E %-l—n—% E %-‘rn
‘ < (; In —) E, + <§ In —> Efel~P

€ T €
Demonstration. Par (4.19), on a

™Y (., 0) B O™y (., 0)
otnox™ otnox™

2

1) On pose : [[u(.,0)[|; &) < E alors s =0, et on choisit v = %ln L. Alors

oty (Lt) O™ (., t)

pm2ne—tv? [eTU28 + El , sl m+2n <2t
met

n

i

- <
otnox™ otox™ ) pmt2n —tv? [6TU25 + (mJQrth) 2 E] ,sim42n>2t >0
m+42n
(%ln%) 2 e_t%lng) eT@lng)e—l—E] ,s1 m+2n <2t
- m+2n m42n
(BmE) > e (i) [eT(?lng)eJr (mfzn) E} ,sim42n>2t>0

(GmB)* () T [(B) e+ B],si m+20<2

€

(S E)"5 ()77 [(B) 4 (42) "5 B sim+ 20> 2t >0

2t

m—+42n
(é In E) R o [1 + Eﬁ_lgl_ﬁ] , sl m+2n < 2t
Bt m4+2n

(S E)"5 Fpd [(e2=) ™ 4 BP0 s 2n > 2> 0,

Donc, si v = w%ln % . tel que S arbitraire on a

m+2n
- (EmE) > c7E-T [1+ B2 P, si m+2n < 2
>~ m+2n m+2n
(gln £y > cTEV-T [(%ﬁ") T4 Eﬂflslfﬁ] ,sim+2n>2t >0

£

ot (1) 9 (1)
otndx™ otnox™

2

2) On pose ||u(.,0)]zs = <ff°oo|ﬂ(§,0)|2 (1—1—52)$d§>5 < Fs tel que s est un

7



constante positive et v =

Nl

In %.Donc

ot (L t) 9L 1)
otnoxm otrox™

- { (i) = v +2neT-Dv e gmi2n—se—t® [ i 4 2n — 5 < 2t
|l () =w

2

m+2n—s

_ 2 —
m+2n€(T t)v e+ (M) 2

2t VTS B Sm + 20— 5 > 2t > 0.

(i) _ ,Um+2ne—tv2 [eT”25 4 U_SE5:| st m+2n—s <2t

(11) — Um+2n67tv2 [6TU2€ + (m+2n—s)%

o U*SES],sim—|—2n—s>2t>0.

() = (4 E) " ethmE [rimte g (210 8) 7 g
= ,si m+2n—s <2t

m m+42n—s _ s
(i) = (§In£)* 7 g E [TRinEe 4 (migie) ™5 (L L) P g
,sim+2n—s> 2t > 0.

Donc

ot (Lt) 9™ )
atndx™ atndx™

2
()= (EmE)E" ()7 [(B) e 4 (EmE)F B, si mt2n-s <ot

TE O e (=) Gu) g,
L sim+2n—s>2t>0.

IN

()= (FIn )T FEUE |5 (1) o B
B ,st m4+2n—s<2t,tel0,T]

()= (Fn )" eF poF (=) T B () g gt

L ,sim+2n—s> 2t > 0.

Donc

ot (Lt) 9™ )
otndz™ otnoz™

2
0= (FE) e Bt [ (31 8) 7 4 o]
si m+2n—s<2t,te(0,7]
@ T 88 myonos\ " B (B B\ TR 4 pB-1.1-8
?) ET T ( o ) f(fn;) + c ’
sim+2n—s>2t>0.

—~
—
.

~
I
—~
[
—
=
&

est une constante positive.
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3) Par (4.28); et pour ¢t = 0 on a un seul cas m + 2n — s < 0. Donc

i

Remarque 24 : Dans la remarque 22 et le théoréme 23 sont données les estimations
d’erreur dans Lo, (R). Pour la méthode mollification. Ce théoréme montre que la méthode
de mollification donne une bonne estimation d’erreur de type Holder pour la solution de
I’équation de la chaleur rétrograde homogéne et aussi pour toutes ses dérivées par rapport
axett.

m—+42n—s m—42n

< <éln E) E, + (éln E) el PEs
9 T € T €

ot (. 0) B O™ (., 0)
otnox™ otnox™

4.3 Comparaison des trois méthodes

Dans ce travail on utilise trois méthodes de régularisation. A savoir la méthode de
régularisation de Fourier; La méthode de régularisation de Tikhonov et la méthode de
mollification. On va faire une comparaison entre ces trois méthodes :

4.3.1 La méthode de régularisation de Fourier

Dans la premiére méthode on utilise la transformation de Fourier pour I’équation du
2¢¢ordre . On trouve la solution exacte

1 . 2y
u(w,t) = Nor: / eret 0B (&) dE

Pour la régularisation on trouve une solution approchée de la solution exacte, pour cela
il faut choisir un intervalle fermé par rapport a &, .., [—&maxs Emax)s t€l que &, est une
constante positive choisie d’une maniére adéquate, on trouve

NI¥)

_(T—t)s

2T E
(@, t) = use,, (2,8)]| < E'- 1T <ln E) 1+ o ‘E

J

o1 e = (I ((5)F () )"

Remarque 25 : La convergence de la régqularisation de la solution en t = 0 n’est pas
obtenue pratiquement.
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4.3.2 La méthode de Tikhonov

On considére ’équation Az = y. On choisit un sous-ensemble X, C X. X, qui
s’appelle "classe correctrice" s’il ya :

1) la solution est unique dans X (c-a-d :Ax = Az® = x = 29)

2) la solution = € X, est stable (c-a-d :||Az — Az°|| — 0 = ||z — 2°|| — 0)

L’idée précédente pour trouver la solution de 'équation Ax = y était de faire la
régularisation (c-a-d pour trouver la solution de I’équation Az = y on trouve la solution
d’une autre équation, dépendante d’un parametre «.) telle que la limite de la 2°™“équation
est une solution de ’équation Ax = y,avec « petit tq a — 0

Construction de la régularisation par la méthode de Tikhonov

(i) On considére p la fonctionnelle de stabilisation sur X, s’il ya

(4 semi-continu inférieurement sur X.
La partie Xy, ={z € Xy, u(z) <7} est bornée dans X ,Vr

La régularisation de Tikhonov devient un probléme d’optimisation donc la solution
est un point minimal. On a d’aprés le lemme 6 : Si X, est compact dans X ,Vr7;
alors : R, (y) la solution du probléme existe et R, est la régularisation. Et d’apres le
lemme 7 : Si X , Y sont deux espaces de Hilbert, 20 € X et M (v) = |jv —2°||% .,
donc le probléme : min (|| Av — yl? + aM (v)) admet un minimum unique R, (y) qui est
une solution unique de ces problémes tel que R, la régularisation. Dans la régularisation
de Tikhonov on transforme I’équation de 2°*¢ ordre en un probléme d’optimisation. On
trouve la solution exacte u par la transformation de Fourier telle que :

u(z,t) =

m/ TS

et la solution approchée est un point minimal du probléme d’optimisation.
(ii) On trouve la solution exacte u par la transformation de Fourier telle que :

~—

va:§

ule.t) = <= [ e TR0 de

U = a () Ugy + b () Uy + c(x)u;2 >0, >0
et wu (0,t) = f(t);f € L*(R),t>0
et u(x.0);2>0

du probléme

Mais la solution approchée de ces problémes par régularisation de Tikhonov est une
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fonction A (z,t) :telle que :

v(z,8)
oo . 0
h(x,t) = gs (£) d€, tel que: a=—
\/ﬂ/ 2 | v |? E
I+a 5wy ’
o 598
h(z,t) = \/T e t%dﬁ .c’est une solution approchée par la méthode de Ti-
T + v(z

v(LE)
khonov. L’estimation da stabilité est du type Holder :

\/

x)
(2, ) — ug (z,.)]| < €630 EQ-50),0 < 2 < 1.

4.3.3 La méthode de mollification

On utilise la méthode de mollification pour les problémes de Cauchy, puisque ces
problémes sont trés difficiles. Mais en utilisant les résultats auxiliaires :

(i) Pour p = 2 la méthode de mollification est une méthode de .transformation de
Fourier.

(ii) Le probléme de mollification est un probléme bien-posé, si on choisit correctement
le parameétre de mollification. On trouve que I'estimation d’erreur est du type Holder.

(iii) Cette méthode donne la stabilité pour toutes les dérivées en z et .On a de méme
I'estimation d’erreur dans L., (R) .

La méthode mollification donne une assez bonne estimation d’erreur de type Holder
pour la solution de I’équation de la chaleur rétrograde homogeéne et aussi pour toutes les
dérivées en z , t.

Conclusion :

1) Donc, dans la méthode de Fourier on choisit &, pour trouver I'estimation du
type Holder et on trouve la solution de I’équation mais on ne change pas le probléme.

2) Dans la méthode de Tikhonov on choisit X, (classes correctrices) pour 'esti-
mation du type Holder (i.e :la stabilité) et on transforme I’équation en un probléme de
minimisation pour trouver le point minimum qui est une solution du premier probléme.

3) Le probléme de mollification est un probléme bien-posé. Si on choisit correctement
le paramétre de mollification on trouve ’estimation d’erreur du type Holder.

Cette méthode de mollification a donné des estimations d’erreur de type Holder pour
toutes les dérivées en x et t.

Donc la méthode de mollification donne de meilleurs résultats par rapport aux deux

autres méthodes (c-a-d : par rapport a la méthode de Fourier et celle de Tikhonov). De
plus la méthode mollification donne des estimations d’erreur du type Holder, pour toutes
les dérivées par rapport a x et t.
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Résume

Le présent mémoire est consacré a I’étude de certaines classes de
problemes paraboliques rétrogrades pour certaines classes d’équations
paraboliques du second ordre par différentes méthodes de régularisation ,
celle de Fourier, Tikhonov simplifiée et de mollification.

Des résultats de convergence et des estimations de stabilité de
type Holder ont été obtenus. Enfin une comparaison entre les différentes
méthodes est présenteée.

Mots-clé : Estimation de stabilité de type Holder, Méthode de
mollification, Méthode de Tikhonov simplifiée, Probleme inverse,
Probleme parabolique rétrograde, Régularisation Fourier.



ADbstract

The present work is devoted to the study of certain classes
of backward parabolic problems for certain classes of parabolic
second order equations by different methods of regularization
Fourier, simplified Tikhonov and mollification.

Results of convergence and stability estimates of Holder
type are obtained. Finally, we present a comparison between the
different methods.

Key-words : Backward parabolic problem, Fourier
regularization, Inverse problems, Mollification method,
Simplified Tikhonov Method, Stability estimates of Holder type
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