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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont un outil essentiel de modélisation et leur
étude occupe les mathematiciens depuis le dix-huitiéme siecle avec les travaux d’Euler,
d’Almbert, Lagrange et de Laplace. Pour un probléme non-linéaire, on peut approcher
sa solution par celle d’'un probléme linéaire. Néaumoins, au fil de ces trente derniéres
années beaucoup de problémes physiques, mécaniques et biologiques ont été modelés par
des équations aux dérivées partielles (EDP), paraboliques ou hyperboliques, mais avec des
conditions aux bords intégrales. Ainsi, les EDP avec des conditions aus bords intégrales,
ont bénéficies d’une trés grande attention. Sans cesse, nombreux articles ont apparus
surtout pour I’équation de la conduction de la Chaleur Voir [I], 2], [5, 6l 7, 8, 10, 1T}
15 18, 20] 21, 25] 26, 27, 28], 32, 42]. Et on peut dire la méme chose pour I’équation de
Vibration voir [4], 14], 30, 87, B9]. Dans cette Thése les EDP traités sont semi-linéaires
.Géneralement, elles apparaissent dans la finance, I’écoulement des fluides dans un tuyau
pore et des phenoménes de vibration d’une corde ou les ondes dans un océan. Comme
référence on cite [5, 32, B7]. Les EDP abordées dans cette thése, naissent de systemes
d’équations paraboliques ou hyperboliques non -linéaires. Comme type de systéme on cite
Réaction- diffusion apparaissant dans des domaines variés et un exemple trés connu est
celui du modeéle mathématique de la formation des motifs comme les taches de Léopard
sous la forme suivante

ou __ _ _ pUV
5 =Au+y(a—u 1+u+ku2) ,

& :Av—l—’y(a(a—v)—%),
ol a, b, o,y et p sont des constantes positives et o > 1. Les resultats les plus proches des
problémes étudiés peuvent étre rencontrés dans [3, 5l 6, 8, 12], 13| 18], 25, 26], 29, [30} 32} [42].
La présente thése est composé de quatre chapitres.
Le premier chapitre est consacré aux notions préliminaires ainsi qu’aux espaces des

fonctions utilisés le long de I’étude. Le deuxiéme chapitre concerne I’étude d’un systéme

pseudo-parabolique non-linéaire. Dans sa premiére partie, on procéde a la transformation
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du systéme & un probléme semi-linéaire équivalent, qui consiste a chercher 0 = 6 (z,t),

solution de
9 _a826' —8 930 :f(x,t,Q 80)7

Bt Erel Atox2 ) Bt
0 (ZE,O) = ¥1 (:E) )
o0(Lt) 1
L _ (1)

I
/H(x,t)dxzo.
0

Dans la seconde partie, on approche ce probléme semi-linéaire au probléme linéaire sui-

\

vant : .
U 2u 3u
% - O‘% - a?m:? = [(z,t),
U <I>0) = 2 (Z‘) )
ou(ly) (2)
ox O’

I
/u(m,t)dx:().
0

L’éxistence, 'unicité et la dépendance continue par rapport aux données sont prouvées,en

\

utilisant la méthode de séparation des variables, pour la solution forte, et les estimations a
priori pour la solution faible. Dans sa troixiéme parte, on démontre I’éxistence et I'unicité
et la dépendance continue par rapport aux données de la soution de I’équation semi-
linéaire. Le chapitre trois est voué a I’étude d’un systéme pseudo-hyperbolique semi-
linéaire. La méthode utilisée est celle utilisée dans le chapitre précédent. Idem pour le
chapitre quatre qui est déstiné a I’étude d'un systeme pseudo-para-hyperbolique. les méme

résultats aéquis dans les chapitres précédent sont établis.
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Chapitre 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

Le présent chapitre est consacréaux rappels de certains concepts de base d’analyse, a
usage permanent dans les prochains chapitres. Ces importantes notions sont énoncées sous
forme de définitions, théorémes, corollaires ou lemmes. La quasi-totalité de ces rappels se

trouvent de fagon abondante dans les ouvrages : [5], 14, 20, 21, 27, 28, 30}, 32} 143, [44], 46, [48].

1.1 Notions fondamentales

1.1.1 Equations linéaires et semi-linéaires

Soit L un opérateur différentiel tel que Lu est égal a une somme de quelques dérivées

par rapport a x et t. Le domaine de définition de 'opérateur L est dénoté D (L).

Définition 1.1 L’opérateur L est dit linéaire si son domaine de définition D(L) est un

ensemble linéaire et si
(1) L(Au) = AL(u), pour tout u € D(L), et tout nombre (réel) A,
(i) L (uy 4+ u2) = L (uy) + L (ug), pour tout uy,us € D(L).

L’équation

Lu= f(z,1) (1.1)



est dite équation linéaire non homogene. L’élément [ est appeléle membre droit, et [’élé-
ment inconnu, appartenant & D (L), la solution de cette équation. Si dans le membre
droit f est nul, [’équation

Lu=0 (1.2)

est dite équation linéaire homogéne. Si la fonction f dépend de la solution et / ou de ses
dérivées, on dit que l’équation

Lu = f(z,t,u,--) (1.3)

est une équation semi-lincaire ou semi-linéaire.
Chaque solution u de ’équation linéaire non homogéne (si elle existe) peut étre

exprimée comme la somme d’une solution particuliére w de cette équation et de la solution

générale w de l’équation :
u(z,t) =w(z,t) +w(x,t). (1.4)
En effet, si u est une solution arbitraire de l’équation , c’est-a-dire,
Lu = f (z,t)
avec u € D (L) et w est une solution particuliére de cette équation, c’est-a-dire,
Lw = f(x,t)

avec w € D (L), alors compte tenu de la linéaritéde l'opérateur L, la différence u — w =

w € D (L) satisfait I’équation homogéne :
Lw=L(u—w)=Lu—Lw=f—f=0.
Ceci prouve la présentation de la solution wu.

Théoréme 1.1 Siles fonctionsu; (i = 1,2,...,n,...) sont des solutions particuliéres d’une

équation différentielle linéaire homogéne Lu = 0(différentielle ordinaire ou aux dérivées



partielles), alors la série
(o]
u = E a;U;
i=1
est aussi solution de cette équation si [’on peut calculer les dérivées de u existantes dans

I’équation Lu = 0 en dérivant la série terme a terme, et ce pour toutes les constantes «;.
Considérons, a présent, I’équation linéaire homogéne
Lu = \u (1.5)
avec A un paramétre complexe. Cette équation a une solution triviale pour tout .

Définition 1.2 Les valeurs de \ pour lesquelles [’équation possede des solutions
non triviales appartenant a D(L) sont appelées les valeurs propres de l'opérateur L et les

solutions correspondantes sont les fonctions propres.

1.1.2 Convergence uniforme des séries de fonctions

La convergence uniforme d’une série de fonctions peut étre établie de plusieurs ma-
niéres. La plus puissante est d’utiliser le

Théoréme 1.2 Soient D un intervalle ferméet bornéde R, et > u,, une série de fonctions

réelles définies sur D. S’il existe une série numérique é termes positifs convergente » , M,
n

telle que

Pour tout x dans D, alors la série Y u, est uniformément convergente dans D.
n

Les trois théorémes suivants résument quelques propriétés des séries uniformément

convergentes :

Théoréme 1.3 Soient D un intervalle ferméet bornéde R et > u,, une série de fonctions

réelles définies sur D. On suppose que



(1) pour chaque entier n, la fonction u, est continue sur D ;

(ii) la série Y u, converge uniformément sur D.
n

Alors la somme

est continue sur D.

Théoréme 1.4 Si la série Y u, converge au moins en un point ro € D, si toutes les
n

. . ) N z N d - Z o
fonctions u, (x) admettent en tout point de D des dérivées continues —ugz(m) et si la série
dun (x) . ‘ I
> —5— est uniformément convergente sur D, alors
n
(1) la série > u, est uniformément convergente sur D,
n
. - A G s s Dot S i d — V" Qun(z)
(ii) la série ) u, peut étre dérivée terme a terme, c’est-a-dires- > u, (x) = Y =5
n n n

Théoréme 1.5 Si une série Y u, de fonctions réelles d’une variable réelle continues, est
n
uniformément convergente sur un intervalle D et a pour somme la fonction u (z), alors

la série > U, des fonctions U, définies par :

xT

U, (z) = /un (s)ds, a,x €D,

a

est uniformément convergente et a pour somme la fonction U définie par :

Les Théorémes [1.4] et donnent une condition permettant d’intégrer ou de dériver
terme a terme une série, c’est-a-dire de permuter 'opération de sommation infinie avec

I'opération d’intégration ou l'opération de dérivation.

1.1.3 Séries de Fourier

Définition 1.3 Soit u(x) une fonction réelle de variable réelle intégrable, périodique de

période 21. On appelle série de Fourier ou développement de Fourier, de la fonction u(x),

10



la série trigonométrique

1
ay, = i/u(:c) cos wdw, (1.7)

Qg -

qui est la moyenne de u(x) sur une période.

Définition 1.4 Les coefficients a,, et b, s’appellent coefficients de Fourier de la fonction
u(zx) sur Uintervalle [—1,1]. Ces coefficients existent sous la seule condition que u soit

intégrable.

Définition 1.5 On dit qu’une fonction u réelle, de variable réelle a une discontinuité de
premiére espéce au point xq, si elle admet en ce point une limite a droite u(xo+0) et une

limite a gauche u(zy — 0).

Définition 1.6 On dit qu’une fonction u réelle, admet au point xy une dérivée a droite

(respect. a gauche) si la fonction définie pour h > 0 par :

u(xo+h) —u(xg+0)

h
- h

t. h
(respec — .

u(xg —0) —u (o —h)>
a une limite lorsque h — 0.

Théoréme 1.6 ( Dirichlet) Soit u une fonction réelle d’une variable réelle, périodique

satisfaisant aux conditions suivantes (conditions de Dirichlet) :

11



D1 : Les discontinuités de u dans tout intervalle fini sont de premiére espéce et en nombre
fini.
D2 : uw admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.

Alors, la série de Fourier de la fonction u est convergente et a pour somme u (x) pour

toute valeur x ou la fonction est continue et

u(z+0)+u(x—0)
2

pour toute valeur x ou la fonction est discontinue.

Théoréme 1.7 Si une fonction continue périodique u (x) a des dérivées continues jusqu’a
Uordre (k — 1) inclus et la dérivée d’ordre k vérifie les conditions de Dirichlet, alors les
coefficients de Fourier a, et b, de la fonction f(x) sont d’ordre au moins égal a #,

c’est-a-dire qu’ils auront les majorations :

M

nk+1 )

ou M est un certain nombre positif.

Séries de Fourier en cosinus

On suppose que u (z) est une fonction quelconque dans 'intervalle [0, ]. Il existe une
fonction paire dans U'intervalle [—1, (], dite extension paire de u (x), qui est égale é u (x)
dans l'intervalle [0,[]. La série de Fourier de I’extension paire de u (z)est une série en
cosinus. Elle est appelée série de Fourier en cosinus de u (z) sur 'intervalle [0,1], et est

définie par :

+ Zan cos@ (1.9)

ou

NI[\D

I
/u cos—dx n=20,1,2. (1.10)
0

12



Remarque 1.1 Si ['on se restreint au développement en série de Fourier en cos "T%,
d’une fonction u(x) donnée seulement dans l'intervalle (0,1), alors les conditions du
Théoreme dowwent porter sur la fonction obtenue par extension paire de la fonction

u (z) .En particulier, pour que la fonction u' (x) soit continue il faut que

sinon il se produit l’extension paire une discontinuité en x = 0 et x = . En général,
pour que les dérivées d’ordre impair de la fonction étendue soient continues il faut que les

conditions suivantes soient satisfaites :
u® (0) =u® (1) =0 k=1,3,5..2n+1.

et la continuité des dérivées paires est assurée sans aucune condition supplémentaire.

Dérivation et intégration des séries de Fourier

L’intégration et la dérivation des séries de Fourier peuvent étre justifiées par appli-
cation des Théorémes [I.4] et [[.5] qui sont valables pour toutes séries. Il faut, cependant,
insister sur le fait que ces théorémes conduisent a des conditions suffisantes mais non

nécessaires. Le théoréme suivant est particulierement utile dans le cas de l'intégration :

Théoréme 1.8 La série de Fourier correspondant a u (x) peut étre intégrée terme a terme

de xo a x, et la série résultante convergera uniformément vers

T

[utde

zo
si u(x) est continue par morceauz dans l'intervalle [0,1] et si xo et x appartiennent & cet

ntervalle.

Si, en plus, u(zx) a une valeur moyenne nulle (ag = 0), sa primitive est une fonction

13



périodique donnée par :

x

Ju©

Zo

Qg . T A, . NTT
:——|—(alsln——i—---+—sm—+---)
2 l n l

T bn, nwT
—(bicos— 4 -+ —cos——+ - |.
( [ n l )

Le coefficient < est égal a la valeur moyenne de [ w (&) d§ sur Vintervalle (0,1). On peut
zo

aussi le calculer par la formule :

(a7} . TXo Qp .
——|—(alsln—+---—|——sm
2 l n

NTTg )

l

by
— blcosﬂ-_xo_}_..._l__cosnﬂ_mo_f_... =0.
[ n [

1.2 Espaces fonctionnels et inégalités élémentaires

On désigne dans tout ce qui suit, par D lintervalle ouvert borné (0,1) de nombres
réels. Commencons par rappeler succinctement un certain nombre de notions sur ’espace

L? (D) des fonctions de carréintégrable dans D.

Définition 1.7 On dit qu’une fonction réelle u(x) est de carré intégrable dans D si

/u2(a:)dx < 00.

D

sont convergentes (i.e., si elles existent au sens de Lebesque) et sont finies.

Définition 1.8 Soient u(z) et v(z) deux fonctions de carré intégrable dans D.

1. Le produit scalaire de u et v est le nombre

(u, v) = /u(x)v(x)dx. (1.11)

D

2. La norme de la fonction u(z), est le nombre non négatif

1/2

el oy = (1t 0) 2 = / Pydr| (1.12)
D

14



3. La distance entre les deux fonctions u(x) et v(x), est la norme de leur différence
1/2

= oll oy = / (u(a) — v(z))2dz | | (1.13)

D

4. L’ensemble des fonctions de carré intégrable dans D, muni
du produit scalaire ) est appeléespace des fonctions de carré intégrable dans D.

On le note par L*(D).
On montre, la
Proposition 1.1 L’espace L* (D) muni de la norme [-[[r2(py €st un espace de Hilbert.

Définition 1.9 On dit que la suite de fonctions u,, € L*(D) converge dans [’espace L*(D)

vers une fonction u € L*(D) si
nh_{go [tn — UHLZ(D) =0.

On écrit

lim u, = u dans L*(D).

n—oo
La fonction u(x) est appelée la limite (ou la fonction limite) de la suite {u,(x)} dans

espace L*(D).

Définition 1.10 La suite de fonctions u,, € L?(D) est dite suite de Cauchy dans l’espace
L*(D) si

7}1_{20 [ttn = tml| r2(p) = 0.
m—r0o0

Soit M un sous ensemble de L*(D). On dit que M est dense dans L*(D) si pour toute
fonction u € L*(D) il existe une suite u,, € M (u, # u dans L*(D)) qui converge vers u

dans L*(D).

Notation 1.1 Notons par Cy (D) l'espace des fonctions continues a support compact dans

D.

15



On démontre le
Théoréme 1.9 L’espace Cy (D) est dense dans L* (D).

Théoréme 1.10 ( Weierstrass) Si u(x) est une fonction arbitraire continue sur l'in-
tervalle ferméet borné D, il existe une suite de polynomes Py (x), Py (x),... qui converge

uniformément vers u (z)sur tout l'intervalle D.

Corollaire 1.1 L’ensemble [P, (x)des polynomes de degré n, n € IN, est dense dans
L? (D). Autrement dit, tout élément de L* (D) peut étre approximé par une suite de poly-

nomes de degré n. De méme, ’ensemble I P, (t) est dense dans L? (0,T) .

Construisons, a présent, U'espace Bj (D), qui a été introduit pour la premiére fois par
Bouziani dans [2, [6].

Etant donné que les fonctions continues a support compact dans D sont intégrables
au sens de Lebesgue par rapport a dz, on peut définir sur Cy (D) la forme bilinéaire ((.,.))

donnée par

((u,v)) :/J;‘uJ;vdx (1.14)

ou
I

Jru = / w(€,1) d.

T

On rappelle que ((.,.)) est un produit scalaire sur 'espace Cj (D) pour lequel Cy (D) n’est

pas complet. On est alors conduit a introduire sa complétion.

Définition 1.11 On désigne par Bi(D) le complétéde Cyo(D) pour le produit scalaire

et auquel on associe la norme,
el g oy = () = [ 3ull 2y (1.15)
Ainsi, on a

Proposition 1.2 L’espace (BQ1 (D), H.HB%(D)> est un espace de Hilbert.

16



Lemme 1.1 Pour tout u € By (D), on a

l
lull gy (py < 7 [ell 2y - (1.16)

Démonstration. En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient pour tout

zeD:

l l l

= | [u@ae) < | [ae] | [

T T T

< (l—x)/u? (€) de.

D

Par conséquent

lullsgin, < [ @=a)de [ o (a) de

D

D
l2
<
-2

2
[l 2y -
Corollaire 1.2 L’ensemble 1P, (z)des polynomes, n € N, est dense dans B (D).

Dans tout ce qui suit, H désigne un espace de Hilbert.

Définition 1.12 On désigne par L*(0,T; H) ’espace des (classes de) fonctions u mesu-
rables dans Uintervalle [0,T] pour la mesure de Lebesgue, et a valeurs dans H et telles

que
1/2

T
T — / lu(OI%dt | < oo, (1.17)
0

ot ||.||; désigne la norme hilbertienne sur H.
Cette définition étant posée, on démontre la

Proposition 1.3 L’espace L* (0,T; H) est un espace de Hilbert.

17



Définition 1.13 On désigne par C(0,T; H) ’espace des fonctions continues sur [0,T] a

valeurs dans H muni de la norme de la convergence uniforme sur [0,T]

||u||C(O,T;H) :Orélfg%||u('7t)||H' (1.18)

Ici, on a la
Proposition 1.4 L’espace <C’ (0,7:H), ||.HC(O7T;H)) est un espace de Banach.

Définition 1.14 On définit 'espace H'(0,T; H) comme étant l'espace des fonctions u

appartenant a L*(0,T; H) telles que % € L*(0,T;H).

Tenant compte des propositions [I.3] et [I.4] on aura :

1. Les espaces L*(0,T;L? (D)) et L?(0,T; By (D)) sont des espaces de Hilbert.

2. les espaces C (0,T; L* (D)) et C (0,T; B3 (D)) sont des espaces de Banach.

Des Corollaires [I.1] et [[.2 découle le

Corollaire 1.3 L’ensemble IP, (x,t) des polynomes, n € IN, est dense dans [’espace

L?(0,T; By (D)).
Du Lemme|l.1], on a le

Corollaire 1.4 On a les inégalités suivantes :

[
||UHL2(0,T;B§(D)) < ﬁ HU||L2(0,T;L2(D)) ) (1.19)
et
[
||u||C(0,T;B%(D)) < E ||U||c(o,T;L2(D)) : (1.20)
Lemme 1.2 Pour tout uw € C (0,T;H), on a
||u||L2(O,T;H) < ﬁHuHC(O,T;H)‘ (1.21)

18



Démonstration. Soit u un élément de C (0,7; H), alors

T

T
2 2 2
Jalls ey = [ Ol e < [ amae a0 e
0

0

D’ou
T
2 2
Il < Nl - [
0

2
<T- ||U||C(0,T;H) :

En particulier si H = L? (D), on a

2 2
||U||L2(0,T;L2(D)) <T ||U||0(0,T;L2(D)) ’ (1.22)

et si H= B3(D), on a

el 2 0.2:3 () < VT lelleo.z:m30) - (1.23)

Citons, enfin, un lemme dont 1'utilisation est fréquente pour 'obtention des estima-

tions a priori dans les normes des espaces sus-cités :

Lemme 1.3 ( Gronwall) Si

T

a+y(7‘)§A+C/y(t)dt, (1.24)

0

ol A, o sont deux constantes strictement positives et C' est une constante positive. Alors
on a

a4y (1) < AT (1.25)

19
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Chapitre 2

SYSTEME D’ EQUATIONS
PSEUDO-PARABOLIQUES AVEC

DES CONDITIONS NON LOCALES

2.1 Position du probléme original

2.1.1 Etude d’un systéme

Notre objectif essentiel est 1’étude d’un systéme d’équations pseudo-paraboliques

(2.1), posé comme suit :

(

((9;; 041012 Bldtaﬁ fi (@t u,0),

?9? O‘2ax2 ﬁ28t8x2 fa (z,t,u,v),
u(z,0) =1 (z),u(z,0) = ¢ (z), (2.1)
Qult) — (1), 24LD — 4 (1),

fo (x,t)dr =mq (¢ fo (z,t)dr =my (t).

On commence par le transformer en un probléme équivalent déterminé ainsi :
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Eposant :
fi=—fo,a=ar=ay,B=70 = 0.

et en sommant, on obtient le probléme (2.2)) suivant :

(2.2)

ou :

v (2) = o1 (2) + 2 (7),
U (t) =1 (1) + b2 (1),

m(t) =my () +ma ().

La résolution du probléme (2.2)) entrine que :

(
o) o [oid
8_1; - O‘aag +68t8;2 = f3 (.T,t,U),

u<x70) = P2 (Q?), (23)

Ou :
f3 (l’,t,U) = fl (x,t,u,v) _ﬂlw (l’,t) .

Ainsi si on prounve 'existence et l'unicité de u(.,.) on obtiendra v = w — w. Donc la

résolution du systéme ([2.1)) revient a la résolution du probléme (2.2)).
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2.2 PROBLEME MIXTE AVEC UNE CONDITION
INTEGRALE POUR UNE EQUATION PSEUDO

PARABOLIQUE

Un grand nombre de phénoménes physiques conduisent & I’étude d’un probléme liée
a I’équation pseudo-parabolique

00 00 030

- _gv_YY _ *
o o gige M) ()

Par exemple, il peut étre un modele pour la conduction de la chaleur impliquant une
température thermodynamique © = 6 — ng—:cg et une température 6 conducteur. Il se pose
également dans la propagation monodirectionnelle des non-linéaire, dispersif, des ondes
longues, alors u est typiquement I’amplitude ou la vitesse, x est proportionnel a la distance

dans la direction de propagation, et ¢ est proportionnelle au temps écoulé.

2.2.1 Cas d’une équation linéaire
Position du probléme

L’équation du mouvement est

00 ol 030

ot %o Parge b (24)
Soient données a l'instant initial
0 (x,0) = (x), (2.5)
A lextrémité x =1, on a
PO _ ), (2.6

ox

Si 'on impose que la moyenne des déplacements est égale a, alors on a

/Ole (2.8) dz = m (1) (2.7)
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Les fonctions sont supposées connues. Elles vérifient :
heC(Q), e C'([0,1]), pet me C*(0,T).
et les conditions de compatibilité

I
' (1) = p(0), /OCD(x)dx:m(O).

Ainsi, le probléme - peut étre considéré comme un probléme mixte combinant
une condition Neumann a une condition intégrale pour une équation parabolique linéaire
du second ordre.

Dans cette partie, on montre 'existence, I'unicité et la continuité par rapport aux
données de la solution du probléme —. A cette fin, il est commode de ramener les
conditions aux limites non homogeénes a des conditions homogénes, en introduisant une

nouvelle fonction inconnue u = u (z,t) définie par :
u(x,t) =6 (x,t)— U (x,t)

avec

U(z,t) =ap(t)+ 3($l—3_l) (m (t) — %,u (t)) :

Il est aiséde vérifier que la fonction construite satisfait aux conditions ([2.6]) et (2.7)). Cette

transformation nous permet de ramener le probléme ([2.4)-(2.7) au probléme équivalent

suivant :
ou 0%u 3
Eu—a—aaﬁ—ﬁawﬂ—f(x,t), (2.8)
lu=u(x,0)=¢p(x), (2.9)
ou(l,t)
=0, (2.10)

/lu(:p,t)daizo. (2.11)
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Ou :

Solution classique

On se propose de démontrer 'existence, 1'unicité et la continuité par rapport aux
données de la solution classique du probléme (2.8))-(2.11)). On commence, d’abord, par

donner la définition de la solution classique :

Définition 2.1 On appelle solution classique du probléeme @— toute fonction
u(x,t) € C* (Q) vérifiant [’équation , la condition initiale et les conditions

aux bord - et ayaut la dérivée continue de la forme ,?;zg.

Estimation a priori

Dans ce paragraphe, on établit des estimations a priori pour démontrer, dans le
paragraphe qui suit, I'unicité et la dépendance continue par rapport aux données de la

solution classique. Pour cela, on a besoin du

Lemme 2.1 Supposons que u (z,t) est solution du probléme — etfeC (Q) , alors

T 9 T
2 [l e+ 520) = S0 +2 [ (Fadyon

ot

2 2

5? (1) = [lu(., 7’)”3;(0,1) + B u (., 7’)”1}(0,1)
et
2 2 2
57(0) = llellzyon + B lelz oy
et T un nombre arbitraire de ['intervalle [0,T].
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Démonstration. On considére le produit scalaire dans L? (0, 7; B3 (0,1)) de 1'équa-

tion ([2.8)) et 2u (x,t), il vient

2/0 (f, u)B%(O,l) dt
T T 2
:2/ (au ) dt—2a/ (a_gu) di
0 ot’ B1(0,) o \0z B3(0,1)
—25/ ( ) dt. (2.12)
otox? BL(0)

Intégrons par parties la premiére intégrale du membre droit de I'égalité ainsi obtenue, il

vient

0

T (Ou 2 t=
2 [ (Grn) = a0l
o \9 )iy 200

2 2
= ||lu (-aT)“B;(o,l) - ||90||B;(o,l)- (2.13)

Quant a la seconde intégrale du membre droit de l'identité (2.12), on a en tenant compte

des conditions et (| -

T /a2
—2@/ (a—z,u> dt
o \0z B1(0,0)
= —2a/ (au (,2) au,J; (u)) dt
0 ox ox £2(0.)

:2a/ (au,J;‘ ) dt
o \0z L2(0,0)

:2a/ (u, Jiu )|x:l dt+2a/ (u,u)Lg(O,l) dt
0

2
=20 [l dt = 20l im0 214
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Concernant la troisiéme intégrale du membre droit de I'identité (2.12)), on a, en tenant

compte des conditions et -

—26 / <8t8x2’ ) B%(O,l)dt
B _25/ ( 8t83: a 86752;3:’ J;u) £2(0.) dt
=2 [ (g3 )Lz(w “
zzﬁ{/o %J* . dt+/ —udmdt}
=23 / / —udtdw

2 2
= 8 (Jlu (2200 = lelion) - (2.15)
Insérons (2.13)), (2.17]) dans I'égalité (2.12), on obtient

2 2 2
Ju (-at)HB;(o,l) + 2a HUHLQ(O,T,LQ(O,I)) + B u (., T)HL2(0,1)

=2 [ (L) ayondt + Ieliyon + Blelzy: (2.16)
0

Posons

% (1) = llu (D00 + B lu (DI,
2 2
5%(0) = HSOHB;(O,I) + 0 H(pHLQ(O,l) :

On a ainsi démontré le Lemme 2.1

Donnons maintenant des estimations a priori pour le probléme ([2.8))-(2.11]) :

Proposition 2.1 La solution classique u(z,t) du probleme (2.8)- satisfait les es-

timations a prior: suivantes :

()| gy dt < —— SO+/ FO DA dt), >0, 2.17
[ Ol f< O+ [ 1701200 (217
<SO+ [ I COlgendt 720 (2.15)

(- ) 3300

et

o tlan < = (5O + [ COlyea) . w20 @19
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Démonstration. Dérivons (2.16|) par rapport & 7, on obtient

20 [[u () 2oy + 29 (1) 5" (1) = 2(f (. 7) w (7)) gy oy

L’application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz au membre droit de (2.20) donne

allu ()l ay +25 (1) (1) < I G Dlsyon eGPl sy -

De la définition de S? (1), on a

lw (s )l gy 00y < 5(7)
et
\/_||u ||L2 0,) < S(1).
Substituons dans , il vient

aflu (-»T)HiZ(o,l) +25(m) S (1) < £ (., T)HB;(O,Z) S(7).

Pour (2.23]), minimisons le membre gauche de cette derniére, il s’ensuit

av/Bllu ()l 200 S (1) +28 (1) " (1) < I f (5 8)ll oy S (7).
d’ou, il vient
av/B llu ()l 2o + 28" (1) S IIF () a0

Intégrons entre 0 et 7, on obtient

VB [ e+ [ 80 [ 1Oy

Par conséquent

VB [ Tl + S < SO+ [ 17 (Ol

En particulier, on a

T 1 T
Arw«xwmmosavﬁ(smw+é|vc¢w%@0w), r>0

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)



et

S()<SO)+ [ 17 (Dllpyon dr. (2.30)

Moyennant (2.22), (2.23) et (2.29) respectivement, on aura

e agon < SO+ [ 17 GOyt 231)

et
VBl (o < SO+ [ 17 COllogon

c’est-a-dire

G lon < <75 (5O + [ 17 (COVagon dt). 232

Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Unicité et continuité par rapport aux données de la solution

Théoréme 2.1 La solution classique du probléme (@- est unique et depend conti-

nument de @ et f, dans le sens o, SZfEC( ) fr EC( )
Hf - f*HB%(o,l) <eg, 0<7<T, (2.33)

et

le = "l gy 0 < o, (2.34)

alors, les solutions classiques correspondants u et u* satisfont les estimations suivantes

pour tous les t € [0,T]

[ = w200y < C1 (€ + €0) (2.35)
Ju— “*HB;(OJ) < C3 (e + &) (2.36)

| =l < G+ 2 (2.37)
0

ou C1, Cy, C3, sont des constantes positives.
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Démonstration. Supposons que le probléme ([2.8])-(2.11)) posséde deux solutions clas-
siques u; # usg, leur différence

U= up — Uz
est alors solution classique du méme probléme avec
p=0et f=0.

Donc cette solution est justiciable de 1’estimation , dans laquelle : f =0 et
S (0) =0, alors

[ (20 =0, VL[0T,

[u (-aT)HB;(o,l) =0, vt e (0,77,
d'otu=0p.p. (z,t) €Qorue C(Q) il sensuit :

u(z,t) =0, V(z,t) € Q,
ce qui implique
Uy = us, Y (z,t) € Q,

d’ot I'unicité de la solution.

Pour démontrer la continuitépar rapport aux données, on pose
z=u—u".

La fonction z est une solution classique du probléme (2.8)-(2.11) avec f — f* et ¢ — ¢*

au lieu de f et ¢ respectivement.

En utilisant (2.32) et (2.33)), on estimera la valeur 52 (0) pour z :

o * * (|12
52(0) = lle = ©" I Baon + Blle — "l 7201)
12

§5f3+6%

(3)4
> 9 0

2 2
S p()gOa
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ou

Par conséquent, on a

S(0) < pogo- (2.38)
Appliquons ([2.32)) a la solution z (x,t), il vient

1 5 T
I Mron < 5 (5O + [T = Fllganar) (239

Des inégalités (2.34)), (2.35)), (2.32) et (2.33), il vient

12 P oo < g (poc0 +T¢)

< ma (ﬂpm ﬂT) (g0 +¢)
B B
S Cl (5 + 50) )
c’est-a-dire
||U - U*HLQ(QJ) < C’1 (5 + 50) ) (240)
ou
Cy = max (\/—B (po, T)> .
B
Comme
L?(0,1) = By (0,1),
i.e.

[
||U||B%(O,l) < ﬁ ||u||L2(O,l) )

De l'inégalité (2.35)), I'inégalité (2.40) devient
V2

e lu = u*llgy00 < Cr(e+20),
ce qui entraine

l C1 (e + o) (2.41)

V2

SCQ((C:“_EO).

|u— U*HB;(OJ) <
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avec

l
Cy = —=C4.
2 \/51

Maintenant intégrons 'inégalité (2.41)) entre 0, 7, il vient

/ Ju— || oy dt < / Ci(e+eo)dt
0 0
S OlT (€+80)

§03(€+€0>,

ou

Cg = Cl T

Ainsi la preuve du théoréme est compléte.

Existence de la solution classique

(2.42)

Nous allons, dans ce paragraphe, montrer 'existence d’une solution classique et la

trouver effectivement. Dans ce but, on utilise la méthode de séparation de variables de

Fourier qui consiste a chercher la solution du probléme sous forme d’une série. Cela nous

ameéne analytiquement & introduire & la place de u (z,t) deux nouvelles fonctions w (z,t)

et @ (x,t) d’apres la formule :

u=w(z,t)+a&(zt)

dans laquelle la fonction w (z,t) vérifie :

Ow 0w 3w

o 02 om0
w(z,0) = ¢ (x),
ow (l,t)
ot =0,

l
/ w(z,t)dx = 0.
0
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Tandis que @ (z,t) vérifie

MY g = f(x,1), (2.48)

& (2,0) =0, (2.49)
oo (I,t)
7 =0, (2.50)

/ZJ) (x,t)dz = 0. (2.51)

On vérifie que u = w + @ satisfait la solution du probléme (2.8)-(2.11). Pour la détermi-
nation de la solution w (x,t) relative au probléme ([2.44))-(2.47)), on cherche des solutions

de la forme :

w(z,t) =X (z)T(t)
d’oti, d’apres , il vient
X(@)T'(t)—aX" ()T (t) — X" (x) T (t) = 0,
X ()T (t) = X" (z) [aT () + ST (1)],

X"(@)  T(@)

X(2) ol () + BT (1) (2.52)

On voit immédiatement que le premier membre de l'identité ainsi obtenue, dépend de ¢
tandis que le second membre est une fonction de = : nécessairement, ils sont indépendants

de z et t. Soit —\2 leur valeur commune. On a donc

X" (z) = —\*X (z),
T' (t) = —aN*T (t) — N*BT' (1),

ce qui entraine

X7 (2) = —\2X (2), )
T' (t) —a)? ‘
T T+
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(2.54]) impliquent que

X (z) = Acos (A\x) + Bsin (A\x),

— a2 (2.54)
T (t) = Cexp (1 +)\25> t.

On supposera que T (t) n’est pas identiquement nul. Les conditions ([2.47))-(2.48)) ne pour-

ront rester vérifiées quel que soit t que si
X' () =0, (2.55)

I
/ X (z) = 0. (2.56)
0
En se servant des conditions ([2.55)) et (2.56)), on aura

X' (l) = —AXsin (M) + BAcos (Al) = 0,

ou encore
AMsin (Al) = BAcos (Al), A # 0;
et
: A B o
/ X (x) = {— sin (Az) — — cos (Ax) =0, A # 0,
0 A A =0
= Asin (N) — Beos (N) + B =0,
d’ou
Asin (AN) = B (cos (Al) — 1),
or
Asin (Al) = Bcos (),
d’ou
Bcos (Al) = B(cos (M) —1).
Ainsi



Donc

Asin (M) =0,
pour éviter le cas trivial A # 0, alors
sin (Al) =0

ou

)\l:mT:>)\=?, n>1

pour chaque valeur de n on a une valeur de A :

Ainsi, la solution ([2.53)) s’écrit

Posons

ce qui implique

wy (z,1) = X, (2) T, (t) = K,, cos (\,z) e 7.

Le théoréme de superposition des solutions entraine
w(z,t) = an (x,t) = Z K, cos (\,x) e ™"
n>1 n>1
La solution ([2.60]) doit encore satisfaire a la condition initiale ([2.45)
u(x,0)=¢p(x)= Z K, cos (A\,x),
n>1
or ¢ (x) est développable en cosinus sous forme d’une série de Fourier
p(x) = pncos(\ua),
n>1
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ou

2
Spn_l

/Ol @ (x) cos (\,x) de.

Par identification

ce qui implique
t) = an (2,t) = Z one " cos (A\p) .
n>1 n>1

Autrement dit

(z,t) Z ) cos (Ap€) cos (N,x) e " dE
n>1
!
:/0 (%;e_"’"t cos (A, x) cos (%@) @ (§)d¢,

ce qui implique
l
w0 = [ Gene©d,
0
ou

G (z,&,1) Ze 7t cos (A,a) cos (Ynz) .

n>1

On cherche maintenant @ (z,t) sous forme
nm
ZT cos (A, ), Ay=—, n>1
n>1
Seulement T;, () sont différents des précédentes :

w doit vérifier :

0w .
9z lo=t = — Z AT (t) sin (M) |,= = 0, car: \, = —

n>1

et

/ odr = T, (t / cos (@) de =Y T, (1) (%) sin (”lﬂ) -

n>1 n>1
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Substituons (2.68) dans ([2.48]), il vient

> (10— (%) 1t - o720 () cos () = 1 a0,

n>1

or f est développable en cosinus sous forme de Fourier par rapport a x

[ty =3 fulyeos (7).

n>1

ou

Ainsi, (2.72)) devient

ce qui peut étre écrit

avec
o (%)’
) -1

La solution de cette équation différentielle ordinaire est donnée [48| par

n:

Tult) = ( /0 t fu () e fTdr + k) efint

or
implique que

D’ou

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)



Ainsi

</ fo (T _RanT) Rnt cos mm Z/ fo (T n(t=7) cos (#) dr.
n>1

n>1
(2.77)

Ainsi :

u(z,t) =w(x,t)+o(x,t)

= Zcos (mrm {cpne mt / fo (T n(t=7 dT} 0<7<t<T (2.78)

Remarque 2.1 1.

pour assurer R, > 0, on choisit

= R =1 A

o VB
2.
lim R, =1.
n—r+o0
3.
Jim =

Théoréme 2.2 On suppose que :

C1l: p € C*([0,1]) et posséde une dérivée troisieme satisfaisant les conditions de Diri-

chlet, et telle que :

/Ogo(sc)dq::O et o (1)=0

C2: fe(C? (@), et comme fonction de x, posséde une dérivée troisiéme satisfaisant les

conditions de Dirichlet et telle que :
1
/ f(z,t)dz =0, et f'(l,.) =0,
0
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alors le probleme (2.8)- a une solution classique u (z,t) qui est la série (2.77).

Démonstration. En vertu des conditions C1 et C2 et du Théoréme (prélimi-
naires), on a
M, |90n| < %7
My [fn] < %,

ou k, m sont des constantes positives.
Tout d’abord, on doit s’assurer de la continuité de la fonction u (x,t) définie par l'ex-
pression . Pour cette fin, il suffit de démontrer la convergence uniforme de la séries

exprimant la fonction u (z,t) et cela parce que son terme général est une fonction continue.

Ce but sera atteint une fois que 'on observe que les majorations M1 et M2 entrainent

t
|un (2,1)] < ‘cos (?)‘ {|%| le=¢| +/ o ()] e~ dT}
0

< Z 4 < (2.79)

Maintenant, si I’on note par

alors, la série numérique majorante Zn21 M, est convergente, ce qui implique d’apreés le
Théoreme la convergente uniforme de la série > ., u, (z,t) dans Q et par suite la
continuitéde sa somme u dans Q. Il s’ensuit que la fonction u (x,t) converge vers sa valeur
initiale quand ¢t — 0,

u(wt) o),

ie.

u(x,0) =p(x). (2.80)

Pour la vérification de la condition sur la frontiére , on dérive par rapport a x la

fonction u, (x,t), on aura

Oun _ _nm sin (@) {gone_%t + [ fu(7) e_R"(t_T)dT} : (2.81)
0



ce qui donne

Ouin
ox

<2 il 10 ol ar

cnm [k Tm
— 0 \nt nt

La convergence de la série numérique majorante de terme général

T [k Tm
Mn:_ = o (>
l{n3+ n3}

ou,, —
entraine la convergence uniforme de la série ) ., Iy dans Q). Ainsi,
=% Ox

— 0. (2.82)

Intégrons, maintenant, la fonction w, (z,t) par rapport a la variable z, il vient

‘ o L . 7’L_7T€ — nt —Rn(t—T)
/0 up (&,t)d€ = mrsm( 7 )L 0{90,16 K / I ( dT}

ce qui donne

| e dg‘

| /\

t
‘Sm@ {wnHe—wH/O £ (r)|}e—Rn(t—T)‘dT}
<L ko Tm
“nm |lnt o nt |

Le second membre de cette derniére inégalité étant un terme général d’'une série numé-

rique convergente, le Théoréme entraine la convergence de la série de terme géné-

ral [ u, (€t)d€. Ainsi, la fonction fo x,t) dz atteint, quand x tend vers [, sa valeur

fol u(x,t)dx =0, et la condition (2.11]) se trouve vérifiée.

Il reste & démontrer que u est une fois dérivable par rapport t et deux fois dérivables par

rapport x et trois fois dérivables (une fois par rapport t et deux fois par rapport z).

ot

s 2 - ' Rt
e L ) e () e [ iy
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u nm\ 2 nmwT { . t
YR - COS | —— _SOanne_’yn + fn (t) + Rn/ fn <T> e_Rn(t_T)dT} )
e (e () |

(2.85)
car
= / t fo (1) e =77, (2.86)
et
dpd—?) =fu(t)+ R, /Ot fo (T) e Fnt=")qr. (2.87)

D’autre part, compte tenu de M1 et M2, il s’ensuit

aun m
< 3 Jeos | {I=nl bl 18 )1+ 1Rl 7
sZ{ [l 4+ 5 + | Ral T } (2.88)
D*uy, n*r? (k Tm
‘axz <2 {ﬁ*ﬁ}- (2:89)
Pu n2m
| < X bl O R )

n?m?
<> B { |n|+ IR T S } (2.90)

n>1

Puisque les trois membres droits (2.88)), (2.89) et (2.90)) sont des termes généraux de séries

numeériques convergentes, alors compte tenu du Théoréme [I.2] on conclut que les séries
ou,, 9*u,, Bu, i dons 0. E _
Y st 5 Dot B et D s pro) convergent uniformément dans @). Et ceci prouve

que la fonction u (z,t) donnée par (2.77) effectivement solution du probléme (2.8)-(2.11)).

2.2.2 Solution faible

Dans la section précédente, nous avons établi 'existence et l'unicité d’une solution
classique du probléme ({2.8])-(2.11)) mais au prix de conditions assez restrictives. Dans cette

section on s’affranchit de ces conditions en considérant des données moins réguliéres, a
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savoir, f € L?(0,T, B4 (0,1)), ¢ € L*>(0,1), v € B3 (0,1). La solution cherchée est alors

dans un sens faible.

Formulation faible

Commengons, d’abord, par définir une solution faible du probléme (2.8] - On
multiplie scalairement I’équation (2.8)) par une fonction test v (x,t) sur L? (0, T, B3 (0,1)),

on obtient

(8u ) (8% ) 5( 3u )
—,v —al| =—5,v — — v
ot £2(0,7,B(0.)) Ox? £2(0,7,B5(0.0)) Otox? £2(0,7,B5(0.))

= <f7 U)LQ(O,T,B%(OJ)) . (291)

Intégrons par parties le premier terme du membre gauche de 'égalité (2.91)), en supposant

que v (.,T) = 0 et en tenant compte de la condition ({2.9)), il vient

/J*( (2)) J* (v (2,0)) // T (u J*(a“>dxdt

~ el O))Bl(o’l) ( at)LZ(OTBl(Ol)) .

Intégrons par parties le second terme du membre gauche de ’égalité (2.90)), en supposant

que fo x,t)dr = 0, et en tenant compte de la condition (2.11}), on obtient

(85, 20
:—a/ dt/ a““ dx:a/o { %J*()dm}dt

:a/o uldy (v)[Z 0—1—04/ / wvdzdt = o (u,0) 120 14 12(0,)) - (2.93)

Intégrons par parties le troisiéme terme du membre gauche de I’égalité (2.90)), on aura

-7
-4 (a0) (), ()
Otox?’ £2(0,7,B}(0.))) otdx?’ B3(0,0) |,—g dx?’ Ot £2(0,7,B(0.)))

0*u v
= B(¢" (@), v(2,0)pyop + B <@, En

) . (2.94)
L2 (o,T,B;(o,z))
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or

0*u Ov Ov
5 (_ _) _ 3 ( ) | (2.95)
axQ 8t LQ(O,T,B%(O,Z)) at L2(O,T,L2)

En manipulant de la méme fagon pour le terme —« (—62’2‘,1))
ox
L?(O,T,B;(O,Z))

compte des conditions 2* ey =0 et fol v (z,t)de =0, il vient

et en tenant

l
B¢ (@) 000y = B [ 12 () I (0(E0) do

:ﬁAkﬂ(é;ﬂ<@ﬁ»w=—ﬁzwmw@uamm
ZBWEM&WM%—ﬁAwM%@MZ—BWW@mth

(2.96)

Ainsi

Pu ov
-5 () 5 (u %) B0 (8.0 (297)
otox? £2(0,7,B3(0.1)) Lot L2(0,T,L2(0,1)) LoD

Substituons (2.91)), (2.92)) et (2.97)) dans (2.91) on obtient :

( 8@) o (u0) 5 ( 81})
—u, — a(u,v),, ) —
ot £2(0,7,B3(0.)) LOLEEO) Ot ) pa (0,T,22(0,1))
= (f7 ,U)LZ(QT,B%(OJ)) + (()07 v ('7 O))B;(O,l) + 5 (907 v ('? 0))L2(0,l) : (298)

Définition 2.2 On dit que la fonction u (x,t) € H' (0,T; B (0,1)) est solution faibles du

problem (@ (‘) si elle vérifie la condition intégrale (2 et l'identité pour
tout fonction u (x,t) € H* (0,T; B; (0,1)) tel que :

!
v(.,T)=0 et /v(:v,t)dx:().
0

Probléme approché

Dans ce paragraphe, on dénotera les somme partielles d’ordre n des séries (2.63)) et

(2.73) par o™, f( respectivement, c’est-a-dire :
= prT n = prT
sz:;@pCOST, f()(%t):pz:;fPCOST
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Nous considérons le "probléme approché" suivant : étant donné o™, (W) n = 1,2 ..

satisfaisant les conditions du Théoréme telles que :

fm o f dans Bj (0,1), vt € [0,717,
n—+00 (299)
o™ = o, dans L2 (0,1),

n—-+o00

trouver une fonction u™ = u™ (x,t) solution du probléme mixte

ou™ O*u™ PBu™

— — = () 2.1
u™ (z,0) = o™ (z), (2.101)
oum
e lom =0, (2.102)
!
/ u™ (z,t) dx = 0. (2.103)
0

On se propose de prouver que la suite ainsi définie converge vers une certaine fonction

u(z,t) candidat a la solution du probléme (2.8)-(2.11)). A cette fin, on considére le pro-

bléme linéaire (2.100))-(2.103) pour n = k et n = m, et on prend la différence

b (2,1) = u® (2,8) - u™ (2,1),

il vient
(k,m) 2,,(k,m) 3,,(k,m)
ou _aau _58u _ fllem), (2.104)
ot 0x? otox?
ut™ (z,0) = ®m (), (2.105)
k)
=0 2.106
ax ) ( )
!
/ u®™ (1) do = 0, (2.107)
0
avec

f(k,m) _ f(k) _ f(m)7

k) _

o™ = k) — o

44



Estimation a priori

Théoréme 2.3 Vk,m € N*, on a les estimations a priori suivantes :

m m) |2 m) |2
4 Netair 20y < 0 (I Niormmon) + 19 Nsaon) (2109
et
8U(k’m) 2 m) 112 m)||?
‘ 7 < O (H Fm 2, (ori00) | >HLQ(O,Z)> (2.109)
ou
max (1,%—1—5) T max (L%"‘B)
Cy = : €Xp : )
min (1, 2, ) min (1, 2a, 3)
o max (1, )
) =

min (1 + %, a) '
Démonstration. Considérons le produit scalaire de L? (0,7, Bs (0,1)) de 'équation

(2.104) et 2u*™) on obtient

/O (k,m) T 82 (k,m)
2/ (u—,u(k’m)) dt — 2a/ (u—z,u) dt
0 ot BL(0.1) 0 O B3(0,)

y / (83U(k ,m) S m)) gt — o /T (f(k m)  (k m)) dt (2 11())
i ’ — ’ R ur”’ . .
ooz BL0D 700

0

Intégrons par parties chaque termes, en tenant compte des conditions (2.105))-([2.106]), il

vient

T/ Outm) ) ,
= qm — ||, (km) (k)
) /0 ( — )B%(()J)dt—Hu 0 = 165 Oy

m m) |12
= [[u®™ ) aon = 195 ™ a0 (2.111)

et,

T 92 (k,m) 9%u (k,m)
_2a/ ( u _ 7u(k,m)) dt = —2&/ (J; ( 5 ) ,J;f (km)
0 Oz BL(0,0) 0 Ox L2(0,0)
T k,m &=l T k,m
= —2a/ Gutk ) , JJou (kym) = 2a/ (0u( ),J;u(k’m)) dt
0 73 t=x £2(0) 23 L2(0,1)

ZQQ/T{uw,m)J;u(k Dt / 2dx} dt—2a/ / 2dmdt—2a/ a5 )]0
0 ,

(2.112)
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x=l

5%u (k,m) aukm lau(k,m)
=283 / ( CJiu km)) dt = 20 / J* (ukm) } + / utm™ dg b dt
tox L2(0.) ( ) =0 Jo O
(k,m)
_2@//8“ kmdtdx_ﬁ/ W? (2,0)) da

= B ([ (2,732 0 = u® ("O)HL?(O,Z)) . (2.113)

Insérons (2.111)), (2.112)) et (2.113)) dans (2.110)), on aura

2@/ a2 ooy @t + ™™ G g0 + B (7)o

/0 (f(km) (km))Bl(Ol dt + ||90(km HBl(oz + H"D(km HL?(OI (2114)

Appliquons I'inégalitéde Cauchy-Schwartz, I'inégalité ||u||?3%(07l) < % ||u||iz(0,l) et L2(0,1) —

B1(0,1), on a

200 [ 11 g 4 1 ) g 8 1 ) o

Tl BT ()2 L1 o2 (kam) |2
S/0 [P ('7t)HB;(o,l)dt+§/o [[u™ ("t)HLQ(O,l)dt_’_EH<'07 HL2(o,l)+B||90 HL2(0,1)'

min (1,20 9) { [ 108 Oy 4 105 ) 1 )

e T (P2 "l P (km) |2
<max (155 +8) { [0 G0l o+ [ 10 0l e+ 16 [ |-

Autrement :

m 2 m 2 m 2
o HLW ) g + 1 )
(1,51 o -

(2] {/ Hf " Oy @+ 16 e

max 1 L

1202 2
min (1, 2, 3) / HU(km zS)HB(OJ) at.
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Le lemme de Gronwall donne,

m 2 m 2 m
™ G ey + 1™ G 00 + 10®™ G o
max (1,12, —l—B) max <17l2,§+5>
= min (1, 2, 3) P (T min (1, 2a, f) {Hf(km HL2 0.1:B5(0.0)) + ” (e HL2(0,I)}

(2.115)

En particulier :

<
HL?(O,Z) = min (1,2, 5) min (1, 2a, f)

max(l,l, +5> maX<1,l7 ‘|‘5>
Ju () oy Ky

m) 112 m) 112
LS oy + 125 iz

Par passage au supréme dans le membre gauche de cette derniére inégalité sur 7 entre 0

et T, on aura :

(k;m) <
|u (7 HC(O,T;LQ(O,Z)) =~ min (1,2, 5) min (1, 2«, 3)

max( ,2,2—1—5) o (Tmax< ,2,2+ﬁ))

m)||2 m) (12
X {Hf(k’ )HL2(0,T;L2) + | )HL2(0,1)}' (2.116)

c’est-a-dire

m 2 m)||? m) ||
||“(k’ ) (-aT)HC(o,T;L2(o,l)) <G {Hf(k’ )HL2(0,T;L2) - ”90(1% )HLQ(OJ)} ’

avec

min (1, 2a, 3) min (1, 2«, 3)

max <1,l2,122 ‘|‘6> max (1al2al22 +B>
C, = exp | T .

Remarque 2.2 Apartir de on aura, de la méme fagon :

1.

m 2 m) |2 m)||?
Hu(k’ ) ("T)Hc(o,T;Bg) < O{ {Hf(k )HL2(07T;L2) + H(p(k’ )HLQ(O,Z)} ’ (2'117>

Hu(k’m) (- T)Hi?(O,T;LQ) <y {Hf(k’m)H;(o,T;p) + H‘p(hm)Hi?(w)} ’ (2.118)
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Maintenant, on considére le produit scalaire dans L? (0,7, B (0,1)) de Iéquation

2.104 28“( L et intégrons entre 0 et 7, on obtient

T/ (k,m) o (k,m) T 82 (k,m) o (k,m)
2/(“ A ) dt—2a/<u2,u > dt

(k,m) (k,m) T (k,m)
26/ ( - ou ) dt = 2/ (f(k:,m)’ Ou ) dt. (2.119)
81561‘ at B%(O,l) 0 at B%(Ovl)

Intégrons par parties les termes du membre gauche de (2.119), en tenant compte des

conditions (2.105])-([2.107)), il vient
dt, (2.120)

T (k,m) (k,m) T
9 / (8u ’8u > g = 9 /
0 ot ot BL(0,0) 0 B3(0,0)

T /2y km) Gy tkm) l T Oy km)
—2a/ < “ 5 “ ) dt = Qa/ (/ u(k’m).u—dt> dx

l m 2T 2 e
:a/o (whm) (de:a(Huoc, )HLz(O,Z)_H%O(k’ >||L2(0,l)>, (2.121)

(k,m) (k,m) 2, (km) |7 (k,m)
—28 / ( otoxr? ’(%at ) =20 / (aﬁ?ﬁé Iz (auﬁt ))
B3 (0.0) L2(0,1)
2, (k;m) (k,m) k:m) (k,m) !
5/ 0“u G e ou dt—QB/ 8u J: ou
Otog ot £2(0.) ot

km)

Hulkm) ||

ot

dt. (2.122)
L2(0,1)

Insérons (2.120)), (2.121)), (2.122)) dans (2.119), on obtient

Autkm ()| . Autkm (1) ||
A et dt—i—aHu( ™ (1 ||L2(07l) _— dt
B1(0,) 12(0,0)
T oum™ (| t) 2
_ (k;m) ’ (k;m)
_2/0 (f (+8), —; ) 1 dt + o [ "™ a0 - (2.123)
B1(0,])
Vu l'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient
Aulem ()] (e 2 Aulem (4|2
2 — 5 dt+ozHu o 7')||L2(Ol) _ dt
t B1(0,0) ’ L2(0,1)
T (k;m) 2
ke 2 ou (., 1) ke 2
< [ ol [ =522l @)
B5(0,0)
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A fortiori, on a

4 8u(k’m) (,t) 2 (k;m) 2 /7’ au(k,m) (,t) 2
o + e +2 —_— dt
T e IR O A A R
m) (|2 m) 112
S Hf(k’ )”LQ(O,T,B%(OJ)) o H(p(k’ )HL2(0,1) : (2.124)
Si on utilise L? < B,
(| @utm ()| G (P 48 [T o
/0 ot B30 +a Hu (- T)HL2(0,Z) T 2, ot B0 dt
m) (|2 m) 112
S Hf(k’ )”L?(O,T,B%(O,l)) Ta H‘P(k’ )HL2(0,1) : (2.125)
A fortiori, on a
™| Gulkm) || 9
(k,m)
L1750 eI 6ol
max (1, a) (hm) |2 k) |12
~ min (1 + %ﬁ,a) (Hf ||L2(0,T,B;(o,l)) t+a ||90 HL2(0J)> . (2.126)
En particulier, on a
|| §u k) || max (1, a) (em) |12 () ||2
/o Ot g0y ~ min (1+ 3, ) <Hf le20mms00) + l1¢ Hw«u))'

Autkm) ||?

ot

max (1, a)

£2(0,7;B}(0.) ) ~ min (1 + %,

Par passage au supremum sur 7 de 0 é T dans le membre gauche :
12 2
5 U7 s oy + 19 i)

‘ (2.127)

En revenant au probléme approché (2.100)-(2.103|) des estimations (2.108)) et (2.109)

donnent pour le cas : u®™  fm) - pkm) - pegpectivement les estimations (2.108)) et
2

109).

Du Théoréme découle le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 La suite (u"), converge vers une fonction i pour la norme lespace C' (0, T; L* (0,1))

et <a’§:)) converge vers % pour la norme de L*(0,T; B3 (0,1)), c’est-a-ire :

W =g dans C (O,T; L? (0, l)) , (2.128)
n—oo
ou™ Ol
ot njoo e dans L? (O,T; B; (0, l)) . (2.129)
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Démonstration. L’inégalité (2.108)), devient

112 m) 112 m)||?
4 eroan < O (I8 isorsgon + 16 Ninan)

ou

14 =gy < O (17 = 7oy 19 = 0 i)

quand k£ — 400, on aura

Hﬂ - u(m)||C(O,T;L2(O,l)) <G <Hf - f(m)HLZ(O,T,B%(O,Z)) + HSO B w(m)HLQ(O,lJ ’

quand m — 400, on aura

Ha_u(m)HC’(O,T;LQ(O,l) - 0, (2.130)

m—00

c’est-a-dire

)

— @ dans C (0,T;L%(0,0)).

m—r400

Idem pour :

Oulm™) ou
S o dans I (0,73 B (0,0)).

(2.131)

Existence de la solution faible

Dans le présent paragraphe, on s’intéresse a prouver que la fonction-limite du Corol-

laire est une solution faible du probléeme (2.8)-(2.11)) au sens de la Définition [2.2]

Théoréme 2.4 Le probleme (2.5)- posséde une solution faible.

Démonstration. De la formulation variationnelle (2.98)), on a :
vu™ € H*(0,T; B (0,1)), n>1:

ov ov
) ZZ (n) _ (n)
(“ ’at) o (u™,0) o 1200y ~ 0 (“ ’ )
L2(O,T,B%(O,Z)) L2(0,T,L2(0,1))

(£ ) 2 ormson) T F0 (0) pyo + 8 (00 (50) g (2.132)
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L’identité ainsi obtenue implique, que la suivante est satisfaite

( Yo av)
ot L2(0,1,B3(0.0))

_Ov . ov
B u™ —a,=— — (@, =
ot L2(0,T,L2(0,1)) ot £2(0,7,B4(0,0))

N _ Ov
+a (@, 0) 207 2000y — B <U7 En

(n) _ =~
ta (“ u, “) L2(0,T,L2(0,1))

>L2(O,T,L2(0J))
=(f™ - U)L2<0,T,B%(0,l)) +(f U)LQ(OvTvBW”))
4 (SD(”) — P,V (., 0))35(071) + (gp, v (-7 0))3%(0,0

+8 (9™ — p,v (., 0))L2(07l) + B (™, v (., 0))L2(OJ) : (2.133)

Pour conclure que la fonction @ vérifie I'identité (2.132), on doit prouver que

lim — <u(") —q, @) =0, (2.134)
n—+00 ot £2(0,1,B3(0,1))
: (n) _ 5 =
nl—l>r+noo (u ;) r2omzen = O (2:135)
lim —f (u(”) —a, @> =0, (2.136)
n—+00 ot L2(0,T,L3(0,1))
: (n) _ =
nl_l)I_iI_loo (f e U) £2(0,1,BY(0,)) — 0, (2.137)
ngrfoo - (SO(n) - ('7 0))B%(0,l) =0, (2138)
lim —ﬁ (Sp(n) —p,U ('7 O>)L2(O,l) =0. (2139)

Moyennant 'inégalitéde Cauchy-Schwartz, le premier terme du membre gauche de 'iden-

tité (2.132)) est majoré comme suit

( m _ g 8“)
— u _U7_
ot L2(0,1,B3(0,1))

ce qui donne en vertu de 'inégalité (|1.21)

( Y av)
ot L2(0,1,B(0.0))

v
ot

£2(0,1,B3(0,1)) 7

< JJut™ — aHL?(o,T,Bé(Om '

<VT H“(n) - a“c(o,T,B%(O,l)) ||U||H1(0,T,B;(o,z)), (2.140)

o1



Par passage a la limite pour n — +00, on déduit que (2.134)) est vérifiée.

D’autre part, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et (|1.21)), le second terme du

membre gauche de (2.132]) est estimé

() _ g
)a (u u, U)LQ(O,T,L2(0:I))‘

<a ”u(n) - a“L?(O,T,L?(O,l)) 101l 2207, £2(0.7)

S O{\/T Hu(n) - ﬂHC(O,T,LZ(O,l)) ||U||L2(O,T,L2(O,l)) ) (2141)

en passant a la limite pour n — +o0, on en déduit que (2.135) est vérifice. D’autre part,

le troisiéme terme du membre gauche de I'identité (2.132)) est majoré comme suit :

5 (u(m G @)
ot L2(0,T,L2(0,))
ov
(n) _ ~ -
=0 Hu UHLQ(O’T’LQ(O’”) ot L2(0,T,L2(0,1))

S ﬁﬁ Hu(n) - ﬂHC(O,T,L2(O,l)) HU”Hl (0,7,L2(0,0)) » (2142)

en passant a la limite pour n — +o00, on en déduit que (2.136|) est vérifiée. Par ailleurs,

le premier terme du membre droit de l'identité ([2.132)) est estimé par

‘(f(n) — [ U) LZ(o,T,B;(o,l))‘ B Hf(n) - fHL?(o,T,B;(o,z)) ”U“LQ(O,T,B%(O,Z)) ) (2.143)

en passant a la limite pour n — 400, on aura (2.137). D’autre part, le troisiéme terme

du membre droit de I'identité (2.132)) est majoré comme suit

= (" = 0 (0 | = 167 = ellagon 19 (- Ollzgon

2
= 2 ||g0(”) B (‘0HL2(0,1) [0 (- 0)ll z20) » (2.144)

en passant a la limite pour n — +oo, on obtient (2.138]). Quant au cinquiéme terme du

membre droit de 'identité (2.132)), on a
‘_5 (™ —pv ("O))p(o,z)’ < [l -~ 90HL2(0,1) [ (- Ol 2201 » (2.145)
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d’oui, par passage a la limite, quand n — 400, on obtient (2.139)).

Quant a la condition intégrale, 'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

(/“l e dm) = /ol (u — @) da /Ol da

vVt e (0,7),

2

o2
< H“( = uHL?(o,l) ’

d’ou

<Vi H“(n) - aHLQ(O,l)

!
/ (u(") — ﬂ) dx
0

< Vi max [[u™ =]

< VI |[u™ (2.146)

B aHC(O,T,LQ(O,l)) ‘

Par passage a la limite dans la derniére inégalité quand n — 400, on obtient

! I
lim u™ (z,t) de = / u(z,t) dr.
0

n—-+oo 0
!
/ t(x,t)de =0,
0
alors
!
/ w(z,t)de =0.
0

Ainsi la fonction limite @ est solution faible du probléme (2.8)-(2.11]) au sens de la Défi-
nition [2.2] ce qui, d’ailleurs, achéve la démonstration du Théoréme [2.4]

L’existence de la solution faible étant établie, énongons un résultat d’unicité :

Unicité de la solution

Théoréme 2.5 La solution du probléme (2.8)- est unique.

Démonstration. Supposons que le probléme (2.8)-(2.11)) admet deux solutions dis-

tinctes u; # ug. Le probléme étant linéaire, il est aisé d’observer que la différence satisfait
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I'identité (2.98) avec, f = 0 et ¢ = 0, c’est-a-dire que la fonction vérifie I'identité :

ov
- <U> a) + o (U, V) 120 7,200
L2(0,1,B(0.0))

K ( g:) =0, YveH (0,7,B;(0,1)) (2.147)
L2(0,T,L2(0,1))

Dans cette derniére identité (2.147]), on prend

0 s<t<T,
v(z,t) = (2.148)
— [fu(z,m)dr; 0<t<s
o v .
Dans l'identité ([2.147]), exprimons 5 —u, il vient

ov Ov ov ov Ov
—, = —a|—,v + 05 =0.
ot ot £2(0,5,B3(0,)) ot L2(0,s,L2(0,1)) ot ot L2(0,5;L2(0,1))

Si 'on intégre par parties cette derniére identité, on obtient

ov||? o
] = T ~0
BL(0,1) L2(oz
d’oti, en remarquant que
v|,_, =0,
on obtient
ov||?
— + v (,0)l 720y + =0
ot
£2(0,5,B3(0,1)) L2(0,s;L2(0,1))
D’ou
a’U 2 ' 5’11 2
= = llv (-, 072000 =0
‘ ot B(0,1) ot L2(0,1) ©0

Revenons a la définition de v (z,t), on obtient

2
H“(-»S)HB;(O,Z) =0,

c’est-a-dire

Vs € [0,T]:u(.,s)=0 dans Bj (0,1) =

ie :



d’ou :
uy (x,t) = ug (x,t), Vt € [0,T].

D’ou l'unicité de la solution faible du probléme (2.8)-(2.11])).

Continuité par rapport aux données de la solution faible

Comme dans le paragraphe précédent, établissons quelques résultats concernant la

dépendance continue de la solution faible par rapport aux données.

Théoréme 2.6 Soient (f,¢) et (f*,¢*) € L*(0,T, By (0,1)) x L?(0,1) et soient u et u*

les solutions faibles correspondants du probleme @)— . Alors :

Ju(7)—u* (-:T)HL?(O,Z)

<O ([T156n =1 Collogan i+ o= lgy) . 2199

Démonstration. On démontre, d’abord, que les estimations (2.17)), (2.18)) et (2.19)

restent vraies pour la solution faible u (x,t) du probléme ({2.8)-(2.11]).
En effet, supposons que les u(™ (z,t);n = 1,2,...., forment une suite de solutions

classiques du probléme (2.4)-(2.7) qui converge vers la solution faible u (z,t) au sens de

la Définition . Appliquons l'estimation (2.17) & u™ (z,t), on aura
n \/B T n
[ul )(,,t)||L2(0,l) < 5 Sy, (o)+/0 | £¢ >(,,t)HB%(0J) |, 7>0 (2.150)
ou
2 2
S2.(0) = llely0n) + Blll2e0n 2.151)
Utilisons le fait que la relation (2.99) est remplisse, ie :

r
Hu(n)HLz(o’l) — HUHL2(O,Z) ) vt € [O7T] )

m— o0

Hf(n)HB;(o,l) - HfHB%(OJ)’

HSO(n)HB%(O,l) = llell o -

\

ng(n)”LZ(O’l) — ||90||L2(07l) :
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On passe a la limite dans (2.150)) et (2.151)), on voit 'estimation (2.17)) satisfaite. De fagon

analogue, les estimations (2.18) et (2.19)) peuvent étre établies.

Puisque le probléeme (2.8)-(2.11]) est linéaire, il suffit alors de poser : n = u—u*, g = u—u*,

et ' = f — f* ensuite observer que 1 est solution faible du probleme (2.8))-(2.11), avec 7

et F' au lieu de ¢ et f, d’out I'obtention de I'inégalité ([2.149)).

Remarque 2.3 De facon analogue, on obtient

/0 ot (o 7) = " (Pl oo

<0y [/0 1F (1) = £ o) saoy dt + Il — 90*||Lz<o,l)} | (2152)

Ju (. 7) —u* (-77')||B;(0,l) < Cs {/0 [ f*HB%(O,l) + ¢ — (P*||L2(0,l):| : (2.153)

Corollaire 2.2 Supposons que les hypotheses du Theorem sont remplies. Supposons

outre que

If = llyon S € (2.154)
et

I = "Ml 2000y < €0 (2.155)

alors les solutions faibles correspondants u et u* du probleme (@- satisfont les
estimations swivantes :

Ju— U*HC(O,T,LQ(O,Z)) < Cs (e + 20) (2.156)
Démonstration. De l'inégalité (2.152)), il vient

Ju— vl 20y < Cs (/o 1f = F* gy 00 dt + 1l — QD*HLQ(OJ))

D’aprés (2.154)) et (2.155]), on aura :

||u — u*||L2(07l) < 03 (ET + 60) < CgT (8 + 80) = CG (8 + 80)

ou

max Ju— U*||L2(0,l) < Cs (¢ + o),
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ou bien
La relation (2.157)) traduit la dépendance continue par rapport aux données de la solution

faible u (z,t) .

Remarque 2.4 on aurait pu établir la dépendance continue par rapport aux donnés si la

solution faible si on avait ou avec et .

2.2.3 Cas d’une équation semi-linéaire
Position du probléme

Dans cette partie, on s’intéresse a un probléme mixte avec conditon de Neumann et
une condition intégrale, liée a une équation pseudo-parabolique semi-linéaire du second

ordre. Plus précisement, nous considérons le probléme suivant :

ou 0*u u

5 a@xQ — Bataxz = f(x,t,u), (2.158)
u(2,0) = (), (2.159)

ou
o lomt =0, (2.160)

/l u(x,t)dx = 0. (2.161)

ou f satisfait la condition de Lipschitz suivant :

AL > 0;([f (2,8, ) = f (2,6 ug) || < Ljun — ual|, (2,1) € Q (2.162)
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2.2.4 Solution faible

Procédons itératif

Partont de u(”) (z,t) = 0, (x,t) € Q on définie ufZ"G)N comme suit

alors on résout le probléme :

I
/ u™dx = 0.
0

- Si w1 est connue,

(2.163)

(2.164)

(2.165)

(2.166)

Les Théorémes , entrainent, Vn fixé, chacun des problémes (2.163))-(2.166)) posséde

une solution unique u™ (x,t) considérons le probléme semi-linéaire : pour n = m et

n=m-+1:
9z(m) 9%z 3zm)
— — = Fm=Y (z.1); > 1. 2.167
TR R T (@8);  m2 (2.167)
2™ (£,0) =0 (2.168)
02 (x,t)
= 2.169
BT ( )
l
/ ZMdz =0 (2.170)
0
ou
M) — gy (mH1) _ m)
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Estimation a priori

Théoréme 2.7 Si : f(z,t,0) € L*(0,T; By (0,1)) et f(z,t,u) satisfait la condition Lip-
schitz , alors on a les estimations :

m m— 2
Hz( )HC(O,T;B;(O,I)) < (7 Hz( D”C(O,T;BQI(O,I)) ) m=12,.. (2.171)
o
B TL? T
~ min (1,20, 3) P nin (1,2a, B)

Démonstration. En multipliant scalairement (2.167) par (22(™)) dans l'espace L (0, 7, B3 (0,1)),

avec 0 < 7 < T, on obtient :

T m T 2 ,(m
0 ot B1(0.0) 0 Oz BL(0,)

T 3, (m) T
_25/ g m dtzg/ (fimD, 0my (2.172)
0 8158:1:2 0 B5(0,0)
T az(m) 9 t=1
2/ ( ,z(m)) dt = ||z (z,7) }
(%) = 1 @M gn]
m 2
= |- >(;,;,T)HB%(OJ), (2.173)

T pl
= 2a/ / (z(m))2 dxdt = 2« Hz(m) (O,t)HQLQ(O D (2.174)
0 Jo '
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wof (G,
- _ J*(m)
6/ (82585} Jrz ) dt
L2(0,1)
2(m) dt
/ (6156 )LQ(O,Z)

2(m) =l (m)

:%4{

=0 0 ot
)
2™ dtdx
= B[t (_’T>H;(O7l) . (2.175)

Substituons du (2.172) les identités (2.173)-(2.174) et (2.175)), et utilisons 'inégalité de

Cauchy-Schwartz, on aura

m 2 " m 2 m 2
Hz( )<'77—)HB%(071)+2@/0 ”Z( )('vt)Hm(o,Z)dtJrﬁHz( )("T)”m(o,n

T _ 9 T o 9
< [P gyt + [ 12 0.0y

Vu : La condition de Lipschitz, il vient

Hz(m) ('77—)H2B%(0,l) + 2a/ ”Z(m) (-775)”;(0,1) dt + Hz(m) (- T)”i?(OJ)
0

T — 2 T m 2
§L2/0 HZ( 1)('>t)HBg(0,l)dt+/0 HZ( )<"T)HB%(0J)dt'

En particulier

" 2 T 2 T m 2
2 oo < 2 1 Ol gyt [ () g

Vu : Lemme de Gronwall

m 2 ' me :
I 0 g < 226 [0 0y

m— 2 m—
< LQBT/ OI<nTa<XT Hz b (-at)HB;(o,l) dt < Tel'L? Hz( ' HC(O,T;B;(O,Z)) ’

Passons au supréme sur 7 de 0 ¢ T dans le membre gauche, il vient

< Cr =

”Z(m)HC(o,T;Bé(o,l)) " HC(O’T;Bé(O’l))’
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ou

Cr; =Te L2

Remarque 2.5 de l'intégralité(x)

min (1, 2a, ) Hz(m) ('77)“235(0,1)

o — 2 T m 2
gLZ/O Hz( 1)(.,15)“3%(071)&—1—/0 HZ( )("T)HB%(OJ)CH'

Le Lemme de Gronwall :

m 2
127 ¢l my00

~ min (1, 2, 5) min (1,2a,8) ) Jo 7B (0.)

< LQ—TeXp - Hz(m—l)H2
~ min (1, 2a, B) min (1, 2a, ) c(0.T;B3(0.))

m 2 m— 2
= 1" lorson) < G =" leqrayon)

o LT T
= _exp| ——mmM8 —
"7 min (1,2a, B) P min (1, 2a, f)
Existence de la solution

Théoréme 2.8 Si les hypothéses du Théoreme sont satisfaites : Si, en outre

1
L <\ —=.
TeT
Alors, Le probléeme - admet une solution faible de C'(0,T; Bi (0,1)) .
Démonstration. Regle d’Alembert (C7 < 1).

Unicité de la solution

Théoréme 2.9 Supposons le probléme -(2.170) admet deux solution faible z1 # zo

dans C (0,T; B3 (0,1)). Posons z = z1 — 23, donc z satisfait :

@ B 0%z iy 03z
ot~ “orr U dtor>

= F(x,t),
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avec

F(fE,t) = f (‘ruthl) - f (xathQ) :
Démonstration. Procédant de la méme fagon que dans le Théoréme 2.7, on aura

B eyl

gl
c(0,1;B4(0,1)) 0,T;B3(0,0)) ’

— (1= ) 2l eqormion) <O

or :

1-— 07 Z 0 car 07 S 1
Alors,

HZ”C(O,T;B;(O,Z)) =0

c’est-a-dire 27 = 2o dans C' (0,T; B; (0,1)) . D’ot, I'unicité.

Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Théoréme 2.10 Soient f et f* € L?(0,T; Bs (0,1)) et soient o et o* les solutions faibles

correspondant du probléme -(2.170)) et supposons que :

1f=rf (-»t)”B%(o,l) < e,

alors
o= 0" (., )l 200 < s, (2.176)
ol
2T (T(2+4a)\]?
o= oo (F5 )]

62



Démonstration. Posons s = o — ¢*, alors s satisfait
)

0s 0%s 03s

E—a@—ﬁmzf(l‘%s)_f(%tas )
s (z,0) =0,
ds(l,t)
ox =0,

I
/ s(x,t)dx = 0.
0

Considérons la formulation faible de ce probléme [qui est le méme que (2.97)]

ov ov
—\ 5 +a(8:V) 20200 — B | S En
L2(0,7B3(0,)) L2(0,75L2(0,1))

= (f (:E7 2 S) —f (1’, t, S*) ’U)LQ(O,T;B%(O,Z)) )

Substitutions v par (—2s) on aura :

0s 0s
2 (37 a) = 20(8,8) 120 mz2(00) T 268 ( 825)
£2(0,7:B3(0.0)) L2(0,7;L2(0,1))

=2 (f* - f S)L2(0,T;B§(O,l)) :

2 2
s (., )l 5 00) — 2a ||s[ 2 0,mL2(0,0)) T Blls (1)l 0,
2(0,0) ( (0,0)) (0.0)

=2 (f* - f7 S)LQ(O,T;B%(O,I)) :

2 2
Is (., T)”B%(O,l) +Bls (., T)HL?(O,Z)

=2 (f* - fa S)LZ(O,T;B%(O,Z)) + 2a ||S||L2(O,’T;L2(O7l)) :

Vu : Cauchy-Schwartz.

2 2
s (., T)HBI 0,0) +B1s (., T)HL?(O,Z)

/ ||f _fHBl 0,0) dt+/ ||S ||B10l +2OZ|| ||L207L2(0l))'
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Vu: L2(0,1) = BL(0,1)

Is (o ) E3 00y + Bl (Tl z200)

< [ fHBl(ode( #20) [ 1l i

En particulier

Bl (Dl < [ 1 —f||Bloldt+( +2a)/ I ) o

Vu : lemme de Gronwall

Is ) < (oxp (T“Z”O‘ N (5 [ 1= s ol ).

Vu: ||f = f* (-at)HB;(o,l) sé€

e2T T (I* + 4a)
Is () oo < exp( )

B 26

Posons :

2
2 = exp <T(l + ua))

2p

d’ou :

IIs (-, T)HLQ(O,Z) < Cs.

Remarque 2.6 Vu que L?(0,1) — Bi(0,1)

2
IIs (-, 7'>HL2(0,Z) < Cs,

12 2 I?
= IIs (- 77—)HL2(0,Z) < 5Cs,

\)

2
Is (330 < Co.

ol
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Théoréme 2.11 Supposons que les d’hypothéses du Théoréme soit remplies. Alors,

la solution dépend continument des données.
Démonstration. Directement de ’estimation ([2.176|)

IIs (-, T)HL?(O,Z) < Cs,

lo— 0" (., 7))l 20,y < Cs-
Tout cela justifie la dépendance continue par rapport aux données de la solution.

Remarque 2.7 On pourrait obtenir le méme résultat si on avait utiliser l’inégalité .
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CHAPITRE 3
SYSTEME D’ EQUATIONS
PSEUDO-HYPERBOLIQUES AVEC DES
CONDITIONS NON LOCALES
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Chapitre 3

SYSTEME D’ EQUATIONS
PSEUDO-HYPERBOLIQUES AVEC

DES CONDITIONS NON LOCALES

3.1 Transformation du systéme hyperbolique a un pro-

bléeme équivalent

3.1.1 Position du probléme

Beaucoup de problémes physiques sont caractérisés par le couplage de deux fonctions
u(.,.) et v(.,.) ou plus. Généralement, ces problémes sont posés sous forme de systémes

d’équations aux dérivées partielles. Ce chapitre est consacré a 1’étude d’un systéme semi-
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linéaire d’équations pseudo-hyperboliques, posé comme suit :

(

8%u 8%u ou Ov
5 — gt — Bt = fi (2.t w0, 5 %)
9%v v _ Ju Ov
oz — Q252 — 8t6x2 = ( tu,v, 50 8t)

u(z,0) = @1 (z),v(2,0) = g1 (2),

(3.1)
ou(x ov(x
20—y (z), 2229 = gy (x),
ou(l ov(l,
gt = (1), a‘x” = 12 (1),
\ folu(x,t)da::ml fo (x,t)de =mgy (t).
Ou:zeQ=10ettel0,T].
3.1.2 Probléme équivalent
Nous considérons,un cas particulier du probléme (3.1)) en posant :
i=—fo,a=ar=ay,B=70 = 0.
et en sommant, on obtient le probléme linéaire et homogéne suivant :
( 2 2 3
0“w 0%w 0“w
2~ Qar ~ Pamer =0,
w(x,0) = p3 ()
me) _1/}3( ) (32)
ow(l,
% = M3 (ZL’) )

folw (z,t)dx =ms(t).

\

Avec :

w(z,t) =u(z,t)+v(xt),
s (z) = @1 () + 2 (z)
s (t) = 1 () + 2 (2),
ps (8) = pa () + p2 (1)

ms (t) =mq (t) + mo (t) .
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D’aprés le résultt de 2], ce probléme (3.2)) admet une solution classique dépendante des

données initiales. Maitenant, en posant : © = w — v, nous raméne le probléme (3.2)) en un

probléme avec second membre semi-linéaire, posé comme suit :

4
2 2 3
%_O‘%""ﬂaﬁa; :f($7t7uvg_z)7

u(z,0) = ¢ (2)

Ou :
f(x,t,u,%) :f(x,t,u,w_u,%,%}_%) +ﬁ%’
p(z) = @1 ()
U (t) = (@),
plt) = (t),
m (t) = my (t).

Donc, si le probléeme (3.3) admet une solution classique, alors, en posant v = w — u, le

systéme (3.1) admettra une solution unique. Ainsi, les chapitres suivant seront consacrés

a I’étude du probléme (3.3]).

69



3.2 PROBLEME MIXTE AVEC UNE CONDITION
INTEGRALE POUR UNE PSEUDO HYPERBO-

LIQUE

3.2.1 Cas d’une équation linéaire
Position du probléme

Beaucoup de processus, qui se déroulent dans des milieux visqueux, sont décrits par
des équations contenant une faible viscosité. Ainsi, la propagation des perturbations dans
une tige visco élastique, le mouvement unidimensionnel d’un fluide isotrope visqueux
compressible, la propagation du son dans un gaz visqueux contenu dans un tube, et

d’autres processus de la méme nature sont décrits par I’équation modele sous la forme :

20 0% ; 930
oz~ Yoz~ U otor?

= h(z,1), (3.4)

ou (x,t) € Q= (0,1)x(0,T), o, 5 deux constantes positives et B% est la faible viscosité.

On consideére la fonction § = 6(x, ) qui satisfait I’équation (3.4]) dans €, les conditions

initiales
0(z,0) = ®(z), x € (0,1), (3.5)
90(x,0)
—5 = U(z), =€ (0,1), (3.6)

la condition au bord de type Neumann

20(1,t)
ox

= u(t), te(0,T), (3.7)

et la condition intégrale

l
/ 0(z, t)dx = m(t), t e (0,T). (3.8)

0

ou h,®, ¥, u, m sont des fonctions connues vérifiant :

heC(Q),®et¥eC (0,1, p et meC*([0,T)]),

70



et les conditions de compatibilité

et

V(1) = 1/(0), /@@mx_mu»

Dans cette partie, on montre I'existence, I'unicitéet la continuitépar rapport aux données,

de la solution classique et faible du probléme (3.4)-(3.8]). On commence par ramener les

conditions aux limites non homogénes a des conditions homogénes, en opérant par le

changement de fonction

u(z,t) =0(x,t) — Uz, t),

(3.9)

ou U(z,t) est la méme fonction construite dans la premiére partie du chapitre précédent.

Le nouveau probléme a résoudre devient,

0%u 0%u u

o2 "oz P oion

= f(x,1), (x,t) € Q,

u(z,0) = ¢(x), x € (0,1),

WOy, weo),
ou(l,t)
=0, te(0.T),

ou

ﬂ@ﬂ:h@J%—F

R e R GO
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et

_ 0U(z,0)
ot

= U(z) - {asu’ (0) + ?)(xl—;l)z (m/ 0= g”/(0)>}

On vérifie aisément que les fonctions ¢ et 1 satisfont les conditions de compatibilité

sulvantes :

et

Ainsi, la solution wu(z,t), du nouveau probléme a étudier (3.10))-(3.14]) sera ajoutée a la

fonction auxiliaire U(z,t) pour obtenir la solution 6(z,t) du probléme (3.4)-(3.8).

Solution classique

Commencons, d’abord, par donner la définition de la solution classique :

Définition 3.1 On appelle solution classique du probléeme - toute solution

appartenant o C*(Q), vérifiant I’équation , les conditions initiales , et
les condition aux limites , , 0t C?(Q) est l’ensemble des fonctions u € C*(Q)

ayant la dérivée continue dans Q2 de la forme 93u/0t0x>.

Estimation a priori

Afin de démontrer, dans le paragraphe qui suit, I'unicité et la dépendance continue
par rapport aux données de la solution classique, nous allons, dans ce paragraphe, établir

quelques estimations a priori. Pour cette fin, nous aurons besoin du lemme suivant :

72



Lemme 3.1 Siu(z,t) est la solution classique du probleme (3.10)-(3.14) et f € C(€),alors

on a
2/6’/‘ dt + S*(1)
2(0,0)
252(0)+2/ (f(.,t),au<"t)) dt, (3.15)
875 Bl(O,l)
0
ol
ou(.,7) 2
2 )
$40) = aluCa gy + [ 252
BY0Y

2 2
S2(0) = alelliz + 1911104 -

Démonstration. Considérons le produit scalaire dans L? (0, 7; B2(0,1)) de 'équation

et 2 %¢» 1l vient L’intégration par parties du membre gauche de I'identité 1) donne

2[5
:20/ (f ?Z)Blol)dt,

d’oi la conclusion du Lemme Bl

t=r1

2
B%(O,l))

t=0

ou(.,t)
ot

2
dt + (oz ., Ol 7200 + ‘
L2(0,0)

Grace a ce lemme nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.1 La solution classique u du probléeme - satisfait les estima-

tions a priori suiwantes :

2

r110u(., 1) /
’ it < . r>0, (316
0/‘ ot Msyn 25 Nz @
du(., )| [
ot ) + Hf(7 2f)”B%(O,l) dta T Z O, (317)
B;(0,) o
et
1
0 < = /Mf Olsgopdt. 720 (319
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Démonstration. Dérivons (3.15)) par rapport a 7, il vient

2

5| %52+ soso)
ot L2(0,1)
= <f(-,T), au(.,7)> , 1720 (3.19)
ot B1(0,1)
Par application de I'inégalitéde Schwartz au membre droit de (3.19) donne
ou(.,7)|?
5‘ ul.,7) +5(7)S'(7) (3.20)
ot L2(0,1)
ou(., )
< IIf(., bk S .
< | T)||B;(o,1) ot BiO)
De la définition de S?(7), on déduit
‘ dul,7) < S(7), (3.21)
ot B1(0,)
et
valfu(, T)HL?(O,I) < 5(7). (3.22)

Compte tenu des inégalités (1.16]) et (3.21]), minorons le membre gauche de l'inégalité

(3.20)), il s’ensuit que
20

2

2

ou(., )

= +50) <Gy, 720

B;(0,0)

Par suite, en intégrant entre 0 et 7, on obtient

2 ]
0

En omettant le second terme du membre gauche de la derniére inégalité, on obtient 'esti-

2

ou(.,t)
ot

w+5(0) <50+ [15C0gapdt. (323)
B%(O,l) 4

mation (3.16[). Par ailleurs, en omettant le premier terme du membre gauche de I'inégalité

(3.23)), il vient

S(r) < S0)+ [ 17Dl . (3.24)

par suite, en vertu de l'inégalité (3.21]), on établit I'estimation (3.17). D’autre part, en
combinant 'inégalité (3.24) avec 'inégalité (3.22)), on obtient I'estimation (3.18]).
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Unicité et continuité par rapport aux données de la solution

Théoréme 3.1 La solution classique du probléme - est unique et dépend

continé»ment de p,1) etf dans le sens ot si f € C(Q), f* € C(Q), et

||f_f*HQB%(0,l) <e, 0< 7T,
%12
\ o — ||L2(07l) < €o,

2
\ ||¢ - w*HBé(oJ) < ey,

alors les solutions classiques correspondantes u(x,t) et u*(x,t) satisfont les estimations

suivantes pour tous lest € [0,T] :

lu— w720y < Cleo+e1+6), (3.25)

ou  our|’

<C'(eo+ e +e), (3.26)

flou  ou|? "
% o dt < C"(eg+ €1 +€), (3.27)
9 B1(0,0)

ou C, C'et C" sont des constantes positives indépendantes de u.

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du Théoréme dans le Cha-

pitre précédent.

Existence de la solution classique

Commencons, par chercher la solution classique du probléme ([3.10))-(3.14)) sous cette
forme :

u(z,t) = w(z,t) + w(x,t)

ot w(z,t) étant la solution du probléme :

02w 0w OPw
&2_a&ﬂ_ﬁ&mﬂ_a (3.28)
w(x,0) = o(z), (3.29)
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5 = V),
ow(l,t)
or 0
I
/w(:v,t)d.r =0,
0
et w(x,t) étant la solution du probléme :
Pw  Pw Pw
o 2 Po 1)
w(x,0) =0,
Ow(zx,0) _o,
ot
dw(l,t)
or 0

l
/w(az,t)d:c = 0.
0

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
(3.35)

(3.36)

(3.37)

Procédons par la méthode de séparation de variables pour résoudre le probléme ((3.28])-

(3.32). Pour cela, posons
w(x,t) = X(2)T'(t).

Ainsi, I’équation (3.28) donne :

X//(x) _ T”(t) _
X(zr) _ BT'(t) + aT(t)

=Y

oll A est une constante strictement positive. Il en découle
X"+ AX(z) =0,

T"(t) + (BNT'(t) + (aN)T(t) = 0.
En vertu, des conditions (3.31]) et (3.32)), la solution de (3.39) est donnée par

X (x) = Acos (\/Xx) )
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avec

V= ”l—” (3.42)

L’équation (|3.40|) étant une équation différentielle a coefficients constants et son équation
caractéristique est :

s+ (M\8) s + (Aa) = 0. (3.43)

Le discriminant A de défini par
A= (A8)? —4ra =\ (A3 — 4a)
_nm\Z | rnm\2
-(7) [(T) p —40‘} ,

étant positif pour

n>nyg=~F 2V + 1,
B

alors ’équation (|3.43]) admet deux racines distinctes :

s = (—)\B n \/Z) /2
et
5= (-A8-VA) /2
D’oit
T(t) = Ce** + De™". (3.44)

Remarque 3.1 Les racines sy et sy sont négatives. En effet, supposons que si soit posi-

tive, c’est-a-dire :

A3+ VA >0,
ot
VA > 3.
Ainsi
A>(A3)?,
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ou encore

(A8)* — 4Xha > (\3)*,

ce qui est absurde.

Remplagons (3.41)) et ( - ) dans , il s’ensuit :

w(x,t) = Acos ”lﬂ (Ce* + De*'), n > ny, (3.45)

= oS ”lﬂ (AC'eslt + ADeSQt) , N> ng.

Puisque, pour chaque valeur non nulle de I’entier naturel n correspond une constante

(AC) et (AD), alors la linéarité de I’équation (3.28)), entraine

t) = Z wy (1) Z cos L (et + D ne®") . (3.46)

n>ng n>ng

En vertu, des conditions (3.29)) et (3.30) et du fait que les fonctions ¢(x)et (z) sont

représentables sous forme de séries de Fourier en cosinus, procédons par identification, il

vient
Cn+ D, = pn, (3.47)
len + SgDn == wn, (348)
ol
1
2
=7 / () cos @d:c
0
et

/w cos wdm

Puisque le déterminant du systéme (3.47] — est non nul

1 1
det = So — 81 # 0, puisque A > 0,

51 S2

alors on obtient une solution unique donnée par

SoPn — 1%
S92 — 82

Cp=—"""—7

78



_ ¢n—3190n
S92 — 82 .

Ainsi la solution w(x,t) s’écrit :

wle,t) =Y cos - {82% gy Pn T 510 ﬂ :

" l S9 — 81 S9 — 81

c’est-a-dire

nrx [ [ s9e51t — 5152t es2t — esit
t) = cos + | — . 3.49
) ; l |:( S9 — 8§51 Y2 S9 — 8§51 wn ( )
En procédant comme dans le second paragraphe de la premiére partie du chapitre précé-

dent, on va chercher la fonction w(z,t) sous la forme :

Z T,(t) cos (mm:) : (3.50)

Dans ce but, insérons I'identité (3.50|) dans ’équation (3.33]) et supposons que la fonction

f(z,t) est développable en série de Fourier en cosinus. Il en découle, par identification :
T (t) + BAT. (1) + a AT, (t) = fo(t), (3.51)
ou
!
2
= 7/f(x,t) cos #dw. (3.52)
En raison des conditions et -, on obtient :
T,(0) =0, (3.53)
T!(0) = 0. (3.54)

Compte tenue des conditions (3.53] - la solution de I’équation (|3 est donnée par

(48, T2])
t t
652t €S1t
To(t) = / Fo(r)e—mdr / F()e=Tdr, n > o, (3.55)
S2 — 81 S2 — 81
0 0
ol encore .
1
T.(t) = / (652(t_T) - esl(t_T)) fu(T)dT, N> ng. (3.56)
S9 — 81
0



Ainsi l'identité (3.50)) devient :

wy(z,t) = ZCOS ? ! / (e — en 7)) £ (7)dr. (3.57)

Par ailleurs, la solution u(z,t) donnée par
u(z,t) = w(z,t) + w(zx,t)

deviendra en vertu de (3.49) et (3.57) :

nrx [ s9e1t — s1e52 es2t — esit
= n t n n
zﬂ:u(x ZCOS l ( p— ©On + 32—311/)
. t
sa(t—7) _ s1(t—7) d
p— /(e e ) fulT)dT
0
(3.58)
Finalement, la solution (z,t) s’écrit :
0(z.1) Z nrx [ Soestt — s1e%?t N es2t — esltw
x,t) = cOS n n
’ - ) S9 — 51 14 S9 — 51
sa(t—7) _ _s1(t—7) d
82 — 81 / ‘ ) Julr)dr
0
3(x —1 12
+(x — Dp(t) + % (m(t) + §M(t)> : (3.59)

La solution u(x,t) donnée par (3.58)) est formelle. Dans ce qui suit, on démontrera qu’elle

est solution effective du probléme (3.10))-(3.14)).

Théoréme 3.2 On suppose que les fonctions f,pet b sont développables en séries de
Fourier en cosinus, o, € C?([0,1]) et f € C*(Q), et possedent des dérivées troisiemes

satisfaisant les conditions de Dirichlet. Alors, la série converge vers la solution

classique du probleme - .

Remarque 3.2 Les conditions de régularité imposées sur les fonctions ¢, et f sont

relatives a la méthode de démonstration. Ces conditions peuvent étre affaiblies.
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Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, on procédera de fagon analogue a
celle du Théoréme [2.2] Sous les hypotheses du Théoréme [3.1] le Théoréme [I.7] permet de

considérer les majorations suivantes :

k
M1:  pul < — n4,

M2: |4, §

m

M3 ‘fn’—_4

ou k, r et m sont des constantes positives. En outre, nous citons, vu leur usage permanent,

les majorations suivantes :

M4 - |€Slt‘ <1, |es2t‘ <1,
A st sl B 1
s2—s1] T VA
1 1 12
M6Z — )
|so — 81| /Aocon?m?f
|s159] Aa «
MT - = —,
|32 - 31| \/Zooﬁ
M8 - [51]° + |52 _lsi— s2|* + 251 o] <E>2ﬁ 20
. |52—81| ’82—51| oo\ | 5
Les majorations M1, M2, M3, M4, M5 et M6 entrainent
|S2681t _ Sleszt‘ |682t _ 681t|
a0 < (P =2 g =
|se — $1 \ |sg — 1

|52—s1|/‘682t7_ tTan )ldr

|51] + |s1]
< (— oul +

|52 — 51|

)| d
T L R e /Ifn ) dr

o (ks I%r +l2Tm 1
n2m2B  n2mw2B ) nt

Puisque la série majorante est convergente, alors le Théoréme entraine que la série
(3.58)) est uniformément convergente dans Q, donc u(w,t) est continue. Ainsi, quand ¢

tend vers 0, la fonction u(z,t) vérifie la condition ({3.11)).
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D’autre part, on a

Ou(x,t) nrr [ 189 (€5t — e%2!) spe®2t — gpe1t
ot N ; o { ( So — S1 P + S9 — 81 ¢n
. ¢
+ /(SQ@SQ(t_T) — slesl(t_T)) fa(m)dr | . (3.60)
S2 — 81

0
En raison des majorations M1, M2, M3, M4, M5 et M7, il vient

< <|81| s (Je*t] + |e*2"])

’82 —51|

ou,,
ot

[sa] [€™'] + [s1 |e

|S2 —51|

i YV
n

|lon| +

t
+;/(|52| |682(t77)| + |s1] ‘esl(t’T)D | fru(T)| dT
|89 — s1] /

ak 1
SZ(F—FT—I—Tm) pve

La série du membre droit de l'inégalité ainsi obtenue étant convergente, on déduit la

convergence uniforme de la série (3.60)) dans 2. Ceci traduit la continuitéde la fonction

Jdu
E.
Ainsi, par passage a la limite, quand ¢ tend vers 0, la fonction %—? vérifie la condition
(13.12]).
Dérivons la fonction u(z,t) par rapport a x, il en découle
a t s1t __ sot sot _ 81t
u(x,t) _ o nme (sse s1€ o + e e "
ox — 1 [ Sg — §1 S9 — 81
t
1
esz(t—T) _ esl(t—r) (T dr
S2 — 81 / ( ) Fal7)
(3.61)

Alinsi, on a

0 51l + |5 2 2 |

Un, nm [ |s1| + |S1
— | < | ———|on| + 7 |¥n +—/fn7' dr
85(3 l <|52—51| ‘ ’ ’82—81” ’ |82—81|0 ‘ ( )‘
2r PTm\ 1
<2 k+ + —.
<23 (k+ g )

Ceci prouve la convergence uniforme de la série (3.61)) dans 2, ce qui justifie la continuitéde

%. Ainsi, la condition 1} est vérifiée.
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Intégrons, a présent, la fonction u(x,t) par rapport a x, il vient

y y ni S eslt — 5 682t eszt _ eslt
/un(gvt)dg = /COS lg ( 2 . Pn + —1%
0 0

S2 — 81 S2 — 81

t

+ / (esz(th) _ esl(th)) fn(T)dT dg
S9 — 51
0
l sit __ sat sot _ s1t
= gin Y <826 51 On + 1%
nm [ Sg — 81 S9g — 81
¢
1 /(esg(t—r) . 6sl(t—T)) f (T)dT
S9 — 51 "
0
L (o] + s 2 2
So| + |51
< — <—\90n\ + — |¥n] +—/]fn(7')|d7 . (3.62)
nmw \ |se — s1| |se — s1] |sy — s1] /

Ce qui donne par utilisations des majorations M1, M2, M3, M4, M5 et M6

T

5 2 2T 1
/un<£,t)d£ S;ZIH fr | Flm

m28n2 | 12Bn2ns’

0

Cette inégalité exprime que la série (3.62) converge uniformément dans €. Ce qui entraine

que la fonction
x

[ ute v

0
atteint, quand x tend vers [, la valeur

l

/u(x, t)dz = 0.

Il reste & démontrer que, pour ¢ > € > 0 ( € est un nombre positif arbitraire), les séries

9%u,, PBu, 9%u,,
2 ge L
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sont uniformément convergentes. Dans ce but, dérivons terme a terme la série (3.58)) pour

obtenir
0*u nmt\2  nrr [ seeft — 5,2 es2t — esit
— = — ) cos n+ —U,
0x? ;(l) [ < S9 — 81 14 82—81¢
¢
1
bt [ ) fmyar |
S2 — 851
(3.63)
Pu nm\2  nwr [ s189 (e — e527) 59€%2t — g 51
s = — ] cos n + n
otox? Z( l ) [ ( S9 — 81 14 S9 — 81 2
t
+ /(52652“7) — slesl(t’ﬂ) fu(m)dr |, (3.64)
So — 51
0?u nrx [ $152 (s1€°1 — s9€°2) s2es2t — g2esit
—— = cos n + n
6’t2 ; l ( So — S1 14 So — 8§51 w

t

1
n / (sgesz(H) _ 53681(*”) fu(T)dT + (S92 — $1) fult)
SS9 — S1

(3.65)

Moyennant les majorations M1, M2, M3, M4, M5, M6, M7 et M8, les expressions (3.63)),

(3.64) et (3.65) donnent respectivement

otox? l

Pun| _ (ny? (lsal e sl le] e+ e
< () ( foul + L
x |sog — 51| |sg — 51
. t
4 /(|652(t—7)| + }esl(t—‘r)l) ’fn<7_>’d7—
|52 — 51
0
<<7T)2 k+2l2 r +2l2Tm 1
-\ m2B8nt w23 nt ) n?’
P na\2 ([s1[sa] (Je™| + |e*']) |52 [e*] + |s1] |e*]
sl =< (D( onl + o

|89 — 51|

t
1
s [ Gsal e sl ) o) o
0

|89
™2 [ ak 1
< — — _
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et

0%u,,

ot?

52t| .

826
NE]

ol o —

_ (|3132| (Jsul[e] + [sa] le*"])
|32 —31|

t
1
+—/(‘s§‘ ‘esQ(t_T)‘ + ’Sﬂ ‘esl(t_ﬂ‘) | (D) dT + |89 — s1|| fu(t)]
|55 — 51 s

™\ 2 ak nm 2 2a (v m(T) m™\ 2 Bm
<2(7) =+ |(7) o+ 5 (@ (7) %
— \l/ n? * [ l b+ g | \n* * n * l/] n?
étant donné que les séries dans les membres droits des trois derniéres inégalités sont

convergentes, alors en vertu du Théoreme [1.2, on déduit que les séries ([3.63), (3.64) et

(3.65) sont uniformément convergentes €. Ainsi, la fonction u(z,t) donnée par (3.58)

satisfait 1’équation (3.10)).

3.2.2 Solution faible

Formulation faible

Pour définir une solution faible du probléme (3.10))-(3.14), on considérera le pro-
duit scalaire dans L*(0,T; B3(0,1)) de I'équation (3.10) et d’une fonction test v(z,t) €

H'(0,T; B3(0,1)), il vient

(32u ) <82u ) 5 < o3u )
—v —al| =,v — —v
ot L2(0,T;B1(0,1)) Ox? L2(0,T;B1(0,1)) OtOx? L2(0,T;B1(0,1))

= (/. U)L2(07T;B%(0J)) (3.66)

Intégrons par parties le premier terme du membre gauche de ’égalité (3.66)), en supposant

que v(.,T") = 0 et en tenant compte de la condition (3.12)), il vient :

(82u ) (8u ) =T <8u (%)
50V = ;U t=0 ~ \ Ao, 9o,
ot L2(0,T;B1(0,0)) ot B1(0,0) ot ot L2(0,T;B1(0,0))

ou Ov

= (¢, v(2,0)) g1y — (E’ 5 (3.67)

)L2(0,T;B;(o,l)) '
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Intégrons par parties le second terme du membre gauche de ’égalité (3.66]), en suppoant
!

/v (z,t)dz = 0, et vu la condition (3.13)), on aura
0

Tl T
—a(@v) ——a/dt/J( )J* )dx = a/dt/( > " (v) dx
0z’ L2(0,T;B1(0,1)) ;Y 0§ ) " )
T la T 5 T
u * _ _u *
—a//ng(v)dx—a/<axe(v) da:—l—oz//uvdacdt
00 0 00

T 1

= a//uvdxdt = (U, 0) 120 1:12(0)) - (3.68)

0 0

Intégrons par parties, le troisiéme terme du membre gauche de (3.66f), en tenant compte

de la condition v(.,T") = 0, il vient

83
0 (55a0)
otox L2(0,T;B1(0,0))

t=T
0%*u 9*u Ov
- _/B <_7U) +ﬁ( ) >
O BY0.D) |, 0" 0t ) 1 (0,T;BL(0,1))
Pu Ov
_ 3 (

Ox?’ at)L2 (0,T;BL(0,0))

Or, compte tenu des conditions (3.13) et

!
/v(mtdx:
0

le premier terme du membre droit de 'identité (3.69)) s’écrit

!

0*u Ov 0*u ov
(55 s = 5 (5) % (5) =
Ox?" 0t ) 1 (0,7;B1(0,1)) Ox? ot L2(0,T;L2(0,1)) J

ou ou ov
:B< |m:l_ |z:m7<]* < )) )
ox ox ot 2(0.T522(0.0))

la condition ({3.13]) donne

3 () 2 [55 (5)
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!
I'intégration par parties plus la condition f x,t)dx = 0 donne

:_g/uj*( )|o+5// ( g;})BOTL?(Ol))'

De méme, I'intégration par parties du dernier terme du membre droit de (3.69) donne

B (" v(,0) g1 B/l ,0)dx
5/l 2v(&,0)dx

l
=0 [ ¢ T 0)dx
/

l
—@@-ﬁwamm1+@/¢-m%mw
0

=B (0, v(,0)) 120y -

En insérant les deux derniéres égalités dans l'identité (3.69)), il s’ensuit

5 () 5 (u %) + B, 0(-0) (3.70)
otox?’ L2(0,T;B1(0,1)) "0t ) pa (0,75L2(0,1)) A LA '

Finalement, en substituant (3.67)) et (3.68)) et (3.70]) dans I'identité (3.66]), il vient

(au c%) +au,v)
Q(U, V) 12(0,T;L2(0,1))
ot’ ot ). (0,7;BL(0,1))

ov
— (¥, v(.,0))g1on —
(.l >>BQ(O’Z) 5( at>L2OTL2(Ol))
—p (%U(-yo))ﬂ(ol (f, U)L2(0T31(0l)) (3.71)

A présent, nous sommes en mesure de donner la :

Définition 3.2 On dit que la fonction u(z,t) € H'(0,T; B3(0,1)) est solution faible du

probleme - si elle vérifie la condition intégrale et l'identité pour
toute fonction v(z,t) € H'(0,T; B(0,1)), telle que :

v(,,T)=0 et /v(m, Jdx = 0. (3.72)
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Probléme approché

On suppose qu'’il existe des suites de fonctions f™, o™ ™ € C2([0,1]),n =1,2,---,

satisfaisant les conditions du Théoréme telles que

p

fo — f dans B(0,1),  Vte[0,T]

n—oo

o™ — o, dans L*(0,1),

n—oo

P — dans B1(0,1),

\ n—oo

et pour n = 1,2,---, il existe une solution classique unique u(”)(x,t), au sens de la

Définition [3.1], du probléme mixte :

Ou™ 0?u™ Pu

- - = f™(a,t 3.7
u™(z,0) = o™ (), (3.74)
ou™ (z,0)
= ) ™ 3.75
@0 yor), (3.75)
ou™(1,t)
—— =0 3.76
ax ) ( )
!
/u(”) (z,t)dz = 0. (3.77)
0
On considére le probléme linéaire (3.73))-(3.77) pour n = k, et n = m, et on prend la
différence :
ut ™ (z,t) = uP (@, 8) — ™ (2,1),
il vient
O*uFm) (2, 1) O*uFm) (2, 1) OPubm) (2, 1)
) . ) . ) _ (k,m) ¢
o2 o OO A (3.78)
™ (i, 0) = gt (z), (3.79)
OuFm) (2,0
u—(a:,) = ykm) (z), (3.80)
ot
outkm (1. 1)
N b 81
!
/u(k’m) (x,t)dz =0, (3.82)
0
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avec

Estimation a priori

Théoréme 3.3 Pour tout k, m € IN*,on a les estimations a priori suivantes :

(e HC(OTL2(ol)) (Hf km)”ﬂ 01.B00) T o HL2(01 + [t HBI(OZ)

(3.83)

< (”f(k )HL2(0,T,B;(0,1)) + ng(k’ )HL2(0,1) + |’¢(k’ )HB;(O,1)> ’

Aulkm) ||

i

ot ¢(0,1;B1(0,1))
(3.84)
[ 1| utem (|2 2 2 2
(k) (k) (ham)
0/ |25, 75 (U oy + 1™ o+ 19 )
(3.85)
ol
max (1, «) T
Is :—.emm(l,a,?B).
min (1, a, 2/3)

Démonstration. Considérons le produit scalaire dans L*(0,T; B3(0,1))de 'équation

3.78]|) et 2%, on obtient

- 92ulm) gy tkm) ukm) 9y (km)
2/( - = ) dt—2a/< - ) dt
ot ot BL(0,) , Oz ot B3(0,0)

(k) gy (ko) (ko)
2&/( g Ou ) 2/( (k) 8“ ) dt. (3.86)
8258 at Bl Ol s B%(O,l)

Intégrons par parties les termes du membre gauche de ((3.86)), en tenant compte des condi-

tions (3.78))-(3.82)), il vient

T 92ukm) Gy tkm)
2 / ( EEE > dt:‘

0

2

outkm (1)
ot

m) 112
Bl(() 1) - ”¢(k, )HB%(O,I) 5 (387)
2\
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T 82U(k’m) au(k,m) ) )
_ (k,m) o (k,m)
B 2a/ ( 022 ' ot )B%(O’l) at = a ([[e () e = 165 ) - (3:89)

0

(km) gy (kam) 2q(km) ( (ksm)
o[ (") = 2 | (P L )
otz ot ) gion otog ot ) 200

2, (k,m) (k,m) 0 (k,m) 0 (k,m) z=l
B/(@u ,zau ) dt—Q,B/(u _xu > ot
Otox ot ) e ot o0
+25/’ ou™ dt—QB/' “ dt. (3.89)
£2(0,0) £2(0,0)
Insérons (3.87)), (3.88) et (3.89)) dans l'identité (3.86)), il s’ensuit
8 (k,m) Oulkm) (. 2
25 u dt + Qu™ (., 7) +04Hu(k’m)(-aT)Hia
2 at 1 (Ovl)
L2(0,1) B5(0,0)

oukm) m m
= / (f», )ty 4 1
/ BI(0.)

Utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour estimer le premier terme du membre droit

de I'inégalité ainsi obtenue, il vient

u(km) oukm) () 2

ot

[ )0
B; (0,0)

dH\

L2(0,1)

. 9 m 2 m 2
||f(k, )HL2(0,T;B;(0,Z))+O‘H90(k’ )HLQ(OJ)HW'& )HB;m,z))

L1 /T 0
min(1, «, 25)
0

< T3 (
- mln(l,a, 253)

(k;m) |12
u

dt.
B%(O,l)

A fortiori, on a

u(km) ou*m) () 2

(k,m) 2
Y + ||u (,7)

s 12200

dt+‘

L2(0,1)

max(l a)
~ min(1, o, 253)

(TR HL2 omsm0n) T Hso(’“” 2200+ 1™ oy

Oukm)
Ot

m 2
e >HL2<OJ)) "

B3(0,)
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L’application du lemme de Gronwall a cette derniére inégalité entraine

[ 1| outem |2 ‘auvam)(. T) ? 2
dt + || ———+ + [[utm ()|
O/H ot L2(0,1) ot B1(0,0) 20
max (1, a) T (k) ||2 (k) ||2 (o) ||2
= Tin(1, o, 25) eXp min(1, a, 25) I ”L?(O,T;B;(O,Z)) + e ||L2(0,l) + v ”B;(o,l) :
En particulier, on a
[ 1] dutkm) ||? ‘ oum (. 1) ? 2
dt + | | ——=—— + [JuEm )|
\0/' at L2(0,l) at B%(O,l) || ’LQ(OJ)

max (1, o) exp T Hf(k,m)”2
~ min(1, o, 253) min(1, o, 23) L2(0,T;B5(0,0))

e e + 195 sy 0 -

Par passage au maximum, sur 7 de 0 a 7' dans le membre gauche de l'inégalité ainsi

obtenue, on obtient les estimations ((3.83))-(]3.85]).

Corollaire 3.1 La suite {u(”)}n (respect. {8%(;1)} ) converge vers une fonc

tion@(z,t) (respect.9%) pour la norme de Uespace C (0, T; L*(0,1)) (respect. C (0,T; B3(0,1))).

Démonstration. Directe

Existence de la solution faible

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer que la fonction limite a(x, t)est solution

du probléme ((3.10))-(3.14)).
Théoréme 3.4 Le probleme (5.10))- admet une solution faible.

Démonstration. Multiplions scalairement dans I'espace L?(0,T’; B3(0,1)) 'équation

(3.10) par la fonction test v(x,t) € H(0,T; Bi(0,1)),et procédons de fagon analogue a
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celle des paragraphes précédents, on obtient

(au 61}) N ( - )
a(ut’,v .
ot ot 12(0,T5B3(0,0) L2(0,T;L2(0,0))

ov

— (™ 0(.,0)) i — B (u )
( )BQ(O’Z) Ot ) s (0,7;12(0,1))

—b (Sp(n)vv( 0))L2 (0,0) (f " )L2(0,T;B;(o,l))‘ (3.90)

L’identité (3.90) implique, quand n — 400, que 'identitésuivante est satisfaite :

8(u(") — ) av)
S\ 4+ lim a(u(”) — u, U)LQ(O,T;LQ(UJ))
( ot "ot L2(0,7;BL(0,0)) T

ov
oy (n) _ — i "~
lim (’QZJ wv U(‘7 0))B%(O,l) lim ﬁ (u at ) L2(0,T5L2(0,0))

— lim
n—-+o0o

n—+00 n—-+00
ou Ov
— 1 (n) — .0 - (=, =
n~l>r+nooﬁ( SO?'U( ))L2(O,l) ot ot raOTEI0.0)
3v>
Ot ) (0,TL2(0,1))

B 005 0)pzopy = Hm (1" = £0) paoron + F0)zommon - (39

n—-+o0o

Fali o) om0 0y — 5 (8

En combinant les inégalités (1.16]), (1.19), (1.20) et celle de Cauchy-Schwartz, les deux

premiers termes du membre gauche de Iidentité (3.91]) sont majorés comme suit :

B (5(u(") — 1) (%)
- VT ||0 H

) _ g
+a« (u u, U) L2(0,T;L2(0,))

||U||H1(0,T;L2(0,l))
C(0,73B5(0,0))

+aVT H“(n) - ﬂHC(o,T;H(O,l)) 101l 10,7207

Dans cette derniére inégalité, on passe a la limite quand n — 400, on aura

nEIfoo [_ ( o (ut — “’”)L2(0,T;L2<o,z)> =0 (3.92)

ot 8t)L2 (0,7;B1(0,0))
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En vertu de l'inégalitéde Cauchy-Schwartz, le quatriéme terme du membre gauche de

I'identité (3.91)) est estimé comme suit :

-5 (u(”) — @)
ot L2(0,T;L2(0,1))
ov
(n) _ 7 .
<p H“ UHL2(0,T;L2(O,1)) ot 20T (00) :

En raison de l'inégalité ((1.19)), on a

Ot ) 120.1:02(0.))
ov
< 5\/T u™ — g . : ‘ '
H HC(O,T,LQ(OJ)) ot L2(0,T3L2(0,1))

Par passage a la limite, quand n — 400, on obtient

0
lim f (u(") i ”) —0. (3.93)
oo “ ot L2(0,T,L2(0,1))

D’une fagon similaire a celle du chapitre précédent, il s’ensuit que

nl—i>1:Ii-100 (F =1, U)LQ(o,T;B%(O,m =0, (3.94)
n1—1>r—sl-loo (1/}(71) - ¢7 U('7 0))[12(07[) =0. (395)

Quant au cinquiéme terme du membre gauche de Iidentité (3.91)), il vient

‘/8 (Sp(n) - ¢ U('a 0)>L2(O,l)‘ < B ng(n) - SDHLQ(OJ) HU(‘7 O)HLQ(O,Z) "i)‘)o 0? (396>

En insérant (3.92)), (3.93)), (3.94), (3.95) et (3.96) dans I'identité (3.91)), il vient

ot Ov
U - 50 3.1.95
(81& 8t>L2 0751 00) +a(a, U)LQ(O,T;BZE(O,Z)) (¥, v(., >>B;(o,z) ( )
ov
+/B < 825) _B(SO’U("O))LQ(OZ) (f U)L2(OTBl(O ) -
L2(0,T5L2(0,1))

D’autre part, la condition

(x,.)dx

Il
e

(3.1.96)

O\N
<
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s’obtient de fagon analogue & celle du chapitre précédent.
Ainsi, on déduit que la fonction limite @(z, t)est solution faible du probléme ((3.10))-(3.14)

au sens de la Définition 3.2

Unicité de la solution

Théoréme 3.5 La solution du probléme - est unique.

Démonstration. On suppose que le probléme (3.10))-(3.14) admet deux solutions

distinctes uq(z,t) et us(x,t). Comme ’équation est linéaire, la différence
u(z,t) = uy(z,t) — ug(z, t)
satisfait 1'identité (3.71]), avec
f(x,t) = P(x) = p(x) =0, Vee[0,1],

Ainsi, il vient

ou Ov
—\ 37 oy +a(u,v .
( ot ot ) 20T BLOD) ( )L2(0,T,l2(0,l))
ov
+5 (“ g) =0, (3.97)
L2(0,T3L2(0,1))

Vo(z,t) € HY(0,T; Bi(0,1)). Ici aussi, dans l'identité (3.97), on choisit
v(z,t) = s (3.98)

En remplagant la fonction v(z,t)dans l'identité (3.97)) pour sa représentation (3.98)), en

exprimant u(zx,t) et %en fonction de v(z,t)et de ses dérivées, il vient

0?v 0 0 v 0
(5 5) ~a(Go0) +6 (5 %) —0. (3.99)
ot ot L2(0,s;B1(0,0)) ot L2(0,s;L2(0,1)) ot ot L2(0,s;L2(0,1))

En vertu de (3.98)) et de la norme sur l'espace L*(0, s; L*(0,1)) on a :

2 2

ov(., s)
ot

— 0. (3.100)
L2(0,s;L2(0,))

ov
+a o, 0)[1720, + B ‘ ot

B3(0,0)
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Il en découle

2

ov(., s)
ot

ov

- = 0.
ot

L2(0,s;L2(0,1))

Compte tenu de la représentation (3.98) de la fonction v(x,t), on obtient

2
(o O) e = \
B%(O,l)

2
||U(-=3)||B;(o,1) =0,

c’est-a-dire,

u(z,s) = 0 dans B3(0,1).
La variable s étant arbitraire dans [0,7] , on conclut que
u(z,t) =0, Vtel0,T].
Ainsi,
uy(z,t) = us(x,t); YVt €[0,7].

Finalement l'unicitéde la solution faible du probléme (3.10])-(3.14]) est prouvée.

Continuité par rapport aux données de la solution

Etablissons, a présent, quelques résultats concernant la continuitéde la solution faible

par rapport aux données du probléme.

Théoréme 3.6 Soient (f,p,v) et (f* o*v*) € L*(0,T,B3(0,1)) x L*(0,1) x B3(0,1),

et sotent u et u* les solutions faibles correspondantes du probléme - , alors

(]2 % (]2 |2 12
Ju—u ||c(0,T,L2(0,l)) <cC /Hf —f ”B%(O,l)) dt + lo— o HL?(O,Z) + v =9 ||B;(o,l)) J
0
(3.101)

et

ot C et C'sont des constantes positives indépendantes de u.

ou  Ou™ 2

ot ot

~ f %12 *1(12 * (12 1/2
<C | [ 1F = £y e+l = &l + 10 = 9 Tyan)
0

(3.102)

c(0,1,B3(0.0))
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Démonstration. La preuve de ce théoréme est analogue a celle du Théoreme [2.6{du

chapitre précédent.

Corollaire 3.2 Supposons que les hypothéses du Théoreme sont satisfaites. Suppo-

sons, en outre, que

(

.2

If = HL?(O,T,B;(O,Z)) <6
)2

le = ©*[IT2(0) < €0,

2
\ [ — w*HB;(o,l) < €1,

alors les solutions faibles correspondantes u(z,t)et u*(x,t) du probléme (3.10)-(3.14) sa-

tisfont les estimations suivantes :
2 1o 2 2 2
lu = cor 200 < C (€ +e+¢€),

et
2

@ B ou*
ot ot

<" (62 + e+ e%) )
L2(0,7;B3(0,0))

3.2.3 Cas d’une équation semi-linéaire

Position du probléme

L’étude dans cette partie, concerne celle d’un probléme mixte avec une condition de

Neumann et une condition intégrale pour I’équation de viscosité semi-linéaire.

B (o), s
u(z,0) = o, (3.104)
% — . (3.105)
a“(éij H_y (3.106)

/u(x,t)dx =0, (3.107)
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ol ¢y et Py sont des constantes connues, et la fonction f(.,.,.) est considérée de Lipschitz

par rapport & la troisiéme et quatriéme composantes, c’est-a-dire :

AL >0:  ||f(x,t,ui(x,t),us(x,t)) — f(x,t,01(z, 1), v2(x, 1))

< L{|lui(z,t) — vz, t)|| + ||ua(z, t) — vo(z, )|}, V(z,t) € Q.

3.2.4 Solution faible
Processus itératif

Procédons par itération comme suit :
Partant de u®(x,t) =0, V(z,t) € Q, on définit la suite {u(”) (x,t)}nem par :

Si u™=V(z,t) sont connues, alors on résout le probléme :

82u(n) 82u(n) 83u(n) 8u(n71)
— _ — (-1 %

o o o = (“”’t’“ o ) (3-108)
ut™(z,0) = ¢, (3.109)
ou™(z,0)

I Sk A A 11
ou™(l,t)
= A11

l

/u(")(x, t)dx = 0. (3.112)

0

Les Théorémeset impliquent, pour n fixé, que chacun des problémes ([3.108])-(3.112))

admet une solution unique u™(z,t).
Au préalable, on s’intéresse au probléme semi-linéaire (3.103))-(3.107)) pour n = m et

n = m + 1, ainsi on obtient

92 z(m) 92 z(m) 93 »(m)

52 Yoz P = Fr=U(z 1), m>1, (3.113)
2™ (2,0) =0, (3.114)
2™ (z,0)
ge WY _ 11
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02™(1,t)
= =0, (3.116)
I

/z<m>(;c, t)dx = 0, (3.117)
0
ol

2 (2, 1) = w2, 8) — u™ (2, 1),

et

au(m) au(’m—l)
Fm=1(p ) = ¢ (™ _ . m=1 )
(3;'7 ) f x’ ) u ) at f x? ) u ) at

établissons maintenant quelques

Estimation a priori

Théoréme 3.7 Si f(z,t,0,0) € L*(0,T; Bi(0,1)) et f <x,t,u(:v,t),6“éf’t)> satisfait la

condition de Lipschitz, alors on a les estimations suivantes :

Hz(m)<x7t)HCI(o,T;B;(o,z)) <G ||Z(m_1)($’t)Hcl(O,T;B%(OJ)) o om =l (3.118)

ot
TP
~ 2B min(1,2a/12)

Cq

Démonstration. Prenons le produit scalaire, dans L?(0,7; B3(0,1))avec 0 < 7 < T,

L . (m)
de I'équation ((3.113) et 2(%& , Ous aurons

T T

922(m)  §y(m) 92 2(m)  §y(m)
2/(42/_) dt_za/(z_z, : ) i

0
T a3 (m) a.(m) o (m)
—25/ (82—2,82—) dt:2/ (F(””)(x,t),a'Z > dt. (3.119)
/ otox ot BL(0J) ) ot B1(0,0)

Tenant compte des conditions homogénes (3.114]) et (3.115]), les trois termes du membre

gauche de 'identité (3.119)) deviennent respectivement

T r92.(m) 5. (m) (m)
2/(8 22 ’02’ ) dtzHaz (.,7)
S\ o) ot
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: (3.120)
B30.)




[ (022m) §zm) SN
~2 | (W’W)Wdt:a\w (Sl Pre (3.121)
0 2

§32m 9m) £ 1|a=0m >
-2 _— dt = 2 _—
5/(0153332’ ot )Blm) B/H ot
0 23 0

£2(0,1
Insérons (3.120)), (3.121)) et (3.122)) dans 'identité (3.119)), il vient

dt. (3.122)
)

9z 02 (., 7) ? " 2
s IS s R e
L2(0,0) B;(0,0)
r §(m)
—9 / (F<m—1>, : ) dt. (3.123)
/ Ot ) By

Appliquons les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Cauchy au membre droit de ((3.123)),

en tenant compte de la condition de Lipschitz et du Corollaire 1.4, on obtient

92m (., )
— +a|[z™(,7)
e I e
_ e 2 9z(m=1||?
(m=1) - dt. 3.124
- 25 <HZ HB%(O’Z) i ‘ ot gy ( )
En raison des inégalités (|1.16)) et ( , il vient
02 (., 1) 2 2
Zc A\t 22 ,m)
’ ot B3 (0,1) MNP I- g HB%(OJ)
L22T 2 92m=1||?
< m=1) + || —= 3.125
=793 (”Z HC(O,T;B;(O,Z)) ‘ ot c(oT:B300) ( )
A fortiori
02 (., 1) ?
i/ + z(m)( 7)
[ I S

L*1*T 9z (m=1) %
= i = (2 m_l)HQC(o T:B3(00) T Hz_ : (3.126)
26 min (1,2a/1?) T3B3(0, ol eorsion

Puisque le membre droit de cette derniére inégalité est indépendant de 7, on prend le

maximum sur 7 de 0 a 7" dans le membre gauche, il s’ensuit

LET e

) 112
Hz( )Hm(o,T;B;(o,l)) =283 min(1,2a/l2) HCl(o,T;B;(o,l))

Ainsi la démonstration s’achéve.
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Existence de la solution
Théoréme 3.8 Sous les hypotheéses du Théoreme[3.7 Si

[ _ (2fmin(1,20/P) 1/27
12T

alors le probléeme - posséde une solution faible dans 'espace C* (0, T; B3(0,1)).

Démonstration. La régle de d’Alembert, I'estimation (3.118) et les hypothéses du
Théoréme (3.7, nous conduisent, d’une facon analogue & celle de la démonstration du

Théoréme 2.8, & conclure que la série

Z 2 (1)

m>1

converge. Par conséquent la suite {u(m) (, t)}m définie par
u™ (z,t) = (W™D (2, ) — u® (2, 8)] +u(z,t), m=1,2,...
converge en norme dans l'espace C' (0,T; B3(0,1)), vers la fonction u(z,t).

Théoréme 3.9 La fonction limite t(z,t) est solution faible au sens de la Déﬁm’tz’on

du probléme - :

Démonstration. Le schéma de la démonstration est similaire a celui de la preuve

du Théoréeme 2.2

Unicité de la solution

établissons, I'estimation a priori suivante.

Théoréme 3.10 Soit ui(x,t) et us(z,t) deux solutions faibles dans 'espace C* (0, T; B3(0,1))

du probléme - alors on a l'estimation
2 2
lua — u2||01(0,T;B;(0,l)) < eallun - u2||01(0,T;B;(0,1)) : (3.127)
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Démonstration. Les fonction u; et us, étant solutions du méme probléme semi-

linéaire (3.103))-(3.107]), il serait pareil pour la différence
Z(J),t) = U1<l',t) - U’2(ma t)7

il en découle
0%z 0%z 03z

2 o Pae — @b,
2(x,0) =0,
0z(z,0)
ot 0
oz(l,t)
or 0,

I
/z(a:,t)d:c = 0.
0

ou

ot

_m%o:f(ﬂumuﬁya“%”)—f<%uwwixﬁﬁﬂﬁ>.

ot

(3.128)
(3.129)
(3.130)

(3.131)

(3.132)

On procéde comme dans la preuve du Théoréeme 3.7, on aboutit & I'estimation suivante :

H ”201<0 T;B1(0 l)) <— C4 H ”201<0 T;B1(0 l)) )
s L P9 (Y, T2
c’est-a-dire

2 2
lwx = allea ozimyon) = calltn = wallesorimyon) -

Corollaire 3.3 Le probleme - admet une solution unique.

Démonstration. La preuve de ce corollaire est analogue a celle du Corollaire 2.3, en

utilisant (|3.127))
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3.2.5 Généralisation du cas d’une équation semi-linéaire
Position du probléme

L’étude dans cette partie, est une généralité de celle faite dans la partie deux précé-
dente, étant donné que les conditions initiales seront prises des fonctions dépendantes de

la variable spatiale. Au début le probléme et ainsi posé

2 a(ed) e
0(2,0) = ¢ (2), (3.134)
% E;; U (3.135)
398% D, (3.136)

/0 (x,t)dx =m(t). (3.137)

On introduit une fonction u (z,t) qui réprésente une dérivation de la fonction 6 (z,t) a
partir de la méme fonction construite en premiére patrtie du Chapitre 2. Ainsi la fonction

u (z,t) définit la solution du probléme suivant :

0%u 0%u Pu ou

oz oz Voo =/ (“”“ E) ! (3.138)
u(z,0) =¢(z), (3.139)
ou(z,0)
o ¥ (), (3.140)
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ou (1,t)

= 3.141
81‘ O? ( )
l
/u (x,t)dz = 0. (3.142)
0
Ou
Ju ou oU
tou, — | = t — 4
f(x’ 7u’ at) g<x7 7u+U7 at + 8t>7
oU (z,0
P =@ -U(w0). )= 200
et ¢ (r),1 (x) sont des fonctions connues et f(.,.,.,.) est considére de Lipschitz par
rapport a la troisiéme et quatriéme composantes, c¢’est-a-dire :
AL>0:  ||f(z,t,u(z,t), us(x, b)) — f(x,t,v1(x,t), va(z, 1))l

< L{llus (. t) = s, ]| + sl t) = vala, )]}, V(1) € .

Considérons le probléme auxiliaire suivant :

0*w O*w Dw
o "oz ooz =0 (3.143)
w(x,0)=p(x), (3.144)
ow (x,0)
ot v (), (3.145)
ow (1,t)
= 14
I
/w (x,t) dx = 0. (3.147)
0
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D’aprés I’étude faite dans la premiére partie de ce Chapitre 3 le probléme auxiliaire admet
une solution unique.

Soit z (x,t) = u (x,t) —w (z,t). Alors z (z,t) satisfait le probléme suivant :

0%z 0z Dz Dz Ow
2 (z,0) =0, (3.149)
02 E‘; 0 _y, (3.150)
[

aza(x, D _y, (3.151)

!
/z (x,t)dx = 0. (3.152)

0

Notation 3.1 L2 (Q) = {u e L*(Q): [,udz =0} .

Formulation faible

Considérons le prouduit scalaire dans 1'éspace L? (I, By (€)) de Péquation( |3.138)) par
une fonction teste

v(z,t) eV ={v/ve H (I,L3(Q)):v(,,T) =0}, on obtient :

(82u v) N (82u v) 5( u )
— — —, — —,V
W paye) N\ paeie)  \OOT ) (s

ou
=G %) vy

Similairement au probléme (3.10))-(3.14]) en aura :

(@ @> + a (u,v) —ﬂ(u @)
ata at LQ([,B%(Q» ) L2(I,L2) ’8t L2(I’L2)

0
- (f <'7'7u7a_,:> 7U) +ﬂ(¢7v<'70))L2(0,l)+<¢7U<'70>>B%(Q)‘ (3153)
L?(1,B3()
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Qu’on peut écrire :

ou
A (U, U) = (f <'7 - U, _> 7U) + B (()07 v (‘7 O))LQ(O,Z) + (1/}7 v ('7 O))B%(Q) : (3154)
ot L?(1,B3()

Ou : A (u,v) est le membre gauche dans ({3.153)).

Définition 3.3 On appelle u (x,t) solution faible du probleme - si les condi-

tions suivantes sont satisfaites :
1. we L2(I,12(Q),
2. %4 e [*(I,B}(Q),
3. w vérifie la condition intégrale ,

4. u vérifie l'identité pour toute fonction v de V.

Estimation a priori

On procédes par itération : Z° (z,t) = 0,V (z,t) € Q, on définit une suite {Z(”), n e N}
par : si Z(™1 est connue, alors on trouve Z™ solution faible, dans le sens de la définition

du probléme :

orzm  grzm 93z YA NG
_ _ _ (n—1) Jw
oz oz P 7 (x’t’ 20w e 6t> ! (3.155)
Z™ (x,0) =0, (3.156)
0Z™ (x,0)
— =0, (3.157)
M =0 (3.158)
ox - '
l
/ Z™ (z,t) dx = 0. (3.159)

0
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D’aprés la premiére partie de chapitre précédent, pour n fixé, chaque probléme (|3.155))-
(3.159) admis une seule solution Y™ = z®) — zn=1),

Donc : Y™ satisfait :

92y (n) 92y (n) 93y (n)

— — = FY (¢ 3.160
a2z O og? 9tz (,2), (8-160)
Y™ (z,0) =0, (3.161)
oY ™ (z,0)
HY) 3.162
oY ™ (1)
Y _ 3.163
ax ) ( )
l
/Y(”) (z,t)dz = 0. (3.164)
0
On,
0Zm=1  Jw 0Zm=2)  Jw
(n—1) _ (n-1) Jw _ (n-2) Jw
F (x,t)=f (x,t,Z + w, T + (%) f (m,t,Z + w, T + 82&) .

Théoréme 3.11 Supposons que f(z,t,0,0) € L?>(I,B3(Q)) et f(x,t,p,q) vérifie la

condition de Lippschitz, c’est-a-dire

dL > 0: ||f (x7t7p17q1) - f (x7t7p27QQ)HB%(Q) (3165)

< L{llpr = mall ey + 92— @y | - V(1) €02
Alors, on obtient I’éstimation

(P < Cs [y jon=12, (3.166)

)
1,BL(Q) HHl 1,BL(Q)
2 2

L2
~ 28min (2,2a)

Cs
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Démonstration. Prenons le produit scalaire dans Bj (), de 'équation (3.160) par

a}é—in), on aura :
0y ™ (1) oy ™ (1) (Y (1) Y (1) 5 OPu Y™ (.,
o ot )\ 02 0t ) |\t ot
= (F(n—l) (.J),M) . (3.167)
at Bl(Q)

Intégrons par partie comme dans Chapitre 2

On obtient :
(82Y(n) ('7 t) oy ™ (" t)) (3 168)
ot? ) ot 19) 2 (‘)t Bl(Q .
92y () (.7 t) 9y ™ (_7 ) o :
OPu Y™ (.t oy ™ ||
7 <8t8 2 (915( )) =8|1=5; - (3.170)
v B3 (Q) BL(Q)

Insérons m dans ( et intégrons entre (0, 7) il vient :

. 2 oy ™ ()| Y ™ (1)
Y™ Ol + |5 +26/ TS dt
’ o Ay o lisye

r (n)
= 2/ (F<nl> (., 1), ay—("t)) dt. (3.171)
/ o) e

Appliquons les conditions de Cauchy—SChwartz et de Lipschitz 3.165, il vient,

2

oY (. r oy
ally®™ o7, +’—’ Qﬁ/H dt
e i
oy (=1 (., t) 8Y
< 2:L?||y(»D + || ———— / dt.
= 2€ H HL2(I,B;(Q)) ot (1,830 Bi@)
Appliquons 'inégalité (3.165) et prenons & = 25, on obtient :
20 |0 oy ™ (., ) CPE ey oY (=D (_4)]?
B 0l | 57 < 5 I |
(3.172)
Intégrons (3.172)) sur I on aura,
L2
”Y HHl (1,B3(%)) < 24 min (12, 2a) H HHI(I,B;(Q))' (3.173)
L2

On achéve si on pose C5 = Fmin(Z )"
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3.2.6 Existence, unicité et dépendance continue de la solution

Théoréme 3.12 Sous les hypothéses de théoréme précédent et si on outre on suppose que

L < /2B min (12,2a). (3.174)
Alors, le probleme - admet une solution faible dans ’éspace H' (I, B3 (Q)).

Démonstration. Il facile d’observrer que si dans l'inégalité (3.173), on a C5 < 1

c’est-a-dire L < /2B min (I2,2«), ainsi la série D o>t Y™ converge. Donc la suite :

n—1
ZM (z,t) = (2D — Zzm] 4 2O p =12, ...
0

3
I

Converge vers Z (z,t) dans H' (I, B (2)) . 1l reste, d’établir le lemme suivant.

Lemme 3.2 La fonction limite Z (x,t) est solution du probléme (3.160)-(3.164) dans le

sens de la Définition[3.3.

Démonstration. On montre que Z (x,t) vérifie I'identité (3.154)). Pour cette fin, on

consideére la formulation faible pour le probléme approché :

)

A (7, 0) - (ﬂn) < L2, agt ) W) +8 (2", v (4 0))+(1", 0 (1,0) gy g -
£2(I1,B}(9)) 2

(3.175)

L’identité (3.175) implique, quand n — oo, que l'identité suivante est valide pour tout

veVetn=12 ...

, - 7(n)
lim A (Z(”) - Z,v) +A (Z,v> = lim (f(") ( Lz, 2 ) ,v)
ot L2(I1,B3()

07 0z
- '7-7Z7_ ) '7'727_ )
<f ( ot ) U) 12(1,BY(®)) " (f < ot > U) 12(1,B3(9))

+B lim (@Z)(n) - ¢,U ('7 0)) + B (¢7 v (‘7 O))B%(Q) + lim (¢(n) - @Z))U ('7 0))3%(9) + B <¢a v (" 0))3%(9) .
(3.176)
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L’inégalité de Schwartz et celle (), on obtient combinant.

- l - YA VA

A(Z(")—Z,v) < max (—,a+ﬁ> HZ(”)—Z - —

V2 L2(1,B3()) ot ot
L2(1,B3())
(3.177)

Tenant des résultats du Théoréme 3.8 on aura
7" — 7 dans L* (I, B} (2)) . (3.178)
ANV

Par passage a la limite dans (3.177) quand n — oo, on obtient, lim A (Z(”) — 2, v) =0.

Tenant compte de (3.178)), (3.179)) et de la condition de Lipschitz (3.165]) on aura

(n)
(f(n) <a7Z(n)7aZ ) _f(‘7'7Z7a_Z)7U>
ot ot L2(1,B3())

p YACNNYA
(n) _ [
: k HZ Z LQ(IBl(Q)) ot ot ||UHH1([7B%(Q))
=) LQ(I,B%(Q))
e ~ VARV
Skl 1 K o v 3.180
N 2 L2(1,B}(2)) ot ot I ”Hl(I,B;(Q)) ( )

L2(1,B3()

Par passage a la limite dans (3.180) quand n — oo, on obtient

(n)
lim ( f™ .,.,Z<">,aZ —f .,.,Z,a—Z v =0. (3.181)
ot ot L2(I,B;(Q))

L’identité (3.181) montere que la fonction Z (x,t) satisfait la formulation faible (3.154

dans @), par conséquent la fonction limite 7 (z,t) est solution faible du probléme (3.138))-

(3.142) au sens de la Définition [3.3]

Théoréme 3.13 Sous les hypotheses du Théoreme[3.19 la solution do probleme -
est unique.

Démonstration. Soient u;, uy deux solution du méme probléme ((3.160))-((3.164]), ainsi

pour la difference :
Z (LU,t) =u ((L’,t) — U2 (I,t) :
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On nous obtenons :
0?7 0*7Z 037

5z " Ygr Batﬁxz = F(z,1), (3.182)
Z (2,0) = 0, (3.183)

07 (z,0)
=, (3.184)

oZ (I,t)
o=, (3.185)

/Z (x,t)dx = 0. (3.186)

0

Ou F(.I,t) :f($7t7u1a%) _f(x’t7u2’%) :

Procédons comme dans la preuve du Théoréme [3.12 on aura,
HZHH1(1,B;(Q)) <GCs HZ”Hl(I,B;(Q)) :

Puisque C5 < 1, donc HZHH1<LB%(Q)) = |Juyg —uQHHl(LB%(Q)) = 0. D’ou 'unicité de la

solution.

Continuité par rapport aux données

Théoréme 3.14 Si u et u* sont deuzx solutions du probléme - correspon-
dante a (@,, f) et (p*, 0%, f*) respectivement, et si il existe une fonction K (t) non

négative et continue et une constante positive L telle qu’on ait ’estimation :

||f(-,t,p1,6h) _f* (-,t,p2,612)||35(9) (3187)

<K({t)+L {||p1 = p2llpyo) + Ip2 — qQ||B%(Q)} , pour tout u,u* € By (Q),Vt € I.

Ju(5) = 0 5y < Co [ o = 91y + 6 = 07y + [ K2 1) . (3.158)
0

ma:

N o “ LT
Ot 06 B min(l,%) exXp (min(LA)) :

4 (44L)? | 22
X\ T 2 +
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Démonstration. Soit p (z,t) = u(x,t) — u* (x,t). Alors p (z,t) vérifie :

02 02 9 0 ou”
a—té) — aaxg - B@tf); =f (x,t,m (‘3_2;> —f <x,t,u*, 3_1;) : (3.189)
p(2,0) =@ (x) =" (2) = po (2), (3.190)
0 (@) v (@)= 1 2. (3.191)
ap(lt)
T 0, (3.192)
!
/p (x,t)dx = 0. (3.193)

0

Considérant la formulation faible du probléme (3.138])-(3.142), on aura,

(% 5) Yol -5 (n5)
YT La(1.530) ' U)L2(1,B() ' By r(r.50)

Ju . , ou*
= (f <.,t,u,E) —f (.,t,u ’ﬁ) ’U>L2(I,B%(Q)) +B8(po,v (1,0)) + (p1,v(1,0)) p1q) -
(3.194)

Prenant
0, pour s <t <T,

v(z,t) = y (3.195)
/p(x,T) dr, pour 0 <t <s.

s

Ou s est fix¢ arbitrairement dans I = [0,7]].

Substituant p (x,t) par v (x,t) dans (3.194)) on obtient,

S S

020 (., 1) (91)(.,75)) - (8v(.,t) ) '
0/( ETC R Y B%(Q)dt ao/ 5 (1) B%(Q)dt—i-ﬁo/

B 0/ (f (.,t,u(.,.),au(;;t)) _ (wt,u*("‘)’au*a(twt)> ’“>L2(LB%(Q)) — 3 (p0.v (.0)) = (p1,0(,0))

En intégrant les deux premiers termes dans le membre gauche de cette derniére égalité et

2
dt

ov (., t)
ot

en remarquant que, %ﬁ’o) = po (z) et v(x,s) = 0 et en appliquant la condition 1}
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on aura

2

ov(.,s v (.
’% +allv (., )HBI —|—2ﬁ/’ dt
B3(9) B3(9Q)
r ov (.t v (.t
</ (K(t) o () gy + L (\ S Oy + | T ||v<.,t>||B;<Q>>) it
/ Bi() By©)

+ llpoll 530y — 28 (po, v (,0)) = 2 (p1, v (-,0)) i)

s

2
< 2/K O l[o C Ol gy dt + Lllv ( 0)lpy0) = 2[lpoll pyay [0 ¢ 0l g0

y 2
a0
) 0 BL(Q

Utilisant (3.195)) dans cette derniére inégalité, il vient

' v (.,s)
B3 ()

ot
K2 )d d 14 4L 52 4 2
t+ Hv H31 t+((1+ )2 HpoH31 szHB;(m

2
dt + ||Po||B;(Q) +26 HPOHB;(Q) o (., )HBl +2 ||P1H31 ||U (- 0)”35(9)
)

2
« L 2
+ 5 10 GOy + 5 10 G0y

(3.196)

Introduisant une nouvelle fonction § (x,t) définie comme suit

0

5 (,t) :/p(x,T) dr.

Utilisant (3.195)) on aura v (z,t) = d (x,s) —d (x,t), et v (z,0) = 0 (z,s). Ainsi, 'inégalité
(3.196|) devient,
‘ B(Q)

262 4
/K2 i+ - / 15Oy e+ (1 +40) 5 + 22 Ll + 7 Il

Omettant le seconde terme dans le membre gauche de (3.197))

v (., s)
ot

0
60 gy + 5 16 (. 0) e (3.197)

v (., s) a .
‘—c‘% GOy < G | [ B O dt+ Il + Il
B3(€) s 4
L / v (., s) )
: 5(.,0 dt
0
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2 2
max %7 (+41)12 | 28

2 [
min(l,%)

Ou Cs =

Moyennant le lemme de Gronwall et prenant le suprimum en 7 sur [0, 7] on aura,

LT / 2 2 2
< Cgexp (m) /K (@) dt + llpoll sy ) + o1l By
0

2

v (., s)
ot

Q 2
t3 16, 0) 10
B3 ()

En particulier

16Oy < Cr | [ K@+ Il + o3y
0

Ou,

LT
0’7 = 05 exp (m) .

Autrement,

* 2 *112 * 112
Jues) =0 (o)pg < Cr | [ B2 @ e+ o= & My + 10 = 0
0

Cette derniére inégalité traduit la dépendance contine de la solution par rapport aux

données et achéve la preuve.
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CHAPITRE 4
SYSTEME D’ EQUATIONS PSEUDO
PARA-HYPERBOLIQUES AVEC DES
CONDITIONS NON LOCALES
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Chapitre 4

SYSTEME D’ EQUATIONS PSEUDO

PARA-HYPERBOLIQUES AVEC DES

CONDITIONS NON LOCALES

4.1 Transformation du systéme a un probléme équi-

valent

Notre objectif essentiel c’est I’étude du systéme para-hyperbolique posé comme suit :

—on GF 8752 518;::2 ""'Ylatax? N tou, 5 50) - 2%7
528:]52 +723tax2 = fo (2, tu0, 55, 5) — 5,
u(z,0) =1 (2),v(x,0) = ¢1(z), (4.1)
% =1 (2), 81}&9?0) = 1y ()
aua(i,t) — (1), 8va(i,t) — s (1),
Jou (e, t)de =my (t), [y v (z,t) de =mq (1)
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Qu’on peut écrire :

(

du 9
—a G at2 618902 +71atax2 +O‘2at2 =h (x7t7“7v= 5t a_lt)) )

526352 +72ata:c2 +9 o5t = I ($7t7“’“7%’ %),
u(x,0) =1 (x),v(x,0) = @1 (z),
Bu(:pO — i (2), v:v(]) — iy (z),
et = (1), Tt = e (t),

f(fu(x,t)dx:ml fo (z,t)dr =my (t).

\

On commence par le transformer en un probléme équivalent déterminé ainsi : En posant

fo=—fi,a=—a;+a, B =51+ [,

Y=y +Y,w=u+"v,

et en sommant, on obtient :

ow Bw
Bt +a 8t2 ﬁ(’?az? +7 8t8:t:2 - 0’

w(z,0) = (),
2ol =1 (), (4:3)
5 =0,

@ (z) = 1 (7) + @2 (7)), (2) = 1 (x) + 2 (7)),

pa (8) = —pa (t) ,ma (8) = —ma (1)

En s’inspirant, du résultat établit dans le présent chapitre pour le cas linéaire, on déduit
que le (4.3) admet une solution faible unique, w(.,.) € H'(0,T; B), dépendante conti-

nument des données initiales. Par la suite ,on étudiera le probléme suivant posé comme
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suit :
4

ou 92y 92y Bu ou
St gt —biggm=f(w35),
U(JZ,O) = cp(x),
Au(z,0) _ ¢ (33) ’ (44)

Ou :

ou ou Ov OPw
f <'7 u?%) - _f2 ('7'U7U7 a_xu a_ZE) +63tax2

B Ju 0 (w —u) Pw
__f2 ('>'u7w_u>%7 or ) +58t&1:2

Ainsi, si I'existence et 1'unicité du probléme (4.4)) Sont satisfaites dans H' (., T; Bj) et si
on prend v = w — u, alors le systéme (4.1)) admettre un couple de solution (u,v) dans
'espace produit H' (., T; B3) x H' (., T; B3) . Donc, la tache importantes c’est 'étude du

probléme (4.4]), dont le résulat est réalisé dans le présent chapitre.

4.2 PROBLEME MIXTE AVEC UNE CONDITION
INTEGRALE POUR UNE EQUATION PSEUDO-

PARA-HYPERBOLIQUE

4.2.1 Position du probléme

Considérons le probléme suivant :

ou 0*u 0%u A

E + o aaqj2 - ﬁatamﬂ - f(x’t) ! (x’t> €Q=0x1I= [O’Z] % [O,T] (4'5)
u (I7 0) =¥ (ZL’) ) (46)

Oou(z,0)
ot —w<x)7 (4'7)
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4.2.2 Solution classique

On se permet de prouver 'existence, I'unicité et la continuite par rapport aux donneés

de la solutionclassique du probléme (4.5)-(4.9). D’abord, on définit la solution classique.

Définition 4.1 On appelle solution classique du probleme - toute solu
tion u (z,t) € C? (ﬁ) vérifiant , les conditions z'm'tmles@- et les conditions
aux bords —, et % existe et appartient a C (ﬁ)

4.2.3 Estimation a priori

Ici, on établit deséstimations a priori pour démontrer, dans le suivant paragraphe,
I'unicité et la dépendance continue par rapport aux donées de la solution classique. Acette

fin, on a besoin du

Lemme 4.1 On suppose que u (.,.) est solution classique du probléme — et f e

C’(ﬁ) Alors,
25] @2dt+j Ou " dt+52()—52(0)+2/ f@ dt (4.10)
ot ||,z Ot || 1 E Ot ) '
0 0 2 0 2
ol :
2
5 <T>=auu<o,7>ni2+\w , (4.11)
ot |
S%(0) = a|lp|7: + II@DIIQB; et 7€1[0,77. (4.12)

Démonstration. On multiple scalairement I'équation(4.5) dans L?((0,7), Bs) par

du

5¢» et on procéde similairement a la preuve du lemme , on aura les mémes résultats,
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aussi,

] ou du dt_/T
ot ot ) ;i
0 2 0

d’otu la conclusion du lemme (411

2

dt,

By

ou

ot

Ce lemme nous permet d’énoncer la proposition suivante :

Proposition 4.1 La solution classique u (.,.) du probleme —@ satisfait les ésti-

mations 4 priori suivantes :

1 r )
[u (0,72 < —= [ SO)+ [ If (0,8l dt
a0

Démonstration. Dérivons I'expression de S? (7) par rapport a 7 :

S'(1)S (1) = (f(O’T)’%)Bl’TZO'

L’inégalité de Cauchy-Schwart donne :

! ou 0,7‘
S(7) 5 (1) < £ 0.7y | 20T
B;
De la définition de S? (1) vient,
‘ Ou (0,7) <S(),
o |
et
1
[ (0, 7)ll 2 < —=S5 (7).

Va
Par subtitution de (4.18) dans (4.17) on aura

S (1) < 11F 0,7y
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f ou (0,1) |7 V2 T 2
ouy,t) < W2 1
/‘e% Bﬁ_Qﬂ ﬂ®+/wmﬁhﬂt7

0 0
ou (0,7 7
‘ (875 ) SS(OH/I!J"(OJ)H% dt,
Bl
2 0

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)



Par intégration, du cette derniére inégalité, par rapport a t entre 0 et 7 :

Sty de < [N (0,0)] gy dt.
[rom=]

0) < [ 17 (0.0l
0

0+ [ 1F 0.0l e
0

Or, de la définition de S (7) on a :

\m@mmséfv»

Ou (0,7)
ot

< S(7),

By

et

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Minorons (4.20]), respectivement par (| et on obtient (| - et (4.15) c’est-a-

dire :
ou (0,7)
ot

| + [ 17 @0l
0

[ (0, 7)][ 2 < —= ( /Hf (0,615 dt)

Maintenant, dérivons (4.10]) par rapport a 7 il vient :

ou(0,7)]? H@u 0,7)]? , ou (0,7)
+20 || ——=| +25(r)S(r)=1(f(0,7), :
‘ at Bl at L2 at Bl
L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne :
du (0,7) 2 , ou (0,7)
Z2\h ) 9 < )
R T, s s s e[ *57)
En particulier :
ou (0,7 2 , ou (0,7
28| 2| #2505 ) <17 0.0y |
L2 Bl
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En minorant par (4.21]) on aura :

Ou (0,7) 2 ‘8u 0,7) Ou (0,7)
mH— o S (1) < 1 (0,7 [ 2407
ot |2 ot |p Bl ot g
c’est-a-dire
ou (0,7)]? ) ou (0,7)
— ) < — — .
25| 23 < (110l - 25 ™) |5 §
Vu le Lemme [I.1]
ou (0,7) I |[0u(0,7)
25\ < (I1f 0.7l — 25" (7)) = | 242D
1o ( B ) 2 ot |2
Ou (0,7) [
26’ < f O,T 1 25" (1)) —=.
) (|| 0.7)ll5; = 28' (") 5
L2 ?
Ou (0, 7)

+25 (1) < 1 (0,7)] s -

L2

2\/_6‘

En intégrant entre 0 et 7 par rapport a t, il vient :

2
™) dt+25 ) <25(0 /Ilf (0, 7)1 53 dt.

Omettant le deuxiéme terme du membre gauche on obtient (4.13]) :

[ ou (0 2 921 y
/’ w (0,7 dtS\Q/__B(S(O)JF/f(O,T)B%dt),
0 0

Remarque 4.1 On minore par le Lemme[1.1] il vient :

f ou (0 2 23 7
/’ wlO T g < \{1_5 (S(O)%—/f(O,T)B%dt).
0 0
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4.2.4 Unicité de la solution classique
Théoréme 4.1 La solution classique u (.,.) du probleme -(@ est unique.

Démonstration. Supposons que le probléme (4.5)-(4.9) admet deux solutions clas-
siques distinctes uq, us. Leur difference z = u; — uy est alors solution classique du méme
probléme seulement avec f(0,0) = 0,¢(.) = 0 et ¥ (.) = 0. Donc, cette solution verifie

'éstimation (4.15)) dans lequelle f(0,0) et S (0) sont nulles. Alors :
vt € 0,7], 12 (D)l = 0,

D'ou, z(.,t) = 0 p.p pour tout (z,t) € Q et que z(.,0) € C(ﬁ), il vient z(.,) =

0,V (z,t) € Q par suite u; = ug, ¥ (z,t) € Q. D’ou, I'unicité.

4.2.5 Dépendance continue par rapport aux données de la solu-

tion classique

Théoréme 4.2 Soient u et u* deux solutions du probleme — correpondantes

respectivement a (f, o, ) et (f*, ¢* ¢¥*). Si

1f ) = (G llpy <e,0<t<T, (4.23)
lo = @*[l 2 < €0, (4.24)
[ = 9"l gy < 1. (4.25)

Alors : on a les éstimations,

|lu(t) —uw ()|l <C(e+e1+e2), (4.26)
Ou (0,t)  Ou*(0,t)
_ < )
‘ Y oy . Ci(e+e1+e9), (4.27)
et
Ju oOu*
- _ < .
/‘81& It Bldt_02(€+€1+€2)
0 2

Ou, C,C1, et Cy sont des constantes positives.
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Démonstration. Posons z = u — u*. La solution z (.,.) sera solution classique du
probléme (4.5)-(4.9), avec f — f*, o — ¢*, et ¥ —* & la place de f, ¢ et 1 respectivement.
L’égalité (4.12)) entraine

5%(0) = allp = ¢ [I72 + ¥ — 471, -
Vu les inégalités (4.24)) et (4.25) :
S%(0) < agl +¢&2

< max (1, a) (5§ + £7)

< max (1,a) (g0 + 1)°.
Ce qui donne

S (0) < Lo (80 + 61) . (428)

Ou pg = max (1, ) . Moyennant, I’égalité (4.15) a la solution z (.,.), il vient

HMWMHS%;S®+/W®ﬁ—f@m@ﬁ

vu les inégalités (4.28) et (4.16]), on aura

1
120, 8)]| > < —= (po (e0 + 1) +£T)

Ja

§03(€0+81+€).

Ou, (3 = max (\‘}—%, \%) . De méme, appliquons & z (0,t) les inégalités (4.14)), (4.28) et

(4.23]) on obtient :

0z (0,7)
ot

B}

<SO+ [ 1F 0.0l pyd < poleo+20)+ T
0

§C3(€o+€1+€).

Ou, C5 = max (pg,T") . C'est-a-dire :

Ou(0,7)  Ou*(0,7)
ot ot

§03(€0+€1+8>.
B;
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De plus, intégrons cette derniére inégalité entre 0 et 7 :

/

du(0,7)  9du*(0,7)
ot ot

T
dt§/03(€0+€1+€)dt
B] 0

§O4(€0+€1+8>.

Ou Cy = C3T. Ceci justifie la dépendance continue de la solution aux données.

4.2.6 Existence de la solution

Dans ce paragraphe, on montre l’éxistence effective (non formelle) de la solution
classsique. Pour cela, on procéde par la méthode de séparation de variable de Fourier.
Analytiquement, on prend u(.,.) comme étant la somme de deux fonctions v (.,.) et
w(.,.):

u="v+w. (4.29)

Dans lequelle v (.;.) vérifie

ov 0% 0%v v

ot ar o Paer =Y (4:30)
v (z,0) = ¢ (), (4.31)
v (x,0)
@0 @), (482
ov(l,t)
=0, (4.33)

/l v (z,t)dx = 0. (4.34)

Alors que w (., .) vérifie :

ow  0*w 9*w Dw

o T o Page @Y, (4.35)
w(x,0) =0, (4.36)
ow (x,0)
T o, (4.37)
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ow (1,t)
ox

/l w (z,t)dx = 0. (4.39)

—0, (4.38)

Pour la détermination de la solution v (.,.) on cherche des solutions de la forme :
v(z,t) =X ()T ().

D’aprés, il vient :
X(@)T )+ X () T"(t) —aX" ()T (t) — X" (x)T" (t) =0
X () (T"() + 1" (1) = X" (2) (T (t) + BX" (z) T" ()
| X" () T/ (#) + T (1)

X(z) ol () +BX" (2)T" (1) (4.40)

On voit que le premier membre de (4.40) dépend de t tandis que le deuxiéme membre

dépend de z. Soit —\? leur valeur commune. On a donc :
X" (z) = =N*X (x). (4.41)

et

T" (t) + (1 + BA) T' (t) + aX°T (t) = 0. (4.42)

La solution de ets donnée par :
X (z) = Acos (A\x) + Bsin (A\x). (4.43)
Les conditions aux bords et deviendront :
X' (x) =0, (4.44)

/l X (z)dz = 0. (4.45)
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En se servant de (4.44] et (4.45), on aura :
B =0, et Asin(\) = 0.

Pour éviter la cas trivial, on concidére A # 0. Alors

sin (Al) =0,
Al =nm,
A= nl,n e N.

l
Pour chaque valeur de n € N valeur on a une valeur \.

Ap = n77r7 n € N.
Ainsi :
X (x) = A, cos (A\,1)
= A, cos (?w) ,neN.
Revenons a I'équation diferentille , dont 1’équation caractéristique est :

s2+(1+,6’)\2)s+04/\2:0.

Avec le discriminant A = (1 + 8A2)” — 4aA? at les solutions :

. —(1+8X) +VA
1 — 2 ’

(148N~ VA
SS9 = B .

On remarque que sy est négative, tandis que A > 0 et s; < 0 sont assurées par le choix :
0<a<p.
La solution de (4.42)) sera donnée par la formule (voir Smirnov)

T (t) = Cexp (s1t) + Dexp (sat) . (4.46)
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Donc,

v(z,t)=X )T (t)
= Acos (?m) (Cexp (s1t) + Dexp (sat))

= cos (nTW$> (AC exp (s1t) + AD exp (sat)) .
AC et AD dépendent de n € N, et vu le théoréme de superposition des solutions on aura :

v(x,t) = Zvn (x,t)

n>0

= Z cos (?m) (Crexp (s1t) + Dy exp (sat)) . (4.47)

n>0
Tenant compte, des conditions initiales et que ¢ (x), % (z) sont sous forment de série de

fourier en cosinus et par identifications, on aura :

Slcn + 82Dn - Q/Jn

Ou:
2 /l nmw
on == [ ¢ (x)cos (—x) dx,
L Jo [
9
Uy, = —/ Y () cos (nlx> dx.
L Jo l
Comme :
1 1
282—817&0(827&31).
S1 SS9
Alors :
C _ S20n — wn
n Sy — 51 ’
" S9 — 51 .
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Ainsi la solution (4.47)) sera donnée par :
= Z cos <nl_7rx) <S2(’0n Yo exp (s1t) + Yn = S19n exp (Szt))
n>0

=S (74) (

S9 exp (s1t) — s1 exp (sat) exp (sot) — exp (s1t)
Pn + Un

S2 — 51 S9 — 51

)

(4.48)

Maintenant, on cherche w (z,t) sous la forme :

Z T, (t) cos ( ) . (4.49)

n>0
insérons (4.49) dans (4.35) et supposons que f est sous forme de série de Fourier en

cossinus. Par identifications on aura :

TV (t) + (L+ BX) T, (1) + aN°T, () = fo (1) (4.50)

= %/l fu (z,1) cos (nTﬂx> dx.
0

En raison, des conditions initiales, on obtient :
T, (0) =0. (4.51)

et

T (0) = 0. (4.52)

La solution de ’équation (4.50)) avec les conditions (4.51)) et (4.52) est donnée dans [48]

T2| par I'expression :

T, (t) = SXp 152t (52t) / fu (T)exp (=so7) dT — M/ fo(T)exp (=s17)dr,n > 0.
S9 — 81 S2 — 51
(4.53)
Ou encore :
1 t
T, (t) = P / (exp (s2(t — 7)) —exp(sy (t —7))) fu (T)d7T,n > 0. (4.54)
2 — 581 Jo
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Ainsi :

=3 cos () — /OteXp“SZ(t—T»—exp<81<t—f>>>fn<f>d7,nzo.

>0 S2 — 51
(4.55)
Donc la solution u = v + w sera donnée par :
t)=> up,(z,t)
n>0
nr <52 exp(slst;:zi exp(sat) On + exp(szg:;:}lcp(sﬂ) wn>
= Z coS <7x>
t

n>0 —1—5;81 fo (exp (sg (t — 7)) —exp (s1(t —17))) fu (T)dT

(4.56)

En serant du Théoréme , on montrera que la solution u (x;t) donnée par (4.56|) est

effective.

Théoréme 4.3 On suppose que les fonctions f,p et 1 sont développables en série de
Fourier en cossinus et on suppose que, @, € C?(0,1) et f € C? (ﬁ) et possedent des
dérivées troisiemes satisfaisant les conditions de Dirichlet. Alors la série u (x,t) converge

vers la solution classique du probléme —.

Démonstration. Sous les hypothéses du Théoréme permet les majorations :
M, o] < &
1 ’@n| = P4
My [, | < e

M; :|fn] < X, ou k,r et m sont des constantes postives. Vu leur usages abondant on a
n

les majorations :
M, :|exp (s1t)| < 1 et |exp (sat)| < 1,
M, el <o (L) et L <0(L),

[so—s1| — n |so—s1| —

MG . \8152\ < O( ) et |51| +|52| < O (%)

sa—si] = [s2—s1]
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Continuité de u (z,1) :

Soexp (s1t) — s1 exp (sat) exp (sot) — exp (s1t)

<
(o) < [t mnen b)), jone Zepln,
1 t
S / lexp (55 (t — 7)) — exp (s1 (¢ — 7)) [fu ()] dr
|82—31! 0
S1|+|s
< Isaltlsal oy Gl + / fo (7).
|32—51’ \ | — S ’

En vertu de My, My, M3, My, M5, et Mg on aura :

lu(z,t)] <O <%) (%) 420 <%) (%) 420 (%) (%) T

<o( )(k—|—2r—|—2mT)

Comme le membre gauche de cette derniére inégalité converge. Alors : ), u, (z,1)

converge uniformement sur €. Alors u (z,t) est continue et on aura :

u(z,t) = ¢(z). ie,u(z,0)=p(x).

t—0

Dérivons la fonction u (x,t) par rapport a ¢ :

<slsg(exp(slt)—exp(szt)) + s2 exp(sat)—si exp(sit) ¢n>

3 S9—5§ ¥Pn So—8
a—/: = ZCOS (?l‘) : ! o
>0 —1—8;81 fg (soexp (s (t—7)) —siexp(s1(t —7))) fu (1) dT
ou $189| |exp (s1t) — exp (sat Sol + |s
%) < noallow (08 —ew (el Pl bl L [, g )
ot |59 — 1] |89 — 1]
25159 |s2| + [s1]

lnl + T2 —si| [u| + [ fu ()| T

= |52 — s

Vu M17M27M37M47M57 et M6 :

<20 () (ﬁ) 120 (i) (5)+ (™).

Du moment que le second membre est convergeant, la fonction % sera uniformement

ou
ot

ou

, 3¢ sera continue surf). et

convergente sur ). Ainsi

ou (z,t) (1) ie. Ou (z,0)

ot tjo ot =¥ (@).



Dérivons u (x,t) par rapport a x :

(szexp(slt)fslexp(sﬁ)spn+ exp(sat)—exp(s1t) 1/)n)

ou nwo. /nmw p—— 5251
- () |
n>0 +oo Jo (exp (sa (t — 7)) —exp (s1(t —7))) fu (1) dT

ol + et [ 1
[52 = s1] [s2 = s1]
Compte tenu de My, My, M3, My, M5, et Mg :

(o1 (4) 120 (2) (2 0 () (207
H(o() (5) 0 (1) () o () 2r)

La convergence du second membre guache, entraine la convergence uniforme sur €2 de

@
ox| —

nm [sz] 4 |s1]

Pn| +
l |82—81| | ‘

@
ox

ou
D om0 B2 Ainsi 2 sera continue. D’olt

ou (z,t) L0 e, ou (1,1)

ox T ox =0

Intégrons w, (z,t) par rapport a x :

z <32 exp(s1t)—s1 exp(sat) On (l‘) + exp(sat)—exp(s1t) ¢n( ))

§2—S81 §2—S1

0 +S2 o fo exp (sq (t — 7)) —exp (s (t — 7)) fn (T)dr

nim

/Ow Uy, (&, 1) d€ = x sin (nl7r5>

s2 exp(s1t)—s1 exp(szt)gp (I’) + exp(sat)—exp Slt)w ( )

= L (") (e " == )
l

n o Jy (exp (52 (= 1) — exp (s1 (= 7)) fu (7) dr

‘ | o] + |s1] }
n d n n n d .
[ mtende < 2[R e+ e 2 [

Vu My, My, M3, My, Ms, et Mg on obtient :

/Oxun(g,t)dgl < nl—w (O <%) (k:+2r+2m)>.

. . X
La convergence du membre gauche entaine la convergence uniforme de fo Uy, (&,t) d€ sur

Q Cest-a -dire [ uy (&,1) d€ —0, d’ou fol Uy (z,t) dz = 0.
T—r
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Maintenant, nous montrons que u (x,t) est deux fois dérivable par rapport a x et par

N L. N s . ) . . .
rapport a ¢. Dérivons par rapport a ¢ 'expression de 5%, il vient :

aQu Z (’)”LT(' > <8152(51exp(ss;i)s—lsgexp(sgt))gan+ s%exp(sgst;:ziexp(slt)wn>
- = COS | —T

n=0 ot Jo (s3exp (50 (¢ = 7)) = stexp (s1.(t = 1)) fu (7) dT + fu (7) (52 = 1)

L. < ) : duzx : .
Dérivons par rapport a = expressionde %, il vient :

s2 exp(s1t)—s1 exp(sat) exp(sat)—exp(sit)
g Z (EY cos <T$> ( 278 on Tt s2—s1 %)
n>0

0a? l D [ exp (s (E = 7)) — exp (s (¢ — 7)) fu (7) dr

- . 2 e
Dérivons 'expression de % par rapport a t, il vient :

s1s2(exp(s1t)—exp(sat)) + s2 exp(sat)—s1 exp(sit) @Dn

Pu Z <n_7r>2cos (n_ﬂaj) ( P Pn sa—s1 )

otoz? ! ! _|_52i51 f(f (sgexp (sg(t — 7)) —syexp (s1(t —7))) fu (7)dT

Tenant comptedes majorations My, My, M3, My, M5, et Mg, les trois derniéres expressions

n_

donnent respectivement :

o'
ot?

|s152][s1] + [s2] s3] + |s3] 1 '
<> |n| + %312 |thn| + 5251l Js (|s3] + [s3]) [ (D)1 dT + |52 = s1| [ fn (1))

>0 |59 — s1] |52 |
1\ k 1 r ¢ 1 m 1 m
n>0 n2
k r r 1 1 m

<> max (k,r,Tm)O (%) .

n>0
La convergence du membre gauche, entraine la convergence uniforme de la série ano a;%_
Ainsi,
0*u nm\2 |s1] + |s2] 2 1 ¢
—| < (—)—n—i——wn—l——/QanT
0| < L \T) Tl W e W = f, 2 )
nm 2 1\ k 1\ r 1\ m
< —) 1 O|=|—=+20(—= | —=+20(—= | =T
- ( l ) { (n2> n* M (n2) n? * (n2> nt }
n>0
™2 | k r
< (7) [ﬁ+2—4+2—4T1
n>0

;)2 max (k, 2r,2mT) Z i

n>0

IN
—
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Vu la convergence de la série du membre gauche, la série du membre droit convergence

uniforme sur €2. Idem,

2
SZ(@) ‘8152‘ |S0n|+ ‘81’+|82‘ |1/)n ‘81’+’82‘/ |fn |d7_
n>0 ’

l So — 81| |se — s1]

2 1\ & 1
< (7)o () w0 () mro () 7]
n>0
2 [2k
<SS () [
n>0

< (?)2 max (2k,r, mT) Z %.

n>0

d3u
otox?

Tenant compte de la convergence membre gauche, la série du membre droit converge
uniforme sur Q. Ainsi, on conclut que la fonction u (z,t) donnée par (4.56) satisfait effec-

tivement a ’équation (4.5)).

4.2.7 Solution faible

Dans ce paragraphe la solution cherchée est dans le sens faible, c¢’est-a-dire, on prendra

feL?((0,T),BL(0,1)), ¢ € L*(0,1), et ¢ € B} (0,1).

Formulation faible

Commengons par définir une solution faible du probléme (4.5))-(4.9). Multiplions
I'équation (4.5)) dans L? ((0,T), B3 (0,1)) par une fonction teste v € H* ((0,T), B2 (0,1))

nous aurons

<8u ) N (82u ) (02u >
—, v -,V — ol —5,V
Ot ) 12((0m),B3(00) 02" ) 12((0,m),B300) 022"/ 12((0,1),B30.))

Pu
—B <—v) = (fiv) e | (4.57)
otoz? £2((0:1).530.) L2((0,7),B3(0.0))

Intégrons par parties le premier terme du membregauche de (4.57)), en supposant que

v (.,T) =0 et en tenant compte de la condition (4.6)) (u (z,0) = ¢ (x)), il vient :
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(3—)(>

/da;/ 2 () J; (v) b
:Ad@ﬂmﬁ<m—AJw>§ﬁmd}
/J*(( 0))J* (v (-0) dm—// T (u J*( )dxdt

=~ l@v, O>>Bl(01) ( at)L2(OTBl(Ol))' )

Pour les autres termes de I'identité (4.57)), on opére de la méme facons que dans le Chapitre

3 on obtient :

0%*u > ou Ov
—.v =— (W (x),v(,0) g1 — (—,—) ) (4.59)
(atz L2((0,7),B3(0.0)) 200 ot ot £2(0,1,B3(0,0))

0*u
: (WU) = a (V)2 r), 200 (4.60)
L2((0,7), B3(0,1))

3 ov
5<———w) =—@( ) B0 (0 - (461)
otox? L2((0.1),B3(0.0)) T Ot L2(0,0)

L2((0,T), L2(0,1))

En substitutiant (4.58)), (4.59)), (4.60) et (4.61f), il vient :

0
(U7 8_:) o <90 (ZL’) U (-1'7 O))B%(O,l) - <w (33) U (" 0))3%(071)
£2(0,7,B3(0,0))

(6u 61}) o (u.v) ﬁ( 81})
—\ 5 A a(u,v —B(u,—
ot ot LQ(O,T,B%(O,[)) L2((0,T), L2(0,1)) ot

—B(p(x),v (xvo))LQ(Ol (f, U)Lz((o T),B3(0,0)) *

L2((0,7), L2(0,0))

Autrement :

A (U, U) = (f7 U)L2((07T),B%(0,l)) + (wv v (l‘, O))B%(O,l) + 6 (spa v (I, 0))L2(0,l) + (907 v (IL’, O))B%(O,Z) .

(4.62)
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Ou :

ov ov
A = — - 2 2 - sy o
(u.0) (U7 at)L?(o,T,B%(o,z)) +elsViem, von =P <u 315)

()
ot’ ot L2(0,T,B3(0,1)) .

L2((0,T), L2(0,1))

A présent, donnons la définition d’ une solution faible.

Définition 4.2 On dit que la solution u (.,.) € H' ((0,T), B3 (0,1)) est solution faible du

probléme —@ st elle vérifiée la condition intégrale et lidentité pour
toute fonction v (.,.) € H' ((0,T), B3 (0,1)) telle que :

!
v(.,T) =0, et/v(m,t)dx:O.
0

Probléme approché

on suppose qu'il existe des fonctions ™, ™ et fM n = 1,2, ... vérifiant les

conditions du Théoréme, telles que :

(

o™ — ¢, dans L?(0,1),

n—oo

< ™ — 4, dans Bj (0,1),

n—oo

f® — f dans B} (0,1),vt € [0,T],

\ n—oo

et pour n = 1,2, ....., il existe une solution clasique unique u" (., .), au sens de la Définition

[4.2] du probléme mixte :

ou™ 9% O*u™ PPu™

_ _ — fn)
o T or o Yoo 11 (4.63)
u™ (2,0) = ™ (2), (4.64)
ou™ (z,0) (n)
o P (x), (4.65)
ou™ (1,t)
!
/ u™ (z,t) dx = 0. (4.67)
0
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On concidére le probléme (4.63))-(4.67) pour n = k et n = m, et on prend la différence :

il vient :

Avec,

u®m (1) = u® (2,0) —u™ (2,1),

a?u(k,m) a3u(k,m)

8u(k,m) a?u(k,m)
_.I_

ot

ot?

oz P oton?

ukm) (x,0) = k) (x),

ou'k

™) (z,0)

0) )
g P (2),
oum) (1) 0

ox

l
/ um™ () dx = 0.
0

Estimation a priori

= f(k7m) (l’, t) )

Théoréme 4.4 Pour tout k,m € N*, on a les estimations suivantes :

2 2 2 2
a1 < 05 (% omasion) + 16 an + 1857 )

\
/

Outkm) |12 2 ) i
ot H S 05 (Hf(kv )HLZ(OvTvB%(Ovl)) + Hsp(k?m)”LQ(O,l) + ||w(k’m)HB%(0,l)> . (474)

Oukm)
ot

2

(4.68)
(4.69)
(4.70)
(4.71)

(4.72)

(4.73)

L2 dt < Cs (Hf(k )||L2(0,T,B;(o,l)) + H(p(k’ )HLZ(O,Z) + Hw(k )HB§(0,1)> :

Cs

~ min(1+ 6% )
~ max(1,a)
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Démonstration. Considérons le produit scalaire dans L? (0,7, Ba (0,1)) de 1'équa-

tion (4.68]) et de 23“2?), on obtient :

T (k,m) o (k,m) T 82 (k,m) o (k,m) T 82 (k,m) o (k,m)
2/(“ 2 ) dt+2/< L ) dt—2a/( e ) dt
0 ot ot BI(O ) 0 ot ot B%(O,l) 0 ox ot B%(O,Z)

oulkm) T oulkm)
—20 / ( , ) dt =2 / (f“%m), ) dt. (4.76)

Le premier terme du membre gauche s’écrit :

T L OuFm)  9gkm) T
9 / ( v ) dt = 2 /
0 ot ot B1(0,) 0

Pour les autres termes du membre, on opére de la méme facons, pour le cas pseudo-

dutkm) |2

ot

dt. (4.77)

B3(0,0)

hyperbolique,on aura

T 82 (k,m) a (k,m)
9 / ( L——__ ) dt :‘
0 ot ot ) gy

T a2u(k,m) 8u(k,m) 9
_ — m) (k,m)
2a/o( 20 = (B gy [ @)
(k,m)
Qum™ (1) dt.  (4.80)

(4.79)
uFm) (k;m)

Insérons (|4.77|)7 (4.78), (4.79) et (4.80) dans l'équation (4.76|) on obtient :
dutkm) |2

i
o || o

oukm) (1)

ou*m) (1) ?

ot

ourm (x, 1) ?

ot

dt+‘

+a||ukm LT ||L2(Ol
B1(0,)

T Aukm) 2
_ k,m k,m km)
= [ (0 25) o 1 @y + o]
L2(0,1) 0 B1(0,0)

B1(0,0)

Bi(0 l)
L’inégalité de Cauchy-Schwartz done :
™| Qutkm) || outk™) (1) ? m 2 oulkm) (.t
2/ P dt + ‘ — = + « Hu(k ) (x,T)”LQ(OJ) —8t( ) dt
0 B1(0,0) B1(0,) L2(0,])
Autkm) || 2
k,m (k,m) H k m)‘
= + == + x +
Hf HL2(O,T,BQI(O,I)) ‘ ot LQ(O,T,B;(O,I)) H‘P ( )HL2(0,l) 7/’( B( 01)
Ou encore
™| Qutem ||? out™ (x 7 ? m 2 outm (g ¢
0 B(0,0) BL(0,0) ’ L2(0,1)

m m 2
< ”f(k )||L2(0,T,B;(o,l)) +o H‘p(k’ ) (x)”L?(O,l) + Hz/)< B0

137



L’inégalité :

l
el g5 < —= Il
1=

donne :
| Qul|?
|2 = RS L Y
£2(0,17,B3(0,1)) 0 BL(0,)) BL(0,))
<7117 +allolla o + 117
= £2(0,7,B5(0.)) PliL2(0,) BL(0,1) -
2
oo 2] o L
L2(0,1,B3(0,1)) BL(0,))
< If11; +a el 7200 + 1017
= £2(0,7,B(0,1)) PllL2(0,1) B(0,]) -
Ou encore :
2
2
|2 o
L? OTB1 01 B1(0,)

min ((1+ 81%),
max (1, @)

) 2 2 2
(112 2.0 + 10300y + 19 g0 ) -

Par passage au maximum sur 7 entre 0 et 7' dans le membre gauche de l'inégalité ainsi

obtenue, on aura :

2 2 2 2
HUHC(O,T;LQ) < Ch <HfHL2(o,T7B%(o,l)) + H%0“L2(0,l) + HleB;(o,z)) :

ou || ) ) ,

Ou < G (1112 o rmy00) + 19122000 + 113500 ) -

’ ot C(0,T;L?) L2(0.T,B3(0.1)) (0,0) 2(0,0)

T 2
/ Pt < 0 (I1ugummmon) + 191300 + 1915500 ) -
0 ot B1(04) = L2(0,7,B3(0,0)) (0,0) 1(0,0)

min((l—l—ﬁl ),a) .

max(1,a)

Ou 203 =

Corollaire 4.1 La suite (u™), (repect :(% ~) ) converge vers une fonction u (x,1) (respect ;5%

por la normede [’éspace C (0, T; L*(0,1)) (respect :C (0,T; By (0,1)).
Démonstration. Dans un Banach toute suite de Cauchy est convergente.
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Existence de la solution faible

Le but est de démontrer que la fonction limite u (x, t) est solution faible du probléme

(53 (59,

Théoréme 4.5 Le probléme — admet une solution faible.

Démonstration. Multiplions scalairement dans L? (0,7T; Ba (0,1)) équation (4.63)
par une fonction test v € H' (0,T; B3 (0,1)) et procédons comme dans la cas da la formu-

lation faible, on obtient :

ou™ 0v) ov
— a+ (u™,v) — (™, v (.,0)) - <u("), —)
( ot ot L2((01),B300) L2((0,T),L?) B1(0,0) Ot L2((0.7).12)
ov
_ (n) —_ (o _ (n) 2%
0 <(p " ("O))LQ(O’Z) (Qp v (e '))B%(O’l) (u ’ at)LQ((o T),B3(0,1))
) 2o )
— (fn)
= (/" v) L£2((0,1),B3(0.)) (4.81)

Quand n — oo, onaura :

_(oum—7 ov (n) _ =~ _ (n) _ 7. Qv
. ( =t &f)m((om),B;(o,z)) o+ (U =) oy g2y — (O =00 (0)) gy gy — B (™ =T G
n—oo
n n n ~ Jvu
—pB (90( ) — v (-ao))p(o,z) - (90( )~ v (e, '))B;(o,z) - (u( )~ >§)L2((0 T),B3(0.1))
du Jv ~ 0
. (6t’ Bt)L2((0 T),B}(0,1)) a+(u, U)L2((0 T),L?) =@, O>>B%(0J) — B (u, a_:‘/))LQ((QT)J?)
+ lim
n—oo

—B(p,v (., ))L2(0 ) (@’U(IP))B%(O,Z) (Nv gt) £2((0,1),B4(0,0))
hm (f f7 )LQ((OT Bl(o l)) + (f? /U)LQ((O,T),B%(O,I)) .

n—o0

D’une facons similaire a celle des chapitres précédents :

: _ (ouM—a v (n) _ 7 =

L ( o ’3t> r(om.8500) T (™ = 0.0) 2 o1y, = O
. n ~ v

2. lim B (u™ =@, ) 12 0.19,12) = O-

3. lim (™ =1, v (.,0)) 5, =0

4. lim () —f, ”) £2((0,T),B(0.,1)) =0.

n—oo

5. lim B (Sﬁ(n) - p,v ('7 0))L2(0,l) = 0.

n—oo
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D’autre part

|5(90()_§07 ){Bl()l)—\/_}ﬁ —QO,U<J},.))|L2
< ﬁ ng(n) - QOHLQ(OJ) ||U (‘T7 ')HLQ(O,l) — 0.

n—oo

A1n81,r}grgloﬁ (SO e, v (., 0))35(0,1) 0.

ov
(TL) ~ ~
U — —u v(x,. gy — 0.
( at) (UT 31(0 l)) \/_ || ||L2(07T?L2) H ( )HLQ(O’T’L2) n—o00
R n v _
Anst,lin, (u" = 5) a0 y0m) = O

En insérant ces égalités dans I'identité (4.81]), il vient :

ou Ov ~ Ov
—ﬁaahmwwmm+awvbme‘*W Q)%%D/ﬂwﬁhmwm%

—B (o, v (. ))L2(Ol) (¢, v (z, ))Bloz) (fa) L2((0,1),B3(0,0)) -

La condition : / udxr = 0 s’obtient de fagons analogue & celle des chapitres précédent.

0
Ainsi @ sera solution faible du probléme (4.63)-(.67) au sens de la Définition [4.2]

Unicité de la solution
Théoréme 4.6 La solution du probléme - est unique.

Démonstration. On suppose que notre probléme a deux solutions u; et us. Vu la

linéairité de 1’équation (4.63)), la difference u = wu; — uy satisfait la formulation faible

avec :f (z,t) = ¢ (z) =9 (x) =0,Vx € [0,1] :

(0u 82}) N < (%) 5( 81})
— (=, = a _
ot ot L2((0,7),B4(0,0)) Lot 2((0,T),L?) "ot L2((0,T),L?)

_(w@Q =0,Ye H' ((0,7),B;(0,0)).
ot £2((0,7),B3(0.0))

On choisit, aussi :



11 vient :

(8% (%) (8@ c%)
ot?’ ot (OT) BL(0, 1)) ot’ ot L2((0,T),L?)

5 (81} 8"0) N (81} Ov) _0
at 8'[; L2((0,T),L2) 3t at ( 0,7), Bl(O l)) ‘

En vertue de v (z,t) et des normes L?((0,s),L?) et L*((0,s), B; (0,1)), on a :

v (., s)|” ov||? v |?
|22 atocol+ |5 - -0
B} 0,s),L2) £2((0,s),B})
Il en découle :
ov (., s) 2 ov||? v ||?
e I o 0.
Bl L2((o,s),L2) £2((0,),B})

Vu la définition de v (z,t), on obtient :||u (., s)HzB% = 0 c’est-a-dire u(.,s) = 0 dans Bai.

Or s € [0,7],u(x,t) =0,Vt € [0,T]. Dot 'unicité de la solution du probléme.

Continuité par rapport aux données de la solution

Théoréme 4.7 Soient (f,p, V) et (f*,¢*,¢*) € L*(0,T; B3 (0,1)) x L*(0,1) x By, et

soient u et u* les solutions faibles correspondantes du probléme (u (-) Alors :

1.
= wllgran < C ([ 15 Fllaydt + o =l + 10—y ) (482
0 2 2
2.
ou  Ou* 7 . . .
1% -5 <0 ([T = Pyt o=l 10 - 0l )
c(o,1;BY) 0

(4.83)

Démonstration. Appliquons les estimations (4.13))-(4.15) aux solutions classiques

u™ (x,t),n > 1, et utilisons les relations limites :

e Ml 2o -V € 10,77

Moo =
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Hf(")HB;(o,z) = ”fHB%(OJ) VYt e [0,T].
Hgo(n)HLZ(OJ) n——>>oo ||S0||L2(0,l) '

”@ZJ(H)HB%(OJ) njoo HwHB%(O,l) ’

En suite, passons aux limites, on observera que les estimations (4.13))-(4.15)) restent valides

pour la solution faible.

Vu que le probléme (4.5)-(4.9) est linéaire, alors en prenant u — u*, p — @*, 9 — Y*

et f— f* au lieu de u, p, 9 et f on observera que u — u* est solution faible du probléme

(4.5))-(4.9), ainsi on obtient les inégalités (4.82))-(4.83]).
Corollaire 4.2 En outre des hypotheses du Théoréme précédent, on suppose que :
If = f*HL2(0,T;B;) < €o-

o = &l 1200 < €1
”¢ - w*HBé(OJ) < &9

Alors on a les estimations sutvantes :

1.
lu— u*”C’(O,T;L?(O,l)) < Cleo+e1+e2). (4.84)
2.
’ Ju _ ow” < C' (0461 +¢e2). (4.85)
ot ot 12(0,7:83)

Démonstration. Directe.

Remarque 4.2 La dépendance continue des solutions par rapport auxr données est tra-

duite par —.
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4.3 Cas d’une équation semi-linéaire

4.3.1 Position du probléme

ou  O%*u 0?u Du ou
o "o Yo P = (“”“ E) ’ (4.86)
u (,0) = o (a), (4.87
Oou(z,0)
@0 _ ), (459
ou(l,t)
==, (4.89)
!
/ u(x,t)dx = 0. (4.90)
0

On suppose que f est Lipschitzienne par rapport a la troisiéme et quatriéme composante

c’est-a-dire

3L >0 ||f<l',t,u1,U2)—f(ZE,t,Ul,UQ)H

< L{|lug — 1| + |Jug — vol| }, V(z, 1) € Q. (4.91)

4.3.2 Solution faible

Processus itératif

Commencant de u® (z,t) = 0,V(z,t) € , on définit la suite {u™ (x,t)}neN par :si

w1 (z,t) sont connues, alors on résout le probléme :

ou™ 92 92y Pum Aum=1)
— — = t,umY 4.92
a T Yo oo f("”’ T ) (4.92)
u™ (,0) = ¢ (x), (4.93)
ou™ (x,0)
o ¥ (), (4.94)
ou™ (1, t)
Y 4.

!
/ u™ (z,t)dx = 0. (4.96)

0
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Les Théorémes [3.4] et [3.5] du chapitre précédent impliquent, pour n fixe, que chacun des

chacun des problémes (4.92)-(4.96) admet une solution unique u™ (.,.).
m—1)

On s’intéresse au méme probléme semi-linéaire, avec la différence 2™ = (™ —q( ,

ainsi 2™ vérifie :

8?: a 82;5(; = O‘a;i(; - p 8;2(; = F" D (z,t,), (4.97)
2 (,0) =0, (4.98)

% =0, (4.99)

% =0, (4.100)

/Ol 2™ (2, t) dz = 0. (4.101)

O,

m—1 m—2
Fn-1) _ (x,t,u(m_l),M> ¢ (x,w(m—m? M) ,

Estimation a priori

Théoréme 4.8 Soit f (x,t,0,0) € L?(0,T; Bl) et f (x,t,p, q) vérifie la condition de Lip-

schitz . Alors on a l’estimation suivante :

1B < Cp ||zt ,m > 1. (4.102)

™ HHI (QT;B%) ) HHl(O,T;B%)

Oﬂ N C@ = ( L2

28+12) min(l,f—g) )

Démonstration. Multiplions scalairement dans Bj (0,1) , 'équation du probléme par

9z(m)
ot

0z(m 9z(m) 9%2m - 9zm) 9%2m 9zm) 932m) - 9zm)
( ot ot )B;( o ot >B%_O‘< o2 Ot )B%_/3<atax2’ ot )B%
(m)
- (FW—”,aZ ) . (4.103)
o ) g

Similairement aux résultats du chapitre (3) ona :
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1 922(m) g (m) _ 19 ||oz\™(1)
ox2 Ot Bl 2 0t ot Bl‘
_ 922(m)  9z(m) _ad (m)
2 a< az At ) 20t ‘Z ( t)HLQ'
2
3,(m)  §y(m) dz(m)
3 — 0°z z —
6 otoxr? 0 Ot Bl ﬂ ot || 2
D’autre part on a :
4 (az<m> 8z(m>> _ ‘ 920 (1) ||?
ot o’ ot B% ot B%

insérons ces inégalités dans 'équation (4.103|) et intégrons entre (0, 7) il vient :

m 0z 82 7|9z (., 1) 2
al|2™ ()| HT 2dt+2/0 —5 Bldt
2
(m
:2/ (F<m ! 782 ) dt.
0 ot Bl
Moyennant Cauchy- Schwartz et la condition de Lipschitz on aura :
02m (., 82 Tl 92 (., t) ?
()| +H— dt+2/ = o dt
allz T
(m) 2
Doy (915 LQ(O,T;B%> g Jo 815 B%
Vu que L? — Bj ('injectionde L? dans Bj),
2 2™ (., 7) 4B 02 (1) ? Tl 92 (., t) ?
e T — ——| dt+2 — | dt
7 =" )l +' ot 2 T /0 o |y
(m—1) 2 T (m) 2
1 2 0z (.,,7) 1 0z () t)
<21 (Hz< L e ) S ERLA
£2(0,1;B}) 0 Bl
Autrement,
. (2« m 02 (., 1) 2
min (l_21> (Hz( T ‘T |
BZ
92m= (1) |” 1 48 1192 (., t)
< 2L (m=1) ( 2 T T -——==2 / e T
> € (HZ (’T)HLQ(O,T;B%) - ot r2(07:83) + e 12 o ot
En choisissant ¢ = 462l—-i2l27 il vient :
(m) 2
(m) 2 02" (., T)
(1 ol + | 2502
2(_2 m— 2
2L ( B2+212) Hz(m_l) % T)H2 4 Hz(m—1) (., 7) ‘
min (3, 1) (o) ot Muomm)
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Intégrons cette inégalité sur [0, 7] et posons :

o = 2L <4ﬁ2l+212> B L*1?
7 min(3,1) (2824 2)min (%, 1)

On obtiendra l'estimation (4.102)).

Remarque 4.3 On auurait prendre le maximum sur 7 de 0 a T dans le membre gauche,

puisque le membre droit est indépendant de T il s’ensuit :
m) ||? (m=1)||?
HZ( HC(O,T;B;) < Cé ”Z HC(O,T;B;) :

Existence de la solution

Théoréme 4.9 Sous les hypothéses du Théoréme précédent. St

/(282 + 2) min (22,1)

L
< I

Alors le probleme — 4.101|) admet une solution faible dans I’éspace H' (0,T; B3).

Démonstration. Appliquation du critéere d’Alembert a la serie Zz(") (x,t), c’est-
n>0

+12) min(%",l)
7 .

2 2
a-dire si Cg < 1 alors L < \/( i

Il reste & démontrer que Z (x,t) est solution faible.

Lemme 4.2 La fonction Z (x,t) est solution faible du probleme - /.101) dans le
sens de Définition[4.3.

Démonstration. Il reste & démon

trer que : lim (f(") (_, L2 %) —f (_7 Lz, g_f

n—oo

. Vu la condition de Lip-

) ’ U) £2(0,1;B})

schitz et tenant compte :

2™ 5 % dans L? (O,T; L? (Ol)) ;

n—oo
N (0,7 BY)
- Il N .
Ot n—oo Ot R
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Il vient,

(m) =
(f(n) <."’Z(m)’az ) _f<'7'7§7 %) 7/0)
ot ot £2(0,1;B})

m - 9zm 9z
S L (Hz( ) z HLQ(O,T;Bé) + ‘

o ot Lz(O,T;B;)) H'U”LZ(O,T;B%).

R L. T (n)< (m) az(m)> . = 0z )
Par passaga a la limite on aura : 7}13)10 (f A f (., "2, 8t) LU L (omi8)

0. En plus des résultats du chapitre précédent, on deduit que Z (., .) vérifie la formulation

faible. Ainsi, Z est solution faible du probléme ([£.97)-(4.101)) au sens de la Définition [4.2]

Unicité de la solution faible

Théoréme 4.10 Sous les hypothéses du Théoréme précédent la solution du probléme

- est unique.

Démonstration. Soient u; et uy deux solutions distinctes du probléme semi-linéaire.

Alors la difference z = u; — uy vérifie :

0z 0%z 0%z 03z

9z, oF - —F
ot T ar o P — T @)
2 (x,0) =0,
0z (x,0)
o
0z (1,t)
or 0

Avec,

0 0
F(C(},t) :f (J})taul?%) _f (I7tau27%> .

La preuve du Théoréme (.9 précédent donne

||2||H1(0,T;B%) S 04 ||Z||H1(O,T;B%) )

147



c’est-a-dire
(1 - 06) ||Z||H1(O,T;BQI) S 07

or,Cs < 1. Alors ||ZHH1(0,T;B;) =0, c’est-a-dire vy = uy V(x,t) € Q, d’ott 'uniciteé.

Dépendance continue de la solution par rapport aux données

Théoréme 4.11 Soient u (z,t) et u* (z,t) deuz solutions du probleme ([{.97)-(4.101) cor-

repondantes respectivement a (f, @, 1) et (f*, ¢*, ¥*) et s’ils existent une fonction continue

non négative K (t) et une constante positive L > 2T + 3, telle que

1 Cotopia) = £ o @)y < K 0+ L (o= Pl + o — )

Vu,u* € By et Vt € 10,T]. (4.104)
Alors :
lu(s) —w* ()l < Cr (+ lo =@Ml 2 + [ — ¢ s +/O K2 (1) dt) ,

max (1, % + 5%+ 12> ( oT )
exp [ — .
min (

ot Or = L L =27 = 3) 1,L— 2T —3)

Démonstration. Soit p (z,t) = u — u* (z,t), alors p (z,t) vérifie :

o Po_ P
ot ot? Ox?

p(2,0) =¢(x) — " (z) = po (2),
Op (z,0)

=¥ @) — ¢ (@) =pu (@),
Op(l,t)
T_O’

I
/ p(z,t)de = 0.
0

La formulation variationnelle

S TS 5 B - I
ot” ot L2((0,1),B3) F ot L2((0,T),L?) ot L2((0,T),L?) ot L2((0,1),B3)

<p1’v (70))35 - ﬁ (p27v ('70))L2 - (pO’U (’O))B%
= (f - f*’U)LQ((O,T),B%) .
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prenons

ol, s est un nombre arbitraire fixé dans [0, 7] . La formulation variationnelle devient :

O/S(‘;—Z,a”;ﬁ)jgl dtaj <%,v(.,t)>p 2 dt+0/8‘

/f F120 (), dt = (1,0 (2 0))gy = B8 (920 () = (s (+ 0y

v (.

0
O,
1
[ (v (.t 9
—&/( Gl ),v(,t)> dt——(x( U,v) :—H’U (z,8) —v* (2.0) HLQ——HU z.0 HL2
4 ot L2 ot L2(0,5,L2)
2
ot |z t LQ(O,S;LQ).
3
/S(a% 81}(..75)) ] ’ o (.9 1 ‘ (O 1 ’ o) 1 ol
e =3 —5 =5 —5 lleolls; -
08t2 ot )p 20 ot g 20 ot g 2| ot g 27
Insérons ces egalités dans le précédente, il vient :
v (..s) ]| v ov
e I MEO A |2
ot B} 0 L2(0,s;L2) ot £2(0,5;B3)
= =2(p1,v (- 0) gy =28 (p2,0 (-, 0)) 2 = 2 (po, v (#,0)) gy = 2(F = F*,0) p2((01).81) + lpoll sy -
(4.105)
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Tenant compte de la condition de Cauchy-Schwart et de I'inégalité (4.104]) on aura

“2(F = £ Domag) < -2 [ 1F = Fllog ol
0

§2/S <K(t)+L<Hu—u HBI+‘
fﬂjGQ) (waMZ

ou oOu*
ot ot

>> V]l gy dt
Bj
)) V]l gy dt

< Q/K ) 0] dt+2L/||p||31 ol dt+2L/H oy e
Or, p = 8” et 8” = gtg Alors
) [ e [ 62
—2(f = V)0 ,my) < 2| K@) ollgy dt+2L [ = . loll gy dt42L [ )| =5 . [0l gy dt.
0 0 2 0 2
Insérons cette derniére inégalité dans (4.105)) on aura
v (..s)|I? d )
|26 a5 2%
ot B} ot L2(0,5;,L2) ot L£2(0,5;B} )
S 82
gz/ (1) 1ol 5 dt+2L/‘ el dt+2L/' O ol .
/ o || gy P
~2(p1,v (-,0)) g1 = 28 (p2, v (-,0)) 12 = 2 (po, v (2,0)) 3 + [l ol s - (4.106)
D’autre part ona
4
o ||lov(.,t) v (., t) v (., )7
— Gtm g = || —— L) p1 —_—
6t{' ot | v (., )HBQ} ‘ o |, Il Ctllgy + || =5, "
d’ou
[ 6% (1) ro [1lov(.)
S5 wotomgar= [ 53|25 wtons par-
0 2 0 2
o s) v (.,0) /
= | e |75 - [ %52,
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La définition de v (z,t) donne

2
o ||y [0 ()l gy dt = = llpoll gy 1o (-, 0l gy — ot || dt.  (4.107)

[ o (.t Y ENIEAR) 1 , ,
/‘ o | [o (- D)l gy dt = 2/(% (' o | dt = o v, 8)llpy = llv (., 0)l[5
0 2 0 2

= — v (,0)]3 - (4.108)

Insérons (4.107)) et (4.108) et tenons compte de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, 1'éga-

lité (4.106)) devient :
ov(..s) ] v ov
‘ L.s) +04||U(x0)HL2+25‘— +2'—
ot B; 9 L2(0,s;L2) ot £2(0,5;B3)

[ 2 2 / ov (., t)|I°
< [KZ(0) + [ llvllgy dt — 2L [lpoll gy [[v (- 0)]l gy — 2L
0 0 0

—L o (0l + (el + v (L 0) 13y ) + (8 lpoll3s + 1o (. 0)I12)

2 2 2
+ (ool + 1o (. 0)l3 ) + lpoll -

L’injection de L? dans B3 donne :

2

v (..s) 2 v o
+allv (@0)|2 + 28 || 5 2
‘ ot | p ’ Ot || L2(o,5522) ot 12(05:53)
s s r ov T 2
§/K2 (t)+/||v|IQB; dt -+ (L llpolly + 1o (-, 0)34) _QL/ f;t K
0 0 ’ ;

Ll (O3 + (llonly + 1o (0}, ) + (8 ool + 0 O)

2 2
5 ool +{lv (- )||31+ IIpolle-

Autrement :
ov (..s) |7
' S 0 ) o O + (L= 3) o (0 HE+QQ/H ﬁ+2/“
Bl L2
s ov (., ) |I?
s/m /HvllBl dt + (—+B2+z2) ||P0||iQ+||p1||%%_2L/‘ 5(& -
0 3 B;
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Si on prend o > 1 et L > 3 on aura particuliérement :

57,
y 2 L2]2 , ) ) )
g/K /||v||Bl dt + (—+5 +1 ) lpollT2 + [loalls -
0

Introduisons une nouvelle fonction

v (..s)||?
ot

+ (@ = 1) o (072 + (L= 3) o (-, 0]

0
d(x,t) = /p (x,7)dT.
t
D’aprés la définition de v (x,t) il vient :
v(z,t)=0(z,s) — 0 (x,t) et v(z,0)=0(z,s).

Ainsi I'inégalité (4.109)) devient :

v (..s)||?
ot

+ (@ = 1) 16 (2, 9) 32 + (L = 3) 18 ()5

1
B2

/W # (B0 802 ol + iy + [ 1o oty
0

D’autre part :

o (o, ) = 118 (2, 8) = & 2 8) 1By < 2 (18 (s 9)l1 3y + 18 (o, 003 )

D’ou :

s

oty e <2 [ (16 ()l + 16 )13 )
0

0

<256z )y + 2 [ 15 (o)1

S2TW@£W%+%/W@MN%ﬁ-

Moyennant cette derniére inégalité dans (4.110)) on aura :

v (.s)|I”
‘ 52 e DB @ -2 -3 5l
B;

L?? S
/K2 # (580l + ol + 2 16 . )y
0
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En particulier :

v (..s)||?
ot

‘ (L= 2T = 3) |15 (x, )13
B}
L 2, 72 s 2 2 2 s 2
< max (1, =+ B2+ K2 () + llpollze + lloallzy | +2 [ 116 (2, 0)[15 dt.
O O
2
+ (L —2T = 3) |16 (z, 9)|| %,

Ou encore :
‘ Bl

L2l2 ;
< max (1, — 8+ F) (/K2 () + llpoll 7= + plé;)
0

+2/ <||5(:c,t)||j§% + ' % Bl) dt.
v (..s)

0
‘ ot Bj

max(lLl +52+l2><8 )
<

K2
< | O+ Il Ll

2
TN (e /(HéxtHBl ‘ B)dt.

0
max (1 + 5%+ 12> T / ) )
= Tmin(L,(L—2T-3) P (min(l, (L—2T — 3))) /K2 O+ lleolzz + leallzy ) -
0

En particulier :

Cr =

v (..s)
ot

Ou :

2

+ 116 (2, 5)II%

v (..s)
ot

Le Lemme de Gronwall donne :

2

v (..s)
ot

2
+ 119 (2, 8) 53
B;

2

<G (/K2 (t) + llpollZ2 + 01235) -
B; 0

max (1 Ll + B2 + I
mmgl, (L— 2T — 3))) P (min 1, (sz 20 — 3))) '

v (..s)
ot
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C’est-a-dire :

(s s) =t (82 < Cr (+ o — @" 122 + o — w13 + / K (1) dt) .

Ceci achéve la preuve et justifie la dépendance continue de la solution par rapport aux

données initiales.

154



Bibliographie

[1] N. E. Benouar, N. I. Yurchuk, Mixed problem with an integral condition for parabolic

equations with the Bessel operator, Differents. Uravn., Vol. 27 (1991), 2094-2098.

[2] N. E. Benouar, A. Bouziani, Mixed problem with an integral condition for a third

order parabolic equation, Kobe.J. Math., Vol. 15 (1998), 47-58.

[3] N. E. Benouar, Problémes aux limites pour une classe d’équations composites, CR.

Acad. Sci.Paris, t, 319, Serie I, pp.953-958, (1994).

[4] A. Bouziani, On a class of nonclassical hyperbolic equations with nonlocal conditions.

J. Appl. Math. Stochastic. Anal (15) (2002),no0. 2, 135-153.

[5] A. Bouziani, On a class of nonlinear reaction-diffusion systems with nonlocal boun-

dary conditions. Abstract and Applied Analysis. 9 (2004), 793-813.

[6] A. Bouziani, Mixed problem with boundary integral conditions for a certain parabolic

equation, J. Appl. Math. Stochastic. Anal., Vol. 9 (1996), 323-330.

[7] A. Bouziani, Strong solution for a mixed problem with nonlocal condition for certain

pluriparabolic equations, Hiroshima Math. J., Vol. 27 (1997), 373-390.

[8] A. Bouziani, On a class of parbolic equations with nonlocal boundary condition,

Acad. Roy. Bel. Bull. Cl. Sa. (6) 10 (1999), n1-6, 61-77.

[9] A. Bouziani, On the quasi static fluxure of a thermoelastic rod, Commun. Appl. Anal.

6 (2002) nd, 549-568.

155



[10] A. Bouziani, Solution forte d’un probléme mixte avec une condition non locale pour

une classe d’équations paraboliques, Maghreb Math. Rev., Vol. 6 (1997), 1-17.

[11] A. Bouziani, On the solvabiity of a classof singular parabolic equations with nonlocal
boundary conditions in nonclassical function spaces. Internat. J. Math & Math. Sci.

30 (2002), 435-447.

[12] A. Bouziani, Initial boundary value problem with nonlocal condition for a viscosity

equation, Int. J. Math& math .Sci. 30 (2002), no 6, 327-338.

[13] A. Bouziani, On the solvability of parabolic and hyperbolic equations with a boundary

integral condition, Internat. J. Math & Math. Sci. 31 (2002), 201-213.

[14] A. Bouziani, N. E. Benouar, Probléme mixte avec conditions intégrales pour une
classe d’équations hyperboliques, Bulletin of the Belgian Mathematical Society Sim.

Stev., Vol. 31 (1996), 125-133.

[15] A. Bouziani, N. E. Benouar, Probléme mixte avec conditions intégrales pour une

classe d’équations paraboliques, C.R.A.S, Paris, Vol. 321, Série I, (1995) 1177-1182.

[16] A. Bouziani, T. S. Temsi, On a pseudohyperbolic equation with a nonlocal boundary

condition. Kobe Journal of Mathematics, 21 (2004), no. 1-2, 15-31.

[17] A. Bouziani, M. S. Temsi, On a Quasilinear pseudohyperbolic equations with a non-
local boundary condition. Int. Journal of Math. Analysis, Vol. 3, 2009, no. 3, 109 -

120.

[18] N. Boubida, Existence globale pour des systémes de reaction-diffusion avec controle

de masse, Ph. D. Thesis, Université de Rennes I, France, 1999.
[19] H. Brezis, Analyse fonctionnelle, Théorie et applications, Masson, Paris, 1987.

[20] J. R. Cannon, S. P. Esteva, J. Van Der Hoek, A Galerkin procedure for the diffusion
equation subject to the specification of mass, STAM J. Numer.Anal., Vol. 24 (1987),

499-551.

156



[21] J. R. Cannon, S. P. Esteva, J. Van Der Hoek, Diffusion subject to the specification

of mass, J. Math. Anal. Appl., Vol. 115 (1986), 517-529.

[22] M. Dehghan, A finite difference method for a nonlocal boundary value problem for

tow-dimensional heat equation, Appl. Math. Comput. 112 (2000), no 1, 133-142.

[23] R. Dautry, J. L. Lions, Analyse mathématique et calcul numérique pour les sciences

et les techniques, Masson, Paris,1988.
[24] S. Godounov, Equations de la physique mathématique, O.P.U., Alger, 1992.

[25] A. Haraux and A. Youkana, On a result of K- Masuda concerning reaction-diffusion

equations, Tohoku. Math. J. (2) 40 (1988), no 1, 159-163.

[26] S. L. Hollis, R. H. Martin and M. Pierre, Global existence and boundednes in reaction-

diffusion system, SIAM J. Math. Anal. 18(1987) no 3, 744-761.

[27] N. L. Ionkin, Solution of boundary value problem in heat conduction theory with non

local boundary conditions, Differentsial’'nye Uravneniya, Vol. 13 (1977), 294-304.

[28] N. I. Kamynin, A boundary value problem in the theory of the heat conduction with
non classical boundary condition, Th., Vychisl., Mat., Mat., Fiz., Vol. 43, (1964),

1006-1024.

[29] P. Krejic, J. Sprekels, Global solutions to a coupled parabolic-hyperbolic system with

hysteris in 1-D Magnetoelasticity.

[30] Ken Deng, Non existence of global solutions of a nonlinear hyperbolic system, Tran-

saction of the Americain Mathematical Society, V. 349 no 4 (1997) pp, 1685-1696.

[31] O. A. Ladyzhenskaya, The boundary value problems in mathematical physics,

Springer-Verlag, Vol. 49, 1985.

[32] O. A. Ladyzhenskaya,V. Solonnikov, Linear and quasilinear equations of parabolic

type, AMS Providence, 1968.

157



[33]

[34]

135]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

Y. Lin, Parabolic partial differential equation subject to nonlocal boundary condi-

tions, Ph.D. theses, Washington State University, Pullman, WA, 1988.

J. L. Lions, Quelques méthodes pour la résolution des problémes aux limites non

linéaires, Dunod, Paris, 1968.

J. L. Lions, E. Magenes, Problémes aux limites non homogénes et applications, Du-

nod, Paris, 1968.

Y. Lin, R. Tait, On a class of nonlocal parabolic boundary value problems, Inter. J.

Eng. Sci., Vol. 32 (1994) pp.395-407.

V. L. Makarov, D. T. Kulyev, Solution of a boundary-value problem for a quasilinear
parabolic equation with a nonclassical condition, Differents. Uravn., Vol. 21 (1985),

296-305.

R. H. Martin, M. Pierre, Nonlinear reaction-diffusion system, Nonlinear equations in
the Applied Sciences, Math. Sci. Engrg. Vol, 185, Academic Press, Massachusetts,

1982, pp. 363-398.

M. S. Moulay, L. Bougoffa, Generalized solutions to parabolic-hyperbolic equations,

EJDE, Vol 9 (2003), pp, 1-6.

S. Mesloub, A. Bouziani, Probléme mixte avec conditions aux limites intégrales pour
une classe d’équations paraboliques bidimensionnelles, Bull. Classe Sci., Acad. Roy.

Belgique, Vol. 9 (1998), 59-71.
V. Milkhilov, Equations aux dérivées Partielles, Editions de Moscou, 1982.

C. V. Pao, Dynamics of reaction-diffusion equations with nonlocal boundary condi-

tions, Quart. Appl. Math. 53 (1995), nol, 173-186.

C. V. Pao, Numerical solutions of reactions-diffusion equations with nonlocal boun-

dary conditions, J. Comput. appl. Math. 88 (1998), nol, 225-238.

158



[44] P. Shi, M. Shillor, K. Andreus and S. Wright, A parabolic system modelling the

thermoelastic contact of tow rods. Quart. Appl. math., Vol 53 (1995) pp. 53-68.

[45] P. Shi, Weak solution to an evolution problem with a nonlocal constraint, SIAM J.

Math.Anal., Vol. 24 (1993), 46-58.

[46] M. R.Spiegel, Analyse de Fourier et applications aux problémes de valeurs aux limites,

McGraw-Hill Inc, New York, 1974.

[47] 1. V. Suveika, Problems for an equation describing the propagation of disturbances

in viscous media, Differentsial'nye Uravn., Vol. 19 (1983), 337-347.

[48] V. Smirnov, Cours de Mathématiques Supérieures, Vol. 2 & 4, Editions de Moscou,

1984..

[49] A. Tikhonov, O. A. Samarskii, Equations de la physique mathématique, Editions de

Moscou, 1984.
[50] V.S. Vladimirov, Equations of mathematical physics, Mir Publishers, Moscow, 1984.

[51] N. I. Yurchuk, Mixed problem with an integral condition for certain parabolic equa-

tions, Differents. Uravn., Vol. 22 (1986), 2117-2126.

159



gadla
Al ol 4 ge ALl 02 b Can )

- S Taadl (o 5 3 a8 (o030 il (e A ) a3 (S Laail (o ek 4 Vobee Alen

il petusall Lol Y1 5 Agilan sl 3 sa o) Uil 2y iUl cilaad jiall ddac 5
fiia il

Lol L5 At 4a el W) s i (558 O 3l s (o (5305 a3 ey (o 18185 s
A Al 4 flla Cilaad Jiae (e s da

Gielizadl)
B2'(0,1), L2(0,T;B2*(0,1)),L%(0,T;L(0,1)),C(0, T:B,*(0,01)),C(0,T;L%(0,1)).
Résumé

Cette these est vouée a I'étude de systemes d'équations pseudo- paraboligues, pseudo-
hyperboliques et pseudo-par-hyperboliques semi-linéaires(ou quasi-linéaires ),avec
condition intégrale. Par des inégalités énergétiques, on a démontré 'existence, I'unicité et la
dépendance continue par rapport aux données.
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Pseudo- parabolique, pseudo- hyperboligue, solution classique, solution faible, dépendance
continue, semi- linéaire, condition intégrale, condition de Neumann, estimations a priori,
probléme approché.

Espaces
B,'(0,1), L2(0,T;B,*(0,1)),L%(0,T;L%(0,1)),C(0, T;B,*(0,01)),C(0,T;L%(0,1))

Abstract

This thesis is devoted to the study: system of equations of pseudo-parabolic, pseudo-
hyperbolic, and pseudo-Para-hyperbolic semilinear( or quasi-linear) with integral condition.
With inequality energetically we etablish unicity,existance, and continuous dependence.
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Pseudo-parabolic, pseudo-hyperbolic, classical solution weak solution, continuous
dependence, semi-linear, inequality energetically, approximation problem.
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