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Introduction

La théorie de I’élasticité fut la premiére théorie des milieux continus élaborée pour
décrire le comportement des milieux déformables que 1'on qualifie de ”solides” dans
le langage courant. Ces bases en furent posées au cours de la premiere moitié du
XIX-éme siecle notamment par CAUCHY, NAVIER, POISSON. Aujourd’hui encore,
cette théorie demeure la discipline de base de la mécanique des solides déformables
et elle ne cesse de se développer, tant son domaine d’application est vaste. Comme
étapes récentes dans ce développement, on peut citer I'établissement des formulations
variationnelles en contraintes et déplacements. L'utilisation de I'analyse convexe dans
Pétude des lois de comportement et 'analyse des problémes initiaux et aux Limites en
contraintes et déplaccments via les méthodes constructives de la théorie des équations
aux dérivées particlles. Dans les dernieres décennies, un grand intérct a ¢té porté a
I'étude des problemes de contact pour les matdériaux Clastiques on andlastiques. Ceet
est justific vu les applications possibles dans différents sectewrs d activité, notamment
dans 'industrie. La littérature concernant la modélisation, analyse et Vapproximation
numérigne des problemes de contact est extensive. Citons ici les travaux de Fichera 1.
Hlavacek et Necas [1], Kikuchi et Oden [1] ainsi Sofonea [3] concernant les problemes
de contact unilatéral sans frottement. Les problemes de contact avee frottement de
Coulonb ont ¢t¢ étudiés par de nombreux auteurs comme @ Duvaut [1], Coen [1].
Cocu, Pratt ot Raons [1] dans le cas de Pélasticité lindaire ot Toneseuw et Sofonea [2]
dans le cas du fluide de Bingham.

L7 analyse mathématique des problemes de contact devient encore plus délicate si on
considere la non-lincarit¢ de la loi constitutive. Des matérianx rigide-visco-plastiques
avee des lois de frottement spéeifiques ont ¢té dtudids par Toneseu 2] et Toneseu ot

Sofonea [‘_3] Des formulations variationnelles, des résultats d'existence of d unicité ont

v
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été obtenus par Amassad et Sofonea [1] dans le cas élastique-visco-plastique et par
Amassad, Shillor et Sofonea [1] dans le cas anélastique parfaitement plastique. Les
matériaux modelisés par une loi visco-€lastique non-linéaire avec divers types de frot-
tement ont été considérés par Rochdi, Shillor et Sofonea [1] et Amassad, Shillor et
Sofonea [2]. Bien évidemment, cette énumération n’est pas exhaustive.

Le but de cette theése est d’apporter une contribution a I'étude mathématique
de quelques problémes de contact avec ou sans frottement. Nous considérons des lois
de comportement non-linéaires pour des matériaux élastiques ou viscoplastiques avee
parametre (qui peut étre la température ou humidité). Les conditions awx limites
de contact considérées sont celles de Signorini (le cas sans frottement) ou Tresea (le
cas avee frottement). Les résultats obtenus sont des résultats d’existence et d'umicité
de la solution, dépendance de la solution par rapport au paramctre suivi par des
résultats sur le comportement, de la solution du probleme pénalisé. Dans 'étude de ces
problemes on utilise des méthodes standards des indéquations variationnelles elliptiques,
dos résultats de monotonie, de convexité, de compacité et wne technique de point fixe
dans les espaces de Banach.

L analyse variationnelle des problemes mécanigues ¢tudiés, nous permet de mettre
en ¢vidence e lien entre les différentes conditions aix limites de contact. Ainsi, le
probleme de contact sans frottement d'un corps ¢lastique avee une fondation rigide
est obtenu comme un cas limite du probleme de contact sans frottement dun corps
¢lastique avee une fondation déformable lorsque le senil d’effondrement de celle-ci tend
vers Finfin. Cette analyse nous permet anssi de faire le lien entre los ditférentes formu-
lations variationnelles du meme probleme méeanique, en démontrant que la solution
de La formulation variationnelle en déplacements est lide a la solution de la formulation
aariationnelle en contraintes par la loi de comportement.

Cette these se subdivise en quatre chapitres et une annexe. Elle est structwede de

la manicre suivante :



Dans le premier chapitre, nous rappelons les principes et les résultats essentiels de
la théorie des milieux continus. Nous présentons trois types de conditions aux limites
de contact avec ou sans frottement qui conduisent 3 trois problémes mécaniques :
probléme élastique de contact sans frottement, probléme de contact avec frottement

de Tresca et le probléme viscoplastique de contact sans frottement.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions le probléme de contact sans frottement
d’un corps élastique avec une base rigide. Les conditions aux limites de contact sont
celles de Signorini. Nous donnons, aprés avoir posé le probleme mécanique, deux for-
mulations variationnelles. En suite nous établissons un résultat d’existence et d’u-
nicit¢ pour chacune des deux formulations varitionnelles. On poursuit avee un résultat,
d’¢quivalence entre les deux précédentes formulations variationnelles et on étudie en-
suite la dépendance de la solution par rapport au parametre. Finalement, on introduit
une pénalisation sur les conditions aux limites de contact dans le probléme méecanique
de départ et on établit un résultat de convergence forte de la solution du probleme
pénalisé vers la solution faible du probléme initial.

Dans le troisicme chapitre nous étudions le probléme de contact bilatéral, avee
frottement, d'un corps élastique avee une fondation rigide, la loi de frottement con-
sidérée est celle de Tresea. D’une manicre analogue avee le chapitre 20 on propose
deux formulations variationnelles pour le probleme méeanique, on powrsuit avee un
résultat d’existence ot d'unicité pour chacune des deux formulations variationnelles.
On présente aussi I'équivalence de ces denx formulations variationnelles, on étudic en-
suite la dépendance de la solution par rapport an parametre ot on termine par I'étude
de la convergenee forte du probleme pénalisé vers la solution faible du problome initial,

Dans le quatricme chapitre, nous nous intéressons a Pétude quasi-statique d'un
probleme de contact sans frottement d'nun corps viscoplastique avee une fondation
rigide. Le contact est modelisé par les conditions de Signorini. Dans Uétude de oo

probléme, on suit les mémes étapes énoncdes dans les deux chapitres précédents.
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Dans I'annexe on présente quelques résultats classiques sur 'analyse non linéaire
dans les espaces de Hilbert ainsi que des rappels sur les espaces fonctionnels, qui ont

servi de pres ou de loin pour établir les résultats présentés dans ce travail.
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Notations

Si Q est un domaine de RY (N = 1,2, 3), on note par :

Q Padhérence de €.

r la frontiere de  supposée souvent réguliére.

I'i (¢ =1,3)  une partie de la frontiére I'.

mes ' la mesure de Lebesgue (N — 1) dimensionnelle de T';.

v la normale unitaire sortante a I'.

vy, les composantes normale et tangenticlle du champ vectoriel » défini
sur €2,

CHQ) I'espace des fonctions réelles contintunent. différentiables sur 2.

D(2) I'espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support

compact contenu dans €2,
D'(42) Fespace des distributions sur 2.
D = D()V.
D =D'(Q)N.
D = D()NV*N.
D = D)V
H = L*Q)N.
H o= LEQ)NY,
H, = H'({Q)V.
H, ={rrE77f | D/:‘rr(EH}.
H=(T) Pespace de Sobolev d'ordre } sur T,
Hr = H2(I)V.
H, = {f EHr|& =0 pp. s I‘}.

R I'ensemble des déplacements rigides.

vill



NOTATIONS
H™3(I) Pespace dual de H3(T").
A I'espace dual de Hp = H-3(T)V.
H! I’espace dual de H..
~: Hy — Hr lapplication trace pour les fonctions vectorielles.
z: Hr — H; linverse a droite de 'application trace ~.
¥:H; — Hf Papplication trace pour les fonctions tensorielles.
Z:Hp — H; Dinverse a droite de application trace 7.
S1 H est un espace de Hilbert et N € IN*, on utilise les notations suivantes :
HN Pespace défini par HY = {r =(z;) |a; €H, i= l,—N}
HN>N Pespace défini par H;VXN = {1' = (vy) |zwiy=a;; € H, i,J= TW}
(- )m le produit scalaire de H.
|« & la norme de H.
2H I'ensemble de toutes les parties de H.
H’ l'espace dual de H.
(- VHrwH le produit de dualité entre A/ ot H.
Ui la fonction indicatrice de ' € H.
L le sous-espace orthogonal de i
X, T la convergence forte de la suite (2,,) vers 'élément z dans H.
v, —— € Ll convergence faible de la suite (2,,) vers I'élément & dans H.
L(H) Fespace des applications lincaires et continues de A dans H.
St de plas [0, 7] i intervalle de temps, 2 € IN et 1< p <0 4~0, on note par
C(0.T).H) Pespace des fonctions continues sur [0, 7] dans AH.
cH([v,T),H) Pespace des fonetions continument dérivables sur [0, 7] dans H.
L ([0,T), H) Pespace des fonctions f fortement mesurables de J0. T dans H tell

T
que / Lf(t)|5dt < +00 avee les modifications usuclles si p = 4~
Jo

X

S
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|+ lop, & la norme de L?([0, 7], H).
Wk?([0,T),H) lespace de Sobolev de paramétres k et p.
L b o la norme de W*?([0, T, H).

Pour une fonction f, on note par

dom f le domaine de f.

f f les dérivées premiere et seconde de f par rapport au temps.
o:f la dérivée partielle de f par rapport a la 2éme composante z;.
Vf le gradient de f.

e(f) la partie symétrique du gradient de f = %(Vf + VTf)

Div f la divergence de f.

of le sous-différentiel (classique) de f.

St Hy ot Hy sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

L(H\. H>) I'espace des applications linéaires ot continues de Hy dans H,.

| N2y may 1o norme de £(Hy, Ha).

Autres notations :

lim inf la limite inféricwe.
1 ’ . N
S I'espace des tenseurs symdétriques du sccond ordre sur IR
. .. N
I~ le tenscur wdentité du second ordre sur Y™

le produit scalaire sur RY ot Sy.

O le zéro de RY et celui de Sx.
C une constante générique strictement. positive.
».p. presgue partout.

i
| -] la norm swr RY ot Sy,

tr A la trace du tensewur A.



Chapter 1

FORMULATION
MATHEMATIQUES DES

PROBLEMES AUX LIMITES

Dans cette partie nous rappelons les principes et les résultas essentiels de la théorie
des milienx continus dont nous anrons besoin et nous fixons les notations ¢l seront
utilisées. en donnant une idée de lenr signification physique. Ces rappels porteront sur
le tenseur des contraintes. le tensenr des déformations. les égnations de monvement
et les lois de comportement. De meme nous présentons ici les diftérents types de
conditions anx limites et notamment les conditions anx limites de contact avec o sans
frottement. Ceci nous permettera de formuler. a la fin de ce chapitre. les problemes
mécaniques qui feront 'objet de notre étude.

Pour plus de détails sur ces notions nous indiquons les travaix de Ciarlet [1]. Germain



et Muller [1], Cristescu [1],Cristescu et Suliciu [1], Ionescu et Sofonea [2]. Sofonea [2],

3].

1.1 Rappel de la mécanique des milieux continus

L’objet de la mécanique est 1’étude du mouvement des corps. Si ces corps sont
assimilés a des points il s’agit de mouvement de points matériels. Si les distances
relatives entre les points d'un méme corps sont constantes, il s’agit de mouvement de
corps rigides. Si ces distances varient, il s’agit de mouvement de corps déformables:
c’est l'objet de la mécanique des milieux continus. Dans la suite par milieu continu
nous comprendrons un corps qui occupe a chaque instant { un ouvert borné connexe
Q2 de RY (N =1,2,3), en respectant la continuité de la matiére (ni interpénétration
ni formation de cavités) dont les propriétés sont décrites par des fonctions continnes.

Un milien continn est composé de particules.

1.1.1 Géométrie de la déformation

Soit 1un corps déformable qui occupe a linstant 1 = 0. ouvert borné O de RY
(N=1,23). dont la frontiére I" est Lipchitzienne et a l'instant / > 0. l'onvert €, de
RN. Q s'appelle confignuration de référence on confignration non déformée dit corps.
Soit I une particile matérielle du corps et soit X = (.X;) les compousantes de la
position a l'instant { = 0 de I’ et & = (r;) les composantes de la position a I'instant
[ >0 de I’. Le mouvement dn milien continu est déterminé par la position conrante

x de chaque particule matérielle comme fonction de la position de référence X et du
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- temps t. C’est donc une famille de fonctions x (.,1) : @ x R, — R (N =1,2,3).

qui vérifie :

z(X,t)=x(X,t) =X +u(X,t) VX eQit>0.

Le champ u défini par (1.1) s’appelle champ des déplacements.

(1.1)

Nous supposons que pour chaque instant t > 0, ’application x (., t) est une application

continue, bijective et soit x~!(.,t) : ; — 2 son application réciproque donnée par

X =x""(x,t).

(1.2)

An mouvement y on associe le champ des vitesses et le champ des accélérations définis

respectivement par :

Nous introdnisons alors les notations snivantes :
F"'=Vxxy=Inx+11.
C=FIT=(Iy+H+ 10T+ HIT).

(=3 (C—1y).

on

(1.4)

V xx désigne le gradient de y par rapport anx coordonnées de la variable .Y,

H = VX Uu.

HT désigne la transposée de /1.



FTdésigne la transposée de F,
- Iy est la matrice unité d’ordre NV.

Les tenseurs F', C' et G définis précédemment s’appellent respectivement tenseur

gradient de la déformation, tenseur des dilatations (ou tenseur des déformations de

Cauchy ) et tenseur des déformations. En composantes, on a :

1 (Ou; | Ou;  Oup Ouy
G”"2(axj+axg+a& ax)'

On voit que le tenseur des déformations G s’exprime de fagon non-linéaire par rapport

aux composantes du vecteur de déplacement wu.

Nous nous intéréssons anx mouvements caractérisés par un vecteur de déplacement

w (X, 1) qui varie lentement avec X et par conséquent les dérivées partielles 2% sont

oX;
considérée petites c'est I'objet: de I'hypothese des petites transformations (H.P.T).

Dans ce cas les termes :—;—',‘;& : 3—?} sont négligés et 'expression de (7 se linéarise en = :
X; X,

5:%(H+lﬂ). (L.5)

En composantes on a :

o ()“1 ('911,;+Q7/Aj
Sij = ) = 2\0X;  IX, '

Le tenseur ¢ s’appelle le tenseur des déformations linéarisé. Sonvent. ponr marquer

la dépendance du champ des déformations = par rapport au champ des déplacements

© on va le noter < (u).



1.1.2 Tenseur des contraintes

Soit le systéme matériel soumis & des forces appliquées de volume [ (.,1) : Q, — RV
et de surface h : Iy — RY de la configuration déformée Q; et soit le champ de
vecteurs 7 (.,t) : 4 X ¥; — RV

ot By = {u e RV / |u| =1}.
Introduisons alors les notations suivantes.
Pour tout sous-domaine w; de ;, de frontiére Ow; et pour tout = € Ow, le vecteur
v (x,t) désigne la normale extérieure unitaire a w,en z; 7(z,v,t)da est la force

élémentaire de surface appliquée sur ’élément d’aire da; si € I'; on a

T (z,v,t)da = h(z,t)da.

€1

Fig.2.1, Systéeme de forces .



Le vecteur T (z,v,t) est appelé vecteur contrainte de Cauchy au point x. D’apres
le théoreme de Cauchy (cf. Ciarlet [1], ch.1) il vient que ce vecteur est linéaire par
rapport a v € X;; donc il existe un champ de tenseurs o (.,t) : , — My régulier

tel que

T(z,v,t) =0 (z,t)v Yz ey, t>0

ol My est 'espace des matrices carrées d’ordre NV x N.

En outre o est un champ symétrique :

o(z,t) =0T(a:,t) Ve e Q,ve s, t>0.

Le tenseur symétrique o (z,t) est appelé tenseur des contraintes de Cauchy au point
x € . La loi fondamentale de la mécanique, exprimant 1’équivalence du torseur des
forces extérieures et du torseur des accélérations pour un systéme quelconque conduit

anx équations de mouvement suivantes.

Divo + [ = pii dans Q,, t>0. (1.6)

ot p(.,1) : Q¢ — Ry est la densité de masse dans la configuration déformée Q; et
Div désigne 'opérateur divergence c’est-a-dire Divo = (%‘Lr,i) pour tout i,j=1.2.3 .
Les équations (1.6) sont valables dans la configuration déformée €, qui est elle méme
inconniie. Donc. les éqnations (1.6) ne penvent pas étre ntilisées telles quelles: d’on
la nécessité de lenr réécriture dans la configuration de référence .

On prouve que dans certaines hypothéses et avec un changement de notation (cf.

Ciarlet [1] ch.1) I'équation (1.6) devient
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Divo + f = pii  dans Q x [0, 7] (1.7)

ou cette fois-ci o, f et u sont des fonctions définies sur et [0, 7] est un intervalle de
temps. Dans le cas statique, c’est-a-dire i = 0, ou quasistatique (c’est -a-dire pii est

négligeable), les équations (1.7) deviennent

Divo+ f =0 dans Q x [0,7]. (1.8)

Dans la suite, on va appeler simplement (1.7) équation de mouvement et (1.8) équation
d’équilibre. En conclusion, dans la théorie linéaire les inconnues du probléme sont les
fonctions u et o qui satisfont a (1.7) dans le cas des processus dynamiques et (1.8)

dans le cas des processus statiques ou quasistatiques.

1.2 Lois de comportement

Soit N = 3. les équations (1.7) (dans le cas dynamique) on (1.8) (dans le cas statique
on quasistatique) constituent an total trois relations scalaires. Les fonctions incon-
nues sont au nombre de neuf: les trois composantes (u;) du champ de déplacement et
les six composantes (0;;) du tenseur des contraintes. Il est évident. a partir de cette
énumération. que du point de vite mathématiques. il est bien improbable qivavec trois
équations on puisse déterminer neuf fonctions. Du point de vue physique. il faut re-
marquer que les lois de conservation ennoncées sont des lois universelles. valables pour
tous les solides. Si donc les équations (1.7) on (1.8) obtenues a partir de ces lois suffi-

saient a déterminer toutes les inconnues. cela signifierait que sonmis a des conditions



identiques, les divers milieux continus auraient des comportements identiques. Ceci
est naturellement absurde. Les lois de conservation étant insuffisantes a elles seules
pour décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent étre complétées par
d’autres relations que ’on désigne sous le vocable de lois de comportement. Elles car-
actérisent le comportement de chaque type de milieu continu. Bien qu ’elles doivent
respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est souvent expérimentale et
c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour étabir une loi de
comportement. Une breve présentation de ces expériences sera faite dans la section
1.2.1. Il est a rappeller d'une maniére générale que les lois de comportement sont des
relations entre le tenseur des contraintes o et le tenseur des déformations ¢ et leur

dérivées temporelles 7 et &.

1.2.1 Essais classiques sur les solides

Considérons une barre de section S. de longueur ly a lagquelle on peut appliquer nne
force I = [7(t) & une extrémité tandis que l'autre extrémité est fixe. On mesure
I’allongement | = [ (¢) de la barre ot on définit la contrainte o et la déformation < par

les égalités :

On peut réaliser les éssais suivants :
1) Essai de chargement monotone (fig.3.1).
On augmente progressivement, la force F' et on mesure I; on calcnle o . = et on trace la

courbe de variation o = 0 (£); cet essal permet de mettre en évidence les phénomenes



— suivants:
a) La non-linéarité de la courbe 0 = o (¢).
b) L’adoucissement éventuelle (la non-monotonie de la courbe ¢ = o (¢) ).
c) La viscosité (en prenant € = c), on peut obtenir des courbes o = o (£) différentes,

ce qui met en évidence le role de ’echelle temps.

o c
""" /$ /\
AN
0 7 ¢ 0 >
) a) linéaire non - linéaire
c o
/\ N\

—

S .

g

O

b) durcissement adousissement
o

N £=100

/ e=10

v - g=1
c) ‘viscosite S
_ £=0,1

>

O

 Fig.3.1. Essai de chargement monotone.
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2) Essai de fluage (fig.3.2).

On commence par un essai de chargement monotone tel qu’a un instant ¢ (considéré
désormais I'instant t =0 )ona: 0 (0) =0 ,£(0) =go et F(0) = Fp .

On maintient la force F' constante au cours du temps. La contrainte o reste donc
constante pour ¢ > 0.

Généralement la déformation augmente avec le temps: c’est le fluage. Si cette
déformation reste limitée lorsque t — oo, on a coutume de dire que le milieu étudié
a un comportement de {ype solide. Par contre, si cette déformation n’est pas limitée

lorsque t — 00, on a la coutume de dire que le milieu étudié a un comportement de

type fluide.
(o) €
/\ /N
g . /”—'
N\
0 7! 0 D
| variation de la fluage limité -
contrainte type solide

Nt
(0] 4

fluage non-limité -
type fluide

Fig.3.2. Essai de fluage.
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3) Essai de relaxation (fig.3.3).

C’est I’essai dual du précédent .
On suppose qu’a l'instant ¢ = 0 on a 0 (0) = 09,c(0) = £ et on maintient la
déformation ¢ constante dans le temps. On constate généralement que les contraintes
o se relachent au cours du temps: c’est la relazation.
Si la relaxation est totale (c’est-a-dire lim o (t) = 0) on a coutume de dire que
le matériau étudié a un comportement de type fluide. Si par contre la relaxation
n’est pas totale (c’est-a-dire lim o (t) > 0 ), alors dans le corps restent en perma-
nence des contraintes résiduelles; on a coutume de dire que le matériau étudié a un

comportement de {ype solide.

€ o
/I\ I\
G
&
\
0o = 0 > !
variation de la relaxation totale -
deformation type fluide
(0)
I\
Cy \
6 \\-,--g
\\ l
0 4
contraintes residuelles
- type solide

Fig.3.3. Essai de relazation.
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4) Essai de charge-décharge (fig.3.4).

On augmente la force F' puis on la raméne a zéro. Cet essal permet de mettre
en évidence le comportement élastique ou anélastique (plastique) du corps. Si les
courbes de charge-décharge 0 = o () coincident, le milieu est élastique; dans le cas
contraire il est anélastique (plastique) et aprés décharge compleéte, il subsiste une
déformation résiduelle. Il est possible que I'anélasticité du matériau ne se manifeste
que lorsque la force F' (donc la contrainte o ) atteint un certain seuil; si ce senil
est fixe (indépendant de I’histoire de chargement ), le milieu est plastique parfait;
si ce seuil varie, il y a écrouissage: durcissement (ou écrouissage positif ) si le seuil

augmente et radoucissement (ou écrouissage négatif ) si le seuil diminue

- (o) le]
/N\ /N
\5.
O P 0 & } €
élastique anélastique (plastique)

P o (R -déformation régduclic)

I\ /[N

Oy / /
/ | V
o > £ 0

parfait_plastique ecrouissage
(Oy -seuil de plasticité)

ecrouissage
positif negatif

Fig.3.4. Essai de charge-décharge.
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1.2.2 Lois de comportement élastique dans le cas unidimen-

sionnel

Reprenons plus en détail I’expérience de chargement monotone décrite dans la section
précédente et considérons pour cela une tige métallique (acier doux par exemple)
soumise a une force de traction o et qui subit de ce fait un allongement relatif ¢ .
Dans un systeme de deux axes orthogonaux, portons € en abcisse et 0 en ordonnée
et tracons le graphe de la relation (g,0). Pour la plupart des métaux lorsque ¢
augmente a partir de zéro, o augmente et les points (g, ) décrivent un segment de
droite d’origine 0. Si on continue & augmenter ¢, la courbe décrite par les points (g, 7)
s'incurve a partir du point M. Le graphe de la relation (¢, 7) lorsque £ angmente est

donc constitué d'un segment de droite OM et d'un arc de conrbe A7 (voir fig.1.2).

Q

\Q

N/
m

Fig. 1.2. Comportement d’'une barre métallique en traction et en compression.
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Imaginons maintenat une expérience similaire en compression (c’est -a-dire pour
o < 0). Pour la plupart des métaux lorsque ¢, décroit a partir de zéro les points
(€,0), décrivent un segment de droite qui prolonge le segment OM. Si on continue 2
diminuer ¢, la courbe décrite par les points (g, ) s’incurve & partir du point M’. Le
graphe de la relation (g,0) en compression est donc constitué d’un segment de droite
OM' et d’un arc de courbe M'Z’ (voir fig. 1.2).
Ces expériences physiques constituent le point de départ pour obtenir des lois de
comportement élastique dans le cas unidimensionnel, car toute loi de comportement
doit modéliser le comportement des matériaux issu de ces essais.
a) Loi de comportement linéaire.

(C’est la loi de comportement donnée par

o=z (1.9)

qui exprime une dépendance linéaire dans la relation contrainte-déformation. La
constante [7 > 0 s’appelle module de Young. Le diagramme (=,0) dans ce cas est

représenté dans la figure 1.3.
5

[\
N

Fig. 1.8. Lot de comportement hindarre.



b) Loi de comportement linéaire par morceaux.
Supposons que la courbe (g,0) présentée dans la figure 1.2. soit symétrique par
rapport a 'origine et que les arcs M Z et M'Z’ soient des demi-droites. Dans ce cas

la relation contrainte-déformation est donnée par 'une des deux égalités suivantes.

Fe+ fB(s+¢g0) sie<—eo

0=19 Eeg silg]<ep (1.10)

Ee+[((c—e9) sie>egp

Ao+ (0 +09) sio< -0

=1{ Ao i lo| < oo (1.11)

] .
AU+;(U—(T()) sl 0 > 0y
\

on I > 0. /'I 7é 0. a¢ = IV=y. A= 7’- Jt= — (P 17) .
Soit maintenant Uintervalle K = {s € R /|s| < 59} et I’k : I — K Topératenr de

projection sur K. On a

—29 s1 = < —2g

I )K (

)
S—
I

1y

sl ‘fl S 20

=Y SI £ > 2y

et par conséquent la loi de comportement (1.10) prend la forme

o= 1ls+4+3(z— DPge) (1.12)

Il en est de meme powr la loi de comportement (1.11) qui prend la forme
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€= Acr—i——/l;(a— Pyo) (L.13)
ol K cette fois-ci est le convexe défini par K = {0 € R /|o| < 09} et Pk est 'opérateur
de projection sur K:
—0p si g < —0g

PK(U)zj o si|o| <o

L00 si o > 0y

Les diagrammes (g, 0) et (0,€) dans ce cas sont présentés dans la figure 1.4.

Q
m

N

F1g. 1.4. Lot de comportement linéaire par morceaus.

¢) Matériau a blocage.
Le type de "matérian a blocage ” a été introduit par Prager [1], qui en a formulé nne loi
de comportement graphique. Intuitivement ce matériau a wn comportement lineaire
tant que la déformation n’atteint pas un certain seuil. Lorsque ce seuil est atteint. les

contraintes peuvent augmenter sans engendrer de plus grandes déformations. Cette
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propriété se traduit par le fait que les arcs MZ et M'Z' de la figure 1.2. sont des
demi-droites verticales. En supposant une symétrie par rapport a 'origine la relation

contrainte-déformation pour un matériau & blocage se présente par la figure 1.5

o
I\
r4
N
M
—€ 0 !
Q | N e
! 7
| o
U
M
Zl

Fig. 1.5. Matériau d blocage.

Formulons dans la suite la loi de comportement d’un matériau a blocage. Puisque
le graphe ci-dessus possede des segments paralleles a I'axe (c. il est impossible de
décrire la dépendance contrainte-déformation par une loi de la forme o = [7(=).
Afin d’exprimer la contrainte @ en fonction de la déformation =. remarqgions e sur

Vintervalle [—&g, 20| cette dépendance est linéaire

o= e

7)\;\/‘03:,\8:5() (114)
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Sur la demi-droite M Z la contrainte croit indéfiniment tandis que la déformation

conserve la valeur constante € = g¢; il vient

oc=FEe+ A ,LA> 0= =g (1.15)

Sur la demi-droite M’Z’ la contrainte décroit indéfiniment tandis que la déformation

conserve la valeur constante £ = —¢g; il résulte :

o=Fes+ A A< 0=>e=—¢ (1.16)

On remarque facilement que les relations (1.14)-(1.16) peuvent étre écrites sous la

forme condensée

o =Fks+ A\ (1.17)

A(r—2) <0 VreR, || < sy

Soit maintenant le convexe K = {¢ € R /|¢| < z0}. Il résulte que

le] <o, A(T—2)<0 VT ER, |1|<co& )€ DUk (2).
on Ny représente le sous-différentiel de la fonction indicatrice ¥y (voir Annexe
(5.11)). Ceci nous permet de réécrire la loi de comportement d un matériau a blocage

(1.17) sons nne autre forme équivalente.

a e ]’;-f + (‘.)1[’]{ (f) . (118)
d)Loi de Hencky.

Considérons maintenant un matérian qui a un comportement élastique linéaire tant
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que la contrainte o n’atteint pas un certain seuil (0¢ en traction et —gy en com-
pression). Lorsque le seuil gg est atteint, la déformation £ augmente indéfiniment et
lorsque le seuil —0y est atteint ,le corps se comprime indéfiniment. Cette propriété
se traduit par le fait que les arcs M Z et M'Z’ de la figurel.2. sont des demi-droites
horizontales. La relation contrainte-déformation pour un matériau de ce type se
représente par le graphique de la figurel.6. Des considérations similaires aux con-
sidérations faites au point {c) nous ameénent a écrire la loi de comportement d'un tel

matériau sous l'une des deux formes équivalentes suivantes:

|”‘ < 0y

£ = Ao + A (1.19)

/\(T—U)SO VTER, 'T'Sﬁ()

s € Ao+ Oy (o) (1.20)

on K = {0 € R/|o| <y} et Oy est le sous-différentiel de la fonction indicatrice dn
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convexe K. La loi de comportement (1.20) ainsi obtenue s’appelle loi de Hencky.

A4

A
l

~Fig. 1.6. Loi de Hencky.

1.2.3 Lois de comportement élastique en dimension IN

Les lois de comportement pour les matériaux unidimensionnels présentées dans la
section précédente, peuvent se généraliser dans le cas bidimensionnel ou tridimension-
nel. Soit dans la suite un corps matériel occupant 'ouvert borné connexe Q C RV
(N = 1,2,3) et soient ¢ et ¢ respectivement le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations en un point z € 2. En outre on peut considérer les lois suivantes,
valables partout dans 2:

a) Loi de comportement linéaire.

C’est la loi de comportement de la forme



o=E&c (0ij = Eijknern) (1.21)

ou & = (&jjkn) est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes &;jxn, s'appellent
coefficients d’élasticité, elles sont indépendantes du tenseur des déformations €. Dans
le cas non-homogene les coefficients &;;xn, dépendent du point z € 2 et dans le cas
homogene &;jxp,, sont des constantes.

Placons-nous dans la suite dans le cas homogéne. Dans la théorie d’élasticité linéaire

£ est un tenseur symétrique et positivement défini c’est-a-dire

(a) ngTg = TISTQ VT],TQ &€ Sy
(1.22)

(b) Ja > 0 tel que E77 > alr|®> Vr € Sy

La condition de symétrie (1.22.a) est équivalente aux égalités suivantes.

Eijkn = Exnij = Eijnk

ce qui, dans le cas N = 3, réduit a 21 le nombre de coefficients d’élasticité indépendants
qui définissent le tenseur £. La condition (1.22.b) est dite également condition
d’éllipticité et elle entraine l'inversibilité du tenseur &£ par consséquent (1.21) est

équivalente a

c=E&""o (1.23)

ott £71 est l'inverse du tenseur £.
Remarquons enfin que les propriétés (1.22) sur le tenseur £ entrainent des propriétés

similaires sur le tenseur £,
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Plagons-nous maintenant dans le cas tridimensionnel (N = 3). Dans la théorie
classique d’élasticité on n’envisage pas les matériaux élastiques linéaires en toute
généralité mais on considére des cas avec différentes symétries matérielles qui réduisent
le nombre des coefficients distincts intervenants dans la loi de comportement (1.21).
Ainsi on peut prouver que dans le cas homogene et isotrope (c’est-a-dire le cas ou
"toutes les directions autour d’un point sont matériellement équivalentes”) les co-

efficients &1, sont donnés par (voir Germain et Muler [1] p 108 ou Ciarlet [1] p

95)

Eijkn = A0ii0kn + 1 (6ix0jn + 6inbjx) (1.24)

olt les scalaires A, i1 sont les coeflicients de Lamé et §;; est le symbole de Kronecker.
Les formules (1.24) s’obtiennent en imposant que la loi de comportement (1.21) ait
la méme expression dans tout repére orthonormé ou. en termes plus précis. que le
tenseur &£ ait les mémes composantes dans tout repéere orthonormé. En ce sens. tontes
les directions antour d’'un point sont bien matériellement équivalentes. En utilisant

(1.24) la relation (1.21) devient

o= A(tre) I3+ 2us (1.25)

d’on, par passage a la trace il résulte

tro = (3A + 2u) tre (1.26)

de sorte que la relation inverse de (1.25) est
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1 A

"7 2" T BN+ 2m)

(tro) Is (1.27)

ou tro et tre désignent respectivement la trace du tenseur o et du tenseur €. On pose

fréquemment :
3+ 2pu E_u(3p,+2/\) A

y=— (1.28)

K
3 Adp 2(A+p)

Les constantes K, E et v s’appellent respectivement module de rigidité a la compres-

sion, module de Young et coeflicient de Poisson. On obtient :

v A
E 20" E 2u(3X+ 2u)

Donc (1.27) devient :

1+v v
£=—% U—E(tr(f)[g

En faisant appel a I'intuition physique la plus immédiate, on peut "limiter” les valeurs
numériques possibles pour les coefficients de tout matériau élastique. homogene et
isotrope "réel”. Ainsi en imaginant trois expériences "idéales”, on peut prouver que
A > 0et > 0 (voir Ciarlet [1] p. 54-62) et d’apreés (1.28) il vient K > 0. F > 0 et
O<rv< %

b) Loi de comportement linéaire par morceaux.

C’est la loi de comportement qui généralise (1.10) et (1.11). Pour la présenter. con-

sidérons les hypotheéses suivantes.

€ : Sy — Sy est un tenseur symétrique et positivement défini. (1.29)



K est un convexe fermé de Sy tel que Oy € K, (1.30)

B>0. (1.31)

La variante en dimension N de la loi de comportement (1.12) ou (1.10) est

o =&+ B (e — Pke) (1.32)

on Px : Sy — Sy désigne l'opérateur de projection sur K.

Puisque € = Pge < ¢ € K, on remarque que pour les déformations ¢ € K, (1.32)
se réduit a la loi de comportement linéaire 0 = £¢; par contre lorsque < ¢ K, (1.32)
exprime une dépendance non-linéaire entre le tenseur des déformations ¢ et le tenseur
des contraintes a.

Le convexe K peut etre défini par 1'égalité

K ={s€Sx/I(s) <0} (1.33)

oit /7 est une fonction numérique, définie sur Sy. continue. convexe et telle que

F'(On) < 0. Des exemples classiques penvent étre obtenns en prenant :

1 ‘
Fe)==c". P k2 (1.34)
I'(2) = max |g; — 5| — K. (1.35)
.j=1,



F(e) =~ (tre + k2) ,

F(e) = inf (e: - k7).

i=1,N

(1.36)

(1.37)

ot €P désigne le déviateur de ¢, &; désignent les valeurs propres du tenseur symétrique

€, tre est la trace du tenseur € et k > 0 est une constante donnée.

En ce qui concerne la loi de comportement (1.11), en utilisant (1.13), elle peut étre

généralisée au cas N-dimensionnel par :

™
Il
n~

o+ — (0 — Pxo)

on

A : Sy — Sy est un tenseur symétrique positivement défini.

K est un convexe fermé de Sy tel que U € K.

> 0.

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(L41)

Dans (1.38) 1’ désigne 'opératenr de projection sur K. Pour définir A on peut

utiliser (1.33) ol la fonction I est définie par I'une des formules (1.34)-(1.37). en

remplagant < par 0. D’apres (1.38) on remarque que pour les contraintes € K on a

c = Ao c'est-a-dire nune dépendance linéaire entre la déformation = et la contrainte o:
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par contre pour 0 ¢ K, (1.38) exprime une dépendance non-linéaire entre les tenseurs
ogete.

Remarquons enfin que, sous les hypothéses (1.31) et (1.41), les modeles (1.32) et
(1.38) ne sont pas équivalents. En effet placons-nous pour simplifier dans le cas
unidimensionnel (1.10) et (1.11) avec 8 € |—-E,0[U]0,+oo[. Si B > 0 on obtient
u < 0etsi —F < <0 on obtient: g > 0. Par conséquent, les deux conditions
(1.31) et (1.41) sont complémentaires I'une de I’autre.

c) Matériau a blocage.

La loi de comportement (1.18) peut étre généralisée de la maniére suivante.

Soit £ : Sy — Sy un tenseur symétrique et positivement défini et K un convexe
fermé de Sy tel que Oy € K; soit également 1k la fonction indicatrice du convexe K

et Ny son sous-différentiel; on prend

g€ €+ Mg (). (1.42)

(est la loi de comportement d’'un matérian a blocage en dimension N. La loi de
comportement. (1.42) entraine que £ € K c'est-a-dire la déformation = se trouve
toujours dans le convexe K. Si £ se tronve a l'intérienr de K. il résulte Qv (=) = {Ov }
done (1.42) exprime nne dépendance linéaire entre la contrainte o et la déformation
= par contre. si < est sur la frontiere de /. des contraintes supplémentaires penvent

apparaitre dans le corps :

a7=~Es+ )\

ol



)\ c 6’(/1}( (E)

c’est-a-dire

A(T—€e)<0 VreK.

d) Loi de Hencky.
D’une maniére analogue, la loi unidimensionnelle de Hencky (1.20) se généralise en

plusieurs dimensions sous la forme suivante.

€ € As + Ok (0) (1.43)

on A : Sy —> Sy est un tenseur symétrique et positivement défini et 1y est la
fonction indicatrice d'un convexe fermé K tel que Oy € K.

Comme dans le cas d'un matériau a blocage on a les commentaires suivants.

puisque g est sous-différentiable en . il vient ¢ € K c’est-a-dire la contrainte
se tronve tonjours dans le convexe K. Si 0 se trouve a l'intérienr de K. il résulte
Nk (o) = {0y} done (1.43) exprime nne dépendance linéaire entre la contrainte et la
déformation: par contre si o est sur la frontiere de K. des déformations supplémentaires

peuvent apparaitre dans le corps :

c=Ao + A

A€ Ny (o)
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c'est-a-dire

A-(r—0)<0 VreKkK.

Remarque 1.1. Dans le deuxiéme et troisiéme chapitre de cette thése nous allons

considérer des lois de comportement élastiques de la forme

o= F(0)

ou F' est une fonction constitutive non-linéaire et # est un parametre donné.

Du point de vue physique 6 peut représenter la température, I’humidité mais aussi
'intensité du champ magnétique, la densité des distortions, 1'état d’endommagement
du matérian ou tont autre parametre qui peut influencer sur les propriétés mécaniques
du matérian.

Du point de viie mathématique et par souci de généraliser nous considérons ) une
fonction & valeurs vectorielles, c'est-a-dire 0 :  — RM on A/ € N.

Il est clair que la loi de comportement linéaire (1.21) est de la forme o = ["(<.0)
si le tenseur d’'élasticité £ dépend du parametre ). Il en est de meéme ponr la loi
de comportement linéaire par morceaux (1.32) si £. 3 et K dépendent de ). Par
conséquent les résultats que nous allons obtenir dans ces denx chapitres s appliquent
an moins pour ces denx exemples.

La présence de la température dans les lois de comportement en tant que parametre
est une hypothese simplificatrice, utilisée par plusieurs autenrs : Sofonea [1]. Ionescn
et Sofonea [2] p92-93 et la liste peut continuer. Certains antenrs (Cristescit et Sulicin

(1] p84) mettent en évidence la dépendance de certains coefficients dans la loi de
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comportement par rapport a la température. Cette dépendance est évoquée aussi
dans Duvaut et Lions [1] p11.

La considération des lois de comportement élastique (1.42) (matériau & blocage) et
(1.43) (loi de Hencky) souléve des difficultés supplémentaires, vu le fait que ces lois ne
sont pas univoques. L’étude des problémes aux limites liés & ces lois de comportement
ne fera pas l'objet de cette présentation. Pour plus de détails sur ce sujet voir par

exemple Panagiotopoulos [1], Sofonea [3] et Burguera [1].

1.2.4 Lois de comportement viscoplastique

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que pour certains matériaux élastiques

la loi de comportement est de la forme

g=1(c) (1.44)

on [ est nne application linéaire on non-linéaire. Cette loi pent modeler les propriétés
de chargement monotone: linéarité on non-linéarité de la cowbe o = [ (<) (snivant
que I est linéaire on non). durcissement ou adoucissement de la conrbe 0 = [7(<)
(suivant que F' est monotone on non). Par contre, ni le flnage. ni la relaxation ne
peuvent etre décrits par la loi de comportement (1.44) comme le montre les con-
sidérations ci-dessons.

Soit a t = 0,0 (0) = 09, (0) = =¢ et soit également < (1) = =, VI > 0. Alors la loi
(1.44) entraine que a (t) = I'(c) = I'(s9) = 0¢; par conséquent. le phénomene de

relaxation n'est pas décrit par cette loi. D’on la nécessité d'introduire d'antres lois
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de comportement; par exemple les lois de comportement viscoplastique de la forme

6d=E+G(o,¢€). (1.45)

da

oug =35, €= % et £ est un tenseur d’ordre quatre et G est une fonction constitutive

donnée. On peut aussi prendre en considération les lois de comportement de la forme

dg=E()+G(o,¢). (1.46)
ou & est une fonction non-linéaire.
Dans certaines situations, on peut prendre en considération la dépendance des fonc-

tions £ et (G d’un parametre k (la température ou une variable d’état); on peut donc

considérer au lieu de (1.45). le cas suivant.

a=E&Ek)e(u)+G (0,5, k). (1.47)

on k est un paramétre de RM (M € N ).
Si k est une variable interne d’état. on complete (1.47) par nne égnation d’évolution

de la forme

kF=g(o,2.k). (1.48)

On suppose tonjours qiie € est un tenseur inversible donc & et < jouent des roles

symétriques dans 1'équation (1.45); plus précisément (1.45) équivant a

:=E5+ G (0,2) (1.49)
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oit £ = £~ est I'inverse de £ et G = —£-1G (0, ¢).
L’équation mathématique (1.49) met en évidence une décomposition additive du

tenseur € :

é=¢F 4 eV (1.50)

ou

P =Eq, N =G(o,e). (1.51)

La partie ¢¥ s’appelle la partie élastique (reversible) du tenseur ¢ tandis que £V la
partie anélasique (irréversible) du tenseur £.

Dans le cas on la fonction (G est de la forme

G (0,2) = —k(0 —F(2)) (1.52)

on k > 0 est le coeflicient de viscosité et F' nne fonction constitutive. alors la loi de
comportement (1.45) est. dite wiscodlastique.

Supposons maintenant que ( = 0 et a l'instant { = 0 on a: a(0) = =(0) = O:
alors la relation (1.45) devient aprés intégration o = £<. donc la loi constitutive de
I'élasticité linéaire présentée dans le paragraphe précédent. De ce point de vue. la loi
viscoplastique (1.45) se présente comme une”’ perturbation” de la loi élastique (1.21).
perturbation réalisée par le terme non-linéaire (7 (0, <).

Nous présentons maintenant quelques exemples de lois viscoplastiques de la forme

(1.45), dans le cas unidimensionnel. c’est-a-dire



o =FEé+G(o,¢). (1.53)

ou F est le module de Young et 0,6 : Ry, — Ret G:R2 — R .
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Exemple 1 (modéle de Maxwell).

Si on prend G (0,e) = —0, dans (1.53) alors on obtient :
0= FE¢é—o. (1.54)

C’est un modele viscoélastique (k = 1 et F' = 0 dans (1.52) ). Il est capable de décrire
des phénomenes de fluage et de relaxation. En effet; si on prend o (1) = 0y,Vt > 0

dans (1.54) on obtient:

donc € (t) = %t + &g ot g = £(0). C’est-a-dire on a I'accroissement en temps de la

déformation (fluage). Egalement si on prend ¢ (t) = g9, V¢ > 0 dans (1.54) on obtient

d’olt o (l) = opexp™ olt 09 = ¢(0). On obtient la décroissance en temps de la
contrainte (relaxation). Les deux expériences décrites ci-dessous sont présentées en
figure3.5. Suite a la terminologie au paragraphe 1.2.1 le milieu continu décrit par

I’équation de Maxwell (1.54) est du type fluide (les déformations ne sont pas limitées

dans le fluage, la relaxation de la contrainte est totale).

4%*&) o

&

o()=0cyc-t

Fig. 3.5. Modéle de Mazwell .
a) fluage  b) relazation
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Exemple 2 (modele de Sokolowski ).
On prend dans (1.53) :
0 si|o|<Lay

G (o,e) = (1.55)
— (sgn o) F (lo| —ay) si |o] >0y

ou o, est une constante strictement poitive appelée seuil de plasticité, sgno est le
signede 0 (sgn o =1sio >0et sgno = —-1sio <0)et F: R, — R est
une fonction réguliere satisfaisant & F'(0) = 0, F(r) > 0 Vr € R,;. D’habitude
on considére F (r) = kEr ou k > 0 est un coefficient de viscosité et E > 0 est le
module de Young. Le modéle de Sokolowski peut décrire des phénomenes de fluage,
de relaxation et également d’anélasticité comme on peut voir dans ce qui suit:

(1) Si & l'instant t = 0 on a 0 (0) = gg > 0y, €(0) = ¢ et 7 (t) = g pour tout t > 0
alors (1.53) (ot G est donnée par (1.55) ) implique

Glonst) _ Ly - q,)

() =— 5 =5

done £ (t) = £ (99 — 0y) t + 20, ¥t > 0.
On obtient nn accroissement. en temps de la déformation (fluage). Les déformations
ne sont, pas limitées en temps (voir fig.3.6.a).
(ii) Si a l'instant ¢t =0 on a

a(t)y=09>0, =(0)=coet=s(l)=25 ¥YI>0.
alors (1.53) (on (¢ est donnée par (1.55) ) impligue

a(t)=G (o (t),c0) = —F(o(t)—0,) <0,

donc o est décroissante en temps (relaxation); on obtient facilement que o (1) > a,.

pour tout ¢ > 0. Donc la relaxation nest pas totale (voir fig.3.6.1).
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- (iii) Dans le domaine |o| < 0, la loi de comportement (1.53) (ot (7 est donnée par
(1.55) ) est élastique (¢ = E% ).
Par conséquent la courbe 0 = F'(g), pour un essai de charge-décharge dans lequel ¢
dépasse la valeur g, et qui commence & ’état o (0) = £ (0) = 0 a la forme de la figure
3.6.c, qui met en évidence la déformation résiduelle e® (anélastique).
On remarque également que le modéle de Sokolowski décrit une plasticité parfaite car
les déformations anélastiques ne se manifestent que lorsque la contrainte o atteint. le

seuil fixe o, (ou —a,, lorsqu’il s’agit d’une compression).
Y k7B q

€ ag c
/N N /N
Co
&t) = Rog-oyX +
. oo oy //7 }
N ¢ N } )
- l / ;
. 0 V4 0 4 0 - ) £
a) b) ¢)
Fig. 3.6. Modéle de Sokolowski .
a) fluage b) relazation ¢) aenélasticité

— Remarcquons enfin que les notions “ype fluide” et “{ype solide” ne sont pas
d’intersection vide comme le montre 'exemple de Sokololowski ci-dessus: le modele
est de type solide puisque dans un essai de relaxation il n’y a pas relaxation totale
des contraintes et il est également du type fluide puisque dans un essai de flnage les

déformations ne sont pas bornées.
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Exemple 3 (voir Cristescu et Suliciu [1], p 34).

On prend dans (1.53):

—kiF1(0 - f(e)) sio>f(e)

G(o,e)=4 0 sig(e)<o<fle) (1.56)

L koFy(g(e) — o) sio <gl(e)
ou ki, ks sont des coefficients de viscosité, Fy,Fy : Ry — R sont des fonctions

réguliéres satisfaisant a

Fi(r),Fy(r) >0, Fj(r),F5(r) >0 Yr >0et f,g : R —> R sont des fonctions
réguliéres telles que

) >g(e), f(0)>0>g(0)et () <0, E>g(c)20et ["(c) <O,
g'(e) >0 VeeR. (voir fig.3.7).

(M

/N

— ¢ =1(g)

| —

/

D={ 6.9 | ge)<o<fe))

Fig. 3.7. Modéle de Uezemple 3.

D = ensemble des états élastiques.

En utilisant la méme méthode que dans l'exemple 1 on peut voir que le modele

(1.53) (ot (i est donnée par (1.56) ) peut aussi décrire les phénomeénes de fluage, de
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relaxation et d’anélasticité.
Les états (0,e) € R? tels que g(¢) < 0 < f(g) sont des états de comportement
élastique c’est-a-dire des états autour desquels la loi de comportement (1.53) (ou G
est donnée par (1.56) ) prend la forme 0 = Ee + c oll ¢ est une constante. Par contre
les états (0,c) € R? tels que 0 > f () ou g(g) > o sont des états de comportement
plastique, car tout processus de charge-décharge passant par ces points ameéne des
déformations résiduelles (plastiques).
Remarquons aussi que le seuil en contrainte pour lequel 'anélasticité du matériau
se manifeste est variable ( 0 = f(g) ou 0 = g(g) ), donc il s’agit d'un modele de
plasticité avec écrouissage.
Enfin signalons aussi le fait que I’éxemple 3 généralise aussi 'exemple 2 : pour k; = ks,
Fi=F="F f(=0,.9(c)=-0, VeeR larelation (1.56) se réduit a (1.55).
Exemple 4 (viscoplasticité de type Perzyna (voir aussi Duvaut-Lions [1] p 233)).
On prend dans (1.49) :

) - 1
G (0,2) =G (o) = Z(n— )

ont it > 0 est un coefficient de viscosité, K est un convexe fermé tel gque U3 € K et

Py : Sy — K est U'opérateur de projection sur K. En utilisant (1.51) on obtient

. 1 -
AN — ((" — 1)1"(7). (J.Ol)
24
et comme ¢ = [ko si et senlement si 0 € Pg. il résulte que les déformations

anélastiques ne se manifestent que pour les états de contraintes qui n'apprtiennent

pas au convexe . Ce convexe est d’habitude défini par 1'égalité

K={0€8,/F(c)<0)} (1.58)
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ou F': S35 — R est une fonction convexe, continue, telle que F'(03) < 0. L'équation
F (o) = 0 définit le critére de plasticité car d’apres (1.57) et (1.58) la surface définie
dans l’epace des contraintes par cette équation sépare la région de comportement
élastique de la région de comportement plastique (¢4 = 0 <= F (¢) = 0).

Des exemples classiques des critéres de plasticité peuvent étre obtenus en prenant :

1
F(o)= EODUD —k?, (1.59)
F(o) = may, {0~ o3}~ K, (160
F (0) = max {|20y — 0 — 03] ,|202 — 01 — 03], |203 — 01 — 09|} — k*. (1.61)

on

(7”

=0 — 3 (tra) I3 est le déviateur de 0.
a; sont les valeurs propres de a,
k est une constante strictement positive (limite de plasticité).

Remarque 1.2. Dans le quatriéme chapitre de cette thése non nous intéréssons

anx matériaux viscoplastiques, ayant une loi de comportement de la forme

b =E 4G (0,2,0)

ot £ et (7 sont des fonctions constitutives données et 0 est un parametre donné qui
peut etre la température, 'humidité. la densité des distortions. I'état d'endommagement

dit matérian on tont autre parameétre qui pent influencer sur les propriétés mécaniques

du matériau.
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1.3 Conditions aux limites

Afin de compléter le modéle mathématique qui décrit I’évolution d’un milieu continu,
donné par ’équation de mouvement (1.7) (ou bien par I’équation d’équilibre (1.8)) et
la loi de comportement, il faut encore préciser les conditions aux limites. Les princi-
paux types de conditions aux limites étudiées dans cette thése sont les conditions aux
limites de déplacement-traction, les conditions aux limites de contact sans frottement

et les conditions aux limites de contact avec frottement.

1.3.1 Conditions aux limites de déplacement-traction

Soit 2 C RY (N =1,2,3) le domaine régulier occupé par le corps, I' la frontiére de

Q et v le vecteur normale unitaire extérieur a I'. Soit également I' = TLurl, .

Fig. 2.1. Partition de la frontiére I’
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Nous considérons les conditions aux limites suivantes.

u=g surl (1.62)

ov=h sur . (1.63)

La condition (1.62) est appelée condition aux limites de déplacement; sa significa-
tion consiste en ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie I'y de sa
frontiere I, la fonction g étant une donnée du probléeme (par exemple, si g = 0 le
solide est encastré sur la portion I'y de sa frontiére I'). La condition (1.63) est appelée
condition aux limites de traction; sa signification consiste en ce que le vecteur des
contraintes de Cauchy ov est imposé sur la partie I'y de la frontiére I et h représente
la densité des forces appliquées de surface et constituent une donnée du probleme.

Si Ty = 0 le probléme aux limites est un probléme de traction pure et si I'y = ) le
probléme aux limites est un probléme de déplacement pur. Si les parties I'y et I'y de la
frontiére I" sont toutes les deux de mesure de Lebesgue (/N — 1) dimensionnelle stricte-
ment positive, le probleme considéré est un probléeme mixte déplacement-traction.

Le probleme de déplacement pur ne correspond pas a une situation trés courante
puisque, lorsque le déplacement est imposé sur la totalité de la frontiere. le solide
érudié est entierement encastré dans une structure plus grande. Les problemes de
traction pure correspondent a des situations réelles (considérer par exemple un ballon.

ou un sous-marin plongé dans la mer). Les problémes mixtes déplacement-traction
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sont rencontrés plus fréquemment dans les applications pratiques bien q'’ils soient

loin de couvrir toutes les situations réelles.

1.3.2 Conditions aux limites de contact sans frottement

Considérons maintenant un autre type de conditions aux limites.

Supposons que la frontiére I" de ) soit partagée en trois morceaux disjoints deux &

deux :

=T UT;UT,

Sur les portions I'y et I'y nous imposons les conditions aux limites de déplacement-
traction (1.62)-(1.63) c’est-a-dire le champ des déplacements u est connu sur I’y et le
vecteur de contrainte de Cauchy ov est connu sur I'y. Pour simplifier nous prenons
= 0 dans (1.62) c’est-a-dire la frontiere I'iest fixée. Nous supposons que le corps
élastique  est en contact avec une base rigide S sur la partie I'3 de sa frontiére.
Par conséquent, le mouvement des particules matérielles de I's est restreint par la
présence de cet obstacle.
Soit u,, = u-v la composante du déplacement u dans la direction de v. Nous supposons
que le contact entre le corps élastique (2 et la base rigide S se produit sans frottement
c’est-a-dire que les mouvements tangentiels sont libres.
Puisque S est une base rigide, elle ne subira pas de déformations, donc le corps {2 ne
pourra pas la pénétrer; cette propriété se traduit mathématiquement par l'inégalité

suivante.
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u,=u-v<0 surl}j. (1.64)

Pour les points de I'; tels que u, < 0, il n’existe pas de contact entre le corps {2 et la
base rigide S, donc le vecteur de contrainte de Cauchy ov s’annule. Par conséquent
en dénotant par 0, et o, les composantes normales et tangentielles de ce vecteur on

a:

t,<0=0,=0, 0,=0 surls. (1.65)

Pour les points de I'; tels que u,, = 0, le contact entre ) et S se produit, la base rigide
S exerce une pression —a, suivant la direction de la normale v et orientée vers {2; on

a

u, =0=0,<0, 0,=0 surl};. (1.66)

Pour résumer, les conditions de contact (1.64)-(1.66) s'écrivent d’une maniere con-

densée de la facon suivante.

u, <0, 0,<0, 0,=0, o,u, =0 surTls. (1.67)

Les problemes élastiques comprenant des conditions aux limites de la forme (1.67)

sont appelés problemes de Signorini.
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1.3.3 Conditions aux limites de contact avec frottement

Nous considérons un corps élastique dont les particules matérielles remplissent un
domaine Q borné de RV (N=1,2,3) et dont la frontiére I', supposée étre réguliere
est divisée en trois parties disjointes I'y, ', et I';. Nous supposons que le champ des
déplacements u s’annule sur I'y, que des tractions données h agissent sur I'y et que
sur I'; le solide est en contact bilatéral avec une fondation rigide S et que le contact
a lieu avec frottement.

Nous modelisons le frottement avec la variante statique de la loi de Tresca. Sous ces

hypotheses les conditions aux limites s’écrivent de la maniére suivante.

u=0 surl} (1.68)

ov=~h surly (1.69)

u, =0, lo|<g
los] <g=u,=0 b sur ['3. (1.70)

lo-| =g =>3X >0 tel que 0, = —Au,

/

Dans (1.70), u, dénote le déplacement normal, u, le déplacement tangentiel, o,
représente la force de frottement tandis que ¢ est le seuil de glissement.

La condition u, = 0 traduit le fait que le contact est bilatéral et donc le corps ne
décole pas de la fondation.

L’inégalité |o,| < g montre que la force de frottement. o, est bornée par une valeur
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g fixe. Quand on a l'inégalité stricte |o,| < g le glissement n’est pas possible et par
conséquent les déplacements tangentielles sont nulles. Dans ces points le corps adhere
a la fondation. Lorsque |o,| = g le glissement est possible. Dans ces points le corps
peut glisser sur la fondation et la force de frottement s’oppose au glissement.

La loi de frottement présentée dans (1.70) est une loi statique. Bien que limitée du
point de vue physique, cette loi constitue une premiére approximation pour d’autres
lois plus réalistes, o1 on remplace le déplacement tangentiel par la vitesse tangentielle.
Sous la forme (1.70) la loi de Tresca a été considéré dans plusieurs publications, voir
par exemple Duvaut et Lions [1], Panagiotopoulos [1], Han [1].

Nous remarquons aussi bien que la loi (1.70) est caractérisée par un seuil de glissement
fixe. D’autres lois de frottement, plus réalistes, prennent en considération un seuil
de frottement variable. C’est le cas de la loi de Coulomb, considérée par exemple en

Cocu [1], Rochdi, Shilllor et Sofonea [1], Drabla et Sofonea [1].

1.4 Formulation des problemes

L’évolution d'un corps déformable sous I'action des efforts extérieurs est modélisée
mathématiquement par un systéme d’équations aux dérivées partielles posées sur
un domaine Q de RY(N=1,2,3). Ce systeme comprend la loi de comportement du
matériau, 1’équation de mouvement ou d’équilibre du corps ainsi que les conditions
initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

On se donne un corps élastique ou viscoplastique occupant un domaine Q C RV

(N=1,2,3) et dont la frontiére I', supposée suffisament réguliére, est divisée en trois



parties mesurables disjointes I'y,I'y et I'; telles que mesure I'; > 0.

Dans cette these on va étudier les trois problémes aux limites suivants.

1.4.1 Probléeme élastique de contact sans frottement

Ce probléme peut se formuler de la fagon suivante.

Trouver le champ des déplacements u : 2 — R¥ et le champ des contraintes
o:Q — Sy tels que

( 0=F(c(u),0) dansQ
Divo + f =0 dans Q2
(P)S u=0 sur I

ocv="nh surl,

u, <0, 0,<0, 0,=0, o,u,=0 surl}s.

\

ot I': xSy xRM — Sy est une fonction constitutive et § € R est un parametre
qui peut-etre la température ou I’humidité. Ce probleme décrit 1'équilibre d'un corps
élastique soumis a des conditions de déplacement-traction sur les parties I'y et I'y
de sa frontiére I', a des conditions de contact unilatéral sans frottement (conditions
de Signorini) avec une base rigide snr la partie I'y de sa frontiere I' et a des forces
volumiques de densité f dans ).

[étude de ce probleme fera I'objet du chapitre 2 de cette these.

1.4.2 Probleme élastique de contact avec frottement

Ce probléme peut se formuler de la facon suivante.

Trouver le champ des déplacements 1 : ) —- RY et le champ des contraintes
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0:§ — Sy tels que

(

o=F{(e(u),8) dansQ
Divo+ f =0 dans
u=0 surl}

(Pi) ov=nh surl'y

uw, =0, |o;/<g

los| <g=>u, =0 sur .

{ lor] =g =3X >0 tel que 0, = —Au,
7

Ce probleme décrit 'équilibre d’un corps élastique sonumis a des conditions de déplacement-

traction sur I'jet T'y. & des forces de frottement sur I' et a des forces volumiques de

densité [ dans 2. La loi de frottement retenue dans ce probleme est la loi de Tresca

en sa version statique.

L'étude de ce probleme fera 'objet du chapitre 3 de cette these.

- 1.4.3 Probleme viscoplastique de contact sans frottement

Ce probléme se formule de la maniére snivante.
Trouver le champ des déplacements 1 : Q x [0, 7] — RY et le champ des contraintes

g:Qx[0,T] — Sy tels que



06=E&(u)+G(0,e(u),d) dans Q2 x]0,T]
Divo+ f =0 dans Q x 0,7

u=0 sury x]0,T]

(Piii)<
ov=h sur Ty x]0,T]

u, <0, 0,<0, 0,=0, o,u, =0 surl'3x]0,T]

u(0) =up, 0(0)=0p dansQ
\

ou &£ est un tenseur d’ordre quatre, G est une fonction constitutive et 6 est un
parametre qui peut étre la température ou I’humidité. Ce probléme modelise ’équilibre
d'un corps ayant une loi de comportement viscoplastique, soumis a des conditions de
déplacement-traction swr les parties I'yet I'y de la frontiere I' et a des conditions
de contact unilatéral sans frottement avec une base rigide S. sur la partie I'; de la

frontiere T.

L’étnude de ce probleme fera I'objet du chapitre 4 de cette these.
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Chapter 2

PROBLEME ELASTIQUE DE

CONTACT SANS FROTTEMENT

Ce chapitre est consacré a I'étude du probléme de contact sans frottement d un corps
élastique avec une fondation rigide. Ce probléme connu sous le nom de “probleme
de Signorini 7. a été étudié dans Fichera [1]. [2]. Burguera [1]. Burgira et Viano [1],
Haslinger et Hlavacek [1], [2], Hlavacek et Necas [1] ponr les matérianx ayant une loi
de comportement élastique et dans Sofonea [1]. [4], Rochdi [1]. pour les matérianx
viscoplastiques.

Notre but ici est I'étnde statique de ce méme probleme ponr des matérianx élastiques

avant nne loi de comportement de la forme
a=F(<(u).0)

ot () est un parametre (la températiure on 'humidité).
La premiere section de ce chapitre est consacrée anx formulations variationnelles et
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aux résultats d’existence et d’unicité. Dans cette section, on donne apres avoir posé
notre probléme, deux formulations variationnelles et on y établit ensuite un résultat
d’existence et d’unicité pour chacune de ces deux formulations variationnelles.

La seconde section est destinée & ’étude de quelques propriétés de la solution. On
commence par y donner un résultat d’équivalence entre ces deux formulations varia-
tionnelles, on y démontre ensuite un résultat de dépendance de la solution par rapport
au parametre §. Finalement, on s’intéresse a I’étude du probléme mécanique de départ
en introduisant une pénalisation portant sur les conditions aux limites de contact.
Les résultats présentés dans ce chapitre constituent une forme améliorée des résultats

obtenus dans Drabla, Sofonea et Tenion [1].

2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie, on va formuler le probléeme statique de contact sans frottement
d'un corps déformable avec une base rigide. pour lequel on établira denx formulations

variationnelles, ainsi que deux résultats d’existence et d'unicité.

2.1.1 Formulation du probléme mécanique et hypotheses

On considere un corps élastiqie dont les particiles matérielles occupent un domaine €2
de RY (N = 1,2, 3) et dont la frontiere I'. supposée suffisament régnliere. est divisée en
trois parties mesurables disjointes I'y, I'y et 'z telles que mesure I'y > 0. On suppose
que le champ des déplacements u s’annule sur I';. que des tractions superficielles /i

s'exercent sur I'y et que des forces volumiques [ agissent sur 2. On suppose que le
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corps {2 repose sur une fondation rigide, par la partie I'; de sa frontiere I' et que ce
contact s’effectue sans frottement c’est-a-dire que les mouvements tangentielles sont
complétement libres. Sous ces conditions, le probléme mécanique qu’on va étudier
peut se formuler de la facon suivante.

Probléme P. Trouver le champ des déplacements u : & — RY et le champ des

contraintes o : {} — Sy tels que

0=F((u),0) dansQ (2.1)

Divo + f =0 dans Q (2.2)

u=0 sul (2.3)

ov="nh sy (2.4)

u, <0, 0,<0, o0,=0, o,u,=0 suls (2.5)

Dans 1'étnde du probléeme mécanique (1°). on fait les hypotheses suivantes.
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(

F:Qx Sy x RM — Sy est une application telle que

(2) Im > 0 tel que (F (z,61,0) — F (x,£,0)) - (€1 — €2) > m ey — &

pp- €N Ve,e0 €Sy Ve RM

J (b) 3Ly, Ly > 0 telles que |F (z,e1,01) — F (z,2,02)| < Ly |1 — €2 + Lo |0; — 05
pp.- €0 Ve,eg €Sy V0,0, c RM

(c) La fonction £ — F'(z,¢,0) est mesurable Lebesgue

pp-z€Q Vee Sy VOecRM

(d) F(LL‘, ON,OM) = ON .

(2.6)
feH, helLl?Ty)" (2.7)
0. (2.8)

Remarque 2.1. Les hypothése (2.6)—(2.8), nous permettent de considérer 'opératenr

I : H —> H défini par :
I'(,0) () = F'(z,=(x),0(x)) pp.xz€Q VeeH
Par simplicité on note dans la suite cet opérateur par . On a :
< F(1,0) — F (29,0) 51 — £ =35> m ]y — 59]5, . (2.9)

IFw (81,01) — F(Eg,gg)lﬂ S L1 lEl — vng + LQ |(}1 — 02IL2(S2)A4 . (210)
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Il résulte donc que F'(.,0) est inversible et son inverse F~'(.,0) : H — H est un
opérateur fortement monotone et de Lipschitz.

On définit maintenant le sous-espace V' de H; par :

V={ue H /yu=0sur T} (2.11)

et on le munit du produit scalaire suivant

<u,v>y=<¢e(u),e(v) > Yu,veV. (2.12)

On note aussi |-|;, la norme associée a ce produit scalaire.

Grace a I'inégalité de Korn, on peut vérifier que les normes |-|,, et|-|,, sont équivalentes
sir V. On déduit alors que V muni du produit scalaire défini par (2.12) est un espace
de Hilbert.

La fonctionnelle v —=< f v =, + < h v 2y YU € V est nne fonctionnelle
linéaire et continie sur V: il résulte grace an théoréeme de représentation de Riesz-

Fréchet I'existence d'un élément q € V' tel que :

< me==fiv=g 4+ L hor =g,y Ve el (2.13)

En ontre. on définit respectivement l'ensemble des “déplacements admissibles™ et

I'ensemble des “contrainies admissibles™ snivant.

Ug={velli/o=0suly v, <0suly} (2.14)



Yu={TeH/<1,6(V) >y><q,v =y Vo€ Uy}. (2.15)

2.1.2 Formulations variationnelles

Dans cette partie, on va donner deux formulations variationnelles du probléme mécanique
(P). Dans la premiére formulation I'inconnue principale est le champ des déplacements
u, alors que dans la seconde formulation, I'inconnue principale est le champ des con-

traintes 0. Le résultat conduisant a ces deux formulations est le snivant.

Lemme 1 Sous les hypothéses (2.6)—(2.8) si (u, o) est un couple de solution réguliére

du probleme mécanique (I?), alors on a
w€ Uy, =<o0,8(v)—c(u)>=y2<qgr—u>y Yvely (2.16)
OE Lag, =c(u),7r—0>=y>0 Vre,. (2.17)

Démonstration. Soit v € U,; . En utilisant le théoréeme A.2.5 et (2.2) on obtient
< a,2(v) = < (u) === 50,7 (v — u) " ilary = < Divose — -y Yee H
= lj ov(v—u)ds+ < f,v—ury
= [ov(v—u)ds +If ov (v —u)ds +1f ov(v—u)ds+ < [ —u>y.
£, ., 4
Puisque : av (v —u) =g, (0, — ) + o, (07 — 1) on a:
< a5 (1) — s (u) -y= I.j' ov(v—u)ds + If a, (v, — ) ds + |f a (v —ug)ds
3 ) 3
+ < fir—u >y

- en utilisant (2.3) — (2.5) et (2.13) on obtient :

<0,s(0) —z(u) 5= [ords+ [ h{v—u)ds+ < [,v—u>=p=
I's r

2



= [o,v,ds+ < h,y(v—u) > 12N + < fiv—u>=-y>
'3
< h,y(v—u) eyt fiv—ug=<gqu—urvy.
d’ou
<0,e(W)—e(w) =y><qu—u>y VYveEUu,.
De (2.3) et (2.5) on déduit :
u € Uyy.

L’inégalité (2.16) résulte maintenant de (2.18) et (2.19).
En prenant v = 2u € Uy, puis v = 0 € U,y dans (2.16) on obtient :

< 0,6 (u) »n=<q,u >y
Soit 7 € ¥,4. Par définition on a :

T () 2 g
De (2.20) et (2.21) il résulte :

<7 —0c(u) =x>0 V7 e .

Pour 'appartenance de a a ¥, on a :

< 0,2 (u) =y==<q,u >y (daprés (2.20) ) et

< 0o,s (1) —<s(u) =y>< g, v —u >y (d'apreés (2.16) ).
Par addition on obtient :

< 0,5 (V) =y>=<q,v =y Yo € Uy. Clest-a-dire
g e Ead~

L'inégalité (2.17) résulte maintenant de (2.22) et (2.23).

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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Compte tenu de (2.1) le lemme précédent nous permet donc de donner les deux
formulations variationnelles suivantes pour le probléme mécanique (P).

Probléme P;. Trouver le champ des déplacements u :  — H; tel que

UE Usa, <F(c(u),8),e(v)—c(u)>n>2<q,v—u>y Yve€ U, (2.24)

Probleme P,. Trouver le champ des contraintes o :  — H; tel que

€L, <F1(0,0),7T—0>34>0 V7€ Ty (2.25)

2.1.3 Premier résultat d’existence et d’unicité

Pour I'étude du probleme variationnel (P;) nous avons le résultat suivant.

Théoreme 1 Soit mesure I'y > 0. Sous les hypothéses (2.6) — (2.8) le probléme

variationnel (1), admel une solution unique v € H,.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est basée sur le théoréme

A.1.10. Comme 0 € U,y . alors U,y # 0, donc on a :
U/, est un ensemble convexe fermé et non-vide de /{;. (2.26)

Pour tont w fixé dans V et pour tont 0 fixé dans L2 (Q)". la fonctionnelle définie sur
V par:

o< [ (s (w),0),=(v) =
est une fonctionnelle linéaire et continue sur V.

Donc d’apres le théoréme de Riesz-Fréchet il existe un élément Ay € V tel que
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< Agw,v =y==< F (e (w),0),e(v) =y Vv e V.

En utilisant ’hypothése (2.9), et ’inégalité de Korn on obtient :

< Agwy — Agwy, wy — wy =y==< F (g(wy),0) — F (e (wq),0),e(wy) — € (wy) =2>
m e (w1) — & (wy) |5, > me? Jwy — wy|? > mec? Jwy — wyl?, .

d’on1

< Agwy — Agwe, wy — wa >v> clwy — w2|f, Ywy,wy € V. (2.27)

D’autre part en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz et (2.10) on obtient :
|Agwy (v) — Agws (V)] = |< I (2 (wy),0) — F (s (wy),0),e(v) =x| <
|F (e (wy) ,0) = I (e (w2) , 0) |3 - |2 (V)3 < L Jwn ~ waly, - vl <

cLyfwy —wyly, - o]y = Ljwy —wy,, - 0], .

d’on

| Apwy — Agwn)y, < Llwy — wo],  Ywy,wy € V. (2.28)

Les relations (2.26). (2.27). (2.28) et le théoreme A.l.10 entrainent l'existence d’1n

élément unique u tel que
ue Uy, <Au,v—urv>2<qgrv—us=y Yeell,.
c’est-a-dire
we Uy, < F(s(u),0),=()—<s(u) =y><qv—u>=y Yrel,.

D’on le théoreme 1.
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2.1.4 Second résultat d’existence et d’unicité

Pour I’étude du probléme variationnel (P,) nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2 Soit mesure I'y > 0. Sous les hypothéses (2.6) — (2.8), le probléme

variationnel (P;) admet une solution unique o € H;.

Démonstration. (i) Y, est un convexe fermé non-vide de H.

En effet, les relations (2.12) et (2.13) entrainent l’existence d’au moins un élément

£(q) € Laq. Donc Xyq # ¢
(ii) Pour # fixé, I'opérateur F' : H — 'H est fortement monotone et de Lipschitz donc
Vopérateur F~! : H — H D'est aussi. Alors le théoréme A.1.10 entraine 'existence

d'un élément unique o € H; tel que

7€ Y, <F 0,00, T—0>=1>0 V7€ Ty

Ce qui prouve le théoreme 2.

2.2 Propriétés de la solution

2.2.1 Un résultat d’équivalence

Dans cette section on étndie le lien entre la solution v dit probléme (4%) et la solution

o du probleme (/%). Le principal résultat obtenn ici est le suivant.

Théoréme 3 Sous les hypothéses (2.6) —(2.8) soit (u, ) un couple de fonclions (clles

queu € V et 0 € H,.



On considére les affirmations suivantes :
(i) u est la solution du probléme (P;) donnée par le théoréme 1.
(i) o est la solution du probléme (P,) donnée par le théoréme 2.

(1ii) o et u sont liées par la loi de comportement élastique
o=F(e(u),0) e H.
Alors, la vérification de deuz parmi les trois assertions ci-dessus entraine la troisiéme.

Démonstration. (i)A(iii)=>(ii)

Soient u solution du probléeme (P;) et o telles que
o=F(s(u),0)
D’apreés le probléme (/%) on a :
w€ Uy, =<F(s(u),0),=()—<c(u)=y><qv—u>y Yrely

Il vient :

<o () —s(u) =y><q. 0 —us=y Voel, (2.29)

En posant: v = 2u puis v = 0 € U, dans (2.29). on awra :
<o (u) =y=<q,u>=y  Yu € Uy. (2.30)
Les relations (2.29) — (2.30) impliquent
0 € Sug (2.31)

Soit 7 € ¥yy. On a :
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< F 1 (0,0),7T —0>y==<e(u),T—0 =y=<c(u), 7 =y — < £(u),0 =y=
< T,e(u) =y — < 0,e(u) >n.
Les relations (2.15) et (2.30) entrainent que

< FY0,0),T—0-1><qu>v — < qu>y=0dou
<F ' 0,0),T—0=14>0 VY7 €Tu (2.32)

De (2.31) et (2.32) on déduit que o est solution du probléme (F,).
(1) A (i) =>(iii)

Soient u solution de (P;) et o solution de (FP,). On pose :
d=F(z(u),0) eH.

D apres I'étape précédente & est solution du probléme (F;); mais d’apres le théoreme
2 le probléeme (/) admet nune solution unique. donc o = 4.
Dotto = I(=(u),0) € H.

()A(1i)=>(i)

Soit o solution du probleme (1%) et o, u vérifient :
o=1(z(u).0).
D apres le théoreme 2. la solution o € H, est unique et vérifie :
0E€E Ty, =<1V 0,0),7T—0>14>0 V7 €Ty
Avant de continuer la démonstration. on introduit les notations :

Yo={reH/<T1,c(0) x>0 YoelUy}, (2.33)
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d=c¢(q), (2.34)
G=0-—0 (2.35)
On remarque alors que
Yoa =0+ . (2.36)

Maintenant on va montrer que u € U,g; pour cela on va procéder par ’absurde.
Supposons donc u ¢ U,y et notons Pu, la projection de u sur le convexe fermé
Usg C V. Ceci se traduit, compte tenu de la caractérisation de la projection sur une

partie fermée, convexe non-vide d’un Hilbert par

< Pu,v — Pus>y><u,v—Pury YvelUy

c’est-a-dire

< Pu—u,v>y>< Pu—u, Pu>v>< Pu—u,u>y.

A partir de cette inégalité, on peut déduire l'existence de o € R tel que

< Pu—uw,v>=y>a>< Pu—uuy=y Y& Up,. (2.37)
On introduit maintenant la fonction 7 définie par
7T ==(Pu—u)eH. (2.38)
En utilisant (2.12) ., (2.37) et (2.38) on obtient :

< T, 2 (v) =y=<cs(Pu—u),c(v) =y=<Pu—uv>=y>a>

< Pu—uu-v=<cs(Pu—u),s(u) =y=<7,s(u) =5

c’est-a-dire

(2.39)

< Te(V) =y>a><T,2(u) =y Yvely,
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En prenant v = 0 dans (2.39), il vient :
a<0.
Supposons & présent qu’il existe v € Uyq tel que
< T,e(v) =u< 0. (2.40)

En utilisant (2.39), puisque A\v € U,q pour tout A > 0 (voir la définition de Uyq ), il

résulte

A<T,e(@) =x>a VA>D0.

En passant a la limite quand A — oo (sachant (2.40) ), on obtient :
a < —o0o (2.41)
Ce qui contredit le fait que @ € R .On en déduit alors :

< T,s (7') >0 Yo elU,.

Ce qui signifie moyenant (2.33). que 7 € %,

I vient alors en tenant compte de (2.36) que
O+ 7€ X
ol @ est donnée par (2.34). En appliquant (2.25) powr 7 = a + 7 € £,,. on obtient :
<e(u), T =y><<(u),0 -8 =y
Ce qui entrainent compte tenu de (2.39) et (2.40) que

<s(u),0—ad=y<0. (2.42)
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En outre du fait que 0 — & € X, il vient :
<e(u),0—d>=x>0. (2.43)
On remarque ainsi que (2.42) et (2.43) sont en contradiction; ce qui implique :
U € Ug. (2.44)
En tenant compte maintenant des définitions (2.12) et (2.34), il vient :
< 0,e (V) =y=<q,uy Yv€e Uy (2.45)

ce qui implique que ¢ € ¥4,.

Il résulte alors de I'inégalité (2.25), appliquée pour 7 = G et de (2.12) et (2.34) :

< 0,2 (u) =y<< g, u >y . (2.46)
Sachant d’autre part que 0 € Ly et u € Uyy on obtient grace a (2.16) :

< 0,8 (u) =y>< qu >y . (2.47)
De (2.46) et (2.47). on corclut 'égalité :

<0, (u) === qu v . (2.48)
De plus sachant que o € X,. il résnlte de (2.15) :

< 0,2 (V) === g v =y Yo € Uy (2.49)

De (2.48) et (2.49) on déduit :

<o) —e(u) =y><qv—u>=yv Vv elUy,, (2.50)
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(2.44) et (2.50) entrainent que u est solution du probleme (/%). Do le théoréme.
Remarques

Les interprétations de ce théoréme sont les suivantes.

1) Si le champ des déplacements u est soultion du probléme variationnel (P,), alors

le champ des contraintes o associé & u par la loi de de comportement élastique

o=F(s(u),0)

est solution du probléme (P;)
2) Si le champ des contraintes o est solution du probléme variationnel (£,), alors le

champ des déplacements u associé a ¢ par la loi de comportement élastique

o=F(s(u),6)

est solution du probléme (£)).

3) Si le champ des déplacements u est solution du probléeme (1) et le champ des
contraintes ¢ est solution du probleme (1%), alors u et o sont liés par la loi de com-
portement élastique o = I (= (u) , 0).

Vu ces interprétations. nous considérons le couple (u, ) obtenu dans les théoremes 1

et 2 comme étant la solution (faible) du probléme mécanique (1°).

2.2.2 Dépendance de la solution par rapport au parameétre

Dans cette section nous nous intéressons a 1'étude de la dépendance de la solution du

probléme (1) par rapport au parametre . Nons obtenons le résultat suivant.
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Théoreme 4 Sous les hypothéses (2.6) — (2.7) soit (u;,0;) la solution variationnelle
du probléme (P) associée au paramétre 0; (i = 1,2) telle que (2.8) soit vérifiée. Alors

il eziste un constante positive c qui ne dépend que de Q, I'y et F telle que
lur — wa|yy, + |01 — dalpy, < |01 — b2 2qym (2.51)

Démonstration. Soient (u;, ;) solution du probléme (P) et 0; € L2 ()Y (i = 1,2).

D’apres (2.24) on a :
< F(e(u1),601),e(v) —e(w) =y>< quv—u; =y Yv €Uy (2.52)

< F(e(u2),0:),e(v) —e(ug) =n>< q,v—ug >y Vv € Uy (2.53)

En prenant v = uy dans (2.52) et v = u; dans (2.53), il vient :

< F(e(ur),6) — F(e(uz),02),< (up) — s (uy) =2> 0.
Donc

< F(c(u1),0y) — F(s(ug),01),2(ug) — = (uy) =n +
< F (2 (ug),0)) — F (= (uz),02),2 (ug) — = (uy) =#%>0

De l'inégalité précédente il résulte :

|'< [’Y (S (’UQ) s ()1) - F (5 (U]) ,01) , £ ('UQ) — £ (‘N]) >"H| S
|< F (g (ug),01) — F (2 (ug),02), = (uy) — = (2y) >3]
En appliquant 'inégalité de Canchy-Schwartz et (2.10) dans le membre droit de cette

derniere inégalité puis (2.9) et I'inégalité de Korn dans son membre ganche on obtient

em fuy — |y, < Ly|0) — D2l L2y
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- D’ou
uy — U2|111 <eclf - 02'1)(52)“ (2.54)

D’autre part on a :

o1 — 0alyy, = o1 — 0aly = |F (e (w1) ,01) — F (e (u2) , 02) |
En appliquant (2.10) et (2.54) il résulte :
loy — 0'2'7_‘1 <clb, — 92|L2(Q)M (2.55)

L’inégalité cherchée est maintenant une conséquence de (2.54) et (2.55).
Le résultat du théoreme 4 est important du point de vue mécanique. car il mon-
tre que des petites perturbations dans le paramétre # n’entrainent que des petites

perturbations dans la solution (u, o) du probléme de contact sans fottement.

2.2.3 Un résultat de pénalisation

Dans cette section, on va étudier le probléeme pénalisé du probléme (P) c'est-a-dire
on va remplacer les conditions anx limites de Signorini (2.5). par les conditions anx

limites suivantes. valable sur I's.

(
o =0 siul <0

- —fA<o?<0.02=0 siud =0

3 y ST
| 7= —/3 sty > 0.
o1 3 est un parametre destiné a tendre vers oco. Nous considérons le probléme

mécanique suivant.

Probléme P?. Trouver u” : @ —s RN et 0% : O — Sy tels que



0° =F (e (uﬁ) ,0)  dans Q (2.56)
Dive® + f =0 dans Q (2.57)
v =0 surIy (2.58)
o’v="h surTy (2.59)

o8 =0 siul <0

—B<0?<0,0°=0 siu?=0 ¢ surls. (2.60)

al =~ siu’ >0.

Du point de viie mécanique, les conditions aux limites (2.60)(c’est-a-dire les condi-
tions aux limites sur I'y), peuvent étre interprétées comme des conditions de contact
sans frottement d’un corps élastique avec une base déformable, alors que pour les con-
ditions de Signorini (2.5), il s’agit d'un contact sans frottement d'un corps élastique
avec une base rigide. Plus précisément, I'interprétation mécanique des conditions anx
limites (2.60), est la suivante.

Le corps élastique occupant le domaine . ne peut pénétrer la base que lorsqu un senil
/3 est atteint par la réaction normale. Le parametre ;3 peut etre interprété comme
"seuil d’effondrement 7. de la base déformable.

Il s’agit donc ici d’étudier le comportement de la solution dn probléeme de con-

tact sans frottement dun corps élastique avec une base déformable gqnand son senil
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d’effondrement 3 tend vers co.

D’autre part, la solution de ce probléme (P‘j ), dépend du parametre 3 > (0 et on va

la noter par la suite (uf’ , 0‘3).

Pour I’étude du probléme (Pﬁ), on suppose que les hypothéses (2.6) — (2.8) sont
satisfaites et on considére les deux fonctions

¢:R — Ret j: H — R définies par

0 siz<0
p(z) = (2.61)
z siz>0

i) = /<p (v,)ds Vv e H,. (2.62)
I's

On définit aussi 'ensemble &7, par

o=t eH /< 1,e(v) =y +Bj(v) ><q v =y YoeV}. (2.63)
Avant de commencer 1'étude du probléeme pénalisé (P"). on va donner quelques
résultats préliminaires.
Remarque 2.2. La fonctionnelle j définie par (2.62) est une semi-norme continue
sur Hy.

D’une maniere analogue au lemme 1, on pent énoncer le lemme suivant.

Lemme 2 Sous les hypotheses (2.6) — (2.8), si le couple ('ud,rr'”) esl une solution
réguliere du probléme (]"’), alors :
weV, <d<(v)—¢ (uf’) n +37 (v) — 3 (u“) ><qr—u’>=y YreV

(2.64)
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- o ex], <1-0% F ' (0"0)-y>0 Vren, (2.65)
Démonstration. Soit v € V . En utilisant (2.2), (5.41) et (5.42) on obtient

< 0P e (v) —5(uﬁ) =< f,v—u’ =y +/oﬂ-v(v—uﬁ)ds
J

,,,,,, d’ott

<ol e(v)—¢ (uﬁ) == q,v —uP =y +/05 (vu - uf) ds. (2.66)
I's

De plus, il résulte de (2.60) et (2.61) :

ab (v,, - uf) > o (uf) — P (v,) sur s (2.67)

L’inégalité (2.64) est & présent une conséquence de (2.66), (2.67) et (2.62).
En prenant maintenant v = 2u” € V, puis v = 0 € V dans (2.64) on obtient, sachant

que j est une semi-norme sur H;:
<0d°e (u") =n +37 (u") =< qu’ =y . (2.68)

Mais d’apres (2.64), on a v € V . Donc 07 € &7,
L’inégalité (2.65) est a présent une conséquence de (2.63) et (2.68).
Le lemme précédent nous permet donc de donner deux formulations variationnelles

pour le probleme pénalisé (P"):

Probléme £°]. Trouver le champ des déplacements u” : Q — [/, tel que

- weV, <F (5 (1.!”) ,()) ,e(v)—e (u'd) =1 +07(v)—7 (u.ﬁ) ><qv—u’>= YreV

(2.69)
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Probléme Py . Trouver le champ des contraintes 0 :  — H, tel que

o’ €5y, <T—0%F " (0%,60) =120 Vrexnl, (2.70)

De la méme maniére que pour le probléme (P), on va établir pour le probléeme (P")

deux résultats d’existence et d’unicité relatifs aux deux formulations varitionnelles

(Pf) et ().

Théoreme 5 Sous les hypothéses (2.6) — (2.8), le probléme variationnel (P{j ) admet

une solution unique u® € V.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est une conséquence directe
du théoreme A.1.9. sur les inéquations variationnelles elliptiques de seconde espéce.

En effet, 'opérateur Ay : V — V défini par
< Agw, v =y=<F (¢ (w),0),c(v) =y VYveV

est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz sur V.

En outre la fonctionnelle j : H; —— R définie par

j(v) = /9‘9 (v,)ds

est une fonction convexe, propre et s.c.i. Alors le théoréme A.1.9. entraine l'existence

d’un élément unique u” € V tel que

< Agu? v — P =y 435 (v) — B (uﬁ) ><qu—u’ =y, Yvev

ceci acheve la démonstration du théoreme.
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Théoréme 6 Sous les hypothéses (2.6) — (2.8), le probléme variationnel (Pﬁa ) admet

une solution unique o” € H;.

Démonstration. £7; est un convexe fermé non-vide de H.

En effet; d’aprés (2.12) et (2.13) on a :
< q,v>y==<¢e(q),e(v) »n.
Comme 3 > 0et j > 0, alors on a :
<e(q),e(®) =n +Bj(v) 2<qu>v YveV.

Ceci entraine que € (q) € X5, donc X7, # 0.
La suite de la démonstration de ce théoréme est basée sur le théoreme 2.
De meme, en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans la démonstration

du théoreme 3. on a ;

Théoréme 7 Sous les hypothéses (2.6) — (2.8), soit (uﬁ,aﬁ) un couple de fonctions
telles que u® € V et o° € H,.

On considére les affirmations suivantes.

(i) u? est solution du probléme (Plﬁ ), donnée par le théoréme 5.

(i) 0P est solution du probléme (Pﬁa ), donnée par le théoréme 6.

(iii) o et u” vérifient la loi de comportement élastique o” = I’ (5 (u‘*) 7()) e H.

Alors la vérification de deuzx parmi les lrois assertions ci-dessus eniraine la troisiéme.

Nous présentons dans la suite un résultat de convergence. qui représente le prin-

cipal résultat de cette section.
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Théoréme 8 Supposons que les hypothéses (2.6) — (2.8), sont vérifiées et que pour

tout 3 > 0, uP et o® vérifient :
of = F(s (uﬁ) ,0) e H.

Si pour tout 3 > 0, uP est solution du probléme (Plﬁ ) , (respectivement o” est solution
du probléme (Pz‘B ) ), alors uP converge vers la solution u de (P,) dans H, (respective-

ment o converge vers la solution o de (P;) dans Hy ), quand (3 tend vers co.
La démonstration de ce théoréme est une conséquence des trois lemmes suivants

Lemme 3 La suite (uﬂ) est bornée dans V.

Démonstration. En prenant v = 0 dans (2.69) et en utilisant ’hypothese (2.9)

et 'inégalité de Korn, on obtient :
2
c|uﬁlv+,8j (uﬁ) << qu’ =y . (2.71)
Mais d’apres (2.61) et (2.62), la fonctionnelle j est positive, donc il résulte de (2.71)

et de l'inégalité de Cauchy-Schwartz que

luﬁ|v <e.

c’est-a-dire la suite (uﬁ> est bornée dans V.
Lemme 4 La suite (u,") converge [aiblement vers la solution u de (I).

Démonstration. D’apres le lemme 3, la suite (uﬁ) est bornée dans V. Alors le

théoréme A.1.2 entraine 'existence d'une sous-suite notée encore (uﬁ) et d'un élément

€V tel que

u? — @ dans H, quand 3 — oo. (2.72)
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D’autre part, du fait que (uﬁ) est bornée dans V, il résulte a partir de (2.71)

I’existence d’une constante ¢ > 0 telle que
j (uﬁ) <L Vg3 > 0.
B
Ceci implique, sachant que j est une fonctionnelle positive

liminf j (uﬁ) =0.

B—oo

(2.73)

Comme j est une semi-norme continue et convexe sur Hy, de (2.72) et (2.73) il résulte

7 (@) = 0 et en utilisant (2.61) et (2.62) on en déduit
1 € Ugy.

En prenant v = % dans (2.69) on obtient :

< F(s (uﬂ) ,0) e (i) —€ (uﬂ) = —07F (uﬁ) ><qia—u’ -y .
C’est-a-dire
~< F(e (uﬁ) ,6’) JE (uﬁ) —e(t) =n< =035 (uﬁ) — <q,i—ul -y<
<—=<qa—uf >y
D’ou
lign_:s;t:p% F (5 (uﬂ) ,0) ,E (uﬂ) —e(@t) »x<0

Mais d’apres (2.9) on a :

< F(s (uﬁ) ,0) —F(s(ﬂ),B),s(uB) — e () »=%> 0.

Ceci entraine que

< F (8 (uﬁ) ,0) ,e(uﬁ) —e () =y>< F(s(~.),()),s(ﬁ) — (@) =y

(2.74)

(2.75)
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et comme v’ — i et £ (uﬁ) — ¢ (@) alors on a :

liél}&lf% F (s (uﬁ) ,0) JE (uﬁ) — e (@) »n>
liminf< F (¢ (@),6) ¢ (v?) — & (@) =n=0.
Donc
lim nf< F (e (v°),0) e (v°) — e (@) =»> 0 (2.76)

Les relations (2.75) et (2.76) entrainent que

( limsup< F (5 (uﬂ) ,0) ,E (uﬁ) — (@) »x<0<

B—00

liminf< (< («) ,6) & («) — & (@) =n<

L limsup< F (s (u") ,0) L€ (uﬁ) — £ (1) >,

B—o0

c’est-a-dire

0 =limsup=< I (s (u"’) ) ()) JE (u"’) — (1) =n=

3—o00
=ligrl'}’rgf< I (S (u”) ,()) € (u”) — () > .
Done
Jim < 1 (= (v?),0) = (v”) = = (it) =s= 0. (2.77)

Soient v e VA e |0, 1[et w=(1—-A) i+ eV . De(29)ona

< F (" (n”) ,()) - F(s(w),0),= (ux") —e(w) =4>0



< F(e(w),ﬂ),e(uﬁ) — (@) =y =A< F(e(w),0),e(v) —c(it) =4 .

En passant a la limite inférieure dans cette derniére inégalité on aura :

liminf< F (e (v°).6) e (v°) — £ (v) =42< F (e (w),0) e (d) — £ (v) =5 (2.78)
Puisque

=< F(z-: (u") ,0) ,s(u") —e(v) === F(s (u") ,0) ,e(u") —e(@) =y +
< F(e (uﬁ) ,0) E(B) —e(v) > -

en appliquant (2.77) et (2.78) dans cette derniére inégalité on obtient :
liminf< F (= (v°),0) e () — £ (v) 2= < F (e (w),0) & (@) — £ (v) 4. (2.79)
Alors en passant a la limite dans (2.79) quand A — 0 , on aura :

liglir.}f< F (5 (uﬁ) ,0) ,E (u‘a) —c(v) =u2< Fe(it),0),c(0t) —c(v) = YveV.

(2.80)
En prenant v = 0 dans (2.80), on obtient :
liminf< (= (u7),0) = (v) =p2< (< (@) 0) = (@) =5 (281)

Mais d’apres (2.69) on a :
Bi(r) > B+ <qv—u =y + < F (s (n"’) ,()) , 2 (u") —=(v) »n
Comme j(v) =0, pow v € Uy, et 35 (1) > 0. alors on a :
O0><qu—it>y +=<1I" (5 (u"’) ,9) ,£ (u“) —=z() >y VeVl
En passant a la limite dans cette derniére inégalité et en utilisant (2.80) on obtient :

0><quv—ury + <" (c(it),0),s(it) —=(v) =y Yvrell
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- C’est-a-dire
— < F(e(@),0),e(v) —e(@) »y><qgu—u>y YveV. (2.82)

De (2.74) et (2.82) on déduit que i est aussi solution du probleme elliptique (P).
Comme (P;) admet une solution unique (voir le théoréme 1), il résulte que @ = wu.
On déduit aussi que u est I'unique limite faible de toute la suite (uﬁ); ceci permet de
conclure grace au théoréme A.1.3, la convergence faible de la suite (uﬁ ) vers u dans

H, quand 3 — oo.

Lemme 5 (i) La suite (uﬁ) converge fortement vers la solution u de (F,).

(i1) la suite (0‘3) converge fortement vers la solution o de ().
Démonstration. (i) En utilisant (2.9) et I'inégalité de Korn on obtient :

2 ‘uﬁ - u‘:] << F (s (uﬁ) ,0) JE (’u,ﬂ) —e(u) =y — < F(s(u),0),¢ (u“a) —s(u) >y .

(2.83)

En prenant v = « dans (2.69) il vient :
< F (5 (u") ,()) ,E (1#3) —e(u) =u<< qu’ —u =y +/3j (u"’) : (2.84)
De (2.83) et (2.84) on obtient :
2

0<e |u:"j - u’ <
< b, =

< qu’ — =y 43 (7/"’) — =< I (=(u),0),= (u"") — = (u) >H, .
(2.85)

En passant a la limite dans (2.85) quand /3 — oo, on aura :

0 <lim lus"’ - 11.| < 0.
JE e Hy
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~1

C’est-a-dire v’ — u dans H;, quand 3 — oo.

(ii) Puisque 0” = F (s (uﬁ) ,0) et 0= F(e(u),0) ona:
'aﬁ — CTIH < cle (uﬁ) - e(u)'H < cluﬁ - u'Hl : (2.86)
et puisque Divo® = Divo = —f € H , il vient

'OB — a'Hl < c,uﬂ — u'Hl . (2.87)

Comme u” — u dans H, lorsque 3 — 00, nous obtenons 0 — o dans H; lorsque
3 — oo, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Remarque 2.3. L’intreprétation mécanique du résultat de convergence donné par
le théoreme 8 est la suivante : On peut approcher la solution du probléme de contact
sans frottement d'un corps élastique avec une base rigide par la solution du probléeme
de contact sans frottement selon les conditions (2.60) de ce méme corps avec une base
déformable quand son seuil d’éffondrement /3 tend vers 'infini.

Résultats le cas I'y = 0.

Les théoremes d’existence et d'unicité 1 et 2 ont été établis dans le cas mesure I'y > 0.
Dans cette situation I'inégalité de Korn (5.37) est vérifiée et elle est ntilisée pour
démontrer 'ninicité de ces deux théoremes. On peut aussi considérer le cas mesure
I'y = 0. dans ce cas on passe a 'ensemble quotient V* = [} |R on R est I'ensemble
des déplacements rigides défini par (5.35) et le probléme (I7) peut se formuler comme
suit :

Trouver w € V = [1; tel que

< I (=(u),0) () =0>= fiv =g + <My (1) = pgyyy YoeEV (2.88)
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Comme ¢ est nulle sur R , donc le probléme (7)) n’admet de solution que si :

([fpda:+I{hpd3$0 VpeR

(2.89)

Du point de vue mécanique (2.89) exprime que le torseur des forces f et h (qui sont

les seules données du probléme) est inférieure a zéro.

Maintenant on pose :

L(v)==<f,o>=yg+ <h,y(v) > L2(rg)N (2.90)
et pour u*,v* € V* on définit
L*(0)=Lv), <F(s),0),s@")>n=< F(c(u),0),s(v) = (2.91)
Le probleme (1) est donc équivalent a
Trouver v € V* tel que :
< F(e(u),0),s(@") =y> L* (v*) Yo*eV* (2.92)
Ce probleme admet une solution nnique. Donc si mesure I'y = 0 et les forces [

et h satisfont a (2.89). alors le probleme (I’) admet une solution wu. définie a nn

déplacement rigide quelconque prés (c'est-a-dire si u est nne solution, alors tont antre

élément de la forme u + p, avec p déplacement rigide est anssi solution). Les champs

de contraintes o et de déformations £ sont uniques.



Chapter 3

PROBLEME ELASTIQUE DE
CONTACT AVEC

FROTTEMENT EN ELASTICITE

Dans ce chapitre on étudie le contact avec frottement d'un corps élastique avec une
fondation rigide. La loi de frottement considérée est celle de Tresca. La formmulation
de ce probléeme mécanique est donnée par le probleme (1°). Pour ce probleme (/°).
nous proposons deux formulations variationnelles (17) et (I%). Le probléme (7)) est
obtenu a partir du probléeme (/). en utilisant la formule de Green ainsi que la loi
de comportement. Dans ce probleme (£). les contraintes ¢ sont éliminées. la seule
inconnue est donc le champ des déplacements u. Le probléme (/%) est obtenn a
partir du probléme (1?). en utilisant nne méthode similaire. Dans ce cas le champ des
déplacements u est éliminé et le probleme (/%) est formulé nniquement a l'aide dun
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champ des containtes 0. Nous étudions séparément les problémes variationnels (/%)
et (P,) et nous démontrons des résultats d’existence et d’unicité de la solution.

Nous étudions ensuite, quelques propriétés de la solution et le lien entre les solutions
des probléemes (P;) et (P2). De méme, nous étudions un probléme pénalisé et nous
établissons la convergence de la solution du probléme pénalisé vers la solution faible
du probléme mécanique (P). Les résultats obtenus dans ce chapitre constituent une

variante des résultats obtenus dans Rochdi et Teniou [1].

3.1 Résultats d’existence et d’unicité

3.1.1 Formulation du probléme mécanique et hypotheéses

Nous considérons un corps élastique dont les particules matérielles occupent un do-
maine borné Q C RY (N = 1,2, 3) et dont la frontiére I'. supposée étre réguliere, est
divisée en trois parties disjointes I'1, I'y et 'y telle que mesure I') > 0. Nous supposons
que le champ des déplacements u s’annule sur I'j. que des tractions h agissent sur
[y et gque des forces volumiques de densité [ agissent dans Q. Sur I' le corps est en
contact bilatéral avec nne fondation rigide. le contact est avec frottement et modelisé
par la loi de Tresca. Avec ces hypothéses, le probleme (I°) peut donc se formuler de
la maniere suivante.

Probleme P. Trouver le champ des déplacements u : @ — RV et le champ des

contraintes o : ) — Sy tels que



o=F(s(u),0) dans{)

Divo + f =0 dans ()

u=0 surl}y

ov=~h surl,

u, =0, |o|<yg

lo-] <g=u, =0 sur I's.

lor| =g = 3X >0 tel que o, = —Au,

Dans I'étude du probleme (7). on consideére les hypothéses suivantes.

F:Qx Sy xRY — Sy est telle que
(a) Im > 0 tel que (F (ic,e1,0) — F (x,25,0)) - (g1 — 9) > m |2, — 5|

pp.- £ €Q Ve,59€ 8y, 0€RM

(b) EL], [/2 > 0 tels qllelF(:E,Sl,()l) - F (417,527()2” S L| I’SI - 52‘ + [42 '()l — ()2'

YVeq, o ESN, GGRM
(c) La fonction z < F'(x,=,0) est mesurable Lebesgne
pp.z€Q Vee Sy, 0cRM

(d) F' ((E, UN) 01\") = U]V .
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(3.4)

(3.5)

(3.6)
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feH, helL?y)" (3.7)
0e LM (3.8)
920. (3.9)

On définit le sous-espace fermé Vde H 1 par :

V={vel /u=0suwT, wv,=0surl;s} (3.10)

et on le munit du produit scalaire suivant.

<u,v=p=<e(u),e(v) =y Yu,veV. (3.11)

On note aussi |.|;; la norme assoiée a ce produit scalaire.

Grace a I'inégalité de Korn, on peut vérifier facilement que les deux normes |.|;; et
|| y, sont équivalentes sur V et donc (\7, < .. >-‘~,) est un espace de Hilbert.

La fonctionnelle v =< f,v =y + < h, 30 > 3,)~ est linéaire et continue sur Vil

résulte grace an théoreme Riesz-Fréchet 1'existence d'nn élément 1) € V tel que

SNV == S0 g+ <Y,y (3.12)

On définit aussi la fonctionnelle j : V — R, par :
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j(v) = g/ lv;|ds VYveV (3.13)
I's

et '’ensemble des ” contraintes admissibles ” par :

Eadz{TeH/-< T, (V) =y +7 (V) 2<n,v =y VUEV} . (3.14)

3.1.2 Formulations variationnelles

Dans cette section, on va donner deux formulations variationnelles du probléme
mécanique (P). Dans la premiére formulation (P;), 'inconnue est le champ des
déplacements u, alors que dans la seconde formulation (F), I'inconnue est le champ

des contraintes o. Le résultat conduisant a ces deux formulations est le suivant.

Lemme 6 Sous les hypothéses (3.6)—(3.9) si (u, o) est solution régquliére du probléme

mécanique (P), alors on a :

weV, <F(s(u),0),e()—c()=n+j@) —j@)2<nv—u=; YveV

(3.15)

0€Ve, <T—0, " (0,0)=4>0 V7€, (3.16)
Démonstration. (i) Soit v € V. En utilisant la formule de Green on a :

<o,y (0= u) == 0,6 (V) = £ (1) =y + < Dive,v —u -y (3.17)

et puisque

< ov, Y (v —u) mpixpr= fov(v—u)ds =
r

Jov(v—u)ds+ [ov(v—u)ds+ [ov(v—u)ds
I‘1 [‘2 [‘3
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il vient
< ov,y (v —u) = pixpr= /h(v —u)ds + /m/ (v—u)ds (3.18)
2 I's
Sur '3 on a:
ov(v—u) =0, (v, —u,) + 0r (Vr — U;) = 07U — O U,. (3.19)

De l'inégalité de Schwartz et de (3.5), il résulte que sur I's on a :

ov(v—1u) > glur| - glvr]. (3.20)
Donc de (3.17), (3.18) et (3.20) il résulte :
<0,e(v) —e(u) >4 + < Divo,v —u >y> [ h(v—u)ds+
Iz
9 [ lur|ds —g J |vr|ds
I's I's
c’est-a-dire
<0,e(v) —e(u) =y +j (v) — j(u) 2< —Dive,v —u >y +
< h,y(v—u) > L2y -
Comme —Divo = f et 0 = F (¢ (u),0), alors on a :
< F(e(u),0),e(v)—c(u) = +j () —j(u) >< f,o—u>y +

< by (V=) =2, -

D’ou (3.15).

(ii) On pose v = 2u € V puis v = 0 € V dans (3.15), on obtient :
< 0,6 (u) =y +7 (u) =< nu>p . (3.21)

Soit T € Y,4. D’apres la définition (3.14) on a :

< T,e(u) =3 +j(u) >2<n,u > (3.22)
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De (3.21) et (3.22), il résulte :

<T7—0,6(u) >x>0
Comme ¢ (u) = F~1(0,0), alors on a :
<7—-0,F1(0,0) =4>0 V7€ Ty
Pour I'appartenance de o a ¥,4 de (3.21) et (3.15) il résulte :

<0,e(W) =n+jW) 2=y YveV.

C’est-a-dire 0 € ¥4y d’ou (3.16).
Le lemme 6, nous permet donc de donner les deux formulations variationnelles suiv-
antes pour le probléme mécanique (P).

Probleme P,. Trouver le champs des déplacements u € H; tel que

ueV, <F(e(),0),e(®)—c@)=n+j@)—j)><nv—-—us=; YveV.

Probléme P,. Trouver le champs des contraintes o € H; tel que

0E€ELy, <T—0,F1'(0,0)=14>0 V1€,
3.1.3 Premier résultat d’existence et d’unicité
Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 9 Soit mesure I'y > 0. Sous les hypothéses (3.6) — (3.9), le probléme (P)

admet une solution unique u € V.
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Démonstration. Pour tout 6 fixé dans L2 (Q)", 'opérateur Ay : V — V défini

par :
- Aou,'l) >"7='< F(E (u),0) X (U) ~H

est fortement monotone et de Lipschitz. Pour plus de détails, voir par exemple la

démonstration du théoréme 1. En outre la fonctionnelle j définie par (3.13) est une

semi-norme continue sur V.

En utilisant le théoreme A.1.9 sur les inéquations variationnelles elliptiques de deuxieme

espece, il résulte qu ’il existe un élément unique u tel que:
weV, < Au,v—u v +j(v)—ju) ><nv—u>y Yve 1%
c’est-a-dire
wevV, <I'(z(u),0),s@) —z) =y +j ) —jW) 2<pv—u=; YvreV.

Ceci achéve la démonstration du théoréeme 9.

3.1.4 Second résultat d’existence et d’unicité

Pour I'étude du probléme variationnel (/%) nous avons le résultat snivant.

Théoréme 10 Soil mesure 'y > 0. Sous les hypothéses (3.6) — (3.9). le probléme

(I%) admet unc solution unique o € H,.

Démonstration. Comme la fonctionnelle j est positive. en utilisant (3.11) on a

<e(),e () =n+j (@) 2= (), =) =y=<n,v>=5 YreV,
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c'est-a-dire € () € Xgq, donc L,y est non-vide de H. 1l est facile de voir que X,y est
un convexe fermé de H.

En outre, F'~! est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz (parce que F
l’est aussi ) alors le théoréme A.1.10 sur les inéquations variationnelles de premiére

espece entraine 'existence d’un élément unique o tel que

0€ELw, <T—0,F10,0)=4>0 V7€Ty.

Reste a montrer que o € H;. Nous avons déja o € X,y C H et

< 0,e(v) =n+j(w) 2<nv>=; Yve 14

En posant: v = tpet pe D=1 (Q)N dans cette derniere inégalité et en utilisant

(3.12), il résulte que :

< 0,2(9) Pu==< 1,9 =p== [0y + <y =g, v==< [y > Vo €D.
(3.23)
d'on Div o = —f € H. Puisque 0 € H il résulte & € H; ce qui acheve la

démonstration.

3.2 Propriétés de la solution

Dans la suite nous étudions les propriétés des solutions u et ¢ données par les

théoréemes 9 et 10.
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De (3.25) et (3.26), il résulte que o est solution du probleme (I%).
(1)A (i) => (i)
Soient u solution de (P;) et o solution de (P,). On pose: 6 = F (¢ (u),0).
u étant la solution de (P,) d’aprés le pas précédent, on déduit que ¢ est aussi solution
de (P).
Comme le probléme (P,) admet une solution unique, il résulte G = 0 € H. D’on (iii).
(i)A(ii)=(1)
Soient o solution de (%) et 0 = F (¢ (u),0) € H .

On introduit maintenant les espaces suivants.
W={veH /v=0 sul1}DV

W={:eH /Div:=0 dans Q, zv=0 suwlyUls}.

On munit W dn produit scalaire (3.11). Powr chaque z € W.ona: o+ € Xy.

En effet. on a :
<aotze(®) =y tj)=<os() =y +i(v)E <z 5(v) =n. (3.27)

En utilisant la formule de Green pour < z,< (') > et le fait que 0 € X, il résulte

de (3.27) :

c’est-a-dire 0 + 2 € ¥4 pour tont z € W.

En prenant 7 = ¢ + = dans (3.16) on obtient :

<z, 7N 0,0) =4=0 VzeW.
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Mais d’apres le théoréeme A.2.6 le complément orthogonal dans H de W est < (117), il

résulte donc que :

F~'(0,0) € (W)

c’est-a-dire

Jii € W tel que F~' (0,0) = (@1). (3.29)

On va maintenant montrer que @ € V.

Comme V est un sous-espace fermé de W, si @ ¢ V, il existe alors 7 € H tel que:
<F,e(W) =y=0 YoeV (3.30)

< 7,2 (i) »=x< 0. (3.31)

Comme la fonctionnelle j est positive, alors de (3.11) et (3.30). il résulte que :
<T4e®),s(®)=n+j@) 2=<nv>s YoeV.

Donc 7 + £ () € ¥4q. De plus pour tout A > 0; on a: AT+ =(n) € L.

De (3.29) et (3.16) on a :
<T—0,c(tt) =>0 V7€ X, (3.32)
En posant: 7 = AT + < (1) dans (3.32). on obtient :
A=< Toe(0t) =y>2<0—=(n).2(0) = . (13.33)
En passant a la limite quand A — oo dans (3.33). on obtient :

<o —=(n).=(it) =y< —oc0
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Ce qui est absurde, donc @ € V.
La relation (3.29) est équivalente & 0 = F' (¢ (@),0) et comme o = I (= (u),0) par

hypothése, alors on a :

0=<F(c(u),0) — F(c(@),0),e (v) — e (&) =»> cle (u) — e (@)|3, >
clu—&ﬁ{l

Donc u — @ = 0 c’est-a-dire

u=uecV. (3.34)
Comme la fonctionnelle j est sous-différentiable sur f/, alors il existe T € H tel que :
<Te(@)—c() =y +j(v)—jw) >2<nv—-—us=; Yve V. (3.35)
Enposant v =2u eV puis v =0 € V dans (3.35) on obtient :
< T,e(u) =y +j(u) =< n,u>= . (3.36)
De (3.35) et (3.36). il résnlte :

< T, () = +J (1) =<0 - .

C’est-a-dire T € ¥,,.

En posant : 7 = 7 dans (3.16) un obtient :
< T,e(u) =y2><0,5(u) > . (3.37)
De (3.36) et (3.37) on déduit :

<N mp==T,s(u) =3 +7(u) >2=< 0,5 (u) =y +j (u). (3.38)
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Comme 0 € Ly et u€ V, alors on a :
< o,e(u) =y +7(u) >2<n,u >y . (3.39)
De (3.38) et (3.39) résulte 1'égalité :
< 0,6 (u) =n +j () =< n,u >y (3.40)
0E€EXu entraine :
<0,6(@) =y +jv)2<nv>=; YoeV. (3.41)
De (3.40) et (3.41), il résulte :
<0,c() =) =y +j@)—ju) 2<nv—u>; YoeV. (3.42)
Enfin de (3.34) et (3.42). on déduit :
eV, <P ((0),0),(0) = = (W) mp+) (1) = (W) Z< o —wm Voe T

L'inégalité précédente impligne l'affirmation (i). Ce qui acheve la démonstration.
Remarque 3.1.

Les interprétations de ce théoreéme sont les suivantes.
1- Si le champ des déplacements u est soultion du probléme variationnel (/7). alors

le champ des contraintes a associé a u par la loi de de comportement élastique
o=1"(<(u),0)

est solution du probleme (/).
2- Si le champ des contraintes @ est solution du probléme variationnel (1%). alors le

champ des déplacements u associé & o par la loi de comportement élastique
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o=F(c(u),0)

est solution du probléme (P).
3- Si le champ des déplacements u est solution du probleme (P;) et le champ des
contraintes o est solution du probléme (F,), alors u et o sont liés par la loi de com-

portement élastique o = F' (e (u) , 6).

3.2.2 Dépendance de la solution par rapport au parametre

Dans cette partie on étudie la dépendance de la solution par rapport au parametre.
En utilisant les mémes techniques utilisés dans la démonstration du théoreme 4. on

peut facilement démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 12 Sous les hypothéses (3.6) — (3.7) ef (3.9) soit (u;, 0;) la solution vari-
ationnelle du probléme (P) associée au paramélre 0; (i = 1,2) telle que (3.8) soit
vérifiée. Alors il existe une constante positive ¢ qui ne dépend que de Q, T'y el I Lelle

que

Uy — UZIHI + I(T] — (Tle] S (:|01 - 02'[,2((2)“ . (343)

Ce théoreme montre bien la dépendance de la solution par rapport au parametre
0 et le résultat de ce théoreme est important du point de vie mécanique car il mon-
tre que des petites perturbations dans le paramétre @ n'entrainent que des petites

perturbations dans la solution (u, o) du probléme de contact avec frottement.
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3.2.3 Un résultat de pénalisation

A cause de la non-différentiabilité de la fonctionnelle j définie par (3.13), nous intro-
duiserons le probléme pénalisé (Pf') du probléme (P;) dont la solution u, dépend du
parameétre positif 4. Nous démontrerons I'existence et 'unicité de la solution u, du
probléme pénalisé (Pf’) et nous obtienderons un résultat de convergence de u, vers
la solution u du probléme variationnel (P;) quand p tend vers 0.

En effet, pour chaque parametre u tel que 0 < p < 1, on définit la fonctionnelle

différentiable j, : V — R, par:

Ju (v) = g / lv|'"t*ds YveV. (3.44)
1+ ¥
3

En remplagant la fonctionnelle j par j, dans le probleme (I%;) on obtient le probleme

pénalisé suivant.

Probléme P/. Trouver le champ des déplacements u, € I, tel que

w, €V, < F(c(u,),0),e®)—¢ (uy) =0 +du ()= (uu) 2= m,0—u, = Vv € V.
(3.45)

Puisque j, est propre, convexe et semi-continue inférieurement. en utilisant les memes

arguments que ceux déja utilisés dans la démonstration du théoreme 9. on obtient le

résultat :

Théoréme 13 On suppose que les hypothéses (3.6) — (3.9) sont satisfaites. Alors le

probléme pénalisé (Pf') admet une solution unigue u,.
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Maintenant on s’intéresse au comportement de la solution du probléme (/') quand

p tend vers 0. Ceci est I’'objet du résultat suivant.

Théoréme 14 On suppose que les hypothéses (3.6) — (3.9) sont satisfaites. Alors la
solution v, du probléme (P{') converge dans V wvers la solution u du probléme (P,),

quand p tend vers 0, c’est-a-dire
u, — u dans V quand p — 0 (3.46)

Démonstration. On pose v = 0 dans (3.45) et en utilisant (3.6), (3.11) et le fait
que la fonctionnelle j, est positive, on déduit que la suite (u,) est bornée dans V.

Donc il existe une sous-suite notée aussi (u,) et un élément i € V tels que
u, =@ dansV quand g — 0. (3.47)

Pour passer a la limite dans (3.45) quand p tend vers 0 on remarque qu’en utilisant

(3.47), (3.44) et (3.13) on aura :
i% <NV — Uy mp=< 0,0 — Uy Vo EV. (3.48)
et
Lim j, (v)=j(r) VYveV. (3.49)
Nous démontrons maintenant que
lirgl_z(lllf Ju (u,) > j (1) (3.50)

Grace a la différentiabilité et a la convexité de la fonctionnelle j, définie par (3.44) il

résulte que

i () = 5 (@) 2 g [ 2" (0~ ) s (3.51)
I'y
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En conséquence, pour établir (3.50) il suffit de prouver que
g / |t | (, — ) ds — O quand g — 0 (3.52)
I's

En effet; puisque I’application trace est linéaire et continue de H; dans L? (T )N, on

déduit facilement de (3.47) que

u, — @ dans L2 (T3)" quand p — 0. (3.53)

En plus, d’aprés le théoréme de Lebesgue nous obtenons:

lii.|* — 1 dans L2 (T's)" quand g — 0 (3.54)

Donc, en utilisant (3.53) et (3.54) nous établissons (3.52) et par conséquent (3.50).

Pour passer a la limite dans (3.45) quand g — 0, il faut montrer :

limiglf < F(e(u,),0),e(v) —e(u,) =n<< F(e(@),0),e(v) —e(it) =y YveV
“—)

(3.55)
Pour ceci, en prenant d’'une part v = % dans (3.45) et en utilisant la monotonie de

l'opérateur F' (voir (3.6)) d’autre part, on obtient :

< F(e(uy),0),e (@) — & (up) =02 g (up) — 3 (@) + <0, 6 —wy ¢
et

< F (e (un),0) 6 (@) — € (w) =n<=< I (e (@) ,0), 2 (@) — £ (w,) =2 -

En passant a la limite dans ces deux inégalités quand p — 0 et d’apres (3.47) — (3.50)

on voit que

lir‘P i(l)’lf < F(e(u,),0),e(@) —e(u,) =#>0
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et
1ir‘r‘1_s;)1p < F (2 (uy),0),e (@) — & (uy) =n< 0
Dot
lim < F (e (u,),6) & (&) — = (1) == 0. (3.56)

Soitve Vet e 10, 1[. En appliquant I’hypotheése de monotonie (3.6) pour ’élément

u,, et I’élément w donné par :
w=(1-Na+ (3.57)

< (e (u,),0),c (@) —e(w,) =0 +A < F(e(w,),0),2(v) — = (@) =xn<
< (2 (10),0) 2 () = = (1) a0 A < F (= 10),0). 2 (1) — = () o

En utilisant maintenant (3.56) et (3.47) dans cette derniere inégalité. on obtient :

liminf < 17 (= (w,),0), < (1) — < (@t) =q<< (s (w),0).=(v) — < (1) =3 (3.58)

11~+0 )

En outre. puisque

< A7 (= (), 0) 2 (v) = = () === I (= (1) 0), = (1) — = (1) =3 +
< (= (uy,) . 0) = (v) — < (1) >y

de (3.56) et (3.58). il s’ensnit que :

liminf < F'(<(u,),0).2(v) — (i) =5 << I (s (). 0) .= () — < (it) =9 . (3.59)

1—0
L'inégalité (3.55) pent étre déduite en substitnant (3.57) dans (3.59) et en passant a
la limite quand A — 0.

En utilisant maintenant (3.48)-(3.50) et (3.55) on pent passer a la limite dans (3.45)
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quand g — 0 et on déduit que % est solution du probléme variationnel (/%). Donc
d’apreés I'unicité de la solution de ce probléme (voir le théoréme 9), on déduit que
U = u.

Ainsi u est I'unique limite faible de toute la suite (u,). Par conséquent la suite (u,)

converge faiblement vers u dans V c’est-a-dire
u, —u dans V quand p— 0 (3.60)

Pour obtenir la convergence forte de cette suite, nous remarquons que d’apres I'inégalité

de Korn et (3.6) il résulte:

LR F (e (u),0), 5 (u) — e (up) =9 — < F (= (uy),0), = (1) — = () >

clu, —u
(3.61)

o1l ¢ est une constante positive indépendante de j1. La convergence forte de la snite

(1,,) est maintenant nne conséquenc de (3.60) et (3.56) car « = u.

Remarque 3.2. soient u et u, les solutions respectives des problemes (1) et (17")

données par les théoremes 9 et 13. A ces solutions on associe respectivement les

champs des contraintes o et o, définis par :

a=F(<(u),0) (3.62)

et

o= 1F(=(u,).0) (3.63)

Alors on a :



99

o, — 0 dans H; quand p — 0. (3.64)

En effet, en posant v = +¢ € D (Q)" dans (P,) et en appliquant la formule de Green

et (3.62) il s’ensuit que

Divo+1m7 =0 p.p. dans (3.65)

Les mémes arguments entrainent que

Divo, +1=0 p.p. dans (3.66)

Done, de (3.62) — (3.63) et (3.65) — (3.66) on conclut que

|0 = 0ly, = 1o = 0ly = [F (= () ,0) = (< (1), 0) ]y (3.67)

La convergence forte (3.64) est finalement une conséquence de (3.67). (3.6) et (3.46).
Remarque 3.3. Nous considérons maintenant les conditions suivantes de contact
avec frottement.

w, =0, o] =—g |1/T]“‘I uy s [y (:3.68)

Nouts considérons ensmite le probleme mécanique (3.1)—(3.4) et (3.68) appelé probleme
().

En utilisant des argnments similaires a cenx ntilisés dans la démonstration dn lemme
6. un pent considérer que la solution wu,, du probléme (I’f') et le champs des contraintes

associé 7, défini par (3.63) représentent la solution faible (an sens dn lemme 6) dn
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probléme probléme (FP*).

Remarque 3.4. Les convergences fortes (3.46) et (3.64) peuvent étre interprétées
comme suit:

La solution faible (u,0) du probléme (P) de contact avec frottement entre un corps
élastique et une fondation rigide peut-étre approchée par la solution faible (u,,0,) du
probléme (P*) . Vu la différentiabilité de la fonctionnelle j, la pénalisation utilisée
ici présente un grand intérét pour I’étude numérique des problémes de contact de ce
type.

Résultats le cas I'j = (. Les théoréemes d’existence et d’unicité 9 et 10 ont été
établis dans le cas mesure I'; > 0. Dans cette situation 1'inégalité de Korn (5.37) est
vérifiée et elle est utilisée pour démontrer 1'unicité de ces deux théorémes. On peut
aussi considérer le cas mesure I'y = (. dans ce cas le probleme (/7)) peut se formuler
de la facon suivante :

Trouver u e V ={v e ll; /v, =0 sur I3} tel que

< F(e(u),0),s(0) —c(u) =y +j(@)—jw) ><nv—u>=c YreV (3.69)

Faisant v =0 € V puis v = 2u € V dans (3.69) on obtient :

<A (= (u),0) 2 (1) =9 +5 (1) =<1, u > (3.70)

De sorte que (3.69) éqgivaut a (3.70) et

< F (2 (), 0),2 (1) g+ (1) 2= 0 g

—_
\-f\:
~J
—

~—
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La fonctionnelle j étant positive, alors en remplagant v par —v on déduit que (3.69)

est équivalente a

|< F(£(u),8),e() =y — <>y <j0) YweV (3.72)

Comme ¢ est nulle sur ’ensemble des déplacements rigides R défini par (5.35) on voit

bien que ce probléme ne peut admettre de solution que si :

I<mp>=y|<jlp) VpeR

c’est-a-dire

/fpda:+/hpds < g/]pT|ds VpeR (3.73)
Q I'y I's

Nous allons dans la suite resondre le probléeme sous ’hypothése forte on l'inégalité

(3.73) est stricte :

7| / |pr|ds — /j'pd;z: + /h,pd.s >0 VpeR. p#U (3.74)
I’ Q I

Ce qui égivaut, 'éspace R étant de dimension finie a I'existence d une constante ¢ > 0

,/

telle que :

~1
(o]

g / lp-lds — /_/'p({,r + / hpds| > ¢ |p|,, (3.
l.':; 0 |.'2

On a alors la proposition suivante :

Proposition : on suppose que I't = ) et que (3.75) a lien. Il existe alors u € V

solution de (3.69). on ce qui revient an méme. minimisant la fonctionnelle :
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L) = 5 < F(e(@),0),& (0) mn +i (0) = <m0y

Démonstration : la fonctionnelle v < [(v) est continue et convexe sur V, il

suffit de montrer que / (v) tend vers oo quand |v|;; tend vers oo.

Si on pose :
w = v — Pv, Puv est la projection orthogonale dans H
q et
| V=W +p, PER
Alors on a :

L) = Lw+p) = 4 < F (= (w+),0) 2 (+p) =10 +§ (w0 p) — < 1 w-4p g
L(v) =1 < F(c(w),0),c(w) =y — (j fpde + | hpds) +i(w+p)— <nw >
Q 2

En utilisant (3.75) on obtient :

L(0) >3 < F((w),0),=(w) =4 +clply — 3 (p) +i(w+p)— <n,w =
L(v) > ”i < I'(2(w),0), = (w) =4 +clply 2 5 ’“’l%’ +elply 2 ¢ (I“"l%’ + '/’lH)

comme th = [1v|f1 4 }5(71)& et v =1w+ p, p € R et comme les normes |.|; et

| y, sont équivalentes sur V alors on a :

[vle < (ol + Iply)

Donc |v|g < ¢ (|w]i + |pl,;) — oo quand |o|¢. — oo et par conséquent I (1) — oo
quand |v]y — oo.
D’on le résultat.

Remarque 3.5. si u; et uy sont deux solutions de l'inéquation variationnelle (3.69)



103
alors faisant v = uy (respectivement v = u;) dans cette inéquation relative a u, (resp.

ug ) on obtient :

< F(e(u1),0),6(ug) — e (u1) =2 +7 (ua) — j (w1) 2< n,up —ug >y

< F(e(ug),0) € (w1) — € (u2) >=n +3j (1) — j (u2) 2= n, w1 —uz >y

En additionnant ces deux inégalités il vient :

< F(e(w1),0) — F (e (ug),0),e(u1) — e (u2) »>n<0
Mais par hypothése on a :

< Fe(ur),0) = F(z(up),0),2 () — £ (ug) =5> 0
D’on

< F((w),0) — F(c(ug),0),= (1) — = (ug) =5=10
Cette derniere égalité entraine que

s(uy—ug) =0=>u;—uy €R

Donc on a pas 'unicité du champ des déplacements mais il y a unicité des champs

des contraintes et des champs de déformations.
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Chapter 4

PROBLEME VISCOPLASTIQUE
DE CONTACT SANS

FROTTEMENT

Le but de ce chapitre est I'étude quasistatique d'un probléme de contact sans frotte-
ment din corps viscoplastique avec une base rigide. L’étude de ce probleme est faite

pour des matérianx ayant une loi de comportement de la forme
d=Es4+ G (m,2,0).

ot £ est un tenseur d'ordre quatre. (¢ est une fonction constitutive et ) est nn
parametre (la température ou I'humidité). Dans la premiere partie de ce chapitre
on donne, apres avoir posé le probléme mécanique. denx formmlations variationnelles
et on démontre I'existence et I'unicité pour chacune de ces formulations en utilisant

une technique de point fixe.



106

Dans la deuxieme partie de ce chapitre on étudie quelques propriétés de la solution.
on démontre ’équivalence des deux formulations variationnelles, la dépendance de la
solution par rapport au parameétre @ et on termine par 1’étude du probléeme mécanique
de départ en introduisant une pénalisation portant sur les conditions aux limites de
contact.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont inspirés de Sofonea [1] et Rochdi [1], la
différence consiste ici dans 'intoduction du parametre 6 dans la loi de comportement

viscoplastique et la dépendance de la solution par rapport a ce parametre.

4.1 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie, on va formuler le probléme quasistatique de contact unilatéral sans
frottement d'un corps viscoplastique avec une base rigide et établir deux formulations

variationnelles pour ce probleme ainsi que deux résultats d’existence et dunicité.

4.1.1 Formulation du probléme mécanique et hypotheses

On considére un corps viscoplastique dont les particules matérielles ocenpent un do-
maine (2 de RN (N = 1,2,3 ) et dont la frontiere I'. supposée réguliere est divisée en
trois parties mesirables disjointes 'y, I'y et T'3 telles que mesure Iy > 0.

Soit [0,7] un intervalle de temps. On suppose que le champ des déplacements u
s annule sur Iy, que des tractions superficielles g s’appliquent sur I'y et que des forces
volumiques [ agissent sur 2. On suppose aussi que le corps Q repose sur une fon-

dation rigide par la partie ['; et que ce contact s’effectie sans frottement c'est-a-dire
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que les mouvements tangentiels sont complétement libres. On précise en outre qu'on

étudie le cas quasistatique et que le corps {2 a une loi de comportement de la forme

0=E+G(0,e,0).

Sous ces considérations, le probléme mécanique, qu’on va étudier peut se formuler de
la maniére suivante.
Probléme P. Trouver le champ des déplacements u :  x [0,7] — R et le champ

des contraintes 0 : Q x [0,7] — Sy tels que

6 =E¢+ G (0,6,0) dans Q x]0,T] (4.1)

Divo + f =0 dans Q x |0, T (4.2)

u=0 sur [} x ]0,T] (4.3)

av=g surTyx]0,T] (4.4)

u, <0, 0,<0, o0,=0, o,u,=0 sur3x]0,T]. (4.5)
u(0) =ug, o(0)=0y dans). (4.6)

L’équation (4.1), représente la loi de comportement viscoplastique. La relation (4.2).

représente 'équation d’équilibre ot f est la densité des forces volumiques agissant sur
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le corps déformable 2. Les relations (4.3) et (4.4) sont les conditions de déplacement-
traction. Les conditions aux limites (4.5) représentent les conditions de contact sans
frottement de Signorini sur la partie I'; de la frontiére de Q. Finalement, la relation
(4.6) représente les conditions initiales.

Pour I’étude du probléme mécanique (P), on considére les hypothéses suivantes.

)

€ :Q x Sy —> Sy est un tenseur symétrique et défini positif :
(a) Ejkn € L®°(Q) Vi, jk,h=1,N

(b) Eo1 = 0&T Vo,T € Sy

(c) 3 > 0 tel que E00 > a|o|® Vo € Sy

G:QxSvxSyxRM — Gy et
(a) AL > 0 telle que |G (.,0q,£1,01) — G (., 09,59,05)| <
L(Jov = oaf + |e1 — 2] + 01 — 62])
pour tout d;,¢; € Sy et §; € RY (i=1,2). (4.8)
(b) GG (.,0,<,0) est une fonction mesurable Lebesgie sur §)

pour tout o, € Sy et 0 € RM

(C) (;(.,UN,UN,OM) € H

JEWN (0, T H) . ge W' (0,T.1(Ty)") (4.9)

0101, L2 (@"). (4.10)

On définit le sous-espace fermé V' de H, par :
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V={ue H /yu=0sur T} (4.11)

et on le munit du produit scalaire suivant.

<u,w>y=<¢e(u),e(w) >y VYu,weV. | (4.12)

V munit de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.

La fonctionnelle v —=< f(t),v =y + < g(t),yv > L3(ry)N st une fonctionnelle

linéaire et continue sur V.
Il résulte grace au théoréme de Riesz-Fréchet l'existence d’un élément F'(t) € V tel

que

<= F),v=v==f(t),v=n+<g({t), 70 >pe,y VeV, te€[0,T]. (413)

En utilisant (4.9), (4.10) et (4.13), il résulte :

FeWwh ™ o,T,V) . (4.14)

En ontre on définit respectivement “[ensemble des déplacements admissibles” et

"Uensemble des contraintes admissibles ” snivants.

Uw={veH /o=0suTly, v, <0, surl;}. (4.15)

Yad (f) = {T € H/% T,S(’I’) b Y ]"(f) , vy Yo e (/Y(,d} . (416)
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Finalement, on fait I’hypothése suivante sur les données initiales.

Ug € Uga, 09 € Lgq (0), =< 09,2 (ug) =1=< F(0),up =v . (4.17)

Remarque 4.1. Du point de vue mathématique, les hypothéses (4.7), (4.8) et (4.10)
nous permettent de définir deux opérateurs notés encore £ et G de la facon suivante.
EH—H, Eo()=Ejn()or(.) VYoeH p.p. dans
G:HxHx QY — Het G(o,6,0) = G(.,0(.),e(),0()) Vo,ceH
p-p- dans (.

De plus, d’apres (4.7) et (4.8) les deux opérateurs £ et G vérifient :

o, < Blol,, VYoeH W

<ET, T y=<0,E1 =y Yo, 71EH (4.18)

< Ed,0 5>« ]rr|fi Vo e H

‘(;(01,51,()])‘—(;((72,(‘,‘2,02)[“S 1
L (l(f] — (Tg!H + IS] - EQIH + |(}] - 02|L‘£(Q)“) (419)
Vo,e,eM, O;el2(M (i=1,2).

4.1.2 Formulations variationnelles

Dans cette partie, on va donner deux formulations variationnelles du probléeme (/7).
Dans la premiere formulation (/7), I'inconnue principale est le champ des déplacements
u, alors que dans la deuxiéme formulation (%), I'inconnue principale est le champ

des contraintes . Le résultat conduisant a ces deux formulations est le suivant.
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Lemme 7 Si le couple de fonctions (u,0) est une solution du probléme (I°), alors :
U(t) EUsa, <0(t),e(v) —e(u(t)) =n>< F(t),v—u(t) =y VYveUy (4.20)
o(t) €Xoq(t), <T—0(t),e(u(t)) >x>0 VT eyt . (4.21)

Démonstration. Soient v € Ugg et t € [0,T] .

En utilisant (4.2) et le théoréeme A.2.5 on obtient :
<o (t),e(®) —e(u(t)) === f(t),v—u(t) =v +/0(t)u- (v —u(t))ds
r
et moyennant (4.3), (4.4) et (4.13), il en découle :
< (t),2(0) e ((t) mr== F (), 0= u(t) =y + [0 (O)v (0= u(®))ds.
I'3
En tenant compte maintenant de (4.5), I'égalité précédente donne :
<o (t),e (@) — £ (t) ma=< F (1), 0 —u(t) =y +/' oy () vnds . (4.22)
1y

L’'inégalité (4.20) est a présent le résultat de (4.22) , (4.15) et (4.5). De plus. (4.3), (4.5)
et (4.15) impliquent w (1) € Upy.

En prenant v = 2u (1) € Uy puis v = 0 € U, dans (4.20) on obtient
<a(t),e(u(l)) =p==<I(t),u(l) > (4.23)

et, moyennant (4.23),(4.20) et (4.16), il résulte a (1) € Loy (1).
L'inégalité (4.21), est a présent une conséquence de (4.16) et (4.23).
Le lemme précédent nous permet donc de donner les deux formulations faibles suiv-

antes, (/%) et (I%) pour le probléme mécanique (P°) :
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Probléeme P;. Trouver le champ des déplacements u:[0,7] — H, et le champ des

contraintes o : [0,T] — H; tels que

G=Ee(u(t) +G(o(t),e(w(),0(t) pp.tel0,T] (4.24)

U(t) €U, <0(t),e()—e(u(t)) =y>< F(t),v—u(t) =y Vtel0,T] (4.25)

u(0) =up, 0(0)=00. (4.26)

Probléme P,. Trouver le champ des déplacements u:[0,7] — H, et le champ des

contraintes o : [0, 7] — H; tels que

o =Ec(@(t) +G(o(t),=(u(t),0() pp. telo,T] (4.27)

o(t) €Xaa(t), <T7—0(t),c(u(t) x>0 VreZy(t) Viel[0,T] (4.28)

u(0) =uy, o(0)=o0. (4.29)

Remarque 4.2. Grace au lemme 7, dire que le probléme (F;) est une formnlation
faible du probléme mécanique (P) signifie que si (u,d) est une solution réguliere dn
probléeme mécanique (1°), alors (v, ) est solution du probléme variationnel ().

En outre, on peut montrer que toute solution du probléme variationnel (P), vérifie
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formellement le probléme (P).
En effet, soient ¢t € [0,T] et (u,0) une solution du probléme variationnel (7). On va
montrer que (u, o) satisfait (4.2) , (4.4) et (4.5).
En prenant v = u(t) + ¢ € U, pour tout ¢ € D ()" dans I'inégalité (4.13) on
obtient

Divo (t)+ f(t) =0 dans H . (4.30)

En utilisant le théoréme A.2.5, (4.25), (4.15) et (4.13) on obtient:
<o) v,y(v—u(t)) "o xH 2 G @), y(v—u(®) = papyy Vv EUw (431)
En prenant v = u(t) £ w € U,y pour tout w € H; tel que w = 0 sur I'; UT', dans
(4.31), il résulte grace & (5.45) :
o(l)v=g(t) surly. (4.32)

En prenant maintenant v = u(t) £ w € Uy pour tout w € H; tel que w = 0 sur

Iy Uy et w, =0 sur I's dans (4.31), il résulte moyennant (4.32) et (5.47) :
o, (1)=0 suly. (4.33)

En prenant cette fois-ci, v = u(t) + w € Uy pour tout w € H, tel qne w = 0 sur
'y UTy et we = 0,w, <0 sur I'y dans (4.31) il résulte compte tenn de (4.32) ,(4.33)
et (5.47) :

g, (1) <0 swrly. (4.34)
Finalement, en prenant v = 2u (1) € U,y puis v = 0 € U,, dans (4.31). il vient compte

tenu de (4.32) , (4.33),(4.34) ainsi du fait que u (t) € Uy :

a, (u, (1) =0 sur Ty . (4.35)
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Des relations (4.30), (4.32) — (4.35) on peut donc affirmer que (u, o) est aussi solution
du probléme mécanique(P).

Remarque 4.3. Avec les mémes arguments utilisés dans la remarque précédente on
peut vérifier facilement que toute solution réguliére du probléme mécanique (P) est

une solution du probléme variationnel (P;) et vérifie formellement (P).

4.1.3 Premier résultat d’existence et d’unicité

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Théoréme 15 Sous les hypotheéses (4.7) — (4.9) et (4.17), le probléme variationnel

(P) admet une solution unique (u,0) ayant la régqularité :

u€ W (0,T,H,), oe€W"(0,T,H,).

Pour établir ce théoréeme. nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.
On suppose que (4.7) — (4.9) et (4.17) sont satisfaites et pour tout n € L* (0,7,H)
soit 7, € W1 (0,T,H), la fonction définie par :

Zy () = / 1 (s)ds + a0 — €2 (ug) V€ [0,T] . (4.36)

0

On considere alors le probléme elliptique suivant.

Probléme Py,. Trouver u, : [0,7] — H; et 0, : [0,T] — H; tels que

o (t) = e (un (1)) + Zy (1) (4.37)
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Uy (t) € Usa, < 0y (t),e(v)—€(ty(t)) =1>< F (t),v—uy (t) v Vv € U, t €[0,T]

(4.38)

Lemme 8 Le probléme variationnel (Py,), admet une solution unique (u,,0,) ayant
la régularité :

Uy € Wl,oo (O,T, Hl) , Oy € Wl,oo (O,T,Hl) .

De plus on a :
Uy (0) =up, o0, (0) = 0. (4.39)

Démonstration. Soit t € [0,7] . En utilisant (4.14),(4.15), (4.7) et I'inégalité de
Korn on obtient grace au théoréme A.1.10 I’existence et 1'unicité d’un élément w, (t)

tel que:
Uy (1) € Upq et

< &e (uﬂ (t)) € (’U) —£ (Ur} (t)) -+ < ZTI (t) ,E (’U) — & (u,,n (f)) > > (440)

><E(t),v—u,(t) =y Vv & Uy.

En prenant maintenant o, (t) € H définie par (4.37). on obtient (4.38).
On remarque a présent qu’en prenant. v = u,, () £ dans (4.38) ponr tout ¢ € D Q)Y

il résulte a partir de (4.13) et (5.37) :
Diva, (t)+ f(t) =0 (4.41)

On en déduit alors o, () € H;.

On a ainsi prouvé I'existence et I'unicité du couple (u, (t), 0, (t)) € Hy x H; solution
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du probléme (P},) (I'unicité de oy, (t) provient de celle de u,, (t) moyennant (4.7) ). La
condition initiale (4.39) provient directement de (4.17) et de 1'unicité de la solution
du probleme (Py,) a l'instant ¢t = 0.

Soient maintenant t, et t; € [0, T).

En appliquant (4.40) pour {t = t;,v = u, (t2)} et {t = ts,v = uy, (t1)} puis en faisant

la somme entre les deux expressions obtenues, il résulte moyennant (4.7) et (5.37)

[ (1) =ty (82)| g, < ¢ (IF (82) = F (t2)ly + 125 (82) = Zy (82)15,) - (4.42)

En utilisant a présent (4.37), (4.41) et (4.42), il vient:

|70 (t1) = a3 (82) ], < ¢ (IF (81) = F (t2)ly + 12 (t1) = Zy (t2)]y,) (4.43)
De (4.42),(4.43),(4.14) et en tenant compte de la régularité Z, € W1 (0,T,H), il
résulte que u, € W (0,7, H) et 0, € WH (0, T, H,).
Considérons les hypothéses (4.8) et la remarque 4.1, on peut définir I'opérateur

A:L>®(0,7,H) — L*(0,T,H) par :
An(t) =G (o, (t),e(uy(t),0(t)) VYne L*(0,7,H) (4.44)

ou, pour tout n € L*> (0,7, H), (uy, 0,) représente la solution du probléme variation-
nel (I’,) donnée par le lemme 8.

Lemme 9 L ’opérateur A admet un point five unique n* € L>° (0, T, H).

Démonstration. Soient 1,7, € L (0,T,H) ,t € [0, T].
En utilisant (4.40) pour {n = 7y, v = u,, (t)} et {n = n2,v = uy, (¢)} puis en faisant

la somme des deux expressions obtenues, on obtient moyennant (4.7) :

& iy (8)) = & (tt (D) < €170 (1) = Zig (1)l - (4.45)
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D’apres (4.37) et (4.45) on a :

lom (t) - (t)|1-¢ <c |Zm (t) - (t)lu (4.46)

En tenant compte maintenant de (4.44), (4.45) et (4.46), il résulte:
|Am (t) — Az (8)l3 = 1G (0, () € (un, (£)),0(2) — G (00, (1) & (un, (2)),0 (2))] <

< L (Jom (8) = T (t)ln + e (s (2)) = € (g (0)]5) < €1Z0s (8) = Zog (D)5

ol c est une constante positive. Et moyennant (4.36) on en déduit :

A () = Ao (8)] < / 71 (5) = 12 (3)lyg s (4.47)

Notant par A? la composée d’ordre p de 'opérateur A, il découle de (4.47) :

v q

|APny () — AP (8)]5 < j / — 12 ()], dr...ds

0 0

pour tout t € [0,7] et p € N . Cette inégalité donne alors

Cp
lApnl - AanIO,oo,'H _<_ ;" ‘771 - 7’2'0,00,7.[ Vp eN (448)

et, puisque plg& fg = 0, (4.48) entraine, pour p assez grand, que l'opérateur AP est
une contraction dans L* (0,7,H). Donc il existe un seul élément 7* € L* (0,7, H)
tel que

AP = o
Moyennant les égalités

AP (An*) = AP in" = A (APy") = Ay’

ainsi que 'unicité du point fixe de AP, il vient que n* est 'unique point fixe de

I'opérateur A. Nous avons maintenant tous les éléments permettant la démonstration
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du théoremels.

Démonstration du théoréme 15.

Existence. Soit #* € L* (0,T,H) le point fixe de A et soient u,. € W= (0,T, H;)
et 0,» € W1 (0,T,H;) les fonctions données par le lemme 8 pour n = n*.

En utilisant (4.36), on obtient en dérivant (4.37) par rapport au temps :

Oye (8) = Ee (U (8)) + 1" (1) pp. t€]0,T]
et & partir de (4.44), il résulte :
N (t) = An* (t) = G (0g- (), e (up: (t),0(2))) Vte]0,T].
On obtient ainsi :
- () = E¢ (ig- (1)) + G (09 (1) .= (uye (1) ,0(2)))  p.p- L €]0,T]

et moyennant le lemme 8, il résulte que le couple (uy-, 0y-) est solution du probleme
().

Unicité. Soit (u, ) une solution du probléme () ayant la régularité :
we W (0,7, 1), oeW"'(0,1,H,)
En notant par n € L (0,7, H) la fonction définie par :
n(t)y =G a(t),=(u(t),0(1) Vielo,T) (4.49)

il vient & partir de (4.36) que le couple (u,0) est solution de (I,). Comme ce

probleme admet une solution unique (a,,uy). il résulte :

U=1Uy, O=0,. (4.50)
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En utilisant (4.44) , (4.50) , (4.49) il vient :
An=n
et vu l'unicité du point fixe de A, il résulte :
n=n" (4.51)

L’uncité du théorémel5 est maintenant une conséquence de (4.50) et (4.51).

4.1.4 Second résultat d’existence et d’unicité
Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Théoréme 16 Sous les hypothéses (4.7) — (4.9) et (4.17) le probléme variationnel

(1%) admet une solution unique (u,a) ayant la régularité :
we W (0,T,V), oe€W"(0,1,H,).

Démonstration. Pour établir ce théoreme. remarquons d’abord que (4.28) est.

équivalente a l'inclusion différentielle :
0€=(u(t)+ s, (o) Vielo,T] (4.52)

ot s, (1) représente le sons-différentielle de la fonction indicatrice v, .
La difficnlté majenre pour I'étude du probleme (/%) provient ainsi de la dépendence
de I'ensemble ¥, (1) par rapport an temps: c’est pour cela qn'on va remplacer (4.52)

par une autre inclusion différentielle associée & un ensemble convexe fixe par rapport

au temps Xy défini par :

Yo={reH/<7,=(v) =4>0 Vv elUy}. (4.53)
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On introduit aussi les notations suivantes.

g =c¢(F) (4.54)
0g=0—0, do=o09—05(0). (4.55)

On remarque alors que
Yaa(t)=0(t)+Xo Vtel0,T]. (4.56)

Sous ces conditions, on peut énoncer le résultat suivant.

Lemme 10 Le couple (u,0) est solution du probléme variationnel (P) ayant la
régularité u € W (0,T,V), 0 € W1 (0,T,H,)si et seulement si le couple (u, )

est solution du probléme

() =€ -E'C G +b,2(n),0)+E G (4.57)
a (f) €%y, <T-— 5(t) , € (’llv(t)) x>0 Vredy e [O,T] (458)
u(0) =uy, a(0)=ay (4.59)

ayant la régularié v € W' (0,7, V), &€ W' (0,1, H,) .

Démonstration. Soit t € [0,7]. Remarquons tont d’abord qu’a partir de (4.54)

et (4.12) on obtient :
<a(l),s(@) =y=<F (), v = Yeel,. (4.60)
En prenant alors v € D ()", il résulte de (4.60) compte tenu du théoreme A.2.5 ef

(4.13) que

Divé (1) = —f (1) € H..
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La relation (4.9) entraine alors :
e W (0,T,H,). (4.61)

Le lemme 10 est maintenant une conséquence de (4.55), (4.56) et (4.61).

On va maintenant s’intéresser a ’étude du probléme (4.57) — (4.59) et on va utiliser
une technique de point fixe similaire & celle utilisée pour la résolution du probléme
(P).

Soit alors pour tout € L (0, T, H), la fonction Z, € W' (0, T, H) définie par :
t
/ 0 (s)ds + & (uo) — o V€ [0,T]. (4.62)
0

On consideére alors le probléme variationnel suivant.

Probléme Py,. Trouver u, : [0,7] — H, et o, : [0,T] — H, tels que

=(uy, (t)) =E o, (1) + Z, (1) + E7'5 (1) (4.63)
g, (1) €Xo, <T—0,(1),s(uy (t)) =>0 VY7 e, (4.64)

pour tout t € [0, 7.

Lemme 11 Le probléme variationnel (Py,) admel une solution unique (u,, 0,)) ayant

la régularité u, € WH (0,7, V), a0, € WI(0,1,H,). De plus on a :
'llvn (U) = Uy, an (U) = 5’(). (465)

Démonstration. Soit ¢ € [0,7]. Sachant que ¥ est un convexe fermé non vide
(car 0 € Xy ) de H, on obtient grace a (4.7) et (4.61). moyennant le théoreme A.2.8.

'existence et I'unicité de la fonction a,, (1) telle que

a(t)€Xy, <7—0, (1), E 0, () + Z, () +ETF(t) =x>0 VYT EL, (4.66)
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De plus, en appliquant (4.66) pour {t =t;,7 =0, (la)} et {t =ty,7 = 0, (1)} pnis
en faisant la somme entre les deux expressions obtenues, il résulte compte tenu de

I’hypothese (4.7) :

00 (61) = 0 ()l < € (170 (81) = Zo (g + 16 (1) = 5 (8)e) Ve, ta € 0,T).
(4.67)
Remarquons maintenant, puisque oy, (t) € £, qu’en prenant v € D (Q)" dans (4.53),

il résulte en utilisant le théoreme A.2.5 :
Diva, (t) = 0. (4.68)

En tenant compte & présent de la régularité 7, € W' (0, T, H) ainsi que de (4.61) , (4.67)
et (4.68) on obtient :

o, € W' (0, T, H,). (4.69)
On peut donc introduire maintenant la fonction <, € W (0,7, H) donnée par :
sy () =E o, () + 7, () + E7'G (1) (4.70)
et en reportant cette expression dans (4.66). il résulte :
<7 —0,(),5, (1) =1>0 YT € Xy, (4.71)
On définit ainsi le sous-espace V de H par :
V={reH/Divt =0dans Q,7v =0 s 'y 1UTy}.

Sachant que o, (1) € ¥y, on pent aisément vérifier que o, (1) + 7 € &) pour tout

Z € V. En appliquant alors (4.71) powr 7 = oy, (1) £ Z. il résulte :

< 2,y (t) =4=10 V7 eV.
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Compte tenu du théoréme A.2.6, on obtient alors I'existence de u,, (t) € V tel que
0 (8) = & (uy (1)) (472)

De plus, en utilisant (5.37), on peut établir 'unicité de cet élément u, (t) D’autre

part la régularité €, € W1 (0, T, V) entraine :
u, € W (0,T,V). (4.73)

Il résulte donc a partir de (4.70) — (4.72) que (u,,0,) est une solution unique du
probléme (P,,). Finalement la condition initiale (4.65) est une conséquence de (4.17),
(4.54) et (4.55) et de I'unicité de la solution du probléme (P,,) a l'instant ¢ = 0.

Le lemme précédent ainsi que les hypothéses (4.8) et (4.10) nous permettent de définir
Popérateur A : L% (0, T, H) — L= (0,T,H) par :

Ay =—-E7'G (0, + 6,2 (uy) ,0) (4.74)

ot pour tout 7 € L*®(0,T,H), (uy,o0,) désigne la solution du probleme (/%,). De

plus on a la propriété suivante.
Lemme 12 [ opérateur A admet un point fire n* € L (0,T,H).

Démonstration. Soient 0,1 €, L™ (0,T,H) et t € [0,T].
En utilisant (4.64) powr {n =m,7 =0y, (£)} et {n =12, 7 = 0,, (1)} puis en faisant

la différence des deux expressions obtenues. on obtient movennant (4.18):

o, (t) — T2 (t)'H <c 'Zm (ty) — 7 (f’2.)|7-(- (4.75)

A partir de (4.63) et 'inégalité précédente. il vient alors :

|= (uy, (1)) — € (un, (f))lu <elZy, (h) = Zy (t‘Z)IH . (4.76)
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En tenant compte de (4.74) , (4.18), (4.75) et (4.76) on déduit :
|Am — Ay < c|Zy, () = Zn, (E2)l4, (4.77)

et moyennant (4.62), on en déduit :

t
(A = Al < ¢ [ I () = 72 (3)] ds. (478)
0

On remarque ainsi que les expressions (4.78) et (4.47) sont identiques. Le lemme 12
peut donc étre démontré en utilisant les mémes arguments que ceux de la fin de la

démonstration du lemme 9.

Démonstration du théoréme 16.

Existence. Soit n* € L*(0,7,H) le point fixe de 'opérateur A et soient u,. €
Whe(0,7,V), a,. € W' (0, T, H,)les fonctions données par le lemmell pour n =

n*. En utilisant (4.62), on obtient en dérivant (4.63) par rapport au temps :
< (i (1)) = E Yo () + 07 (1) + £715 (1) p.p. t €]0,7T]
et a partir de (4.74), il résulte :
() =An*(t) = —E7'G (o (1) + 5 (1), = (uy- (1)) ,0(1)) VL€ [0,717].
On obtient ainsi :
(i (1) = E7' e (1) = E7'G (00 (1) + G (1), 2 (10 (1)), 0(1)) + E1F (1)

p.p. t€]0,T].
Moyennant alors le lemme 11, il résulte que le couple (u,.,0,:) est solution dn

probleme (4.57) — (4.59).
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Unicité.
Soit (u,0) une solution du probléme (4.57) — (4.59).

En notant par n € L* (0, T, H) la fonction définie par :
n(t)=—-E'G (o (t) +5(t),e(u(t)),0() vt € (0,7 (4.79)

il vient a partir de (4.62) que le couple (u,0) est solution de (P,,). Comme ce

probléme admet une solution unique (u,, 0,), il résulte :
U=1U,, O0=0y (4.80)
En utilisant maintenant (4.74), (4.80) et (4.79) il vient :
An =1
et vu I'unicité du point fixe de 'opérateur A, on conclut a
n=mn" (4.81)

L’unicité du théorémel6 est maintenant une conséquence de (4.80) et (4.81).

4.2 Propriétés de la solution

Dans cette partie nous étudions les propriétés des solutions (u, ) données par les
théorémes 15 et 16. Nous commencons par un résultat faisant le lien entre les solutions

respectives des problemes variationnels (I’) et (1%).

4.2.1 Un résultat d’équivalence

Théoréme 17 Supposons que les conditions (4.7) — (4.9) et (4.17) sond remplies

et soient u € WhH®(0,T,V), o € W' (0,T,H,). Alors (u,0) est solution du
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probléme variationnel (P;) si et seulement si (u,0) est solution du probléme varia-

tionnel (Ps).

Démonstration. Il suffit d’établir I'équivalence entre (4.25) et (4.28).
Soient alors t € [0,T], u € W (0,T,V) et 0 € W (0,T, H,).
Supposons que (u, o) est solution de (4.25).

En prenant v = 2u (t) € Uy et v =0 € U,y dans (4.25) on obtient :
<o (t),e(u(t)) =n==<F(t),u(t) -v. (4.82)

Il résulte alors & partir de (4.25),(4.82) et (4.16) que o (t) € Ey4(t). L’inégalité
variationnelle (4.28) est maintenant une conséquence de (4.16) et (4.82). On en
déduit donc que (u, o) est solution de (4.28).

Réciproquement, supposons que (u, o) est solution de (4.28).

On va dans un premier temps montrer que u (t) € U,q; pour cela. on va procéder par

I'absurde.
Supposons done u (1) ¢ U,y et notons par P’ (1) la projection de u () sur le convexe

fermé U,y C V. Ceci se traduit compte tenu du théoreme A.1.5 par :

< Pu(l)=u(t),v=y>=< Pu(t)—u(t), Pu(t) =v>=< Pu(t)—u(t) u(l) = Ve e Uy

De cette double inégalité, on peut déduire I'existence de o € R tel que
<Pu(t)y—u(t),v>=v>a>< Pu(t)—u(t),u(t) =v Vv& Uy (4.83)

On introduit maintenant la fonction 7 définie par :

T(t)=c(lu(t) —u(t)) € H. (4.84)



Moyennant (4.12), (4.83) et (4.84), on déduit :

<7(t),e(v) =u>a><T(t),c(u(t) »=n YveUy.

En prenant v = 0 dans (4.85), il vient :

a<(.

Supposons & présent qu'’il existe v € U,y tel que

<7 (t),e(v) »=n<O.

En utilisant (4.85), puisque Av € U,y pour tout A > 0 il résulte :

A<T(t),e(®) =xy>a VA>0

(4.85)

(4.86)

(4.87)

et, en passant a la limite quand A — oo, on obtient & < —o00, ce qui est en contra-

diction avec le fait que « soit un réel. On en déduit alors que :

< T(t),e(v) =x>0 Yve& Uy.

moyennant (4.53), cette derniere inégalité signifie que 7 (1) € .

Il vient alors en tenant compte de (4.56) que 7 (L) + & (1) € £y (1). 011 7 est donnée

par (4.54).

En appliguant maintenant (4.28) pour 7 = 7 () 4+ & (#). on obtient :

<T(),e(u(t)) =y=><a(t)—a(t),s(u(l)) = .

cette inégalité implique compte tenn de (4.85), (4.86) :

<o(t)—a(t),s(u(t)) »n<0.

(4.88)
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En outre, du fait que o (t) — G (t) € Ly, il vient a partir de (4.58) appliquée pour

7 =2(0(t) — 6 (t)) € Lo, sachant (4.55) :
<0o(t)—0(t),e(u(t)) =x=>0. (4.89)

On remarque ainsi que (4.88) et (4.89) sont en contradiction, ce qui implique que
u (t) € Uad

En tenant compte maintenant des définitions (4.12) et (4.54) il vient :
<d(t),e(v) =y=<F (), v>v Yv €Uy (4.90)

D’olt on obtient & (t) € Tuq(t). Il résulte alors de 1'inégalité (4.28) appliquée pour

T =20 (t) et de (4.90) :

< F(t),u(t) =v=>=<0a(t),s(u(t)) > . (4.91)
Sachant d’antre part que o () € yq (t) et u (t) € Ugg. on obtient grace a (4.16) :

<a(t),e(@(t)) =y>< F(t),u(t) >v. (4.92)
On conclut alors a partir de (4.91) et (4.92) I'égalité :

<o (t),e(u(t)) =nu==<F(t),u(t) >v. (4.93)
De plus, sachant que o (1) € £, (t), il résulte de (4.16) :

<o (t),s(v) =y>=< F (1), v >y Yve& U, (4.94)

L'inégalité (4.25) est maintenant une conséquence de (4.93) et (4.94). Ceci nous
permet de déduire que (u, ) est solution de (4.25).

Dot I'équivalence annoncée entre les problemes variationnels (7)) et (1%).
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4.2.2 Dépendance de la solution par rapport au parametre

La dépendance de la solution (u, o) par rapport au parametre § est donnée par le

résultat suivant.

Théoréme 18 Sous les hypothéses (4.7)—(4.9), soit (u;, 0;) la solution variationnelle
du probléme (P), associée au paramétre 0; telle que (4.10) soit vérifiée. Alors il existe

une constante positive ¢ qui ne dépend que de U, I'y, £, G et T telle que
lur — u2|L°°(0,T,H1) + |on — a2lL°°((),T,‘H1) <clb — 921L°°(0,T,L2(Q)M) .
Démonstration. Soient t € [0,7] et i € {1,2} . En utilisant (4.25) on obbtient :
Ui (t) € Uaa, < 0i(t),e(v)—e(u;(t)) =n>< F(t),v—u; (t) =v Vv € Usy (4.95)

D’autre part, a partir de (4.24) et (4.27) il résulte :

0; (t) = €= (u; (1)) + Z; (1) (4.96)
ou 7; est définie par :
Z; (1) = /G (0:(8),2(u; (3)),0;(3)) ds + g9 — E< (1) (4.97)

En utilisant (4.20) pour {i =1,v =wuy (t)} puis {i =2,v =u; (1)} et en faisant la
différence entre les deux expressions obtenues. il vient moyennant (4.96),(4.7) et

I'inégalité de Korn :
1 (0 = (g, < 0120 (0) = Zo Ol
De plus, en tenant compte de (4.96) et (4.7), cette derniére inégalité entraine :

s (£) =z (8)] 1, + o4 (1) = 02 (D] < €174 (8) = Zo (D).
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D’autre part, (4.95) appliquée pour v = u; (t) & ¢ pour tout ¢ € D(Q)". donne

moyennant (4.13) et théoréme A.2.5 :
Divo; () + f;(t) =0 (i=1,2).
L’inégalité précédente devient alors :
ut (¢) — w2 ()| g, + o1 (8) — 02 ()], < c|Z1(2) — Za () (4.98)
En utilisant maintenant (4.97) on obtient grace a (4.19) :

173(6) = 22 Ol < L 101(5) = 02 (5l s+ L] s (5) — 2 (5) s

. (4.99)
+L£ 101 () — 02 ()| L2y ds
De (4.98) et (4.99) on obtient:
t
|t (8) = w2 ()], + o1 (1) = a2 (W), < e[ 101 (5) = 72 (5)lyy, dst
0 (4.100)

t t
¢ (j) lwr (5) —ua (s)], ds + ¢ g 101 (8) = 02 (3)] 2™ A5
En appliquant le lemme A.2.1 de Gronwall on obtient :
t
[y (1) — wa (), + o1 (&) — a9 (D)5, S ¢ / 101 (8) = 02 (8)[ 2t 8
0

Il s’en suit alors :

luy — 712'1,00(0.7',111) + oy — ”2|L‘“(0.’I'.H|) < elfy =0« (0.1.0.2()M ) +

d'ou le résultat cherché.
Le résultat du théoreme 18 est important du point de vue mécanique. Il montre que
des petites perturbations dans le parametre § n’entrainent que des petites perturba-

tions dans la solution (u, o) du probléeme de contact sans frottement.
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4.2.3 Un résultat de pénalisation

Dans cette partie, on va étudier le probléme pénalisé du probléeme (4.1) — (4.6) c’est-
a-dire on va remplacer les conditions aux limites de Signorini (4.5), par les conditions

aux limites suivantes valables sur I';.

o,=0 siu, <0

{ “h<o0,<0,0,=0 siu,=0

o, = — st u, >0

ou h est un parametre destiné a tendre vers co.
Soit donc h > 0 et considérons le probléme pénalisé du probleme (4.1) — (4.6):
Probléme P”. Trouver le champ des déplacements u" :  x [0,7] — RN et le

champ des contraintes 0" : Q x [0,T] — Sy tels que

o" = €= (W) + G (0", (u"),0) dans Qx]0, 7 (4.101)
Dive" + f =0 dans Q x 0,7 (4.102)
u" =0 sur Iy x 0,77 (4.103)

o'v =g sur Ty x]0,T] (4.104)
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oh=0 siul <0

~h<o?<0,6=0 siul=0 s sur '3 x |0, T (4.105)
oh=—h siul >0
u" (0) = up, " (0) = 0o. (4.106)

Jomme dans le chapitre 2, 'interprétation mécanique des conditions aux limites de
contact (4.105) est la suivante : le corps viscoplastique occupant le domaine Q ne
peut pénétrer dans la base que lorsqu’un seuil h est atteint par la réaction normale.
Le parametre h peut donc étre interprété comme ” le seuil d’effondrement ” de la
base. Il s’agit donc ici d’étudier le comportement de la solution (u" , ah) du probleme
de contact sans frottement d’un corps viscoplastique avec une base déformable quand
son seuil d’effondrement h tend vers oo.

Dans I'étude du probléeme pénalisé (P"), on suppose que les hypotheéses (4.7) — (4.9)

sont réalisées et on considere les fonctions p : R — R et j: I/; — R définies par :

0 stz<0
p(x) = (4.107)
r sixz>0
() = /gp(r,,)d.‘; Vo e Il (4.108)

I's

L’ensemble ", (1) est défini pour t € [0,7] par :

Tho)y={T eH/<T,e(¥) = +hj(v) 2< F(t),v =\,Yv €V}, (4.109)
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Pour étudier le probléme (Ph), on donne quelques résultats préliminaires.
Lemme 13 Si (u",a") est une solution du probléme (Ph) alors :

ut(t) e V,< o™ (t),e(v)—¢ (uh (t)) >n +hj(v)—hj (u" (t)) >< F(t),v—u"(t) »v
(4.110)

o"(t) e Zh (), <T—0"(t),e (u" (t)) x>0 YreXh () vtelo,T] (4.111)
Démonstration. Soient v € V et t € [0,T]. En utilisant (4.102) ,et théoréme
A.2.5 on obtient :
<" (1),e(v) =& (W (1)) Pu==< f () , v —u" (t) =n +/ah (t)v- (v—ut(1))ds
r
et moyennant (4.103) — (4.105) et (4.13), il résulte :
< a"(t),2(v) = (W (1)) =u==< F (t) v —u" () =v + / o (1) (v, = u) (t)) ds
i
(4.112)
De plus, a partir de (4.107) et (4.105) il vient :
ol (1!,, —ut (f)) > hy (uf/' (f)) — hp(v,) sur Ty (4.113)

L’inégalité (4.110) est a présent une conséquence de (4.112),(4.113) et (4.108). De
plus (4.11) et (4.103) entrainent u" (t) € V.
En prenant maintenant v = 2u”" (1) € V puis v = 0 € V dans (4.110) on obtient

sachant que j est une semi-norme :
<™ (1) 2 (0" (1)) >0 +hg (u" (1) == F (1) 0" (1) =y . (4.114)

En utilisant (4.114), (4.110) et (4.109) il résulte o” (t) € £, (). L'inégalité (4.111)

ad

est & présent une conséquence de (4.114) et (4.109).
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Le lemme précédent nous permet donc de donner les deux formulations suivantes pour
le probléeme (Ph).

Probléme P?. Trouver le champ des déplacements u” : [0,7] — H; et le champ

des contraintes o® : [0,T] — H; tels que

" (t) = Ee (@ (1)) + G (o™ (1) ,e (u* (£),0 (1)) pp. t€]0,T] (4.115)

uh (t) €V, <o(t),e(v)—¢ (u"’ (t)) >n +hj(v) —hj (uh (t)) z (4.116)

<F{t),v—u"(t)>y VYveV, telo,T]

u (0) = ug, o™ (0) = 0p. (4.117)

Probléme P}. Trouver le champ des déplacements u” : [0,7] — H,; et le champ

des contraintes 0" : [0, T] — H; tels que

" (1) = €= (@ (1)) + @ (0" (1) & (u" (t),0(1)) pp L€]0,T] (4.118)

ad

o"(t)y et (t), <T—0"(1),¢ (uh (t)) x>0 VreXl, vtel0,7] (4.119)

u" (0) = ug, " (0) = 0p. (4.120)

Pour I'étude des probléemes (Plh) et (172"), nous faisons I’hypoyhese suivante.



u €V, ao€ Lt (0), =< o00,e(up) =n +hj(ug) =< F(0),up>v . (4.121)

Cette hypothése qui représente une condition de régularité et de compatibilité entre
les données ug, 0y, f et g est remplie si (ug, 0p) satisfait a (4.102) — (4.105) & l'instant
t=0.

Maintenant et de la méme maniére que pour le probléme mécanique (P), on va
établir pour le probléeme pénalisé (Ph) deux résultats d’existence et d’unicité relatifs

aux deux formulations variationnelles (Pl") et (P2h) .

Théoréme 19 Sous les hypothéses (4.7) — (4.10) et (4.121) le probléme (Pl") admet

une solution unique (uh,oh) ayant la régularité :

uh € W (0,T,V), o" e W (0,T, H,).

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est similaire a celle du
théoreme 15 et elle peut étre établie en trois étapes.
Premiere étape
Pour tout 17 € L™ (0,7, H) on considére le probléme elliptique suivant.

ProblémeP?}, . Trouver u} : [0,T] — Hy et o}t : [0, T] — H, tels que
on (t) = €= (ul (1)) + Zy (1) (4.122)

up(t)y eV, =<al(t),s(v) -« (ug (t)) =3 +hj(v) — hj (uﬁ; (t)) >

<I(t),v—ur(t)y >y YveV

(4.123)
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Pour tout ¢t € (0,7 et ou Z, est donnée par (4.36) .
En utilisant le théoréme A.1.9, on peut prouver ’existence et 1'unicité de la solu-

tion (ug,a")du probléme (P"

h ln) ayant la régularité u} € W' (0,T,H,), o} €

n

Wb (0,T,H;). De plus on peut vérifier que
uy (0) =, op(0) = 0. (4.124)

Deuxiéme étape
Cette derniére régularité ainsi que les hypothéses (4.8)-(4.10) nous permettent de

considérer 'opérateur A" : L (0, T, H) —s L (0,7, M) défini par:

Ay (t) = G (o (1) e (ul (1), 0 (1)) (4.125)

pour tout n € L® (0,7, H), t € [0,T] et § € L* (Q)™.

De la méme maniére que pour l'opérateur A, on peut montrer que 'opérateur A"
admet un point fixe nj, € L* (0, T, H).

Troisiéeme étape

Finalement, on vérifie que le couple (u = ug;, o= cr,”";l ) solution du probléme (Pl";,’:)

est 1"unique solution du probléme (Plh)

Théoreme 20 Sous les hypothéses (4.7) — (4.10) et (4.121) le probléme variationnel

(P-zh) admet une solution unique (u", o”‘) ayant la régularité :
W e W (0,T,V), o*e W (0,T,H,).

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est similaire a celle du

théoréeme 16.
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En effet, il est facile de vérifier que (uh,oh) est solution du probléme variationnel
(P2") avec la régularité u® € W1 (0,T,V), o € W (0,T,H,) si et seulement

si le couple (u", c‘r") est solution du probléme suivant.
e(i) =£7" —£7'G (0" + 5, (u") ,0) + €76 pp.t€]0,T[  (4.126)
") exny, <T-5"(t),e(uv"(t)) =20 VreXy Vte[0,T]  (4127)

u" (0) = ug, " (0) = a0 (4.128)

ayant la régularité v* € Wi (0,T7,V), &" € W1 (0,T,H;) et ot & et &y sont
respectivement données par (4.54) et (4.55), alors que 3" = o" — 5 et I’ensemble L}

est défini par :
So={r€H/<1,e(v) =n+hj(v) >0 YveV}.

La démonstration du théoréme 20 consiste alors en la résolution du probléme (4.126)—
(4.128) qui peut étre établie aussi en trois étapes.

Premieére étape

Pour tout n € L (0,T,H), on considére le probléme elliptique suivant.

Probléme P, . Trouver u) : [0,T] — Hj et o} : [0,T] — M, tels que
£ (u:" (t)) =E7la) (t) + Z, (1) + E7'6 (¢)

o) €5y, <T—0p(t),e(uh(t)) == 0 Vrexy

Pour tout t € [0,7] et ol Z, et & sont respectivement données par (4.62) et (4.54).
En utilisant le théoréme A.1.10 ainsi que des arguments d’orthogonalité dans l'espace

H on peut prouver l'existence et I'unicité de la solution (u,’;, (f,';) du probleme ([ )z’i;)
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ayant la régularité u} € W' (0,7,V), o} € W' (0,T,H,;). De pus, on peut
vérifier que

up (0) = uy, 0} (0) = oo.

Deuxiéme étape

On vérifie que l'opérateur A* : L (0, T, H) — L (0,T,H) défini par :
A (t) = —€7'G (a7 + 5,2 () ,9)

admet un point fixe unique n; € L* (0,7, H) .

Troisiéeme étape

Finalement, on vérifie que le couple (u = uf;l.l, o= 0,’,"': ) solution du probléme (P, )
est I'unique solution du probleme (P2h)

En adaptant avec quelques ajustements (dis a la présence dans ce cas de la fonction-

nelle j ) la démonstration du théoréme 17. on peut prouver le résultat d’équivalence

snivant entre les deux problemes variationnels (Pl"‘) et (P.;"):

Théoreme 21 Supposons que les conditions (4.7) — (4.10) et (4.121) sont vérifiées
el soil u € Whe (0,1,V), " € W' (0,1, H,). Alors (u’",n") est solution du

probléme variationnel (1’2”').

La solution du probléme (1’,”’) (ou (1".5") ) dépend du parametre et son com-

portement quand i — 0o est donné par le résultat suivant.

Théoreme 22 Supposons que les hypothéses (4.7) — (4.10) et (4.121) sont vérifiées.

Soit pour tout h > 0, (u”, 0"’) la solution du probléme (Plh) ( ou (1’2"') ) et soit (u, o)
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la solution du probléme (Py) ( ou (P,) ). Alors pour toutt € [0,T] on a :
ut (t) > u(t) dans Hy o"(t) — o (t) dans H; quand h — oco. (4.129)

Pour établir ce théoréme, on a besoin de quelques résultats préliminaires. Pour
cela on va commencer par un résultat donnant une estimation de la différence entre
deux solutions du probléme variationnel (Pl"n) relatives & deux différentes fonctions

M, 72 € Loo (07 T7 H)

Lemme 14 Soient ny,n2 € L (0,7, H) et h > 0 . Il existe alors une constante ¢ > 0
telle que

t

cr,”‘] (L) — 0,';2 (l,)IHl < c/ I (8) — n2 ()|, ds VL €[0,7]
0

(4.130)

Démonstration. Soient t € [0,7] et Z,, la fonction définie par (4.36) pour

n=mn;,#=12).

En utilisant (4.123) pour {7} =m,v = up, (t)} puis pour {7) =g, =1 (t)} et en

faisant la différence entre les deux expressions obtenues. il vient moyennant (4.7) ainsi

que (5.37) :

Jun, (1) — (f)’m < | Zpy (£) = Zony (D)) - (4.131)
De plus, en prenant v = ul! (1) ¢ dans (4.123) ol p € D ()" et i = 1,2 on obtient

en tenant compte de (4.122). (4.13) et du théoréeme A.2.5 :

an (1) =y, ()], <

g (1) = Zy (1) (4.132)

L’estimation (4.130) est & présent une conséquence de (4.131), (4.132) et (4.36).
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Lemme 15 Soit n € L™ (0,T,H) et soit Z, € W' (0,T,H) la fonction définie par
(4.36). Soient aussi (uy,0,) et (u:",a,’;) les solutions respectives des problémes (P))

et (Pl") pour tout h > 0. On a alors pour tout t € [0,T] :
u,’; (t) — uy (t) dans Hy et o] (t) — 0, (t) dans H,, quand h — oo. (4.133)

Démonstration. Soit ¢t € [0,7]. Il résulte en prenant v = 0 dans (4.123) et en

utilisant (4.122) , (4.7) et (5.37) :
CM‘ (t)'; + hy (uf; (t)) S<F(t),up(t) v + < Zy (t) ¢ (uﬁ; (t)) =1 (4.134)

Sachant maintenant, d’aprés (4.107) et (4.108), que la fonction j est positive, il
découle de (4.134) que la suite (uf;' (t))h est bornée dans H;. Compte tenu du théoréme

A.1.2, il existe alors un élément @ (¢) € H; et une sous-suite de (u;‘ (t))h notée encore

ul (¢ tels que
( 77( ))h !

) (t) = i, (t) dans Hy gnand h — oo. (4.135)

D’autre part, du fait que (uz (t))’ est bornée dans Hy, il résulte a partir de (4.134)
(3
'existence d'ine constante ¢ > 0 telle que j (uz (t)) <e- 1 pour tont h > 0.

h

Ceci implique, sachant que j est une fonctionnelle positive :

liminf j (ur (1) =o. (4.136)

1—00

En utilisant maintenant le fait que j est une semi-norme continue et convexe s /.
il vient a partir de (4.135) et (4.136) que j (@, (1)) = 0 et moyennant (4.107), (4.108)

et (4.15) on en déduit :

iy (1) € Upy. (4.137)
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En passant alors a la limite dans (4.123) quand h — oo et en utilisant les relations

(4.108),(4.122),(4.135) ,(4.136) et le fait que j est une semi-norme continue sur H,

il résulte moyennant des arguments de semi-continuité inférieure :

< Ee (i (t)) & (v) = £ (@ (V) w0 + < Zy (t) € (v) — £ (g (1) >
(4.138)
*F(t),’l)—’&n(t) v V’UEUad
On remarque donc & partir de (4.137) et (4.138) que @, (t) est solution du probléme
elliptique (P;,) et vu 'unicité de la solution de ce probléme, il résulte alors que
Uy (t) = uy (t). On en déduit ainsi que u,, (t) est I'unique limite faible de tout sous-

suite de (u,’; (t))’; ceci permet de conclure grace au théoreme A.1.3, que la suite
()

(uf; (t))h converge aussi faiblement vers u, (t) dans I1;:

uy (t) - uy (t) dans Hy quand h — oo. (4.139)
Il reste maintenant a établir la convergence forte.
Remarquons tout d’abord qu’ a partir de (4.7) et (5.37) il vient :

(4 1)) = = (ay (0)) 3¢ —
< E<(uy (1)), = (uf;‘ (t)) — = (uy (1)) >

En prenant d’antre part, v = wu,, (f) dans (4.123) et en utilisant (4.122) on obtient :

C

u:; (t) — uy, (t)li{1 << €&e (’urz (t)) ,

(n

(4.140)

< E= (ul (1)) = (uh (1)) = < (uy (1) =0 << (1) 0l (1) = 1y (1) =y +

< 2y (), e (uy (1)) — = (uf; (f)) -

La convergence (4.139) ainsi que les majorations (4.140) et (4.141) entrainent alors :

(4.141)

n:; (t) — u, (t) dans /1, quand h — oo. (4.142)
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D’autre part, en prenant v = u} (t) + ¢ dans (4.123) pour tout p € D (Q)V, il résulte

a partir de (4.13), (4.108) et du théoréme A.2.5 :
Divo) (t) + f (t) = 0. (4.143)

Le lemme 15 est & présent une conséquence de (4.142),(4.37),(4.122),(4.41) et
(4.143).
Démonstation du théoréme 22. Soit h > 0et t € [0,7] .

D’apres les théorémes 15 et 19 on a :

olt 7" est le point fixe de I'opérateur A défini par (4.44) et 7} est le point fixe

de l'opérateur A" défini par (4.125). En notant alors par (ui;,(f:;) la solution du

probléeme (P]’:)) pour n = 7%, il résulte :

[ (0 —u ()], +|o" O =], < O - )], + (L.144)

ulls (£) = e (t)[m + ot (1) = oy (1),

rr:;’ (t) — (7,"",|H1 +

En utilisant d’une part le lemme 14 on obtient :

qu;; (t) = up. (l)l

t
(’:,Ih (t)—ap.| < C/ [ (8) — 0" (8)]5 ds
0

H, n H1 T

et puisque n;, = Ay = @ ((7"‘,5(21"‘) ,0) et 7 = Ay* = (I (0.=(u),0). il vient

moyennant '’hypothese (4.8) :

'uﬁ;’: (t) — u:;‘. (t))m+ (T:;": (t) — ol

n

S C/'- (‘u" (s) —u (s)lMI + |(r"' (s)—o ("9)‘7{1) ds

(4.145)
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Il résulte alors a partir des inégalités (4.144) et (4.145) que
h(4) _ R4y _ h(F) — s
|u () u(t)lHl +|o"(t) -0 (t)|H1 < [ub. () — u (t)IHl + w146
t
o8 (©) = o ®)], +¢ f (|uh (5) ~u ()|, +|o" () -0 (s)‘m) ds.
En appliquant le lemme A.2.2 de Gronwall on obtient :

Ju” (t) - u(t)|H1 +]o" (1) - o (t)|Hl < Juh (8) = - (t)|H1 +

o2 () = o O], +f ([ (6) = e (3)],,, + [0 (6) = e 9)], ) .
(4.147)

De plus, le lemme 15 montre que pour tout s € (0,7 :
(lu,’;‘ () = g (3)], + [0t () = o (s)|m) — 0 quand h — 00 (4.148)

D’autre part, on obtient grace a (4.140), (4.141) , (4.122), (4.37) , (4.143) et (4.41) que

pour tout s € [0,77] :

Zop (8)lgq + Tty (S)IM)

(4.149)

uh (3) = uye ()], |y (s) = e (s)], < e (IF ()] +
La convergence simple (4.118) et la majoration (4.149) permettent ainsi d'utiliser le

théoreme de convergence dominée de Lebesgie qui donne :

t

/ (’uf; (8) — tye (.s‘)l”‘ + I(T,',’ (s) — oy (s)‘H,) ds — 0 quand h — oo.  (4.150)

0

Finalement les convergences (4.129) déconlent directement de (4.147) , (4.148) . (4.150).
Remarque 4.4. L'intreprétation mécanique du résultat de convergence donné par le
théoréme 22 est la suivante : a tout instant t € [0, T]. on peut approcher la solution

du probléme de contact sans frottement d’un corps viscoplastiqie avec nne base rigide
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par la solution du probléme de contact sans frottement selon les conditions (4.105)
de ce méme corps avec une base déformable quand son seuil d’éffondrement h tend
vers l'infini.

onclusion :

Dans I’étude de nos problémes de contact (avec ou sans frottement) nous avons
supposé que le parametre donné 6 peut étre la température. Le cas couplé ou 6
n'est pas un parametre ne fait pas partie de notre objectif, mais si on introduit la
température § comme une inconnue dans les lois de comportements qui ne sont pas
linéaires, alors ces trois problémes de contact deviennent ouverts et méritent d’étre
étudiés a part.

Nous signalons que des résultats ont été obtenus pour le probléme de contact
thermoélastic linéaire dans le cas quasistatique par P. Shi & M. Shillor (1992)et dans
le cas dynamique par J.E .Munoz Rivera & R. Racke (1996).

Les recherches dans ce domaine sont motivés par des possibilités importantes

d'application dans I'industrie métalurgiques et I'industrie de ’automobile.



ANNEXE

Le but de cette annexe est de faciliter la lecture de cette these. Elle comprend des
rappels sur les espaces fonctionnels dans lesquels on étudie des problemes élastiqies
et viscoplastiques ainsi que des résultats classiques d analyse non-linéaire ntilisés tont
au long de cette these. L’annexe est composée de deux parties.

La premiére partie est consacrée a quelques éléments d'analyse non-linéaire dans les
espaces de Hilbert; on y présente ici quelques propriétés et résultats fondamentanx
concernant les fonctions convexes et leur sonus-différentiel. les opératenrs fortement
monotones et des théoremes d’existence et d'unicité porn les inégnations variation-
nelles elliptignues. Pour plus de détails sur cette partie nons renvovons aux onviages
classiquies de Brezis [1], Ekeland et Temam [1]. Rokafeller [1]. Rudin |1]. Yosida [1].
La denxiéme partie est consacrée aux espaces fonctionnels. On v présente ici les
espaces des distributions. les espaces liés anx opératenrs déformation et divergence
et leurs principales propriétés, notamment les théorémes de trace et on termine par
les espaces de fonctions définies sur un intervalle réel et a valenrs dans nn espace de
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Hilbert et deux lemmes de Gronwall. Pour plus de détails sur cette partie nous in-
diquons Adams [1], Brezis [1], Duvaut et Lions [1], Panagiotopoulos [1], Schwartz|[1],

Ionescu et Sofonea [2], Sofonea [2], [3].

5.1 Eléments d’analyse non-linéaire dans les es-

paces des Hilbert

Dans la premiére partie de cette annexe, H désigne un espace de Hilbert réel muni
de son produit scalaire < .,. >yainsi que de la norme associée |.|,;. On note aussi

par H' I'espace dual de H et par < .,. =y« pgla dualité entre H'et H.

5.1.1 Propriétés élémentaires

Théoréme A.1.1. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet ).

Pour tout ¢ € H', il existe f € H unique tel que

<, v gxy==< f,ve=g YveH

En outre on a :

lply = |f1H

Ce théoréme montre que toute forme linaire continue sur I/ peut se représenter de
manieére unique a l’aide du produit scalaire. L’application ¢ + f est une isométrie
qui permet d'identifier H et son dual I{’.

Définition A.1.1. On dit que la suite (z,) C H converge faiblement vers x € H et



on note x,, — x si

<V, Ty g—<v, x>y YveEH.

Dans ce cas, z s’appelle limite faible de la suite (z,).

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il résulte que si z, — = dans H, alors
r, — x dans H. La réciproque n’est pas en général vraie. De plus, puisque tout
espace de Hilbert est réflexif, on a le résultat suivant:

Théoréme A.1.2. Soit (z,) une suite bornée de H. 1l existe alors un élément z €
et une sous-suite de (z,) notée encore (z,) telle que z, — z.

Un élément x € H qui est la limite faible d’une sous-suite de la suite (z,) s’appelle
point faiblement adhérent a la suite (z,). On prouve que:

Théoreme A.1.3. Sila suite (z,,) C H posséde un unique point faiblement adhérent
z € H, alors z,, — .

Autrement dit, le théoréme précédent affirme que si toutes les sous-suites faiblement
convergentes d’une suite (z,) ont la méme limite faible z. alors la suite (x:,) converge
faiblement vers .

Soient x et y deux éléments de /1. On dit que x et y sont orhogonaux et on note x Ly
si <z,y >p=0.

Soit M un sous-espace vectoriel de /1. On pose :

Mt={yeH/ylr Ve M}.

On dit que M~ est I'orthogonal de M dans 1 et on pent prouver le résultat suivant.
Théoreme A.1.4. Soit M un sous-espace fermé de H.

Alors M* est un supplémentaire topologique de M c’est-a-dire
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(i) M*test un sous-espace fermé de H.

i) MNMt ={0}et M® M+ = H.

On va finir ce paragraphe par des résultats concernant la projection sur un sous-

espace convexe fermé de H, le lemme de Lax-Milgram et le théoréme de point fixe de

Banach.

Théoréme A.1.5. Soit K C H un convexe fermé non-vide. Alors pour tout f € H,

il existe u € K unique tel que
— |, =min|f —v|, . 1
|f —uly 5%1}(1 \f vy (5.1)
De plus, u est caractérisée par la propriété suivante
ue K, <uv—u>y><fv—us>yp YveK. (5.2)

Etant donné un convexe fermé non-vide K C H, le théoréme précédent nous permet
d’associer a chaque élément [ € H 'élément u défini par (5.1) ou (5.2).

On note u = Pxf. On a mis ainsi en évidence 'opérateur Px : H — K, appelé
opérateur de projection de H sur K.

Soit @ : H x HH — R une forme bilinéaire sur 1 x H.

La forme bilinéaire a est dite :

(i) continue, s’il existe un réel M > 0 tel que

la (u,v)| < M |u|, - |vl, Yu,ve H;

(i1) coercive, s’il existe un réel o > 0 tel que

a(u,u) > alu’, Yue H.



149

Remarque A.1.1. Soit A: H — H un opérateur et a : H x H — R la forme
bilinéaire définie par

a(u,v) =< Au,v >y Vu,v € H. (5.3)

Alors on a les propriétés suivantes

(i) a est bilinéaire si et seulement si A est linéaire.

(ii) @ est continue si et seulement si A est continu.

(iii) a est coercive si et seulement si A est défini positif.

Lemme de Lax Milgram. Soit a : H x H — R une forme bilinéaire sur H x H,

continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H', il existe un unique u € H tel que
a(u,v) =<p,v>pxy YvEH (5.4)
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété suivante
u€ H et %a(u,u) — < QU >gIxH= {)I’él;ll {%a(u,v) — < p,v >-er;1} (5.5)

Théoreme de point fixe de Banach. Soit f : H — H une contraction c’est-a-dire

il existe k € [0, 1] tel que

(@)= fW)lg <klz—yly Vz,yeH

Alors il existe un seul point { € H tel que f (§) =&.

5.1.2 Fonctions convexes et sous-différentiabilité

Nous commengons ici par quelques préliminaires sur les fonctions convexes et sur les

fonctions semi-continues inférieurement, ensuite nous donnons une généralisation de
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la notion de gradient aux fonctions convexes.
Scit ¢ une fonction définie sur un espace vectoriel réel F et a valeur dans |—00,00]. ¢
est dite propre si elle n’est pas identiquement égale a 0o, c’est-a-dire s’il existe z € E/

tel que p (z) < 0o . ¥ est dite convexe si

ptu+(1-t)v)<tpw)+(1-t)p(®) Yu,veE, telo1].

¢ est dite strictement convexe si cette derniere inégalité est stricte pour tout u,v € F
tels que u # v.

On définit le domaine et I’épigraphe de ¢ respectivement par :

domp={zx € FE/p(z)<oo} (5.6)

epi p ={(z,0) e ExR/p(z)<a}. (5.7)
Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants.
(i) ¢ est propre si et seulement si dom ¢ # 0.
(ii )Le domaine de y est un convexe de F si ¢ est convexe.
(iil) @ est convexe si et seulement si epi p est un ensemble convexe dans /7 x R.
Une fonction ¢ définie sur un espace topologique F et a valeur dans |—oo, 0o[ est dite
semi continue-inférieurement (s.c.i) si pour tout &« € R l'ensemble {x € IV [ (x) < o}
est fermé.
Nous donnons quelques propriétés des fonctions s.c.i :
Lemme A.1.1. Soit ¢ : H — ]—00,00]. Alors on a :

(i) @ est s.c.i si et seulement si epi  est fermé dans H x R .
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(ii) ¢ est s.c.i si et seulement si pou tout z € H et tout £ > 0 il existe un voisinage
Vz de = dans H tel que ¢ (u) > ¢ (z) — ¢, pour tout u € V.

Il en résulte en particulier que si ¢ est s.c.i et si z, — z, alors on a
liminf ¢ (zn) > ¢ (2) .

Le lemme précédent conduit au résultat suivant.

Théoréme A.1.8. Soit ¢ : H — ]—00, 00| une fonction convexe et propre. Alors
@ est s.c.i si et seulement si elle est s.c.i par rapport a la topologie faible de H.

Soit maintenant K un sous-ensemble de H. On appelle fonction indicatrice de K, la

fonction ¥x : H — |—00, 00| définie par :

0 size K
Yk (T) = (5.8)
oo sizg K

En utilisant cette définition, on peut facilement prouver le résultat suivant:
Lemme A.1.2. K est un convexe, fermé et non-vide de H si et seulement si ¥’k est
convexe, s.c.i et propre.

Une fonction ¢ : H — |—00,00] est dite Gateaux-différentiable au point u € H. s’il

existe un élément Vo (u) € H tel que

iy Pt ) = (u)

t—0 t

=< Vgp (‘1[,) U >H Yv e H.

L’élément V¢ (u) s’appelle la différentielle au sens de Gateaux de ¢ en .
La fonction ¢ est dite Gateaux-différentiable si elle est Gateaux-différentiable en tout
point de H; dans ce cas I'opératenr u < Vo (u) : H — H s’appelle le gradient de

©.
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La convexité des fonctions Gateaux-différentiables peut etre caractérisée de la facon

suivante.

Lemme A.1.3. Soit ¢ : H — |—00, 00| une fonction Gateaux-différentiable. Alors

@ est convexe si et seulement si
W) —p(u)><Ve(u),v—u>y Yu,veH (5.9)

L’inégalité (5.9) suggére une généralisation de la notion de gradient aux fonctions
convexes. On dit que la fonction ¢ : H — ]—00,00] est sous-différentiable en un

point u € H s'il existe f € H tel que

pv)—p) >< f,v—us=y YveH. (5.10)

L’élément f est alors appelé sous-gradient de ¢ en u et I'’ensemble des sous-gradients

de ¢ en u est appelé le sous-différentiel de ¢ en u et est noté dp (u) :

dou)={feH/pw)—pu)>2< fiv—us=y Yvell}. (5.11)

On note par dom (Jp) I'ensemble défini par :

dom (Op) ={ue H/dp(u) #0}. (5.12)

En utilisant (5.11), (5.12) et la définition du domaine d'une fonction. il résulte :

dom (dp) C dom . (5.13)

L'opérateur multivoque u < 9y (u) : H — 2" s’appelle le sous-différentiel de ¢.
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La fonction ¢ est dite sous-différentiable si elle est sous-différentiable en tout point u

de H, c’est-a-dire si

dom (9y) = H.

Remarque A.1.2. En utilisant (5.13), (5.6) et (5.8), il résulte dom (k) C K et

d’apres (5.11), il vient :
feku)eueK, <fv—u=-yp<0 YveK. (5.14)

Lemme A.1.4. Soit ¢ : H — ]|—00,00| une fonction sous-différentiable. Alors ¢
convexe, propre et semi-continue inférieurement.
Dans le cas d'une fonction convexe, le lien entre 'opérateur gradient et le sous-

différentiel est donné par

Lemme A.1.5. Soit ¢ : H — ]|—00,00| une fonction convexe et Gateaux-

différentiable. Alors ¢ est sous-différentiable et dp (u) = {Vy (u)} pour tout u € H.

5.1.3 Opérateurs fortement monotones et inéquations varia-

tionnelles

Soit A: H — H un opérateur non-linéaire, ¢ : I —— ]—00, 00| une fonction propre.
J € H et K une partie non-vide de H. Un nombre considérable de problemes aux

limites ainsi qu’en mécanique des milieux continus ont un lien avec les problemes

sulvants.

Trouver u tel que
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ueH, <Auv—u>gt+o@)—pu>2<fiv—us>y YveH (5.15)

Le probléme (5.15) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce

sur H. D’autres problémes rencontrés en mécanique ont aussi un rapport avec le

probléme suivant.

Trouver u tel que

ue K, <Au,v>y><fve-y YveH (5.16)

Le probléeme (5.16) est appelé inéquation variationnelle elliptique de premiére espéce

sur H.

Remarquons que si ¢ = 0 dans (5.15) et K = H dans (5.16), alors (5.15) et (5.16)
sont équivalents au probléme variationnel suivant.

Trouver u tel que

ue H <XAu,v—u>-y>2<fo>=y YveH

Ce qui représente une inéquation variationnelle.
L’opérateur A est dit :

(i) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

< Au— Av,v—u>=p>mlu— 1.1|§1 Yu,v € H (5.17)

(ii) de Lipschitz s'il existe M > 0 tel que
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|Au — Av|ly < M|u—v|y, Yu,veH (5.18)

En ce qui concerne les problémes (5.15) et (5.16) on a les résultats d’existence et
d’unicité suivants.

Théoréme A.1.9. Soit A: H — H est un opérateur fortement monotone et de Lip-
schitz et ¢ une fonction convexe et semi-continue inférieurement. Alors I'inéquation
variationnelle elliptique de seconde espéce admet une solution unique.

Théoreme A.1.10. Soit A: H — H est un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz et K est un convexe fermé non-vide de H. Alors I'inéquation variationnelle
elliptique de premiére espece admet une solution unique.

Les théoremes précédents représentent les résultats d’existence et d’unicité pour les
inéquations variationnelles de premiére et seconde espéce. Les démonstration de ces
deux théorémes peuvent étre trouvées par exemple dans Kikuchi et Oden [1].

En appliquant ces résultats dans le cas des équations variationnelles, on déduit:
Lemme A.1.6. Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
Alors A est innversible et son inverse A™! : H — H l'est aussi.

Nous rappellons aussi le résultat suivant utilisé dans les chapitrres 1 et 2.

Lemme A.1.7. Soient K C H un convexe fermé non-vide, u > 0et A: H — H un
opérateur fortement monotone et de Lipschitz.

Soit également G : H — H 'opérateur défini par
1
Gu:Au+;(u—PKu) Yue H

ou Pk désigne le projecteur sur K. Alors GG est un opérateur fortement monotone et
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de Lipschitz.

5.2 Espaces fonctionnels

Dans cette partie on rappelle les espaces de Sobolev utilisés en mécanique des milieux
continus et liés aux opérateurs divergence et déformation et on expose quelques pro-
priétés essentielles. On rappelle aussi les espaces fonctionnels définis sur un intervalle
réel et a valeurs dans un espace de Hilbert. On adopte aussi la convention de 1'indice
muet (c’es-a-dire tout indice littéral répété deux fois dans un monéme implique que
ce monome doit étre compris comme la somme de N termes obtenus en donnant

succéssivement a cet indice les valeurs 1,2,...N dans ce monéme ).

5.2.1 Espaces de distributions

Soit  un ouvert de RV (N=1,2,3). On note D (f2) 'espace des fonctions indéfiniment
dérivables et & support compact inclus dans €2 , et par D’ (2) I’espace des distributions

sur {2. Nous définissons les espaces suivants.

D={p=(p)/pieD(®), i=LN}|=D(®)"
D={p=(py) /i =ps €D(Q), i,j=TN}=D(@);""
D={u=(w)/ueD(©Q),i=T,N} =1 @
D ={o=\(0y)[o;=0,€D(Q), i,j=T,N}=D (@) ".

Le produit de dualité entre les espaces D' et D, T’ et D seront notés respectivement

par < .,. >pxpet < .,. >pxp . Plus précisement pour tout v € D',v € D,o €

D,peDona:



157

< U,V > p'xD==< Ui, Vs >

=< 0,9 »p'xp==< 0, Pij >
avec la convention de ’'indice muet.

Soit maintenant 'opérateur de dérivation partielle 9; = 5‘%. Pour toute fonction

¢ € D et toute distribution v € 7’ on a :

< Ou, @ =pixp=— < U, 00 =pxp Yu€D VypeD. (5.19)

On peut aussi introduire les opérateurs différentiels du premier ordre définis par :

1 .. —
€:D—1D, e(p)=(c;(9)), Eij(ﬁP)=§(3j<Pi+5i%) VoeD, i,j=1N

(5.20)

Div:D — D, Divp=(0;p;;) VYi=1,N VpeD. (5.21)

Nous utilisons les mémes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les

espaces de distributions :

D —TD, e(w) =), e=750mu+0duy) Yuel, ij=1N

DO | =

Div : DI — D’, Divo = ((9](7'“) Vi = 1, N VYoe D. (523)
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En utilisant (5.19) on obtient :

<e(u),p =pxp=— <u,Divp =piyp Yu€eD, €D (5.24)

< Divo,p =pxp=— < 0,e(p) >pxp YoeD ¢e€D. (5.25)
L’opérateur £ défini par (5.20) pour les fonctions et par (5.22) pour les distributions
s’appelle opérateur déformation.

L’opérateur Div défini par (5.21) pour les fonctions et par (5.23) pour les distributions

s’appelle opérateur divergence.

Dans la suite on va utiliser aussi les espaces suivants.

LN} =1 (5.26)

H= {u= (u;) /u,- €L*(N),i

H={o=(0ij) Jo; =05 € [?(Q),i,j =N} = L’ ()" (5.27)

Les espaces H et 'H munis respectivement des produits scalaires

< U,V >yg= /uiv,-da: Yu,v € H
Q

<0, T =y= /oijnjda: Vo,TeH
Q

sont des espaces de Hilbert. Les normes associées a ces produits scalaires seront

notées par ||, et |.|,, .
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Compte tenu de I'identification de L% () a un sous-espace de distribution sur £ on
peut considérer que H C D' et H C D’'. Par conséquent, les opérateurs déformation
et divergence peuvent étre définis respectivement sur H et H. Cela nous conduira a
étudier dans la section qui suit d’autres espaces fonctionnels liés a ces opérateurs.

Pour I'instant, on rappelle la définition de ’espace de Sobolev H! (Q). on a:

H'(Q)={ue L*(Q) [due *(Q),i=T,N}.
Muni du produit scalaire,
< u,v >-HI(Q)=-< u,v >‘L2(Q) + < Biu, 8{0 >—L2(Q) VU, v E L2 (Q)

H' () est un espace de Hilbert réel. On notera la norme associée par ||, @ On
note aussi par Hj (Q) I'adhérence de D () dans H' (Q2) et on rappelle que H} ()

est un sous-espace fermé de H'! (Q2).

5.2.2 Espaces liés aux opérateurs déformation et divergence
(1) Espace lié a Popérateur déformation

Pour l'opérateur déformation £ défini par (5.22), il est naturel d'introduire I'espace

H, défini comme suit
Hy={ue H/s(u)eH}.
Sur H; on définit le produit scalaire

<UD g =<0 >y + <e(u),c(v) >y VYu,veH,
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et on note la norme associée par |.|; . On obtient ainsi que I'injection H; < I et

Popérateur déformation € : Hy — H sont continus. En utilisant (5.24) et compte

tenu de I'identification de H et H & des sous-espaces de [ et T’ il résulte

<e(u),p>pxp + <u,Divp >g=0 Yue H, ¢peD (5.28)

<e(u),p >y + <u,Divp >y=0 Yu€e H,, ¢€D. (5.29)

Théoréme A.2.1. Muni du produit scalaire < .,. >y, 'espace H; est un espace de

Hilbert.
On munit maintenant ’espace H'! (Q)N du produit scalaire canonique < .,. > H()N
et de la norme associée |.| Hi()N> On a le résultat suivant.
Théoréme A.2.2. Les deux normes |.|; , |.| 1)V sont équivalentes sur [/, et on a
I'égalité H, = H' (Q)V.
Dans la suite on suppose que la frontiére I" de ) est de classe C'!'!.
Compte tenu du théoréme précédent, toutes les propriétés de 'espace H! () peuvent
étre transportées sur H, par passage aux espaces produits. Plus précisément. on a
les résultats suivants.

C! (ﬁ)N est dense dans [1,.

H, — H avec injection compacte ( Théoréme de Rellich ).

1l existe une application linéaire et continue «: H, — 2 (F)N vérifiant 1'égalité

yu=ul|p VueC! (ﬁ)N.

Cette application est dite application trace. Elle est définie comme le prolongement
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par densité de ’application u — u |r pour tout u € C! (—Q)N. L’application trace
v:Hy — L? (F)N n’est pas surjective. L'image de H, par cette application est notée
Hp = Hz ()" ; cest un sous-espace de L2 (T')" qui est de Hilbert pour la structure
transportée par 7. en plus l'injection Hy «— L2 (F)N est continue.

Il existe une application linéaire et continue z : Hp — H, vérifiant 1’égalité

v(2(§)) =¢ V€€ Hr (5.30)
Le noyau de 'application trace y est {u € Hy /yu=0} = Hy (Q)".
En notant par v = (;) la normale unitaire sortante a I', alors pour tout £ € Hr on

définit respectivement sa composante normale £, et sa composante tangentielle £, par

&, =(veHi(T) et& =€—&veH, (5.31)

ot I, est le sous-espace fermé de Hy défini par :

H,={£€Hr/, =0 pp. surl}.
On peut prouver de plus que I'application £ — (,,&;) est un isomorphisme de Hp
dans Hz (T') x H, .
On note par Hp, H-z (') et H. les espaces duals de Hp, M3 (T') et H;. On notera
leurs normes respectives ainsi que leurs produit de dualité par : |.| je S L H

HH—%(F)’ REE >-H'$(|~)XH§(F) et |’|H’r><Hr’ =< .. "H.xH,-

Pour tout & € Hf. , ses composantes normale et tangentielle sont définies par :

1 i ‘
<&,¢ = bty £, 6v = prxn, VE € H2 (D) (5.32)
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<& & mmxn, ==&, & = nxn, Y€ € H.. (5.33)

L'application & +—— (£, &.) est un isomorphisme de Hj. dans H -3 (T') x H.. et compte

tenu de (5.31) - (5.33), il résulte

-~ {’,5 >’H1’—~XHI‘=_< 6,’,,6 >-H—%([‘)XH%(F) + ~< 5;—,61- >-H"rxH‘r V{’ c H{-‘, g c H[‘.

(5.34)
Moyennant I'application trace, on définit pour tout u € H, les éléments v, u € H 2 (D)

et y,u € H, par :

wu = (yu),, Yu=(yu),.

—\N
Nous rappellons aussi que si v € C* (Q) , alors on a :

ye=ulp, mu=ulr.v, yyu=ulr—(ulp.v)r

En outre, par souci de simplicité, on utilisera les notations u, u, et u, au lieu de ~yu,

Y, u et v,u pour tout u € H,.

On définit I'ensemble des déplacements rigides R par :

R={uvel [z(u)=0}. (5.35)
On a alors le résultat suivant.

Théoréme A.2.3. Si le sous-espace V fermé de H, est tel que

VAR = {0} (5.36)
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Alors on a 'inégalité

e (u)|y > cluly, YueV. (5.37)

ou c est une constante strictement positive ne dépendant que de Q et V. L’inégalité
(5.37) est dite inégalité de Korn.
Supposons que I'y et I'y constituent une partition de la frontiére I de Q et soit V le

sous-espace fermé de H; défini par

V={ueH /yu=0 pp. sur T} (5.38)

On a le résultat suivant.

Corollaire A.2.1. Si mes I'} > 0, alors I'inégalité de Korn est vérifiée sur le sous-
espace V' défini par (5.38). Dans ce cas la constante ¢ dépend de Q2 et I';.

Le corollaire précédent nous conduit a :

Remarque A.2.1. Si mes I'y > 0, alors 'application u — |e (u)|,, est une norme

sur le sous-espace V' défini par (5.38) équivalente a la norme |.| .

(ii) Espaces liés a 'opérateur divergence

Comme dans le cas de |'opérateur déformation, il est naturel d’introduire I’espace H;

lié a I'opératenr divergence défini par :

Hi={oceH/Divoc H}.

Sur H; on consideére le produit scalaire

<0,T =4, == 0,7 >y + < Dive, Divt =y Yo,7 € H,;
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et la norme associée définie par :

0|3, = lol3, + |Dival%, .

De cette égalité on obtient :

lo|y < |oly, et |Divaly <lol,, Vo €H;.

Donc l'injection H; — H et 'opérateur Divo : H; — H sont continus. De plus,
compte tenu de 'injection de H et H & des sous-espaces de [’ et D’ en utilisant (5.25)

il résulte :

< Dwo,p =pxp + <0,e(u) »y=0 YoeH, €D (5.39)

< Diwo,p >y + <0,e(u) >y=0 YoeH,, €. (5.40)

Théoréme A.2.4. L'espace (H;, < .,. >3,) est un espace de Hilbert.

On peut aussi prouver que 'espace

C! (ﬁ)NXN = {0 = (045) 05 =05 € C' (ﬁ) RN T,W}

3

—\ NXN
est dense dans H. En outre, pour tout o € C'! (Q) on note par ov le vecteur de
8

composantes 0;;v;,7 =1, N ( ou v = (v;) est la normale unitaire extérieure a I' ).
Comme dans le cas de 'espace Hy, on peut définir I’application trace 5 sur l'espace
‘H1 a l'aide du résultat suivant.

Théoreme A.2.5. Il existe une application linéaire, continue et surjective
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¥ : Hy — Hp telle que

_\NxN
< 70,6 =y = / ovéds VE€Hr oeC'(Q) (5.41)
r
et pour tout o € H,, 'image Jo € Hy. est I'unique élément vérifiant 1’égalité :
<30, YU > gixH == 0,€ (u) =4 + < Divo,u =y VYu € H,. (5.42)
De plus, il existe une application linéaire et continue z : Hp. — H; telle que
¥(Z(w)) =w VYw € Hy. (5.43)

Compte tenu de ’application trace, on définit pour tout o € H; les éléments 7,0 €

H-3 (T') et 4,0 € H., par :

77!/0 = (’70’)V ) f_yTo- = (;)-/O’)'r *

Rappellons que si ¢ € C! (ﬁ)NXN alors, a partir de (5.42) , (5.32) et (5.33) il résulte

L)
yo=o0lrv, Mo=(clrv),, Wo=0c|rv—(o|v)r.

Afin de rendre plus explicite les notations, on utilisera dans la suite les notations ov
,0, €t 0, au lieu de o 7,0 et 3,0 pour tout 0 € H;. Moyennant (5.34) et (5.42) on

a la double égalité suivante.

< ov,Yu >_Hf‘pr:'< Oy, Uy + < 05U, >‘H,’_XHT

" u- eyt (5.44)

=< 0,e(u) »n + < Diva,u >y .

pour tout u € Hy et 0 € H;.

Soient I'y et I'y une partition de I" et 0 € H,. On introduit les définitions suivantes.
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ov=0 surl) <=<ov,yu >pxu.=0,Yu € Hitel queu=0 sur Ty (5.45)

u, = 0 sur I'y
oy =0 surI'y << ov,7u =g xp.= 0,Yu € Hitel que (5.46)

tur =0surT.

u, < 0sur I
0, <0 surI'y &=< ov, Y0 =g > 0,Vu € Hitel que (5.47)

u, =0surI.

ur = 0 sur I’y
o, =0 sur 'y << 0v,7u >p .= 0,Yu € Hytel que (5.48)
u, =0surI.
Ces définitions sont motivées par le souci de prolonger les définitions de ces mémes
_\ NxN
propriétés de C* (Q) “ sur H,.
8
De plus on dit que ov = h sur I'y si ov — h = 0 sur I'; et les propriétés o, = h sur

Iy, 0, < hsur T’y et 0, = h sur I'; sont définies de maniéres analogues.

On considére maintenant le sous-espace fermé V de H; défini par

V={o€H,/Divo=0dans Q, ov=0surTy}. (5.49)

Le lien entre ’espace V' défini par (5.38) et ’espace V est donné par le résultat suivant.
Théoréme A.2.6. Soit mes I'y > 0. Alors € (V) est un sous-espace fermé de H dont

I'orthogonal est ’espace V.

Compte tenu du théoreme A.1.4, le théoréme A.2.6 conduit au résultat suivant:
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Corollaire A.2.2. Soit mes I'j > 0. Alors pour tout 7 € H, il existe un unique

couple de fonctions (7/,v) € V x V tel que

T=7+¢e(v) (5.50)

ou les espaces V et V sont respectivement définis par (5.38) et (5.49). En outre,

I'application 7 —— v = L (7) est linéaire et continue de H dans V.

5.2.3 Espace des fonctions a valeurs vectorielles

Soit k € N,1 < p<ooetT > 0. On rappelle que W*? (0, T, H) est I’espace des

distributions vectorielles u € T’ (0,7, H) telle que Dju € L?(0,T, H) pour j = 0,k
et D; désigne la dérivée d’ordre j au sens des distributions.
Sil<p<oo,alors WHP (0, T, H) est un espace de Banach réel pour la norme définie

par :

k T P
lulywrpo,2,m) = (Z/ |Uju(t)|pdt) Vue W (0,1, 11). (5.51)
0

i=0

En particulier, W52 (0,T, H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire

défini par :

LT
< UV k2T )= Y / < Dju,Djv =y dt - Yu,v € WH2(0,7,11). (5.52)
Jj=0%

D’autre part, W (0,7, H) est un espace de Banach réel pour la norme définie par

k
|ulu/k,oo(0’T7H) = supessgq|Dju (), YueW > (0,T,H). (5.53)
j=0
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Pour le cas particulier £k = 0, on remarque que W% (0,7, H) = L?(0,T,H) et on
note alors la norme de L? (0, T, H) par |.| 5, ;) Pour tout p > 1.
On rapelle aussi le résultat suivant.
Théoréme A.2.7. Soit u: [0,7] — H. Alorson a :

(i) u € W (0,T, H) si et seulement si u est absolument continue;

(ii) w € W1 (0, T, H) si et seulement si u est Lipschitziénne.
Remarque A.2.2. En utilisant la définition de W*® (0, T, H), il est facile d’obtenir
le résultat suivant : Soient Hy, Hy deux espaces de Hilbert réels et A: Hy — Hy un
opérateur linéaire et continue, c’est-a-dire A € L (Hy, Hy).
Si pour tout k € N ,1 < p < oo et tout u € W5? (0, T, H,) on considére la fonction

A¥Py, définie sur [0, T] par :
(A5Pu) (1) = Au(t) Ve € [0,T], (5.54)

alors AFPu € WEP (0, T, H,) et

d? AFPy

din
i W ;

o (t)

viel0,7],j=0k—1  (

[@2]
ot
ot
p—

S "‘Auﬁ(”lJiz)'

Hy Hy
Par conséquent, I'opératenr A¥P : W*P (0, T, H;) — W*? (0, T, H,) défini par (5.54)

est lindaire et continu.

Lemmes de Gronwall

Nous présentons ici deux lemmes de Gronwall, utilisés respectivement dans la démonstrations

du théorémel8 et celle du théoreme 22. Powur la démonstrations de ces lemmes voir

par exemple lonescu et sofonea [2], Sofonea [2].



Lemme A.2.1. Soient m,n € C (0,T,R;) et a € R,.

Soit également ¢ € C (0,T,R) telle que

@ (s) 5a+/m(t)dt+/n(t)<p(t)dt Vs € [0,T].

Alors la fonction ¢ est majorée de la facon suivante.

p(s) < (a-}-/sm(t)dt) exp/osn(t)dt Vs € [0,T].

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient :
Corollaire A.2.3. Soient n € C(0,T,R,) et a € R,.

Soit également ¢ € C (0,T,R) telle que

0 (s) §a+/n(t)go(t)dt Vs € [0,7].

Alors la fonction ¢ est majorée de la fagon suivante.

p(s) < aexp/sn(t)dt Vs € [0,7T].
0
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(5.56)

(5.57)

Lemme A.2.2. Soit m € W' (0,T,R,) telle que m (0) = 0 et m (t) > 0 pour

tout t € [0,T] et a > 0, b > 0.
Si p € L (0,T,R) est telle que

(s) <a+m(s) +b/<p(t)dt Vs € [0,7)

0

Alors la fonction ¢ est majorée de la facon suivante.

w(s) <m(s) + (a + b/m (t) dt) expbs Vs € [0,7]
0

(5.58)

(5.59)
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Résumé

Le but de cette these est ’étude de quelques problemes de contact avec ou sans
frottement pour des solides déformables. Les lois de comportement considérées sont
élastiques ou viscoplastiques, dépendant d’un parametre (la température, par exem-
ple). Le contact est modelisé par les conditions de Signorini sans frottement ainsi
que par la loi de frottement de Tresca. Dans I’étude des problemes mécaniques on
considere des formulations variationnelles qui représentent la transposition en lan-
gage de dualité et de convexité du principe du travail virtuel. Pour ces modéles on
établit des résultats d’existence, d’unicité ainsi que la dépendance continue de la
solution par rapport au paramétre, en utilisant des méthodes spécifiques a I’analyse
fonctionnelle non-linéaire. Cette thése est divisée en quatre chapitres et une an-
nexe. Le premier chapitre est destiné & rappeler les principes et les résultats essen-
tiels de la mécanique des milieux continus et & formuler les problemes mécaniques
traités dans la suite. Dans le second chapitre on étudie le probleme de Signorini
sans frottement pour les matériaux élastiques. Dans le troisieme chapitre on étudie
un probléme élastique de contact avec frottement de Tresca. Dans le quatrieme
chapitre on étudie un probléme quasi-statique de contact sans frottement pour des
matériaux viscoplastiques. On termine cette thése par une annexe contenant les
outils mathématiques qui ont servi pour établir les résultats présentés ici.

Mots-Clés : élasticité, viscoplasticité, contact avec ou sans frottement, probléme
de Signorini, loi de Tresca, solution faible, opérateur fortement monotone, sous-
gradient, inéquation variationnelle, point fixe, pénalisation.

Abstract

The purpose of this thesis is the study of some contact problems with or without
friction for deformable bodies. The constitutive laws considered here are elastic and
viscoplastic and may involve a parameter, say the temperature. The contact is mod-
eled with Signorini’s conditions without friction or with Tresca’s friction law. In the
study of the mechanical problems we consider variational formulations which repre-
sent the restatement of the virtual work principle in terms of duality and convexity.
For these models we establish existence, uniqueness and continuously dependence
results of the solution with respect to parameters, using arguments of nonlinear
functional analysis. This thesis is divided in four chapters and an appendix. The
aim of the first chapter is to recall the background of mechanics of continua and
to present the problems statements. The second chapter is devoted to the study
of the Sigtiotitil’s problett for elastic taterials. In the third chapter we study the
frictiohal cofitact of an elastic body usittg Tresca’s law. In the fourth chapter we

atudy i audaistatie fribtianlons problet for & viscoplastio body. We close this chesie
Wi ApERndle WHIER laelidee the mnin muhhnmmlusl tanla mm'z i Brdar b aRbabiing
the results presented here.

Key Words : elasticity, viscoplasticity, contact with or without friction, Sig-
norin’s problem, Tresca’s friction law, weak solution, strongly monotone operator,
subgradient, variational inequality, fixed point, penalization.






