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Introduction

La théorie de l’élasticité fut la première théorie des milieux continus élaborée pour

décrire le comportement des milieux déformables que l’on qualifie de ’’solides” dans

le langage courant. Ces bases en furent posées au cours de la première moitié du

XlX-ème siècle notamment par CAUCHY, NAVIER, POISSON. Aujourd’hui encore,

cette théorie demeure la discipline de base de la mécanique des solides déformables

et elle ne cesse de se développer, tant son domaine d’application est vaste. Comme

étapes récentes dans ce développement, on peut citer l’établissement, des formulations

variationnelles en contraintes et déplacements. L’utilisation de l’analyse convexe dans

l’étude des lois de comportement et l’analyse des problèmes initiaux et aux limites en

contraintes et déplacements via les méthodes constructives de la théorie des équations

aux dérivées partielles. Dans les dernières décennies, un grand intérêt a été porté à

l’étude «les problèmes de contact, pour les matériaux élastiques ou anélastiques. Ceci

est justifié vu les applications possibles dans différents secteurs d activité, notamment

dans l’industrie. La littératme concernant la modélisation, l’analyse et, l’approximation

numérique des problèmes de contact est extensive. Citons ici les travaux de Fichera [1].
Illavacek et Necas [l], Kikuchi et Oden [l] ainsi Sofonea [.“>] concernant, les problèmes

de contact unilatéral sans frottement.. Les problèmes de contact avec frottement, de

Coulomb ont été étudiés par de nombreux auteurs comme : Duvaut. [l], C'ocu [l],
Cocu, Pratt, et Raous [l] dans le cas de l’élasticité linéaire et Ionescu et Sofonea

dans le cas du fluide de Bingham.

[-]

L analyse mathématique des problèmes de contact devient encore plus délicate si < >n

considère la non-linéarité de la loi constitutive. Des matériaux rigide-visco-plastiques

avec des lois de frottement spécifiques ont été étudiés par Ionescu [2] et Ionescu et

Sofonea [2], Des formulations variationnelles, des résultats d'existence et d unicité ont

IV
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été obtenus par Amassad et Sofonea [l] dans le ras élastique-visco-plastique et par

Amassad, Shillor et Sofonea [l] dans le cas anélastique parfaitement plastique. Les

matériaux modélisés par une loi visco-élastique non-linéaire avec divers types de frot¬

tement ont été considérés par Rochdi, Shillor et Sofonea [l] et Amassad, Shillor et

Sofonea [2]. Bien évidemment, cette énumération n’est pas exhaustive.

Le but de cette thèse est d’apporter une contribution à l’étude mathématique

de quelques problèmes de contact avec ou sans frottement. Nous considérons des lois

de comportement non-linéaires pour des matériaux élastiques ou viscoplastiques avec

paramètre (qui peut être la température ou l’hmnidité). Les conditions aux limites

de contact, considérées sont celles de Signorini (le cas sans frottement) ou Tresca (le

cas avec frottement). Les résultats obtenus sont des résultats d’existence et d’unicité

de la solution, dépendance de la solution par rapport au paramètre suivi par des

résultats sur le comportement de la solution du problème pénalisé. Dans l’étude de ces

problèmes on utilise.; des méthodesstandards des inéquations variationnelles elliptiques.

des résultats de monotonie, de convexité, de compacité et mie technique de point fixe

dans les espaces de Banach.

L analyse variationnelle des problèmes mécaniques étudiés, nous permet, de mettre

en évidence; le lien entre les différentes conditions airx limites de contact. Ainsi, le

problème de contact sans frottement d’un corps élastique avec une fondation rigide

est obtenu comme IUI cas limite du problème de contact, sans frottement d un mips

élastique avec mie fondation déformable lorsque le seuil d’effondrement, de celle-ci tend

vers I infini. Cette analyse nous permet aussi de faire le lien entre les différentes foi m il¬

lations variationnelles du même problème mécanique, en démontrant, que la solution

de la formulation variationnelle en déplacements est liée a la solution de la formulation
variationnelle en contraintes par la loi de comportement,.

Cette thèse se subdivise en quatre chapitres et une annexe. Elle est struc turée de

la manière suivante :
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Dans le premier chapitre, nous rappelons les principes et les résultats essentiels de

la théorie des milieux continus. Nous présentons trois types de conditions aux limites

de contact avec ou sans frottement qui conduisent à trois problèmes mécaniques :

problème élastique de contact sans frottement, problème de contact avec frottement

de Tresca et le problème viscoplastique de contact sans frottement.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions le problème de contact sans frottement

d’un corps élastique avec une base rigide. Les conditions aux limites de contact, sont

celles de Signorini. Nous donnons, après avoir posé le problème mécanique, deux for¬

mulations variationnelles. En suite nous établissons îm résidtat, d’existence et d’u¬

nicité pour chacune des deux formulations varitionnclles. ün poursuit avec im résidtat

d’équivalence entre les deux précédentes formulations variationnelles et on étudie en¬

suite la dépendance de la solution par rapport au paramètre. Finalement, on introduit

une pénalisation sin les conditions aux limites de contact dans le problème mécanique

de départ et on établit un résidtat de convergence forte de la solution du problème

pénalisé vers la solution faillie du problème initial.

Dans le troisième chapitre nous étudions le problème de contact, bilatéral, avec

frottement, d’un corps élastique avec mie fondation rigide, la loi de frottement con¬

sidérée est celle de Tresca. D’une manière analogue avec le chapitre 2. on propose

deux formulations variationnelles pour le problème mécanique, on poursuit avec un

résultat d’existence et d’unicité pour chacune des deux formulations variationnelles.

ün présente aussi l’éqidvalence de ces deux formulations variationnelles, on étudie en¬

suite la dépendance de la solution par rapport au paramètre et on termine pai l'étude

de la convergence forte du problème pénalisé vers la solution faible du problème initial.

Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons à l’étude quasi-statique d'un

problème de contact sans frottement d’im corps viscoplastique avec une fondation
rigide. Le contact, est modélisé par les conditions de Signorini. Dans l’étude de ce

problème, on suit les mêmes étapes énoncées dans les deux chapitres précédents.
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Dans l’annexe on présente quelques résultats classiques sur l’analyse non linéaire

dans les espaces de Hilbert ainsi que des rappels sur les espaces fonctionnels, qui ont

servi de près ou de loin pour établir les résultats présentés dans ce travail.
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Notations

Si fi est un domaine de IRÿ ( N = 1, 2, 3), on note par :

n l’adhérence de fi.

la frontière de fi supposée souvent régulière.

une partie de la frontière T.

la mesure de Lebesgue (N — 1) dimensionnelle de Tj.

la normale unitaire sortante à T.

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v défini

r
rt (* = î, 3)
mesT î

D

>'u s >'T

U.sur

C'(f>)
V{iï)

l’espace des fonctions réelles continûment différentiables siu il.

l’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et à support

compact, contenu dans il.

l'espace des distributions siu fi.vai)

D = P(fi)'v.
V = P'(fi)*'.
v= vai)"xN.

V =V(ïl)î

H = L2(il)N.

H = L2(fi)*'x'v.

Hx = H'( fi)A\

Hl = [rr e n | Dime //}.
H HT)

HT = {£ G Hr | = 0 p.p. sur fj.
l’ensemble des déplacements rigides.

v >ÿ v

l’espace de Sobolev d’ordre\ siu F.

R

viii



LxNOTATIONS

l’espace dual de #2(1?).
l’espace dual de Hr = H~ÿ(T)N.
l’espace dual de Hr.

7: H j — » Hr l’application trace pour les fonctions vectorielles.

2 : Hr —> H\ l’inverse à droite de l’application trace 7.

7 : H\ — H'r l’application trace pour les fonctions tensorielles.

z : H'r — � H.1 l’inverse à droite de l’application trace 7.

H'r
K

Si H est un espace de Hilbert et AT G IN*, on utilise les notations suivantes :

l’espace défini par HN = j.r = (x,) j .r, EH, 7 = 1, TVj.
= {.r = (xij) | Xij — xji E H , i,j = 1, AT}.

HN
NxN NxNH: l’espace défini par Hrs

le produit scalaire de H.

la nonne de H.' |H

211 l’ensemble de toutes les parties de H.

1 espace dual de H.

le produit, de dualité entre H' et H.

la fonction indicatrice de K C H.

H'

(’ ' ')H’XH

<>K

K 1 le sons-espace orthogonal de I\.

la convergence forte de la suite (,ru) A'ERS l'élément, .r dans H .

la convergence faible de la suite [xn) vers l'élément x dans H.

l'espace des applications linéaires et. continues de H dans H.

xn > x

x„— - x

C(H)

Si de plus [(), T\ un intervalle de temps, k G IN et 1 < p < -fee, on note par :

C([().T],/f)
C'([U,T],H)
Lp{[l),T},H)

l'espace des fonctions continues sur [(), T] dans H.

l’espace des fonctions continûment, dérivables sur [0, T\ dans H.

l’espace des fonctions / fortement mesiuables de ](). T[ dans H telles

que
.T

j \.f(t)\pHdt < +00 avec les modifications usuelles si p = 4-oc.



X

la norme de L»([0,T],H).I • lo.p.H

iyfc’p([0, T], H) l’espace de Sobolev de paramètres k et p.

la norme de Wk'p([Q,T], H).I 1 \k,p,H

Pour une fonction /, on note par

dont f le domaine de /.
les dérivées première et seconde de / par rapport au temps.

la dérivée partielle de / par rapport à la i ème composante .r*.

le gradient de /.

/ , f

dj

V/
la partie symétrique du gradient de / = -(Vf 4- VT/).c(/)

Dvvf la divergence de f.

le sous-différentiel (classique) de f.d.f

Si H| et H2 sont, deux espaces de Hilbert réels, on note par

C(H„H2)

Il • IU(H,,H2)

l’espace des applications linéaires et continues de H\ dans

la norme de C(H\, H?).

Autres notations :

Uni inf la limite infericiu-e.

1 espace des tenseurs symétriques du second ordre sur 1RA .

l<; tenseur identité du second ordre sur ]R,N .

le produit scalaire sur ÏÏ1A et Sx.

le zéro de IRA et celui de Sx-
une constante générique strictement positive.

presque partout.

la norm sur IRÿ et Sx-
la trace du tenseur A.

Sx
Tx

O.v
c
p.p.

1-1
tr A



Chapter 1

FORMULATION

MATHEMATIQUEÿ DES

PROBLEMES AUX LIMITES

Dans cette partie nous rappelons les principes et les résultas essentiels de la théorie

des milieux continus dont nous aurons besoin et nous fixons les notations qui seront

utilisées, en donnant une idée de leur signification physique. Ces rappels porteront sur

le tenseur des contraintes, le tenseur des déformations, les équations de mouvement

et les lois de comportement. De meme nous présentons ici les différents types de

conditions aux limites et notamment les conditions aux limites de contact avec ou sans

frottement. Ceci nous permettera de formuler, à la fin de ce chapitre, les problèmes

mécaniques qui feront l'objet de notre étude.

Pour plus de détails sur ces notions nous indiquons les travaux de Ciarlet [l], (îermain

1
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et Muller [1], Cristescu [l],Cristescu et Suliciu [1], Ionescu et Sofonea [2], Sofunea [2],

[3],

1.1 Rappel de la mécanique des milieux continus

L’objet de la mécanique est l’étude du mouvement des corps. Si ces corps sont

assimilés à des points il s’agit de mouvement de points matériels. Si les distances

relatives entre les points d’un même corps sont constantes, il s’agit de mouvement de

corps rigides. Si ces distances varient, il s’agit de mouvement de corps déformables:

c’est, l’objet de la mécanique des milieux continus. Dans la suite par milieu continu

nous comprendrons un corps qui occupe à chaque instant t un ouvert borné connexe

SI de MN (N = 1,2,3), en respectant la continuité de la matière (ni interpénétration

ni formation de cavités) dont les propriétés sont décrites par des fonctions continues.

Un milieu continu est composé de particules.

1.1.1 Géométrie de la déformation

Soit un corps déformable qui occupe à l’instant / = U. l’ouvert borné SI de BU

(JV =1,2,3), dont la frontière F est Lipchitziènne et à l'instant I > U. Fouvert SI/ de

ffiw. SI s’appelle configuration de référence ou configuration non déformée du corps.

Soit P une particule matérielle du corps et soit A = (A,) les composantes de la

position à l'instant, I ■ = 0 de P et x = (.i:*) les composantes de la position à l'instant

I > ü de P. Le mouvement du milieu continu est déterminé par la position courante

x de chaque particule matérielle comme fonction de la position de référence A et du
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temps t. C’est, donc une famille de fonctions\ (., t) : fi x K, — > RN (N = 1,2,3).

qui vérifie :

x(x,t)= x{x,t)= x +u(x,t) viefi,i>o. (1.1)

Le champ u défini par (1.1) s’appelle champ des déplacements.

Nous supposons que pour chaque instant t > 0, l’application X (•,0 est une application

continue, bijective et soit\ 1 (•> 0 : fit fi son application réciproque donnée par

x = x '(x?0- (1.2)

Au mouvement\ °n associe le champ des vitesses et le champ des accélérations définis

respectivement par :

(U <*•*> (1.3)

(1.4)a = v =

Nous introduisons alors les notations suivantes :

F = V.Y.Y = /v + //.

C = F l'r = [lN + H + UT + HHr)
C=\{C-1N).

où

V Y désigne le gradient de x par rapport aux coordonnées de la variable A'.

n = v.x»..
//7 désigne la transposée de //.
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FTdésigne la transposée de F,

IN est la matrice unité d’ordre N.

Les tenseurs F, C et G définis précédemment s’appellent respectivement tenseur

gradient de la déformation, tenseur des dilatations (ou tenseur des déformations de

Cauchy ) et tenseur des déformations. En composantes, on a :

( )= l(dui_ ÔUj_ duk
ij 2 1 dXj aXi dXj

' dXiJ •

On voit que le tenseur des déformations G s’exprime de façon non-linéaire par rapport

aux composantes du vecteur de déplacement u.

Nous nous intéressons aux mouvements caractérisés par un vecteur de déplacement

u(X,t) qui varie lentement avec X et par conséquent les dérivées partielles -TTF sont<)Xj

considérée petites c’est l’objet: de l’hypothèse des petites transformations (H.P.T).

Dans ce cas les termes ■ |ÿ- sont négligés et l’expression de G se linéarise en s :

(1.5)

En composantes on a :

du Ou1
2 l dXj + OXJ '

Le tenseur s s’appelle le tenseur des déformations linéarisé. Souveni. pour marquer

la dépendance du champ des déformations £ par rapport au champ des déplacements

u on va le noter £ (u).
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1.1.2 Tenseur des contraintes

R"Soit le système matériel soumis à des forces appliquées de volume / (., t) : f2(

et de surface h : Tt — » M.N de la configuration déformée Çît et soit le champ de

vecteurs r (.,£) : Çlt x Ei R*

où

Introduisons alors les notations suivantes.

Pour tout sous-domaine ut de 0f, de frontière dut et pour tout x G dujt, le vecteur

v (x,t) désigne la normale extérieure unitaire à ujt en x; r (x, v,t)da est la force

élémentaire de surface appliquée sur l’élément d’aire da; si x G on a

r (x,u,t ) da = h(x,t ) da.

r,°3 t(x,v,iXla

/]\ v
ï<7'

x

Q,

tx,t)dx

O >C2

Cl
Fig.2.1, Système de forces .
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Le vecteur r (x, 1/, t) est appelé vecteur contrainte de Cauchy au point x. D’après

le théorème de Cauchy (cf. Ciarlet [1], ch.l) il vient que ce vecteur est linéaire par

rapport à v €Si; donc il existe un champ de tenseurs a(.,t) : fit -— ■+ Mjv régulier

tel que

r (x,v,t) = or (x,t) v Va: G £>0

où MN est l’espace des matrices carrées d’ordre N x N.

En outre a est un champ symétrique :

a(x,t) = aT (x,t) Vx €fit, v G Sx, t > 0.

Le tenseur symétrique a (x, t ) est appelé tenseur des contraintes de Cauchy au point

x G üt. La loi fondamentale de la mécanique, exprimant l’équivalence du torseur des

forces extérieures et du torseur des accélérations pour un système quelconque conduit

aux équations de mouvement suivantes.

(1.6)Diva + f — pii dans Qt, t > ü.

où p (.,/) : O,

Div désigne l’opérateur divergence c’est-à-dire Diva = pour tout i,j=l,2.3 .

est la densité de masse dans la configuration déformée Dt et

Les équations (1.6) sont valables dans la configuration déformée Çl, qui est elle même

inconnue. Donc, les équations (1.6) ne peuvent pas être utilisées telles quelles; d'où

la nécessité de leur réécriture dans la configuration de référence fi.

On prouve que dans certaines hypothèses et avec un changement de notation (cf.

Ciarlet [1] ch.l) l’équation (1.6) devient
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Diva + f = pü dans fi x [0, 7’] (1.7)

où cette fois-ci a, f et u sont des fonctions définies sur fi et [0,T] est un intervalle de

temps. Dans le cas statique, c’est-à-dire ü = 0, ou quasistatique (c’est -à-dire pü est

négligeable), les équations (1.7) deviennent

Diva + / = 0 dans fi x [0,T] . (1.8)

Dans la suite, on va appeler simplement (1.7) équation de mouvement et (1.8) équation

d’équilibre. En conclusion, dans la théorie linéaire les inconnues du problème sont les

fonctions u et a qui satisfont à (1.7) dans le cas des processus dynamiques et (1.8)

dans le cas des processus statiques ou quasistatiques.

1.2 Lois de comportement

Soit TV = 3. les équations (1.7) (dans le cas dynamique) ou (1.8) (dans le cas statique

ou quasistatique) constituent au total trois relations scalaires. Les fonctions incon¬

nues sont au nombre de neuf: les trois composantes (?q) du champ de déplacement et

les six composantes (a7J) du tenseur des contraintes. Il est évident, à partir de cette

énumération, que du point de vue mathématiques, il est bien improbable qu'avec trois

équations on puisse déterminer neuf fonctions. Du point de vue physique, il faut re¬

marquer que les lois de conservation ennoncées sont des lois universelles, valables pour

tous les solides. Si donc les équations (1.7) ou (1.8) obtenues à partir de ces lois suffi¬

saient à déterminer toutes les inconnues, cela signifierait que soumis à des conditions
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identiques, les divers milieux continus auraient des comportements identiques. Ceci

est naturellement absurde. Les lois de conservation étant insuffisantes à elles seules

pour décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent être complétées par

d’autres relations que l’on désigne sous le vocable de lois de comportement. Elles car¬

actérisent le comportement de chaque type de milieu continu. Bien qu ’elles doivent

respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est souvent expérimentale et

c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour étabir une loi de

comportement. Une brève présentation de ces expériences sera faite dans la section

1.2.1. Il est à rappeller d’une manière générale que les lois de comportement sont des

relations entre le tenseur des contraintes a et le tenseur des déformations e et leur

dérivées temporelles & et è.

1.2.1 Essais classiques sur les solides

Considérons une barre de section S. de longueur la à laquelle on peut appliquer une

force F = F (t) à une extrémité tandis que l’autre extrémité est fixe. On mesure

l’allongement / = l (t ) de la barre et on définit la contrainte a et la déformation ? par

les égalités :

1(1)
s h)

On peut réaliser les éssais suivants :

1) Essai de chargement monotone (fig.3.1).

On augmente progressivement la force F et on mesure /; on calcule rr . s et on trace la

courbe de variation a = a (e); cet essai permet de mettre en évidence les phénomènes



9

suivants:

a) La non-linéarité de la courbe a = a(e).

b) L’adoucissement éventuelle (la non-monotonie de la courbe a = o (s) ).

c) La viscosité (en prenant é = c), on peut obtenir des courbes a = a(e) différentes,

ce qui met en évidence le rôle de l’echelle temps.

CT CT
A\ /N

>eO

a) linéaire non - linéaire
CT CT

A\ /N

;

> « O

b) durcissement adousissement
e= 100/K

e= 10

e = 1
viscositéc)

e = 0, 1

O

Fig.3.1. Essai de chargement monotone.
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2) Essai de fluage (fig.3.2).

On commence par un essai de chargement monotone tel qu’à un instant t (considéré

désormais l’instant t = 0 ) on a : a (0) = <r0 , £ (0) = e0 et F (0) = F0 ■

On maintient la force F constante au cours du temps. La contrainte a reste donc

constante pour t > 0.

Généralement la déformation augmente avec le temps: c’est le fluage. Si cette

déformation reste limitée lorsque t — �oo, on a coutume de dire que le milieu étudié

a un comportement de type solide. Par contre, si cette déformation n’est pas limitée

lorsque t — *• oo, on a la coutume de dire que le milieu étudié a un comportement de

type fluide.

o E
/K /K

fo06

» t >O tO
variation de la

contrainte
fluage limité -

type solide
e

/K

eo

tO
fluage non-limité -

type fluide

Fig.3.2. Essai de fluage.
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3) Essai de relaxation (fig.3.3).

C’est l’essai dual du précédent .

On suppose qu’à l’instant t = 0 on a a (0) = <70 , £ (0) = SQ et on maintient la

déformation £ constante dans le temps. On constate généralement que les contraintes

cr se relâchent au cours du temps: c’est la relaxation.

Si la relaxation est totale (c’est-à-dire lim a(t) = 0) on a coutume de dire que

le matériau étudié a un comportement de type fluide. Si par contre la relaxation

n’est pas totale (c’est-à-dire lim cr (i) > 0 ), alors dans le corps restent en perma¬

nence des contraintes résiduelles; on a coutume de dire que le matériau étudié a un

comportement de type solide.

e a
/j\ A\

CT(»

is i => tO /
variation de la
deformation

relaxation totale -

type fluide

a
/K

Co

> i

contraintes résiduelles
- type solide

Fig.3.3. Essai de relaxation.
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4) Essai de charge-décharge (fig.3.4).

On augmente la force F puis on la ramène à zéro. Cet essai permet de mettre

en évidence le comportement élastique ou anélastique (plastique) du corps. Si les

courbes de charge-décharge a = a (e) coincident, le milieu est élastique; dans le cas

contraire il est anélastique (plastique) et après décharge complète, il subsiste une

déformation résiduelle. H est possible que l’anélasticité du matériau ne se manifeste

que lorsque la force F (donc la contrainte o ) atteint un certain seuil; si ce seuil

est fixe (indépendant de l’histoire de chargement ), le milieu est plastique parfait;

si ce seuil varie, il y a écrouissage: durcissement (ou écrouissage positif ) si le seuil

augmente et radoucissement (ou écrouissage négatif ) si le seuil diminue

a o
/K /N

> E -> edrO O

élastique anélastique (plastique)
(d1 -détonnai ion résiduelle)a a

/K /\

(A
Oy IZ2 vf/

V

\
7 e

parfait plastique
{Oy - seuil de plasticité)

écrouissage
positif

écrouissage
négatif

Fig.3.4. Essai de charge-décharge.
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1.2.2 Lois de comportement élastique dans le cas unidimen¬

sionnel

Reprenons plus en détail l’expérience de chargement monotone décrite dans la section

précédente et considérons pour cela une tige métallique (acier doux par exemple)

soumise à une force de traction o et qui subit de ce fait un allongement relatif e .

Dans un système de deux axes orthogonaux, portons e en abcisse et a en ordonnée

et traçons le graphe de la relation (e, a). Pour la plupart des métaux lorsque e

augmente à partir de zéro, a augmente et les points (e, a) décrivent un segment de

droite d’origine U. Si on continue à augmenter e, la courbe décrite par les points (e, a)

s’incurve à partir du point M. Le graphe de la relation (e, a) lorsque e augmente est

donc constitué d’un segment de droite OM et d’un arc de courbe M Z (voir fig.1.2).

/|\

z

M

11/0

M'

z’

Fig. 1.2. Com.poriement d'une barre métallique, en traction et en compression.
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Imaginons maintenat une expérience similaire en compression (c’est, -à-dire pour

a < 0 ). Pour la plupart des métaux lorsque e, décroit à partir de zéro les points

(£,cr), décrivent un segment de droite qui prolonge le segment OM. Si on continue à

diminuer e, la courbe décrite par les points (e, a) s’incurve à partir du point M'. Le

graphe de la relation (e, a) en compression est donc constitué d’un segment de droite

OM1 et d’un arc de courbe M1Z1 (voir fig. 1.2).

Ces expériences physiques constituent le point de départ pour obtenir des lois de

comportement élastique dans le cas unidimensionnel, car toute loi de comportement

doit modéliser le comportement des matériaux issu de ces essais.

a) Loi de comportement linéaire.

C’est la loi de comportement donnée par

(i.y)a = Es

qui exprime une dépendance linéaire dans la relation contrainte-déformation. La

constante /? > ü s’appelle module de Young. Le diagramme (~,o) dans ce cas est

représenté dans la figure 1.3.

✓fs

/
/

O -- F F

/
/

/y

/o
7> £

//
z'

Fig. 1.3. Loi de comportement linéaire.
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b) Loi de comportement linéaire par morceaux.

Supposons que la courbe (s,a) présentée dans la figure 1.2. soit symétrique par

rapport à l’origine et que les arcs MZ et M'Z' soient des demi-droites. Dans ce cas

la relation contrainte-déformation est donnée par l’une des deux égalités suivantes.

Es + /? (e + £Q) si s < — So

(1.10)Es si |e| < s0a =

Es + fi {s- £Q) si £ > s0

Aa 4- (a + (To) si a < — a0

Aa si |a| < (To

Aa + j; (a — (T0) si a > a()

/ÿÿ’(£ I ii)

(1.11)£ =

où E > 0. A -fi 0. (T„ ~ Eso. A = j. . // =

Soit maintenant l’intervalle K — {s G R /\s\ < } et RK : R — ♦ K l'opérateur de

projection sur K. On a

Si £ < — fo-î(>

RK ('-) “ si < £,,£

si £ > £,)-0

et par conséquent la loi de comportement (L.10) prend la forme

(T = Es + fi (•£ - PKs) (1.12)

Il en est de même pour la loi de comportement (1.11) qui prend la forme
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1
£ = Aa H— (a — PK&)

P
(1.13)

où K cette fois-ci est le convexe défini par K = {a € R j\a\ < <r0} et PK est l’opérateur

de projection sur K:

si a < — <j0— cx0

PK{°) = si |cr| < a0a

si a > <TQCTO

Les diagrammes (e, a) et (cr, e) dans ce cas sont présentés dans la figure 1.4.

a E

A\ A\ z
Z

ao
EI 00

1 ■> °0eo

Z' Z’

Fig. l.Jf. Loi de comportement linéaire par morceaux.

c) Matériau à blocage.

Le type de ’’matériau à blocage ” a été introduit par Prager [lj, qui en a formulé une loi

de comportement graphique. Intuitivement ce matériau a un comportement linéaire

tant que la déformation n’atteint pas un certain seuil. Lorsque ce seuil est at teint . les

contraintes peuvent augmenter sans engendrer de plus grandes déformations. Cet te
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propriété se traduit par le fait que les arcs MZ et M'Z' de la figure 1.2. sont des

demi-droites verticales. En supposant une symétrie par rapport à l’origine la relation

contrainte-déformation pour un matériau à blocage se présente par la figure 1.5

o
/K z

; t

M

I0-e
_Q_

EoI

M'

z'

Fig. 1.5. Matériau à blocage.

Formulons dans la suite la loi de comportement d’un matériau à blocage. Puisque

le graphe ci-dessus possède des segments parallèles à l’axe UCT. il est impossible de

décrire la dépendance contrainte-déformation par une loi de la forme <T /•’(ô).

Afin d exprimer la contrainte a en fonction de la déformation f. remarquons que sur

l’intervalle [— co,t<>j cette dépendance est; linéaire

«J = Ee (1.14), À > ü =>ÿ £ — £()
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Sur la demi-droite MZ la contrainte croit indéfiniment tandis que la déformation

conserve la valeur constante e = e0; il vient

(1.15)<7 — Ee 4- A , A > 0 e = e0.

Sur la demi-droite M' Z' la contrainte décroit indéfiniment tandis que la déformation

conserve la valeur constante e = — £0; il résulte :

(1.16)a = Ee + A , A < 0 => e = -£0

On remarque facilement que les relations (1.14)-(1.16) peuvent être écrites sous la

forme condensée

kl < «o
(1.17)o = Ee + A

r| < S().

Soit maintenant le convexe K = {e e IR /\e\ < s0 }ÿ H résulte que

A (r — s) < 0 Vr G IR,

kl < £(): A (r — e) < 0 Vr G R, T\ <£OÿAG dll’ K (s) .

où dxjiK représente le sous-différentiel de la fonction indicatrice ?/>/<ÿ (voir Annexe

(5.11)). Ceci nous permet de réécrire la loi de comportement d'un matériau à blocage

(1.17) sous une autre forme équivalente.

cf G Es + (hl’x (s) . (1.18)

d)Loi de Hencky.

Considérons maintenant un matériau qui a un comportement élastique linéaire tant
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que la contrainte o n’atteint pas un certain seuil ((j0 en traction et —an en com¬

pression). Lorsque le seuil cr0 est atteint, la déformation e augmente indéfiniment et

lorsque le seuil — a0 est atteint ,1e corps se comprime indéfiniment. Cette propriété

se traduit par le fait que les arcs MZ et M' Z' de la figurel.2. sont des demi-droites

horizontales. La relation contrainte-déformation pour un matériau de ce type se

représente par le graphique de la figurel.6. Des considérations similaires aux con¬

sidérations faites au point (c) nous amènent à écrire la loi de comportement d’un tel

matériau sous l’une des deux formes équivalentes suivantes:

kl < (To

(1.19)s = A<J -f A

A (r — <r) < 0 Vr G R, |r | < rr„

-r G An -f 3x1' K (n ) (1.20)

où K = {(T G R /|<T| < CTo } et dihi< est le sous-différentiel de la fonction indicatrice du
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convexe K. La loi de comportement (1.20) ainsi obtenue s’appelle loi de Hencky.

a
/T\

M
z

O
0

0
7> e

- O<-z' 0M

Fig. 1.6. Loi de Hencky.

1.2.3 Lois de comportement élastique en dimension N

Les lois de comportement pour les matériaux unidimensionnels présentées dans la

section précédente, peuvent se généraliser dans le cas bidimensionnel ou tridimension¬

nel. Soit dans la suite un corps matériel occupant l’ouvert borné connexe fi C K/V

(N = 1,2,3) et soient <r et s respectivement le tenseur des contraintes et le tenseur

des déformations en un point x G fi. En outre on peut considérer les lois suivantes.

valables partout dans fi:

-a) Loi.de comportement linéaire.

’C’-est la loi de comportement de la forme
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a = Ee ((Tij = SijkhSkh ) (1.21)

où E = (Sijkh) est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes Eijkh, s’appellent

coefficients d’élasticité, elles sont indépendantes du tenseur des déformations e. Dans

le cas non-homogène les coefficients Eijkh, dépendent du point x G f2 et dans le cas

homogène Eijkh , sont des constantes.

Plaçons-nous dans la suite dans le cas homogène. Dans la théorie d’élasticité linéaire

E est un tenseur symétrique et positivement défini c’est-à-dire

(a) ET\T’I = TI£T2 VTI,T2 G SN
(1.22)

(b) 3a > 0 tel que ETT > a |r|2 Vr G SN
La condition de symétrie (1.22.a) est équivalente aux égalités suivantes.

Eijkh — E'khij — E'i jhk

ce qui, dans le cas N = 3, réduit à 21 le nombre de coefficients d’élasticité indépendants

qui définissent le tenseur E. La condition (1.22.b) est dite également condition

d’éllipticité et elle entraîne l’inversibilité du tenseur E par consséquent (1.21) est

équivalente à

= £-'a (1-23)

où E 1 est l’inverse du tenseur E.

Remarquons enfin que les propriétés (1.22) sur le tenseur E entraînent des propriétés

similaires sur le tenseur E
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Plaçons-nous maintenant dans le cas tridimensionnel (N = 3). Dans la théorie

classique d’élasticité on n’envisage pas les matériaux élastiques linéaires en toute

généralité mais on considère des cas avec différentes symétries matérielles qui réduisent

le nombre des coefficients distincts intervenants dans la loi de comportement (1.21).

Ainsi on peut prouver que dans le cas homogène et isotrope (c’est-à-dire le cas où

’’toutes les directions autour d’un point sont matériellement équivalentes”) les co¬

efficients Eijkh sont donnés par (voir Germain et Muler [1] p 108 ou Ciarlet [1] p

95)

£ijkh = +V (ôikÔjh + Ôihôjk) (1.24)

où les scalaires A, p sont les coefficients de Lamé et 8tj est le symbole de Kronecker.

Les formules (1.24) s’obtiennent en imposant que la loi de comportement (1.21) ait

la même expression dans tout repère orthonormé ou. en termes plus précis, que le

tenseur £ ait les mêmes composantes dans tout repère orthonormé. En ce sens, toutes

les directions autour d’un point sont bien matériellement équivalentes. En utilisant

(1.24) la relation (1.21) devient

a = A (Ire)h + 2/rs (1.25)

d’où, par passage à la trace il résulte

tra = (3A + 2//) 1rs (1.26)

de sorte que la relation inverse de (1.25) est
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1 A (itra) 13 (1.27)£
2 fi° 2 fi (3A + 2 fi)

où tra et tre désignent respectivement la trace du tenseur a et du tenseur e. On pose

fréquemment :

fi (3 fi + 2A)
A + fi 2 (A + fi)

Les constantes K, E et v s’appellent respectivement module de rigidité à la compres-

3A + 2 fi E = A (1.28)K =

sion, module de Young et coefficient de Poisson. On obtient :

Al + i/ _
E

~
2fi Ë~ 2 fi (3A + 2 fi)

u

Donc (1.27) devient :

l + v __
E Œ ETl (tra) h£ =

En faisant appel à l’intuition physique la plus immédiate, on peut ’’limiter” les valeurs

numériques possibles pour les coefficients de tout matériau élastique, homogène et

isotrope ’’réel”. Ainsi en imaginant trois expériences ’’idéales”, on peut prouver que

A > 0 et fi > 0 (voir Ciarlet [1] p. 54-62) et d’après (1.28) il vient K > Ü. E > 0 et

0 < v < |.

b) Loi de comportement linéaire par morceaux.

C’est la loi de comportement qui généralise (1.10) et (1.11). Pour la présenter, con¬

sidérons les hypothèses suivantes.

E:SN S /v est un tenseur symétrique et positivement défini. (1.29)



24

K est un convexe fermé de SN tel que 0/v € K, (1.30)

0> 0. (1.31)

La variante en dimension N de la loi de comportement (1.12) ou (1.10) est

o — £e +0 (s — PKZ) (1.32)

où PK : SN SN désigne l’opérateur de projection sur K.

Puisque e — PKe <=>ÿ e G K, on remarque que pour les déformations e G K, (1.32)

se réduit à la loi de comportement linéaire a = Se\ par contre lorsque e £ K, (1.32)

exprime une dépendance non-linéaire entre le tenseur des déformations s et le tenseur

des contraintes a.

Le convexe K peut être défini par l’égalité

K — {s G SN / F (e) <0} (1.33)

où /' est une fonction numérique, définie sur Sjy. continue, convexe et telle que

F (0/v) < 0. Des exemples classiques peuvent être obtenus en prenant :

1 (1-34)

\Si ~ sA - (1.35)P{s) = max
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F (e) — - (tre + fc2) , (1.36)

Fu=M(£<-ey (1.37)

où eD désigne le déviateur de e, £{ désignent les valeurs propres du tenseur symétrique

e, tr£ est la trace du tenseur £ et k > 0 est une constante donnée.

En ce qui concerne la loi de comportement (1.11), en utilisant (1.13), elle peut être

généralisée au cas iV-dimensionnel par :

1
£ = Acr + -(a - PK°)

ft
(1.38)

où

A : SN — > iS’/v est un tenseur symétrique positivement défini. (1.39)

K est un convexe fermé de S /v tel que U G K. (1.40)

(1-41)/1 > 0.

Dans (1.38) PK désigne l’opérateur de projection sur K. Pour définir K on peut

utiliser (1.33) où la fonction F est définie par l’une des formules (1.34)-(1.37), en

remplaçant s par a. D’après (1.38) on remarque que pour les contraintes cr G K on a

£ = ACT c'est-à-dire une dépendance linéaire entre la déformation 5 et la contrainte a:
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par contre pour o £ K, (1.38) exprime une dépendance non-linéaire entre les tenseurs

a ete.

Remarquons enfin que, sous les hypothèses (1.31) et (1.41), les modèles (1.32) et

(1.38) ne sont pas équivalents. En effet plaçons-nous pour simplifier dans le cas

unidimensionnel (1.10) et (1.11) fi G ]— E,0[ U ]0, +oo[. Si fi > 0 on obtientavec

jut < 0 et si —E < fi < 0 on obtient: fi > 0. Par conséquent, les deux conditions

(1.31) et (1.41) sont complémentaires l’une de l’autre.

c) Matériau à blocage.

La loi de comportement (1.18) peut être généralisée de la manière suivante.

Soit E : SN SN un tenseur symétrique et positivement défini et K un convexe

fermé de SN tel que 0/v G K; soit également xJ)K la fonction indicatrice du convexe K

et d'il' K son sous-différentiel; on prend

a G Es 4- (hl'K (s) . (1.42)

C’est, la loi de comportement d’un matériau à blocage en dimension N. La loi de

comportement (1.42) entraîne que s G K c’est-à-dire la déformation 5 se trouve

toujours dans le convexe K. Si e se trouve à l’intérieur de K . il résulte OII'K [e) = {üy }

donc (1.42) exprime une dépendance linéaire entre la contrainte o et la déformation

s: par contre, si s est sur la frontière de K . des contraintes supplémentaires peuvent

apparaître dans le corps :

(T — Es + A

où
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A e &ipK (e)

c’est-à-dire

A • (r -e) < 0 Vr G K .

d) Loi de Hencky.

D’une manière analogue, la loi unidimensionnelle de Hencky (1.20) se généralise en

plusieurs dimensions sous la forme suivante.

e G Ae + dxf>K (a) (1.43)

où A : SN SN est un tenseur symétrique et positivement défini et XI'K est la

fonction indicatrice d’un convexe fermé K tel que 0,v € K.

Comme dans le cas d’un matériau à blocage on a les commentaires suivants.

puisque xf>K est sous-différentiable en <r. il vient rr ç K c'est-à-dire la contrainte

se trouve toujours dans le convexe K. Si rr se trouve à l’intérieur de K. il résulte

dxl'K (rr) = {0/y } donc (1.43) exprime une dépendance linéaire entre la contrainte et la

déformation: par contre si rr est sur la frontière de K. des déformations supplémentaires

peuvent apparaître dans le corps :

£ = Arr + A

où

A e 0\l'K (rr)
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c’est-à-dire

A • (r - a) < 0 Vr e K.

Remarque 1.1. Dans le deuxième et troisième chapitre de cette thèse nous allons

considérer des lois de comportement élastiques de la forme

a=F(e,d)

où F est une fonction constitutive non-linéaire et 6 est un paramètre donné.

Du point de vue physique 6 peut représenter la température, l’humidité mais aussi

l’intensité du champ magnétique, la densité des distortions, l’état d’endommagement

du matériau ou tout autre paramètre qui peut influencer sur les propriétés mécaniques

du matériau.

Du point de vue mathématique et par souci de généraliser nous considérons 0 une

fonction à valeurs vectorielles, c’est-à-dire 0 : Q — » MA/ où AI € N.

Il est clair que la loi de comportement linéaire (1.21) est de la forme cr =

si le tenseur d’élasticité £ dépend du paramètre 0. Il en est de même pour la loi

de comportement linéaire par morceaux (1.32) si £ . 3 et K dépendent de 0. Par

conséquent les résultats que nous allons obtenir dans ces deux chapitres s'appliquent

au moins pour ces deux exemples.

La présence de la température dans les lois de comportement en tant que paramètre

est une hypothèse simplificatrice, utilisée par plusieurs auteurs : Sofonea [l]. Ionescu

et Sofonea [2] p92-93 et la liste peut continuer. Certains auteurs (Cristescu et Suliciu

[1] p84) mettent en évidence la dépendance de certains coefficients dans la loi de
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comportement par rapport à la température. Cette dépendance est évoquée aussi

dans Duvaut et Lions [1] pli.

La considération des lois de comportement élastique (1.42) (matériau à blocage) et

(1.43) (loi de Hencky) soulève des difficultés supplémentaires, vu le fait que ces lois ne

sont pas univoques. L’étude des problèmes aux limites liés à ces lois de comportement

ne fera pas l’objet de cette présentation. Pour plus de détails sur ce sujet voir par

exemple Panagiotopoulos [1], Sofonea [3] et Burguera [1].

1.2.4 Lois de comportement viscoplastique

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que pour certains matériaux élastiques

la loi de comportement est de la forme

a = F(e) (1.44)

où F est une application linéaire ou non-linéaire. Cette loi peut modèler les propriétés

de chargement monotone: linéarité ou non-linéarité de la courbe rr — /•’(-:) (suivant

que F est linéaire ou non), durcissement ou adoucissement de la courbe rr = F (s)

(suivant que F est monotone ou non). Par contre, ni le Huage. ni la relaxation ne

peuvent être décrits par la loi de comportement (1.44) comme le montre les con¬

sidérations ci-dessous.

Soit à t = U, rr (0) = <T(),£:(Ü) - ê0 et soit également s(l) = f().V7 > 0. Alors la loi

(1.44) entraîne que rr (A) = F (s) = F (s«) = rr(); par conséquent, le phénomène de

relaxation n'est pas décrit par cette loi. D'où la nécessité d’introduire d'autres lois
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de comportement; par exemple les lois de comportement viscoplastique de la forme

à = £é + G (a, E) . (1.45)

où à — è = Il et £ est un tenseur d’ordre quatre et G est une fonction constitutive

donnée. On peut aussi prendre en considération les lois de comportement de la forme

à = £ (é) + G (a,e) . (1.46)

où S est une fonction non-linéaire.

Dans certaines situations, on peut prendre en considération la dépendance des fonc¬

tions £ et G d’un paramètre k (la température ou une variable d’état); on peut donc

considérer au lieu de (1.45). le cas suivant.

(1.47)à = £{k)e{ù)+G(a,s,k).

où k est un paramètre de RM (M € N ).

Si k est une variable interne d’état, on complète (1.47) par une équation d évolution

de la forme

k = ■f {a, e,k) . (1.48)

On suppose toujours que £ est un tenseur inversible donc & et è jouent des rôles

symétriques dans l’équation (1.45); plus précisément (1.45) équivaut à

-: — £& + G (a,5) (1.49)
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où E = E 1 est l’inverse de E et G = —E iG (a,s).

L’équation mathématique (1.49) met en évidence une décomposition additive du

tenseur ê :

ê=èE+êAN (1.50)

où

êAN = G {a,e).èE = ë&, (1.51)

La partie êE s’appelle la partie élastique (reversible) du tenseur ê tandis que êAN la

partie anélasique (irréversible) du tenseur ê.

Dans le cas où la fonction G est de la forme

(1.52)G {a, s) = -k{(T- F (-:))

oil k > ü est le coefficient de viscosité et F une fonction constitutive, alors la loi de

comportement (1.45) est dite viscoélastique.

Supposons maintenant que G = 0 et à l'instant, I = U on a: a (U) = s (0) = 0:

alors la relation (1.45) devient, après intégration a = Ee. donc la loi constitutive de

l’élasticité linéaire présentée dans le paragraphe précédent. De ce point de vue. la loi

viscoplastique (1.45) se présente comme une’ perturbation" de la loi élastique (1.21).

perturbation réalisée par le terme non-linéaire G ((T,e).

Nous présentons maintenant quelques exemples de lois viscoplastiques de la forme

(1.45), dans le cas unidimensionnel, c’est-à-dire
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à — Eê + G (a,s) . (1.53)

où E est le module de Young et a,e : R+ K et G : R2 R .

i
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Exemple 1 (modèle de Maxwell).

Si on prend G (cr,£) = —a, dans (1.53) alors on obtient :

à — Eè — a. (1.54)

C’est un modèle viscoélastique (k = 1et F = 0 dans (1.52) ). Il est capable de décrire

des phénomènes de fluage et de relaxation. En effet; si on prend a(t) = cr0, V£ > 0

dans (1.54) on obtient:

Vo
£ E

donc £ (l ) = + £o où £o = £ (0). C’est-à-dire on a l’accroissement en temps de la

déformation (fluage). Egalement si on prend £ (t) — £0, > 0 dans (1.54) on obtient

à — —a

d’où a (t) = a()exp 1 où (JQ — u(U). On obtient la décroissance en temps de la

contrainte (relaxation). Les deux expériences décrites ci-dessous sont présentées en

figure3.5. Suite à la terminologie au paragraphe 1.2.1 le milieu continu décrit par

l’équation de Maxwell (1.54) est du type fluide (les déformations ne sont pas limitées

dans le fluage, la relaxation de la contrainte est totale).

e a
A\ /f\

<T0

t'o
O(l)=0bC-l

t tO O
a) I»)

Fig. 3.5. Modèle, de Maxwell .
a) fluage b) relaxation
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Exemple 2 (modèle de Sokolowski ).

On prend dans (1.53) :

0 si \o\ < (Ty
G(a,e) = (1.55)

- ( sgn a) F (|<r| - ay) si \a\ > ay

où oy est une constante strictement poitive appelée seuil de plasticité, sgna est le

signe de a ( sgn a = 1 si a > 0 et sgn a = —1 si a < 0 ) et F : R+ R est

une fonction régulière satisfaisant à F (0) = 0, F (r) > 0 Vr G R+. D’habitude

on considère F (r) = kEr où k > 0 est un coefficient de viscosité et E > 0 est le

module de Young. Le modèle de Sokolowski peut décrire des phénomènes de fluage,

de relaxation et également d’anélasticité comme on peut voir dans ce qui suit:

(i) Si à l’instant = 0 on a cr (0) = cr0 > crÿ, £ (0) = £o et <x (t ) = <70 pour tout t > 0

alors (1.53) (où G est donnée par (1.55) ) implique

G{alhe(t)) 1
= -F (<T0 — (Ty)

donc e (t) = j.F (a0 - ay) t + £o,Vf > ü.

On obtient un accroissement en temps de la déformation (fluage). Les déformations

ne sont pas limitées en temps (voir fig.3.6.a).

(ii) Si à l’instant t = U on a

(T (/.) = (T0 > (Ty, s (ü) = so et s (/ ) = So V/. > ü.

alors (1.53) (où G est donnée par (1.55) ) implique

à{t) - G (a(t),£0) = -F (a (t) - ay) < ü,

donc (T est. décroissante en temps (relaxation); on obtient facilement que a (t ) > a,,.

pour tout t > ü. Donc la relaxation n'est pas totale (voir fig.3.6.b).
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(iii) Dans le domaine |cr| < ay la loi de comportement (1.53) (où (1 est donnée par

(1.55) ) est élastique (<r = Es ).

Par conséquent la courbe a = F (e), pour im essai de charge-décharge dans lequel a

dépasse la valeur ay et qui commence à l’état a (0) = e (0) = 0 a la forme de la figure

3.6.c, qui met en évidence la déformation résiduelle eR (anélastique).

On remarque également que le modèle de Sokolowski décrit une plasticité parfaite car

les déformations anélastiques ne se manifestent que lorsque la contrainte rr atteint le

seuil fixe ay (ou —<Jy, lorsqu’il s’agit d’une compression).

e CT CT/K A\ /K
Oo

c(t) = IÿCTo -CTY> +£b
CTY CTYeo

VI> >t >e. O
a) b) c)

Fig. 3.6. Modèle de Sokolowski .

a) finage b) relaxation c) anélasticité

Remarquons enfin que les notions y type jlnidc'' et ” type fioUder ne sont pas

d’intersection vide comme le montre l’exemple de Sokololowski ci-dessus: le modèle

est de type solide puisque dans un essai de relaxation il n’y a pas relaxation totale

des contraintes et il est également du type fluide puisque dans un essai de finage les

déformations ne sont pas bornées.
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Exemple 3 (voir Cristescu et Suliciu [1], p 34).

On prend dans (1.53):

—ki F\ (a - f (e)) si a > f (e)

G(a,e) = (1.56)0 si g (e) < a < f (e)

k2F2 (g (e) -a) si a < g (e)

où ki,k2 sont des coefficients de viscosité, F], F2 : R+ — * R sont des fonctions

régulières satisfaisant à

Fj (r) , F2 (r ) > 0, F[ (r) , F'2 (r) > 0 Vr > 0 et f,g : R R sont des fonctions

régulières telles que

f(e) > 9(e) , /(0) > 0 > <7(0) et /' (e) <0, F > gf (e) > 0 et f" (e) < 0,

g" (e) > 0 Ve G R. (voir fig.3.7).

a
/N

a = 1(e)

D=( (o,e)|g(e) <a < 1(e) }

O

a = g(e)

Fig. 3.7. Modèle de l'exemple 3. D - ensemble des états élastiques.

En utilisant la même méthode que dans l’exemple 1 on peut voir que le modèle

(1.53) (où G est donnée par (1.56) ) peut aussi décrire les phénomènes de finage, de
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relaxation et d’anélasticité.

Les états (a,e) G R2 tels que g (e) < o < f (e) sont des états de comportement

élastique c’est-à-dire des états autour desquels la loi de comportement (1.53) (où G

est donnée par (1.56) ) prend la forme a = Ee+ c où c est une constante. Par contre

les états (a,e) G R2 tels que a > f (e) ou g (e) > a sont des états de comportement

plastique, car tout processus de charge-décharge passant par ces points amène des

déformations résiduelles (plastiques).

Remarquons aussi que le seuil en contrainte pour lequel l’anélasticité du matériau

se manifeste est variable ( a — / (s) ou a = g (e) ), donc il s’agit d’un modèle de

plasticité avec écrouissage.

Enfin signalons aussi le fait que l’éxemple 3 généralise aussi l’exemple 2 : pour ki = fc2,

F\ = F2 = F, f (e) = (Ty, g (s) = — oy Ve G R la relation (1.56) se réduit à (1.55).

Exemple 4 (viscoplasticité de type Perzyna (voir aussi Duvaut-Lions [1] p 233)).

On prend dans (1.49) :

1G (a,s) = G (<r) = — (a- PKa)
■2g

où g > 0 est un coefficient de viscosité, K est un convexe fermé tel que Ua G K et

FK 'ÿ K est l’opérateur de projection sur K. En utilisant (1.51) on obtient

1 (1.57)
2//

et comme a = l\cr si et seulement si a G I’K- il résulte que les déformations

anélastiques ne se manifestent que pour les états de contraintes qui n'apprtiennent

pas au convexe K. Ce convexe est d’habitude défini par l’égalité

K = {aeS,/F(a)<0} (1.58)
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où F : S3 — > R est une fonction convexe, continue, telle que F( 03) < ü. L'équation

F (a) — 0 définit le critère de plasticité car d’après (1.57) et (1.58) la surface définie

dans l’epace des contraintes par cette équation sépare la région de comportement

élastique de la région de comportement plastique (èAN = 0 F(a) = 0).

Des exemples classiques des critères de plasticité peuvent être obtenus en prenant :

1F (cr) = -<TD(TD — k2, (1.59)

(1.60)

F (a) = max {|2<TI - er2 - er3| , |2cx2 — <T\ — cr3| , |2<T3 - (Ti - <j2|}- k2. (1.61)

où

an = a — 1(ira) f3 est le déviateur de a.

Oi sont les valeurs propres de cr,

k est une constante strictement positive (limite de plasticité).

Remarque 1.2. Dans le quatrième chapitre de cette thèse non nous intéressons

matériaux viscoplastiques, ayant une loi de comportement de la formeaux

à = £è +G(a,e,0)

où F- et G sont des fonctions constitutives données et 0 est un paramètre donné qui

peut être la température, l’humidité, la densité des distortions, l'état d'endommagement

du matériau ou tout autre paramètre qui peut influencer sur les propriétés mécaniques

du matériau.
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1.3 Conditions aux limites

Afin de compléter le modèle mathématique qui décrit l’évolution d’un milieu continu,

donné par l’équation de mouvement (1.7) (ou bien par l’équation d’équilibre (1.8)) et

la loi de comportement, il faut encore préciser les conditions aux limites. Les princi¬

paux types de conditions aux limites étudiées dans cette thèse sont les conditions aux

limites de déplacement-traction, les conditions aux limites de contact sans frottement

et les conditions aux limites de contact avec frottement.

1.3.1 Conditions aux limites de déplacement-traction

Soit Q C ( N = 1,2,3) le domaine régulier occupé par le corps, T la frontière de

Q et v le vecteur normale unitaire extérieur à T. Soit également T = Ti U Ti .

v

r
1

a

r
2

Fig. 2.1. Partition de la frontière F
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Nous considérons les conditions aux limites suivantes.

u — g sur T! (1.62)

au = h sur r2. (1.63)

La condition (1.62) est appelée condition aux limites de déplacement; sa significa¬

tion consiste en ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie Ti de sa

frontière T, la fonction g étant une donnée du problème (par exemple, si g = 0 le

solide est encastré sur la portion T i de sa frontière T). La condition (1.63) est appelée

condition aux limites de traction; sa signification consiste en ce que le vecteur des

contraintes de Cauchy au est imposé sur la partie r2 de la frontière T et h représente

la densité des forces appliquées de surface et constituent une donnée du problème.

Si Ti = 0 le problème aux limites est un problème de traction pure et si r2 = 0 le

problème aux limites est un problème de déplacement pur. Si les parties T i et T2 de la

frontière T sont toutes les deux de mesure de Lebesgue (iV — 1) dimensionnelle stricte¬

ment positive, le problème considéré est un problème mixte déplacement-traction.

Le problème de déplacement pur ne correspond pas à une situation très courante

puisque, lorsque le déplacement est imposé sur la totalité de la frontière, le solide

étudié est entièrement encastré dans une structure plus grande. Les problèmes de

traction pure correspondent à des situations réelles (considérer par exemple un ballon.

ou un sous-marin plongé dans la mer). Les problèmes mixtes déplacement-traction
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sont rencontrés plus fréquemment dans les applications pratiques bien qu’ils soient

loin de couvrir toutes les situations réelles.

1.3.2 Conditions aux limites de contact sans frottement

Considérons maintenant un autre type de conditions aux limites.

Supposons que la frontière T de fi soit partagée en trois morceaux disjoints deux à

deux :

r = Ti ur2 u T3

Sur les portions Ti et r2 nous imposons les conditions aux limites de déplacement-

traction (1.62)-(1.63) c’est-à-dire le champ des déplacements u est connu sur T, et le

vecteur de contrainte de Cauchy au est connu sur P2. Pour simplifier nous prenons

g=0 dans (1.62) c’est-à-dire la frontière Ihest fixée. Nous supposons que le corps
:

élastique fi est en contact avec une base rigide S sur la partie r3 de sa frontière.

Par conséquent, le mouvement des particules matérielles de T.-j est restreint par la

piésence de cet obstacle.

Soit uv = uu la composante du déplacement u dans la direction de u. Nous supposons

que le contact entre le corps élastique fi et la base rigide S se produit sans frottement

c’est-à-dire que les mouvements tangentiels sont libres.

Puisque S est une base rigide, elle ne subira pas de déformations, donc le corps fi ne

pourra pas la pénétrer; cette propriété se traduit mathématiquement par l’inégalité

suivante.
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(1.64)uv = u • u < 0 sur r3.

Pour les points de r3 tels que uv < 0, il n’existe pas de contact entre le corps fi et la

base rigide S , donc le vecteur de contrainte de Cauchy au s’annule. Par conséquent

en dénotant par av et aT les composantes normales et tangentielles de ce vecteur on

a :

(1.65)uv < 0 av = 0, ar = 0 sur T3.

Pour les points de T3 tels que uv = 0, le contact entre fi et S se produit, la base rigide

S exerce une pression —av suivant la direction de la normale u et orientée vers fi; on

a :

(1.66)a,/ < 0, aT = 0 sur r3.uv = ü

Pour résumer, les conditions de contact (1.64)-(1.66) s'écrivent d’une manière con¬

densée de la façon suivante.

(1.67)Uv <0, a„< 0, aT = 0, avu„ — 0 sur f3.

Les problèmes élastiques comprenant des conditions aux limites de la forme (1.67)

sont appelés problèmes de Signorini.
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1.3.3 Conditions aux limites de contact avec frottement

Nous considérons un corps élastique dont les particules matérielles remplissent im

domaine Çl borné de RN (N— 1,2,3) et dont la frontière T, supposée être régulière

est divisée en trois parties disjointes ri,r2 et r3. Nous supposons que le champ des

déplacements u s’annule sur fi, que des tractions données h agissent sur r2 et que

sur r3 le solide est en contact bilatéral avec une fondation rigide S et que le contact

a lieu avec frottement.

Nous modélisons le frottement avec la variante statique de la loi de Tresca. Sous ces

hypothèses les conditions aux limites s’écrivent de la manière suivante.

(1.68)u = 0 sur Ti

(1.69)au = h sur T2

uu = 0, K| <g

(1.70)sur r3.Kl <9 uT = 0

Kl = g 3A > 0 tel que aT — — AttT

Dans (1.70), uv dénote le déplacement normal, uT le déplacement tangentiel. aT

représente la force de frottement tandis que g est le seuil de glissement.

La condition uv = 0 traduit le fait que le contact est bilatéral et donc le corps ne

décole pas de la fondation.

L’inégalité K| ≤ 9 montre que la force de frottement ar est bornée par une valeur



44

g fixe. Quand on a l’inégalité stricte |crT| < g le glissement n’est pas possible et par

conséquent les déplacements tangentielles sont milles. Dans ces points le corps adhère

à la fondation. Lorsque \aT\ = g le glissement est possible. Dans ces points le corps

peut glisser sur la fondation et la force de frottement s’oppose au glissement.

La loi de frottement présentée dans (1.70) est une loi statique. Bien que limitée du

point de vue physique, cette loi constitue une première approximation pour d’autres

lois plus réalistes, où on remplace le déplacement tangentiel par la vitesse tangentielle.

Sous la forme (1.70) la loi de Tresca a été considéré dans plusieurs publications, voir

par exemple Duvaut et Lions [1], Panagiotopoulos [1], Han [1].

Nous remarquons aussi bien que la loi (1.70) est caractérisée par un seuil de glissement

fixe. D’autres lois de frottement, plus réalistes, prennent en considération un seuil

de frottement variable. C’est le cas de la loi de Coulomb, considérée par exemple en

Cocu [1], Rochdi, Shilllor et Sofonea [1], Drabla et Sofonea [1].

1.4 Formulation des problèmes

L’évolution d’un corps déformable sous l’action des efforts extérieurs est modélisée

mathématiquement par un système d’équations aux dérivées partielles posées sur

domaine fi de M/v(Af=l,2,3). Ce système comprend la loi de comportement duun

matériau, l’équation de mouvement ou d’équilibre du corps ainsi que les conditions

initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

On se donne un corps élastique ou viscoplastique occupant un domaine f2 C M/v

(N=l,2,3) et dont la frontière T, supposée suffisament régulière, est divisée en trois
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parties mesurables disjointes Pi,r2 et r3 telles que mesure T, > U.

Dans cette thèse on va étudier les trois problèmes aux limites suivants.

1.4.1 Problème élastique de contact sans frottement

Ce problème peut se formuler de la façon suivante.

RN et le champ des contraintesTrouver le champ des déplacements u : fi

a : fi SN tels que

a = F (s (u) ,6) dans fi

Diva + / = 0 dans fi

(Pi) u = 0 sur T[

av = h sur T2

u„< 0, av < ü, aT — 0, avuv — 0 sur r:!.

SN est une fonction constitutive et 0 €Rw est un paramètreoù F : fi X SN X RM

qui peut-être la température ou l'humidité. Ce problème décrit l'équilibre d’un corps

élastique soumis à des conditions de déplacement-traction sur les parties fj et r2

de sa frontière T. à des conditions de contact unilatéral sans frottement (conditions

de Signorini) avec une base rigide sur la partie I .t de sa frontière T et à des forces

volumiques de densité / dans fi.

L'étude de ce problème fera l'objet du chapitre 2 de cette thèse.

1.4.2 Problème élastique de contact avec frottement

Ce problème peut se formuler de la façon suivante.

-> IR'V et le champ des contraintesTrouver le champ des déplacements u : fi
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a: fi SN tels que

a — F(e(u) , 6) dans fi

Diva + f = 0 dans fi

u = 0 sur Ti
(Pu) au = h surr2

Kl < 9uv = 0,

sur r3.Kl < g uT = 0

Kl = 9 3A > 0 tel que ar = —AuT

Ce problème décrit l’équilibre d’un corps élastique soumis à des conditions de déplacement-

traction sur Tjet r2, à des forces de frottement sur r3 et à des forces volumiques de

densité / dans fi. La loi de frottement retenue dans ce problème est la loi de Tresca

en sa vei'sion statique.

L'étude de ce problème fera l'objet du chapitre 3 de cette thèse.

1.4.3 Problème viscoplastique de contact sans frottement

Ce problème se formule de la manière suivante.

Trouver le champ des déplacements u : fi x [U. 7 ] M.iV et le champ des contraintes

a: fix [0,7’] S tels que
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à = £e(û)+G{a,£{u),9) dansfix]0,T[

Diva+ f = 0 dans fi x ]0,7’[

u = 0 sur T! x ]0,T[
(Pm)

au= h sur r2 x ]0,T[

uv <0, a„< 0, aT = 0, avuv = 0 sur T3 x ]0,T[

u (0) = «o, a (0) - (Jo dans fi

où £ est un tenseur d’ordre quatre, G est une fonction constitutive et 0 est un

paramètre qui peut être la température ou l’humidité. Ce problème modélisé l’équilibre

d’un corps ayant une loi de comportement viscoplastique, soumis à des conditions de

déplacement-traction sur les parties r(et T2 de la frontière F et à des conditions

de contact unilatéral sans frottement avec une base rigide S. sur la partie F:j de la

frontière T.

L'étude de ce problème fera l’objet du chapitre 4 de cette thèse.
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Chapter 2

PROBLEME ELASTIQUE DE

CONTACT SANS FROTTEMENT

Ce chapitre est consacré à l'étude du problème de contact sans frottement d'un corps

élastique avec une fondation rigide. Ce problème connu sous le nom de 'problème

de Signorini ”, a été étudié dans Fichera [l]. [2]. Burguera [l], Burgura et Viano [1],

Haslinger et Hlavacek [1], [2], Hlavacek et Necas [1] pour les matériaux ayant une loi

de comportement élastique et dans Sofonea [1], [4], Rochdi [1]. pour les matériaux

viscoplastiques.

Notre but ici est l'étude statique de ce même problème pour des matériaux élastiques

ayant une loi de comportement de la forme

a = F (s (?/) ,0)

où 0 est un paramètre (la température ou l'humidité).

La première section de ce chapitre est consacrée aux formulations variationnelles et
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aux résultats d’existence et d’unicité. Dans cette section, on donne après avoir posé

notre problème, deux formulations variationnelles et on y établit ensuite un résultat

d’existence et d’unicité pour chacune de ces deux formulations variationnelles.

La seconde section est destinée à l’étude de quelques propriétés de la solution. On

commence par y donner un résultat d’équivalence entre ces deux formulations varia¬

tionnelles, on y démontre ensuite un résultat de dépendance de la solution par rapport

au paramètre 6. Finalement, on s’intéresse à l’étude du problème mécanique de départ

en introduisant une pénalisation portant sur les conditions aux limites de contact.

Les résultats présentés dans ce chapitre constituent une forme améliorée des résultats

obtenus dans Drabla, Sofonea et Teniou [l],

2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie, on va formuler le problème statique de contact sans frottement

d'un corps déformable avec une base rigide, pour lequel on établira deux formulations

variationnelles, ainsi que deux résultats d’existence et d’unicité.

2.1.1 Formulation du problème mécanique et hypothèses

On considère un corps élastique dont les particules matérielles occupent un domaine Q

de (À' = 1, 2, 3) et dont la frontière T. supposée suffisament régulière, est divisée en

trois parties mesurables disjointes fj , et r3 telles que mesure T| > 0. On suppose

que le champ des déplacements u s’annule sur Tj. que des tractions superficielles h

s'exercent sur 1ÿ et que des forces volumiques / agissent sur Q. On suppose que le



51

corps fl repose sur une fondation rigide, par la partie r3 de sa frontière T et que ce

contact s’effectue sans frottement c’est-à-dire que les mouvements tangentielles sont

complètement libres. Sous ces conditions, le problème mécanique qu’on va étudier

peut se formuler de la façon suivante.

JRW et le champ desProblème P. Trouver le champ des déplacements u : fl

contraintes a : fl SN tels que

a = F(e(u) ,0) dans fl (2.1)

Diva + f — U dans fl (2.2)

(2.3)u = ü sur T i

(2.4)av = I) sur T2

u„< ü, au < 0, aT = 0, avv„= U sur r.{. (2.5)

Dans l’étude du problème mécanique (P), on fait les hypothèses suivantes.
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F : n x SN x RM SN est une application telle que

(a) 3m > 0 tel que (F (x, e\ ,0) - F (x, £2, #)) • (ei -£i)>m |£i - £2|2

p.p. x G fi V£:,£2gSW V0 G RM

(b) 3Li,L2 > 0 telles que |F(X,£I,0I) - F(x,£2,02)| < Lx |ei - e2| + L2 |0i - 02\
p.p. x G ü V£1;£2 G V#i,02 G RM

(c) La fonction x F (x,£,0) est mesurable Lebesgue

p.p. x G fi V£€5w Vé> G RM

(d) F (x, 0;v, OM) — Ojv ■

(2.6)

/ G H, h G L2 (r2f (2.7)

6 G T? (Q)M . (2.8)

Remarque 2.1. Les hypothèse (2.6) — (2.8), nous permettent de considérer l'opérateur

F : H H défini par :

F (£,0) (x) = F (x,£ (x) , 0 (x)) p.p. x G fl V£ G H

Par simplicité on note dans la suite cet opérateur par F. On a :

-< F(Sud) - F(£2,0) ,£, - £2 >-n> m|£, - £2& . (2.9)

1ÿ (ÿi,ÿi) — F (£2,92)\H < L\ \s\ — s2\n + L2 |ÿI — (2-10)
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(.,0) : HIl résulte donc que F (., 0) est inversible et son inverse 7i est un

opérateur fortement monotone et de Lipschitz.

On définit maintenant le sous-espace V de H\ par :

V = {u G Hi /7« = 0 sur T1} (2.11)

et on le munit du produit scalaire suivant

-< u,v £ÿ(«),£ (v) y H Vu, V G V. (2.12)

On note aussi |-|v la norme associée à ce produit scalaire.

Grâce à l’inégalité de Korn, on peut vérifier que les normes | |K et|-|//| sont équivalentes

sur V. On déduit alors que V muni du produit scalaire défini par (2.12) est un espace

de Hilbert.

La fonctionnelle v N Vr G V est une fonctionnellef,v >~H + h, y» y L2(V2)

linéaire et continue sur V : il résulte grâce au théorème de représentation de Riesz-

Fréchet l'existence d’un élément q G V tel que :

Vr G V. (2.13)-< <1, >' >~\ =-< ./> >-// + -< FV'

En outre, on définit respectivement l ensemble des déplaeeine.nl s admissible?) ' et

l'ensemble des ” contraintes admissibles ” suivant.

Ua,i = {»’ G // 1 /v — ü sur T 1 , r„ < ü sur r;< } (2.14)
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Sod = {r G W/-< r,£(v) q,v yv Vv G Uad} ■ (2.15)

2.1.2 Formulations variationnelles

Dans cette partie, on va donner deux formulations variationnelles du problème mécanique

(P). Dans la première formulation l’inconnue principale est le champ des déplacements

</, alors que dans la seconde formulation, l’inconnue principale est le champ des con¬

traintes o. Le résultat conduisant à ces deux formulations est le suivant.

Lemme 1 Sous les hypothèses (2.6) — (2.8) si (u,a) est un couple de solution régulière

du problème mécanique (P), alors on a

(T, e (v) - s (u) yn> -< q, v - u >v Vr G Uad (2.16)U G Uad ,

(2.17)(T G Earf, -< £ (u) , r - a yn> 0 Vr G E„(i.

Démonstration. Soit v G Ua<i . En utilisant le théorème A.2.5 et (2.2) on obtient

V o,£ (r) - £ (u) y-H=~< 7<r, 1 iv ~ «ÿ) >~,{'r x//|. --< Piva, r - « >-/, Vr G /7,

= f (r;y (r — w) ds+ -< /,r —i

= f ou ( 7 > — w) d.s + / (T// (r — u)ds + f ou(v — u) ds+ -< /, v
Il I’2 l’s

W )-//

- 77 >-// .

Puisque : <r/v (7' — u) = ov ( vv — uv) + <rT (rT - //T) on a :

-< o,£ (7>) - £ (?/) y-H= J ou(r ' - 7/ ) fis + / Ot, (?v - //,, ) 7/.S + f oT (rT - 7/r)d.s

+ -< /, 7' 7/

en utilisant (2.3) — (2.5) et (2.13) on obtient :

X o, £ (7») - £ (?/) f ovrvds + f h (i> - ?/) fZ.S+ x /, ?’ -
*3 I2

?/
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= f <rvvuds+ -<h,i(v-u) yLÿV2)N + -< f, v
T3

-< h,i{v - u) yL2(r2)N + -< f,v - u yH=-< q,v — u y y .

— W >“ H≥

d’où

X (7,e(v) - £ (u) yy>ÿ q,V -U >~V VveUad- (2.18)

De (2.3) et (2.5) on déduit :

(2.19)U G t/od.

L’inégalité (2.16) résulte maintenant de (2.18) et (2.19).

En prenant v = 2u G Uÿ, puis v = 0 G Uad dans (2.16) on obtient :

-< °,e(u) yH= -< q,uyv (2.20)

Soit r G Earf. Par définition on a :

(2.21)-< r,e(u) yn>■< q,u yv

De (2.20) et (2.21) il résulte :

(2.22)-<T - cr, s («) yH> 0 Vr G Ead-

Pour l’appartenance de <r à Ea,/ on a :

-< (T, s (îJ) y-H=-< q,u >~v (d'après (2.20) ) et

-< a,£ (?>) — s (u) yH>ÿ< q, v ~ u >~v (d’après (2.16) ).

Par addition on obtient :

-< (T,e (v) y-n q,v >“\/ Vv G Uaij. C’est-à-dire

(T G E(j,j. (2.23)

L'inégalité (2.17) résulte maintenant de (2.22) et (2.23).
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Compte tenu de (2.1) le lemme précédent nous permet donc de donner les deux

formulations variationnelles suivantes pour le problème mécanique (P).

Problème Pj. Trouver le champ des déplacements u : Q H\ tel que

uGUad, -< F (e(u) ,0) ,s(v) -e(u) yn>-< q,v -u yv 'ivÇ:Uad. (2.24)

Problème P2. Trouver le champ des contraintes a : fl Ptx tel que

o € Sorf, -< F 1 (a,d) ,r — a yn> 0 Vr G Eoÿ. (2.25)

2.1.3 Premier résultat d’existence et d’unicité

Pour l’étude du problème variationnel (Pj) nous avons le résultat suivant.

Théorème 1 Soit mesure Ti > ü. Sous les hypothèses (2.6) — (2.8) le problème

variationnel (P\), admet une solution unique u G H\ .

Démonstration. La démonstration de ce théorème est basée sur le théorème

A.l.lü. Comme U G Ua<i . alors f/t,< 7ÿ 0, donc on a :

Uai est un ensemble convexe fermé et non-vide de H\. (2.26)

Pour tout w fixé dans V et. pour tout 0 fixé dans L2 (H)Af. la fonctionnelle définie sur

V par :

v r— F (-: (w) , 0) , f (r>) yH

est une fonctionnelle linéaire et continue sur V .

Donc d’après le théorème de Riesz-Fréchet il existe un élément A,yw G V tel que
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X A#w, v yV=X F (e (w) , 6) , e (t>) y H Vv G V.

En utilisant l’hypothèse (2.9), et l’inégalité de Korn on obtient :

X AÿWi - A#W2iWi -w2 yv=~< F (e (wx) ,9) - F (e (w2) , 9) , e (wx)- e (w2)

m \e (wi) -e (w2)\2n > me2 |ti/i - w2\2v > me2 luq - w2 \2V .

d’où

X AÿW\ — AÿW2,w\ — w2 >~v/> c\w\ — w2\ y \/wi,w2 G V. (2.27)

D’autre part en utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz et (2.10) on obtient :

I A)Wî (V ) - AgU!2 (t>)| = |x F (e (Wi ) , 0) - F{e (w2) ,0),e (v) >-w| <

\F(e{wi),0) - F(e(w2),0)\n-\e(v)\H< Lx\wx -w2\iu • |r|Wi <

c.Lx |wi - w2\v ■ = L\wx -w2\v • |?-|v, .

d’où
i

\A>w\ - A0u>2 \V < L\w\ - w2\v Vw\ , w2 G V. (2.28)

Les relations (2.26). (2.27). (2.28) et le théorème A.1.10 entraînent l'existence d’un

élément unique u tel que

U G Uad, -< AtfU, V — II >-\/>X (], 1' — II >-\ Vu e Uw1.

c’est-à-dire

u G Uwl. X F {s (u) , 0) , s (v) - s (w) <j, v - u y Vr €Ulu1.\

D’où le théorème 1.
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2.1.4 Second résultat d’existence et d’unicité

Pour l’étude du problème variationnel (P2) nous avons le résultat suivant.

Théorème 2 Soit mesure Ti > 0. Sous les hypothèses (2.6) — (2.8), le problème

variationnel (P2) admet une solution unique a EFL\.

Démonstration, (i) Ead est un convexe fermé non-vide de FL.

En effet, les relations (2.12) et (2.13) entraînent l’existence d’au moins un élément

s (q) G Eÿ. Donc 0.

(ii) Pour 0 fixé, l’opérateur F : FL FL est fortement monotone et de Lipschitz donc

l’opérateur F~' : FL FL l’est aussi. Alors le théorème A.1.10 entraîne l’existence

d’un élément unique a G FL\ tel que

a Ç Ead, -< F 1 (cr, 0) , r - a yn> 0 Vr G Earf.

Ce qui prouve le théorème 2.

2.2 Propriétés de la solution

2.2.1 Un résultat d’équivalence

Dans cette section on étudie le lien entre la solution u du problème (l‘\) et la solution

es du problème (P2). Le principal résultat obtenu ici est le suivant.

Théorème 3 Sous les hypothèses (2.6) — (2.8) soit (v,a) un couple de. fondions telles

que u G V et a G FL\.
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On considère les affirmations suivantes :

(i) u est la solution du problème (Pj) donnée par le théorème 1.

(ii) a est la solution du problème (P2) donnée par le théorème 2.

(iii) a et u sont liées par la loi de comportement élastique

a = F (e(u) ,6) G H.

Alors, la vérification de deux parmi les trois assertions ci-dessus entraine, la troisièm.e.

Démonstration, (i)A(iii)=>(ii)

Soient u solution du problème (Pi ) et a telles que

(T = F (e («) , 0)

D’après le problème (P}) on a :

y G Uwi, -< F (s (u) ,e),£ (v)- £ (u) <1■ V - M >~i Vr G U,ui

Il vient :

(T, £ (t>) - £ (u) >-H>ÿ (/: >' - » >~\ Vu G IL,. (2.29)

En posant: v = 2u puis v = 0 G Ua<i dans (2.29). on aura :

-< <r,s(u) y H=-< Q,y >-\ yu G uuti. (2.30)

Les relations (2.29) — (2.30) impliquent

<T G Yia,i (2.31)

Soit r G £„,/. On a :
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-< F 1 (a,0) ,r — a e{u) ,T — a >~H=ÿ £ (u) , r --< £ (w) , rr :ÿH=

-< r,e(«) yH~ <(T,E{U) yn.

Les relations (2.15) et (2.30) entraînent que

-< F~l (a,0) ,r — a yÿ>ÿ( q,u>-v --< q,u >-v= 0 d’où

■< F 1 (a,9) , r - a >~H> 0 Vr G Eÿ (2.32)

De (2.31) et (2.32) on déduit que a est solution du problème (P2)-

(i)A(ii)=»(iii)

Soient u solution de (P1) et cr solution de (P2). On pose :

à — F (e (u) , 0) G H.

D'après l’étape précédente o est solution du problème {l\)\ mais d’après le théorème

2 le problème (P2) admet une solution unique, donc a = à.

D’où rr = F {s (u) ,0)fW.

(ü)A(iii) 0)

Soit (T solution du problème (/ 2) et, <r, II vérifient :

a = F (s (u) , 0) .

D’après le théorème 2. la solution a G 'H\ est unique et vérifie :

rr e Ead, F 1 (a,0),t-(t yn> ü Vr e Eurf.

Avant de continuer la démonstration, on introduit les notations :

E0 = |r G H /-< r, £ (r) >-H> Ü Vu G Ului } , (2.33)
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à = e(q), (2.34)

(2.35)a = a — à.

On remarque alors que

'Pad = à + SQ- (2.36)

Maintenant on va montrer que u G Uad ; pour cela on va procéder par l’absurde.

Supposons donc u £ Uad et notons Pu, la projection de u sur le convexe fermé

Uad C V. Ceci se traduit, compte tenu de la caractérisation de la projection sur une

partie fermée, convexe non-vide d’un Hilbert par

-< Pu,V — Pu U,V — Pu yV \/v G Uad

c’est-à-dire

-< Pu — U,V yv>-< Pu — U, Pu yy>~< Pu — U,U y y .

A partir de cette inégalité, on peut déduire l’existence de a G K tel que

(2.37)-< Pu- u,v y i/> of >-< Pu — u,v y y V?» G Uaii.

On introduit maintenant la fonction f définie par

f = s (Pu - v) G H. (2.38)

En utilisant (2.12) , (2.37) et (2.38) on obtient :

-<T,e (v) yH=ÿ £ (Uu — u) , £ (/’) yn= Uu — U, ?’ >-('> (k >

-< Pu - u,u yv=y s (Pu — u) ,e(u) y-H= < f,s(u) yn

c’est-à-dire

X f, e (v) yn> a >-< f,s(u) yH Vu G U)ul. (2.39)
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En prenant v — 0 dans (2.39), il vient :

a < 0.

Supposons à présent qu’il existe v G Uad tel que

-< T,e(v) yn< 0. (2.40)

En utilisant (2.39), puisque \v G Uad pour tout A > 0 (voir la définition de Uad ), il

résulte

A -< f,£(v) yn> a VA > 0.

En passant à la limite quand A — �oo (sachant (2.40) ), on obtient :

(2.41)tt < — OO

Ce qui contredit le fait que a€l .On en déduit alors :

-<( f,s(r) yH> 0 Vt- G Uad.

Ce qui signifie moyenant (2.33). que f G E().

11 vient alors en tenant compte de (2.36) que

à + f G

où cr est donnée par (2.34). En appliquant (2.25) pour T = à + f G Em/. on obtient :

X £ (il) , f £ (H) , (T — (T >-n .

Ce qui entrainent, compte tenu de (2.39) et (2.40) que

x e (u) , a — à yn< 0. (2.42)
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En outre du fait que a — à G E0, il vient :

X £ (u) ,<7 - à )~n> 0. (2.43)

On remarque ainsi que (2.42) et (2.43) sont en contradiction; ce qui implique :

(2.44)U G Uad-

En tenant compte maintenant des définitions (2.12) et (2.34), il vient :

-<â,c (v) yn=< 1,vyv Vt- G (2.45)

ce qui implique que <7 G Eÿ.

Il résulte alors de l’inégalité (2.25), appliquée pour r = â et de (2.12) et (2.34) :

•4 <r,s(u) • (2.46)

Sachant, d’autre part que a G Ea,i et u G Uad on obtient grâce à (2.16) :

■< e (M) yn>ÿ q,u yv . (2.47)

De (2.46) et (2.47). on conclut l'égalité :

x (T,S{V) yH=-< >-v ■ (2.48)

De plus sachant que a G Ett,/. il résulte de (2.15) :

-< <r,e(v) >-«>-< q,v yv Vu G ILi- (2.49)

De (2.48) et (2.49) on déduit :

-< a,e (v ) - s (v) yn>ÿ q, v - v yv Vr G Un<f, (2.50)



64

(2.44) et (2.50) entraînent que u est solution du problème (Pt). D’où le théorème.

Remarques

Les interprétations de ce théorème sont les suivantes.

1) Si le champ des déplacements u est soultion du problème variationnel (Pi), alors

le champ des contraintes a associé à u par la loi de de comportement élastique

a = F{e (u),9 )

est solution du problème (P2)

2) Si le champ des contraintes a est solution du problème variationnel (P2), alors le

champ des déplacements u associé à a par la loi de comportement élastique

a = F (s (u) , 0)

est solution du problème (Pi).

3) Si le champ des déplacements u est solution du problème (P|) et le champ des

contraintes a est solution du problème (1\), alors u et a sont liés par la loi de com¬

portement élastique a = F (e (u) , 6).

Vu ces interprétations, nous considérons le couple (u.a) obtenu dans les théorèmes 1

et 2 comme étant la solution (faible) du problème mécanique (P).

2.2.2 Dépendance de la solution par rapport au paramètre

Dans cette section nous nous intéressons à l’étude de la dépendance de la solution du

problème (P) par rapport au paramètre 0. Nous obtenons le résultat suivant.
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Théorème 4 Sous les hypothèses (2.6) — (2.7) soit (ui} <jj) la solution variationnelle

du problème (P) associée au paramètre Qi (i = 1,2J telle que (2.8) soit vérifiée. Alors

il existe un constante positive c qui ne dépend que de f2, I1! et F telle que

|«1 «2ÿ + \(T\ 02|ft, ≤ c|01 — (2.51)

Démonstration. Soient (Ui, o*) solution du problème (P) et G L2 (fl)M ( i = 1, 2).

D’après (2.24) on a :

-< F (e (ux) , 0!) ,e (v) - e («i) q,v - «i >-y (2.52)Vu G

-< F (e (u2) ,02) ,£ (v) - £ (u2) q,v - u2 Vu G Uad (2.53)

En prenant u = u2 dans (2.52) et u = «i dans (2.53), il vient :

-< F(e (u,) ,6»i) - F (e (u2) ,02) , s (u2) -s(u,) yH> 0.

Donc

-< F (e M ,9i) - F (e ('«2) ,0i),e (u2) - e (ut) yn +

-< F (e (u2) ,9i)- F (s («2) , 02) , £ (u2) - £ («i ) >~nÿ U

De l’inégalité précédente il résulte :

H F (s (u2) A)- F (s («, ) A),e («2) -s (tti ) x* I <

H (e («2) , ) - F (e ("2) , #2) , £ («2) - (»i ) >- w|

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et (2.10) dans le membre droit de cette

dernière inégalité puis (2.9) et l’inégalité de Korn dans son membre gauche on obtient

cm |ut - «2|Hl < L2 |0, - 0i\L2{n)M
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D’où

l«i -U2IHl ≤ c\°\ ~ °2\LHn)M (2.54)

D’autre part on a :

K - °2\m = K “ <ÿ1* = I F (e (Tü) ,0i) - F {e (u2) , 02)\h

En appliquant (2.10) et (2.54) il résulte :

Ier! — ≤ C |0i — (2.55)

L’inégalité cherchée est maintenant une conséquence de (2.54) et (2.55).

Le résultat du théorème 4 est important du point de vue mécanique, car il mon¬

tre que des petites perturbations dans le paramètre 0 n’entrainent que des petites

perturbations dans la solution (u,a) du problème de contact sans fottement.

2.2.3 Un résultat de pénalisation

Dans cette section, on va étudier le problème pénalisé du problème (P) c’est-à-dire

on va remplacer les conditions aux limites de Signorini (2.5), par les conditions aux

limites suivantes, valable sur r.3.

crf = 0 si u* < U

-fi < (T* < 0. nf = U si u* = 0

«î = -P si u* > 0.

où fi est un paramètre destiné à tendre vers 00. Nous considérons le problème

mécanique suivant.

Problème P*. Trouver uP : Çl — > M'v et a* : f2 S js] tels que
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a0 = F (e (u (2.56)dans fi

Diva0 + / = 0 dans f) (2.57)

u0 = 0 sur Ti (2.58)

a0v = h sur r2 (2.59)

a0 = 0 si u0 < 0

-/? < a0 < 0, a0 = 0 si < = 0 sur r3. (2.60)

of = —fi si u0 > 0.

Du point de vue mécanique, les conditions aux limites (2.60)(c'est-à-dire les condi¬

tions aux limites sur Ta), peuvent être interprétées comme des conditions de contact

sans frottement d’un corps élastique avec une base déformable, alors que pour les con¬

ditions de Signorini (2.5), il s’agit d’un contact sans frottement d’un corps élastique

avec une base rigide. Plus précisément, l’interprétation mécanique des conditions aux

limites (2.60), est la suivante.

Le corps élastique occupant le domaine fi. ne peut pénétrer la base que lorsqu'un seuil

fi est atteint par la réaction normale. Le paramètre fi peut être interprété comme

"seuil d'effondrement ”. de la base déformable.

Il s’agit donc ici d’étudier le comportement de la solution du problème de con¬

tact sans frottement d’un corps élastique avec une base déformable quand son seuil
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d’effondrement (3 tend vers oo.

D’autre part, la solution de ce problème dépend du paramètre p

la noter par la suite (yP, .
Pour l’étude du problème (P0ÿ, on suppose que les hypothèses (2.6) — (2.8) sont

satisfaites et on considère les deux fonctions

R et j : H1

> 0 et on va

R définies par

0 si x < 0
¥>(*) = (2.61)

x si x > 0

j (v) = J tp (i'„) ds
v3

(2.62)Vu G H u

On définit aussi l’ensemble E par

sa,i = I T e H /< r, e (u) yn +f)j (u) >-< q , v y y

Avant de commencer l’étude du problème pénalisé (Pd). on va donner quelques

résultats préliminaires.

Vu G V}. (2.63)

Remarque 2.2. La fonctionnelle j définie par (2.62) est une semi-norme continue

sur H j.

D’une manière analogue au lemme 1, on peut énoncer le lemme suivant.

Lentnie 2 Sous les hypothèses (2.6) — (2.8), si le couple

régulière du problème (P0') , alors :

°0, S (u) - £ (tP) yH +pj (v) - ()j (?/) >ÿq,v

est une solution

u13 G V. Vu €V- ir y y

(2.64)
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F-' (ÿ,»)>-„> 0 VreE* (2.65)-< T

Démonstration. Soit v G V . En utilisant (2.2), (5.41) et (5.42) on obtient

-< a0, e (v) — e (u0>j >~H=-< f, v — u0 y H + J a0 ■ v{v — u0ÿj ds
r

d’où

a0,£ (v) - £ q,v -u0 + J a0 (vv - u0) ds.
r3

(2.66)

De plus, il résulte de (2.60) et (2.61) :

v0 (t'„- u0) > fitp (u£) - [i<p (vu) sur T3. (2.67)

L’inégalité (2.64) est à présent une conséquence de (2.66) , (2.67) et (2.62).

En prenant maintenant v = 2u0 G V , puis v = 0 G E dans (2.64) on obtient, sachant

que j est une semi-norme sur /71:

-< v0,£{u0) y H +Pj (u0) =-< q,u0 y\ . (2.68)

Mais d’après (2.64), on a u0 G V . Donc a0 G

L’inégalité (2.65) est à présent une conséquence de (2.63) et (2.68).

Le lemme précédent nous permet donc de donner deux formulations variationnelles

le problème pénalisé (P/3) :pour

Problème P0. Trouver le champ des déplacements u0 : Q — > //, tel que

F (e (?/) ,G) , £ (v)-£ yH +fij (v)-j (ii0ÿ >y q.v-v0 yvu0 G F, -< V?- G P.

(2.69)
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Problème P% . Trouver le champ des contraintes a13 : fl Ti.\ tel que

Ej,, 0 Vr G Ef*.
De la même manière que pour le problème (P), on va établir pour le problème (P0>)
deux résultats d’existence et d’unicité relatifs aux deux formulations varitionnelles

(2.70)

(if) et (if).

Théorème 5 Sous les hypothèses (2.6) — (2.8), le problème variationnel (pf j admet

une solution unique £ V.

Démonstration. La démonstration de ce théorème est une conséquence directe

du théorème A.1.9. sur les inéquations variationnelles elliptiques de seconde espèce.

En effet, l’opérateur A# : V V défini par

X Aew,V >-v=A F ( £ (w) , 0) , £ (V ) y-H Vu £ V

est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz sur V.

En outre la fonctionnelle j : H IR définie par

«3

est une fonction convexe, propre et s.c.i. Alors le théorème A.1.9. entraîne l’existence

d’un élément unique vA £ V tel que

-< A#vA,v — u0 yv +fjj (v ) — f3j (ii0ÿj >-< q,v — uA y y Vu £ V.

ceci achève la démonstration du théorème.
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Théorème 6 Sous les hypothèses (2.6) — (2.8), le problème variationnel (.P-f) admet

une solution unique a0 G TVi .

Démonstration. Efj est un convexe fermé non-vide de 7H.

En effet; d’après (2.12) et (2.13) on a :

-< q,vyv=ÿe(q),e(v) yH .

Comme /3 > 0 et j > 0, alors on a :

e(q) ,e(v) yH +/3j (v) q,v yv Vue V.

Ceci entraine que £ (g) G Eÿ, donc Eÿ 0.

La suite de la démonstration de ce théorème est basée sur le théorème 2.

De même, en utilisant des arguments similaires à ceux utilisés dans la démonstration

du théorème 3, on a :

Théorème 7 Sous les hypothèses (2.6) — (2.8), soit [yPÿcr13ÿ un couple de fonctions

telles que G V et a13 G .

On considère les affirmations suivantes.

(i) uP est solution du problème J , donnée par le théorème 5.

(ii) a3 est solution du problème (pf), donnée par le théorème 6.

(iii) cr13 et uP vérifient la loi de comportement élastique cr'3 — F (5 >ÿ) £ 77.

Alors la vérification de deux parmi les trois assertions ci-dessus entraine la troisième.

1

Nous présentons dans la suite un résultat, de convergence, qui représente le prin¬

cipal résultat de cette section.
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Théorème 8 Supposons que les hypothèses (2.6) — (2.8), sont vérifiées et que pour-

tout fi > 0, u0 et a0 vérifient :

a0 = F(e(u0),6) eH.

Si pour tout fi > 0 , u0 est solution du problème (pf ) , (respectivement a13 est solution

du problème (P0ÿ), alors u0 converge vers la solution u de (Pj) dans H\ (respective¬

ment a0 converge vers la solution a de (P2) dans H\ ), quand fi tend vers 00.

La démonstration de ce théorème est une conséquence des trois lemmes suivants

Lemme 3 La suite est bornée dans V.

Démonstration. En prenant v — 0 dans (2.69) et en utilisant l’hypothèse (2.9)

et l’inégalité de Korn, on obtient :

cKll+® (u°) q,u° yv • (2.71)

Mais d’après (2.61) et (2.62), la fonctionnelle j est positive, donc il résulte de (2.71)

et de l’inégalité de Cauchy-Schwartz que

KU c.

c’est-à-dire la suite (u0ÿj est bornée dans V.

Lemme 4 La suite converge faiblement vers la solution u de (Pt).

Démonstration. D’après le lemme 3, la suite (u/5) est bornée dans V. Alors le

théorème A.1.2 entraine l’existence d’une sous-suite notée encore {fi0ÿj et d’un élément

M Ç y tel que

vP — * u dans H\ quand fi — �00. (2.72)
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D’autre part, du fait que ( u0>j est bornée dans V, il résulte à partir de (2.71)

l’existence d’une constante c > 0 telle que

j (u0) < jjC V/3> 0.

Ceci implique, sachant que j est une fonctionnelle positive

liminf j (t/) = 0. (2.73)

Comme j est une semi-norme continue et convexe sur H\, de (2.72) et (2.73) il résulte

j (ü) — 0 et en utilisant (2.61) et (2.62) on en déduit

(2.74)Ü G Uad-

En prenant v = ü dans (2.69) on obtient :

-< F(y (u0') ,e (Ü) - e (u0') yH ~/3j (u0ÿj >-< q,ü - u0 yv .

C’est-à-dire

■< F (e (u0} , 0) ,£ (u0') - £ (ü) ~Pj (u0) — < q,ü - u0 yv<

< --< q,ü — u0 yv

D’où

lim sup-*\ F (s: (u0>) , , £ (u0ÿ - £ (ü) yn< 0 (2.75)

Mais d’après (2.9) on a :

-« F (e (u0) , 6) - F (£ {ü) , 9) , £ (u0) - e (ü) yn> 0.

Ceci entraine que

-< F (e (fi*) ,e),s (y0) -£(ü)yH>ÿF(£(ü),G),£ (*) £(ü) yn



74

et comme u0 — »- ü et e {yPÿ) — ■k £ (ü) alors on a :

lim infx F {y0) ,0) ,£ (u0') — e (ü) y-H>

lim inf-< F (e (ü) ,0) ,e (u0) — e (Ü) >-n= 0.

Donc

liminf-< F (s (y0S) ,0s) ,£ (y0ÿ - e (ü) yy> 0 (2.76)

Les relations (2.75) et (2.76) entraînent que

limsup-< F (e (u0) ,0s) ,e (u0) — e (ü) >-?*< ü <

liminfÿ( F (u0) ,0) ,s (u0) — e (ü) >-H<

limsup-< F (u0) ,0) ,s {u0) — £ (ü) yn,

c’est-à-dire

0 =limsup-< F(s (it0) ,0) ,£ (ÿu0) — £ (ü) y-n=

=liminfx F (s (V3) ,0) ,5 (u'3) - (Ü) yn .

Donc

lim X F (s (u0) ,0) , f (u/3) - s (ü) y H= U. (2.77)

Soient v € V, A G jü,1[ et w = (1 — A) ü + Au G V . De (2.9) on a

-< F (s (u0) ,ü) - F (s (w) ,0) , s - £ (w) yn> U

Comme u0 -w = vP - xi + A (ü- ?>) et s (ü)-£ (w) = s (u0) - s (u)+ A (£ (ü) - (u))

-*< F (yiP) ,0) - F (£ («;) ,0) , £ (ïF) - s (ü) + A (î (W) - £ [v)) y-u> U.alors on a :

C’est-à-dire

F (£ (u0) ,0),£ {y0) - £ (ü) yH -A -< F (s (u0) ,0) ,£ (u) - £ (ü) yn>
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-< F (E (w ) , 0) , e {u0) — s (ü) yn — A -< F (e (w) , 0) , e (u) — e (ü) >- « .

En passant à la limite inférieure dans cette dernière inégalité on aura :

lim inf-< F (e (u*) , 0) , e (n*) — e (u) F (e (w) , 0) , e (fi) - e (u) yn (2.78)

Puisque

-< F (e (u*) ,0) ,e (u*) - e (v) yn=ÿ F (e (u*) ,0s) ,e (U*) - e (fi) yH +

-< F(e (u0),0),£(ü)-e(v) yn .

en appliquant (2.77) et (2.78) dans cette dernière inégalité on obtient :

lim mfx F (e (y0 ) ,0) ,£ («*) - e (u) F (e (w) ,0) ,e (fi) - e (u) yn . (2.79)

Alors en passant à la limite dans (2.79) quand A — * 0 , on aura :

lim inf-< F (e (u/3) , 0s) , e (w/3) — e (v ) yn>ÿ< F (e (fi) ,0) ,s (fi) — e (v) y H VU G V.

(2.80)

En prenant u = ü dans (2.80), on obtient :

lim infx F (s (il*) , 0) , e (w*) yn>ÿ F (e (fi) , 0) , e (fi) yn . (2.81)

Mais d’après (2.69) on a :

flj iv) ≥ fl3 («ÿ) + X q,v - v0 y v + -< F (e (v0) , 0) , e (w3) - s (u) yn

Comme j (v) = 0, pour v G lJa,i et fij (fi) > 0. alors on a :

ü >-< q,v - fi yv + -< F (e (w*) ,0) , s (?/) - £ (?’) y H Vu G V.

En passant à la limite dans cette dernière inégalité et en utilisant (2.80) on obtient :

0 >ÿq,v- fi y y + x F (s (fi) ,0),e (fi) - £ (u) yn Vu G 1'
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C’est-à-dire

-< F(e(ü) ,6) ,e (v) — e (ü) y-H>ÿ q,v — ü yy Vt> €V. (2.82)

De (2.74) et (2.82) on déduit que ü est aussi solution du problème elliptique (Pi)-

Comme (Px) admet une solution unique (voir le théorème 1), il résulte que ü = u.

On déduit aussi que u est l’unique limite faible de toute la suite ; ceci permet de

conclure grâce au théorème A.1.3, la convergence faible de la suite (u/3) vers u dans

H\ quand /3 — » oo.

Lemme 5 (i) La suite {u0ÿ converge fortement vers la solution u de (Pi).

(ii) la suite (fr0') converge fortement vers la solution a de (P2) .

Démonstration, (i) En utilisant (2.9) et l’inégalité de Korn on obtient :

|u0 -w|w <-< F (e (u0) ,0ÿj ,s (u0) -e (u) yn — < F (e (u) , 0) , £ (7/)-s (u) yn .

(2.83)

En prenant v — u dans (2.69) il vient :

F (s (7//*) , 0) , £ - £ (r/) <L - » yv +fij (» ’') ■ (2.84)

De (2.83) et (2.84) on obtient :

ü < c|»P - V\2HI < I -<q, 7/.0 - u y y +fij [n0) < F (ÿ£ (u) , 0) , £ (u0) ~ £ (il) >- W| .

(2.85)

En passant à la limite dans (2.85) quand /1 — > 00, on aura :

0<lim lu* -7*1 <«•
t)— »00 1 u/i
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C’est-à-dire u0 u dans H\, quand (3 — ► oo.

(ii) Puisque a0 = F (e (u0) , et a = F (e (u) ,6) on a :

K - H» ≤ ° i* M - E («)i« ≤ c K - ui„, ■ (2.86)

et puisque Diva0 = Diva = — / G H , il vient

K-ffLScK_uU- (2.87)

Comme u0 u dans H\ lorsque (3 — > oo, nous obtenons eù3 — ► a dans "Hi lorsque

13 — > oo, ce qui achève la démonstration du théorème.

Remarque 2.3. L’intreprétation mécanique du résultat de convergence donné par

le théorème 8 est la suivante : On peut approcher la solution du problème de contact

sans frottement d’un corps élastique avec une base rigide par la solution du problème

de contact sans frottement selon les conditions (2.60) de ce même corps avec une base

déformable quand son seuil d’éffondrement /3 tend vers l’infini.

Résultats le cas T, = 0.

Les théorèmes d’existence et d’unicité 1 et 2 ont été établis dans le cas mesure T| > 0.

Dans cette situation l’inégalité de Korn (5.37) est vérifiée et elle est utilisée pour

démontrer l’unicité de ces deux théorèmes, ün peut aussi considérer le cas mesure

fi = 0. dans ce cas on passe à l'ensemble quotient V* =- U\ \1Z où 7Z est l'ensemble

des déplacements rigides défini par (5.35) et le problème (Pi) peut se formuler comme

suit :

Trouver u G V = Ilx tel que

■< F(£(u),0),e(v) y-Hÿ ./> y H + -< h,7 (r) yhHr2)* Vv G V" (2.88)
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Comme e est nulle sur 1Z , donc le problème (Pi) n’admet de solution que si :

J fpdx + J hpds <0 Vp G 72.
n r2

(2.89)

Du point de vue mécanique (2.89) exprime que le torseur des forces f et h (qui sont

les seules données du problème) est inférieure à zéro.

Maintenant on pose :

L(v) f,v y I{ + h,7(v) (2.90)

et pour u*,v* G V* on définit

V W) = L(v), -< F (e (u*) ,û),e (v*) yn=ÿ F (e (w) , B) , e (?;) yH (2.91)

Le problème (P\ ) est donc équivalent à

Trouver u* G V* tel que :

X F {e (u*) ,6), e (v*) yn> V (v*) Vr* G V"* (2.92)

Ce problème admet une solution unique. Donc si mesure T| = 0 et les forces /

et h satisfont à (2.89). alors le problème (P\ ) admet une solution u. définie à un

déplacement rigide quelconque près (c’est-à-dire si u est une solution, alors tout autre

élément de la forme u + p, avec p déplacement rigide est aussi solution). Les champs

de contraintes a et de déformations e sont uniques.



Chapter 3

PROBLEME ELASTIQUE DE

CONTACT AVEC

FROTTEMENT EN ELASTICITE

Dans ce chapitre on étudie le contact avec frottement d'un corps élastique avec une

fondation rigide. La loi de frottement considérée est celle de Tresca. La formulation

de ce problème mécanique est donnée par le problème (P). Pour ce problème (P).

proposons deux formulations variationnelles (P|) et (P2). Le problème {P\ ) estnous

obtenu à partir du problème (P), en utilisant la formule de Green ainsi que la loi

de comportement. Dans ce problème (P\). les contraintes <J sont éliminées, la seule

inconnue est donc le champ des déplacements u. Le problème {P%) est obtenu à

partir du problème (P), en utilisant une méthode similaire. Dans ce cas le champ des

déplacements u est éliminé et le problème (J 2) est formulé uniquement à l aide du

79
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champ des containtes a. Nous étudions séparément les problèmes variationnels (,l\ )

et (P2) et nous démontrons des résultats d’existence et d’unicité de la solution.

Nous étudions ensuite, quelques propriétés de la solution et le lien entre les solutions

des problèmes (Pj) et (P2). De même, nous étudions un problème pénalisé et nous

établissons la convergence de la solution du problème pénalisé vers la solution faible

du problème mécanique (P). Les résultats obtenus dans ce chapitre constituent une

variante des résultats obtenus dans Rochdi et Teniou [1].

3.1 Résultats d’existence et d’unicité

3.1.1 Formulation du problème mécanique et hypothèses

Nous considérons un corps élastique dont les particules matérièlles occupent un do¬

maine borné fi C {N = 1, 2, 3) et dont la frontière T. supposée être régulière, est

divisée en trois parties disjointes Tj, r2 et, Ta telle que mesure F| > 0. Nous supposons

que le champ des déplacements v s'annule sur T|. que des tractions h agissent sur

r2 et. que des forces volumiques de densité / agissent dans fi. Sur F.a le corps est en

contact bilatéral avec une fondation rigide, le contact est avec frottement et modélisé

par la loi de Tresca. Avec ces hypothèses, le problème (P) peut donc se formuler de

la manière suivante.

Problème P. Trouver le champ des déplacements u : fi — » M v et le champ des

contraintes a : fi — -v SN tels que
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a = F (e (u) ,0) dans fi (3.1)

(3.2)Diva + / = 0 dans fi

(3.3)u = 0 sur Ti

au = h sur T2 (3.4)

Uv — 0, |<7r| — 9
(3.5)sur r3.|<rT| < g => uT = 0

\aT\ = g =t- 3A > ü tel que aT = —X uT

Dans l’étude du problème (P), on considère les hypothèses suivantes.

F : fi x SN x RM SN est, telle que

(a) 3m > ü tel que (F(x,et,0) — F (x,£-z,0)) ■ (£X — e2) > rn \sx — s2|2

p.p. x G fi V£t, s2 G SN, 0 e RA/

(b) 3LUL2 > 0 tels que\F (x,£i,0t) - F (X,£2,02)\ < Li |ti - e2| + L2 |0! - 02|

0 G MAfVf j , s2 G .S'v

(c) La fonction x F'(x,s,0) est mesurable Lebesgue

p.p. a; G fi Ve G SN, 0 G RM

(d) F (x,0(v,ÜAf) = UA' .
(3.6)
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/etf, heL2{T2)N (3.7)

e G L2 {n)M (3.8)

(3.9)gÿ 0 .

On définit le sous-espace fermé V de Hi par :

V = {u G H\ /v = 0 sur T], vv = 0 sur r3} (3.10)

et on le munit du produit scalaire suivant.

X U,V >~v=-< £ (u) ,£ (v) yH Vu, V e V. (3.11)

On note aussi |.|j> la norme assoiée à ce produit scalaire.

Grâce à l’inégalité de Korn, on peut vérifier facilement que les deux normes et

|.|Wl sont équivalentes sur V et donc -< ., . est un espace de Hilbert.

La fonctionnelle v /,v >~H -\— < h,qu >-£2(r2)N est linéaire et continue sur V ; il

résulte grâce au théorème Riesz-Fréchet l’existence d’un élément 7/ G V tel que

-< >“(>="< + -< h, yv yLHr2)N . (3.12)

On définit aussi la fonctionnelle j : V — » M + par :
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j iv) = 9 J \vT\ds Vu G V
r3

(3.13)

et l’ensemble des ” contraintes admissibles ” par :

Sod = [T G n/ÿ T,E(V) yH +j{v) >< T],V yÿ VUGF} . (3.14)

3.1.2 Formulations variationnelles

Dans cette section, on va donner deux formulations variationnelles du problème

mécanique (P). Dans la première formulation (Pi), l’inconnue est le champ des

déplacements u, alors que dans la seconde formulation (P2), l’inconnue est le champ

des contraintes o. Le résultat conduisant à ces deux formulations est le suivant.

Lemme 6 Sous les hypothèses (3.6) — (3.9) si (u,a) est solution régulière du problème

mécanique (P), alors on a :

u G V, Vr G V-< F (s (u) , 0) , e (v)-e (u) yH +j (v) - j (u) 7/, v - u

(3.15)

<T ~a, F 1 (a,0) >~H> Ü Vr G £„,<• (3.16)a

Démonstration, (i) Soit v G V. En utilisant la formule de Green on a :

-< w,7 ( v - u) tr,£ (v)- £ (u) + -< Diva,v - u y,, (3.17)

et puisque

V au,7 (v - u) yH{.xHr= I au(v - u) ds =

f au (v — u) ds + / au (v — u) ds + / au (v — ?/) ds
r’i f’2 I':.
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il vient

au,7 (v - u) J h(v -u)ds 4- J au (v - u ) ds
r2 r3

(3.18)

Sur r3 on a :

(3.19)au (v — u) = av (vv — uv) + aT (vT — uT) = aTvT — aTuT.

De l’inégalité de Schwartz et de (3.5), il résulte que sur T3 on a :

(3.20)au(v-u) ≥g\ur\ -g\vT\.

Donc de (3.17) , (3.18) et (3.20) il résulte :

-< a, e (v) - e (u) yn + -< Diva,v -uyu> f h(v — u) ds+
r2

g f \uT\ds -g J \vT\ ds
r3 r3

c’est-à-dire

-< a,e (v) — s (u) yn +j (v) — j (u) —Diva,v — uyH +

-< h,i(v-u) yL2(r2)N .

Comme — Diva = f et a = F (e (u) ,0), alors on a :

-< F (e(u) ,9) ,e (v)- e (u) yn +j (v)- j (u) f,v-u y H +

-< h,i (v-u) yLHVi)N .

D’où (3.15).

(ii) On pose v = 2u € V puis v = 0 G V dans (3.15). on obtient :

-< a, £ (u) y H 4-j (u) =-< g,u yÿ . (3.21)

Soit T G £ad. D’après la définition (3.14) on a :

X T,e(u) yn +j (u) r/,u y ÿ (3.22)
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De (3.21) et (3.22), il résulte :

-< T-a,e(u) yn> 0 .

Comme e (u) = F 1 (a,6), alors on a :

-<T -a,F 1 {a,6) yH> 0 Vr G Eod-

Pour l’appartenance de a à E de (3.21) et (3.15) il résulte :

-< (J,e (u) y-H +j (u) rj,vyÿ Vu G V.

C’est-à-dire a G Ead d’où (3.16).

Le lemme 6, nous permet donc de donner les deux formulations variationnelles suiv¬

antes pour le problème mécanique (P).

Problème Pj. Trouver le champs des déplacements u G Pi tel que

u€V, -< F (e (u) , 0) , e (u) - e (u) yn +j (u) - j (u) >-< rj,v -uyÿ Vu G V.

Problème P2. Trouver le champs des contraintes a G tel que

-< T- a, F 1 (a,6) yH> 0 Vr G Ea(i .

3.1.3 Premier résultat d’existence et d’unicité

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théorème 9 Soit mesure T\ > 0. Sous les hypothèses (3.6) — (3.9), le problème (P\ )

admet une solution unique u G V .
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Démonstration. Pour tout 6 fixé dans L2 (Q)M, l’opérateur /1# :V V défini

par :

~< Aou,v yÿ=-< F {s (u) , 9) , e (v) y H

est fortement monotone et de Lipschitz. Pour plus de détails, voir par exemple la

démonstration du théorème 1. En outre la fonctionnelle j définie par (3.13) est une

semi-norme continue sur V.

En utilisant le théorème A.1.9 sur les inéquations variationnelles elliptiques de deuxième

espèce, il résulte qu ’il existe un élément unique u tel que:

u £ V, -< Aÿu,v — u yÿ +j (v) — j (u) ?/, v — u yÿ Vu e V

c’est-à-dire

u eV, X F (s (u) ,0),£ (v)- 5 (u) yH +j (v) - j (u) >-< ?/, v - u yÿ Vv €V.

Ceci achève la démonstration du théorème 9.

3.1.4 Second résultat d’existence et d’unicité

Pour l’étude du problème variationnel (jP2) nous avons le résultat suivant.

Théorème 10 Soit mesure T| > 0. Sous les hypothèses (3.6) — (3.9). le problème,

(l\) admet une. solution unique a €‘H\.

Démonstration. Comme la fonctionnelle j est positive, en utilisant (3.11) on a

Vr € V7,-< £ (7/) > s ('’) +j (»0 >-< s ('/) , s (v) yH=A IJ, V yÿ
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c’est-à-dire e (7/) G Eÿ, donc Ea(i est non-vide de FL. Il est facile de voir que E„,/ est

un convexe fermé de FC.

En outre, F 1 est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz (parce que F

l’est aussi ) alors le théorème A.1.10 sur les inéquations variationnelles de première

espèce entraîne l’existence d’un élément unique a tel que

-<T-<J,F 1 (a,0) yn> 0 Vr G Eÿ.E*,,

Reste à montrer que a G FL\. Nous avons déjà <x G Eÿ C FL et

Vu G V-< a,e (v) yn +j (v ) r/, v yÿ

En posant: v = dtnp et <p G T> = D (Q)N dans cette dernière inégalité et en utilisant

(3.12), il résulte que :

-< °ÿ (v5) >~H=-< ViV J,Vÿn + -< K IF J-F G X>.

(3.23)

d’où Div cr = — / G H. Puisque a G FL il résulte rr G FL} ce qui achève la

démonstration.

Propriétés de la solution3.2

Dans la suite nous étudions les propriétés des solutions u et a données par les

théorèmes 9 et 10.
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De (3.25) et (3.26), il résulte que a est solution du problème (P2).

(i)A(ii)=Kiü)

Soient u solution de ( P\ ) et a solution de (P2). On pose: à = F (e (u) ,0).

u étant la solution de (Pt) d’après le pas précédent, on déduit que a est aussi solution

de (P2).

Comme le problème (P2) admet une solution unique, il résulte à = a E H. D’où (iii).

(ii)A(iii), 0)

Soient a solution de (P2) et a — F (e (u) , 0) E 7i .

On introduit maintenant les espaces suivants.

r I}DVw = {î> e H i fv = ü sur

W = {z E Ti / Div z = ü dans Q, zu = U sur T2 U T3 } .

On munit W du produit scalaire (3.11). Pour chaque z E W. on a : rr ± c E

En effet, on a :

-< fT±2,£(n) y H +Hv) =-< y H +j {>') ± -< -,?(?') y H ■ (3.27)

En utilisant la formule de Green pour -< z,s(i ■) y -H et. le fait que a E E„,/. il résulte

de (3.27) :

± z,e(v) yn +j(v) a, s (r) yH +.j (r) >x //. r >-r Vr G V' (3.28)-< (T

c’est-à-dire a dz z E pour tout z E W.

En prenant T = a ± z dans (3.16) on obtient, :

-< Z1 F-' (rr. 0) yn= 0 V;e W.
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Mais d’après le théorème A.2.6 le complément orthogonal dans W de W est s (H*), il

résulte donc que :

F’1(a,9) €e(W)

c’est-à-dire

3ù G W tel que F 1 (cr, 9) = e (ù) . (3.29)

On va maintenant montrer que ü Ç V.

un sous-espace fermé de W , si ü £ V, il existe alors f G H tel que:Comme V est

-< f,e (?;) yn= 0 Vt» G V (3.30)

-<T,e(û) yn< 0. (3.31)

Comme la fonctionnelle j est positive, alors de (3.11) et (3.30). il résulte que :

-< f + £ (î/) , s (v) y H +j (v) >-< //, v yç, Vv eV.

Donc f + £ (î)) G Eorf. De plus pour tout A > 0; on a : Xf + s (r/) G T,nii.

De (3.29) et (3.16) on a :

< T - a,£ (il) yH> 0 Vr G T.ad. (3.32)

En posant: r = Xf -f f (?/) dans (3.32). on obtient :

X -< T.£ {ü) yÿ-< ° - -- ('/) ; s (ù) y H ■ (3.33)

En passant à la limite quand A — > oo dans (3.33). on obtient :

-< (T - £ (lj) : £ (v) yn< -oo
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Ce qui est absurde, donc ü E V.

La relation (3.29) est équivalente à a = F (E (ù) , 9) et comme a = F (î (u) , 0) par

hypothèse, alors on a :

0 =ÿF(e(u),9) - F(e(ü) ,9) ,e(u) -e(ü) yH> c\e (w) -e{ü)\2n >

c\u — ü\Hi
Donc u — ü = 0 c’est-à-dire

ü = u E V. (3.34)

Comme la fonctionnelle j est sous-différentiable sur V, alors il existe r E H tel que :

Vv E V.X r,e (r) - £ («) y H +j (v) - j (u) > -< ?/, v - u y y (3.35)

En posant ?> = 2u E V puis v — ü E V dans (3.35) on obtient :

■< r,£ (u) yn +j («) =-< ij, u y y . (3.36)

De (3.35) et (3.36), il résulte :

-< T,S{V) yH +:i (>') =-< >~r •

C’est-à-dire r E

En posant : r = T dans (3.16) on obtient :

-< T, s (u) yn> -< <r,s(v) yn . (3.37)

De (3.36) et (3.37) on déduit :

-« V, « >-!>=-< T, £ {u) yn +j (if) CT, S (u) y H +j (if) . (3.38)
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Comme a G E et u G V, alors on a :

-<a,e (u) yn +j (u) ><T),uyŸ . (3.39)

De (3.38) et (3.39) résulte l’égalité :

-< a,e(u) yH +j (u) rj,u yÿ (3.40)

a G Eod entraine :

-<a,s (v) yH +j (v) >-< T], v yÿ Vu G V". (3.41)

De (3.40) et (3.41), il résulte :

Vu G V.-< a,e (u) - £ (u) yn +j (u) - j (u) >-< 71, v — U yÿ (3.42)

Enfin de (3.34) et (3.42), on déduit :

y G V, ~< F (s (u) ,0) ,£ (u) - £ (u) yu +j (?’) - j (y) ?/, »' - y >-ÿ V?’ G V.

L'inégalité précédente implique l'affirmation (i). Ce qui achève la démonstration.

Remarque 3.1.

Les interprétations de ce théorème sont les suivantes.

1- Si le champ des déplacements « est soultion du problème vaiiationnel ( 7’| ) . alors

le champ des contraintes a associé à n par la loi de de comportement élastique

= F(e{u),0)

est solution du problème (I\).

2- Si le champ des contraintes rr est solution du problème variationnel (I\). alors le

champ des déplacements u associé à a par la loi de comportement élastique
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(T = F(e(u),0)

est solution du problème (Pi).

3- Si le champ des déplacements u est solution du problème (Pf) et le champ des

contraintes cr est solution du problème (P2)> alors u et a sont liés par la loi de com¬

portement élastique a = F (s (u) , 9).

3.2.2 Dépendance de la solution par rapport au paramètre

Dans cette partie on étudie la dépendance de la solution par rapport au paramètre.

En utilisant les mêmes techniques utilisés dans la démonstration du théorème 4. on

peut facilement démontrer le théorème suivant.

Théorème 12 Sous les hypothèses (3.6) — (3.7) et (3.9) soit ( u,.a,) la solution vari¬

ationnelle du problème (P) associée au paramètre Oi (i = 1,2) telle que (3.8) soif

vérifiée. Alors il existe une constante positive c qui ne dépend que. de Q, T \ et F telle

que

h'1 - Uî\HX + kl ~ ~ . (3.43)

Ce théorème montre bien la dépendance de la solution par rapport au paramètre

6 et le résultat de ce théorème est important du point de vue mécanique car il mon¬

tre que des petites perturbations dans le paramètre 0 n'entrainent que des petites

perturbations dans la solution (u,a) du problème de contact avec frottement.
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3.2.3 Un résultat de pénalisation

A cause de la non-différentiabilité de la fonctionnelle j définie par (3.13), nous intro-

duiserons le problème pénalisé (Pf) du problème (Pi) dont la solution dépend du

paramètre positif fi. Nous démontrerons l’existence et l’unicité de la solution du

problème pénalisé (Pj*) et nous obtienderons un résultat de convergence de vers

la solution u du problème variationnel (Pj) quand fi tend vers 0.

fin effet, pour chaque paramètre p tel que 0 < p < 1, on définit la fonctionnelle

différentiable : V — ► R , par :

jAv) = vvev.

En remplaçant la fonctionnelle j par dans le problème (Pj) on obtient le problème

(3.44)

pénalisé suivant.

Problème Pj1. Trouver le champ des déplacements G // 1 tel que

nfl G V, -< F (e («„) ,0),e (v)-s (t*M) yH +3» (V)-Jn W Th v~vv yv Vr G v-
(3.45)

Puisque jfl est propre, convexe et semi-continue inférieurement, en utilisant les mêmes

arguments que ceux déjà utilisés dans la démonstration du théorème 9. on obtient le

résultat :

Théorème 13 On suppose que les hypothèses (3.6) — (3.9) sont satisfaites. Alors le

problème pénalisé (Pj1) admet, une solution unique .
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Maintenant on s’intéresse au comportement de la solution du problème (P,*) quand

p tend vers 0. Ceci est l’objet du résultat suivant.

Théorème 14 On suppose que les hypothèses (3.6) — (3.9) sont satisfaites. Alors la

solution Up du problème (Pf) converge dans V vers la solution u du problème (Pi),

quand p tend vers 0, c’est-à-dire

u dans V quand /z — ► 0 (3.46)

Démonstration. On pose v = 0 dans (3.45) et en utilisant (3.6), (3.11) et le fait

que la fonctionnelle jM est positive, on déduit que la suite (uÿ) est bornée dans V.

Donc il existe une sous-suite notée aussi («M) et un élément ü E V tels que

Up — ■L U dans V quand p — * 0. (3.47)

Pour passer à la limite dans (3.45) quand p tend vers Ü on remarque qu’en utilisant

(3.47), (3.44) et (3.13) on aura :

lim -< ij,v — Up >-ÿ=-< r/, v — ü yÿ Vr E V. (3.48)

et

Jûn (v) = j (»ÿ) Vt> E V. (3.49)

Nous démontrons maintenant que

iïminf j„{u,t) > j (ü) (3.50)

Grâce à la différentiabilité et à la convexité de la fonctionnelle définie par (3.44) il

résulte que

3y (uy) - 3y («) > 9 f |wTr (uy - «) ds.
r.

(3.51)
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En conséquence, pour établir (3.50) il suffit de prouver que

g J \üT\>l (up — Ü) ds — » 0 quand fx

r3
(3.52)-*0

En effet; puisque l’application trace est linéaire et continue de H\ dans L2 (r)ÿ, on

déduit facilement de (3.47) que

up — >• ü dans L2 (T3)N quand fx —> 0. (3.53)

En plus, d’après le théorème de Lebesgue nous obtenons:

Iwrl'* — > 1 dans L2 (1ÿ)ÿ quand [x — > 0 (3.54)

Donc, en utilisant (3.53) et (3.54) nous établissons (3.52) et par conséquent (3.50).

Pour passer à la limite dans (3.45) quand fx — > 0, il faut montrer :

lim inf F (e (up) , 6) , e (v) — e (up) F ( e (ü) , 0) , e (v) — e (ü) yH Vv G V

(3.55)

Pour ceci, en prenant d’une part v = ü dans (3.45) et en utilisant la monotonie de

l’opérateur F (voir (3.6)) d’autre part, on obtient :

-< F {e (up) ,0),e(ü)-£ (u„) yn> jp (up)- jp (ü) + X »/, ü - up yç

et

-< F (e (up) ,0),e (ü) - £ (up) yH<x F (e (ü) ,0),£ (ü) - £ (up) yH .

En passant à la limite dans ces deux inégalités quand /x — » 0 et d’après (3.47) — (3.50)

on voit que

limmf -< F (e (up) , 0) , £ (ü) - e (up) yn> 0
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et

limsup -< F (e (wM) ,0) ,e (ü) — e (u >~?*< 0
n— *o

D’où

lim -< F (e (u ,0) ,s (Ü) - e (u yn= 0.

Soit v 6 V et A G ]0, l[. En appliquant l’hypothèse de monotonie (3.6) pour l’élément,

(3.56)

et l’élément w donné par :

w = (1 — A) ü + Xv (3.57)

on aura :

-< F (e («M) > 0) » £ (“) - £ +A -4 F (s (Up) ,0),s (v) - s (ü) yH<

-< F (s (w) ,0) ,e (w) - £ (vp) yn +A -4 F (e (IU) , 0) , s (v) - s (v) yH

En utilisant maintenant (3.56) et (3.47) dans cette dernière inégalité, on obtient :

liminf -< F (s (uft) ,0) , s (r) - e (ü) yn<-< F (?(«•’) , 0) - (»’) - -r (ù) yn (3.58)

En outre, puisque

■< / ’(-:(«#J),0) ,s(r) -'(«) yn-=ÿ /ÿ’(-:(»,,),0),s(v) - yH 4

de (3.56) et (3.58), il s'ensuit que :

limmf 4 F (s (u/t) , 0) , e (r) - s (u) yH<-4 F {s {ir) ,0) , •(r) - s (ïi) y u ■ (3.59)

L'inégalité (3.55) peut être déduite en substituant (3.57) dans (3.59) et en passant à

la limite quand A — > ü.

En utilisant maintenant (3.48)-(3.50) et (3.55) on peut passer à la limite dans (3.45)
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quand fj, — > ü et on déduit que ü est solution du problème variationnel (P]). Donc

d’après l’unicité de la solution de ce problème (voir le théorème 9), on déduit que

ü — u.

Ainsi u est l’unique limite faible de toute la suite (%). Par conséquent la suite (u

converge faiblement vers u dans V c’est-à-dire

?/M u dans V quand fi — * 0 (3.60)

Pour obtenir la convergence forte de cette suite, nous remarquons que d’après l’inégalité

de Korn et (3.6) il résulte:

r \vv - u|f, < H F(f (u) ,0) ,s(u) - e (%) y H ~ -< F {s {Up) ,6), s (v) - s(uj yH\ .

(3.61)

où c est une constante positive indépendante de //. La convergence forte de la suite

(//,,) est maintenant une conséquenc de (3.60) et (3.56) car u = v.

Remarque 3.2. soient u et ufl les solutions respectives des problèmes (I\ ) et (J'j1)

données par les théorèmes 9 et 13. A ces solutions on associe respectivement les

champs des contraintes rr et ojL définis par :

<T= l’{e {"),()) (3.62)

et

(3.63)

Alors on a :
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(T — > o dans Hi quand fj, — �G. (3.64)

En effet, en posant v = ±ip G V (fi)N dans (P\) et en appliquant la formule de Green

et (3.62) il s’ensuit que

(3.65)Diva+ i] = 0 p.p. dans fi

Les mêmes arguments entraînent que

Diva + 7] = 0 p.p. dans fi (3.66)

Donc, de (3.62) — (3.63) et (3.65) — (3.66) on conclut que

K - a\ H, = \av -<T\H = \f (£ K) ,°) ~ F (- («) ,°)\H (3.67)

La convergence forte (3.64) est finalement une conséquence de (3.67). (3.6) et (3.46).

Remarque 3.3. Nous considérons maintenant les conditions suivantes de contact

avec frottement.

vv = U, \aT\ = —<) \nT\'' 1
iiT sur r;i (3.68)

Nous considérons ensuite le problème mécanique (3.1) — (3.4) et (3.68) appelé problème

(.in
En utilisant des arguments similaires à ceux utilisés dans la démonstration du lemrne

6. on peut considérer que la solution du problème (Zÿ*) et le champs des contraintes

associé afl défini par (3.63) représentent la solution faible (au sens du lemrne 6) du
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problème problème (P**).

Remarque 3.4. Les convergences fortes (3.46) et (3.64) peuvent être interprétées

comme suit:

La solution faible (u,a) du problème (P) de contact avec frottement entre un corps

élastique et une fondation rigide peut-être approchée par la solution faible (u aÿ) du

problème (PM) . Vu la différentiabilité de la fonctionnelle la pénalisation utilisée

ici présente un grand intérêt pour l’étude numérique des problèmes de contact de ce

type.

Résultats le cas rt = 0. Les théorèmes d’existence et d’unicité 9 et 10 ont été

établis dans le cas mesure Ti > 0. Dans cette situation l’inégalité de Korn (5.37) est

vérifiée et elle est utilisée pour démontrer l’unicité de ces deux théorèmes. On peut

aussi considérer le cas mesure = 0. dans ce cas le problème (P|) peut se formuler

de la façon suivante :

Trouver u G V = { v G //, jvv — 0 sur Tÿ} tel que

F (e (v) ,0) , s (v) - e (u) yn +j (v)- j (u) >x //. v - u y Vr G V (3.69)

Faisant v — 0 G V puis v - 2u G V dans (3.69) on obtient :

■< F (= («) ,0),e («) >~H +3 (u) =-< ?/, u yf- (3.70)

De sorte que (3.69) éqivaut à (3.70) et

-< F (î («) ,0),s 00 +3 (»’)>-< î/, r >~v (3.71)
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La fonctionnelle j étant positive, alors en remplaçant v par —v on déduit que (3.69)

est équivalente à

H F(£(u) >0) ,£(v) >~H ~ ■< ihv >-ÿ| < j (v) \/v G V (3.72)

Comme e est nulle sur l’ensemble des déplacements rigides 72. défini par (5.35) on voit

bien que ce problème ne peut admettre de solution que si :

H»7,P>“ÿl Vpe72

c’est-à-dire

J j'pdx + J hpdsl < g J \()T\ds Vp G 72
n r2 j r3

(3.73)

Nous allons dans la suite résoudre le problème sous l’hypothèse forte où l’inégalité

(3.73) est stricte :

(j j \pr\ds— f j'pdx + f hpds >0 Vp G 72,. p / U
A u i(

(••3.74)

Ce qui éqivaut. l'éspace 72. étant de dimension finie à l’existence d’une constante r > U

telle que :

fl j \Pr\ds- j J'pdx + I hpds ><-\p\,,
I :> U I’ï

(3.75)

On a alors la proposition suivante :

Proposition : on suppose que T[ = 0 et que (3.75) a lieu. Il existe alors u G V

solution de (3.69). ou ce qui revient au même, minimisant la fonctionnelle :
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1liv) = 2 x F(e(v),d),e(v) yn +j(v)~ -< r],vyÿ

Démonstration : la fonctionnelle v > l (v) est continue et convexe sur V, il

suffit de montrer que l (v) tend vers oo quand |u|ÿ tend vers oo.

Si on pose :

w = v — Pv, Pv est la projection orthogonale dans H

et

v = w + p, p G 71

Alors on a :

l (v) = l (w + p) =|-4 F (e (w + p) , 9) , e (w -f p) yn +j (w 4- p) - ~< r),w+ p yç.

I {v) =\ F (s (w) ,0) ,e (w) yH - ( / fpdx + / lipds ) + j (w 4- p) - X ?/, w yç-
\« r2 /

En utilisant (3.75) on obtient :

I (>') ≥ F (s (w) , 0) ,e (w) yn +c\p\„- j (p) + j (w + p) - ■< //, w y(-

l {v) >|-< F (s (w) ,G),e (w) y H +c \p\H > f |w|* + c \p\H > <!. (|u;|J, + \p\H)
comme |î.’|ÿ = |n|'ÿ 4- |s(î<’)lw v = w 4- p, p G Tl et comme les normes et

|.|W| sont équivalentes sur V alors on a :

Mi> < <! (Mi> + \P\H)

Donc |Y' 1 < <! {\w\ÿ 4- \P\JI) — *• oo quand |/’| — » oo et par conséquent / (r) — > oo

quand |r»|j> — > oo.

D'où le résultat.

Remarque 3.5. si U\ et u2 sont deux solutions de l'inéquation variationnelle (3.69)
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alors faisant v = ii2 (respectivement v = U\) dans cette inéquation relative à u\ (resp.

u2 ) on obtient :

-< F(e(«1) ,0) ,e(w2) -e(«i) yn +j («2) -j(ui) rj,u2-«i

-< F (e(u2),d),£(ui)-£(u2) yH +j(u1)-j(u2) >x r],ux - u2 yÿ

En additionnant ces deux inégalités il vient :

-< F(£(WJ),0) - F(e (u2),0),£(ui) -e(u2) yn< 0

Mais par hypothèse on a :

-< F (e (ux ),0) - F (£ (M2) ,0),£ (WI ) - £ («2) >- H> 0

D’où

X F (£ («,) , 0) - F (s (*/2) , 0) , s (u,) - £ (w2) >-*= 0

Cette dernière égalité entraîne que

£ (?/ 1 — u2) = U => ;/| — u2 G F.

Donc on a pas l’unicité du champ des déplacements mais il y a unicité des champs

des contraintes et des champs de déformations.
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Chapter 4

PROBLEME VISCOPLASTIQUE

DE CONTACT SANS

FROTTEMENT

Le but de ce chapitre est l’étude quasistatique d'un problème de contact sans frotte¬

ment d’un corps viscoplastique avec une base rigide. L’étude de ce problème est faite

pour des matériaux ayant une loi de comportement de la forme

à = Eè + G (<T, s,0) .

où E est. un tenseur d'ordre quatre. (7 est une fonction constitutive et 0 est un

paramètre (la température ou l’humidité). Dans la première partie de ce chapitre

donne, après avoir posé le problème mécanique, deux formulations variationnelleson

et on démontre l’existence et l’unicité pour chacune de ces formulations en utilisant

une technique de point fixe.

105



106

Dans la deuxième partie de ce chapitre on étudie quelques propriétés de la solution.

on démontre l’équivalence des deux formulations variationnelles, la dépendance de la

solution par rapport au paramètre 6 et on termine par l’étude du problème mécanique

de départ en introduisant une pénalisation portant sur les conditions aux limites de

contact.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont inspirés de Sofonea [1] et Rochdi [1], la

différence consiste ici dans l’intoduction du paramètre 6 dans la loi de comportement

viscoplastique et la dépendance de la solution par rapport à ce paramètre.

4.1 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie, on va formuler le problème quasistatique de contact unilatéral sans

frottement d’un corps viscoplastique avec une base rigide et établir deux formulations

variationnelles pour ce problème ainsi que deux résultats d’existence et d’unicité.

4.1.1 Formulation du problème mécanique et hypothèses

On considère un corps viscoplastique dont les particules matérielles occupent un do¬

maine fi de RN (N — 1,2,3 ) et dont la frontière T. supposée régulière est divisée en

trois parties mesurables disjointes T|, et T3 telles que mesure F| > U.

Soit [0,7] un intervalle de temps. On suppose que le champ des déplacements 11

s annule sur T1 . que des tractions superficielles g s’appliquent sur r<2 et que des forces

volumiques / agissent sur fi. On suppose aussi que le corps fi repose sur une fon¬

dation rigide par la partie r3 et que ce contact s’effectue sans frottement c’est-à-dire
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que les mouvements tangentiels sont complètement libres. On précise en outre qu'on

étudie le cas quasistatique et que le corps fl a une loi de comportement de la forme

à = £é + G (a,e,6) .

Sous ces considérations, le problème mécanique, qu’on va étudier peut se formuler de

la manière suivante.

RN et le champProblème P. Trouver le champ des déplacements u : Cl x [0, T]

des contraintes a : Cl x [0,T] — * SN tels que

à = Sè + G (a,£, 6) dans fî x ]0,T[ (4.1)

Diver + / = 0 dans fl x ]0, T[ (4.2)

r, x ]o, 7’[ (4.3)u = 0 sur

r2x]o/r[ (4.4)av = g sur

uv <0, av < U, aT = ü, avuv = 0 sur F3 x ]0, T[ . (4.5)

u (0) = Wo, a (ü) = «r,, dans fl . (4.6)

L’équation (4.1), représente la loi de comportement viscoplastique. La relation (4.2).

représente l’équation d’équilibre où / est la densité des forces volumiques agissant sur
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le corps déformable fi. Les relations (4.3) et (4.4) sont les conditions de déplacement-

traction. Les conditions aux limites (4.5) représentent les conditions de contact sans

frottement de Signorini sur la partie de la frontière de fi. Finalement, la relation

(4.6) représente les conditions initiales.

Pour l’étude du problème mécanique (P), on considère les hypothèses suivantes.

£ fi x SN SN est un tenseur symétrique et défini positif :

(a) £ijkh G L°° (fi) Vf, j, k,h= 1,N

(b) Ear = (T£T V<T, T G SN

(c) 3a > 0 tel que £aa > a |<x|2 Va G SN

(4.7)

G : fi X SN x SN x RA/ — > SN et

(a) 3L > Ü telle que \G (., at,£,,0,) -G (., cr2, £2, 02) I <

L ( |rr , — a21 -f |sj — £2| + \Q\ — 02|)

(4.8)pour tout a,, £i G SN et 0, G RAf (* = 1,2).

(b) G(.,(x,s,0) est fonction mesurable Lebesgue sur fiune

pour tout a, £ G SN et 0 G MAf

(c) G (-,UAf,üyv,ÜA/) G H

S € H’, 0° (U,T, //) , g G W' °° (ü,T, L2 (r,)"'') (4.9)

0 G L°° (ü,T, L2 (fi)Af). (4-10)

On définit le sous-espace fermé V de H\ par :
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V = {u G Hi /ju= 0 sur ri } (4.11)

et on le munit du produit scalaire suivant.

-< u,w yy=ÿ e(u) ,e(w) y-n Vu, IUGV. (4.12)

V munit de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.

La fonctionnelle v ~< f (t) ,v y H + -< g (t) ,'yv yÿÿN est une fonctionnelle

linéaire et continue sur V.

Il résulte grâce au théorème de Riesz-Fréchet l’existence d’un élément F (t) G V tel

que

F(t) ,vyv=ÿ f (t) ,v yH + -< g(t) ,ÿyv yLHr2)N VveV, fe[ü,7’]. (4.13)

En utilisant (4.9) , (4.10) et (4.13), il résulte :

F e\Vl'°°{Q/T\V) . (4.14)

En outre on définit respectivement "l'ensemble des déplacements admissibles" et

” l'ensemble des contraintes admissibles ” suivants.

U = {u G H\ fv = 0 sur T|, vv < 0, sur r»} • (4.15)

'Zad{t) = {TZH/-<T,s{v)yH>ÿF{t),vyv Vr G } . (4.16)
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Finalement, on fait l’hypothèse suivante sur les données initiales.

VotaUad, a0 G Had (0) , -< <7o, £ (u0) >-«=-< F (0) , UQ >-V ■ (4.17)

Remarque 4.1. Du point de vue mathématique, les hypothèses (4.7), (4.8) et (4.10)

nous permettent de définir deux opérateurs notés encore £ et G de la façon suivante.

£ : H H, £a(.) = £ijkh(-)<Tkh(-) Ver G H p.p. dans fi

G : H x H x L2(D)M —*Het G(a,e,8) - G (.,a(.),£(.) ,0 (.)) Ma, s G H

p.p. dans Çl.

De plus, d’après (4.7) et (4.8) les deux opérateurs £ et G vérifient :

V(T€W

(4.18)-< £a,r yn=ÿ (T,£.T Ma, T G H

X £a, rr yn> a |er|ÿ Ma G H

\G (cri,Sf,0i) — G (a2,£2, ≤
L (|<7| - a2\H + \s\ - s-i\n + |#1 - 0-l\ f2(Sî)'')
Mait£iGH, 0i G FJ2 (fï) M (i = 1,2) .

(4.19)

4.1.2 Formulations variationnelles

Dans cette partie, on va donner deux formulations variationnelles du problème (P).

Dans la première formulation (Pi), l’inconnue principale est le champ des déplacements

u, alors que dans la deuxième formulation (P2), l’inconnue principale est le champ

des contraintes a. Le résultat conduisant à ces deux formulations est le suivant.
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Lemme 7 Si le couple de fonctions (u,cr) est une solution du problème (P), alors :

u(t)£Uad, -< a(t) ,e(v)-e{u(t)) >-w>-< F(t) ,v- u (t) yv 'iv<ÿUad (4.20)

a (f) G Eod (t) , -<T-cr(t),e(u{t)) yH> 0 Vr G £<«, (£) • (4.21)

Démonstration. Soient v G Uad et te [0, T] .

En utilisant (4.2) et le théorème A.2.5 on obtient :

(u) -e (u (t)) >-n=-< f{t),v — u (t )) ds

et moyennant (4.3) , (4.4) et (4.13), il en découle :

u(t) yv+Ja(t)u- (v
l’a

-<tr{t),e{v)-e (u (t)) yH=ÿ F (t ) ,v - — u (t)) ds.

En tenant compte maintenant de (4.5), l’égalité précédente donne :

-< (T (t) ,e(v) - e ( u (t )) F (t) , v - u (t ) yv + J av (t) vvds (4.22)
[

L’inégalité (4.20) est à présent le résultat de (4.22) , (4.15) et (4.5). De plus. (4.3) , (4.5)

et (4.15) impliquent u(t) G Uad •

En prenant, v — 2u(t) G Uad puis v = 0 G Uai dans (4.20) on obtient

-< (T (t) , e (u ( t )) y H--< 1' (0 , u ( l ) (4.23)

et, moyennant (4.23) , (4.20) et (4.16), il résulte a(t) G Earf (/.).

L’inégalité (4.21), est à présent une conséquence de (4.16) et, (4.23).

Le lemme précédent nous permet donc de donner les deux formulations faibles suiv¬

antes, (Pt) et (l’i) pour le problème mécanique (P) :
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Problème Pj. Trouver le champ des déplacements «:[0,T]-»ÿ H i et le champ des

contraintes a : [0, T] — �Hi tels que

à = Se (û (t )) +G(a(t),e (u (t)) , 9 (*)) p.p. t G [0, T] (4.24)

u(t)€Uad, -< a(t),e(v)-e(u(t)) >-«>-< F(t),v-u(t) yv Vt G [0, T] (4.25)

u (0) = u0, a (0) = <J0 . (4.26)

Problème P2. Trouver le champ des déplacements w:[0,7’] — > H i et le champ des

contraintes a : [0,7’] 7i\ tels que

à — Ee (ù (t )) + G (a (t) , e (u (t)) ,6 (t)) p.p. t G [0, 7’] (4.27)

a (t) G Eorf (t) , -< T-a(t),e(u(t)) yn> 0 Vr G £oc/ {t) VtG[0,7’] (4.28)

u (0) = u0, er (0) = an . (4.29)

Remarque 4.2. Grâce au lemme 7, dire que le problème (7’|) est une formulation

faible du problème mécanique (P) signifie que si (u,a) est une solution régulière du

problème mécanique (P), alors (w, a) est solution du problème variationnel (Pi).

En outre, on peut montrer que toute solution du problème variationnel (Pi), vérifie
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formellement le problème (P).

En effet, soient t G [0, 7’] et (u,a) une solution du problème variationnel (P\). On va

montrer que (u,a) satisfait (4.2) , (4.4) et (4.5).

En prenant v = u(t) ± ip € Uad pour tout ip G V{D)N dans l’inégalité (4.13) on

obtient

Diva (t) + / (t) = 0 dans H . (4.30)

En utilisant le théorème A.2.5, (4.25), (4.15) et (4.13) on obtient:

X a(t)vty(v-u(t)) yHÿHrÿg{t)ÿ(v-u(t)) VveUad (4.31)

En prenant v = u(t) ± w G pour tout w G Hx tel que w = 0 sur T] Uf2 dans

(4.31), il résulte grâce à (5.45) :

a(t)u = g(t) (4.32)sur r2 .

En prenant maintenant v = u(t) ± w G Uad pour tout w G H\ tel que w = 0 sur

Ti U r2 et wv = 0 sur Ta dans (4.31), il résulte moyennant (4.32) et (5.47) :

aT (t ) = 0 sur r:i . (4.33)

En prenant cette fois-ci. v = u (t) + w G Umj pour tout w G H\ tel que w = ü sur

Ti IJ r2 et wT = 0,Wy < 0 sur T.j dans (4.31) il résulte compte tenu de (4.32) , (4.33)

et (5.47) :

av (/) < 0 sur r3 . (4.34)

Finalement, en prenant v — 2v (l) G Uad puis v = 0 G Ua,i dans (4.31). il vient compte

tenu de (4.32) , (4.33) , (4.34) ainsi du fait que u(t) G Uad :

av (t )Uy ( t ) = 0 sur r3 . (4.35)
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Des relations (4.30), (4.32) — (4.35) on peut donc affirmer que (w, a) est aussi solution

du problème mécanique(P) .

Remarque 4.3. Avec les mêmes arguments utilisés dans la remarque précédente on

peut vérifier facilement que toute solution régulière du problème mécanique (P) est

une solution du problème variationnel (P2) et vérifie formellement (P).

4.1.3 Premier résultat d’existence et d’unicité

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Théorème 15 Sous les hypothèses (4.7) — (4.9) et (4.17), le problème variationnel

(Pi) admet une solution unique (u,a) ayant la régularité :

a G W1,0° .

Pour établir ce théorème, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires.

On suppose que (4.7) — (4.9) et (4.17) sont satisfaites et pour tout g G L°°

soit Zv G tyn'°° (0, 7', P), la fonction définie par :

Zf) (t ) — J 7] (s) ds 4- f70 — Se («o) Vf G [ü, T] .
o

(4.36)

On considère alors le problème elliptique suivant.

Problème Plr). Trouver vv : [ü,T] — » H\ et av : [U, T] — � H\ tels que

av (0 — (uv (0) "b Zq (t ) (4.37)
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UV (0 Uad, ~< &TI (t) , £ (v)— ■£ («,, (t)) >“W>ÿ F(t) , U— Ufi (£) >-y Vu G Uad, t G [0, T]

(4.38)

Lemme 8 Le problème variationnel (Plf?), admet une solution unique (trÿa,,) ayan/

la régularité :

uv G W1’00 (0,T,H\) , G W1’00 (0, T, Wx) .

De plus on a :

uv (0) = UQ, av (0) - a0. (4.39)

Démonstration. Soit t G [0,T] . En utilisant (4.14) , (4.15) , (4.7) et l’inégalité de

Korn on obtient grâce au théorème A.1.10 l’existence et l’unicité d’un élément uv (t )

tel que:

Ui) (0 €Uad et

(4.40)X Se (uv (t)) ,e(v)-e («„(t)) yH + -< Zv (t ) , e (w) - s (u, (t)) >-K>

Vu G LU

En prenant maintenant av (t) G H définie par (4.37). on obtient (4.38).

On remarque à présent qu’en prenant v = uv (t)±<p dans (4.38) pour tout (f G T> (Sl)N

il résulte à partir de (4.13) et (5.37) :

Div(Tv (t) + /(£) = 0 (4.41)

On en déduit alors av (t) G 'H\.

On a ainsi prouvé l’existence et l’unicité du couple (uv (t) , <t,; (/,)) G IL x "H\ solution
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du problème (Pir)) (l’unicité de a,, (t) provient de celle de uv (t ) moyennant (4.7) ). La

condition initiale (4.39) provient directement de (4.17) et de l’unicité de la solution

du problème (Pin) à l’instant t = 0.

Soient maintenant t\ et t2 G [0,T],

En appliquant (4.40) pour {t = t\,v = uv (t2)} et {t = t2,v = uv (ti)} puis en faisant

la somme entre les deux expressions obtenues, il résulte moyennant (4.7) et (5.37)

K (t.)-U, (f2)|„, < c (|F((,) - F (t,)\v + IZ, ((,) - Z„(i2)|„) . (4.42)

En utilisant à présent (4.37) , (4.41) et (4.42), il vient:

K (<i) - av (fe)lm ≤ c (lF (*i) - F iÿ)\v + \Zv (*i) - zv («a)|H) (4.43)

De (4.42) , (4.43) , (4.14) et en tenant compte de la régularité Zv G Wx'°° (0,T,77), il

résulte que ur) G W1’00 (0,T, Ifi) et av G Wl’°° (0,T,Hx).

Considérons les hypothèses (4.8) et la remarque 4.1, on peut définir l’opérateur

A : L°° (0,T,77) L°° (0,T,77) par :

A fl (t) = G K (t) , £ K (0) ,0 (0) V;/ G L°° (0, 7’, H) (4.44)

où, pour tout T] G L°° (0,7’, 77), (un, aÿ) représente la solution du problème variation¬

nel (PXr)) donnée par le lemme 8.

Lemme 9 L'opérateur A admet un point fixe unique rf G L°° (0,T,77).

Démonstration. Soient ij\,r]2 G L°° (0, T, 77) , t G [0, T],

En utilisant (4.40) pour {?/ = , v = u,l2 (t)} et {r\ = i]2,v = nVi (t)} puis en faisant

la somme des deux expressions obtenues, on obtient moyennant (4.7) :

\£(um (0) £(um (0)IH — c\Z*n (0 Zm (Olw • (4.45)
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D’après (4.37) et (4.45) on a :

\ffm (0 (01* — c\ÿm (0 (Olw (4.46)

En tenant compte maintenant de (4.44) , (4.45) et (4.46), il résulte:

|Ar?i (t) - AT/2 (01* = IG (<rm (0 ,e Kx (0) , (0) -G (am (t ) ,e {um (t )) , 9 (t))|M <

< L (|crm (t) - (0|w + \e (um (t)) - e {vÿ2 (i))|w) < c\Zm (t) - ZV2 (t)\H.
où c est une constante positive. Et moyennant (4.36) on en déduit :

t

|A/7l (0 - Ar/2 (t)|w < c J |T?! (S) - T)2 (s)|Hds
O

(4.47)

Notant par Ap la composée d’ordre p de l’opérateur A, il découle de (4.47)

t v q

|Apr/t (t ) - Apr?2 (01* ≤ //-/ Ivi (r) ~ (p)|w dr...da
0 0 0

pour tout t G [0,T] et p G N . Cette inégalité donne alors

cp
|Apm - Apr/2|0iOûtW ≤ -Am- m\0,oo,* VP e N (4.48)p!

et, puisque = 0, (4.48) entraîne, pour p assez grand, que l’opérateur Ap est

une contraction dans L°° (0, T, H). Donc il existe un seul élément if G L°° (0, 1\'H)

tel que

AV = rf

Moyennant les égalités

Ap (Arj*) = Ap+V = A (AV) = Ap*

ainsi que l’unicité du point fixe de Ap, il vient que rf est l’unique point fixe de

l’opérateur A. Nous avons maintenant tous les éléments permettant la démonstration



118

du théorèmelô.

Démonstration du théorème 15.

Existence. Soit rf G L°° (0, T, H) le point fixe de A et soient uv* G Wï,0° (0,T, H\)

et G W1’00 (0,T,H\) les fonctions données par le lemme 8 pour T] = rf.

En utilisant (4.36), on obtient en dérivant (4.37) par rapport au temps :

<V (t) = Se («,. («)) + V* (t) P-P- t G ]0,T[

et à partir de (4.44), il résulte :

V* (0 =W (t) = G (<v (0 , £ K* (t) ,0 (£))) V£ G [0,T] .

On obtient ainsi :

<V (t) = Se (ùr (t)) + G (ar (t) ,e (ur (t) , 0 (£))) p.p. t G ]0, T[

et moyennant le lemme 8, il résulte que le couple (ur)- , uy ) est solution du problème

TO-
Unicité. Soit (u,a) une solution du problème {P\ ) ayant, la régularité :

u G W]’°° (0,T, Ih) , a G W' °° (U,T,Hy)

En notant par ?/ G L°° (0,T,7i) la fonction définie par :

//(0 = G (a (/.), .S (u (/•)), 0(1.)) V/ G [0,7 'J (4.49)

il vient à partir de (4.36) que le couple (u,a) est solution de (1\,;). Comme ce

problème admet une solution unique ((Tÿ,î/r;). il résulte :

(4.5Ü)U = Uv, a =
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En utilisant (4.44) , (4.50) , (4.49) il vient :

A// = r\

et vu l’unicité du point fixe de A, il résulte :

v = y* • (4.51)

L’uncité du théorème15 est maintenant une conséquence de (4.50) et (4.51).

4.1.4 Second résultat d’existence et d’unicité

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.

Théorème 16 Sous les hypothèses (4.7) — (4.9) et (4.17) le problème variationnel

(P2) admet, une solution unique (u,a) ayant la régularité :

u e Wl’°° (O//1,V) a G Wl'°° (O//-, Hi).

Démonstration. Pour établir ce théorème, remarquons d’abord que (4.28) est

équivalente à l’inclusion différentielle :

0 € Jî (M (0) + 00E* (v (0) V/ G [0, 7 ] (4.52)

où SipY.ad(t) représente le sous-différentielle de la fonction indicatrice é'y.nd-

La difficulté majeure pour l’étude du problème (7 2) provient ainsi de la dependence

de l’ensemble E,ui (t) par rapport au temps: c'est pour cela qu’on va remplacer (4.52)

par une autre inclusion différentielle associée à un ensemble convexe fixe par rapport

au temps En défini par :

Vo = {TeH/*T,s(v)yn>Q VveUail}. (4.53)
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On introduit aussi les notations suivantes.

à = e(F) (4.54)

a = a- à, GQ = <JQ — à (0) . (4.55)

On remarque alors que

E«d (*) = *(«) + £o Vf G [0,T] . (4.56)

Sous ces conditions, on peut énoncer le résultat suivant.

Lemme 10 Le couple (u,a) est solution du problème variationnel {l\) ayant la

régularité u G W1’00 (0,T,V), a G VVÿ1’00 (0,T,H\)si et seulement si le couple (u,â)

est solution du problème

s (û(t)) = E~xb - E~lG {â + à,s (u) t0) + E~là (4.57)

t G [0.7]â{t) G E0; A r- a (t) ,s (v (t)) >-n> 0 Vr G Eo, (4.58)

u (0) = â (0) = (T„ (4.59)

ayant la régularité, u G VT1,00 (0,7]V) (t G W' °° (0,7', ft,) .

Démonstration. Soit t G [0,7]. Remarquons tout d'abord qu'à partir de (4.54)

et (4.12) on obtient :

-<: à (/.),-:((’) >-n= -< F (t) ,v y\ Vr G Umi. (4.60)

En prenant alors v G V (Q.)N , il résulte de (4.60) compte tenu du théorème A.2.5 el

(4.13) que

Diva (t) = -/ (/.) G H .



121

La relation (4.9) entraîne alors :

à G VL1’00 (0,7,«!). (4.61)

Le lemme 10 est maintenant une conséquence de (4.55) , (4.56) et (4.61).

On va maintenant s’intéresser à l’étude du problème (4.57) — (4.59) et on va utiliser

une technique de point fixe similaire à celle utilisée pour la résolution du problème

(fl)-

Soit alors pour tout 77 G L°° (0 la fonction Zn G W1’00 (0,T,H) définie par :

t

Z„(t) = J 77 {s) ds + e (tio) - E-'ao Vt G [0, T] .
0

(4.62)

On considère alors le problème variationnel suivant.

Trouver uv : [0,7"] — * Hx et ar) : [0, T] — » H\ tels queProblème P2tf.

-(yri(t)) = £ l<rn{t) + Zn{t) + £ lâ(l) (4.63)

CTV (t ) G £0, -<T - rr,; (/) , e {uv (t)) ynÿ 0 VrG £0 (4.64)

pour tout t G [0,7'].

Lemme 11 Le. problème variationnel (Par?) admet une solution unique (ut).<rr/) ayant

la régulante uv G IL1,00 (0, 7’, V) , rr„ G Wl co (0, 7',«,). I)e plus on a :

Uv (0) = Vih rrv (0) = u„. (4.65)

Démonstration. Soit t G [0,7']. Sachant que £0 est un convexe fermé non vide

( car 0 G £« ) de 77. on obtient grâce à (4.7) et (4.61). moyennant le théorème A.2.8.

l'existence et l’unicité de la fonction at) (t) telle que

(Tv (t) G £n, -<T-(T„(t) ,£- {t) + Zv ( t.) + £-'à(t) yn> 0 VrG £„. (4.66)
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De plus, en appliquant (4.66) pour {t = tx,r = av (t2)} et {f = t2,r — (f i )} puis

en faisant la somme entre les deux expressions obtenues, il résulte compte tenu de

l’hypothèse (4.7) :

K (il) - o-, (tj)l« ≤ c (lzi (il) - zi (<2>IK + \à(h)-â te)|„) Vf,,h e [0,T\ .

(4.67)

Remarquons maintenant, puisque av ( t) 6 E0, qu’en prenant üÇD (f2)N dans (4.53),

il résulte en utilisant le théorème A.2.5 :

Divÿ (t ) = 0. (4.68)

En tenant compte à présent de la régularité Zv G Wi,0° (ü,T,H) ainsi que de (4.61) , (4.67)

et (4.68) on obtient :

d,eir''“(o,T,w,). (4.69)

On peut donc introduire maintenant la fonction ev G U"1,00 (0/1.H) donnée par :

sn (0 = 'S (t) + Zv (t) + (0 (4.7U)

et en reportant cette expression dans (4.66). il résulte :

-< r-<r7,(t),5,(t) >~M> 0 Vr G E„. (4.71)

On définit ainsi le sous-espace V de 7ï par :

V = {r G H / Dwr = ü dans D, TU = U sur f2 U F,$ } .

Sachant que <TT( (/.) G E(), on peut aisément vérifier que crt) (/.) ± Z G E» pour tout

Z G V. En appliquant alors (4.71) pour r = a,, (/.) ± Z. il résulte :

Z,Si, (0 >~H= b VZ G V.
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Compte tenu du théorème A.2.6, on obtient alors l’existence de uv (l) E V tel que

£v (0 — £ (ut) (0) • (4.72)

De plus, en utilisant (5.37), on peut établir l’unicité de cet élément un (t) D’autre

part la régularité ev E Wl’°° (0,T,V) entraîne :

UrjEW1’00 (0,T,V). (4.73)

Il résulte donc à partir de (4.70) — (4.72) que (uÿcr,,) est une solution unique du

problème (P2r/)- Finalement la condition initiale (4.65) est une conséquence de (4.17),

(4.54) et (4.55) et de l’unicité de la solution du problème (P2r?) à l’instant t = 0.

Le lemme précédent ainsi que les hypothèses (4.8) et (4.10) nous permettent de définir

l’opérateur A : L°° (0, T, H) — > L°° (0, T, H) par :

A// = -E lG (a7) + à,s (uv) ,0) (4.74)

où pour tout rj E L°° (0,1\ P). (?/,,, ar;) désigne la solution du problème (P2r;). De

plus on a la propriété suivante.

Lemme 12 L'opérateur A admet un point fixe, if E L°° (0.T.Ti).

Démonstration. Soient €2 L°° (0, T,7i) et t E [0. T].

En utilisant (4.64) pour {// = i]\,r = (Tv.2 (£)} et {i] = ?/2,r = cr,h (/.)} puis en faisant

la différence des deux expressions obtenues, on obtient moyennant (4.18):

l<TT7i (0 — c (ÿi) (f'i)!ÿ • (4.75)

A partir de (4.63) et l’inégalité précédente, il vient alors :

\£ (ur)t (0) 6 (um (0)1* — c \%v\ (ÿ*) ■ (4.76)
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En tenant compte de (4.74) , (4.18) , (4.75) et (4.76) on déduit :

lA1l - A’/2l« < clZm (t ) - Zm (h)\n (4.77)

et moyennant (4.62), on en déduit :

t

Aîfcl H < C J |T/I (S) - T)2 (S)| ds.
0

|Ai), - (4.78)

On remarque ainsi que les expressions (4.78) et (4.47) sont identiques. Le lemme 12

peut donc être démontré en utilisant les mêmes arguments que ceux de la fin de la

démonstration du lemme 9.

Démonstration du théorème 16.

Existence. Soit if G L°° (0,T,7i) le point fixe de l’opérateur A et soient un~ £

lVr,’°°(0,7’, V), orr G IL1’00 (Ü, 7', TL)les fonctions données par le lemmell pour ?/ =

if. En utilisant (4.62), on obtient en dérivant (4.63) par rapport au temps :

£ Ov (0) = £ 1(V (0 + v* (t) + £ (t) p.p. t G ]Ü,T[

et à partir de (4.74). il résulte :

if (t) = Arf (t) = —E~lG (<T„. (t) + à (t) , £ («,. (t)) , 0 (/.)) V/. G [Ü, 7 ] .

On obtient ainsi :

5 (ù,r (/.)) = E ‘<v (t) -E 't; (a,r (t) + (T (/) , £ (ur (/.)) , (7 (0) + T’ 'à (7.)

p.p. t G ]ü,T[.

Moyennant alors le lemme 11. il résulte que le couple (un-, rr,;.) est solution du

problème (4.57) — (4.59).
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Unicité.

Soit (u,a) une solution du problème (4.57) — (4.59).

En notant par r) E L°° (0,T,7i) la fonction définie par :

ve e [0,7] (4.79)

il vient à partir de (4.62) que le couple (u, a) est solution de (P2r>)- Comme ce

problème admet une solution unique (iÿ, av), il résulte :

(4.80)u — uv, a = <JV.

En utilisant maintenant (4.74) , (4.80) et (4.79) il vient :

A?/ = r/

et vu l’unicité du point fixe de l’opérateur A, on conclut à

(4.81)

L’unicité du théorèmel6 est maintenant une conséquence de (4.80) et (4.81).

Propriétés de la solution4.2

Dans cette partie nous étudions les propriétés des solutions (u.a) données par les

théorèmes 15 et 16. Nous commençons par un résultat faisant le lien entre les solutions

respectives des problèmes variationnels (Pi) et (P2).

4.2.1 Un résultat d’équivalence

Théorème 17 Supposons que les conditions (4.7) — (4.9) et (4.17) sont remplies

et soient u E W 1,00 (0, T, V) , a E W' °° (0.7', Pi). Alors (te rr) est solution du
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problème variationnel (F\ ) si et seulement si (u,a) est solution du problème varia¬

tionnel {Pi).

Démonstration. Il suffit d’établir l’équivalence entre (4.25) et (4.28).

Soient alors t G [0,T], u G Wl'°° (0,T,V) et a G W1’00 (0,T,H\).

Supposons que (u, a) est solution de (4.25).

En prenant v = 2u (t ) G t/ÿ et v = 0 G U dans (4.25) on obtient :

-< a(t) ,e {u (t)) F (0 , u {t) >~v • (4.82)

Il résulte alors à partir de (4.25) , (4.82) et (4.16) que a {t) G Ead(t). L’inégalité

variationnelle (4.28) est maintenant une conséquence de (4.16) et (4.82). On en

déduit donc que (u,a) est solution de (4.28).

Réciproquement, supposons que (u,a) est solution de (4.28).

On va dans un premier temps montrer que u (t ) G Ua,û pour cela, on va procéder par

l’absurde.

Supposons donc u {t) Ua,j et notons par Pu{t) la projection de u (/ ) sur le convexe

fermé Uad C V. Ceci se traduit compte tenu du théorème A.1.5 par :

-< Pu (t)—u {L) , v >~v>< Pu(t)—u (t) , Pu (t) yv>ÿ, Pu (t) — u ( t ) . u (/) >- v Vu G t - •

De cette double inégalité, on peut déduire l’existence de a G M tel cpie

X Pu {t.) - u { t ) , v yv> t* >-< Pu {t) - u {t) , u {t) yv Vr G U„d (4.85)

On introduit maintenant la fonction f définie par :

T (t) = £ {Pu.(t) — U (f )) G H. (4.84)
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Moyennant (4.12) , (4.83) et (4.84), on déduit :

-<f(t),e (u) yn> a >-< f(t),e (u (t)) Vu G t/ad. (4.85)

En prenant u = 0 dans (4.85), il vient :

a < 0. (4.86)

Supposons à présent qu’il existe u G Uad tel que

-<f(t),£(v) yn< 0. (4.87)

En utilisant (4.85), puisque Au G Uad pour tout A > 0 il résulte :

A -< f (t) , £ (u) >-H> o VA > 0

et, en passant à la limite quand A — > oo, on obtient a < — oo, ce qui est en contra¬

diction avec le fait que a soit un réel. On en déduit alors que :

-< f (t),£ (v) ü Vu G Uail.

moyennant (4.53), cette dernière inégalité signifie que f (t) G

Il vient alors en tenant compte de (4.56) que f (/) 4- à (l) G (/ ). où à est donnée

par (4.54).

En appliquant maintenant (4.28) pour r = f (/) + à (/). on obtient :

-< T (0 , £ (u(t)) y-Hÿ a(t)-â (t) , £ (u (/.)) yn .

cette inégalité implique compte tenu de (4.85) , (4.86) :

4 (T (t) - à (t) , £ ( u (t,)) yH< U. (4.88)
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En outre, du fait que a (t) — â (t) E E0, il vient à partir de (4.58) appliquée pour

r — 2 (a (t ) — â (t )) E E0, sachant (4.55) :

-< a {t) - à {t) ,e (u (t )) yn> 0. (4.89)

On remarque ainsi que (4.88) et (4.89) sont en contradiction, ce qui implique que

UÿEUad.

En tenant compte maintenant des définitions (4.12) et (4.54) il vient :

X â(t) ,e(v) yn=~< F(t) ,v yv 'ivEUad. (4.90)

D’où on obtient <r (/,) E Ead(£). Il résulte alors de l’inégalité (4.28) appliquée pour

T — ô (t) et de (4.90) :

-< F (t) ,u(t) yv>ÿ, a (t) , e (u (t)) yH . (4.91)

Sachant d’autre part que a (t) E Ead (t) et u (t ) E Ua<i< on obtient grâce à (4.16) :

-< <r(0 ,e(tt(0) >ÿ n> ■< F (t) , u (t) yv . (4.92)

On conclut alors à partir de (4.91) et (4.92) l’égalité :

( u (t)) yn=-< F (t) , u (t.) yv . (4.93)

De plus, sachant que a (/.) E Eÿ (/), il résulte de (4.16) :

-< a (l) , e (v) yn>-< F ( I■) ,V y Vu E Uad- (4.94)

L’inégalité (4.25) est maintenant une conséquence de (4.93) et (4.94). Ceci nous

permet de déduire que (u, a) est solution de (4.25).

D’où l’équivalence annoncée entre les problèmes variationnels {P\ ) et {l\).
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4.2.2 Dépendance de la solution par rapport au paramètre

La dépendance de la solution (u,a) par rapport au paramètre 9 est donnée par le

résultat suivant.

Théorème 18 Sous les hypothèses (4.7) — (4.9), soit (u,,aj la solution variationnelle

du problème (P), associée au paramètre 9i telle que (4.10) soit vérifiée. Alors il existe

une constante positive c qui ne dépend que de Q, Tj, E, G et T telle que

U UI\L<X>(Q,T,HI) + Ier! °2|I,°O(0IT,WI) ≤ C kl .

Démonstration. Soient t G [0, T] et i £ (1, 2} . En utilisant (4.25) on obbtient :

Ui{t)£Uad , -< <Ji{t) ,e(v)-£(ui(t)) yn>-< F (t) ,v-Ui(t) yv VveUad (4.95)

D’autre part, à partir de (4.24) et (4.27) il résulte :

<Ti(t) = Ee(ui(t)) + Z,(t) (4.96)

où Zi est définie par :

t

Zi (t) = J G (ai (s) , £ (Ui (.s)) , Si (s)) ds + a0- Es (u0)
o

(4.97)

En utilisant (4.20) pour {i — 1, u = «2 (01 puis {*' = 2, v = u\ (/•)} et en faisant la

différence entre les deux expressions obtenues, il vient moyennant (4.96) , (4.7) et

l’inégalité de Korn :

|«i (0 - «2 (OU ≤c\Z,(t)-Z2 (0|« •

De plus, en tenant compte de (4.96) et (4.7), cette dernière inégalité entraîne :

U (0-«2 (01//, + ki (0 - *2 (OU ≤ c Ui (0 - (OU •
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D’autre part, (4.95) appliquée pour v = Ui (t) ± (f pour tout tp G V (Q)N . donne

moyennant (4.13) et théorème A.2.5 :

Divci (t) + fi (t) =0 (i = 1,2).

L’inégalité précédente devient alors :

K (0- u2 (01//! + ki (0 - (0k, < c \Zi (0 - z2 (0k (4.98)

En utilisant maintenant (4.97) on obtient grâce à (4.19) :

I ZJ (0 - z2 (0k ≤ Lf ki (0 ~ <ÿ2 (s)k, ds + Lf ki (a) - «2 (Ok, ds

+Lf\0i (s)-02(s)\rHQ)M ds
(4.99)

De (4.98) et (4.99) on obtient:

h (0 - «2 (0k, + ki (0 - °2 (0k, ≤cf ki («) - °2 (-Ok, ds+
t t

<‘ J kl (a) - t*2 («)!//,*+ kl (a) - 02 (-01 /.2(0)« rfa
(4.100)

Eln appliquant le lemme A.2.1 de Gronwall on obtient :

kl (0 - «2 (01//, + kl (0 - a-i (0k, ≤ c / kl (a) - 02 (01/.2(0)« d*
o

Il s’en suit alors :

kl - «al. + ki - a2\L — r kl 021 /.-ÿ*ÿ (O.T./.2(Q)A') :/.°° (0.7’,//i)

d’où le résultat cherché.

Le résultat du théorème 18 est important du point de vue mécanique. Il montre que

des petites perturbations dans le paramètre 0 n’entraînent que des petites perturba¬

tions dans la solution (u,a) du problème de contact sans frottement.
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4.2.3 Un résultat de pénalisation

Dans cette partie, on va étudier le problème pénalisé du problème (4.1) — (4.6) c’est-

à-dire on va remplacer les conditions aux limites de Signorini (4.5), par les conditions

aux limites suivantes valables sur Ts.

<JV = 0 si uv < 0

—h < av < 0, aT = 0 si uv — 0

av - —h si uv > 0

où h est un paramètre destiné à tendre vers oo.

Soit donc h > 0 et considérons le problème pénalisé du problème (4.1) — (4.6):

RN et leProblème P/l. Trouver le champ des déplacements vh : D x [0,T]

champ des contraintes ah : Q x [0, T] SN tels que

àh =ÿ Es ( ùh + G (crh, s (H7') , 0"j dans Q x ]ü, T[ (4-101)

Diva'1 + / — 0 dans Q x ]0, T[ (4.102)

u" = 0 F, x ]ü, T[ (4.103)sur

ahv = g sur T2 x ]0, T[ (4.104)
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tr£ = 0 si vtl < 0

-h<a* < 0, (T£ = 0 si = 0

(T•JJ = -h si > 0

sur r3 x ]0,T[ (4.105)

U* (0) = Uo, (T7* (0) = <T0. (4.106)

Comme dans le chapitre 2, l’interprétation mécanique des conditions aux limites de

contact (4.105) est la suivante : le corps viscoplastique occupant le domaine fl ne

peut pénétrer dans la base que lorsqu’un seuil h est atteint par la réaction normale.

Le paramètre h peut donc être interprété comme ” le seuil d'effondrement ” de la

base. Il s’agit donc ici d’étudier le comportement de la solution (uh,ahj du problème

de contact sans frottement d’un corps viscoplastique avec une base déformable quand

son seuil d’effondrement h tend vers oo.

Dans l’étude du problème pénalisé on suppose que les hypothèses (4.7) — (4.9)

sont réalisées et on considère les fonctions ip : IR — > IR et j : Jf R définies par :

U si x < U
ip(x) = (4.107)

si x > üx

j(v) = / p (?ÿ„) d.H
r»

Vi» G //,. (4.108)

L’ensemble (t) est défini pour t G [0, 7 ] par :

(0 = {r e H /* T,e(v) yn +hj (v) F (t) ,v yv,Vv G V } . (4.109)
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Pour étudier le problème , on donne quelques résultats préliminaires.

Lemme 13 Si (uh,ohÿj est une solution du problème alors :

uh(t) ah{t) ,£(y)-e(uh (i)) yH +hj(v)-hj {uh(t)ÿj F (t) ,v-uh(t)

(4.110)

ah(t)ÿEl(t), VrGSÿi) Vt G [0, T] (4.111)

Démonstration. Soient v E V et t E [0,T]. En utilisant (4.102) ,et théorème

A.2.5 on obtient :

ah (t) ,e(v)-£ (uh (t)'j yn=ÿ f(t),v-uh(t) yH + J ah (t) v (y - uh (<))
r

ds-<

et moyennant (4.103) — (4.105) et (4.13), il résulte :

-< ,J,‘ (0 ,e(v)-e (uh (()) >H= < F (0 .v-uh (t) yv + j (l) (/ÿ„- u’‘(()) ds

(4.112)

De plus, à partir de (4.107) et (4.105) il vient :

(’v - «£ (0) > V (Uu (0) - h(f M sur r;!. (4.113)

L’inégalité (4.110) est à présent une conséquence de (4.112) , (4.113) et (4.108). De

plus (4.11) et (4.103) entraînent uh (t) E V.

En prenant maintenant v = 2uh (t) E V puis v = 0 E V dans (4.110) on obtient

sachant que j est une semi-norme :

-< (t) ,e (vh (t)) yn +hj («" (0) =x F (t) ,Uh (t) y y . (4.114)

En utilisant (4.114) , (4.110) et (4.109) il résulte ah (t) E E£,(*)• L'inégalité (4.111)

est à présent une conséquence de (4.114) et (4.109).
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Le lemme précédent nous permet donc de donner les deux formulations suivantes pour

le problème .

Problème Pj. Trouver le champ des déplacements uh : [0, T] — > H\ et le champ

des contraintes ah : [0,T] — >• H\ tels que

àh (t) = Se (ûh (t)) + G (ah (t ) ,e (uh {t) ,6 (t))) p.p. t G ]0, T[ (4.115)

uh (it ) G V, -<ah (t) ,e(v)-e (uh (t)) yH +hj (v ) - hj (uh (t)) >

-< F (t) ,v - uh (t) yv VveV, t G ]0, T[
(4.116)

uh (0) = uo, °h (0) - a0. (4.117)

Problème P§. Trouver le champ des déplacements uh : [0, T] — > H] et le champ

des contraintes ah : [0,T] — » H\ tels que

àh (t) = Se (iih (t-Ÿj +G (ah (t ) ,e(vh (t) ,0 (t))) p.p. t G ]0,T[ (4.118)

(«'*«)) >K>0 Ÿr e E:;„ V(€[ü,r] (4.119)-< T —

uh (ü) = Wo, ah (ü) = a0. (4.120)

Pour l’étude des problèmes (Pf) et, (P21)’ nous faisons l’hypoyhèse suivante.



135

«0 £ V, CTQ E (0) , -< (To, £ (wo) +hj (t*o) =~< F (0) , U0 >~v ■ (4.121)

Cette hypothèse qui représente une condition de régularité et de compatibilité entre

les données UQ, a0, f et g est remplie si (UQ, <T0) satisfait à (4.102) — (4.105) à l’instant

t = 0.

Maintenant et de la même manière que pour le problème mécanique (P),

établir pour le problème pénalisé deux résultats d’existence et d’unicité relatifs

aux deux formulations variationnelles (-P/1) et (P21) •

on va

Théorème 19 Sous les hypothèses (4.7) — (4.10) et (4.121) le problème (Pf) admet

une solution unique (uh,ah>J ayant la régularité :

uh E W1,00 (0, T,V) , ah E Wh°° (0,T, Hx).

Démonstration. La démonstration de ce théorème est similaire à celle du

théorème 15 et elle peut être établie en trois étapes.

Première étape

Pour tout 7/ E L°° (0, T, H) on considère le problème elliptique suivant.

Problème?'ÿ . Trouver «JJ : [0, T] — + H\ et <r£ : [0, T] — > H\ tels que

< w = «(<))+ z, w (4.122)

< (t),£(v) - £ («.; (0) y H +hj (w) - hj («J (0) >uhv(t)EV, -<
(4.123)

-< F(t),v-v*(t)yv Vu E V



136

Pour tout t G [0,T] et où Zv est donnée par (4.36) .

En utilisant le théorème A.1.9, on peut prouver l’existence et l’unicité de la solu¬

tion (uÿ,(7ÿdu problème ayant la régularité u* G W1,0° (Q,T, H\) , af} G

Wl’°° (0,T,Hi). De plus on peut vérifier que

uv (0) = «o, (0) = a0. (4.124)

Deuxième étape

Cette dernière régularité ainsi que les hypothèses (4.8)-(4.1Q) nous permettent de

considérer l’opérateur Ah : L°° (0,T,H) — * L°° (0,T,H) défini par:

A‘,([) = G«(i)l£(ÿ(l)),8(!)) (4.125)

pour tout T] G L°° (0,T,n ), t G [0,T] et 0 G L2 (fi)M

De la même manière que pour l’opérateur A, on peut montrer que l’opérateur Ah

admet un point fixe rfh G L°° (0,T,H).

Troisième étape

Finalement, on vérifie que le couple (u — wjj., a = aff.J solution du problème

est l’unique solution du problème ('F/1)-

Théorème 20 Sous les hypothèses (4.7) — (4.10) et (4.121) le problème variationnel

(Pjl) admet une solution unique (uh, ah j ayant la régularité :

uh G W'’°° (0, T,V) , ah G Wi,0° (0,T,Hx) .

Démonstration. La démonstration de ce théorème est similaire à celle du

théorème 16.
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En effet, il est facile de vérifier que (uh,ahÿ est solution du problème variationnel

la régularité uh G W1’00 (0,T,V) , ah G W1,00 (0,T,H\) si et seulement

si le couple (uh,âhÿj est solution du problème suivant.

£ (ûh) = S-'â'1 - E~lG (âh + â,e (uh) , 6>) + E~là p.p. t G ]0,T[

âh(t),£(uh(t))ynÿ 0 VTGES V<G[0,T]

uh (0) = uo, âh (0) = â0

(*) avec

(4.126)

(4.127)-<T -

(4.128)

ayant la régularité uh G W1’00 (0,7', V) , ah G Wl,°° (0, T, H\) et où à et a0 sont

respectivement données par (4.54) et (4.55), alors que ah = ah — à et l’ensemble E§

est défini par :

so = (r G H/* r,£(v) yH +hj{v) >0 Vu G V) .

La démonstration du théorème 20 consiste alors en la résolution du problème (4.126) —
(4.128) qui peut être établie aussi en trois étapes.

Première étape

Pour tout î] G L°° (0 on considère le problème elliptique suivant.

Problème Pÿ. Trouver u* : [0, T] — » H\ et cr* : [0, T] — ■> H\ tels que

e («; (!)) = f-’oj («) + Z, (!) + e-'î (!)

®ÎW.Ï«W)>-K>0 VresS»î(()eSü, -< r -

Pour tout t G [0,T] et où Zv et à sont respectivement données par (4.62) et (4.54).

En utilisant le théorème A.1.10 ainsi que des arguments d’orthogonalité dans l’espace

H on peut prouver l’existence et l’unicité de la solution ( du problème (Pjrj)
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ayant la régularité G W1’00 (0, T, V) , G VF1’00 (0,T,H]). De pus, on peut

vérifier que

ui (°) = «o, (0) = °o■

Deuxième étape

On vérifie que l’opérateur Ah : L°° (0,T,H) — *ÿ L°° (0,T,H) défini par :

A‘,(!)«- + £«),»)

admet un point fixe unique G L°° (0,T,H) .

Troisième étape

Finalement, on vérifie que le couple (u = , a = cr*.j solution du problème (P2r,h)

est l’unique solution du problème .

En adaptant avec quelques ajustements (dûs à la présence dans ce cas de la fonction¬

nelle j ) la démonstration du théorème 17. on peut prouver le résultat d’équivalence

suivant entre les deux problèmes variationnels (Pf) et

Théorème 21 Supposons que les conditions (4.7) — (4.10) et (4.121) sont, vérifiées

et soit. uh G VE1’00 (0,7’, K), (rh G Wio° (0,7’, H,). Alors («\ o") est solution du

problème variationnel ij1) •

La solution du problème (l’f) (ou ) dépend du paramètre h et son com¬

portement quand h — *• oo est donné par le résultat suivant.

Théorème 22 Supposons que les hypothèses (4.7) — (4.10) et (4.121) sont vérifiées.

Soit pour tout h > 0, (u'\ ohj la solution du problème (Pth) ( ou (P2) ) et soit (u , a)
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la solution du problème (Px ) ( ou (P2) )ÿ Alors pour tout t G [0,T] on a :

uh (t) — > u (t ) dans H\ ah (t ) — > a (t ) dans Hi quand h — ► oo. (4.129)

Pour établir ce théorème, on a besoin de quelques résultats préliminaires. Pour

cela on va commencer par un résultat donnant une estimation de la différence entre

deux solutions du problème variationnel (Pf,,) relatives à deux différentes fonctions

i?!, »?2 € L°°

Lemme 14 Soient r/i, T?2 G L°° (0,T,H) et h > 0 . Il existe alors une constante c > 0

telle que

K (0 -< + K « -< (0|„, < c/ 1>/. M- mMl* i« VI 6 [a, Ï'I
0

(4.130)

Démonstration. Soient t G [0,T] et ZVi la fonction définie par (4.36) pour

V = »/«, (* = 1,2).

En utilisant (4.123) pour {?/ = 7/1, t* = (t)| puis pour = ?/2,?' = <w} et en

faisant la différence entre les deux expressions obtenues, il vient moyennant (4.7) ainsi

que (5.37) :

K (0 <c|z„(t)-z„(')!*• (4.131)

De plus, en prenant v = (t) ± v? dans (4.123) où G V (fl)A et ? = 1. 2 un obtient

en tenant compte de (4.122), (4.13) et du théorème A.2.5 :

K, w <c|z,, w-4„(«)i* (4.132)

L’estimation (4.130) est à présent une conséquence de (4.131) , (4.132) et (4.36).
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Lemme 15 Soit r/ G L°° (0,T,H) et soit Zv G Wl,°° (0,T,Ti) la fonction définie pai'

(4.36). Soient aussi (wÿ,crn) et (u*,crÿ les solutions respectives des problèmes (1\)

et (Pf ) pour tout h > 0. On a alors pour tout t G [0, T] :

u(J (£) — * uv (t ) dans Hy et a* (t) — > (f) dans Hy, quand h — *• oo. (4.133)

Démonstration. Soit t G [0, T], Il résulte en prenant v = 0 dans (4.123) et en

utilisant (4.122) , (4.7) et (5.37) :

CK (*)!«, +'y (<(*>) !-v + -! Z, ((),£«(()) V* (4.134)

Sachant maintenant, d’après (4.107) et (4.108), que la fonction j est positive, il

découle de (4.134) que la suite ( u* (0)ft esÿ bornée dans H y. Compte tenu du théorème

A.1.2, il existe alors tin élément ü (t ) G H y et une sous-suite de (u’j (£))h notée encore

(“}(0)h tels sue

u!j (0 ü»? (0 dans Hy quand h — �oo.

D’autre part, du fait que est bornée dans Hy, il résulte à partir de (4.134)

l’existence d’une constante c > 0 telle que j (u* (/.)) < c ■ £
Ceci implique, sachant que j est une fonctionnelle positive :

(4.135)

pour tout h > 0.

bm inf j («J (/.)) = 0. (4.136)

En utilisant maintenant le fait que j est une semi-norme continue et convexe sur H

il vient à partir de (4.135) et (4.136) que j (üv (t )) = 0 et moyennant (4.107) , (4.108)

et (4.15) on en déduit :

û, (0 G LU (4.137)
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En passant alors à la limite dans (4.123) quand h — * oo et en utilisant les relations

(4.108) , (4.122) , (4.135) , (4.136) et le fait que j est une semi-norme continue sur H\

il résulte moyennant des arguments de semi-continuité inférieure :

-< (üv (t)) ,e{v)-e (üv (t)) yn + -< Zn (t ) ,e(v)-e (üv (t)) >-w>
(4.138)

-<F(i),t;-M*)ÿ VuGt/orf.
On remarque donc à partir de (4.137) et (4.138) que üv (t ) est solution du problème

elliptique {Piv) et vu l’unicité de la solution de ce problème, il résulte alors que

ün (t) = uv (t). On en déduit ainsi que (t) est l’unique limite faible de tout sous-

suite de (uÿ (t))h, œci permet de conclure grâce au théorème A.1.3, que la suite

(u1ÿ (t)Jf converge aussi faiblement vers uv(t) dans //,:

u'r|(t) ->ÿ uT/ (t ) dans ll\ quand h (4.139)oo.

Il reste maintenant à établir la convergence forte.

Remarquons tout d’abord qu’ à partir de (4.7) et (5.37) il vient :

c |«{ (t)- u„(É)|ÿ S£ (t*; (0) , £ («Jj (0) - («v (0)

K (0) , £ (“}(0) - 5 K (0) •

(4.140)

En prenant d’autre part, v = u,t (t) dans (4.123) et en utilisant (4.122) on obtient :

S£ («J (0) , £ («î (0) - £ K (0) F (t) ,«{ (0 - "r, (0 >“l"

(0 .£ (UV (0) - £ {v7, (0) >- H

(4.141)

La convergence (4.139) ainsi que les majorations (4.140) et (4.141) entraînent alors :

u(| (/) - -» vv (t) dans ll\ quand h —* oo. (4.142)
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D’autre part, en prenant v — (t) ±ip dans (4.123) pour tout <p E T> (0,)N , il résulte

à partir de (4.13) , (4.108) et du théorème A.2.5 :

Divtf (£) + / (t) = 0. (4.143)

Le lemme 15 est à présent une conséquence de (4.142) , (4.37) , (4.122) , (4.41) et

(4.143).

Démonstation du théorème 22. Soit h > 0 et t € [0, T] .

D’après les théorèmes 15 et 19 on a :

a — ov-, uh = wj). et ah = a*.u = ur,

où if est le point fixe de l’opérateur A défini par (4.44) et if est le point fixe

de l’opérateur Ah défini par (4.125). En notant alors par (wjj, , a'*.) la solution du

problème pour i] = rf, il résulte :

|u" (t ) - u (t)|Wi + |u/l (t) - a (0|Wi < \uhv-h (t) - u';r (É)|Hi +

K; (o -<|w, + K* (0-V (t)\ + |< (0 - (0|
(4.144)

Wi

En utilisant d’une part le lemme 14 on obtient :

/ l'lîiW-V* ('>’) I Hds
0

K;W-<WL, + KW-<| < C
Hx

et puisque ifh = Ahifh = C (ah, e et if = A?/* = (! (a. («) .()). il vient

moyennant l’hypothèse (4.8) :

K w -ÿ<ÿ w|„,+K w -<L ≤rj (K w-« w|„,
o

K(«)-»w|„r)
(4.145)

ds+
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Il résulte alors à partir des inégalités (4.144) et (4.145) que

|«* (t) -u{t)|Wi + |crh (t) - a (t)|Wi < |«{. (0 - V (0|Hl +

|<* (0 - <V (0|Wi + c / (|«h («) - «(a)|Hi + |crh (s) - a (s)|wJ ds.
(4.146)

En appliquant le lemme A.2.2 de Gronwall on obtient :

\uh (t) - w(t)|Hi + |o-h (0 - a («)|Ki < |< (0 - ur («)|Wi +

|< (0 -s- (0|Wi + c/ (|< (s) -v (s)|Hl + |<* («) - <v (s)|Wl) ds-

(4.147)

De plus, le lemme 15 montre que pour tout s G [0,T] :

(K* (s) “ (*)\Hi + K* 00 (S)|« ) quand h —* oo (4.148)~<V

D’autre part, on obtient grâce à (4.140) , (4.141) , (4.122) , (4.37) , (4.143) et (4.41) que

pour tout s G [0,7’] :

K* OO -v 0)|;/i + K* 0) - <v 0)|Wi < {\r(s)\v + \zr 0)1« + K- (*)!//,)
(4.149)

La convergence simple (4.148) et la majoration (4.149) permettent ainsi d’utiliser le

théorème de convergence dominée de Lebesgue qui donne :

/ (K* o) - v o)|/fi + 1< o)
O

w|«,)<fa 0 quand h — > oo. (4.150)-<V

Finalement les convergences (4.129) découlent directement de (4.147) , (4.148) . (4.150).

Remarque 4.4. L’intreprétation mécanique du résultat de convergence donné par le

théorème 22 est la suivante : à tout instant t G [0,7']. on peut approcher la solution

du problème de contact sans frottement d’un corps viscoplastique avec une base rigide
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par la solution du problème de contact sans frottement selon les conditions (4.105)

de ce même corps avec une base déformable quand son seuil d’effondrement h tend

vers l’infini.

Conclusion :

Dans l’étude de nos problèmes de contact (avec ou sans frottement) nous avons

supposé que le paramètre donné 6 peut être la température. Le cas couplé où 6

n’est pas un paramètre ne fait pas partie de notre objectif, mais si on introduit la

température 6 comme une inconnue dans les lois de comportements qui ne sont pas

linéaires, alors ces trois problèmes de contact deviennent ouverts et méritent d’être

étudiés à part.

Nous signalons que des résultats ont été obtenus pour le problème de contact

thermoélastic linéaire dans le cas quasistatique par P. Shi k M. Shillor (1992)et dans

le cas dynamique par J.E .Munoz Rivera k R. Racke (1996).

Les recherches dans ce domaine sont motivés par des possibilités importantes

d application dans l’industrie métalurgiques et l’industrie de l’automobile.



ANNEXE

Le but de cette annexe est de faciliter la lecture de cette thèse. Elle comprend des

rappels sur les espaces fonctionnels dans lesquels on étudie des problèmes élastiques

et viscoplastiques ainsi que des résultats classiques d'analyse non-linéaire utilisés tout

au long de cette thèse. L’annexe est composée de deux parties.

La première partie est consacrée à quelques éléments d’analyse non-linéaire dans les

espaces de Hilbert; on y présente ici quelques propriétés et résultats fondamentaux

concernant les fonctions convexes et leur sous-different iel. les opérateurs fortement

monotones et des théorèmes d’existence et d’unicité pour les inéquations variation¬

nelles elliptiques. Pour plus de détails sur cette partie nous renvoyons aux ouvrages

classiques de Brezis [l], Ekeland et Temam [l], Rokafeller [lj. Rudin [1]. Yosida (1).

La deuxième partie est consacrée aux espaces fonctionnels. On y présente ici les

espaces des distributions, les espaces liés aux opérateurs déformation et divergence

et leurs principales propriétés, notamment les théorèmes de trace et on termine par

les espaces de fonctions définies sur un intervalle réel et à valeurs dans un espace de

145
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Hilbert et deux lemmes de Gronwall. Pour plus de détails sur cette partie nous in¬

diquons Adams [1], Brezis [1], Duvaut et Lions [l], Panagiotopoulos [l], Schwartz[l],

Ionescu et Sofonea [2], Sofonea [2], [3].

5.1 Eléments d’analyse non-linéaire dans les es¬

paces des Hilbert

Dans la première partie de cette annexe, H désigne un espace de Hilbert réel muni

de son produit scalaire -< yHainsi que de la norme associée |.|H. On note aussi

par H' l’espace dual de H et par -< . X///x//la dualité entre H'et H.

5.1.1 Propriétés élémentaires

Théorème A.1.1. (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet ).

Pour tout p G II' . il existe f G H unique tel que

-< W’ >~H'xH= f,V y H Vu G H

En outre on a :

MH' — l/lH ■

Ce théorème montre que toute forme linaire continue sur II peut se représenter de

manière unique à l’aide du produit scalaire. L’application ip \— > / est une isométrie

qui permet d’identifier H et son dual II'.

Définition A.1.1. On dit que la suite (xn) C H converge faiblement vers x G H et
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on note xn — *ÿ x si

-*> v,xn — �-�< v,x >-// Vu € H.

Dans ce cas, x s’appelle limite faible de la suite (xn).

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il résulte que si xn — > x dans H , alors

xn x dans H. La réciproque n’est pas en général vraie. De plus, puisque tout

espace de Hilbert est réflexif, on a le résultat suivant:

Théorème A.1.2. Soit (xn) une suite bornée de //. Il existe alors un élément x G 11

et une sous-suite de (æTI) notée encore (xn) telle que xn —*ÿ x.

Un élément x G H qui est la limite faible d’une sous-suite de la suite (#,,) s’appelle

point faiblement adhérent à la suite (xn). On prouve que:

Théorème A.1.3. Si la suite (xn) C H possède vin unique point faiblement adhérent

x G H, alors xn x.

Autrement dit. le théorème précédent affirme que si toutes les sous-suites faiblement

convergentes d’une suite (xn) ont la même limite faible x. alors la suite (xn) converge

faiblement vers x.

Soient x et y deux éléments de II . On dit que x et y sont orhogonaux et on note x±.y

si -< x,y y H — ü.

Soit M un sous-espace vectoriel de II. On pose :

Mx = {y G H /y.Lx Vx G M } .

On dit que A1X est l’orthogonal de M dans II et on peut prouver le résultat suivant.

Théorème A.1.4. Soit M un sous-espace fermé de H.

Alors ML est un supplémentaire topologique de M c’est-à-dire



148

(i) M±est un sous-espace fermé de H.

(ii) M D M1 = {0} et M © Mx = H.

On va finir ce paragraphe par des résultats concernant la projection sur un sous-

espace convexe fermé de H , le lemme de Lax-Milgram et le théorème de point fixe de

Banach.

Théorème A.1.5. Soit K G H un convexe fermé non-vide. Alors pour tout / G H,

il existe u G A unique tel que

|/-«|„=min|/ — «|w. (5.1)

De plus, u est caractérisée par la propriété suivante

u € A, -<u,v — uyH>ÿ.f,v — uyH Vu G A. (5.2)

Etant donné un convexe fermé non-vide A C H, le théorème précédent nous permet

d'associer à chaque élément / G H l’élément u défini par (5.1) ou (5.2).

On note u = PRJ. On a mis ainsi en évidence l’opérateur PK : H — * A, appelé

opérateur de projection de H sur A.

Soit a : H x II — » K une forme bilinéaire sur U x //.

La forme bilinéaire a est dite :

(i) continue, s’il existe un réel M > 0 tel que

l«(«.v)| < A/|«|W.H;/ Vu, v G H;

(ii) coercive, s’il existe un réel a > 0 tel que

a (u, u.) > a \U\2H VU G H.
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Remarque A.l.l. Soit A : H R la formeH un opérateur et a : H x H

bilinéaire définie par

a(u,v) =~< Au,v y H (5.3)VU,V£H.

Alors on a les propriétés suivantes

(i) a est bilinéaire si et seulement si A est linéaire.

(ii) a est continue si et seulement si A est continu.

(iii) a est coercive si et seulement si A est défini positif.

Lemme de Lax Milgram. Soit a : H x H R une forme bilinéaire sur H x H,

continue et coercive. Alors pour tout ip G H' , il existe un unique u G H tel que

a(u,v) =-< p,vyHlxH (5.4)Vu G H

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété suivante

-a (U,U )--< P,U y H'xH= {ÿ(u,u) } (5,5)u G H et min
v€H — < ip,v y H'XH

Théorème de point fixe de Banach. Soit / : H H une contraction c’est-à-dire

il existe A; G [0,1[ tel que

\f (x) - f (y)\H ≤ k\x -y\H Vr, y G H

Alors il existe un seul point £ G H tel que / (£) =

5.1.2 Fonctions convexes et sous-différentiabilité

Nous commençons ici par quelques préliminaires sur les fonctions convexes et sur les

fonctions semi-continues inférieurement, ensuite nous donnons une généralisation de
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la notion de gradient aux fonctions convexes.

Soit p une fonction définie sur un espace vectoriel réel E et à valeur dans ]— oo, oo]. p

est dite propre si elle n’est pas identiquement égale à oo, c’est-à-dire s’il existe x E E

tel que tp (x) < oo . tp est dite convexe si

p (tu + (1 — t) u) < tp (u) + (1 — t) p (v) Vu, v E E, t E [0, 1] .

p est dite strictement convexe si cette dernière inégalité est stricte pour tout u,v E E

tels que u v.

On définit le domaine et l’épigraphe de p respectivement par :

dom p = {x E E /p(x) < oo} (5.6)

epi p = {(x,a) E E x R / p (x) < a} . (5.7)

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants.

(ij p est propre si et seulement si dom p 0.

(ii )Le domaine de p est un convexe de E si p est convexe.

(iii) p est convexe si et seulement si epi. p est un ensemble convexe dans E X R.

Une fonction p définie sur un espace topologique E et, à valeur dans ]— oo, oo[ est dite

semi continue-inférieurement (s.c.i) si pour tout a E M l'ensemble { x E E jp (x) < a }

est fermé.

Nous donnons quelques propriétés des fonctions s.c.i :

Lemme A.1.1. Soit p : // — > ]— oo, oo]. Alors on a :

(i) p est s.c.i si et seulement si epi. p est fermé dans H x R .
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(ii) p est s.c.i si et seulement si pou tout x G H et tout e > U il existe un voisinage

Vx de x dans H tel que (p (u) > p (x) — e, pour tout u G Vx.

Il en résulte en particulier que si ip est s.c.i et si xn — > x, alors on a

lim inf (p (xn ) > p(x) .

Le lemme précédent conduit au résultat suivant.

]— 00,00] une fonction convexe et propre. AlorsThéorème A.1.8. Soit (p : H

p est s.c.i si et seulement si elle est s.c.i par rapport à la topologie faible de H.

Soit maintenant K un sous-ensemble de H. On appelle fonction indicatrice de K , la

]— 00,00] définie par :fonction ipK : H

0 si x £ K
rpK (æ) = (5.8)

00 si x £ K

En utilisant cette définition, on peut facilement prouver le résultat suivant:

Lemme A.1.2. K est un convexe, fermé et non-vide de H si et seulement si II'K est

convexe, s.c.i et propre.

Une fonction p : H ]— 00, 00] est dite Gâteaux-différentiable au point u € //. s’il

existe un élément Vp (u) G H tel que

p (u+ tv)- p (71)Sa =-< Vp(u) , r yu Vv G H.t

L’élément Vp(u) s’appelle la différentielle au sens de Gâteaux de p en u.

La fonction p est dite Gâteaux-différentiable si elle est Gâteaux-différentiable en tout

point de H; dans ce cas l’opérateur u Vp(u) : H — > H s’appelle le gradient de

V-
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La convexité des fonctions Gâteaux-différentiables peut être caractérisée de la façon

suivante.

]— 00,00] une fonction Gâteaux-différentiable. AlorsLemme A.1.3. Soit p : H

p est convexe si et seulement si

p (v) — p (u ) Vp (u) ,v — u y H (5.9)Vu, v e H

L’inégalité (5.9) suggère une généralisation de la notion de gradient aux fonctions

]— 00,00] est sous-différentiable en unconvexes. On dit que la fonction p : H

point u G H s’il existe f £ H tel que

p (v) — p (u) >-< f,v — u y H Vu e H. (5.10)

L’élément / est alors appelé sous-gradient de v? en u et l’ensemble des sous-gradients

de p en u est appelé le sous-différentiel de p en u et est noté dp (u) :

dp (u) ={/ S H /ip(v) - tf (u) >-< /,v - u y H Vu € Il ) . (5.11)

On note par demi (dp) l’ensemble défini par :

dam, (dp) = {u G H /dp (u) 0 } . (5.12)

En utilisant (5.11), (5.12) et la définition du domaine d’une fonction, il résulte :

dom (dp) C dam, p. (5.13)

2H s’appelle le sous-différentiel de p.L’opérateur multivoque u «— �dp (u) : H
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La fonction tp est dite sous-différentiable si elle est sous-différentiable en tout point u

de H, c’est-à-dire si

dom (d<p) — H.

Remarque A.1.2. En utilisant (5.13), (5.6) et (5.8), il résulte dom(dtpK) C K et

d’après (5.11), il vient :

/ G dtpx (u) <=> u G K, (5.14)-< f,v — u 0 Vw G K.

]— oo,oo] une fonction sous-différentiable. Alors tpLemme A.1.4. Soit tp : H

convexe, propre et semi-continue inférieurement.

Dans le cas d’une fonction convexe, le lien entre l’opérateur gradient et le sous-

différentiel est donné par

]— oo,oo] une fonction convexe et Gâteaux-Lemme A.1.5. Soit tp : H

différentiable. Alors tp est sous-différentiable et dtp (u) — { (v)} pour tout u G H.

5.1.3 Opérateurs fortement monotones et inéquations varia¬

tionnelles

Soit A : H H un opérateur non-linéaire, tp : H ]— oo, oo] une fonction propre,

/ G // et K une partie non-vide de H. Un nombre considérable de problèmes aux

limites ainsi qu’en mécanique des milieux continus ont un lien avec les problèmes

suivants.

Trouver u tel que
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ueH, -< Au,v-u yH +<p(v) -<p(u) >x f,v - u yH Vu G H (5.15)

Le problème (5.15) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espèce

sur H. D’autres problèmes rencontrés en mécanique ont aussi un rapport avec le

problème suivant.

Trouver u tel que

uçK, -< Au,v yH>-< f,v yH Vue// (5.16)

Le problème (5.16) est appelé inéquation variationnelle elliptique de première espèce

sur H.

Remarquons que si = 0 dans (5.15) et K = H dans (5.16), alors (5.15) et (5.16)

sont équivalents au problème variationnel suivant.

Trouver u tel que

u&H, -< Au,u — u >-//>-< /, v yu Vu e H

Ce qui représente une inéquation variationnelle.

L’opérateur A est dit :

(i) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

X Au — Av, v — u yH> rn \u — v\2H Vu, u G H (5.17)

(ii) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
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\Au — Av\H < M \u — v\H Vu, v G H (5.18)

En ce qui concerne les problèmes (5.15) et (5.16) on a les résultats d’existence et

d’unicité suivants.

Théorème A.1.9. Soit A : H H est un opérateur fortement monotone et de Lip-

schitz et (p une fonction convexe et semi-continue inférieurement. Alors l’inéquation

variationnelle elliptique de seconde espèce admet une solution unique.

Théorème A.1.10. Soit A : H H est un opérateur fortement monotone et de

Lipschitz et K est un convexe fermé non-vide de H. Alors l’inéquation variationnelle

elliptique de première espèce admet une solution unique.

Les théorèmes précédents représentent les résultats d’existence et d’unicité pour les

inéquations variationnelles de première et seconde espèce. Les démonstration de ces

deux théorèmes peuvent être trouvées par exemple dans Kikuchi et Oden [1],

En appliquant ces résultats dans le cas des équations variationnelles, on déduit:

Lemme A.1.6. Soit A : H H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.

Alors A est innversible et son inverse A 1 : H H l’est aussi.

Nous rappelions aussi le résultat suivant utilisé dans les chapitrres 1 et 2.

Lemme A.1.7. Soient K C H un convexe fermé non-vide, (JL > 0 et A : H H un

opérateur fortement monotone et de Lipschitz.

Soit également G : H H l’opérateur défini par

1Gu = Au H— (u — PKU) VU e H
fl

où PK désigne le projecteur sur K. Alors G est un opérateur fortement monotone et
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de Lipschitz.

5.2 Espaces fonctionnels

Dans cette partie on rappelle les espaces de Sobolev utilisés en mécanique des milieux

continus et liés aux opérateurs divergence et déformation et on expose quelques pro¬

priétés essentielles. On rappelle aussi les espaces fonctionnels définis sur un intervalle

réel et à valeurs dans un espace de Hilbert. On adopte aussi la convention de l’indice

muet (c’es-à-dire tout indice littéral répété deux fois dans un monôme implique que

ce monôme doit être compris comme la somme de N termes obtenus en donnant

succéssivement à cet indice les valeurs 1,2,...TV dans ce monôme ).

5.2.1 Espaces de distributions

Soit fi un ouvert de RN (N=l,2,3). On note T> (fi) l’espace des fonctions indéfiniment

dérivables et à support compact inclus dans fi , et parV (fi) l’espace des distributions

sur fi. Nous définissons les espaces suivants.

fl={(>=W/R£l’m, » = l,iv} =X>(n)w

»={»>= (Vu) /fil = fa €»(«), i,i = MV} =V(Cl)ï*N
üf = {u = (Ui)/uj eV (Cl) ,i = ÎTJV} =V

V = {a = K,) /ay = o* eV(Sl), i,J = MV } =V

Le produit de dualité entre les espaces D' et D, T? etV seront notés respectivement

par -< .,. t -< .,. y-D'xV • Plus précisément pour tout u G D',v € D,o G

V , (p G V on a :
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-< U,V yD'xD= -< Ui,Vi y

-< (T,(p yvx.v=~< 0ij,<Pij y

avec la convention de l’indice muet.

Soit maintenant l’opérateur de dérivation partielle di = Pour toute fonction

(p G V et toute distribution u G T? on a :

-< diU,ip yV'xv= — < u,di<p y-o’xv Vu G T? V(p G T>. (5.19)

On peut aussi introduire les opérateurs différentiels du premier ordre définis par :

1v, e {if) = (sij (<p)) , £ij (ip) = - (djipi + dupj) \/ip e ü, j = i,N

(5.20)

£ : D

D, Divip — (djipij ) Vi = 1 ,N Vÿ> G D. (5.21)Div : V

Nous utilisons les mêmes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les

espaces de distributions :

£ (u) = {£ij (u)) , £tj = (ÔjUi + ÔiUj) Vu G D',£ : D' — >V,

(5.22)

D', Diva = (djCTy) V* = 1,N Va G V .Div : V (5.23)
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En utilisant (5.19) on obtient :

-< e (u) ,p yv'xv— — < u,Div(p yV'Xv VuçD', p ÇLV (5.24)

-< Diva,p >~D'XD— — -< a,e (p) >~v'xv Ver G V1 p € D. (5.25)

L’opérateur e défini par (5.20) pour les fonctions et par (5.22) pour les distributions

s’appelle opérateur déformation.

L’opérateur Div défini par (5.21) pour les fonctions et par (5.23) pour les distributions

s’appelle opérateur divergence.

Dans la suite on va utiliser aussi les espaces suivants.

H = {u= (u,) /u, € L2 (fi) ,i = 1,N } = L2(fi)" (5.26)

H={o = (aij) = <7* e L2 (fi),i, j =1, AT } = L2 (fi)"*" • (5.27)

Les espaces H et H. munis respectivement des produits scalaires

= J UiVidx
Q.

Vu,i> G H■< v,v y H

= JUijTijdx Ver,r G

sont des espaces de Hilbert. Les normes associées à ces produits scalaires seront

notées par |.|w et |.|w .
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Compte tenu de l’identification de L2 (fi) à un sous-espace de distribution sur fi on

peut considérer que H C D' et H CV . Par conséquent, les opérateurs déformation

et divergence peuvent être définis respectivement sur H et H. Cela nous conduira à

étudier dans la section qui suit d’autres espaces fonctionnels liés à ces opérateurs.

Pour l’instant, on rappelle la définition de l’espace de Sobolev H1 (fi), on a:

H1 (fi) = ju € L2 (fi) jdiU € L2 (fi) ,i = l,iV}.

Muni du produit scalaire,

-<ÿ u,v v )“z,2(n) H— diU , diV >~z,2(n) Vw, v G L2 (fi)

H 1 (fi) est un espace de Hilbert réel. On notera la norme associée par | On

note aussi par HQ (fi) l’adhérence de D (fi) dans // 1 (fi) et on rappelle que IIQ (fi)

est un sous-espace fermé de H1 (fi).

5.2.2 Espaces liés aux opérateurs déformation et divergence

( i ) Espace lié à l’opérateur déformation

Pour l’opérateur déformation £ défini par (5.22), il est naturel d’introduire l'espace

H\ défini comme suit

Hi = {u G H /s (u) G H}.

Sur H x on définit le produit scalaire

-< u,v u,v y H + -< £ (u) , £ (v) yn Vu,v e Hi
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et on note la norme associée par |.|Hi. On obtient ainsi que l’injection H\ <—* H et

7i sont continus. En utilisant (5.24) et comptel’opérateur déformation e : H i

tenu de l’identification de H et H à des sous-espaces de Ü et V il résulte

-< e(u) ,ip yvxv + -< u,Divip yH= 0 Vu e H, tp€V (5.28)

(5.29)-< e (u) ,tp + ■< u, Div<p >-H= 0 Vue ffi, <pÿV.

Théorème A.2.1. Muni du produit scalaire -< ., . l’espace H i est un espace de

Hilbert.

On munit maintenant l’espace H1 (fi)W du produit scalaire canonique -< ., . yHl

et de la norme associée |-|//i(n)N> on

Théorème A.2.2. Les deux normes |.|Hi , sont équivalentes sur Il\ et on a

l’égalité Hx = H 1 (fi)N

Dans la suite on suppose que la frontière T de fi est de classe C 1 ' 1 .

Compte tenu du théorème précédent, toutes les propriétés de l’espace H 1 (fi) peuvent

le résultat suivant.

être transportées sur H \ par passage aux espaces produits. Plus précisément, on a

les résultats suivants.

f
_

v pj
C1 (fi) est dense dans Il\.

H] c— > H avec injection compacte ( Théorème de Rellich ).

Il existe une application linéaire et continue 7 : //j — � T? (r)W vérifiant Légalité

= u |r V«eC'(fi)N.7u

Cette application est dite application trace. Elle est définie comme le prolongement
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u |r pour tout UéC1 (fi) . L’application trace

[2 (rjAT n’esÿ. pas surjective. L’image de H\ par cette application est notée

Hr = Ht (r)N ; c’est un sous-espace de L2 (r)N qui est de Hilbert pour la structure

transportée par 7. en plus l’injection Hr *-*ÿ L2 (r)N est continue.

par densité de l’application u

i:Hx

H\ vérifiant l’égalitéIl existe une application linéaire et continue z : Hr

(5.30)7(*(0) = e
Le noyau de l’application trace 7 est {u G H\ /'yu = 0} = HQ (fi)N.

En notant par u = (14) la normale unitaire sortante à T, alors pour tout £ G Hr on

définit respectivement sa composante normale £„et sa composante tangentielle £r par

& = £.1/ €#2 (r) et £T = £ -£vv G HT (5.31)

où HT est, le sous-espace fermé de Hr défini par :

r}.HT = {£ G Hr /£v = 0 p.p. sur

(£t')&) est un isomorphisme de HrOn peut prouver de plus que l’application £

dans H* (r) x HT .

On note par H'r, H~ 2 (r) et H'T les espaces duals de Hp, H 2 (r) et HT • On notera

leurs normes respectives ainsi que leurs produit de dualité par : , -X . yn[.xHv-

IVè(r)’ x •’* et l*kx»r>
Pour tout £' G H p , ses composantes normale et tangentielle sont définies par :

X «U Vf € H* (r) (5.32)
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-< £r>£ >-Hi-xHT= -< HpXHp £ HT.

(C>£r) esÿ un isomorphisme de ffp dans if “2 (r) x H'r et compte

(5.33)

L’application £'
tenu de (5.31) - (5.33), il résulte

C>£ + X yH>Tx.Hr V£' G ifp, £ €ifr.

(5.34)

Moyennant l’application trace, on définit pour tout u G Hi les éléments 7„u G H 2 (f)

et 7rt/ G ffr par :

7*« = (TU)„, 7ru = (7«)t .

Nous rappelions aussi que si u G C1 (fi) , alors on a :

7« = u ||-, 7vu = u |r .17 7Tu = u |r — (u |r .v) v.

En outre, par souci de simplicité, on utilisera les notations u, uv et uT au lieu de 7u,

7„ÿ»/ et 7tw, pour tout u G if).

On définit l’ensemble des déplacements rigides 7Z par :

1Z = {u G i/i je (u) = 0} . (5.35)

On a alors le résultat suivant.

Théorème A.2.3. Si le sous-espace V fermé de ffi est tel que

vnn= {0} (5.36)
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Alors on a l’inégalité

Ie (U)\H ≥ CNH, (5.37)Vit G V.

où c est une constante strictement positive ne dépendant que de Q et V. L’inégalité

(5.37) est dite inégalité de Korn.

Supposons que Tj et 1ÿ2 constituent une partition de la frontière T de fl et soit V le

sous-espace fermé de H\ défini par

V — {u € H\ /7u = 0 p.p. sur Ti } (5.38)

On a le résultat suivant.

Corollaire A.2.1. Si mes F { > 0, alors l’inégalité de Korn est vérifiée sur le sous-

espace V défini par (5.38). Dans ce cas la constante c dépend de Q et IY

Le corollaire précédent nous conduit à :

Remarque A.2.1. Si mes Ti > 0, alors l’application u |e(«)lw est une norme

sur le sous-espace V défini par (5.38) équivalente à la norme |.|Hl-

(ii) Espaces liés à l’opérateur divergence

Comme dans le cas de l’opérateur déformation, il est naturel d’introduire l’espace Hi
lié à l’opérateur divergence défini par :

Hi = {a eH /Diva e H}.

Sur Tf] on considère le produit scalaire

-< a,r >-w, =-< a,T yn + Diva, Divr yH Ver, r G H\
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et la norme associée définie par :

M Kl = W\H + \Div(7\2H ■

De cette égalité on obtient :

klH ≤ klWl et \Div(j\H < klK, Va G Kj.

H sont continus. De plus,Donc l’injection 7ïy 7ï et l’opérateur Diva : 7i\

compte tenu de l’injection de H et H a des sous-espaces de D' etV en utilisant (5.25)

il résulte :

(5.39)-< Diva,ip >-D<XD + -< a,e (u) 0 Va G H, G D

(5.40)X Diva, </? yH + a,e (u) )ÿn= 0 VaeKi, if £ D.

Théorème A.2.4. L’espace {H\,< .,. est un espace de Hilbert.

On peut aussi prouver que l’espace

NxN
= {(T = (t7ij ) atJ = aji G C1 (fi) ,6” (°). i,3 = l,N

NxN
dense dans H. En outre, pour tout a G C1 (fi) on note par au le vecteur deest

composantes aÿvÿi = 1, N ( où // = (uj) est la normale unitaire extérieure à T ).

Comme dans le cas de l’espace H y, on peut définir l’application trace 7 sur l'espace

H\ à l’aide du résultat suivant.

Théorème A.2.5. Il existe une application linéaire, continue et surjective
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7:«i i/p telle que

■< 7a>£ J <JV.£,ds G i/r
r

NxWC'(W. (5.41)a G

et pour tout a G üi , l’image 7a G i/p est Tunique élément vérifiant l’égalité :

■< 7<T,7W yH'rxHr= -< <r,e(u) yH + -< Divo,u yH Vu G Hx. (5.42)

De plus, il existe une application linéaire et continue Z : H'r H\ telle que

7 (z(w)) = w Vw G i/p. (5.43)

Compte tenu de l’application trace, on définit pour tout a G 7/i les éléments 7va G

H~\ (T) et 7Ta G H'T par :

îvO = (7o)v , 7rff = (7<r)r •

NxN
Rappelions que si er G C1 alors, à partir de (5.42) , (5.32) et (5.33) il résulte

7ÿ = <* |p u, 7ÿ(7 = (a |r v)v , 7t<7 = a |r v - (a |r v) v.

Afin de rendre plus explicite les notations, on utilisera dans la suite les notations av

,<T„ et <JT au lieu de 7<r {)vo et 7Ta pour tout a G 'H\. Moyennant (5.34) et (5.42) on

a la double égalité suivante.

(7//,7U >~H'rxHr--< <Tv,Uv y
H- è(p)x//i(p) + °V,«T H'TxHT

=X <T,£ (u) >-w + Diva,U yH .
(5.44)

pour tout u G i/i et a G üi-

Soient Tj et T2 une partition de T et <7 G Wj. On introduit les définitions suivantes.
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au = 0 sur Ti ai/, 7« >-jffxtfr= 0, Vu G i/xtel que u = 0 sur T2 (5.45)

u„ = 0 sur r2
crv = 0 sur Ti 4=4--< crUj'yu >-jjÿXHr= 0, Vu G //jtel que (5.46)

Ur = 0 sur r.

u„< 0 sur Ti
(5.47)av < 0 sur Ti -4=4— < au,ÿu 0,Vu G iÿtel que

uT = 0 sur T.

uT = 0 sur r2
(5.48)aT = 0 sur Tj au,')!! yH‘rxHT= 0, Vu G tfitel que

= 0 sur T.

Ces définitions sont motivées par le souci de prolonger les définitions de ces mêmes

NxN
propriétés de C1 sur H\.

De plus on dit que au = h sur Ti si au — h — 0 sur T i et les propriétés av = h sur

T] , av < h sur Ti et aT = h sur fi sont définies de manières analogues.

On considère maintenant le sous-espace fermé V de 7i\ défini par

V = {a G Hi /Diva = 0 dans S7, au = 0 sur T2} . (5.49)

Le lien entre l’espace V défini par (5.38) et l’espace V est donné par le résultat suivant.

Théorème A.2.6. Soit mes Ti > 0. Alors s (V) est un sous-espace fermé de "H dont

l’orthogonal est l’espace V.

Compte tenu du théorème A.1.4, le théorème A.2.6 conduit au résultat suivant:
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Corollaire A.2.2. Soit mes Tt > 0. Alors pour tout T E H, il existe un unique

couple de fonctions (T,,V) E V x V tel que

T = T7 +e(v) (5.50)

où les espaces V et V sont respectivement définis par (5.38) et (5.49). En outre,

l’application r v = L{T) est linéaire et continue de H dans V.

5.2.3 Espace des fonctions à valeurs vectorielles

Soit fceN,l<p<ooetr>0. On rappelle que Wk,p (0,T, H) est l’espace des

distributions vectorielles « G 27 (0,T,H) telle que DjU E IJ7 (0, T, //) pour j = 0, k

et Dj désigne la dérivée d’ordre j au sens des distributions.

Si 1 < p < oo , alors Wk,p (0,T, H ) est un espace de Banach réel pour la norme définie

par :

( k T \Pf \Oju(t)\pdtj Vu E Wk* (0,ï\ H) . (5.51)\U\wk’P(0,T,H) —
En particulier, Wk,i (0,T, H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire

défini par :

-< U,V >-WkJ(0,T,H)= y.f DjU, DjV yu dt Vu, v E \Vk'2 (0,7’, II) . (5.52)

D autre part, \\rk'°° (0,T, H) est un espace de Banach réel pour la norme définie par

k

\U\w".™(0,T,H) = I>UPeÿ[0,T| \DjU{t)\I{ Vu E wk o° (o, r, //) . (5.53)
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Pour le cas particulier k = 0, on remarque que W0,p (ü, T, H) = Lp (0, T, II) et on

note alors la norme de If (0,T, H) par |.|LPÿ0 1 pour tout p > 1.

On rapelle aussi le résultat suivant.

Théorème A.2.7. Soit u : [0,T] H. Alors on a :

(i) u G W1’1 (0,T, H) si et seulement si u est absolument continue;

(ii) u G Wl'°° (0,T, H) si et seulement si u est Lipschitziènne.

Remarque A.2.2. En utilisant la définition de Wk,p (0 ,T,H), il est facile d’obtenir

le résultat suivant : Soient H\ , deux espaces de Hilbert réels et A : II \ Hi un

opérateur linéaire et continue, c’est-à-dire A G C, (H\, H2).

Si pour tout fcGN,l<p<ooet tout u G Wk'p (0, T, H1) on considère la fonction

Ak pu définie [0, T] par :sur

(Ak’pu){t) = Au{t) Vt G [0, T] , (5.54)

alors Ak’pu G Wk* (0,T, H2) et

djAkpu
< ||A||JC(//1,//2). — (t) V/ G [ü, 7'] ,j = 0,k — 1. (5.55)

lh //1

Par conséquent, l’opérateur Ak-p : Wk,p (ü,T. //,) Wk p (U, 7’, Hi) défini par (5.54)

est linéaire et continu.

Lemmes de Gronwall

Nous présentons ici deux lemmes de Gromvall, utilisés respectivement dans la démonstrations

du théorèmelS et celle du théorème 22. Pour la démonstrations de ces lemmes voir

par exemple Ionescu et sofonea [2] , Sofonea [2].
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Lemme A.2.1. Soient m,n G C (0,T,Rf) et a G R+.
Soit également y? €C (0, T, R) telle que

S 3

ip(s) < a+ J m(t)dt + J n(t)p (£) dt Vs G [0,T] .
o o

Alors la fonction p est majorée de la façon suivante.

+ J m ( t ) dtÿ exp J<p(s) ≤ n(t)dt Vse[0,T], (5.56)

Pour le cas particulier m= 0, ce lemme devient :

Corollaire A.2.3. Soient n G C(0,T, R+) et a G R+.
Soit également ip G C (0,T,R) telle que

ip(s) < a + J n(t)ip(t)dt. Vs G [0,T] .
o

Alors la fonction (p est majorée de la façon suivante.

t p(s)<aexpj ii(t)dt Vs G [0,T]. (5.57)

Lemme A.2.2. Soit m G Wl'°° (0,T,R+) telle que m (0) = 0 et m (t) > 0 pour

tout t G [0, T] et a > 0, b > 0.

Si p E L°° (ü,T,R) est telle que

p (s) < a + m (s) 4-b J p(t)dt Vs G [ü, 7’]
o

(5.58)

Alors la fonction p est majorée de la façon suivante.

+ b J m (£)d£ÿP (s) < m (s) + expbs Vs G [0, 7'] (5.59)
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Résumé

Le but de cette thèse est l’étude de quelques problèmes de contact avec ou sans
frottement pour des solides déformables. Les lois de comportement considérées sont
élastiques ou viscoplastiques, dépendant d’un paramètre (la température, par exem¬
ple). Le contact est modélisé par les conditions de Signorini sans frottement ainsi
que par la loi de frottement de Tresca. Dans l’étude des problèmes mécaniques on
considère des formulations variationnelles qui représentent la transposition en lan¬
gage de dualité et de convexité du principe du travail virtuel. Pour ces modèles on
établit des résultats d’existence, d’unicité ainsi que la dépendance continue de la
solution par rapport au paramètre, en utilisant des méthodes spécifiques à l’analyse
fonctionnelle non-linéaire. Cette thèse est divisée en quatre chapitres et une an¬
nexe. Le premier chapitre est destiné à rappeler les principes et les résultats essen¬
tiels de la mécanique des milieux continus et à formuler les problèmes mécaniques
traités dans la suite. Dans le second chapitre on étudie le problème de Signorini
sans frottement pour les matériaux élastiques. Dans le troisième chapitre on étudie
un problème élastique de contact avec frottement de Tresca. Dans le quatrième
chapitre on étudie un problème quasi-statique de contact sans frottement pour des
matériaux viscoplastiques. On termine cette thèse par une annexe contenant les
outils mathématiques qui ont servi pour établir les résultats présentés ici.

Mots-Clés : élasticité, viscoplasticité, contact avec ou sans frottement, problème
de Signorini, loi de Tresca, solution faible, opérateur fortement monotone, sous-
gradient, inéquation variationnelle, point fixe, pénalisation.

Abstract *

The purpose of this thesis is the study of some contact problems with or without
friction for deformable bodies. The constitutive laws considered here are elastic and
viscoplastic and may involve a parameter, say the temperature. The contact is mod¬
eled with Signorini’s conditions without friction or with Tresca’s friction law. In the
study of the mechanical problems we consider variational formulations which repre¬
sent the restatement of the virtual work principle in terms of duality and convexity.
For these models we establish existence, uniqueness and continuously dependence
results of the solution with respect to parameters, using arguments of nonlinear
functional analysis. This thesis is divided in four chapters and an appendix. The
aim of the first chapter is to recall the background of mechanics of continua and
to present the problems statements. The second chapter is devoted to the study
of the SlgfioHni’s problem for elastic materials In the third chapter we study the
frictibnal contact of an elastic body using Tresca’s law. In the fourth chapter we

We close this thesis
tti order Mr

study it rtnusifctfttli» frlht,inn less problem for a viseoplastlc body.
M. WfclMt titHndMN Mi* mfthi ..mt l.numi i.,H| Mois Httsri
the results presented here.

Key Words : elasticity, viscoplasticity, contact with or without friction, Sig-
norin’s problem, Tresca’s friction law, weak solution, strongly monotone operator,
subgradient, variational inequality, fixed point, penalization.




