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Introduction

Durant les vingts dernieres anneés la méthode d’éléments finis mixte a joué un role trés
mnportant dans Pétude des problemes d’écoulements.La formulation mathématique des
problemes d'é¢coulements des fluides laminaires incompressible est basé sur les équations
de Navier-Stokes. '

Pour ces équations, plusieures formulations ont été devloppées et le choix d'une for-
mulation dépend des quantités physiques objectives.La formulation mi:te vitesse pression
est la plus utilisée,vue sa simplicité et son cadre fonctionnel adequat.

La théorie de base des methodes d’éléments finis mixtes pour la résolution des problemes
du type point selle a été introduite par Ladyzenskaya [17],Babuska [2] et Brezzi [7].Cette
théorie a ¢té appliquée aux problémes de Stokes et d’élasticité linéaire voir Crouzeix-
Ravairt [10],Fortin [12],[13], Stenberg-Pitkaranta [23], Stenberg [27],[281,29],[30] et généralisée
pour les equations de Navier-Stokes, voir Girault-Ravairt {14],[15], Cuvelier [111, Gun-
zberger [16].

Pour obtenir des résultats optimaux sur la convergence,les espaces d’approximations
doivent ¢tre compatibles.Pour les equations de Stokes,ceci est garantie par la vérification.
de la condition inf-sup dite condition de Babuska-Brezzi [2],[7], la condition inf-sup est
trés importante puisqu’elle nous assure la stabilité de I'approximation choisie.

Malgré que les approximations d’ordres bas tels que Py — P et Q1 — Q| sont simples
et générent des matrices creuses,elles ne sont pas stables.Néomoins, en utilisant deux
niveaux de discretisations Nafa et Thatcher [22] ont montré la stabilité de 'approximation
P — l’,(_’:ﬁ, I) pour les cas bidimensionnels et tridimensionnels.Dans notre travail on se
sert de cette approche et de la théorie de stabilité locale [27],[29],[30] pour introduire
d’autres approximations a ordres bas dans les cas bidimensionnels et tridimensionnels,
qui satisfont la condition de Babuska-Brezzi.

Les approximations stables des equations de Stokes conduisent a la résolution d’un
systeme algébrique symetrique mais non défini positif, par conséquant une résolution
directe parait trés couteuse,

Dans cette thése, on propose des préconditionnements du systéme généré en utilisant
la methode de décomposition de domaines, ce qui rend 'algoritheme de résolution plus
¢hcace,

Notre travail comprend trois chapitres. Dans le chapitre | on introduit tout d’abord
les equations de Navier-Stokes avec différents types de conditions aux bords nécéssaires a
Petude de ces equations. Puis on s’intéresse a Papproximation du probleme de Stokes par les
methodes déléments finis mixtes.Dans ce contexte on rappelle la condition de stabilité de
ces methodes et quelques techniques qui permettent sa vérification.On termine ce chapitre
en donnant des exemples concrets d’approximations stables.

Le chapitre 1, comprend la partie la plus importante de notre travail.Dans ce chapitre
on s’ intéresse a 'étude de la vérification de la condition de stabilité en utilisant la tech-
nique des macro-¢léments Stenberg [27],[29],][30], Nafa-Thatcher [20],[22]. Dans notre
étude on distingue deux classes de macro-éléments et on se sert de cette analyse pour

\ construire de nouvelles approximations d’ordres bas stables pour les cas bidimensionnels
SV Qe tridimensionnels,

Dans le chapitre I, on introduit la methode de décomposition dv domaines pour le

probleme de Stokes. Plus précisément on se sert de cetie methode pour préconditionner la
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matrice de capacitance associée,ce qui rend 'algoritheme de résolution plus éfficace.A la
fin de ce chapitre on présente la methode de relaxation, qui est une autre approche pour
la résolution du probleme de Stokes. :



Chapitre |

METHODES MIXTES POUR LE
PROBLEME DE STOKES



1 Les équations de Navier Stokes:

Considérons les équations de Navier -Stokes qui décrivent 'écoulement d-dimensionnel

dun fhiide visqueux incompressible:

[ pls 4 520y ,’:‘)—Zf,’:,% = pfiVi=1,..d....(1.1)
1 divu =3 Dyi(u) = 0 (conditiond’incompreéssibilité).....(1.2)
ou:
o, = 2uDi(u)— Pb....... (1.3a)
Dij(u) = 1(_;4+d,_1) ...... (1.3b)

Dans ces équations :

w = (uy, Uy, ..., uq) représente la vitesse du fluide,
p : densité du fluide(constante),
p > 0 : viscosité du fluide(constante),
P : Pression du fluide,
I = (fi.[s...fq) représente la densité des forces appliqués par unité de masse,
o = (0;;);, désigne le tenseur des contraintes(Stress tensor).

5 — lsre=y
Yl 0sti #£ g

et

Comme d’habitude on pose:

ici p et v osont applées pression et viscosité cinematique.
Avee ces notations les équations de Navier Stokes deviennent :

?u +Z - U’ :U —_ )VZ LI()T.IL(__+1)1‘ = f.”VT—— 1,.. d,- (1 )a),
divu = 0,.....(1.5b).
On note que losque dreu =0 on a:
ab;, 1 9, ()u, duJ L & 0% 0%y
Z ﬁ_(—)T-_‘- ) Z . ()1 ()xi) ) E( ox? + 017‘(')3:,')
g=1 g=1 J 7 =1 J 7
Mais:
d . d
. — 1 du, ()‘I.Li ()u; B
(/u*u:;/)ﬂ-(u): ;\—‘( )JL+(T);':) :ZJZ
- 1
d’ou : I ()
o dr;;(u . d 02 du
Z»,:n‘-;)_;:— - % ( +31 (E‘JL))
L 0D () ‘ O
S e = i G :21 iai (Z=1 ;IL)
()lj' J
y OD;(u) !
ZJ:[ . ()J‘j ) - ZJ 1 dl"’



SOl :

LoD () )

;T = EAUi,VZ: 1, ..... ,d, ...... (16)
Ainsi les équations (1.5) peuvent etre écrites vectoriellement comme suit :

du du .

— 4+ uj— —vQhu+gradp = f...(1.7a),

ot ! or; '

divu = 0,..... (1.7h).
avec:

( = (Upy.erery Ug) .
i Au = (Auyy .oy Dug)

Remarque 1 : (/ne autre maniére d’écrire les équations de Navier -Stokes consiste a
introduire un parametre appele nombre de Reynolds qui mésure Uéffet de la wviscosite sur
Uécoulement et gu'on deénole Re.

Dans ce cas les équations de Navier- Stokes peuvent s’écrire sous la forme:

u Py, du At J foo(18
oY =1 U 0e, W w4+ gradp = f,....(1.8a),
divu = 0,....(1.8).

On voit. quon obtient de nouveau les équations (1.7) avec v remplacé par #-, Re est
habituc¢llement donné par :

UL
he =L (19

14

ou: . [ représentent respéctivement une vitesse et une longueur caractéristiques a l’écoulement

du fhide.
Si on considere dans les équations (1.7) seulement le cas du régime permanent stationnaire

c'est -a-dires

du
ot
on obtient les équations de Navier -Stokes pour le cas stationnaire i.e:
y du
lelujf)——I/Au-{—g'radp = f,....(1.10a),
’ ory
divu = 0,...... (1.10b).

Le fluide est généralement contenu entre des frontieres ,et il doit -y- rester ainsi.Pour que
le probleme soit bien posé on doit éxiger des conditions aux bords.

2 Les .conditions aux bords:

Soit Q un ouvert bornée de R, d = 2,3 la région du fluide avec une frontiére 92 suflisament
reguliere.

Pour avoir un probleme bien posé les équations de Navier-Stokes stationnaires doivent
etre complétées par des conditions aux bords.Lechoix de ces conditions n'est pas facile,
mais la physique et les éxpériences nous donne les grandes lignes qu'on doit suivre pour
un tel choix.On note qu'il y'a plusieurs types de conditions aux bords,on présente ici trois

Lypes:



2.1 conditions de Dirichlet sur la vitesse:

Fn raison de la nature élliptiquedes équations différentielles pour les composantes de la
vitesse (présence de Awu) une condition sur cette derniere peut etre imposé le loug de
toute la fronticre et elle est donnée par :

u = g sur JN.....(1.11)
g est un champ définit sur J€Q2.Elle peut étre écrite:
UL = Gl Ud = Gdyeenee (1.12).

cette condition peut ¢tre imposée seulement sur une partie I'y de dQ i.e u = ¢ sur I';.

2.2 conditions symétriques:

Par {ois le probleme considéré, possede une symétrié dans la région du fluide a travers une
surface lorsque @ C R*ou une ligne lorsque @ C R?%,dans ce cas cette symétrie entraine
les conditions aux bords suivantes:

oli: 1./, sont les vecteurs unitaires dans le plan tangentiel et n = (y 72, 73)'représente le
veetenr unitaire normale a la surface (ligne) de symétrie.
2.3 Conditions de tractions:

Jusque la on a seulement parlé des conditions aux bords sur la vitesse, mais la pression
pent apparaitre dans les conditions aux bords qui peuvent étre présentés sous la forme:

0 o il -
(vt =—pm +vgtn +vsin = hi,.....(1.16),
D A , D _ -
vEsg 4 (v = p)ne + v5Ens = hoy....(1.17),
D D u, : .
vism vty + (viE - phys = ha,...... (1.18).

ou: h = (hy hy, hy)est un vecteur donné.

3 Les équations de stokes:

C'onsidérons A nouveau une autre simplification des équations(1.10).En supposant que la
vitesse est sullisament petite pour que les termes non lineaires:
Ju;

T p—
7o
dx;

soient négligdes, on obtient les équations de stokes:

R,

* —vQAu+ gradp = f,.....(1.19a),
divu =0 = 0,.....(1.19b)



4 ~Formulation variationnélle du probleme homogéne
de Stokes:

Pour simplifier ’'éxposé on considere des conditions aux bords homogenes et nous signalons
que le cas des conditions non homogene peut etre traité sans difficulté.
Le probleme homogene de Stokes s’écrit:

Trouver la vitesse u = (uy,....uy) et la préssion p tq:

—~vu+ gradp = fdans Q....(1.20a),
divu = 0 dans Q....(1.200),
u = 0 sur J0......(1.20¢).

ou: [ (L2(2))4,Q ouvert bornée de R4, d = 2,3 de frontiére I assez réguliere.

Dans le but d'introduire la formulation variationnelle du probleme homogene de Stokes,
définissons les espaces fonctionnelles suivants:

ol espace L4(£2):0n note par L(Q) I'espace des fonctions a carré intégrable sur € munidu

prodnit scalaire (.,.) et de la norme || . ||, définis par:

ol espace L3(Q): LEQ) est défini par:
12(2) = {f € L2Q) | /SZ [d0) = 0} ........ (1.23).
ol. cspace 11"(Q), m € N:On note par H™(Q) Pespace de Sobolev défini comme suit:
H™ () = {f € LAQ) | D[ € LA(Q);1 < [kl S m}o.o....(1.24)

D¥ wdésigne la dérivée généralisée d’ordre |k| donnée par:

Okl f Prrts +ka f

ol = (wye ) € Rk = (ky, ..., ky) € Niet |k| = ky +...... + kg H™(Q) est muni de

la norme:

1<lk|<m

On détin ausst sur [/™(€2) lasemi norme:

[kl=m

En particulier pour m = 1 on a:

1Y) = {./' € 1/(32),-;)12 €LAQ) i =1, ,d} ..... (1.28).

Jr;

avec la norme:



17l = L+ S | 2] )2 (1.29)
= (LSS + IV Sl

Définissons aussi Pespace HJ(2) comme suit:
1) = {f € Q)| [ =0sur 90} ....(1.30).

Il est bien connu que la cemi norme:

df
l)»'|

YW2= [V flly o (1.31).

Ifl, = Z

o

est une norme sur f}(Q) équivalente a la norme || . ||,induite par /F7().
On remarque que: 119(Q) = L2(9Q).

Pour les fonctions véctorielles, on pose:

LAY = {J = (fry oo J)i fi € L3O = 1y d e (1.32),

et onmene cet espace de la norme:

: d
2 -
Hf”() = (ZHfiHu)l/zv """ (133)
1=1
de maniere analogue, on pose:

(") = {f = (f1yoenns )i fi € H™M(Q),i =1, d} .. (1.34)

quon munit de la norme:

Il = ZNLLHW ------ (1.35).

de méme on définit:
(M) = {f € (H ()] = 05ur 90} ......(1.36).
pour cet espace | les deux normes sutvantes sont equivalentes:

IS = (S Al 2 (13T,
[ [1= (2 A2 (138)

Aprés avoir introduit tous ces espaces,passant a la formulation variationnelle du
probleme homogene de Stokes.
Pour cela, soient w € (1} (2))%et ¢ € L) deux fonctions testes en multipliant (1.20a)

et (1.20h) réspéctivement par v et get en intégrant on aura:

—v [ DuodQ + [ VpodQ) = [y fodQ
Jo drvou gdQ — 0
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en utilisant la formule de Green on obtient:

v [, VuNvedQY — v [,o Vunods — [o divopdQ + [ho pnods = [ fodQ2
Jo divu gdQ = 0

en tenant compte du fait que v = 0sur J€2, on obtient:

v [, Vu.NVodQ — [ divopdQ = [ fodQ
Jo drvugdQ = 0

ainsi le probleme faible associe au probleme homogene de Stokes(1.20) s’écrit:
Etant donndée [ € (L2(2)) trouver u € (H Q)Y et p € L3(Q) tq:

v (Vu, Vo) = (dive,p) = (f,v): Vo € (HH{Q))".....(1.39a)
(divu,q) = 0;Vq € LE(Q) ... (1.396)

ce probleme, est un exemple typique d’une classe de problemes variationnelles qu’on va
présenter.en donnant les resultats qui garantissent ’éxistence d’une solution unique.

5 Probleme variationnel général:

. . . . ’ '
Soient X. M deux espaces de Hilbert de normes respectives || .||, ,!].1],, et X', M leurs
duaux. C'onsiderons le probleme suivant:

Ftant données [ € X' € M’ trouver (u,p) € X x M tq:
a(u,v) 4 b(v,p) = (l,v),Vv € X...(1.40a),
b(u,q) = (¢,q).Vg € M...(1.40b).

our a: N x X — Reth: XN x M — R sont deux formes blineaires et (, ) désigne le
. o o - . .

produit de dualité¢ entre X'et X' ( respéctivement entre M et M).

L >éxistence d'une solution unique de ce probleme est garantie par le théoreme suivant:

Theoreme 1 :Supposons:
Hy oz (continuite de a el b) qu’ls €ristes deur constantes positives ¢y, ¢y tg:

la (v w)] < flolly . lwll g Vo, we X
o) < 2 el - lally Vo € X, Vg € M

Hy (7 Cllipticité de a) qu'il Ceiste une constante positive o* tq:
a(v,v) > o |lo|5 Yo € Z

aveee!

Z={ve X:bv,q)=0Vqge M}

Hi:(condition inf-sup) qu’ il éxiste une constante 3™ positive tq:
3 P/ q /

b(v,q)
sup
veE N !I”[I X

> 3" Hq”M ,V(/ € 1M(141)

v“‘ilm:ﬁ, le probleme (1.40) admel une solution unique (u,p) € X x M.
LALE .

A

Démonstration Voir (I'-Brezzi [T])



6 Application au probléme homogene de Stokes:

On sait d’aprés ce qui préceéde que le probleme faible associé au probleme homogene de
Stokes s'¢erit: ‘
Trouver (u,p) € (H}(Q))¢ x L) tq:

(Vu, Vo) — (dive,p) = (f,v); Yo € (H()4......(1.424a),
(divu,q) = 0;Vqg € LE(N)......(1.42b).

qui est un exemple typique du probleme (1.40) en prenant :

a(u,v) = v(Vu,Vv),b(v,q) = —(div v, q)
X = H ()4, M = L)

Il est immddiat que les conditions H,, Hysont satisfaites.Pour montrer que la condition
Hjest satisfaite i.e qu'il éxiste g* > 0 tq:

sup
veE(HL($2))d |’Ul1

on a besoin du lemme suivant :
Lemme 1 :Soit ¢ € L3(Q),dl éxiste un élément unique v € H}(Q)4tq:
divo =qet|v|i<cllqlly,c constante positive.

Démonstration: Voir (V-Girault,P-A-Raviart[15]). -
D aprés le lemme précédent,pour ¢ € L2(Q) il éxiste v € HY () tq: divv =get |v 1<
cllgll, Ao

divv,q gz 1
(o) _ lallo 5 Ly
ol el e

done:

(dirv,q)

sup , > " llqlly » Vg € L3(R)
vE(HL(12))d f”ll
aved l
BT = -.
c

Ainsi le théoreme | assure Iéxistense d’une solution unique pour le probleme (1.42).

7 Probleme d’approximation général:

Ou conserve les mémes notations que dans le probleme (1.40) et on conserve aussi les hy-
potheses qui garantissent ['éxistence d’une solution unique du probleme (1.40) i.e /1y, H; et
H.

Soit maintenant A > 0 ,un parametre de discretisation appelé a tendre vers zéro.Pour
chaque I > 0soient X, C X et M, C M deux espaces de dimensions finis qui approximent

WX et M.
}\( !
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Remarque 2 :[/ne telle approrimation est dite conforme .Si les inclusions ne sont pas
respectées on dit que approximation est non conforme.
Dans notre travail on s’intéresse seulement a des approzrimations conformes.

Par analogie avec le probleme (1.40), définissons le probleme suivant:

Trouver (up, pr) € Xp X My, tg:
aup,v)+ b(v,pr) = (lLv),Yv € Xj......(1.44a),
bup,q) = (,q) Vg € My.....(1.440D).

L’éxistence d’une solution unique de ce probleme est garantie par le théoreme suivant:

Theoreme 2 :Supposons :
(Hy)p (7, Clipticité de ) qu’'il existe une constante « > 0 indépendentede h tq:

a(v,v) > allvly Vo € Z
avec:
Zn={ve Xy:b(v,qg) =0,YVg € M}
(H3)), :(condition inf-sup discrete) qu’ il éxiste une constante 8 > 0 indépendente de
h tq:
b(:
sup (v, )

O;éve)(,‘”“'lx

Alors, le probléme (1.44) admet une solution unique (up,pr) € Xy X My.De plus , il €xiste
une constanle ¢ > 0 indé€pendente de h tq :

> B llqllpy > Vg € Moo (1.45),

u— -+ p— p <,{'f —vlly + Inf |lp — }
le = wunlly +llp = pally < e Ulélellu vllx +q1€nmllp gll
ou (u,p) ¢t la solution du probleme(1.40).
Démonstration: Voir (V-Girault,P-A-Raviart[15]).

Remarque 3 :et'n géneral 7, ¢ Z ainsila condition (H, ), ne peut etre déduite directement
de la condilion Iy du théoremel.

o Pour avoir une bonne méethode d’éléments finis les espaces Xy, My doivent étre choisis de
telle sorte qu'ils satisfont la condition inf -sup discrete (1.45).i.¢ la condition de Babuska
-Brezzi est une condition de compatibilité entre Xy et My,.

8 Application a Papproximation du probleme ho-
mogene de Stokes :
Le probleme discret de Stokes s'écrit:
Trouver (up,pr) € Vi x Qn tq:

\ v(Vup, Vo) = (divv,py) = (f,v),Vv € Vj,.....(1.464a),
RS (divup,q) = 0,Vq € Qp.....(1.46h).

13



ou:
W C(HLHQ))Y, Qr C LE(R) sont les espaces d’approximations.
a(u,v) = v(Vu, Vv)
b(v,q) = —(deov,q)
et on prend: ' A

Zp = {v € Vy: (divv,q) = 0,Yq € Qur}.

On voit que la condition (I1,), du théoreme 2 est satisfaite et I'existence et 'unicité de
la solution du probleme (1.46) sont garanties par la vérification de la condition inf-sup
discrete i.¢ 'existence d’une constant 4 > 0 indépendente de h tq:

(divv, q)
sup  —————>
O#veV, “U|1

> (gl - Vg € Qheennn(1.47)

Remarque 4 : On note qu’a cause de (1.46b) la solution (un, pr) est telle que: uy, € Zy,.

Dans ce qui suit on s'intéresse a 1’étude de certaines techniques qui permettent la -
vérification de la condition de compatibilité (1.47) pour le probleme de Stokes.

8.1 Téchniques de verifications de la condition inf-sup pour
le probleme de Stokes:

Téchnique de stabilité globale:

Fortin a ¢tablit dans [12] que si on arrive a construire un opérateur mj, : (H}(Q))? —
Vi tg:
(divv,q) = (div(mpv),q), Vg € Qn

et
|mpel, < elol, Yo € Vi, ¢ constante positive indépendente de A

alors, la condition inf-sup discrete (1.47) est satisfaite.
En effet: si un tel opérateur existe,alors Vg € Qpjon a:

. {divv,g) . !diu Th u),_q)f . divv,q! 1. divv,g)
SUPoguer, o 2 SUPLeI@) T Trnl, = SUPLe(HU@Q) T, 2 ¢ SUPwe(i@)¢
d’ou
(drvv, q)

sup
O#vely 1'”11

1
c2=p lall, = Allglly Vg € Qu

ou: ™ est la constante de la condition inf-sup continue (1.43).

Téchnique de stabilité locale:

La difliculté dans la vérification de la condition inf-sup provient de sa nature globale, c’est
ainsi que Boland - Nicolaides dans [5] et Stenberg dans [27] ont introduit une technique
qui permet de réduire la vérification de la condition inf-sup globale a la vérification d'une
condition inf-sup locale bien sr facile & établir.
‘l\-\ Oun revient en détails sur cette technique dans le chapitre prochain ou on s’interesse

A} . . ’ ’ . . N
seulement a la technique des macro-éléments introduite par stenberg dans [27].
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Remarque 5 : La condition inf-sup discrete (1.47) a les formes équivalentes suivantes:
*[l éxiste une constante 3 > 0 indépendante de h tq:

liv:
inf  sup M 2
0#£9€Qn 0ve vy, [0 |91l

* Il €riste une constante 3 > 0 indépendante de h tq: .

inf sup (divv,q) > B
llallo=1,9€Qn Ju], =1,0e V)

*xVq € Q) il criste v € V), tel que:
(dive,q) > cllqllg et loly < llqll

* [l est de mcme pour la condition inf-sup continue (1.43).

8.2 Exemples d’éléments stables et instables pour le probléeme
de Stokes:

On se restrient seulement au cas ol 0 est un domaine polygonal de RZ.
Soit 7, une partition de  par destriangles ou des quadrilateres convexes , naturelement
la partition est supposée réguliere i.e:ll éxiste une constante o > 1:

hiy <o.pr VK €1y
ou:

hy désigne le diamétre de A’
pr désigne le diametre maximal de tous les circles contenues dans A .voir Ciarlet(8].

Choisissons pour le probleme (1.46) Vj, Q) comme suit:
Vi = {0 € (H(Q))* | v |w€ RUK);VK € i} ......(1.48),
Q=44 € LA NC@) | ¢ |kE Rp(K) VK € ). (1.49).

ou:

Qu={q€ LAN | ¢ |x€ I (K):VK € mh} ......(1.50)
ou: ,I' e NPourme N :

R (K = P, (K)si K est triangle....(1.51a)
" 7] Qu(N)si A est quadrilatere....(1.51b)

* 2, (V) désigne éspace des (fonctions) polynomes de degrée < msur K i.ep I P,.(K) est delaforme

pla)y =Y agriey, ai; € Rox = (ry,1,)
0<i+y<m
*(),.(N) désigneéspace des (fonctions) polynomes de degrée < m par rapport a chaque
variable sur KN.i.e p € Q,,(K) est de la forme:
\ plr) = Z aijeixh,a; € Ry = (x1,22)
[}

<, <m

N \

15



Theoreme 3 : Supposons que la solution (u,p) du probléme (i.20) satisfait:
we (H () r>1et pe H(Q),s >0

el soil (uy.py) la solution du probléme (1.46) . Alors, si la condition inf-sup discrete
(1.47) est salisfaite; on a les éstimations d’é€rreurs suivantes:
=y + I = pally S e[ lul,, + A% [1pl], ) (1.52)
o
gy =min{r,l+1},¢2 = min {s,' + 1}.

De plus si Q est convere on a:
= wnlly < clh® full, + A lp], ] (1.53)

Démonstration: Voir (V-Giraut , P-A-Raviart [14]).

Donnons maintenant des exemples d’éléments stables et instables:
(a) Lélément Qy — Q) :Soit 7, une partition de Q par des quadrilatéres convexes et
choisissons:

Vi ={v € (Hs(Q) N C(Q))* | v [w€ (Q2(K)): VK € 1},
Qrn={g € LZYNC(Q) | q|v€ QiK);VK € 7.}

Pour chaque K" € 7, on a les noueds représentés comme fans la fig(1).

Cet ¢lement généralement appelé élément deTaylor - Hood est stable c’est-a-dire que la
paire (V). ()),) satisfait la condition inf-sup (1.47) voir (Verfurth [31]), (Stenberg [30]).Pour
cet élément on a les éstimations d’erreurs suivantes:Pour u € (H3(Q))%,p € H*(Q) :

= unly + p = pally < ch?[fully + plly)owne(1.54).

De plus, si €2 est convexe on a:

= wunlly < ch®[|Jully + lIplly)-....(1.55).

® noend de vitesse

W hocud de pression

fig 1

(b) Lélément @@, — F1:0n conserve la méme partition que celle del’élément @, — @y et
choisissons:

hd Vie=A{v € (gD NC(Q))* | v k€ (QuK)%VEK € mi},
CoN Qn=A{g€ L5(Q) | qIxe P(K); VK € 1}

16



Pour chaque N € 74, 0n a les noeuds représentés comme dans la fig(2).

-
@ nocud de vitesse
¢ % nocud de préssion (trois degrés de liberté)
-————&
fig2

La paire (Vj,, Q) satisfait la condition inf-sup (147) voir (Fortin [13]) et (Stenberg
[27]),pour cet élément on a aussi les éstimations d’erreures(1.54) et (1.55).
(¢) L'élément Py — Py :Soit 7, une partition de 2 par des triangles et choisissons:
Vii={v e (HJ(Q)n Q )? [ v|k€ (P(K)%: VK € mhl,
Q;L—-{(]E ]40 QN C(Q 2|q|1\€ P1(1\) V]X’ETh}.

Pour chaque K o a les noueds representés comme dans la fig(3)

® noeud de vitesse
% noeud de préssion

fig3

Il est bien connu que cet élément ne satisfait pas la condition inf-sup (1.47).

(d) Lélément Q; — @, :Soit 7, une partition de Q par des quadrilatéres convexes et choi-
sissons:

Vi = {v e (Hg() N C( )2 v k€ (Qi(K)%5 VK € Tl
Qn={g€ Lg()nNC ) | q k€ QuN); VK € T4}

Pour chaque K € 7, on a les noueds représentés comme dans la fig(4)

® noeud de vitesse
%, hocud de préssion

fig4
A

Il est bien connu que cet element n'est pas stable (voir Gunzberger [16]).
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Remarque 6 : Dans notre presentation d’€léments stables et instables on a construit Vi, Q,
a partir d approrimations polynomiales de la vitesse et de la pression sur la méme partition
Th-

Une autre approche consiste a approximer la vitesse et la pression sur des partitions
differentes mais bien reliés ce qui permet de construire d’autres éléments stables, cequi
est le cas de Iélément suivant:

(e)L’élément Py — I’,(,’;‘, h) : Soit 7, une partition de Q par des quadrilatéres convexes,et
introduisous la partition Tu on subdivisons chaque K € 7, a 8 petites triangles comme
dans la fig (H):

fig 5

Choisissons:
—_— 2
Vi={ve(HM)NCQ)?|v|ne P(K);VK € T%},
Q1 = g € L2Q) | g Ike P(K) VK €4},

on a les noueds représentés comme dans la fig (6)

@ noeud de vitesse
% nhoeud de préssion (trois degrés de liberté)

figo6

Nala et Thatcher ont demontré dans [22] que le paire (Vi, Q1) satifait la condition inf-
sup(1.47) .Pour cet elément on a les éstimations d’erreures suivantes:Pour u € (H?*(2))* et
pe N (Q):

= unly + lIp = pally < chllull, + [Pl ) 1.56).

De plus. st © est convexe on a:

e = unlly < ch®[lull, + Ip|l,]-.....(1.57).
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Remarque 7 :e Dans le chapitre qui suit on se sert de cette téchnique el de la stabilité
locale voir [27],[29],[30] pour construire d’autres €léments qui sont stables.

olne autre technique qui permet de construire d’éléments stables consiste a enricher
Uespacc dapprorimation de la vitesse Vi par des fonctions bulles ce qui est le cas de
Uélément swivant:

(/)1 élément P =bulle Py Soit. 7, une partition de £ par des triangles et choisissons:

Vi = {v € (I (Q)NC(Q))* | v € (Pi(K) & Bs(K)); VK € b,
(2/1 = {([ € Lé(gl) N CT(S)) I q Il\e ])1(]\’);V]{ € Th}-

Les ¢léments de I345(A') sont des fonctions bulles sur A et elles sont de la forme a( K)A; Ay A3 ou
alN) € It et N,i = 1,2.3 désignent les coordonnées barycentriques sur K.Pour chaque
K € 7, on a les noueds représentés comme dans la fig(7).

® noecud de vitesse
% noeud de nréssion

fig 7

(Arnold - Brezzi - Fortin) ont demontrés dans [1] que le paire (Vj, @) satifait la
condition inf-sup(1.17).

Remarque 8 :e/ ‘analogue tridimensionnel de Uélément bidimensionnel Py — bulle | P
est stable coir (A Soulaimani ¢l all [26]).

ol ' analogue lridimensionnel de Udlément bidimensionnel Py — Py (%,h) csl stable, voir
(NafaThatcher [22]).

o Léldment (Qy — bulle | Q) est stable voir (Mons-Rogé [19]).

Remarque 9 :lesapproximations d'ordre bas sont interessantes putsqu’elles sont simples
et donnent des ordres de convergences résonables. Deplus, elles sont moins couteuses dans
la mise cn ourre ¢t géncrent des matrices creuses ce qui rend 'algorithme de résolution
efficace.
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Chapitre 11

ANALYSE ET APPLICATION DE
LA TECHNIQUE DE STABILITE
LOCALE

20



1 Introduction:

Comme déja noté au chapitre précédent ,on sait que la difficulté dans la vérification de la
condtion de Babuska Brezzi réside de sa nature globale c’est ainsi que Boland- Nicolaides
dans [5] ¢t Stenberg dans [27] ont localisés cette difficulté.Dans notre travail on s’intéresse
seulement i la téchnique des macro-éléments pour le probleme de Stokes.

Dans la suite de 'éxposé, on suppose en plus que la région Q est polygonal (d = 2)ou

polvédrigue (d = 3).

2 Téchnique des macro-éléments:

Soit. 7y, une partition de  par des triangles ou des quadrilateres convexes en dimension
deux ou par des tétraédres ou des hexaédres convexes en dimension trots, naturellement cette
partition est supposée réguliére dans le sens usuel 1.e:

il existe une constante 6 >1:  hyy < o.pn VYN € T (2.1)
ou:
hy @ désigne le diametre de A
prc deésigne le diametre maximal de tous les cercles (spheéres) contenues dans i\

comme d’habitnde:

h = max{h}.
Nery,

Supposons aussi que les espaces d’éléments finis peuvent étre uniquemen!, définis en util-
o /\ /\ . ’ . ’
isant un ¢lément de reference | (N sera un triangle . un tétracdre,un carré,un cube
: N A
(unité)) et quon a deux dspaces polynomiaux de dimensions finis V et () .Deplus, pour
chaque N < 7y, Csoit I Papplication afline (triangles, tétracdres), bilineaire(quadrilateres),
A

trilincare (héxahedres) de 7 sur A Par exemple si A est quadrilatere Fi est comme dans
la (fig.N).

9
~ 0
3
4 (%4 .ya) (C NG
] F. bilinéaire K
R — > (X ,y1) L@y
~ .
—-> X
N
> X
! fig 8



A A
1

Fio = (Mo B9): 133, 0) = ai + b 2 +e § +d; 29,0 = 1.2,et:

F1(0,0) = (Txayl)
/'11\‘(170\) = (‘1'.'25 !/2)
1300, 1) = (a4, ya)
Fi(1.1) = (r3,y5)
(‘hoisissons: '
= {v e (H{Q) | v(x) =0 (F7'(x)), IEV re K, Kem)... (2.2).
On = {qg € L2(Q) | q(;r) —0 (F7 (0)),0€0, ¢ € KK € Th}oon (2. 3)

ou:

- A
O = {g € LX) N C@Q) | qle) =4 (F7'(2)),4€Q, v € KK € m}....(2.4),

Déf 1: On désigne par un macro-élément 'union d’un ou de plusieurs éléments voisins (ic Th.
gne g
On dit qu'un macro-élément M est équivalent a un mduo -élément de référence M 51
Déf 2: ! )

on peui définir une application bijéctive, continue: F' ]U—' M tq:

(i) 1(31) = M

.. . N ) A, N /\, . /. A , A, N
(¢2) si M= UL, Ko K,y = 1,..m sont des élémentsde Malors:K; = F(K;)ou
Kj,j = 1.0 sont deséléments de M.
W) M la= 1ol = 1,....an ou I, Fa sont réspictivement ’application de
IN K, N J Ky K,
J J

A A
I’élément de référence I\ sur A et Papplication de I'élément de référence K sur K .
On definit £ » comme etant la classe de tous les macro-éléments équivalents au macro-

Déf 3: "M
.~ o, /\
element de référence AL .
Pour un macro-élément donné M définissons:

Voar = (o€ (HI M) | o(x) =0 (F7Y (), o€V, 2 € K, K C M}....(2.5),
A
Or = {g € LAM) | qle) =4 (F7'(0)),9€Q, x € K, K C M}.....(2.6),

ou:

k]

Q= 19 € LAM)N (A1) ] glr) =0 (17 (2)),4€0, 2 € K, K © M}...(2.

Na=1{g€Qun | (divo,g)yy =0,Yo € Vopr ). (2.8),
Qom = Qm N Lﬁ(ﬂ ....... (Z 9)

Aprés avoir introduit toutes ces notions on est prét a introduire la tcchm( ue des

macro-c¢léments.Dans ce qui suit on distingue deux cas.

2.1 Téchnique des macro-éléments sans éléments communs:

Pour cette téchnique on éxige que chaque élément de la partition appartient a un et un

seul macro-élément.

B
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Lemme 2 : Supposons que pour chaque M € €A, l'éspace Ny est de dimension un

constituc des fonctions constantes sur M. Alors , il éxiste une constante B > 0 tg:
: M

((l'iu v, p)
sup ——————

- > Balpllgar VP € Qonty v (2.10)
O#Feely | 41 M M

pour chaque Al € & &.
: M
Démonstration: Soit M € £ » et définissons :
M

Sy = inf sup (divv, p)m
{”V”O,le’ PGQ(),}\,!} {‘U;I.[ﬂ:l,'vEVO,M}

puisque Ny est supposé constitué des fonctions constantes ,on a 3y > 0.Montrons qu’il
éxiste une constante . tq: Sy > A > 0.
M M

N Ak o AL, .
soit o, o x les sommets d'éléments de M ainsi chaque M € £A est uniquement
PP . : AL . Al A
défini par ces sommets ie ot = F(r),i = 1,2....k. , cela veut dire que fy = p(a
ak . . Al AZ Ak
e ) = AN avee X = (0,0, ., ) € R% et la fonction 3 dépend continuement de

X.
Al )
supposons - coincide avee Norigine et que hp = 1 ou hpy est définit comme suit:

has = max{hp}t.
M 1\'CM{ I\}

Le cas géndral peut ¢tre traité en faisant le changement de variable de @ a: l—h“;—l— , ainsi
chaque sommet est sitiué a une distance de 'origine inférieure ou égale a 'unité et par

conséquent X appartient a un compacte de 9% Donc il éxiste une constante 3. > 0 :
M

inf sup (divv,p)pr > Ba VM € En
tlpllg, ar=1, p€Qo,art (vl pr=1,0€Vo M} ’ M M

C.Q.F.D

Maintenant,on arrive au résultat éssentiel de cette téchnique.

Theoreme 4 Supposons que :

CM1:les Clcments de 1), pewvent étre regrouper pour former une partition My de macro-
('/lf‘,lll,(’llf\‘ sans €léments communs et qu'on a un nombre fini de classes d’équivalences
EA o= lon l(/ r/mquf M € M, appartient a une classe f " Je=1,

(Al 2NA =€ ool = .l €space Ny est de dimension un conshlue des f()mfzon con-

stanles sur \I
CMINM. M € My, dewr macro-éléments voisins tels que: [yapy ds # 0 il €xiste v € Vy, tel
que:

supp o C M OM el / v.pds #0

MM’

Alors, la condition inf-sup discrete (1.47) est satisfaite avee une constante positive indépendente
de hoi.o il Cristie 3> 0 tqg:
(divv, p)
Sup =
0£veV) ‘Ull

Z BlipllyVp € Qn

.)‘;



Remarque 10 :/n d aulres termes la condition CM3 veut dire que Deux macro-éléments
B ! - ’ . . .
voisins M. M ayant un coté (face) commun doivent contenir un noeud de vitesse

interieure a ce ¢Gté (face)

Démonstration: Soit p € (Qp,alors il éxiste deux constantes ¢, ¢ > O et v,g9 € Vj, ta:

{ (dive,p) = (dive, (I = m)p) = ey |[(T = 7)pllg (2. 11a)

et:
{ (divg, map) = ImpllZ .....(2.12a)
lgl, < exllmaplly oo (2.12b)

otz 7, est la projéction orthogonal (au sens de la norme de L?) de Q) sur Dy tq:
Dy = {4 € L3(Q) | py, est constant, VM € M,}.

En effet: puisque (I — m,)p € Qo VM € M, et que chaque M appartient a une des
classes £~ .1 = 1, ....n.Alors,d’aprés le lemme2 il éxiste pour chaque M un vy € Vo ar tq:
(divon, (1 = mn)p)m > e [|(T = mn)plla
et IUMll,M < ”(I - Wh)p!!o,M

ol: €1 = min{dO = 1,..n}.
Définissons o = S penr, Urs 01, = var, YM € M), puisque v = 0 sur IM VM € My = v =
0 sur o) done v € V), et que:

(divo,mpp) = — [q vgradn.pmm vy mppds
(dive,mp) = = Carem, In v gradgpdagfsq vn mapds
(divo,mpp) =04+ 0=10

cela implique
(divv,p) = (dive,mep) + (divoe, ([' —mh)p) = (dive, (I — w,)p).
D autre part
(divoy (] = m)par = e (1 = m)plli pr

cela impligue que .
(divo, (I —7)p) > e ||[(1 = ma)pll2
don:(2.11a).
De plus.
'J"M‘l,M < ||I(! - W!L)PHU,M = !'-"]1 < ”(1 - 7rh)/’“o

dou(2.11h).
Mais piisque m,p € LE(Q),alors d’aprés le lemme 1 il éxiste z € (H}(Q))4 tq :

divz = mp....(2.13a),
2], < ellmplly e > 0....(2.13b).



De plus ,daprés Stenberg [27] ,Nafa-Thatcher [20],[21] il éxiste un opérateur:

I (U5 () — Vitq

(divlpz,p) = (divz,p),Yu € Dy.....(2.14a)
ot [zl <zl ¢ > 0....(2.14b)
ainsi .en prenant g = [ z....(2.15) on aura:

(divg, Tap) = (div],z,mp) = (divz, T4p) = (Thp, Thp)

e (divg.mp) = ||mplls dolt (2.12a).De plus en tenant compte de (2.13),(2.14) et (2.15)
on aura:
lgl, = lnz]y < e 2]y < cellmplly = e [[mapll

d'ou (2.12h).Soit maintenant w = v + é¢g € Vj ou:

2(71

= ———,c3=dey
1427

et v, ¢ sont comme dans (2.11) et (2.12) alors:

(divw, p) = (div v, p) + 6(div g, p)
(divw,p) > el (1 = mn)plls + (div g, map) + 8(divg, (1 — m1)p)
(divunp) > er | = m)pl2 + 6 lmnpllt — d gy 10— m)pl,
ivw.p) > e U = m)plE + 8 mapll — desd Imuplly 1T — o)l

UMWWHZMW’-MWMi5WWM*%MMw%WI—MW%
(divw.p) > (e; = =N = m)plls + & llmepll]

mais: ] 52
-(/)3
p =l )
d'on: .
- 0y 2 2y _ 8 12
(v p) > SO = mplld 4 Imal) = 5 113
ON a Alss!:
ely < I = m)pllo + 6.callmplly < (1+ 8.2 Il
d’ou: (i ) s
divw, p .
wl, 2(1 + b.¢2) '
done: "
ap YL sl € Qu
VA vE V) lv 11
avec:

)
p= -

C.QFD .

o
[



Remarque 11 :xDans Stenberg [27] Uop€rateur I, est construit seulement au cas de
dimension dewr, mais comme il a €t€ remarqué par Clément [9] et Stenberg [27] le résultat
reste valuble pouwr le cas de dimension trois voir Nafa-Thacher [20],[21],Girault-Raviart
[15].

* ||, 4y dCsigne la norme de Uespace (HJ(M))?.

# 1| Ny disigne la norme de Uespace L*(M).

*( . ) designe le produil scalaive de L*(M).

2.1.1 Application & la construction d’éléments stables:

L’élément Q,—~P (% h)en dimension 2: Soit 7, une partition réguliere deQ) par des
gquadrilateres convexes et introduisons la partition 7o on subdivisons chaque K € 7, a 4
2

petites quadrilateres voir fig (9)

v
—

fig 9

("hoisissons:

Vo= e € ((HUQ) N CE))? v k€ (Qu(N))2 VR € 7o} (2.16),
O, = {q € (LAN) | ¢ [KE Pi(K),VK € Th}.....(2.17).

Pour c¢e choix on a les nocuds représentés comme dans la fig(10).

® nocud de vitesse
. noeud de pression (trois degrés de liberté )

fig 10

(‘hoisissons My, = 715, ¢’est a dire chaque macro-élément M € M, est constituédun
seul ¢lement de i de 1 petites ¢léments de 7a .

. 2
Soit. M oun macro-¢lément, M = KN, K € 75, et définissons:

Vo = e e (U O CAAN)? | e h, € (QuN:))A YK C RKi= 1, 4}..(2.18)
(2,\/ s {([ € (I.z(‘l) N (‘(AI)! q I}\'e P](l\’)} ...... (219)
Nu = 1{q € Qur | (divo,q)ar = 0,0 € Vyar}....(2.20)
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Remarque 12 :Pour la partition M, ainsi construite on a une seule classe d’équivalence
les conditions CM1 et (M3 sont satisfaites donc pour montrer que la paire (V3 Q1) satisfait
la condition inf-sup (1.47) on doit vérifier la condition CM2 c’est -a- dire on doit montrer
que Nap est constitud de fonctions constantes .Ceci est donn€ par le lemme suivant:

Lemme 3 : Soit M un macro-élément du type précédent , alors Nps est de dimension
un constitud de fonctions constantes sur M.

A
- Démonstration : soit M le macro-élément de référence et F' = (F, F3) application
h]

/\ -
bijéctive continue ,bilineaire de M dans M voir fig(11):

~
v
A
o 2
al4 3
X ¥ F
AS N > 1 M
x 2 :
° A
K M
X =(x,4)
N N - (4\ »~
Al 1 T ox x =(x,4)
X az
X fig 11
A A A A
Définissons: @ (X) = u(F(X)) et p (X) = p(F(X)), pour u € Voyar et p € Qar,0n

peut écrire:
) AT A T, 0 AA A A
(divu,p)yy = —(u, Vp)y = —/,\ u (X)) (X)VP(X) Jr(X) dX
M .
ot:Jp est la matrice jacobienne de F' et Ji7 est le transposé de Jz',|Jp| le déterminant
de J/s.

/\ /\ - .y . .
ona: M=UL, N,h € T%.F est bilineaire i.e

A

F o= (B Fy) et F(X) = ai+ bi 2 4§ +di 8yi = 1,2 . (2.21)

Jp(X)=1|
D I(X) BFy(X)

‘ A < A
A [ NFU(X) F(X)

X X ey —d Y b+ dy Y

s , A . SR A A
=T Q) _ { hFy(X) —01F(X) :l _ [ c2+dyx  —by—dy ¥
JiN(X) = =

—f)gl"l(,Y) (‘)1]'11(‘,)



p est lincaire i.e
PIN)=atbd4el (2220, VD (X) = ( ’c’ ) ...... (2.22b)

d’ou:
A

noao [ avdit —by—dd
J;F(‘;)vp(‘\,): 2 ‘2 2 27

']F(«Q) A -]
| —ci—di & bit+did |

qui s'écrit sous la forme:

A A
(A1+31$+Cly
A

Ay+ By 7 4+Ch ¥,

) € (Pi(M))*

N
De plus, sur chaque i on a:

T A

A N : A - A ©AA . - A A - AA

u (,\)—(¢1‘1+b§m+c’ly+d’lzy a§+b§r+c§y+d‘2xy)

. . L3

amst ,
AT A SEPA A

(n (X)JFTX)VD (.

e .
s'ecrit sous la forme:

AN2

A+ BE+CI+D Y +ER +F Y 40 %) +H Y

A

A
Jr(X)|) |](\ € Q2 K).

Al A A A A N

De plus.(u (X)) (X)Vp (X) 1‘/},()")

son donne la valeur exacte de 'intégrale

T o
Lex(u (Q jJ! (’/\\ Y P (Q)

) est continue sur 1(\[ . Donc la formule de Simp-

[ (I RV ) lJF()A()Id X

M

* Soit p & Ny, et choisissons u € Vi ar tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur

. 'r) ~ /\:) . . . . .
de u au point X ou X= (3, 1),ainsi la condition (divu, p)p = 0 donne:

, 5 5 5
JET(X)V P (X) [Je(X) =0

AD
puisque l./,w(‘ ") # 0 cela implique que

A
e b= c=0,en remplacant dans (2.22a) on aura J/!\J (X) = a,donc p est constant sur M.
C.Q.F.D.

. Ainsi Jles conditions CM1,0CM2 et CM3 sont satisfaites et donc le théoreme (4) assure que
la paire (V) Q1) données par (2.16)et(2.17)est stable . donc pour cet élément on a les
éstimations derreurs (1.46),(1.47).
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I’élément Ql—Pl(%‘, h) en dimension 3: Soit 7, une partition réguliére de 2 par des

héxahedres convexes et introduisons la partition 7» on subdivisons chaque K € 7, a 8
2

petites hexahedres fig(12)

fig 12

(‘hoisissons:
Vi, = {ve ((Hy() N C(Q)? v I;\'E'(Ql(h’))‘q,\?’]\' € T%} ..... (2.23)
On = {q € (L3() | ¢ |k€ Pi(K),VK € Th}....(2.24)

Pour ce choix on a les noeuds représentés comme dans la fig(13)

A

T ® nocud de vitesse

wx hoeud de préssion (quatre degrés de liberté )

fig 13

(hoisissons My, = 7, c’est a dire chaque macro-élément M € M, est constitué d’un

seul élément de 7, i.e de 8 petites éléments de Ta.Soit M un macro-élément M = K, K €
2
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7h et définissons:

Voar = {v € (HY(M) 0 C(AN))* | v |k, € (Qu(K:))*, YK: C K,i = 1,..8}...(2.25)
Qm = {g € (LA(M)NC(M)| ¢ |xk€ Pi(K)}.....(2.26)
Ny = {qg € Qum | (dive,g)p = 0,Yv € Vo pr}....(2.27)

Remarque 13 :Pour la partition M, ainsi construite on a une seule classe d’équivalence,les
conditions CM1 et CM3 sont satisfaites donc pour déduire que la paire (Vi Q) satisfait la
condition inf-sup (1.47) on doit seulement vérifier la condition CM2 i.e on doit montrer
que Npp st constitu€ de fonctions constantes . Ceci est donné par le [emme suivant:

Lemme 4 :50it M un macro-é€lément du type précédent , alors Ny est de dimension un
constitud de fonctions constantes sur M. )

A
Démonstration : soit M le macro-élément de référence et F' = (Fy, Fy, F3) ’application

A
bijéctive,continue,trilineaire de A/ dans M voir fig (14)

2
3 P X
7 a3 A x
a5 Xt A %
4 %@ M % F o’ M
x 3
r3 P
° w1 X
/ x -(x'g'z)) *=(b .g’“)
A3
4
I.'
°l~‘l = —> :’;:

Définissons 1 (Q) = U(/‘\)t’)) et p (A’) = p(F()?)), pour u € Vo et p € Qum,0n peut
ecrire:
T A
(divu,par = ~(u, Vp)y = —~/NAI u ()/:’) F_T()A()V?’()t’) Jp()%) dX ...(2.28)

oit: Jp est la matrice jacobienne de /' et JiT est le transposé de J5',|Jp| le déterminant

d(‘ J‘L'.
N A
ona: M= U, N.N, € 7o.F est trilineaire i.e:
[ 2 '1.
F=(Fy, Fy, F)
A
FUNY = a4 b % e § +d; & 4 By 4 fi 8% 405 97 +ha £Y2,0 = 1,2;3..(2.29)
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A

v, N N
J(X) = alX)ou:

A ()3/‘2() ]’; - dz 5() f“' (91 F3(93F2 - 81F2(93F3 81F282F3 - 61F382F2
(}(\) == ()2f ,;()‘ ]’1 (}Qf‘ dgf’3 81 F]03F3 - 61F383F1 81F3(92F1 - 61F162F3 (230)
(‘)2 I‘vl (.)3]1,2 — 02 de(;F] ()1 ];’203]71 - 61 F‘lagpg 61F102F2 - 81]7282.{‘11

R )
alX) = (0o,,(X)),=1,.23 0u les composantes s’écrivent sous les formes suivantes:

A A A A . A2A
an(X)=ay+ b+ ¥ +diy 2 +eqy l‘l +fn 2% +9g11 JU +h11 l'? +211 x2
AN A A A A2A
(X)) = apy + by &ty ‘/ +dy 2 +ey J“/ + f12 yz +912 '/ +h12 3”/ +i12 Y2
A . 2
ays(XN) = a3+ by > +ci3 ’/ +d3 z +eé13 2% +f13 yz +913 Y +his WY +213 AyAz
A
(X)) = ay + by 2 +c21 J +d3y z +e€21 17J +fa 2z +g21 £ +ha :vy +291 $74
A A .
(X)) = az + by o +22 "/ +dz; 2 z +eq l‘l/ +f22 yz +g22. y +ha2 /'\73/.;12 +222 /}/22/\ (2.31)
A
(X)) = aus + by 7 +c¢o3 '/ +d23 Z +e€23 2z +f23 yz +4g23 Z +has $’ +i23 ,.\112’2
N A2ZA . A2A
31 (X)) = ayy + b3, o +c31 ’/ +d3; Z +e€31 Il/ + fa1 2% +ga1 1‘ +ha1 IU +131 T2
A . A2A
(X)) = agy + by r +3 '/ +daz z +es IU + fa2 ?/Z +932 y +hay I”U +i32 Yz
A R A N2
(X)) = asy + by & +ca3 ’/ +ds3 2 z +e33 2% + fa3 yz +933 z +h33 .rz 133 ?/~

P(X)=a+b? + J+d?.....(2.32)
A
\71) X) c | .. (2.32b)
d
A
,l ‘,
0 =TT D (X A .
JE(X)Je(N)TTV P (X) =1 RyX) | ou
A
R3(X)
R(X) =A+ B2 +Ciy+D; % +E 5y +
o .?f +Gz S AH R LY 10 Y+
VRN LR MY N YR +
A N2 A N2

+0;, xz +P yz',1=1,2,3

A

c'est -a ~dire JRIN(X)V p (Q) € (Qz([\/)]))s.De plus,sur chaque ]/\\’,- on a:

J}f(“t’ )

AAA

. . VAN
X a‘l+b“fc+c‘l‘y+d z+¢?1 xy +f oy +g! yz +hi xyz
A . .
(X)) =1 +l)2?+c29+d 'f-+—e2 ary +f, 22 +g} yz +h 2y

AAA J

@y + b T el v +d, z+€3 Ty + Sy 2% +4; yz +hi Ty
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N

N .
Ainsi; (u (,\')J;r(‘i\’)v IA) (Q) Jr(X)

A
) ‘;ﬁ est un polynéme qui appartient a Q3(/;) de

T .
plus.i (Q)/,'I(Q)VIA’(Q)

donne la valeur exacte de 'intégrale

A A A ) .
Jp(X)! est continue sur M=k donc la formule de Simpson

soit p € Ny et u € Vo tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de vau

A9

point Y ou: Y= (4,11

5+ 3+ 3) ainsi la condition (divu,p)y = 0 implique:

JF(AAX%V I/; (/’\\’3

JF(/;(%I =0

puisques (. A\a) # 0 cela donne:V p (/;(3 =0ie VD (3,1,3) =0 clest a-dire:
b
c | =0
d

: ) \ A A
cela implique que b = ¢ = d = 0.En remplacant dans (2.32a) on aura : P (X) = a,donc
p est constant sur M.

C.Q.F.D

Ainsi, les conditions CM1,CM2 et CM3 sont satisfaites et donc le théoreme 4 assure que
la paire (V;,,Q)) donnée par (2.23) et (2.24) est stable.

2.2 Téchnique des macro-éléments avec éléments communs:

Dans ce cas on éxige pas que chaque K € 7, appartient a un seul macro-élément de plus
on fait nne réstriction a la définition d’un macro élément, c’est a dire on désigne par un
macro ¢lément Punion de deux éléments au moins.

Avant de donné un lemme analogue au lemme 2, introduisons une norme sur (), qui
dépend du maillage,pour cela on désigne par I'; la colléction des cotés (faces) des éléments
de 7, qni n"appartiennent pas aa3®Ainsi, on peut montrer que:

Il = (Y W VplE R + 3 b [Nl do)t..(2:33)

Ker, Tely

est une norme sur ), ou hy désigne la longeur (la surface)de T et [p] le saut de p le long
de 1" 1.c: )
Wl=p"=p".
Il est évident que:
o+ v, <ol + |,

ARl = A lIpl,
p=0=|pll,=0
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il nous reste seulement qu’a montrer que ||pfl, =0 =>p=0.
Ipll, =0 donne:
I1Vpllgx =0,VK € 74
et [p|[p]]*ds =0,YT € Ty,

d’ou: .

Vp=0,VK €74
et pt —p~ =0,VT €T,
donc p est constant sur i.e p = ¢, ¢ constante.

Mais @), < LE(§2) d'ou:
/deQ:/chQ:0=>c:0=>p:0

1.e:

, ost une norme sur (Q5.De méme définissons sur @ u la semi norme:

oy = Z h HVPHO;\ + Z hT/ I[P]| dS% (2.34)

Keam Telm

oit: Iy = (1T'C M| T ¢ OM).

Lemme 5 :Supposons,que pour chaque M € 61& [’espace Nps est de dimension un con-

stitué de fonctions constantes sur M .Alors,il éxiste une constante positive ¢ » tq:
M

(drov, p)
sup  —————=

> ¢ [play s VP € Qaronnr(2.35)
0F#veVy M 1U|1,M M

pour chaque M € € a.
p ay &

La démonstration est analogue a celle du lemme2.
Donnons maintenent le résultat essentiel de cette téchnique.

Theoreme 5 : supposons , que les €léments de 1, peuvent étre regrouper pour former
une partidion My de macro-éléments ,qu’on a un nombre fini de classes d’équivalences
EA Ji= 1. et quld €riste un entier [, > 0 tel que:

('M] YA € .fA Ji=1,.n, Ny est de dimension 1 constitu€ de fonctions constantes sur
M.

C'M2:chaque M de My appartient a une classe { Ayt =1,.m.

CM3:chaque T de Ty est un coté (face) znteneur au moins d’un macro-€lément et pas
plu~ de 1. macro-€léments.

CM{:chaque K de 7y, est contenue dans un macro- element et pas plus de L macro éléments.
Alors,la condition de stabilité (1.47) est satisfaite.i.e il €xiste une constante positive 3
indépendente de h ty:

(drvo, p)
sup ————

O0#vEV), |’U '1

> p3 ”P“o ,Vp € Q.
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Démonstration :Soit p € @Qp,la condition de stabilité locale (2.35) implique que
pour chaque M € My .il éxiste vy € V), tq: var = 0 sur  — M et vérifiant les conditions:

(divop, p) = (divopy, p)m > clplfu
et : IUM'1 = ")Mll,M < Iply
ou
—min{cn i=1,...,
¢ mln{cM' 0 n}

pPoOsoIns

Z UM,V = UM

]VIE/W;,
on obtient \ )
(dive,p) = Cpem,(divom, p)m 2 ¢ Xpem, Pl = cllplly
et ol < Tpem, [omlypr £ Smem, 1Pl < Liplls

donc (di )
divv, p c
At JAESN - =
‘v|] Z G ”th ) €1 L
dou (di )
v, .
sup —*—‘—p“ 2 clipll,,Vp € Qn
ozvevy [Vl
d’ou

wp ivven) ol
O£ vEV), ‘ l] H HO

1Pllg» VP € Qhe...e.(2.36).

De plus la condition inf- sup continue (1.45) implique que pour chaque p € @ il éxiste
w € (H ) tel que:

(divw, p) > ¢ ||pll3 -...(2.37a), ¢, constante positive
wly < [[pll -(2:37b)

De plus.daprés Clément [9],Babuska et all[3] ,Bernardi [4] et Girault Raviart [15] il éxiste
w* € 4y, un interpolant de w tel que:

(Y htfw - wii g+ > 7! / lw—w**ds)? < ¢y lw], ....(2.38a)
’ T

Kery Tel'y

et

lw*|, < eqfwl, ......(2.38D).
En tenant compte de (2.33),(2.37) et (2.38) on aura:

(divw™, p) = (div(w* — w),p) + (drvw, p)
(divw*,p) > (div(w* — w),p) + ¢, HpHé
((//f’w P) 2 Lwen(w = w )k + Lrer, Jr((w” —w)n)([p))ds + c; IIpllo
(divw.p) (Zl\erh hl_\ lw —w “0]\ + ETGF,, hT Ir |w - w.(z ds) 3 HPHh + ¢ ’ P”(z)
(divw*,p) > —es|w|, |lpll, + e lIpllg
(divw*,p) > —es |Iplly 121l + e ||pllg
(diver.p) > (e2 [l — s I1pll) Iy = (c2 = col2o) I ... (2:39)
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mals
lw*|, < calwl, < eallpllg--.-(2.40)

ainsi,(2.39) et (2.10) donnent:

(divw™, p) 21l
T 2 (e — eay ) [lpllg X
|wl, Iolly” "0 ||P||o
(devw™, p) ||PH;,
> (s — o) |1
|w=], “lpl,” P
ou:
Co C3
Csg = —,C = —
C4 Cq
dous (divv, p) L
v, p p
sup —————= > (¢ 2y |Ipllg .- (2.41)
ogvevn |0l “IIpll,
En tenant compte de (2.36) et (2.41) on aura:
divv, p) P P
sup ( P > max(c; | Hh,cs _ 6” Hh)” Ho
ogvev, vl Il pllo 1Pl
d’ou N
sup (divo, p) > min max(cit, ¢s — cot) ||pll,
O#veV), ‘vil t>0
Ainsi on a (di )
v, p C1Cs
sup > Vp € Qn
u;euelv,, Ivll ) + Cs I|p”0’ p Q

1.e la condition de stabilité discrete est satisfaite avec la constante:
C1Cs

¢ + ¢Cs
C.Q.F.D

(4 —

2.2.1 Application a la construction d’éléments stables:

L’élément Q‘-Q,(%,h) en dimension 2: Soit 7, une partition réguliere de ) par
des quadrilateres convexes,introduisons la partition 74 on subdivisons chaque K € 7, a 4
2

petites quadrilateres voir fjg(Q),et choisissons:

Vi, = {v € (H}(Q)nC(Q ))2 | v k€ (Q1(K))? VK € 7':.} (2.42)
Qn = {q € LAMNCQ) | ¢ k€ QuK), VK € 1}....(2.43)

pour ce choix on a les noeuds représentés comme dans la fig(15).

T T ® nocud de vitesse
L L % noeud de pression

fig 15
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Choisissons M}, comme suit:
chaque macro-élément M € M), est constitué¢ de deux éléments de 7,,c’est a dire de 8
petites éléments de 7..Soit M un macro-élément M = K, U Ky, K; € m,1 = 1,2. et
2
KNy=Ul_ N, k€ T;?_,,i =1,2,5 =1,..,4,définissons:

Vour = {r € ((HYM) N CA)? | v |k, € (Qi(Kij)), YKy € Myi=1,2,5 =1,4}..(2
Qv = {g € (LAM) NC(M)| g |n,€ Qi(K;),VK; C M,i=1,2}...(2.45)
Ny = {(] - QM | (divv,q) =0,Yv € VOM} (2 46

Remarque 14 :Pour la partition M}, ainsi construite on a une seule classe d’équivalence,les
conditions ('M2,C'M3 et (M} sont satisfaites.Donc pour montrer que la paire (Vi Q1) satisfait
la condilion inf-sup (1.47),0n doit vérifier la condition CM1.Ceci est donn€ par le lemme
suvant

Lemme 6 :Soi M un macro-€lément du type précédent,alors Ny est de dimension un
constitue de fonctions constantes sur M.

A A A
Démonstration:Soit A=A, U A, le macro-élément de référence et F' = (Fy, F,) application
«s s . . .y . A
bijéctive,continue et bilineaire par morceaux de M dans M tq:

A A
3 ]lA_ = I FY(N,) = K, K; € 7, K; sont des carrés unité voir fig(16)

e

N
A Y
x4 2 s
~Yy As A2 9 X
4 X v X T 3
59 ~8 AT . f hd
% . ~ ¢ X g% 5 K4 K, 4
:(5 Ka ;‘ AKL A1 X w © x
o p 5 A

2 x fig 16

Définissons i (AQ) = u(lf'()A()) et ?) (‘Q) = p(F(X)), pour u € Vou et p € Qum,on peut
écrire:
2

(divu, p)ayy = —(u, Vp)m Z/ u X )Jr (‘Q)VII;()/%)

A ‘ A
JF‘()()idX
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ou: Jr est la matrice jacobienne de F' et JzTest le transposé de J5',|Jr| le déterminant

A A A A A .
de Jp.soit: K;CM,e=1,2, et Ki=Ul_, Kij, Kij € 7.
2
F est bilineaire,donc

= (F k) et Fi()%) = a; + b T +¢; Q +d; :/vvg},z =1,2....(2.47)

o le(Q) azFl()?)
JF( ) A A
I FyX) 0:Fy(X)

Cz+d2.’1\7 —bg—dglfy\

A
Jr(X)].
—Cl—dlift\ b1+d11/9\

p est bilineaire,donc

IA’( ’):a+bl+cy +dzy ..(2.48a)
Vh(X)= ( b*‘lﬁ ) ...(2.48)

c+dz
d’ou
A oA A A c2+d2i/E\ —b2—d23//\ b+d3//\
Je(X)|JF(X)VP(X) = A A A
—Cl-"dl.’E b1+d1y C+dl‘

qui séerit de la forme:
A , N AN
( A+ B x+C Yy +D; oy )
A v A AN
Ay + By +Ch ¥y +D, Ty

el v

g A A ,
| JENX)V p (‘Q)) ‘.z? € (Q:1(HK;))% De plus,sur chaque ]Q’ij on a

A

A .. .
i (X)= (a7 + b7 %+ G +dV 3y af + b5 T +cf y+d”zy)

Al A A A
Ainsis(u (X)JT(X) VP(\)

A .
Jr(X) I | » s’écrit sous la forme
K.,

A2A2

A+ BT +C y+Daq+hx +Fy +G :t:y +H$y +1 'ry

N

e (0 (T VD |Jp [ )| » € Qs(Ky;).De plus,

,/\T

(N TN DY) ]JI»(A\)

donne la valeur exacte de I'intégrale

) |14 est continue sur [\,' .Donc la formule de Simpson

oY

AT Ao, A A A
/A 0TV DX

K,

Jp()%)|d Ri=12K e
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*S0it p € Npy et choisissons u € Vo tel que le seul degré de liberté non nul est la
Ty
valeur de « aux points X, X respéctivement ol X (3,3),et X (3, 3),ainsi ia condition

(divu,p)a = 0 donnes:

JFT XV B (X) [Ir(R)| =

=0,:=179

puisque

/4 (/\\\’I)I # 0,0 =17,9 cela implique que
I

A AL ,
VP (X)=0,i=7,9.(2.49).
Soient p, = p(X) =p (Q(l) X= (2%, 2%),i = 1,....6 les degrés de libertés pour p € Ny, alors
la condition (2.49) implique

P2 = ps = pg = ....(2.50a),
= p3 =ps = [3....(2.500).

N
En effet:sur i;:
A A

P(X) = a1+ b1 % 4oy ¥ +dy 27
by + 4 0

bl =
{ dy = —2¢, cen(%)

ps = a;
P = a1+ b
ps=ar+ b+ +dy
pe = a1+ ¢

cela donne

ainsi,on aura:

e (2%)

en tenant compte de (x) et (2%) on aura:

ps = p3....(2.51a)
P4 = p6(..,5].b)

N
De méme,sur Ay:

cela donne:

Alinsi,on aura:
Pe = az + by
p1 = az + 2b,
(4
pgza2+2b«2+02—+—‘2d2 (*)
p3 = a2+ by + ¢y + ds
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En tenant compte de (3x) et (4%) on aura:

d’ou,(2.51) et (2.52) donnent:
P1 = P3 = Ps
P2 = Pa = Ps
Pour montrer que Njps est constitué des fonctions constantes sur M,il nous reste qu’a

montrer que a = 3, pour cela soit u € Vo ar tel que le seul degré de liberté non nul est la

8 Ag . . . .
valeur de v au point X ol X= (1,1).Ainsi, la condition : (divu,p)y = 0 donne:

T AR g AR AB A8 A8 A8 A8
C IOV DO R L +HIFTX)Y P (X) [JR(X)]) |2 } = 0...(2:53)
5 G 3 _ 18
Pour u(‘\'):f}(?):\ { i.C u(/is): ( xi Ié > on a
Ty — Ty

~
e Y 3
Ay AD
L) - 1
ne ‘
X [} b |<4 / x‘
A N3 ~
o l¥ X |4 x
" fig 17

Fest bilineaire 1.e

F = (F 1) et Fi(X) = ai+ b & +¢; U +d; 8,1 = 1,2.....(2.55)
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et

E(an =a; = m,s
E(I,O):al—{—bi:z? i— 19
FO1) =a+e=a =0
(L, 1)y=a; + b + ¢ + d; = x;
de ces ¢quations on tire
a;, = r?
b,‘ = I? - SC?
Cl — J:? — J::b 72 - 1)2----(2.56)

di=x}— 2l 42} -z

S0t
A A
N 1 02 Fy(X) —-01Fi(X 1 A
JiU(X) = - i A) ! ‘(A )| L —(X)
I L —0F(X)  aF(X) ’JF(X)
A A \ A s . A N
Jr(X)| = 0 Fi(X)0F(X) - O F2X)0: Fi1(X)
A A
}Jp(x) = (2% — % + (22 — 2% + 25 — 1) B
Xt = of + (o3 — 2+ 2§ — 2) &
—[§ — 25 + (23 — o + 2§ — 23) §]
x[zh — 2% + (23 — 28 + 2% — &) 7]
e Y] = (2§ — of + 3} — ¢ + 2§ — 29))[23 — ] -
~[o§ — o} + §ad - 2+ of— 2)]le] — 2]
I B R o K R R G R R k)
e ag (e e — 2D 8] af—af+ (e} —af 4+t —ad) ¥
d’ou '
0 - e}~ af ~(af ~ )
T2 Tl - ab e e el )] of - ol (el - af 4ol - o)
Ainsi,
1 1 0
Ty, 1,—‘:
Wb g) el g) (!Jp(l,%)‘)
d’ou

A o
“ ';‘5
x* A
Ay K
AS L
® ) o*
(] »
1 & A4 2. %

o



F est bilineaire i.e
1= (I 1) et Fi(X) = @i+ b & +e; § +ds 89,0 = 1,2.....(2.57)

et
F,'(],O) =a;+ b = x?
Fi(2,0) = a; + 2b; = z}
Fi(2,1)=a; 4+ 2b; + ¢; + 2d; = .’E?
FiL1) = 0+ b+ i + d; = 22

=12

de ces ¢quations on tire:

a; =22% — 2!}
b, = r! — ¢ ,
c; = 2(x? — 28) + 2! - 2? vt =1,2....(2.58)

2 3 6 1
di = xf —x] + 2% — z;

1

soit . .
-1 L 0:F5(X) —-0Fi(X) I A
J (X)) = ~ ) A A = Yy '7(X) .
Je(X)| L =0 F(X) HF(X) IJF(X)
A i A A A A
Ji(X)| = 01 F1(X)0:F2(X) — 01 F2(X)0: Fi(X)
A . A
(X)) = [0} = 28 + (22 — 23 + 28 — z}) V]
x[2a} = 2§) + o} — o} + (2] — 2§ + 2§ — 2}) 7]
BRI C R L SO
2t )+ el =t (o = o — o) 8
d’ou ‘
)] = ek o+ bt =+ ot — e - of
~leh— a8 + Hod - a3+ o — alfe} - o8
A A
5 M1(X) m2(X)
X)) = A A
Y21(X)  722(X)
ou . .
(X) =223 — af) + 23 — 2] + (2] — 23 + 23 — 73) 7]
A
(X)) = —[2(zf — 2f) + 2} — 7] +(w3—1’?+x?; z}) 2]
A . p .
Ya(X) = —[ay — 2§ + (23 — 23 + 25 — 3) V]
A . A
v X) = [} — 2 + (2} — 2} + 2§ — 27) V]
d’ou .
Lof e =28 ) _
! z)(xs—xf;)‘(\Jp(l,%)})

Ainsi



=, (X )|A_d2p(x) (2.59).

En remaraue ausst que: b D
n remarque aussi que: dy P (X) |

Ky
En effet.
9y P (A |A_()2p1(,;-)=c1+d1=p5—p4
A A8
(').Zp(‘\)|1<_\:d2p( ’5) jh,'\=02+d2=p5—P4
d’ou
A8 A8 A8
()zP(\)lA\

8 b (X )|A—52p( X) = ps — pa...(2.60).
53)

En tenant compte de (2.54), se redu1t a:

l(JF(x)

|A]-—O

donc
8

W A A
dPp(X )=0.
d’olt d’aprés (2.60), ps = ps.Ainsi, en tenant compte de (2.50) on aura :
P1 = P2 =P3 = Ps = P5 = Pe-
c’est -a-dire que p est constant sur M.
C.Q.F.D

Ainsi, les conditions CM1,CM2,CM3 et CM4 sont satisfaites ,et donc le théoreme 5
assure que la paire (Vj,, Q1) données par (2.42) et (2.43) est stable .

I’élément Q, ——Q,(%, h) en dimension 3: Soit 7, une partition réguliere de (2 par des
hexahedres convexes et introduisons la partition Th On subdivisons chaque K € 7, a 8
petites hexahedres (voir ﬁg(lZ).Choisissons:
h={v e (HA(Q)NCQ)? | v ke (Q1(K))3 VK € T%}....(Q.ﬁl),
Qn={q€ LN C( ) g |rve€ Q1(K),VK € }.....(2.62).

Pour ce choix on a les noeuds représentés comme dans la fig(19).

=

® noeud de vitesse

W noeud de préssion

j fig 19
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Choisissons M), comme suit
chaque M € M, est composé de 4 éléments ayant un coté intérieur commmnn, voir fig (20).

fig 20

Done M est constitué de 32 éléments de 7.
Soit M un macro-élément: M = U, K;, K; € %, K; = U1 Kij, Kij € 7y Définissons
2

V(),M = {l‘ € ((IIJ(A[) N (Y(/W)P I_‘i II\}_,€ (Ql(Kij))SaVA’ij C M,Z :1_:21,] :1_:8}(263)
v =1{g € (LAM)NC(M)| q |x€ Q:i(K:),VK; C M,i =1,4}.....(2.64)
Nu = {qg € Qum | (divv,¢)m = 0,Yv € Vo }...(2.65)

Remarque 15 :Pour la partition My ainsi construite on a une seule classe d’équivalence,les
conditions ('M2,CM3 et ('Mjsont satisfaites donc pourdéduire que la paire (Vi Q) satisfait
la condilion inf-sup (1.47) on doit seulement vérifier la condition CM1.Ce ci est donné
par le lemme suivant.

Lemme 7 :Soi M un macro-€lément du type précédent, alors Ny est de dimension un
constituc de fonctions constantes sur M.

. . /\ /\ ’ ’ ’ ’
Démonstration : soit M= U!_, K, le macro-élément de référence et F' = (Fy, Fy, F3)

A
Papplication bijéctive,continue et trilineaire par morceaux de M dans M tq: F I;Q =

e, 1"‘(]A\') =N,i=1,.1, et ]/\\"isont des cubes unités,(voir fig(21)).

N y SN [a)
K3 ¥ % K,
é W
X N
~ " ~
AW oF oE ®
X 2
Aﬁ.s ”~
* & ° fﬁ o%
N kv ~ A
A*\‘ H ® .D ;‘1 P 2
0
XY o (X Q\
K K
P
1\\4-\ K2

fi
us ig 21



ou:

A A A
/}:(%,%,%) ,AE=(0,%,%) F= (=332
AB= (%v %,O) aDA: (0, %v _%) ’/\G:: (—%, %)0)7
C=(hh=d M=0.50) A=(-11-D
X=(0,0,00 ,X=1(0,0,1) ,X (0,0,—1) ,X=(=1,0,0)
N2 N6 N1l4
X=(1,0,0) , X=(1,0,1) ,X=(1,0,——1) , X=(-1,1,0)
A3 AT All Al5
X=(1,1,0) JX=(1,1,1) ,X=(1,1,-1) ,X=(-1,0,1)
N A12 Al6
X=1(0,1,0) X=(0,1,1) ,X=(0,1,-1) ,X=(-1,1,1)
A
/5{,7: (*1’0’—1) 331(8: (_l,lal)a ,X=(x,y‘,z) 7X= (‘%,:{),9)

A

définissons 4 (X) = u(F(X)) et P (X) = p(F(X)), pour u € Vo et p € Qur on peut
écrire
) A A A A
(divu,p)p = —(u, Vp)m =~Z/ J TX) )‘JF(X)’dX
ou Jp est la matricejacobienne de F et J;7T est le transposé de Jz' et |Jr| le déterminant
de Jp. Soit /Q’.,-C/C[,i =1,.4.et 1,;’,: Ui, ]A{,-j,K,-J- € 7p.F est trilineaire i.e

F = (FlaF2aF3)’
A .
P, () = a; + b; Q‘ +c; a +d; .{Z\ “+e; :i‘\@ +f,' élz\' +g; QQ +h; 29%,1 =1,3 .(266)

o [ar®) aR&) aR&)

A A A
Jr(X) = | 01Fy(X) 0:F(X) 8:Fa(X)

A A A
O F3(X) 0.F3(X) O:F3(X)

A A A
Jr(X)1 /i (X) = a(X) ol

A ()217283]73 — 82F363F2 61F383F2 - 61F283F3 81F262F3 - 01F382F2
a(X) = | 02F303F) — 0,F10sF5 0\F\03F3 — 0\ F30sFy 01 F30,F, — 01 F,10,F3
(.)gﬁ'ldgl’w‘z - 82F283F1 81F283F1 — 81F133F2 81F182F2 - 81F282F1

/\ .
ol X) = (Qij(‘Y)),le"z,g ou les composantes s’écrivent sous les formes suivantes:

A A2 2A . A2A

=ay + by z +c1 Y +dn 9‘*‘611 Q@ +fu1 2z +g11 T +hn 333? +i11 z2

A A2 2 . A2A

a2 + big z +c12 ¥ +di2 z +e12 % + f12 Z/)Q +g12 ¥ +hi2 :v?/ +i12 Y2

A A A AA AA A2 AA2 . AA2

a3+ bz +ez Y +diz 2 +e13 T2 +fi3 Yz +g13 2 +hiz T2 +u3 Yz

A A A AA AA A2 A2A . AN

dgy + by T +eq Y +day Z2 +e Ty +fo1 T2 491 T +hyy TY +in T2

A A A AA AA - A2 AA2 . A2A

dgz + bag  +can y +daz 2z +eq :vy + fa2 ZIZ +922 y +ha :ry +i22 Y2

A2 . 2

a23 + bys T +ca3 ?/ +da3 2 +ea 2% +fas yz +923 £ +has TZ +igs Y2
A2A . A2A

as, + b3 2 +c31 ZJ +d3; z +ea; $y +fa1 2 +9g31 33 +hs; 17.7? +131 £7)

AN2 . A2A

asy + bay z +c32 y +dsy z +e3; :cy + faz yz +932 ‘y +h3y TY +iz2 Yz

AA2 . AN2

A 2
s + by T +esz Y +dss z tegs 22 +fa3 Q/Z\ +9ga3 % +haz Tz +i33 Yz

[680]

(43D)

Il

3

~
i~
[

(
(X
(X
2(X
2(.
(.
(X
(X
(X

~
-
N

3

2

31

(8 RD)

I

> BT D > > D> > > >
S— ~— S N— R S—— ~— R S—
H

[ERN!
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p estdnilincaire 1.e:

PIN)=a+b2 +el +d % +e 2y +F 22 +9 0% +h 293 ...(2.69a)
A A AA
o b+ey +fz+hyz
VP(X)=]| c+el +g%+hizz |--(2.2.69)
d+ 2 +g Y +h 2y

A

o A
JEH(X)Vp (.

A

~

Je( )

X
) = R2(/Q)
X

/t’,‘(,{") = Ai+31’$+0i??+[)i2+Ei 2y +F, o2 +
y
‘ A2
G H I ALY Y+ KR LYY
FM ANV 40T AP TR 4+ Qi
FRE S W AT R U R+ VY +
A2N2 A2A2A AZ2AN2 AAZA2 .

+W, Tyt + X ryz +Y; zyz +Z; zyz,i=1,2,3

s . A _r A A A /\’ A
clest -a ~dive: [[Jp(X)[ /T (X)V P (X)) |I: € (Q2(K;))3. De plus, sur chaque J’;; on a:
. . K A s .. .. .. ..
a0 e Y ] E el By £ 82 gy 3 AT Ty
N . A . .. .. .. ..
CONYE | a0 T ke U hd) 2 kel 3y 4 £, 22 +g) U2 +hY T2

ij AA i AAA

" iy N ij ij ij i
ai + by j\ +C:l;J y +dy '/Z\ +€3J 3\7@ +f3 ! QQ +93 Y2 +h3] ryz

Y g A A
Ainsi, (u (X)J,T] (X)V P (X)

.]F(‘Q’)l) I;’Q est un polynoéme qui appartient a Qa(]/\\'ij), de
Al A N A A A N . A .
plus v (X)) (XOV R (X)|Jr(X)]) l}f est continue sur K’; donc la formule de Simpson

donne la valeur exacte de 'intégrale

* Soit p € Nay et soit p; = p(‘l() =P (X),7=1,...,18 les degrés de libertés de p € Ny ou
X= (oo ay) i =1, 18,
+(hoisissons u € Vi tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au point:

A
Aou: A= (], % 1), ainsi la condition (divu, p)a = 0 implique:

JETCAY B (A) |Jr(A)] =0

A
puisque 5./,‘( Al # 0 ce la donne
|

VD (A) = 0...(2.70)



+ De meme sioon choisit u € Vo ar tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de

u aux points (', F, H respectivement ou:

A "1 | [ A 11 1
=y =y 2055739
O aura
A A
Vp(C)=0...(271),
VD (1) = 0. (2.72)
A

* Maintenant soit u € V4 tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au

point I3 o [A,’: (Z ;,U) ainsi la codition (div u, p)y = 0 implique
A o A A A A _r, A AL A .
( -//v(l})} Ji (B)V P (B)) |14 +({Jr(B)|Jr" (B)V P (B)) |I(~ =0...(2.74)
A9 2

JF(B)| JF' BN 1,.i=1.2.0n

solent o', ) = 1,2,3 les vecteurs colonnes de la matrice (
remarque ques

>

()t A A AN A
’)"'(”’H;G:d’p“’)) |I\A 0; P (B),t =1,2....(2.76)
En effet:
VAN ' A A A
h (B F5(B) — 01 F5(B)0.F§(B)
3 VAN A Ny A . A . P
o= 1 (/3)()2# (B) — dlﬁ (B)F(B) |7 =12
. A A
B B

OB S (B) — 0y F(B)3,Fi (B)

. A . . . . . —
AN =al + b0 e g +d D el BY £ 88 17 95wkl 2930 =1.3,5 = 1,2
(I'indice ;) ¢est pour dire qu'on est sur ]/;’J-).
() = b+ Led '
e PTE = 13a=1,23.
J
+ 3¢

A

j=1,2i=1,2,3.

=al b 4+ el

de ces ¢quations on a:

Jo_ 2 1
b = af — 2,
o =2t — o] ,)=1,22=1,2,3.
S 3 4 1 _ 2
C=ay e, =

46



donc

>

i=1,2,3

>

1

{ O FM(B) = &, FX(B)
B FNB) = 0, FX(B)
(

13

¢

[S]

ce qui implique que o' = o?? d’ot1 (2.75). On a aussi:

A

N
P (X)=ua;+0b 7 +¢; {/\ +d,; z +e; 9/1,\1 +f; Tz +9; ﬁg +h; 5:\@?:,] =1,2

. . B . . A
(Findice j ¢’est pour dire qu'on est sur K;).

A
sur f,.) = 1.2 on a:

Py = @; + ¢
py=a; +b,+c;+e;
de ces équations on a:
b, =p,—m .
¢; =Py~ Py J =12
€;=pPr— P2t P — Py

. P =q;
=a,;+b, .
P2 =@+ 0 7 =12

ce qui nplique que:

d’ot1 (2.76). En tenant compte de (2.75) et (2.76) la condition (2.74) peut étre écrite sous

la forme suivante:

b (B) &b (B)
. A AN A A
[ ol ot ool J D P (B) + [ a?l a?? o® ] 0P (B) =0
A A
b (B) | Oa P (B) |
1 2
l.e: N A
01 P (B)
- A
all 4 a2l ol2 4 g22 13 } 32]’3(3) =0

N A A A
03P (B)|» +03P(B) |
Ky K,
En vertu des hypotheéses de régularité des héxahederes le determinant de la matrice:

[ Al 4 a?! Ql? 4 22 0,13]

- est non nul,d’on



* Maintenant soit u € Vo um tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au

point £ ou: I = (0,1 5 ,—), ainsi la condition (div u, p)p = 0 implique

JETY D(E)) | » +(|[Je(E)

1\1

JET(B)V B (E)) | p = 0..(278)

3

A
(i (£)

A

Jr(E) JFT(E)) | 5,i=1,3.0n

soient o, j = 1,2,3 les vecteurs colonnes de la matrice (

remarque que

et
AN A
GP(E)| A=

A 1 -
K, K3

&
s>
=
>
il
S
=>
—~
=
:-/

|
N
oa

..(2.80)

En effet,
Y A j g
D2 FJ( 1«)03 3(F) — 0. F3(F )03F2(E)
- A ; .
ot = ()2F3(Jd3FJ(E) FI(E)asFa(ﬁ) =13
A A
()2 L

(E)osF3(E) — 0, F(E)0s F(E)

A ; ; ; ; ; ; -—=
FUN = al 46 % 46§ +d1 5 462 5y +£7 55 +g7 05 +h1 292,46 =1,3,j = 1,3

. N . /\.
I'indice | ¢'est pour dire qu’on est. sur i;).
J | | J

’). (‘ri /:’ = -' LJ
{()th(/-\/) (':‘*‘2(], "j:1,3.i=1,2,3.

R (E) = d + 1y

A .
sur f,.) = 1,3 0on a:

rl=al

I‘f—a +cJ ) )
Smddtd ,J=13.=1,2,3.

l

¥ =al + g

de ces ¢quations on obtient:

&=l
(H_.ll .111 ,J=17322172,3
8 5 1.4

(/L - I' _'Il+‘1‘1 _ﬂ‘ci

donc

i=1,2,3.

>

FNE) = 0,F2(£)
()3F1 E) 031‘13(}7)
ce qui implique que:a'’ = o?! d’ou (2.79). On a aussi:

AJ

P (\/:’) =a,+0b, 6 +c; ;{/\ +d, A +e; ./1\@ +f; 12 +9; _1/)/2\ +h; ‘é\@g,] =1,3
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. C . A
(indice j ¢’est pour dire qu’on est sur K;).

P (B) =+
. ) = C; 54. .
o T =1
s p (J)=d]+§gj
A .
sur A';,y = 1,3.0n a:
P = a;
Py =a; +¢ =1
ps =a; +d; J 3

ps =a; +¢;+d; +g;

de ces ¢quations on obtient:

C; =Py — P
d,‘ =Ps — P, ,J =13
g4; =pPg —Ps+P1— Py
ce qui implique que:

N

0D (1) | 2= 0P (E) Ikg_\:@[/;(f?),i=2,3

Ky
d’ou (2.80). En tenant compte de (2.79) et (2.80) la condition (2.78) peut étre écrite sous
la forme suivante:

A
0P ()|, NI
{”n al? a”] ()2;\)(/:) +{a” 32 aaa] a2£u/’\j) =0
A A A
ds b (E) 8P (E)
l.e:
A A N
O P(E)| A +8IP(E)|/\3
{“n a'? 4o a“—i—a:""‘] 32?1(2]) -0

Vue les hypotheses de régularité des héxahederes le determinant de la matrice:
[ o'l al? 4o (113+a33]

est non nul, d'ou
¥ /\ /\ .
0 p(K)=0,1=23..(2.81).
* Maintenant soit u € Vi u tel que le scul degré de liberté non nul est la valeur de u au
. A
point: 1) ot :D= (0,4, —1), ainsi la condition (divu, p)y = 0 implique:

(et IET DIV B (D)) | +(

K,

JZT(D)V P (D)) | o =0...(2.82)

Ky

Jr(D)

Jp(b)] JET(D)) | ayi = 2,4.0n

soient . j = 1,2, 3 les vecteurs colonnes de la matrice ( 2
1

remarque ques:

ol = o™ .....(2.83)



et,

A A LA A LA LA
ar(D) |AA_ =0, P(D)| =0 P (D)t =2,3....(2.84)
Ion eflet,
A . A - - N - A

O F3(D)OsF3 (D) — 0, F3(D)0sF3(D)

IS - ) A v N s A N .

o = O, FH (D)D) — 058 (D) FL(D) | 2J = 2,4

0, 1 (D)5 FI(D) — s FI( D)0 F (D)

FANY = al 400 4 Y hd S el By S0 08 gl 92 b 895,0=1)3,5 = 2,4

. . . - . s A,
(I'indice j ¢lest pour dire qu'on est sur J';).

WJ A J — _1_ J
()21 (1/\)) l, 2g’; ’j = 2,41 = 1»2>3'
O (D) = d! + Lg]

/\) A
sur A,y 2 Lon a:

j=2,44=1,2,3.

J
t
! =t — 2 Jo=2410=1,2,3.

dounc

>

A

B e A ‘ nl A
{ BEHD)=RFXD) 53
(')3]",‘2(] ) = f);,Ff([))

ce qui implique que: o' = ol d’ou (2.83). on a aussi:

AJ
IN) (4\\) =a; + b, /1\ 4-¢; l//\ +d; 9 +e; ./1\@ +fj Qg +9; glz\ +h; Q@%,] =2,4

. . s . Ll A,
(Pindice j ¢’est pour dire qu'on est sur J';).

A
() P ] = 1 P \
SRR AN P
dyp (D) =d; + 39,
A
sur £, ) = 2,4 on a:
pl"‘a]
Py =a; ¢ j=2,4
py=a; —d, ’ ’
pp=a;+c;—d; —g;



RIS - : - et e

de ces équations on obtient:

C;=Ps— M
d; =p; —py ) =2,4.

9; = Pg = Py + Py — P12

ce qui implique que:

A

—~ 9.9 (D) )p=0 8 P (D),i=2,3

A A
dir (D) |,\A
d’ou (2.81). En tenant compte de (2.83) et (2.84) la condition (2.82) peut étre écrite sous
la forme suivante:

A A

(D) ] s 8P (D) !

N2 4
TR LI e } )y IA’ (]'}) + [ a?l ot o ] 62;\3(]/\)) =0

A A " A A
P (D) ds P (D)
1.e:
o p(D |A+61P(D)!
P VRN PR N KIS ] d2p( ) -0

A A
dsP (D)
Fn vertu des hypotheses de régularité des héxahedeéres le determinant de la matrice:
[ ol a4 at? o 4t ]

est non nul, d’ou:
A A
J;p(D)=0,1=2,3..(2.85)
* Maintenant soit u € Vo tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au

1.1.0), ainsi la condition (divu,p)y = 0 implique:

. f . A
point (/o (/= (—

A

SN D ( D)1 H

A

Jl( 1)

A

/I( :)

( Lm%&vﬁdﬁﬂﬁ=mwz%)

()| I () 1 i = 3,4.0n

soient av.j = 1,2,3 les vecteurs colonnes de la matrice (

remarque e

et:

0P (Gt = DG = 0P (G)yi = 1,2 (289)
Ion effet.
IO FYG) = D FYG)OF(G)
o = L 00 (G) — HFI(G)RF(C) | =34
g (G FI(B)

(D1 (

N

7 A . X . . . . —
FIUN) = al + 00 el Y +d 2+ Ty +f7 2% +g) yz +h! 292, =1,3,5 = 3,4



. . A'
(indice j c’est pour dire qu’on est sur f';).

j=3,40=123.

A

HEI(C) = b+ Le
01 () = ¢ —

= =
S, e

N
sur ;.7 = 3,1 on a:
i

rl=a
13 J ‘
o =al = b L )
9 R ,) =3,42=1,2,3.
£yo=ay + Cz]
M =al - b+ — €]
de ces ¢quations on obtient:

b =a! — 23

Jo— 4 1 - -
(1—-.11-—1‘1 ,]—3,4-2—1,2,3.

S P

t

donce

>

A
{ WEG) = W FANG)
L F(G) = 821?.'4(&)

ce qui implique que: o = a* d’ou (2.87).0n a aussi:

~

,0=1,2,3.

>

AN

N R =0t b, Y e B ords S e, A 1 A gy 0% b, B, = 3,4

. B . . A,
(I'indice j ¢’est pour dire qu'on est sur k).

0 (G =b,+ 1
lfj(f)— T4 =3
()gp ((:):(']—"}!'61
A X .
sur i',.; = 3.1 on obtient:
Py =q;
piy=a;,—b :
PaZ D0 =34

Py =(LJ»+C]
p14:aj_b]"+'cj'—‘e]

de ces ¢quations on obtient:

bj:pl_‘pli’: .
C;=Py— M ) =3,4
€, =Py —P1t P13~ Pra

ce qui imphque que
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d’ou (2.8%). En tenant compte de (2.87) et (2.88) la condition (2.86) peut étre écrite sous

la forme suivante:

LA A A A
o p(G) o P (G)
A
[ PRIV RN ] i 7’} (6’) + [ all a*? o3 ] 9 ;} (&) -0
A A A A
dy P ((7) Ih/'\v. a3 P ( )l](\‘ J
e A
o P (Q)
A
o oV ot 4 at? o3 ] Dy f, (&) -0

En vertu des hypotheses de régularité des héxahederes le determinant de la matrice:
[ o3 4ot 32 4 o2 033]
est non nul. d’ou

A A
i p(¢)=0,i=1,2...(2.89).
Ainsi (2.70),(2.71),(2.73),(2.77),(2.81),(2.85) et (2.89) donne:

PL =Py = Pg = Pg = Pro = P12 = P14 = P15 = P17-e--en (2.90a)
P2 = P4 =pPs = P7r =Py = P11 = P13 = P16 = P18-.---- (2-905)
En effet
A
1) sur i'y:
] .
D (X)=ar 40 2 4er § +d 2 +ey 25 +f1 22 +g1 92 +hy T2
A
- b1+61y+f19+h1§2
A
\ (\y): (']+€]i/l\'+g19+h1 Q/?}
A A AA
di+ fix+q ¥ +h1 Ty
el on a:

PL=a

Py =ay + by
ps=a;+bi+c + e

pPe=a1+ ¢

5 =a, +d;
pe=a1+b+di + fi

pr=a;+bh+a+di+e+fi+g+h

m=a;+a+di+aq

A

1

* ) V/A’ (1) = 0 donne
b+ e+ 5fi+ =0
)+ %ffl + %91 + ih1 =0
i+ fi+3g+ihi=0
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2¢) A, o (13) = 0,0 = 1,2 donne

by + %el =0
¢+ %el =0

), p (1)=0,1= 2,3.(101111(‘:

a+30=0
d1+%91=0

de ces équations on a:

¢ = b
d] = bl
g = —2b
¢ = —2b,
fr ==2b
hl = 4[)1

alnsi on aura:

P = ay
p2=ay+ b
P3 = a4
pa = a1+ b
ps =ay + by
Pe = a1
pr=a1+ by
P = Gy

Ce qui donne:
P1 = P33 = Pe = pg....(‘2.91a),
P2 = P4 = Ps = [)7(291b)

N
2) sur Ay
2
;\‘ (Q) =ay + by b 4+ 9 +d, z +€e2 C/L\/y\ + 12 2% +92 7/):'} +h, -;7\@/'\5
A A AA
) by + ey +fo 2 +hyyz
A A A A “AA
VP (X)=| co+eyx +g, 2 +hy xz
A A AN
dy+ f2 0 +g2 Y +hy Ty

et on a:
P1 = dz
p2 = az + by
ps =az +by+ ¢y + ey
P4 = a2+ C2
po = ag — dy
pro=a;+ by, —dy — fa
pii=az+ by +cy—dy+e3— fo— g2 — hy
P2 = ay+ ¢y — dy — gy
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A2 A
*) Vp () =0 donne:
b, + %62 - %f? - %hz =0

[N 1 1p " —
cy+ 56— 592 — tha =0

dg+%fz+§gz+ih2:0
2) i P (13) = 0,7 = 1,2 donne:

{b2+%62:0

1
C2+562:0

3%) 0, ;\; (D) =0.0=2,3donne:

(‘2—%y2:0
dy + 59, =0

de ces équations on a:

Cy = I)g
dg = —bg
- g = 2b
€y — “'2()2
fa = —2b
/1,2 = -—4b2
SOl
P = a
p2 = az + by
p3 = az
- Pa = ag + by
Po = ay + by
Pio = G2
pu = az + by
P12 = az

Ce qui donne:

Pr = pP3 = Pio = p12...(2.920,),
p2 = ps = po = p11---(2.92b).
De (2.91) et (2.92) on obtient:

M =P3 = Ps = P8 = Pro = p12...(2.93a),
P2 = P4 = Ps = P7 = P9 = p11(293b)

3) sur N

A A A A A s AA < AA AA AAA
P (N)=as+byo 43y +ds 2 ey xy +f3xz +93 yz +hy xyz

A A AA

A by + €3y +f3 2 +hyyz

vl’ (.,): (";+(’3/I\+g3,/2\+h3£2

A
ds + f3 2 +93 Y +hs 3@
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et on a:

A.'S A
x)Vp (1) = 0donne:

Al

2¢) i1 |

.‘ N
.

- 34) O P

SOIL:

Ce qui donne:

A .
1) =00 =2

Pr = 4as
P4 =az+c3
py = a3+ ¢35+ ds + g3
[’13203—53
ps = a3+ ds
Pra=az—by+c3—e3
pio =a3 —bs+cz3+ds—es— fs+g3—hs
p1s = az — by +ds — f3

bs + %83 + %fs + }}hs =0
ey — gy + ?}393 —3hs =0
dy— Lfs+1gs— tha=0

.3 donne:

c3+ %gz =0
ds + %93 =0

(/)= 0,7 = 1,2 donne:

{ b3+%€3=—‘0

(.‘,3—%83:0

de ces équations on a:

ey = —bg
d:s = “bs
g3 = 2bs
€3 = —2b3
fa=—=2bs
p1 = das
pg = az — by
Ps = ag

P13 = a3z — by
P14 = a3
P1e = a3 — b3

\  Pis = 43

P1 = P8 = P14 = p15(294a),
P4 = P5 = P13 = P16--e- (294b)

De (2.93) et (2.94) on obtient:

=Py =P =Py = Pro = P2 = Pra = P1s.....(2.95a)

M
{ P = py = Ps = [)7 = P9 = pll = p13 = P16----- (2.951)).
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4) sur Ny
At A A
PoX) = ay+ by r +eq Y +dy z +eq Q@ +f4 2z +94 /y\f«"> +hy
A
s by + €1 Y +fa z +hy 3?9
AT N A A AA
VP (X)=| ca+es2 +g4 2z +hg x2
. A A AN
(14 + j4 £ +g4 Y +IL4 Ty
et on a:

P1 = Q4

Ps = ag + €4
Pra = tg+ ¢y —ds— g4

Prs = ag — by

Po = a4 — d4
Pra=a4 — by +cq4 — ey

Pix =aqg — by +cy—dy —es+ fo— gs+ hy

pr7=ag— by —ds + f4

A

*) V l/\’l (11) = 0 donne:
b4+%€4—%f4—%h4——‘0
cr— fer— Lt the =0
dy — _12_f4 + %g4 - 5/7,4 =0

2¢) i p (D)= 0,1 =2,3 donne:

c4—%g4:0
d4+%94=0

>

Al
3x)J; p (())=0,0= 1,2 donne:

b4 + %(’.4 =0-
Cqy — %64 =0
de ces équations on a:
cq = —by
dy = by
ga = —2b4
€4 — —2b4
f4 = 2b4
h4 = —4()4
SO
P1 = a4
P4 = g4 — by
P2 = a4

Po = aq — by
P13 = aq — by

P14 = Q4
Pis = aq — by
P17 = a4

ANAN
Tyz



C'e qui donne:
Pr = P12 = P14 = p]7 .....
P4 = Py = P13 = 18

De (2.95) et (2.96) on obtient:
PL=P3=Pe =P =Po=—P12=pP4=pP1is =p11 =« (2 970)
P2 =Py = Ps = Pr = Pg = P11 = P13 = P16 = P18 = ﬂ...(2.97b).

Pour conclure que p est constant sur M il suffit de montrer qu'on a @ = 4. Pour cela
: A
* Soit u € Vg tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au point M ou M=

0). ainsi la codition (divwu, p)pr = 0 implique:

(0,1,
( ./,'«fz)l./;"'(ﬁ)v P | + (]nv(z»“n JETANV B (M) |, +
! NS B (A1) o lJp(M !JF (M)V B (81)) | 5 = 0....(2.98)

+(!./1.'(/\AI) J;
JETM)) 1 i

A
} les vecteurs colonnes de la matrice (1.]1: M)

solent, o) =

1,.... On remarque que:
all = a%1.....(2.99),

al? = .100)
ot = ot (2.101),
o = a%.....(2.102)
) A AA
()] P (/\I) ‘l/’\ = ()1 P (M) l A (2103),
AS} 2
0y b (M) | =y DM | o (2.104),
A H LA A :
D3P (M) {f» =P (M) | a e (2.105),
2 4
o b (M) 2= P M) | s v (2.106)
el on a aussi:
A A A . A A ~ A .
dy P (M) 1 A —()zl’(U) |hA =0 P (M) |}(}=02P(M) ’I\A =0, P (M)...(2.107)
2 3 4

k)

En effet.
PUN) = a 40 8 4 5 +d S el 2 47 8% +g? 95 +h7 82,6 =1,3,j = 1

Mindice j ¢’est pour dire qu’on est sur /' ;).
| J

xall = o8
Dy (A Ou Y (RT) — D, F (A1) F§ (1)

o = I AN — D F (A FL (M) |7 =1,3
DI (ML (AT — 0, (MO FE (M)

A

) Ay —
()zl/,\(/\l) -G ,j=1,3.4=1,23.
M FH M) =d + %.‘/{
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(W) fde(N)fd e — V) Erte(V) i e
po =100 (WeUN) e — (N e 'e | = o
(W) Eae(N)iate — UV frte(y) e

('_”U = [7.“ *
(001°¢) no.p (0 = v onbonbrdinrmb oo

(W)zet'e = (W)l }
v v
A

-‘.‘ :z‘ . ,
FETTE e = ) iate

\%
2.)”()])

2, ' [ D

g T — + T o = /,.)
Qb b g b . [¢ 'r— 1y =1
ger=rg1="¢ Tt =
? ro, 1
[I —_ 71 r(}

Moo uo suorjenbo s90 op
1. 3 2 [ I
.'[4 + [[) + /,) + 0=
3 L, 1
P+ D =T

1 .1

?(1 + rn = ;

ggir=rgr =10
2o ‘.\'!‘H[ll

.SAZCI:?.ZL[:'[G . .

P =)0
P =)

=

(W) LN E1 e — (V) frte(F

w | )jd e
¢1=1C| W)irtel

n

v

\ \

W)eed 0 = () e "LV ) et 0
W
\

<

= U

<

\2
VEd'e — (W) Erte(W)br'e

\Y%

() el

<

R AT A
(66°C) nOP o0 = 0 tonbonbydun mb 9o

(pvv){j’t] ﬁQ = (1\’/’)[1?{&:(.)
(ly)gf’sl z(.) = ( V)[IA‘I ?.{')

2

.g‘Z(I :’zt

.)ll()[)
N I l’r + 9 I' = I’/)
ger=rer="_" ?owzw

JJULL(O U0 suotpetibo say ap

3 @ ! N I
i.r) + fp + .r) + i,T) = yg‘I

ol T — ety = [ fp+.»[1):§.11

QZT_1£I- 1, ‘z,)_v,r
/"+I' R
Ty
iT)_I.r

1eouotsreul



j=2,44=1,2,3.

mais, on a:

P a—
.1'?:a{+cf L L
ll‘?v.: a{(__ df | yJ = 2,4.7, = 1,2, 3.
=l e~
de ces ¢quations on obtient:
o=t — !
{ dl =l —a? ,J =2,41=1,2,3.
g = ot =l 4t —
donc:
A A
hF2(M) = 0L F (M) .
A 7 A ,r=1,23.
(.);31’7‘12(/ 1) = ()3Fl4(M)
ce qui implique que @ a?! = ot d’on (2.101).
* (yfii _ “I‘»>
A A A A
O (M) (M) — Dy FL(M)OLFL (M)
5o A A A o S —3.4
= ()11 (1])02};](‘@1) ()1 (M)82F (M) »J y d.
A A A A
h (MO (M) — 01 Fi(M)O, F{ (M)

A )
{ ()QFJ( 1) = j=3,4:=1,2,3.

DI (M) = b+ el

mais, on a:

= al

. +
e =al —
M=dal b+ —¢

Z

x?

ll
)
[t

j=3,45=1,23.

s

de ces ¢quations on obtient:

R RS |

(l—.ll .11

Jo— ] 13 P .

bl =ux) — &) ) =3,42=1,2,3
N I | 13 .14
(I—Ii .Ii-{-.l'l Il

done:

. q° /\ . al /\
{ D IP(M) = D FA M) i = 1.2.3

AR 9 A ay
()1[‘1- (’\l) = ()1}‘- (M)
ce qui implique que @ o = o' d’ou (2.102). On a aussi:

A

A
POAN)=a, + b, 5o, §4d, E e, By +f; 2% g, 4 +hy DYz, =1, ., 4
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I’indice ; ¢’est pour dire qu'on est sur ;).
J ] | J
) 4
as

. A A S A
xh P (M)=0p (M)?
A

A 1 )
()1 P (AI):bJ+§6]’J = 172

mais, o1

" =4
p.zzaj—{—bj :12
Py = a; +¢; ’ ’
py=a; + bJ +¢; + ¢
de ces éguations on obtient:
b: = py, —} .
{,_J PP =12
€; =P — Pyt P3— Pa
ce qui implique que:
A A ‘ A
NP (M) |r=01P(M)]n
1 K2
d’ou (2.103).
oAb oA oA A
«Oyp (M) =0 (M)?
AA

mais, Ol a:

Py =4+ ¢
P :(1,j+d]-
Ps :aj-+(rj+(1j+gj

J =13

de ces ¢quations on obtient:

LEph =13
g, =Py —Ps +P1— Py

ce qui implique que:

a A A
P P (M) II\A.3
d’ou (2.101).

A% A At A

Os P (M) =Dy P (M)
. 1 .
dypo( f'l):dj+§gj,_) =24

mais, on a:

pr = q;
Py =a; + ¢
py=a; —d

' jo=2,4.
J

Py =0, +c;—d; —yg,
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de ces équations on obtient:

_L=nm j=2,4
9, =Ps— Py T Pg — P12
ce qui implique que:
LAt A oAt A
3P (M)=0sP (M)
d’ou (2.105).
RS oAt A
Ap (M)y=dvp (M)
AL A 1 .
mais, on a:
])l = aj
Piz=a; — b]-
Py =q + ¢
Pra=a; — l)j +c; — ¢

J =34

de ces ¢quations on obtient:
b =p, — )13 .
! " ! s J = 3,4
€; =Py~ P1 T P13~ P1a
ce qui impligne ques:
A

AA A
NP (M)|r=01P(M)]|

K Ky
d’ou (2.106).

A AL A

] 3 4
b (A =D (M)=abd (M)=0D (M)=0p (M)

NI A

AP (M)= cj,j =1,2,3,4
mais. on a:

Pr="=%4, i -1,234.
Py = a; + ¢

de ces équations on obtient:
(J =Pgy— P1yJ = 17273a4
ce qui implique que:

A A

oAl A A2 A3 oA A A A .
Oy (MYy=0p (M)=0p (M)=0%P (M)=0.P (M) =p;—p1-..(2.108)
d’ol (2.107).En tenant compte de (2.99),(2.100),(2.101),(2.102),(2.103),(2.104),(2.105),(2.106),(2.107)

et de (2.108) la condition (2.98) s’écrit sous la forme suivante:

r A 1 . A
()I l’(1l)|l/\\ 2 7’(M)lh/>
[ PR IR PR B ] (.)2]/\'(1(\” + [ a?! o2 al‘%] 02;\)(/(}1) +
A A - A
-(}}P( ])l](\- SIQ(M)|"
F A A ' i A A 2 4
o 1, P (51) |
+ l all o832 o3 J ()2;\)(](\1) 4 [ a2l o2 o33 ] 821/; ]\AJ) =0
A A A A
();p(M)ihA, O3 p ( )|h¢ |
L 1 4 L 2

62



qui s’écrit sous la forme:

1o A A 5 A A
o'l ! r| O p(M) |1\/'\1+ P ( 1)’,(}3
a2 4 a4 0%t 4 o2 022’;(1\/\4) -0
13 33 A A AA .
arto 03P(M)|](§ +83P(M)’l<}
1 2

Vue les hvpotheses de régularités des héxahederes le determinant de la matrice:
ol £ a2l o2 4 a4 o324 a2 ol8 4 o33 ]

est non nul d'ou:
A

A !
P (M) =0,..(2.109)
ce qui implique d’aprés.(2.108) que p; = ps. En tenant compte de ca (2.90) donne:
P1 = P2 = ceeiinnnn = P17 — P18.
c’est -a-dire que p est constant sur M.

C.Q.F.D.

Ainsi les conditions CM1,C'M2,CM3 et CM4 sont satisfaites et donc le théoreme 5 assure
que la paire (V,,Q),) donnée par (2.61) et (2.62) est stable.
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Chapitre 111

PRECONDITIONNEMENT DU
PROBLEME DE STOKES
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1 Préconditionnement du probleme de Stokes par
la méthode de décomposition de domaines.

1.1 Introduction:
Considerons le probleme aux limites suivant:

FEtant donnée f € L2(Q), trouver utel que:

Au = fdans Q.....(3.1a)
u = 0sur d9......(3.2a)
ou: ,
J Jdu
Au==5 L a () 2y, d =2,3....(3.2
) WZ:I o o) (3:2)

Les coelicients a,, sont des fonctions mésurables et bornées sur Q.De plus,on suppose(hypothese
d’éllipticiteé) qu'il éxiste une constante o > 0 tq:

d

VEE R : Y aij(2)&& > €]’ .....(3.3).

ty=1,
La formulation faible de ce probleme s’écrit:

Trouver u € H}(Q) tq :
Afu, v) = (f,v),Yv e H}(Q).....(3.4)

ou :
d du Ov
A(ll, l.') = idzzl /s; al]()—.;jg.l_':dl‘ ..... (35)

Il est hien connu que ce probléme admet une solution unique ( voir Raviart-Thomas[25]).

Soit 75, une partition réguliere de Qet soit Vj un espace d’approximation de Hj()
défing sur cette partition. L’ approximation de Galerkin du probléme (3.4) est définie comme
Stant la solution du probleme discret suivant:

Trouver u, € Vj tq:
Alup,v) =, (f,v) Vv € V,.....(3.6)

Soit {2, }1<.<n une base pour I'espace Vj, ,ainsi la resolution du probléme (3.6) conduit au
systeme algébrique : '

AU= F....(3.7).

ou )
A= ((Li.i)lﬁi’./SN’ (Lijrz A(‘Pj,ipi),
I'=(Fih<icn,  Fi=(f,¢i)

et 17 = ([ )<.cn le veeteur des valeurs aux noeuds corréspondantes.

Ion eéndéral. Ta matrice An'est pas bien conditionnée et par conséquent 'application
directe de la méthode du gradient -conjugué pour le systeme symétrique défini positif
(3.7) ne conduit pas a un bon algorithme.

La méthode de préconditionnement consiste a choisir une matrice P symétrique définie
positive ot qui donne une matrice 271 A bien conditionnée et creuse, ce qui rend algorithme
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de résolution du systeme P~TAU = P~'F plus efficace. :

Si la matrice I est associée a une forme bilinéaire B(.,.), le bon conditionnement de
P~ A est assure par P'équivalence spectrale (voir Bramble et all [6]) i.e : ils éxistent deux
constantes Ny A, > 0 indépendantes de h tq:

KNy B(v,v) < A(v,v) < KyB(v,v),Vv € Vi (3.8).

Pour le probleme approché de Stokes (1.46) le systeme algébrique généré s’écrit sous la
forme:
AU + BTP = F....(3.9a)
{ BU = 0.....(3.9b)

ou:
A= (aij)ij,  aij = a(wj, ¢i),
B = (blm)l,ma blm = b(‘Pma ql)w
F=(F), F=(s)
Les{y, } (respectivement les {q;}) sont les fonctions de base de V}, (respectivement de

Q1) et L', P sont respevetivement les vecteurs des valeurs aux noeuds de u et p.
Les éspaces Vy, (), sont choisis de tel sorte qu’ils satisfont la condition inf-sup(1.47).

Remarque 16 :// cst bien connu que la matrice:

rn (A BT
A=\1B o

est symetrique, mais n'est pas définie positive.

Dans ce qui suit.on s'interresse au préconditionnement du probleme de Stokes.Plus
éxactement, on se sert de la méthode de décomposition de domaines pour préconditionner
la matrice de capacitance associée.l.’approche qu’on.va présenter a été initialement pro-
posé par Quarteroni [24].

1.2 Le probléme multidomaine associé au probleme de Stokes:

Supposons que 0 est décomposée en deux sous-domaines 2y, Q; tq: = Q; UQz et Q4 N
(1, = I'. ¢t que la partiton 1, sur laquelle Vi, Qy sont définis est telle que chaque élément
appartient soit a Q;soit a€),.

Remarque 17 :On utilise une approximation discontinue pour la pression et conlinue
pour la rilesse.

Dans le but d'introduire un probleme multidomaine équivalent au probleme (1.46),définissons
les éspaces suivants:

Vik ={v a0 €V}, k=1,2...(3.10)
Ve = {v € Via,v [r= 0}, k = 1,2....(3.11)
o), = {v|r,v € V,}....(3.12)

Qnr = {qla,.q€Qu}, k=1,2..(3.13)
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Définissons 1'extention pry de o € ©,aQy par:

prt Pn — Vig
prp =y sur ' (3.14)
pry = 0 pour chaque noeud interieur a Q.

Donnons maintenant le lemme suivant :

Lemme 8 :/Lc probleme (1.46) est €quivalent, au probleme multidomaine suivant :

Trouver (wy, gyprg) € Vik X Quiask = 1,2.Tq:
ar(t . 0) + b, pr) = (fi,v),Yv eV ..(3.15a)
bi(una,q) = 0,Vq € @ y.....(3.15b)
Up,1 = up2 sur I'......(3.15¢)
ar(wp e i) + 0 (prp, pra)+
Fay(wy 2y prp) + bl p2e, Pr2) = (fi,me)+
+(f2, pap), YV € @4...(3.15d)
@y, 2.00) + bo(v, pro) = (fo,v),Vv € Vh":2 ..... (3.15¢)
by 2y q) = 0.Vg € Qo (3.15f)

owag. by ol [i diésignent la restriction de a,bet [ a Q et upgr = up o, Phrk = Pr 1oy -

Démonstration:Soit (up,py) € Vi x @y la solution du probleme(1.46), montrons
qQue (g g pri )k = 1,2 est solution du probleme (3.15).

. b e . ' S Q ' y Q

Pour v < V)7 et g € Q1 déflinissons:v’ = { g:ii Q; et g = { (()I:E; le

dou: " V) et ¢ € Q. Donc comme(uy, py) est solution du probleme (1.46), alors:

fetuwre m) = )
b(un,q) = 0

ce qui donne

”I(“h,la")+(1"2(“41,,270)+bl(vaph,l)+b2(03ph,2) = (f1’1-7)+(f270)
by (wp,t, ) 4 ba(up2,0) = 0

done

ay (“h,la U) + 1)1(‘0, Ph,l) = (fb U),Vv € ,h*,l
bi(tn1,q) = 0,Yq € Q1

d'ou @ (3.10a) et (3.15Dh).

- , A , Osur / Osur )
De meme ponr v € Vi, et g € Qpp déffinissons: v = { SUL S oy g = !

vsur 2, gsur )y
dou: ¢ €V, et ¢ € Qn.Donc comme(uy, pr) est solution du probleme (1.46),alors:

(‘("thlv”)+b(1’lvph) = (fvvl)
b(uh,q’) = 0

ce qui donne

ar(up, 0) + azlupz, ) + 01(0,pra) + ba(v,prz) = (f1,0)+ (f2,v)
bi(uni,0) + ba(unz,q)

1
=
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donc
“2(“’/1,‘23“) + b}!(/”wph,'l) = (f?av)avv € ‘/}:2
I’z(“h,zs q) = 0,Vq € Qh.')

d’otr, (3.15¢) et (3.15f).De plus, on a (3.15¢) par continuité de la vitesse.
Il nous reste seulement qu’a établir (3.15d).Pour cela soit : ¢ € ®, et posons
P o= { prpsur gy alnsi v € by
p2ysur §2y
Dou : atuy,.0)+ blep,) = (f,v),

ce qui doune:

ar(t, - me) + @lunz, @) + bilpre, pat) + ba(pap, prz) = (fi, ;1) + (f2, p200),
Vo € ®

d’ou (3.15d).

Réciproquement: soient v € Vyet ¢ € Q) et posons:
vy =0 = prype sur ot { q1 = q la,
vy =0 - ppyersur ) g2 =q |a,

el .On remarque que top € Vi oy € Vig, g1 € Q4 et g2 € Q5. Montrons que: u, =

ol :yov désigne la trace de vsur I'i.e: yv =

sur 2 asur . ..
Ut SUT 0 Py = ProasUr =2 o nts solutions du probleme (1.46).En effet, ona:
wy, o sur $d, P2 sur

alug o)+ b(e.pr) = ar(uny,v1 +p1yov) + bi(vr + p1yov, pri)+
Faz(un2, vz + p2y0v) + ba(v2 + p2y0v, Pa2)
= ar(un,,v1) + b1 (v, pra)+
+ay(un1, pryov) + bi(p1yov, pra)+
+az(un2,v2) + ba(v2, pa2)+
+az(unz2, p2700) + b2(p2y0v, Pr.2)
= (f1,v1) + (f1, pryov)+
+(f2,v2) + (f2, p270v)
= (fi,v1 + p1yov)+
+(f2,v2) + (f2, p270v)
= (flav)+(f2’1’)
= (f,v).

et bluy.q) = bi(upy.q1) + ba(tth2,q2) =04+0=0.

C.Q.F.D.

1.3 La matrice de capacitance associée au probléme mul-
tidomaine:

Désignons par {25}, {¢*}. k = 1,2, {4, } réspéctivement les fonctions de bases de Vyy, Qn.x
et @yt par U P b = 1,2, U5 réspéetivement les vecteurs des valeurs aux noeuds corre-
spondantes de wy, oo prget wy i
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Definissons les matrices suivantes :

Akk(Nie x Ni) = (Ag)iy = ak(‘Pfa‘Pf) ------ (3.16a)
”kk(/”k X Nk) = (b)kk)i,j = bk(gpf,qf)(Slf)b)
A-‘lk;;(/\/k X N3) = (Ak:})i,j = ak(pklﬂ]—,gof) ...... (316(‘)
Bis(Mp x N3) = (BkS)z',j = bk(/’kif)j» ‘If) ------ (3'16d)
AL Ny x Ny) = (ALy)i, = “k(/’kd’jaﬂk"/)i) ------ (3.16¢)
(Fi)i = (fis 9F)-enn(3.16f)

(I“;\.;;)i = (fk, [)kl/lz') ,R; = P‘13 + ]?23 ..... (3169)

Lemme 9 :avce les notalions(3.16) le probléme multidomaine (3.15) ce raméne au systéme
lincaire suivant:

A” Iflll /113 0 0 []P F1
B, 0 Bz 0 0 P, 0
1{; ]311; A33 AIJ }3273 (]’} = F3 ...... (317)
0 0 Ay Ay Bl U F,
0 0 By By 0 P, 0
Démonstration:posons:
) B 1 T A
y 132 K2 Y2 Ay
[ = ) ) = . JUy = . Py = . , Py =
N, BN, KN, M, AM,

et
Ukt = Z}V:’I a5+ Z;V:SI 1ip1b;
Upy = Zjv,él ,53'%2' + Z;V:al Wi p2p;
Py = o0 v,q)
Ph2 = ij.—}l /\jqu‘

ainsi (3.15a) donne

N N Ml
(YJ"'(Q.:‘ v) + Z /‘./‘Ll(pll»/'w )+ Z 7)b1(07 q_]l) = (f],‘U),V‘U € Vh":l """ (*)
=n! J=1 J=1

de méme (3.15h) doune

Ny N,
ST asbi(P i) + D bi(prdiq) = 0,Y9 € Qe (2%)
=1 =1

pour v = ol =1...N, on a d’aprés(x)

ANy Na M,
ST il )+ 3 wiapids,0l) + Y bl 6)) = (fi 9)
J=1 ! ,

j:l . ]:1
(‘.(‘St:"(‘l"‘lil"\ ."] |[":J + /‘];;l/r;; + Igll‘l I)l = [’Wl.
de méme pour ¢ = ¢l = 1,...M, on a d’aprés (2x)

Ny N3

Do aibileyql) + D ubi(prdhgl) =0

J=1 =1
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e Bl + Biylly = 0.
(3.15¢) donne

N, Ny M,
Yl e) + ) pias(pay,0) + )0 Aiba(v,q7) = (fo,0), Yo € Vi (3%)
g=1 J=1 =1

=

de méme d'aprés (3.150) on obtient

N,

Na
> /)’A,ﬂbz(\pf, q)+ D> pba(parh;q) = 0,Yq € Q... (4%)
=1

J=1

pour v = 2% i = 1....N, (3%) donne:

N, Nj M,
Yo Bt o) + D wiaz(pathy, 0F) + 3 Ajba(02,47) = (f2, 07)
J=1 J=1 j=1

c’est-a-dire: x\u[/r.‘? + Aylly + B;’:z])g = F.
de méme pour ¢ = ¢4,1 = 1,...M, (4x) devient

."‘V) ) N3
Z (ijbz(gj,qf) + Z 1;b2(p2tj,q7) = 0
J=1 J=1

Le Bzg[ 'i,) + lfg;;(/‘y;; = 0.
De méme (3.15d) donne:

Z;”:‘\.,n_,ul(ﬁ‘,«pm)+Zf’;,;tja1(pm/u,pw) + T yibi(pre, @) + T2 Biaa(@?, pag)+,
+ T ety pap) + SV N ba(prp,q?) = (f1,p10) + (J2, p2p) Vo € Dy (5%)

pour ¢ = ¢, . = |,...Ny on obtient d’aprés (5x)
S e ael ) + SN a (e, )+ S (e, g)) + SN2 Biaa(e?, pavi)+
+ Zj\;l o peyy, prih) + Zﬁﬂ )\J'bz(pztlw,qf) = (f1, p10i) + (f2, p2vi)

e ALEO 4 ALy 4 BEP 4 ATIY 4 A2 Uy + BLPy = Fis+ Fos = F.

Ainsi on a le systeme algébrique lineaire:

ApUP + ApUs + B1T1P1 =F
[))“1/1‘) + f;lgUg = 0
/\/{;,l "" + ;'1:'{3(/';; + 31751’1 + AQUE + A§3U3 + B%Pz =Fi3+ Fos=F3
Azg(];) + /123(]3 + B2Tsz = F2
Bopl/9 + BaysUs =0

qui s’éerit sous la forme matricielle suivante:

."1“ Hlll A[;; 0 0 U:) ﬁvl 1
By 0 By 0 0 P, 0
Aly Biy Aw Al Bl Us | =1 F;

0 0 Ay Ay Bl Uy £y

0 0 By By 0 P, 0 |
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avec .‘\;;;, = ‘4:];_-‘ + /1‘:2{3

C.Q.F.D.

Dans le but de donner la matrice de capacitance associe au probleme multidomaine
(3.15), définissons:

. .4,’1' B,[, T AiB _ T T y — ¢
N, = ( b ),(H- ( s )m Ji=( AL B%),i=12..(3.18)

I\’I C']; 0 tl Gl
Jl A:s:s J'). U:s = f"3
0 (723 ]\’2 tg G2
70
ty = (;’: ),sz ( lgk>,k=1,2.

{ I\’ltl + Q3U3 = Gl

donc (3.17)., s'éerit. -

ou

donc
Jiti + AszUs + Syt = F5
ang + ]\’2t2 = G2

ce qui donne

ty = K['Gy — K[7'CUs
t) = 1\’2—16'2 - ]\’2—102[]3

d’ou
J,(I\'fl(ll - 1\'1_'(‘;3(,/3) + As3Us + Jg(l\'{1G2 - K{IC;;U;;) = Fy

soit

(AL — LK Gt A% — LK ' GlUs = Fy — JTKT'Gy — J,K7'G,y

qui s'écrit sous la forme:
ClUs=(....(3.19a)
avec
("= /1_.153 — J11\’1-1015+ A§3 - J21(2—1023(319b)
G =F;— J].I\’]_—]G] - J2]"2_1G2..-(3.190).

la matrice (7 obtenue est appelé matrice de capacitance.

1.4 Proprietés de la matrice de capacitance:

Pour chaque o € ¢, et pour chaque k = 1,2 soit (wk(@), Tk(®)) € Vax X Qrx la solution
du probleme suivant:

ar(we(p),v) + be(v, m(p)) = 0,Vv € Vj4.....(3.20a)
bk(wk(cp),q) = 0,Vqe Qh,k ..... (320b)
wi (@) = sur [.....(3.20¢)
Pour chaque o,y € &, on définit la {forme:
2
Alp,p) = Z “k(“-"k(“P)a /)k"/’) + bk(pk¢’a 7rk(‘ro)) """ (321)
k=1
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Lemme 10 :La forme A ainsi définie satisfait{C Xy, Xy) = A(p, ), Yo, € P.....(3.22)

ou N, (Xy respectivement )

Démonstration:On a

Ny
Wy
Wy
- o
lt b
— WEN,

est le vecteur dont ces Ny composantes sont les valeurs
dep (respéctiocment de ) aur noeuds de T. et [.,.] désigne le produit scalaire de RM3

N3
wkjpf + Z wsippps, k =1,2.

=1
W3y
W32
= 1’ Z, X(p =
wBNk

Nk N3
PRy = Z Pka + Z P3Pk, k= 1,2,

—_ J=1

Pkt
Pk2
P =

PEN,

Ty =

On a amsi

A (00 (2)e prio) + by prp. 71 ()

aleer(2)y prgr) + by (pry, m(@))

Mais.d"aprés (3.20a) on a

=1
P31
P32
=12, X, =
P3N,

A’k
kg ‘
Th= Y Tqt k= 1,2.
=1

T kM,

N N
= ZiZipu D2 wa (el ol)

+ M o 25\21 wz;jar(p1yj, o))
+ 03, pai PBRN wija1(p;, pres)
+ 50 pai 2521 w3jay(pripy, prid;)
+ T pu S b (0l ¢!

+ Ez]\lzal P3i Zj:ll Fljbl(ﬂli/’i, q;)

ATACWY + 00T A3 X, + XT AT WP
+X§ Al Xy + o7 Blimy + X2 By
AT(ALW? + Az X, + Blmy)
+X$(A1T3WIO + AL X, + B,gﬂ'l).

A|]M/!IU + A13‘Y¢ + BlTlﬂ'l =0

-]
o



d’ou
af(wi(@)op) + bi(pr, mi(p)) = X A S\ol_..\» 33Xy +~w;§~v (3.23).
De meme

ap(10a( ), pavr) + ba(pop, ma(9)) = SI2y pai D02 wajaz (2, ?)
+ Mﬁ._ P2i MZJ wa;az(pats, pF)
+ MML P3i MW,M,W wajas(@?, paii)
+ MUTH P3i Mg 1 SSQNAEAF, S@ )
+ M =1 bf >%l~ u.n.nvw ¢0. ’ v

+ Malﬁ P3i MU.\ 1 QﬂMQ@wAEw@: Q.Nv

walia(2), p2i) 4 ba( ot ma(0)) = pYT AaW3 + piT A X, + Xﬂ\» W2
& \fuk + p3T Bjyma + % us.m
= T»SS\O + ApX,+ B NQS
+/QT» WP + A% X, + Blm,).

Mais.d aprés (3.20a) on a .
AW + Ay X, + B, =0
d’ou
axlwy(2) patp) + bi(patp, ma(p)) = X (ALWS + A% X, + BLms)....(3.23).
De plus.(3.20) donne

.é»»ev‘ + \31 X, + mw:ﬂqﬂ» = OAwMUQVv

to.mc_ 1S
Wy

O =
T

Jh=1,2....(3.26).
Ainst (3.25) s'éerit
T A
Aw Bu) gy (D8] X, =0 k=12
B, O k3

501t
>= ww,r
B, O

O = —
l.e
Op = KO X b =1,20. (3.27)

On remargue aussi que
Aoy = X[ AL BL )0+ (AL BE )6+ ALX, + ALX,)]
Algoe) = XI 100+ 1oy + AL X, + AZX,) ..(3.28).
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En tenant compte (.l(- (3.27),(3.28) devient:
Aper) = X [FIRT CuXy — LK O Xy + AL X, + AR X,
Alpo) = XD (Al = BKT Cus + A%y — JR7'Cos) X
Ao = [(Aly = HKT Crs + Ay = JoK7 Cas) X Xy

Ap. ) = [CX,, Xy)
(.Q.F.D.

Proposition 1 :La forme A(.,.) satisfait U'égalité suivante:
Alpov) = ay(wi (@), wi(39) + ax(w2(p), wa)), Vo, € Py....(3.29)

Démonstration:On a

[ar(wi(), prtp) + be(prtd, Ti(9))]

2
“‘(‘rja I)/Y) =

A.

AMpow) = Tic la(wile), prtp — wi(9)) + be(prd — wi(2), mi(@))]
+ ko lan(wi(), we(¥))] + Siay [be(wi (), Te(9))]

d’aprés (3.20b) avec p = ¢ ona
bi(wi (), mi(p)) = 0,k = 1,2.
de méme dlaprés (3.20a) on a
aplwp(@)oprir = wi(§)) + bl pry — wi(h), me()) = 0,k = 1,2

car
pry = wi(i) € Vit (prd Ir= wi(¥) |r
d’ou
Alp, ) = ar(wi (), i1 () + az(w2(p), w2(¢))
C.QF.D.

Corollaire 1 :La malrice de capacitance (7 est symétrique définie positive.
Démonstration:On a:
(', = A, 1 <45 < Ns.....(3.30).

En effet d aprés le lemmed.3 on a:



r -
C11 Ci2 C1N;
) (&3] Co2 cieeee C2N4
. i 5
A =100 .1 0 ...0 I
CN31 CN33 oo «oc CN3N;
0
j J
“1([/'_)1 (f”i) = { (] Ci2 C‘iNg ]'
0

A, i) = e, 1 <., j < N

AinsiJa matrice (" est associde a la forme A(.,.) et comme ak(.,.), k = 1,2 sont des formes
symétriques ¢t coericitives,il s’en suit que la matrice de capacitance C' est symétrique
definie positive.

1.5 Préconditionnement de la matrice de capacitance:
Défintion 4: On défiit ’extension harmonique Hi(g) de ¢ a €2, par:
Hl @) €Vik: a(Hd@v) -0, Vv eV . Hlp) = ¢ sur T

Lemme 11 :Si7, est quasi uniforme alors ils existent deux constantes positives ¢y, c; independents
de h ty:
A LA < 1, € e L] Vi € P (3:31)

ou: || ||, designe la norme induite par a(.,.).
Lemme 12 :Pour chague k = 1,2 on a:

111 < w04 A7) )l Vo € e (3.32)
oudy g et la constante de la conditon inf-sup sur Q.

Introduisons les formes suivantes réduites a @y.

Bi(p, ) = ai(wi(p), wi(4p))----(3.33),
By, 4) = ax(we(w), wa(y))....(3.34).

avec leurs matrices correspondentes

("l = /‘.'li.'i — Jl I\’l—‘l(j]3...(3.35),
(‘2 = A;Zm - Jz]\’;1023(336)

Lemme 13 :Les malrices (e hk = 1,2 sont spéctralement €quivalentes a la matrice C.
Démonstration:Soit » € ¢, en tenant compte de (3.31) et (3.32) on obtient:
1112(2)1, < gl < (1 + Bia) 1Ha(@)l,

a2, < lueg()lly < el + 853) I (9)]

75



Al + 8,07 o), < lwg(@)ll; < ea(l + Biz) llwi(@)ll;
AL+ 317 o)l < Nwgf)ll; < e3(1+ Bi3) lwi (@)l

\ . 2. . I .
En ajoutant |Jw(2)]|] a chaque terme de cette double inégalité on obtient:

K o)1 < o + llug(e)ll; < Ky lwa ()]

K Bi(p.op) < Alp,9). < Ky Bi(y, ),V € ®p....(3.37).
ol
N =1+ci(1+81)7%
Ki=1+a(1+ b2
De méme
KiBo(po0) < Alp, ) < K3 Ba(p,9), Y € Op....(3.38)
ou ) .
KE=1+4c¢*(1+ 373)7?
R =141+ B;1)?
Done, (' k= 1.2 sont spéctralement équivalentes a C. Comme Ci,k = 1,2 sont
symeétrigues et définies positives elles peuvent étre utilisées comme des bons préconditionnements
pour la matrice de capacitance.,
C.Q.F.D.
Remarque 18 :5( (), C ('(Q) alors le probléme multidomaine équivalent au probléme
(1.46) s ert: :

Troweer (uppopun) € Vieg X Quisk = 1,2.Tq:

ay(upy, )+ (o, pra) = (fi,v),Yv e V¥, ..(3.39)
bi(tpaaq) = 0,Vq € Q7 1.....(3.390)
S = up2 sur ... (3.39¢)
ar(unaspre) + bi(prg, pug )+ '
a2 pap) + ba(p2p, pa2) = (fu,me) + +(f2, p29),

Vo € 04...(3.39d)
by asq) + by e, q) 0,Yq € Q) o---(3.39¢)
a2 0) + ba(v, pr2) (fasv),Yv € Viy.. (3.39f)
by( w2y q) = 0,Vq € Q5 5.....(3.399)

ou:

Qn = Q1 & QoD Qj,
Qiw={0€Qnlqlr=0.qla, sij#k} k=12
1o =1{q € Qu.q s'annule a chaque noeud de 1, qui n’appartient pas a I'.}

Une antre approche pour résoudre le probleme de Stokes (1.46) a été proposé par

Marini& Quarteroni [18].Leurs téchnique consiste a définir un shéma itératif qui converge

moyenant certaines hypotheses.Dans ce qui suit nous donnons le résultat essentiel de cette
téchnigne,
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2 Décomposition de domaine et relaxation:

Cette téchnique consiste a construire le schéma itératif suivant:
Pour ¢ € &, donné,considérons les deux suites (uj ,,piy) € Vig X Qui, kb = 1,2 qui
satisfont:

ay(upy ooy +bh(oopry) = (fi,v),Vv € Vh'l,l.."(3'40a)
bi(uj v q) = 0,Vq € Qr....-(3.40b)
Yo | = g™ ! sur I'......(3.40¢)
axlup o)+ bo(oophy) = (f2v) + (fi, prevov) — a1(uf 1, p1r,av00) =
—by(p1,pv0v, P 1), VU € Via...(3.40d)
bo(uy) 5. q) = 0,Vq € Qnz.....(3.40¢)

ou Yoo deésigne la trace de v sur I'et:

9" = 0ouy, + (1= 0,)¢" ", n > 1....(3.35).
oul),, est un paramétre de relaxation qu’on doit determiner de tel sorte qu’il assure (et si
c’est possible accélere) la convergence du schéma itératif proposé.

Apropos du convergence du schéma itératif,onsle résultat suivant

Theoreme 6 :/ls (ristent 0',0" > 0 tels que : si 0, € [0',0"] pour chaque n alors,
Vh >0 la suite {ujl  pib}ok = 1,2 converge vers la solution {un i, pri}, bk =1,2.
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Conclusilon:

Dans notre travail on s’est intéréssé a I'utilisation de la téchnique de stabilité locale
des methodes d'éléments linis mixtes, pour la construction d’approximation d’ordres bas
stables ponr les problemes bidimensionnels et tridimensionnels.

Les ¢lements proposés Q,—Pl(,—'zl-, h) et Ql—Ql(%, h) sont simples a implimenter,donnent
des ordres de convergences résonables et sont plus pratiques pour les géométrids rectan-
gulaires (respectivement hexahédriques).  De plus ils génerent des matrices creuses ce
qui rend la résolution algébrique plus facile.Ceci est apparent sur tout pour les problemes
tridimensionnels.dont pen d’éléments a ordres bas stables sont connus.Pour ces problemes
les éléments construits conduisent a une nette réduction du nombre de composantes non
nulles de Ta matrice associée.

Il serait done interéssant pour les futures recherches de voir la performance de ces
dléments pour des problemes concrets régis par les equations de Navier-Stokes.

Dans la derniere partie de cette these, on s’est interéssé au préconditionnement du
probleme de Stokes et ceci en utilisant la methode de décomposition de domaines.Ce qui
nous a permet d'analyser deux types de préconditionnement.
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Abstract

In this thesis we are interested in the construction of stable low order
mixed finite elements for the Stokes problem. In particular, we use the local
stability theory and a two levels of discretisation for the velocity and pressure to

show  the stability —and convergence of the approximations

0 -P (-g Jh) etQ, - Q, (—2}1 ,h) for both two and three dimensional problems.

Moreover, using domain decomposition methods, we prove

preconditioning results for the stokes problem.

Key Words: Stokes problem, stable mixed methods, preconditioning



RESUME

Dans cetle thése, on s'intéresse a la construction d'éléments
finis mixtes stables d’ordres bas pour le probléme de Stokes. Plus
précisément, on se sert de la technique de stabilité locale et deux
niveaux de discretisation pour la vitesse et la pression, pour montrer

la  stabilité et . la  convergence des  approximations
0, —Pl(g,h) etQ, - 0, (g,h) pour les problémes bidimengionnels et

tridimensionnels.

De plus, on démontre des résultats de préconditionnement du

probleme de Stokes par la méthode de dé‘composilion de domaines.
-,

Mots Clés: probiéme de Stokes, méthodes mixtes stables, préconditionnement.






