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Introduction

Durant les vingts dernières années la méthode d’éléments finis mixte à joué un rôle très
important dans l’étude des problèmes d’écoulements.La formulation mathématique des
problèmes d’écoulements des fluides laminaires incompressible est basé sur les équations
de Navier-Stokes.

l’our ces équations, plusieures formulations ont été devloppées et le choix d’une for¬
mulai ion dépend des quantités physiques objectives.La formulation mixte vitesse pression
est la plus utilisée,vue sa simplicité et son cadre fonctionnel adéquat.

La théorie de base des méthodes d’éléments finis mixtes pour la résolution des problèmes
du type point selle à été introduite par Ladyzenskaya [17],Babuska [2] et Brezzi [7].Cette
théorie à été appliquée aux problèmes de Stokes et d’élasticité linéaire voir Crouzeix-
Ravairt [lü],Fortin [12],[Kl], Stenberg-Pitkaranta [23], Stenberg [27],[28],[29],[30] et généralisée
pour les equations de Navier-Stokes, voir Girault-Ravairt [14],[15], Cuvelier [11], Gun-
zberger [16].

Pour obtenir des résultats optimaux sur la convergence,les espaces d’approximations
doivent être compatibles.Pour les equations de Stokes,ceci est garantie par la vérification.
de la condition inf-sup dite condition de Babuska-Brezzi [2],[7], la condition inf-sup est
très importante,puisqu’elle nous assure la stabilité de l’approximation choisie.

Malgré que les approximations d’ordres bas tels que I\ — P\ et Q\ — Q i sont simples
et génèrent des matrices creuses,elles ne sont pas stables.Néomoins, en utilisant deux
niveaux de discretisations Nafa et Thatcher [22] ont montré la stabilité de l’approximation
Pi — P](~,h) pour les cas bidimensionnels et tridimensionnels.Dans notre travail on se
sert de cette approche et de la théorie de stabilité locale [27],[29],[30] pour introduire
d’autres approximations à ordres bas dans les cas bidimensionnels et tridimensionnels,
qui sat isfont la condition de Babuska-Brezzi.

Les approximations stables des equations de Stokes conduisent à la résolution d’un
système algébrique symétrique mais non défini positif, par conséquant une résolution
directe parait très conteuse.

Dans cette thèse, on propose ties préconditionnements du système généré en utilisant
la méthode do décomposition de domaines, ce qui rend l’algorithème de résolution plus
élficace.

Notre travail comprend trois chapitres. Dans le chapitre 1 on introduit tout d’abord
les equations do Navier-Stokes avec différents types de conditions aux bords nécéssaires à
l’etude de ces equations.Puis on s’intéresse à l’approximation du problème de Stokes par les
méthodes d'éléments finis mixtes.Dans ce contexte on rappelle la condition de stabilité de
ces mot hodes et quelques techniques qui permettent sa vérification.On termine ce chapitre
on donnant des exemples concrets d’approximations stables.

Le chapitre II, comprend la partie la plus importante de notre travail.Dans ce chapitre
on s'intéresse à. l’étude de la vérification de la condition de stabilité en utilisant la tech¬
nique des macro-éléments Stenberg [27],[29],|[30], Nafa-Thatcher [20],[22]. Dans notre
étude on distingue deux classes de macro-éléments et on se sert de cette analyse pour
construire de nouvelles approximations d’ordres bas stables pour les cas bidimensionnels

\et tridimensionnels.
Dans le chapitre 111, on introduit la méthode de décomposition de domaines pour le

problème de Stokes.Plus précisément on se sert de cette méthode pour préconditionner la

>
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matrice de capacitance associée,ce qui rend l’algorithème de résolution plus éfficace.A la
fin de ce chapit re on présente la méthode de relaxation, qui est une autre approche pour
la résolut ion du problème de Stokes.

X
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Chapitre I

METHODES MIXTES POUR LE
PROBLEME DE STOKES

V
\ '
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1 Les équations de Navier Stokes:
Considérons 1rs équations de Navier -Stokes qui décrivent l’écoulement d-dirnensionnel
d’un fluide visqueux incompressible:

f + zU
\ <«<•» = ELI «.-.-(«)

_
,'U-, />/„Vi = .......(1.1)

= 0 (conditiond’incompréssibilité).....(1.2)

ou:
= 2 fi Di j { a)- Péq (1.3a)

Kft + fe)
°ij

!\M) --
Dans ces équations :

a - (»i, u2i •••, u<y) représente la vitesse du fluide,
p : densité du fluide(constante),

//. > 0 : viscosité du fiuide(constante),
P : Pression du fluide,

/ = (,/i . /2,•••/,/) représente la densité des forces appliqués par unité de masse,
rr - ( (T,- ( ) , , désigne le tenseur des contraintes(Stress tensor).

et:
1 s/ / = j
0 si i A j

Comme d’habitude on pose:

PP

ici p et >> sont applées pression et viscosité cinématique.
Avec ces notations les équations de Navier_Stokes deviennent :

+ EU,
. tlivu

DD.Au) + f£ = /i, Vi = 1, ...d,....(1.5a),
= 0,.....(1.56).

Or,

On note que loscpie tlivu = 0 on a :

-if— f—
dUj

-
1 Y"(d2ui æUj

2 — ().ij Oxj dx{ 2 dxj dxjdxi
U f)l)h(u)

i)r

Mais;

/ v' i» i \ 1 Ut iïy>
1 \ n.......=S%(“) = 5iî(ÿ + =Sÿ=0

p».A»)
d'où :

= 1ÿ- + 1ÿ-)
i Ej=i

E;=, dxj
ODijU)T.U ()Xj
iWii(n)E'U

G



soil :
E i)Djj(u) 1

()Xj
Ainsi les équations (1.5) pouvant etre écrites vectorielleinent comme suit :

E 1,.....A/,......(1-6)= -Au,, Vf =
j= i

dudu
JJI + Ej=, ~ "Au + fJra(lP = f.....(1.7a),

diva = ü,.....(1.76).
avec:

| u = (ui
( Au = ( Aui , ..

;Ud)
Aud)

Remarque 1 : Une autre manière d'écrire les équations de Navier -Stakes consiste à
introduire un paramètre appelé nombre de Reynolds qui mesure l'éffet de la viscosité sur
l'écoulement et qu 'on dévoie Re.

Dans ce cas les équations de Navier- Stokes peuvent s’écrire sous la forme:

dudu
+ EJ=I aj . , jÿAu + gradp - /, ....(1.8a),

= 0, ....(1.86).
dl

divu

Ou voit , qu’on obtient de nouveau les équations (1.7) avec u remplacé par d-,/?e est
habituellement donné par :

Re = (1.9)

où: / . /. représentent respectivement une vitesse et une longueur caractéristiques à l’écoulement
du fluide.
Si on considère dans les équations (1.7) seulement le cas du régime permanent stationnaire
c'est a dire:

du— = 0
dt

obtient les équations de Navier -Stokes pour le cas stationnaire i.e:on

duE'J= , u j— - v Au -hgradp = /,

d/ vu

Le fluide est généralement contenu entre des frontierès ,et il doit -y- rester ainsi.Pour que
le problème soit bien posé on doit éxiger des conditions aux bords.

(1.10a),

.(1.106).= 0,

2 Les conditions aux bords:
ouvert bornée de R,J, d = 2, 3 la région du fluide avec une frontière dVt suffisamentSoit <>

régulière.
Pour avoir un problème bien posé les équations de Navier-Stokes stationnaires doivent_ être complétées par des conditions aux bords.Lechoix de ces conditions n'est pas facile,
mais la physique et les éxpériences nous donne les grandes lignes qu’on doit suivre pour
un tel choix.On note qu'il y’a plusieurs types de conditions aux bords,on présente ici trois

un

types:



conditions de Dirichlet sur la vitesse:
En raison de la nature élliptiquedes équations différentielles pour les composantes de la
vitesse (présence de Au) une condition sur cette dernière peut etre imposé le long de
toute la frontière et elle est donnée par :

2.1

a = y sur OQ.....(1.1 1)

y esi un champ définit sur dfi.Elle peut être écrite:

■(1.12).u\ = g i ,Ud = 9d,

cette condition peut être imposée seulement sur une partie Ti de dÇl i.e u = g sur Fj .

conditions symétriques:
Par fois le problème considéré, possède une symétrié dans la région du fluide à travers une •

surface lorsque ü C /Cou une ligne lorsque ü C /?2,dans ce cas cette symétrie entraine
les conditions aux bords suivantes:

2.2

(1.13),
•(1.14),

ii-'l = 0,
r/.-V (u-h) = 0,
'/•V (ti./-2) = 0, .....(1.15).

où: /) J > sont les vecteurs unitaires dans le plan tangentiel et p = {0i,d2, p3)(représente le
veclcur unitaire normale à la surface (ligne) de symétrie.

Conditions de tractions:
Jusque là on a seulement parlé des conditions aux bords sur la vitesse, mais la pression
peut appara.it re dans les conditions aux bords qui peuvent être présentés sous la forme:

("S ~ P)T/' + "
/ 1 + ("

O'1 + l'jiïtv2 + ("g: - p)v3 = *3,

où: h — (ê|,/'2. hs)est un vecteur donné.

2.3

3uiAm hi,02 + V

- p)0i + V
i'h'2 a u.«9U2

'y.r,

3 Les équations de stokes:
Considérons à nouveau une autre simplification des équations(1.10).En supposant que la
vitesse est sullisament petite pour que les termes non linéaires:

du,

soient négligées, on obtient les équations de stokes:y
/......(1.19a),
0, .....(1.196)

—uAu + yradp
dira = 0

S



4 Formulation variationnelle du problème homogène
de Stokes:

Pour simplifier l’éxposé ou considère des conditions aux bords homogènes et nous signalons
que le cas des conditions non homogène peut etre traité sans difficulté.
Le problème homogène de Stokes s’écrit:

Trouver la vitesse u - (ui, ....uj) et la préssion p tq :

— u Au + (jrad p
divu

= / dans fi....(1.20«),
= 0 dans fi....(1.20è),
= 0 sur Ôil (1.20c).u

où: / G [L2 (fi))'/, fi ouvert bornée de Rd,d = 2, 3de frontière dfi assez régulière.
Dans le but d'introduire la formulation variationnèlle du problème homogène de Stokes,
définissons les espaces fonctionnelles suivants:
•L'espace /,2(fi):Ou note j>ar /./2(fi) 1 espace des fonctions a carré intégrable sur fi muni du
produit scalaire (...) et de la norme || . ||0 définis par:

(/,</) = Jn fgdü V/,</G/,2(fi),
Wf\\u = (fJ)'/2 v/e/,2(fi),.

..(1.21), '

(1.22).

•L espace L2(fi): L(2(fi) est défini par:

(1.23).

•L espace //'"(fi), ni 6 AL On note par//m(fi) l’espace de Sobolev défini comme suit:

Hm(ü) = {/ G L2(fi) ! Dkf G L2( fi); 1 < \k\ < m} (1.24)

Dk ulésigne la dérivée généralisée d’ordre \k\ donnée par:

•c )ki+ +kd yi)Wfl)k f = (1.25).i)xkf ()x\'

- (jq......r,i) G Rd,k = (Aq, ..., kj) G Ndet |fc| = Aq +

Il /IL, = (l!/llü+ E ||flVfh1'2.....(1-26).

.a#’<)xk'

+ Aÿ.//m(fi) est muni deou: .r
la norme:

l<|t|<m

On défini aussi sur //'"(fi) lasemi norme:

!/!„, = (£ .....(1-27).
*1=711

Kn particulier pour ni = I on a:

//'(fi) = j/ G /;2(fi) ‘à! G A2(fi),/ = l, ,d (1.28).’ <)j\

avec la nonne:

9



= oi/ii", +E?=, l|ÿ!D,/2
(S/üAlIvÆ)1'2.

(1.29)

Définissons aussi l’espace comme suit:

fin}......(1.30).//,!(») = {/e //'(«) I / = 0 sur

Il est bien connu quo la semi norme:

d I f) f II2
l/l, = (Ehr ),/2 = Il V/ü0,......(1.31).

' UJt llu

est une nonne sur //(J(fl) équivalente à la norme || . j| 1 induite par//'(D).
On remarque que: 7/°(Q) = A'2(H).
Pour les fonctions vectorielles, on pose:

l = 1

,d] ,(l/iÜ))'1 = {/ = (/„ fdy, fi e L2{Q),i = 1, (1.32).

et on mène cet espace de la norme:

= (Ell/.-llo)172’ (1-33).Il /llo

de manière analogue, on pose:

(//"'(O))11 = {/ = (/, U)\ i,......,</}......(i.34)

qu'on munit de la. norme:

t/

II/IL = (DI/.IÜ,/J.......<L35)-
L — 1

de même on définit:

(Hl(n))d = {/ €(H'(tt))dJ = 0 sur cXî}......(1.36).

pour cet. <‘spa.ce , l<*s deux normes suivantes sont équivalentes:

Il /lli = (EîLi \\MÎ)i/2......(1-37).
/1?)1/2......(1.38)l/l, =(E?=i

Après avoir introduit tous ces espaces,passant à la formulation variationnelle du
problème homogène de Stokes.
Pour cela, soient n € ( //,) (Çl))'lot q Ç Lÿ(fi) deux fonctions testes en multipliant (1.20a)
et ( 1.20b) réspécti veinent par v et </et en intégrant on aura:

>, —v Ji2 Au.vdQ + /Q Vp.vdil = fafvdü
Ju (hv u. qdiï 0

10



en utilisant la formule de Green on obtient:

u fiQ Ya.yvds — JQ divvpdÇï + faQ prjvds = fQ fvdÇl
JQ dira qd.il

en tenant compte du fait que <; = Osur Oil, on obtient:

u JuVu.Vrdn- fudiwpdü = f vd.il
JQ divuqdil

ainsi le problème faible associe au problème homogène de Stokes(l.'20) s’écrit:
Ktant donnée* f G ( l.2({'l))‘l,trouver u G (Hÿ(il)d et p G LQ{H) tq:

luYa.Yrdil
0

0

i/(Vu, Ve) - (divv,p) = (/, u);Vu G (//J((2))d...
(1.396)

(1.39a)
(divu,q) = 0; Vcy G /.(((fl)

ce problème-, est. un exemple typique d’une classe de problèmes variationnelles qu’on va
présente*!'.<’n donnant les résultats qui garantissent l’éxistence d’une solution unique.

5 Problème variationnel général:
Soient A . M deux espaces de Hilbert de normes respectives || . ||ÿ , j| . \\M et X ,M leurs
duaux. Considérons le* problème suivant:

Ktant données / G .V , </’ G M' , trouver ( u,p) G X X M tq :
a{u,v) + b(v,p)

6(u,<y)
= (/, u) , Vu G X...(1.40a),
= {ÿ</>, <y) ,Vq G A/...(1.406).

R sont deux formes blineaires et ( , ) désigne leoù: a : A x A
produit de dualité entre A' et A ( respéctiveinent entre M etM).

R et 6 : A x M

L’éxisteiice d'une solution unique de* ce problème est garantie par le théorème suivant:

Theoreme 1 ‘.Supposons:
//, : (conlinuiti' d< a i l 6) qu.'ils d.visits deux constantes positives c , , o> tq:

|<1 (i\ w)| < Cl |M|.V . I|te|| x ,\/v,w G X
|6(u, c/)] < Ci IÎÿILY • IMIM G A", Vcy G M

Hj : (Z i II / pt /cil i de a) qu’il existe une constante positive a* tq:

ei(v, r) > rv* ||e||2. , Vu G Z

ave c:
Z = {(> G -V : 6(c>, q) = Q,Vry G M)

H:\:(con dit ion inf-sup) qu.' il existe une constante /3* positive tq:

l>[v, q) >/HMU ,V«yGsup
«e v Mx

•w/1lors, h probh mi (1.30) admet une solution unique ( u,p) G X X M.
3 s

Démonstration Voir (F-Brezzi [7])



6 Application au problème homogène de Stokes:
On sail d'après ce qui précède que le problème faible associé au problème homogène de
Stokes s'écrit:

Trouver (u,p) G (//ô(fï))d x tq :
i/(Vu, Vu)- (d.ivv,p) = (/, u);Vu G ......(1.42a),

(divu,q) = Ü;Vÿ G 7,ÿ(0)......(1.426).

qui est un exemple typique du problème (1.40) en prenant :

a(u,v) = i/(Vu, Vu), b(v,q) = — (divv,q )
X = HW)d,M = Ll({l)

11 est immédiat que les conditions //i, //2 sont satisfaites.Pour montrer que la condition
//3est satisfaite i.e qu’il éxiste /7* > 0 tq:

( d/iv v,q)
1ÿ— .....(L43>sup

on a besoin du lernine suivant :

Lemme 1 :Soit q G T„(Q), il éxiste un élément unique v G Hl(Ç\)dtq:

div v — q et | v |i < c ||</||0 , c constante positive.

Démonstration:Voir (V-Girault,P-A-Raviart[15j).
D’après le lemme précédent,pour q G LQ(ÎÎ) il éxiste v G divv = q et | v |t<
c IK/üo ,d’où:

2{div v, q) 1

I <ÿ I
donc:

{div v, g) >J9*WIO.V9€/.2(H)sup
v€(Htj(«))d 1

avec
1F = -•c

Ainsi le t héorème 1 assure l’éxistense d’une solution unique pour le problème (1.42)

7 Problème d’approximation général:
On conserve les mêmes flotations que dans le problème (1.40) et on conserve aussi les hy¬
pothèses qui garantissent l’existence d’une solution unique du problème (1.40) i.e H\, II2 et
Ih-

Soil maintenant h > 0,un paramètre de discrétisation appelé à tendre vers zéro.Pour
chaque h > O.soient A7, C A' et M h C M deux espaces de dimensions finis qui approximent

et A/.

12



Remarque 2 :Une telle approximation est dite conforme .Si les inclusions ne sont pas
respectées on dit que l 'approximation est non conforme.
Dans notn travail on s'intéresse seulement à des approximations conformes.

Par analogie avec le problème (1.40), définissons le problème suivant:

. Trouver (Uh,ph) £ Xh x Mh tq :
«(«/.,«) + b{v, ph ) = (/, v) , Vu G Xh

b(uh,q) = (ip,q),Vqe Mh.....(1.446).
(1.44a), .

L’existence d’uue solution unique de ce problème est garantie par le théorème suivant:

Theoreme 2 ‘.Supposons :
‘-(Zh éllipticUé de a) qu'il existe une constante a > 0 indé pendente de h tq:

a(v,v) > a |Mfr , Vu G Zh

avec:
Zh = {u G Xh : !>{v,q) = 0,V<7 G Mh}

( H:\)h :(condition inf-sup discrete) qu ’ il existe une constante /3 > 0 indépendante de
h tq:

b(v,q) ≥|3MMy<I£Mh......(1.45).sup TIToÿe/ÿIMIx
Alors , h problème (1.44) admet une solution unique (Uh,Ph ) € Xh x Mh.De plus , il existe
une constante c > 0 indépendente de h tq :

||« - mil* + lb- Ph IL - c{jeny u ~ dl* + JpfJIP -dl}
où [u,p) est la solution, du. problème ( 1 -40).

Démonstration:Voir ( V-Girault ,P- A-Raviart[15]).

Remarque 3 :•En général Zh ft Z ainsi la condition (lii)h ne peut etre déduite directement
de la. condition II? du théorème 1 .
•Dour avoir une bonne méthode d'éléments finis les espaces Xh, M être choisis de
telle sorti qu'ils satisfont la condition inf -sup discrete ( 1 .45).i.e la condition de liabuska
-Brtzzi 1 si une condition de compatibilité entre Xh et. Mh •

8 Application a l’approximation du problème ho¬
mogène de Stokes :

Le problème discret de Stokes s’écrit:

Trouver {uh,Ph) G Vh x Qh tq :
n(Vu,h, Vu) — (div v,ph ) = (/,u),Vu G Vh.....(1.46a),

(divuh, q) = 0,Vç G Qh.....(1.466).X
13



où:
X'h C (Hÿ(ü))d,Qh C Z.g(fi) sont les espaces d’approximations.

a(u,v) = i/(Vu, Vr)
b(v, q) — — (divv,q)

cl on prend:
= { u G Vh : (divv,q) = 0, Vq G Ç/J .

On voit que la condition ( //2 )/i du théorème 2 est satisfaite et l’existence et l’unicité de
la solution du problème (1.46) sont garanties par la vérification de la condition inf-sup
discrete i.e l’existence d’une constant f) > 0 indépendente de h tq:

(divv, q) ≥ 0 Mo,VqeQh.....(1.47)su M,oÿvevh

Remarque 4 : On note qu'a cause de (1.46b) la solution (Uh,Ph) esl fe//e <lue: uh £ %h-

Dans ce <|iii suit on s’intérèsse à l’étude de certaines techniques qui permettent la
vérification de la condition de compatibilité (1.47) pour le problème de Stokes.

8.1 Techniques de verifications de la condition inf-sup pour
le problème de Stokes:

Technique de stabilité globale:

Fortin à établit dans [12] que si on arrive à construire un opérateur 7rÿ : (HQ(XÏ)Y
Vk tq:

(div v,q) = (div(irhv),q),Vq G Qh

et

1 7T/, |, < c|u|, , Vu G Vh , c constante positive indépendente de h

alors, la condition inf-sup discrete (1.47) est satisfaite.
En effet: si un tel opérateur existe,alors Vç G Qh’,on a:

(div v,g)( div v,q)- suPve(Hè(ù))d Kv|,suPu*„ev, tTTTJ > suP!.e(i/ÿ(H))d

d’où

≥ c suPve(//ÿ(n))d Mi

(divv,q)
»up — n—

o*«.ev'„ Pli
où: jjm est la constante de la condition inf-sup continue (1.43).

1> —0* Hflllo = 0 ||</||0 , V</ G Qh

Téchnique de stabilité locale:

La difficulté dans la vérification de la condition inf-sup provient de sa nature globale, c’est
ainsi que Boland - Nicolaides dans [5] et Stenbergdans [27] ont introduit une technique
qui permet de réduire la vérification de la condition inf-sup globale à la vérification d’une
condition inf-sup locale bien sur facile à établir. -

7ÿ
%

On revient en détails sur cette technique dans le chapitre prochain où on s’intéresse
seulement à la technique des macro-éléments introduite par stenberg dans [27].
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Remarque 5 : La condition inf-sup discrète (1-47) à les formes équivalentes suivantes:
*11 exist < une constante fi > 0 indépendante de h tq:

( divv, q)
inf sup ......

o*<ieQ>,o*veVh p’Ii ||9||0 > fi

* Il exist t une constante fl > 0 indépendante de h tq:

sup (divv, q) >inf
ll'/llo= luIjsl.ueVi,

*\/q G Q)t il existe v G 14 tel que:

(divv,q) > c Uvllo ct Mi < Ikllo
*11 est dt même pour la condition inf-sup continue (1-43).

8.2 Exemples d’éléments stables et instables pour le problème
de Stokes:

On se restrient seulement au cas où 0 est un domaine polygonal de R2.
Soit T/, uni* partition de 0 par des triangles ou des quadrilatères convexes , naturelement
la partition est. supposée régulière i.e:II existe une constante G > 1 :

hK < a.pK ; VA" € rh

où:

hK désigne le diamètre de A"
PK désigne le diamètre maximal de tous les circles contenues dans A' .voir Ciarlet[8].

Choisissons pour le problème (1.46) Vh,Qh commesuit:

Vh = {r G (Hl\(Ü))d | v U-G /i/(A'); VA" G Th}......(1.48),
Qh = [q G 12(Ü) n C(n) I q u-e R,-(K)-yK G rk}......(1.49).

Qh = {q€L20(n) UU-G74(A");VA'Gr,}......(1.50)
ou:

où: /, 1' G V.Pour ni G N :

Pm(K) si A' est triangle....(1.51a)
Qm(K) si K est quadrilatère....(1.516)

*Rm( A ) désigne lespace des (fonctions) polynômes dedegrée< m sur K i.e p G Pm(K) est de la forme

P(x) = J2 üijX\X2,Oij G R, x - (xx,x2)
0<1+j<m

*Qm( A ) désigne l’espace des (fonctions) polynômes de degree < m par rapport à chaque
variable sur A".i.e p G Qm( A ) est de la forme:

p(x) = aijx\x2>aij € R, X = (xi,x2)

R,n(l<) =

X
15



Theoreine 3 : Supposons que la solution ( u,p) du problème (1.20) satisfait:

u G ( HT{ü))2,r > 1 et. pe Hs(Q),s > 0

et soit (<//,, pit ) la solution du problème (1-46) . Alors, si la condition inf-sup discrete
(l-4'l) f *1 satisfaite; on a les estimations d'erreurs suivantes:

-iI" - >‘k\i + ||P - Pfc||0 < c[h'n «IU+AftIWIJ.-(l-52).
où:

qx = min {r, / + 1} , q2 = min {s,!1+ 1} .
De plus si il est count xt on a:

11« - «a||„< c[fc« ||«||„+*’1+1 IHIJ.....(1.53).

Démonstration: Voir (V-Giraut , P-A-Raviart [14]).
Donnons maintenant des exemples d’éléments stables et instables:

(a) L’élément Q2 — Q i :Soit Th une partition de fî par des quadrilatères convexes et
choisissons:

14 = {v G (//(Î(O) n C{ü)f | u U-e (Q2(A'))2; VA' G rh),
Qk = {</6 L&Q) n C(ü) I q |A-€ QI(K); VA' €Th).

Pour chaque A" G Th on a les noueds représentés comme fans la fig(1).
Cet élément généralement appelé élément deTaylor - Hood est stable c’est-à-dire que la

paire (Y),,Qh) satisfait la condition inf-sup (1.47) voir (Verfurth [31]), (Stenberg [30]).Pour
cet élément on a les estimations d’erreurs suivantes:Pour u G (//3(Jl))2,p G Il2{Çl) :

l«-«»l, + ll)>-wll„<c*JtN|, + |MJ] (1.54).

De plus, si il est convexe on a:

II». - «AIIO < + IIPU......(L55)-

'ft

•noeud rte vitesse
X noeud de pression

fig 1

(6) L’élément Q2 — P\‘On conserve la même partition que celle del’élément Q2 — Q i et
choisissons:

X Vu = {V e (7/ÿn) nC(ü))2 | V k'6 (Q2(K))2-yK G Th},
Qh = {q t Lim | q k€/Ji(A'); VA' G Th).

IG



Pour chaque A G 77, ou a les noeuds représentés comme dans la fig(2).

{ •noeud de vitesse
x noeud de préssion (trois degrés de liberté)X

fig 2

La paire ( Qu) satisfait la condition inf-sup (147) voir (Fortin [13]) et (Stenberg
[27]),pour cet élément on a aussi les estimations d’erreures(1.54) et (1.55).
(c) L'élément. f\ — I\ :Soit r/, une partition de ü par des triangles et choisissons:

V/, = {»’ €arm n cm2 ! ü u-e (A(A'))2; VA' €r,},
Qu = {?€tan)nc(n))2 1 9 |A-G A(A);VA' G r,}.

Pour chaque A on a les noueds représentés comme dans la fig(3)

•noeud de vitesse
X noeud de préssion

fig 3

Il est bien connu que cet élément ne satisfait pas la condition inf-sup (1.47).
(d) L’élément Q\ — Q\ :Soit rh une partition de $7 par des quadrilatères convexes et choi¬
sissons:

Vh = {t)Ê ( //J ( Q ) n C(n))2 I u |A€ (QI(/\))2; VA" € rhj,
Qu = {(j G L'm n C'Cn) \ q |Ae Qi(K); VA' G n}.

Pour cha<|ue A G r/, on a les noueds représentés comme dans la fig(4)

r ■* •noeud de vitesse
X noeud de préssion

fig 4

y
11 est bien connu que cet element n’est pas stable (voir Gunzberger [16]).
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Remarque 6 : Dans noire presentation d'éléments stables et instables on a construit 14, Qh
à partir d’approximations polynomiales de la vitesse et de la pression sur la même partition
Th-

Une autre approche consiste à approximer la vitesse et la pression sur des partitions
differentes mais bit'll reliés ce qui permet de construire d’autres éléments stables, cequi
est le cas de l’élément suivant:
{< )L’élément !\ — Pi(%, h) : Soit rh une partition de ü par des quadrilatères convexes,et
introduisons la partition r* on subdivisons chaque K G T/, à 8 petites triangles comme
dans la lig (b);

l>ÿ
fig 5

Choisissons:

14 = {v G (HW) n C(U))2 1 v u-e Px(K)yi< G T*.},
Qh = {q € Lim ! 9 |*€ Px{K)-yi< G rh).

h's noueds représentés comme dans la fig (6)on a

» •noeud de vitesse
K nœud de préssion (trois degrés de liberté)

fig 6

Nafa et Thatcher ont démontré dans [22 ] que le paire (14, Qh) satifait la condition inf-
sup(1.17) .Pour cet élément. on aies éstimations d’erreures suivantes:Pour u G (H2(Vt))2 et
p G ll'(U) :

1« - “A li + II P ~ Ph ||o < CA[||«||2 + MJ......(1-56).
De plus, si il est. convexe on a:

« - “A HO ≤ cÿ\\\uh + MJ- .(1.57).
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Remarque 7 :•Deins le chapitre qui suit, on se sert de cette technique et de la stabilité
locale voir [27],[29],[20] pour construire d ’autres éléments qui sont stables.
•Une autre technique qui permet de construire d’éléments stables consiste à enricher
l’espace d'approximation de lu vitesse Vu par des fonctions bulles ce qui est le cas de
IYlcimut suivant:

(/) I,'élément !\ -bulle !\ : Soit 7/, une partition de fl par des triangles et choisissons:

Vi, = {v G (Ifmncm2 | n U-€ (Px(K) © B3(K))2; VA' € n},
Qh = {</ e L jj(ft) nC(n) | q |A-e Pl(i<yyi< G rh}.

Les éléments de sont des fonctions bulles sur K et elles sont de la forme o(A')Ax A2A3 où
a(I\) G II ,et A,,/ --- 1,2,3 désignent les coordonnées barycentriques sur 7\ .Pour chaque
l\ G T/, ou a les noueds représentés comme dans la fig(7).

•noeud de vitesse
X noeud de préssion

fig7

(Arnold - Brezzi - Fortin) ont démontrés dans [1] que le paire (V/i,Qh) satifait la
condition inf-sup( 1 .17).

Remarque 8 :•I. 'analogue tridimensionnel de l’élément bidimensionnel P{ — bulle | Pt
est stable .voir ( A .Souleiiiiieini et ail [26]).
•I. 'analogue I ridinie nsionnel de l'élément bidimensionnel f\ — J\ ( ~,h) cal stable, voir
(Nafei.l hatch, r [22]).
•L'éléine nt Q| — balle \ Q\ est stable voir (Mons-Rogé [19]).

Remarque 9 :Lts approximations d’ordre bas sont intéressantes puisqu 'elles sont simples
et donne nt des ordres de convergences résonables.Déplus, elles sont, moins coûteuses dans
la mise < n ouvre et génèrent des matrices creuses ce qui rend l’algorithme de résolution
efficace.
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Chapitre II

ANALYSE ET APPLICATION DE
LA TECHNIQUE DE STABILITE

LOCALE

20



1 Introduction:
Comme' déjà noté au chapitre précédent ,on sait, que la difficulté dans la, vérification de la
eondtion de Babuska Brezzi réside de sa nature globale ,c’est ainsi que Boland- Nicolaides
dans [fi] et Stenberg dans [‘27 ] ont localisés cette difficulté.Dans notre travail on s’intéresse
seulement à la téclmique d*'s macro-élément,s pour le problème de Stokes.

Dans la suite de l'éxposé, on suppose en plus que la région il est polygonal (d = 2)ou
polyédrique (d = fi).

2 Technique des macro-éléments:
Soit TI, une partition de il par des triangles ou des quadrilatères convexes en dimension
deux ou par des tétraèdres ou des hexaèdres convexes en dimension trois, naturellement cette
partition est supposée régulière dans le sens usuel i.e:

il existe une constante cr >1. h < &ÿ/>!< ;V/é G Th (2.1)

ou:

h K ■ désigne le diamètre de K
fi K 'ÿ désigne le diamètre maximal de tous les cercles (sphères) contenues dans A

comme d’habit iule:
h — max {hk}.

K fc n,

Supposons aussi <|tie les espaces d’éléments finis peuvent être uniquement définis en util-
cube

AA
élément de reference A { K sera un triangle , un tétraèdre,unisant un

(unité)) ('! qu'on a doux éspaces polynomiaux de dimensions finis V et Q .Déplus, pour
chaque l\ rh . soit l<\. l’application affine (triangles, tétraèdres), bilineaire(quadrilatères),

A
trilineare ( héwahèdres) d<‘ K sur /\.Par exemple si K est quadrilatère h\ est comme dans
la (fig.S).

carre,un
AA

a
AAva

(X, .vu) (ab ,vd

Pk bilinéaire K.
(*l ,Vi)

•_L (*2 ..V2)
/v

K
-> X.

I
figX
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A A A A A A
b\. = (A,, /*2): Fi(xjt) = «j + />, x +Cj y +dfj xy,'i = 1.2,et:

f A*(0,0) = (J-,,2/I)
1 At(l,0) = (j-2,y2)
! /'Jb(0, 1 ) = (J'4, y-i)
l A*(l, l) = (.r;i,y3)

( Choisissons:

1/, = {<’ € (//J(î2))rf ! v(x) =v {Fï'{X)),V£V,X G A', K G 77J.....(2.2).
Qu = {// 6 Ag(îî) | </(*) 4 (/'V‘(-'-))//eQ, 3- € A, A G T,J.....(2.3).

où:

Qu = {</ e Aù(lî) n C’(fi) I ?(x) 4 (Fk:l(x)),qeQ, x G A', A' G A}....(2.4).

Défi: On désigne par un macroélément l’union d’un ou de plusieurs éléments voisins derÿ.
A

On dit qu'un macro élément A/ est équivalent à un macro-élément de référence A/, si
A

on peut définir une application bijéetive, continue: F :M — > M tq:
(1) /•'(;(/) - M
(«) A/= U)'l,
A>, j = I
(m) F J A — - /‘’K u F A , j = 1,.....m où F

Défi:

A
_

A vl,...m sont des éléments de A/alors:A), = A(A'j),oùA joù A' j, J =
sont deséléments de A/.

sont réspictivement l’application deA

l’élément de référence l\ sur Kj et l'application de l’élément de référence K sur Kj ■

On définit £ A comme étant la classe de tous les macro-éléments équivalents au macro¬

's KJ

Déf 3: M

élément de référence A/ •

Potu un macro-élément donné M définissons:

= {n G (///,( M))'1 | v(x) —v ( Fk '(j:)),t)GV,2 G A, A' C M}.....(2.5),

Qu = {<I G IF{ M) I <y(x) 4 (Afc-l(.r)),9Gg, a: G A, A C M}......(2.6),
\ o.A/

où:

{</ G F2(M) n C(M) I </(.r) 4 (/q:l(ÿ»,4g, X G A, A C A/}....(2.7),

•V/U = {(/ t gA-/ I (<hnv, (j)u = 0, Vu G K),A/}
gUlA# = Qu n /,j5(fî).....:.(2.9).

Après avoir introduit toutes ces notions on est prêt à introduire la téchnique des
macro-éléments.Dans ce c]iii suit on distingue deux cas.

(2-8),

2.1 Téchnique des macro-éléments sans éléments communs:
Pour cotte technique ou éxige que chaque élément de la partition appartient à un et un
seul macro-élément.
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Lemme 2 : Supposons quo pour chaque AJ G £ A , / 'espace N\j est de dimension un
const il ut' des fonctions const tintes sur M .Alors , il existe une constante fi A > 0 tq:

M

≥ 0* IblIüA/Vp € Qo,XU
M

( divv, p) (2.10)SU|>
0ÿi'€V’0,w I ,A/

pour chatjut Al t (*•
A/

Démonstration: Soil A/ G £ A et définissons :
M

AM = (divv,P)Minf su p
flMlo.M = 1> P6QO,M\ {|<'ll,M = l.ÿeV'oiAf}

puisque A \/ est supposé constitué des fonctions constantes ,on a fijy > 0.Montrons qu’il
existe une constante A A tq: fivi > fi A > ü.

A7 A 7
. A I A

soit, , x A t-
w A

.r les sommets d’éléments do A-/ ,ainsi chaque M G £ A est uniquement
M

A ' A/t(j- ,J:
A

, .r ) G Rllk ,ci la fonction /? dépend cominuement de

A1défini par ces sommets i.e x‘ = F(x ), i — , cela veut dire que fi\j —
A *' A 1 A

( ■>' , .rd( A ) avec A'ÿ )
X.
supposons x coincide avec l’origine et que h\i = 1 où /?M est définit comme suit:

h\i — max { hjc}.
K CM

Le cas general peut, être I, fai té eu faisant le changement de variable de x à: > ainsi
chaque sommet, est sitiué à une distance de l’origine inférieure ou égale à l’unité et par
conséquent Y appartient, à un compacte de R,tk . Donc il existe une constante fi A > 0 :

M

sup
tl|p|lo,M = l' PCQO.M } {INI, M =l,weV/o,M}

(divv, ]>)\i > fi A , VA/ G £ A
M iVf

inf

C.Q.F.D.
Maintenant ,on arrive au résultat essentiel de cette téchnique.

Theoreme 4 Supposons que :
CMt.lts t lrint nls de T/, pi art nt être regrouper pour former une partition AI h de macro¬
éléments sans éléments communs ,et qu'on a un nombre fini de classes d'équivalences

fit — I tq: chaque fil G Alh appartient à une classe £ A ,i = 1, ...n.
CM2NM G £ A , A = I ......n l 'éspace NM es/ de dimension un constitué des fonctions con-

M ,
slant t s sur Al .
CMdNM. Al G A R, dt ux macro-éléments voisins tels que: /ÿnA/' ds fi1 0 il éxiste v G 14
que :

fA

su pp v C A/ fl A/ et / v.tjd.s fi 0
J MnM1

Alors, la condition inf-svp discrete (1 fi7) est satisfaite avec une constante positive indépendante
de h i.i il éxish fi > ü tq:

(divv, p)— > # IblIoiVpG Qhsup
Oÿ'-’EVO, r!i
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Remarque 10 : En d'autres termes la condition CM3 veut dire que Deux macro-éléments
voisins M. M‘ ayant un côté (face) commun doivent contenir un noeud de vitesse

intérieure à ce côté (face)
Démonstration: Soit p G Qh,alors il existe deux constantes ci, C2 > 0 et v, g G VA tq:

{divv, p) = (divv, ( / — irh)p) > Q || ( / — TTh)p\\l
(2.116)

(2.11a)
M, < ll(/ -

et:
(d.iv<j, -KhP) = !k/,./>!lo

1.6 11 < c-2 \\nhp\\() ••••

où: 7T/, est la projection ortliogônal (au sens de la norme de l2) de Qit sur Dh tq:

....(2.12a)
(2.126)

Dh — {p. G L20(ü) ! /qMest constant, VA/ G M/,}.

En effet: puisque (J — Kh)p G QO,M VA/ G A/A et que chaque M appartient à une des
classes £ A . / = 1 ......//.Alors,d’après le lemme2 il existe pour chaque M un VM € V0<M tq:

w,

(divVM,(J - Kh)p)M > <?1 !î(/ -
et |eA/| < ll(/ - *ÿ*)/>!1,A/ 0,Af

où: C\ min { 3 , / = 1.....77,}.
Définissons r = J2MçMH = UA/?VA7 G A//, puisque v — 0 sur #A/,VA7 G A/A => v =
0 sur i)il donc e G VA et que:

( divv, TT Ap) = - fn v gra.dfitfÿx*fm v.ij nhp ds
{dim, irhp) = - EAfgM* /A/ t! gra<i7\ÿpAsx.ÿJan V-V *h.pds

{divv, 7TAP) = 0 + 0 = 0

cela implique

(divv,p) = {divv, 7TAP) + (divv, (J — îTA )P) = {divv, (J - Xh)p)-

D'autre part
{divvM, (7 - TTA)P)A/ > cj ||(/ - 7TA)P||U,M

cela implique que
{divv, ( I - TTh)p) > Cl ||(7 - 7TA)J»||5

<!!(/- =ÿ !l’!i < ll(/ -hwl 1 ,M

d'où (2. 1 I b).
Mais puisque nÿp G />jj(D),alors d’après le lemme 1 il existe 2 G (Hÿ(il))d tq :

divz — wi,p....(2.13a),
M, < ej!xAp|j(),c > 0.... (2.136).
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De plus ,d’après Stenberg [27] ,Nafa-Thatcher [20],[21] il existe un opérateur:

h : (11](n))d —>Vhtq:
(diriez, fi) = (divz,p.),Vp G Dh...

H. \Ihz |, < c je 1 1 , c > 0..,..(2.146)
(2.14«)

ainsi ,en prenant. y = Ii,z (2.15) on aura:

(divg, xhp) = (divlhz,Thp) = (divz,Thp ) = {ÿhPÿhP)

i e (div y. 7r/,p) — ||7T/,p||y d'où (2.12a).De plus ,en tenant compte de (2.13),(2.14) et (2.15)
on aura:

M, = IM, < c !'l, < MITMIO = c2 ll*MI0
d'oii (2.12b).Soit maintenant w = v -f by G Vf, où:

2c, — dc2

et i\ g sont comme dans (2.1 1 ) et (2.12) alors:

{divw,p) = (divv,p) + b(div g,p)
(dir w,p) > ci ||(/ - 7T/,)p]|o + (divy,irhp) + S{divg,{I - TT h)p)
(div w,p) > c\ ||(/ - Kh)p\\t + 6 - db \g\1 1|(/- Trh)p\\0

{<!"' "’,/>) > C, ||(/ - TTftlpllo + b \\TChP\\l - dc2b \\TThPWo ||(/ ~ „
(div w,p) = ci ]|(/ - irh)p\\t +* WÿhpWl ~ c3b \\irhp\\Q ||(7 - 7rfc)p|!0

(drr uhp) > (c, - -ÿ) ||( / - + § j|np||„

mais:
b
2 = (CI “

2 >
(</»><»,/<) > 5<ll(/- <r»wi5+ IkcpliS) =\ tl/>!l3

d’où:

on a aussi:
M, < ll(/ “ *h)P Ho + b.C'2 |!îrfcp||0 < (1+ b.C2) ||p||0

(divw, p) >
d’où:

b
IIPIÎOM 2(1 + b.c2)

donc:
( divv , p) ≥ ij HPIIO ’ V/J € Qh

avec:
b

Ü = 2(1 +b.c2)'

C.Q.F.D .
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Remarque 11 :*l)ans Situberg [27] l'opérateur Ih est construit seulement, au cas de
dime usina deux, mais comme il à été remarqué par Clément [9] et Stenberg [27] le résultat
resh euilable pour le cas de dimension trois voir Nafa-Thacher [20],[21],Girault-Raviart
[15].
* | . |, m désigne la norme de l'espace ( 7/<j ( M ) )d.
* Il • Ho \/ désignt la normi de l'espace L2 ( M ).
*( < ) A/ désigne le proeluit scalaire de L2(M).

2.1.1 Application à la construction d’éléments stables:

L’élément Q| Pt ( h) en dimension 2: Soit r/, une partition régulière défi par des
quadrilatères convexes et introduisons la partition Ta. on subdivisons chaque K G r/, à 4
petites quadrilatères voir lig (9)

Iig9

( ’hoisissons:

V), = {<’ € ((//<J(H) n cm2 1 v U-G (Qi(A'))2, VA' G r*}.....(2.16),
Qi, - {<1 G (L2(ü) | q \Ke P, (A), VA G Th}.....(2.17).

Pour ce choix on a les noeuds représentés comme dans la fig(10).

I • noeud de vitesse
X noeud de pression (trois degrés de liberté )-t.

fig 10

Choisissons .17/, = r/, c'est a dire chaque macro-élément M G Mh est constituéd’un
seul élément de 77, , i.e de I petites éléments de TU.

Soit M un macroélément, M = l\. A G Th et définissons:

{r G ((//,J(A/)nr(Â/))2 | r k- G (Qy( A,))2, VA, C A,* = 1, .4}...(2.18)
{vG(//2(A/)nr(A/)|</kGP,(A)}
{q G QM ! (diov,q)M = 0, Ve G VO,M}.-(2.20)

V,a. \i

(2.19)QM
•VA/
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Remarque 12 ’.Pour la partition Mft ainsi construite on a une seule classe d’équivalence
les conditions CMl et CM3 sont satisfaites donc pour montrer que la paire (Vh,Qh) satisfait
la condition inf-sup (1.J7) on doit vérifier la condition CM2 c’est -a- dire on doit montrer
que N\i tsl constitué de fonctions constantes .Ceci est donné par le lemme suivant.:

Lemme 3 : Soit M un macro-élément du type précédent , alors NM est de dimension
un constitué de fonctions constantes sur M.

Démonstration : soit, M le macro-élément de référence et F — (/q, Ff) l’application
bijéctive continue ,bilinéaire de M dans M voir fig(ll):

A

S*
K«* \ MF

1
x*X.

•K K
M

K = C-3C,«j)
X = }

A
>xc1 1

$*ÿ figll

Définissons: u (A') = u{F(X)) et P ( X ) = p(F(X)), pour u G Vo,M et p G QM,on
peut écrire:

~(u,Xp)M = - L u (X)Jf-T(X)V p (X) \jF(X)\dX
JM ■ Il

(diru.p)M =

où:Jy est la matrice jacobietine de F et JF7 est le transposé de JFl ,\JF\ le déterminant
de Jh.

A A
on a: A]= Uf_, ]\t, h’i G T±.F est bilinéaire i.e

F = (FuFt) et Fi( x) = at + bi X +ct y +dt xy,i = 1,2 .....(2.21)

(h Fy(X) d2F,(X)
’

. d,F2(X) d2F2(X) .

<hF2(X) -dlF2(X)
-ihFi(X) 01Fl(X)

MX) =

c2 + d2x -b2 - d2y
A A— Cj — di X bi + di y!ÿ/'(.V)|ÿ7'(.V) =

27



p est. linéaire i.e

P (.Y) = a + b x +c y ....(2.22«), V P (X) =

|” C2 (I2 x — 62 — d'2 y 1 ( b

— d\ x b\ -f d\ y j

(2.22b)

d’où: -
A

.V )V P (X) [ c~Cl

qui s'écrit sous la forme:

Ai + B\ x +C*i y

A2 + B2 x +C’2 y ,
A € (Pl(M))2

A
cl laque f\ ,

11 (AU = ( a\ + b\ x +C1! y +d\ xy a'2 + b\ x +c'2 y +d'2 xy )
De plus, sur on a:

ainsi

(<<! (X)JF
A A A

s’écrit sous la forme:

A + B x +C y +D xy +E 'x +F y +G 'xy +H xy

i.e:(f/ (.V )JïT(X)V P (.Y) \jp{X)\) IjA €Qï(Ki)-

De plus,( u (.V )Jÿ1 (X )V P {X) |ÿF(à/’)|) est continue sur M . Donc la formule de Simp-

AA2

son donne la valeur exacte de l’intégrale

J, u (X)JfT(X)X P (X) \JF(X)\ d X

* Soit p t A v/, et, choisissons u € Vo,M tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur
de u au point A’ où X= (ÿ, 7),ainsi la condition (divu,p)\f = 0 donne:

A5A5, A A5
= 0

A5
puisque .//-.-(A’) 0 cela implique que

b 0VÎ(X)=0i.e: V?(i
0c

= 0. eu remplaçant dans (2.22a) on aura P ( X ) = a,donc p est constant sur M.

C.Q.F.D.

i.e b =

Ainsi .les conditions CM 1,CM2 et CM3 sont satisfaites et donc le théorème (4) assure que
la paire données par (2.l(j)et(2.17)est stable . donc pour cet élément on a les
estimations d'erreurs ( 1 .46),(1 .47).
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l’élément Qi-Pi(f,h) en dimension 3: Soit Th une partition régulière de Cl par des

héxahèdres convexes et. introduisons la partition r* on subdivisons chaque A G a 8

petites liexahèdres fig(I2)

fig 12

Choisissons:
Vu = {v €((//,}(«) n cm3 ! v ke'(Çi(A))?,VA G r*}.....(2.23)

Qk = {q G (Lim I q |K€ A(A),VA G r,}....(2.24)

Pour ce choix on a les noeuds représentés comme dans la fig(13)

*4 • noeud de vitesse

noeud de préssion (quatre degrés de liberté )

fig 13

Th c’est a dire chaque macro-élément M € Mh est constitué d’un
macro-élément ,M -- A , A £

Choisissons Mi, —
seul élément de r/n i.e de 8 petites éléments de rÿ-Soit A/ un
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Th et définissons:

V0,M = {V G ((HQ(M) n C(M))3 I « ke (Qi(Ki))3,VKi C K,i = 1, ..8}...(2.25)
= {</ G (A2(A/) n C(A7)| y |A'G P, (A')}.....(2.26)

NJW = {</ G I (divv,q)M = 0, Vu G VQ.A/} — (2.27)

Remarque 13 -.Pour la partition Mh ainsi construite on a une seule classe d’équivalence,les
condition* (’Ml et CMS sont satisfaites donc pour déduire que la paire (Vh,Qh) satisfait la
condition inf-sup (1-f'l) on doit seulement vérifier la condition CM2 i.e on doit montrer
que NM 1 *1 constitué de fonctions constantes . Ceci est donné par le lemme suivant:

Lemme 4 :Soit M un macro-élément du type précédent , alors N\j est de dimension un
constitué de fonctions constantes sur M.

Démonstration : soit M le macro-élément de référence et F = (Fi, F?, A3) l’application
bijéctive,continue,trilineaire de M dans M voir fig(14)

* JX5
t -1 X

* A. 9 *•X MASx F
*4A

A3
X x2-X1

Ai
X

A» X
X

fig!4

Définissons a (A') = u(F{X)) et P (X) = p{F(X)), pour u G VQ,M et p G QM,on peut
écrire:

= ~J* “ {X)JFT{X)V F (X) |JF(X)| d X (2.28)(ÿdiru,p)M = -(U,VP)M

oii: .//.• esi la. matrice jacobienne de F et JFr est le transposé de JF',\Jp| le déterminant
de J y.

on a
A A

: Al~ Uÿ_ j A'., A-, G T h.F est trilineaire i.e:

F = (FUF2,F3)
F,( X ) = u, + />, .r +Cj y +di z +ei x y + f, xz +#, yz +hi xyz , i = 1,2; 3...(2.29)
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'

dxF,(X) d2f\(X) d3F1(x)
'

dx F2{x) 02F2(X) d3F2(X)

. dx F3(X) d2F3(X) d3F3(X) .

J,-{X) =

<//•’( -V )[ dp1 (X) = «(.Y) OÙ:

()2F2()3F3 — d2F3d3F2 dx F3d3F2 — dx F2d3F3 d\F2d2F3 — d\F3d2F2 1
<>(.Y) - ihl'tfhFx - (hFxd3F3 dxFxd3F3 - dxF3d3Fx dxF3d2Fx - dx FXÔ2F3 (2.30)

i)2Fx<)3F2 - 02F2d3Fx ÔXF2C)3FX - dxFxd3F2 dxFxd2F2 - ÔxF2d2Fx J
A /\

«(.Y) = (n-(J(.Y))i,j=il2,:j où les composantes s’écrivent sous les formes suivantes:

On (A ) — «n + 0n x +<11 ÿ +U11 ~ +<n xy +/11 X2 +<7n x +«n xy +*11 xz

1 ( A ) «12 + x +<12 .V +ÿ12 z +<12 xy +/12 Vz +912 y +ÿ12 ay -+i12 yz

01:5(A' ) -- «13 + bX3 X +<’13 y +di3 z +e13 £2 +/13 y z +g13 V +ÿ13 X22 +i13 *yz
«2i (A ) := «21 + b2x x +C21 y +<621 z +e21 xy +/21 xz +g2i x -\-h2x xy +i2x xz

«22( A* ) «22 + b22 x +c22 y +d22 z +e22 xy +/22 y£ +y22 y +/i22 xy2 +i22 y\A --(2.31)
A A A A AA . AA A 2 , A A2 . A A2

023( .Y j == «23 + «23 a +<23 y +«23 21 +<23 +/23 y2 +</23 2 +«23 XZ +î23 yZ
A A A A AA - AA A2 , A2 A . A2 A

0.31(A ) «31 + »31 X +<31 y +«31 2 +<-31 xy +/3l X2 +y3l x +«31 Xy +Z3i X2
A A A A AA f AA A2 A A2 A2A

0.32(.Y) := «32 + »32 +<32 V +«32 2 +<32 xy +/32 y z +y32 y +/i32 xy +l32 yz

0.33(A') = «33 + b:13 X +f'33 V +</3.3 2 +<3.3 ï- +/33 y Z +</33 2 +ÿ33 X2 +î33 yZ

p est linéaire' i.e:
P ( .Y ) — u + b x +c y +<f 2 .....(2.32a)

(2.326)
b

V y (.Y) = c

’ '

Mx)

. MX) .

= Ai + Bt x +Ci y +Di z +E, xy +
+Ft xz +G, yz +H, x2 +/t y +Jt 'z +
+/\, J2y +Li *xz +Mt rAy2 +JV, Ayz +

,, AA2 n A A2 I r. O+0, 3-2 +P y z , i = 1,2,3

c'est. -a dire : |.//•ÿ( A' )| Jp* (X)X P (.Y) € (Q2( A/))3-De plus,sur chaque K,

«', + b\ x +c( y +«( 2 +e\ xy +// xz +g\ yz +h\ xyz

«2 + b‘2 x +c2 y +d2 z +e?2 xy +/2‘xz +y2 yz + /i?2 xyz

. <4 + 63 î- +4 y +4 $ +4 AxAy FU & +4 y2 +4 .

4'(.Y)!.y/.(.Y)-rVp(.Y) = où:

MX)

on a:

» ( .Y ) =
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A I A _.p A A A I . A I
A

A
Ainsi; (a (A')JF (,Y)V p (X) \JF{X) ) | A est un polynôme qui appartient à Q3(Ki) de

I | À i

A ,,, A A A I A I
#

AA
( A' ).///( A’) V P (X) JF(A') est continue sur M—K donc la formule de SimpsonA >

plus,»
donne la valeur exacte de l’intégrale

r A7‘ A ™ A A A I A ! AL u (x)JpT(x)v P (x) UF(X) d x
JM I I

soit p G :X\i et u G VU,M tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au
A 9

point A’ oii:.Y= (~, ainsi la condition (div U,P)M = 0 implique:

JFCYV P (A* \MX)\ = 0

# 0 cela donne:V P ( Aÿ = 0 i.e V P (i, §,|) =A9puisque: .//. ( A' ) 0 c’est à-dire:

b
= 0c

d

y A A
d — Ü.En remplaçant dans (2.32a) on aura : P (X) = a,donccela itnpli(|ue que b =

p est constant sur M.
C.Q.F.D

Ainsi, les conditions (’Ml,CM2 et CM3 sont satisfaites et donc le théorème 4 assure que
la paire (\'i,,Qh) donnée par (2.23) et (2.24) est stable.

2.2 Technique des macro-éléments avec éléments communs:
Dans ce cas on exige pas (pie chaque A' G Th appartient à un seul macro-élément de plus
on fait une réstriction à la définition d’un macro élément, c’est à dire on désigne par un
macro élément l’union de deux éléments au moins.
Avant de donné un lemnie analogue au lemme 2, introduisons une norme sur Qh qui
dépend du maillage,pour cela on désigne par la colléction des cotés (faces) des éléments
de Th qui n’appartiennent pas à3Æ*Ainsi, on peut montrer que:

HA = ( £ L\Wds)i
Ter„ JT

(2.33)
A'€rh

est, une norme sur Qh où h-p désigne la longeur (la surface)de T et [p] le saut de p le long
de 7’ i.e:

[p] = p+ - p .
Il est evi< lent que:

M„= |A|||PIL
p = 0
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il nous rust,o seulement qu’à montrer que HpHÿ = 0 => p — 0.
IM!/, = U <lonne:

l|Vp|| = O,VAG rh
et JT\\p]\2ds = o,vr G r\

0,A

d’où:
Vp = 0, VA' G Th

et p+ - p~ = 0, VT 6 Th
donc p (‘st constant sur H,i.e p = c,c constante.
Mais Qi, C Iffü) d’où:

/ pdfî = f
Jn Jn

edi} = 0=ÿc = 0=ÿp = 0

i.e: || .||/( est une norme sur Qÿ.De même définissons sur QM la semi norme:

Ici „= ( E i>l Iivdi2
K CN\

où: l’A/ - {T C (V/ | T i (JM).

Lemme 5 '.Supposons,qui- pour chaque AI G £ A l’espace NM est de dimension un con¬
stitue de fonctions constantes sur M .Alors,il existe une constante positive c A tq:

E AT/>]|J«<«)*....(2.34)
TerM 1/7

+0,A’

(divv, p) > cÿ \p\M , Vp G QM---(2.35)«UP -r,
oAei'o.M M1,M

pour cliaqui Al G £ A .
M

La demonstration est analogue à celle du lemme‘2.
Donnons maintenent le résultat essentiel de cette téchnique.

Theoreme 5 : supposons , que les éléments de Th peuvent être regrouper pour former
une partition AIh de macro-éléments ,qu'on a un nombre fini de classes d’équivalences
£ A , / — 1 , ..il il qu'il existe un entier L > 0 tel que:

M i . , .(Ail NM G f A ,/ = l,..n, NM est de dimension 1 constitué de fonctions constantes sur
M,

Al.
('A12:chaque AJ de Aih appartient à une classe £ A ,i = l,..n.

M,
CAI -J:chiiqui T de I’/, est un côté (face) intérieur au moins d’un macro-élément et pas
plus de I. macro-éléments.
CM4:chaqiu A de Th tst contenue dans un macro-élément, et pas plus de L macro éléments.
Alors,la condition dt stabilité (1-47) est satisfaite.i.e il éxiste une constante positive jd
indépi nili ntr <lt h tq:

(divv, p) > MMIû’VP <= Qh-sup
aÿveVh
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Démonstration :Soit p G QhM condition de stabilité locale (2.35) implique que
pour chaque M G A//,,il existe VM G Vh tq: VM = 0 sur Q — M,et vérifiant les conditions:

(d.ivvM,p) = (divvM,p)M > c\p\2M
et : luwli = \VM\IM ≤ \P\M

où
c = min{cÿA , i = 1, n}

posons
« = E = VM‘

MeMh

[dir V, p) = > cY,MeMh \P\M ≥ c\\p\\l
pt IHi ≤ YÿMeMh \VM\\,M — YliueMh IPIAT — IML

on obtient

donc
(dim, p) ≥ Cl IWIfc.C! = JM

d'où
(divv, p)

|v| > ci |HL,Vp€Qhsup
uÿevÿ

d'où
(divv, p) ,(2.36).sup

vÿvevh

De plus la condition inf-sup continue (1.45) implique que pour chaque p G Qh il éxiste
w G (llt\(iî))J tel que:

M

(divw, p) > c2 HPIIO ....(2.37a), c2 constante positive
H, <Wo.....(2-376).

De plus.d'après Clément [9],Babuska et all[3] ,Bernardi [4] et Girault Raviart [15] il éxiste
te’ G V /, un interpolant de w tel que:

( £ h~K II U’ - + E hT [ k -Wf ds)2 < c3 Mi ....(2.38a)
Aer„ Terh JT

et
Kh < c4 H„......(2.386).

En tenant compte de (2.33),(2.37) et (2.38) on aura:

(divw",p) = (div(w* — w),p) + (divw,p)
(divw*,p) > (div(w* - w),p) + c2 ||p||o

(divw*,p) > EaerJÿ - w*)K + Ererh fT((w* “ w).p)([p])ds + c2 Ibllo
(divtr\p) > -(EA€r„ 6*2 |k - + Ererh /r k - IWL + c2 lklo

(divw* ,p) > -c3 Mx ||p||fc + c2 l|p||o
(divw*,p) > -c3 ||p||u ||p|[A + c2 IIPIIQ

(divw,P) ≥ (c-2 IIPIIQ - C3 IblIJ ||p||0 = (c2 - c3|g|j) IIPIIO .....(2.39)
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mais

Klj < c4 Mi < c4 IIPIIQ (2.40)
ainsi,(2.4*)) et (2.10) donnent:

(divw*,p) r)Wlox7Tÿr1 0 c4 1 1 P 1 1 0

r) IIPIIO

> (c2 - c3Kl 1

(divw' ,p) > (c5 — CgKl î lü
ou:

c2 C3
C.S = — , Cg = —c4 c4

d’où:
( divv , p) WP fe * H N‘"K11* (2.41)≥ (c5 -SU])

ü#u6V'h

En tenant compte de (2.36) et (2.41) on aura:
Mi

(divv, p) «A. c,
Hello

A> max(cjsup
o?»evh

- c6 lo
0

d’où
(divv, p) > min max(cj<, c5 - cgf ) ||p||0sup

oÿevv,

Ainsi on a
(divv, p) C\Cb IMIo>VP € Qh>sup __

l>ïv£Vh Pli Ci + Cg

i.e la condition de stabilité discrete est satisfaite avec la constante:

ClC5
Cl + Cg

C.Q.F.D

2.2.1 Application à la construction d’éléments stables:

L’élément Qi— Q,(|,h) en dimension 2: Soit Th une partition régulière de fl par
des quadrilatères convexes,introduisons la partition Th on subdivisons chaque K G Th à 4
petites quadrilatères voir fig(9),et choisissons:

= {v G ((Iÿ(n)ncm2 1 c |A-G (Q1(K))2yK eTh}...(2.42)
Qh = {<1 e Ll(ü) n C(Ü) I q U-e Ql(K)yK e Th}....(2.43)

VA

pour ce choix on a les noeuds représentés comme dans la fig(15).

*r • noeud de vitesse
X noeud de pression

fig 15
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Choisissons Mh comme suit:
chaque macro-élément M G MH est constitué de deux éléments de TH,c’est a dire de 8
petites éléments de rh.Soit M un macro-élément M = K\ U K2, F, G TA,î = 1,2. et

A\ = Uj_, A',,, l\ij G Tk,i = 1 , 2, j = 1, 4,définissons:

V0tM = {r G ((//,!(A/) n C(M))2 I t> \K>je (Qx{I<x]))\VKt] cM,i = 1,2,; -1,4"}..(2.44)
Q M - {<1 G ( A2( A/) nC’(A7)| q |K-.€ Qi(A'i), VA'j C M,i = 1,2}....(2.45)

AM = {<7 € QM I (divv,q)M = 0,Vu G Vo.M}....(2.46)

Remarque 14 '.Pour la partition MH ainsi construite on a une seule classe d’équivalence,les
conditions ( 'MJ,CM“J et CM4 sont satisfaites.Donc pour montrer que la paire {VH,QH) satisfait
la condition inf-sup (1.47),on doit vérifier la condition CMl.Ceci est donné par le lemme
suivant

Lemme 6 '.Soit 1VI un macro-élément du type précédent,alors NM est de dimension un
constitué <l( fonctions constantes sur M.

A A A , '
DémonstratiomSoit, M—K\ U 1\ 2 le macro-élément de référence et F = (F\,Ff) l’application

A
bijéctive,< onl inue et bilinéaire par morceaux de M dans M tq:

A A
A | A = /’’G A'f A',) = A',, A',- G TH, Kt sont des carrés unité voir fig(16)

/\ 1

Av

A1*

X* X1Aî»>4 X*A1X X F4
A9 A* A>

X .x *4
X*-X501ÿ_ U* A

X*
* $L

fig i6

X = (x,y),X= (x,y)

Définissons u (.V) = u(F(X)) et P (A") = p(F(X)), pour u G VO,M et p € QM,on peut
écrire:

£/A «T(’A')ÿT(A')Vp(X)|ÿ(X)|dX~(a,'Vp)M - -(diru.p) M
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où: J F est la matrice jacobienne de F et JFTest le transposé de JFl ,\Jp\ le déterminant

de Jf.soit : K t C A/ , > = 1,2, et Kt = Uj=1 Kt]. KlJ €TU-
F est bilinéaire,donc

F = {Fx, F2) et F{X) = a, + 6, x +ct y +dt xy,i = 1, 2....(2.47)

'

diFiiX) d2Fi(X)
. diFi{X) d2F2{X)

02F2( X) - F2 ( x )
-d2Fi(X) diFi(X)

MX) =

c2 + d2 x — b2 — d2 y

— d\ x b\ -f d\ y-ci

p est bilinéaire,donc

P {X) = a + b x +c y +d xy ....(2.48a)
b + dy

c + d x
VP (in = ....(2.486)

d'où
( b + dy \
V c + dx )\.JF(X)\JPT(X)VP(X) =

-CI

qui s’écrit de la forme:
Ax + Bxx+C\y+Di xy

A2 + B2 x +C2 y +D2 xy

i.e:( j Jy( X )| dp1 ( ,V)V P (X)) ! A €(Qi(h\)p. De plus,sur chaque Kij on a

« (X) = ( a\J + b\J x +Ci y +d\J xy a2 + b2 x +c2 y +d2 xy )

Ainsi;(« (X)Jp'iX) Vp(X)|ÿ(X)|) s’écrit sous la forme

A + B x +C y +D xy +E x +F y +G 'xy +H xy +1 xy 1

«' (X)dl:T(X) V/M.V)|JF(V)|) IAA eQ2(KtJ).T)e plus,

(a/ ( A' .1, 1 ( A )V p (A')|j/,(.V)|) IAA
i.e: (

t'st continue sur /\, .Donc la formule de Simpson
donne la valeur exacte de l’intégrale

J* » iX)Jpr{X)S7 P\X)\jF{X)\d X, i = l,2, Ki £rh
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*Soit p G NM et choisissons u G Vo,M tel que le seul degré de liberté non nul est la
7 9

/
A7 A9

valeur de u aux points A', A' respéctivement où X — (5, 5), et X = (5, 5),ainsi ia condition
(div u,p)\i = 0 donne:

JPT(X)VP(X)\MX) = 0 ,i = 7,9

Ai
puisque .//. ( .V ) 7ÿ 0, /

’ = 7,9 cela implique que
1

V p (X) = 0, * = 7, 9...(2.49).
1 A Ai i . , . ,Soient p, — p( X ) =P (X), X= (æ\, X\), i = 1, ....6 les degrés de libertés pour p G NM, alors

la condition (2.49) implique

Pi = P4 = Pe = a....(2.50a),
Pi = Ps = Pb = — (2.506).

bin effet;sur I\\:
A , A , , A A AA

P\ (A ) = ai + x +ci y +d 1 xy

vfr <î,|) = ù:î - :
cela donne

bi — c\
di = — 2ci ••••(*)

ainsi,on aura:
Pb = ai

P6 = ai + 61
/.>3 = «i + 61 + Ci + d\

P<t = a, + ci

■•■(2*)

en tenant compte de (*) et (2+) on aura:

Pb = p3....(2.51a)
P4 - j»6 — (2.516) '

De mémo,sur A 2 :

Pi (.Y) — Ui + t>2 x 4-C2 V +<ÿ2 xy
Ù2 + f

C2+
0v£(!4) = 0

cela donne:
d2 — — 2ù2
c2 = 362 ••ÿ(3*)

Ainsi,on aura:
Pe = a2 + Ù2

Pi = 02 + 262
P2 = (i'2 + 262 + C2 + 2d2

. P3 — a2 + "b C2 + d2
..(4*)
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En tenant c ompte de (3*) et (4*) on aura:

Pt> = p2...{2.52a)
Pi = **....(2.526)

d’où,(2.5 1 ) et (2.52) donnent:
Pi = P3 = Ps
P2 = P\ = Pe

Pour montrer que NM est constitué des fonctions constantes sur M,il nous reste qu’à
montrer que « = ji, pour cela soit u 6 Vo,M tel que le seul degré de liberté non nul est la

valeur de u au point .V où X — (1,|).Ainsi, la condition : {div u,p)\f = 0 donne:

u (,V)UV(.Y)V p (.Y) JF(*) ) I • +(V(X)VP(X) MX) ) |.} = 0...(2.53)
Ai A'2

xj - xi
H A AS (> :i A A8

Pouru(.V)=«U)=.V.Vi.c«U) =

, A8 A8 / H
(Jf {X)u{X)) \*= ( l

on a:

,i = 1,2.....(2.54).

A
En effet :sur A,:voir fig (17):

M
x3

Aix4 X A X»A

** 'AA a x* KnX 6
X

*6X5 A
AXO ♦

fig 17

F est bilinéaire i.e

/-’ = (/'),/'2) et F,(X) = a, + 6, x +c, y +d, *$,* = 1,2.....(2.55)
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et
#(0,0) = ai = xf

#(1,0) = a, + bi = xf
#(0,1) = a, + ct = x?

#(1,1) = a, + b{ + c, + di — xf
,t = 1,2

tie tes équations on tire

a, - xf
6, = xf — xf
Ci = xf — xf

</, = xf — xf + xf — xf
,i= 1,2....(2.56)

soit
d2#2(A) -Ô!#l(X) =
-5x#2(X) dl#l(A)

1XT7(X)Jÿ'iX) = \hiX)
= fA#(X)ÿ2#2(A0 -

|«MA )| = [xf — arf H- (xf -xf + xf - xf) y]

x[x:j - xf + (xf -xf + xf - xf) x]
-[xf - xf + (xf - xf + xf - xf) y]
x [xf - xf + (xf -xf + xf - xf) x]

MX)

\JF(Uï)\ = [xf-xf + i(xf- xf + xf -xf)][xf-xf]-
-[xf - xf + i(xf - xf + xf-- xf)][xf - xf]

xf - xf + (xf - xf + xf - xf) x -[xf - xf + (xf - xf + xf - xf) x]
-[xf - xf + (xf - xf + xf - xf) y] xf - xf + (xf - xf + xf - xf) y7( -V ) =

d’où

-(xf-xf)xf-xf
-[xf - xf + f(xf - xf + xf - xf)] xf - xf + |(xf - xf + xf - xf)

!

Ainsi,
01

7(1) :j) KF(1, g) = |ÿF(1, 5)
d’où

( |XF(1,|)| ) = ( 1 )1(Jp'(X)u(X)} |a, = \Mhi)\
De même, sur 1\2 ( voir fig (18)):

JS

x5' .
AB

x'v >A X*X x1fig 18

MO



F est. bilinéaire i.e

F = (7*i, T'a) et F,-(A) = a, + 6, x +c, y +d, xy,i = 1,2.....(2.57)

et
F,(1,0) = a, + 6, = xf
F,(2, 0) = a, + 26, - xf

6,(2, 1) = a, + 26, + Ci + 2d, = x?
6’,(1, 1) = a,- + 6,- + Cj + d, = xf

,* = 1,2

de ces équations on tire:

a,i — 2xf — xJ
bi = x- — xf

c, = 2(xf - xf ) + xf - xf
di = xf — xf + xf — xf

,i = 1,2....(2.58)

soit
_ d2F2(X) -d1Fl(X)

|dF(A)| L ~diF2(X) d1F1(X) .

|ÿ(A')| = d1F1(X)d2F2(X) - dÿiXfdÿX)

1
.Jï'iX) = */f(A)|

\MX)\ = [x{ - x® + (xf - xf + xf - xf ) y]
x [2(xf — xf) + x\ — xf + (xf — xf + xf — xf ) x]

[x f - xf + (xf - xf + xf - xf) y]
X [2(xf - xf) + x\ - x\ + (xf - xf + xf - x}) x]

d’où
|.yÿ(l,i)| = [x] -xf + f(xf-xf + xf-x})][xf-xf]

-[xf - xf + f(xf - xf + xf - xf)][xf - xf]

7<x)=b’4
L 721(A) 722(A)

où
711(A) = 2(xf - xf) + xf - xf + (xf - xf + xf - xf) x]

712(A) = — [2(xf - xf) + x} - xf + (xf - xf + xf - xf) x]
721(A ) = -[xf - xf + (xf - xf + xf - xf) y]
722(A ) = [x{ - xf + (xf - xf + xf - xf) y]

d’où
7(1-

Ainsi
1[./,-’( AMA)] |ÿ=
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= d2p(X)\ÿ = d2P(X)....( 2.59).
À2

A A8 A . v<h P (A) |ÿA = 0-2 pi (1,|) = ci + dx =
o-2P(x)\/=d,P( i,|)|

A2

A A8 A A8V , _ A A8X .

d2 P (A) IAA = d2P (A) IKA = d2 P (A) = Ps - p4...(2.60).

A A8
En remarque aussi que: Ô2 P (A) |
En effet,

AA,

PS -P4

= C2 + d2 = PS — P4*2
d’où

En tenant compte de (2.54), (2.53) se réduit à :
A A8 I A8 I , I A8 I ,

()2 P ( A)[|(«/F( A)| IAA +pF(A)| 1ÿ1 = 0

donc
A 8

02 P (A ) = o.
d’où d’après (2.60), ps = p4.Ainsi, en tenant compte de (2.50) on aura :

Pi = P2 = P3 = P4 = Ps = Pe-
c’est -à-dire que p est constant sur M.

C.Q.F.D

Ainsi, les conditions CM1,CM2,CM3 et CM4 sont satisfaites ,et donc le théorème 5
assure que la paire (Vu,Qh) données par (2.42) et (2.43) est stable .

l’élément Q|-Q,(|,h) en dimension 3: Soit rh une partition régulière de fl par des
hexahèdres convexes et introduisons la partition TU on subdivisons chaque K E à 8
petites hexahèdres (voir fig( 12).Choisissons:

U = {V G ((//<!(«) n C(fï))3 I v |K€(QI(K))3,VK G Ti}....(2.61),
Qh = {</ G IW n C(fi) I q \Ke Qi{K),VK G rh}.....(2.62).

Four ce choix on a les noeuds représentés comme dans la fig(19).

* • noeud de vitesse

X noeud de préssion

JXr
fig 19
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Choisissons Mh comme suit
chaque M € A//, est. composé de 4 éléments ayant un côté intérieur commun, voir fig (20).

Z!

7
fig 20

Donc M est constitué de 32 éléments de
Soit M un macro-élément: M = <E TÂ, A", = Uÿ=1Aÿj, A,j € T&. Définissons

Vo.M = {re ((HQ{M) nC(M))3 I « \Kt}e (Q1(Kij))3yKij c M,i =1,1J =1,'8}..(2.63)
Qu = {<] e (IJ(M) nC(M)| q |K€ Q1(Ki),VKi C MJ =l",l}.....(2.64)

A/M = {</ G QM | (divv,q)M = 0, Vu € VQ,M}...(2.65)

Remarque 15 ’.Pour la partition Mh ainsi construite on a une seule classe d’équivalence,les
conditions CM2,CMS et CMjsont satisfaites donc pourdéduire que la paire (Vh,Qh) satisfait
la condition inf-sup (lJt7) on doit seulement vérifier la condition CMl.Ce ci est donné
parle Itinme suivant.

Lemme 7 ’.Soit M un macro-élément du type précédent, alors NM est de dimension un
constitué (h fonctions constantes sur M.

Démonstration : soitM= U?=1 Ki le macro-élément de référence et F = (Ai,F2,Ff)

l’application hijéctive,continue et trilineaire par morceaux de M dans M tq: F L =

F‘,F‘( A) = A',, « = 1, ..4, et Ahsont des cubes unités,(voir fig(21)).

/S AAA K,Kô
x*

2* Cl
A .F « k** .AA A A.6•F •A xMX &

A A-
X •<r •B k2A

O .c.■>X1 fc•D
A A

* #H \oW*AH »\*a •CX s* £X
MO v°x»XW5 y*

A. *2.KM

fig2l
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où:
A= ( 2 ’ 2 ’ 2 ) J9= (°, §,§) , (— 2 ’ 2’ 2 )’
B-(bbty ,Z)=(0,|,-|) ,G— (-§,§, 0),

c={bb~h) ,M= (o, |,o) ,H=(~bb~\)
A9 A13Al A5

,*=(0,0,-l) ,*=(-1,0,0)
A10 , , A14, X= (1,0, — 1) ,*=(-1,1,0)
All , , A15

, *= (1, 1, — 1) ,*=(-1,0,1)
A12 , s A16

, *= (0, 1, — 1) ,*=(-1,1,1)
,X = ( x,ÿ,z )

AA A AA /AVdéfinissons u (X) = u(F(X)) et P (X) = p(F(X)), pour u G V0IM et p G QM on peut
écrire

,*= (0,0,1)
A6

,*=(1,0,1)
A7

,*=(1,1,1)
A8

,JY= (0,1,1)
A = ( — 1,0,— 1) ,*=(-1,1,1),

*= (0,0,0)
X= (1,0,0)

*= (1,1,0)

*= (0,1,0)
,x= (£,î,$)A17 A18

= -£ j* * (X)JïT(X)V P (x)\MX)\ d X

où Jp est la matricejacobienne de F et JpT est le transposé de Jÿx,et \Jp\ le déterminant
AA A A

de Jf. Soit A'iCA/, i = 1, ..4,et Ki— U“=1 K ij , Kl3 G Tÿ.F est trilineaire i.e

F = (FX,F2,F3),
F,(X) = a, + 6, x -(-e, y +dx z +e, xy F fi xz +y, yz +hi xyz,i =1,3 ...(2.66)

’

dxFxiX) d2F1(X) d3Fx(X)
‘

d1F2(X) d2F2(X) d3F2(X)
,dxF3(X) d2F3(X) d3F3(X) .

{divu,p)M = -(u,Vp)M

Mx) =

|JF(*)| V(ÿ) = a(*)où:
‘ d2F2d3F3 - d2F3d3F2 d\F3d3F2 - dxF2d3F3 dxF2d2F3 - dxF3d2F2 '

a(A ),= d2F3d3Fx — d2Fxd3F3 dxFxd3F3 — dxF3d3Fx dxF3d2Fx — dxFxd2F3
d2Fxd3F2 — d2F2d3F\ d\F2d3F\ — dxFxd3F2 dxFxd2F2 — dxF2d2Fx

a{X) — ( ûjtj(*) )t,j=1,2,3 où les composantes s’écrivent sous les formes suivantes:

o,,(*) = au + bn x +cn y +dxx z +en xy +/n xz +yn 'x +hn 'xy +î'H 'XZ
012(A ) = «12 + bX2 x +c12 y +dx2 z +eX2 xy +/12 yz +<712 V +ÿ12 xy +iX2 yz

O,3(A) = a13 -(- 613 x +C13 y +di3 Z +d3 xz +/13 yz +<713 'z +h13 xz +ix3 yz
021(A) = a21 + b2X x +c2i y +d2X z +e2X xy +f2X xz +g2X x +h2x xy +î2I xz
022(A) = a22 + b22 x +c22 y +d22 z -\-e22 xy +/22 yz +g22 y +/122 xy +i22 yz
023(A) — a23 + b23 x +c23 y +d23 z +e23 xz +f23 yz +<723 z +h23 xz -M23 yz

03,(*) = a3i + b3X x +c3i y +d3i z +e31 xy +/31 xz +g31 'x +h31 xy +i3i 'xz
032(A) = «32 -f 632 x +C32 y +d32 z +e32 xy +/32 yz -\-g32 V +h32 xy -\-i32 yz

033(A) = a33 + 633 x +C33 y +d33 z +e33 xz +/33 yz +g33 'z +h33 'xz +133 yz

A2A
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p est-tri linéaire i .<*:

P (.V) - « + 6 x +c y +d z +(ÿ xy +f XZ +g yz +h xyz ...(2.69a)
6 + e y +/ z +h yz \
c + e x +g z +h xz

d + f x +g y +h xy }

V £(.$) = ...(2.2.696)

*i(*)
'

MX)
Mx) .

Ai + Bi x +Ci y +Di z +Ei xy +F,- xz +
. . AA tr AAA r A2 T

A2 A2 r AA2+r;, y~ + //, xyz +IX x +Ji y + + A, z +A, xy

+A/t 'xz +N{ 'yz +0i 'xy +P, 'xz + + Qi 'yz
+R, 'xyz +Si 'xyz +T, 'xyz +U, ''xy2 + + V, ''yz +
+Wi 'W +-V, AJîlA +r, Tyf +Z, Ty%\i = 1,2,3

c’est -a -«lire: [|j/.’(.V)| Jpr( A')V P (A")] G (<22(A',))3. De plus, sur chaque Kij on a:

a\J + b\J x +c,J y +d\J z +e\J xy +/1U xz +g\J yz +h\J xyz

" ( Y ) = a2 + l>2 x +cp y +d% z +e2J xy +/2U xz +y2J y* +6’/ xyz

u‘i + i>.( x +c\J y +d-j z +t3J xy +f3'J xz +g3J yz +63 xyz _

Ainsi, (v ( X)JÿJ (.V)V P (A") j «//ÿ( .V ) j ) |A_ est un polynôme qui appartient à Qz{Kij), de

(X)Jpr{ .Y)V P (X) |JF(X)|) 1ÿ est continue sur Ki donc la formule de Simpson

|.MX)| V(Æ)VÎ(Æ) =

MX) =

A r
plus U

donne la valeur exacte de l'intégrale

U (X)JpT(X)V P (x)\Mx)\d X .

* Soit p € V\, et soit p, = p(X) =p (X),i = 1, ..., 18 les degrés de libertés de p G NM où

X- (X'.X'2,X!{)./ = 1,-., 18.
♦Choisissons u G Vji ,M tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au point:
A où: /\— ainsi la condition (divu,p)M = 0 implique:

J;T(A)XP(A)\MA)\ = O

!.//.•( /1)| p 0 ce la donnepuisque

V P (A) = 0....(2.70)
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+ De même si on choisit, a G l'o./w toi que le seul degré de liberté non nul est la valeur de
u aux points (', F, H respectivement où:

r I
2’ 2'

1 A I 1 | A 1 1 1
2 ’ — ~

2 ’ 2 ’ 2 ’ H~ _
2’ 2’(

on aura
V î> ((') = U.....(2.71),
V P (F) = 0......(2.72),
V />(//) = 0......(2.73).

* Maintenant, soit u G Vu, A/ tel que Ie seul degré de liberté non nul est la valeur de u au

point H où: /1= (~, ainsi la codition (<UVU,P)M = 0 implique

(\.l,,(B)\.Jj;r(B)Vp(B)) |;A +(|jF(£)| Jïr(B)Vp(B)) \* = 0...(2.74)

soient o = 1,2,3 les vecteurs colonnes de la matrice (|,/F(J9)| JFT{B)) ,i = 1,2. On
remarque que:

(2.75)o13 - a23
et

(h P ( B) | s = di P {B) I A = Ch P {B), i = 1, 2 (2.76)
A'. K*

Kn effet :
'

ihi'iumnm- dxFifàdtFiiB) 1
(hl'KBW'KB) - d1F{(B)d2Fi(B) J = V2.

. chF({B)d2Fl{B) - chFi(B)82F{(B) .

O-'3 =

Ff(\ ) = </:ÿ + b[ -V +cJ> ,'/ +d.j z +cj x y +// xz +g{ yz +hj xyz,i =1,3, j — 1,2

(l'indice j c'est pour dire qu’on est sur Kj).

iJ = 1i3.! = 1I2,3.
(h F;1{B) = (J, +

sur K j — 1,2:

x) = ai
xf = ai + bi
x‘l = ai |4

xi = ai + K + ti + ci
J = 1,2 .i = 1,2,3.

de ces équnt ions on a:

bi = xf - xi
<i = *1-x}

<i = x:i - xi + xj - xf
j = 1,2.* = 1,2,3.
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donc
diF?{B) = diF?(B)
d2F?(B) = d2F?(B)

,i = 1,2,3

ce qui implique que or1'* = a23 d’où (2.75). On a aussi:

P (.V) = Oj + bJ X +Cj y +dj z +€j xy +fj xz +gj yz +hj xyz,j = 1,2

(l’indice j c’est pour dire qu’on est sur Kj)-

Ôx P (B) = b} + iej
d2 P (B) = cj + \ei

,j = 1,2.

sur K,rj ~ 1.2 ou a:

Pi = aj
Pi = «j + bj
P4 = aj + Cj

Pj, = «j + bj + Cj + e-

,j = 1,2.

de ces équations on a:
bj = P2 ~ Pi
cj = PA~ PI

LJ = Pl - Pi + />3 - PA

J =1,2

ce qui implique que:

<)i P (B) I A = âi P {B) | A = di p (B),i = 1,2
A, K2

d’où (2.7(i). l'in tenant compte de (2.75) et (2.76) la condition (2.74) peut être écrite sous
la forme suivante:

&l
A

+ [ a21 a22 a23 ] d2 P (B) = 0

03 P (ÿ) ljf2 J
di P (B)

a" a'2 a13 ] (h P {B)
ch î> (B) |

Ai

i.e:
di P (B)
d2 P {B)

<h P (B) IÿA +d3 P (B) |
[a"+rv21 o,2 + o22 û13 = 0

En vertu des hypothèses de régularité des héxahedères le determinant de la matrice:

[ a1-1 + a21 a12 + a22 a13

• est non nul,d’où
OiP(B) = 0,i = 1,2....(2.77).
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* Maintenant, soit u € VO,M tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au

point F où : /ÿ.’= (0, 5, ainsi la condition (divu,p)\i = 0 implique

(|.MÈ)| Jpr(è)ÿP(E)) 1ÿ +(\Më)\JFT(EWP(E)) Ij?3= 0— (2.78)

= 1,2,3 les vecteurs colonnes de la matrice (|«/F(.£0| JFT(E)) |ÿA , î = 1, 3.0nsoient o‘J,j
remarque que

a11 = a31.....(2.79)
et

(h P (F) \* = diP (F) | A = d, P (E),i = 2,3.....(2.80)
A, A3

En effet,
'

à2Fi(E)d3Fi(E)- d2Fi(E)d3Fi(È) '

= à2F.i(E)d3F{(E)- d3Fi(E)daFi{E) J = 1.3
. d2Fi{F)d3F,l{E) - d2Fl(É)d3Fl(È) .

F;'{\) = ai + l>i r +cf y +d{ 2 +e{ xy +/,J xz +g{ yz +hi xyz,i =1,3,j = 1,3

(l’indice j c'est pour dire qu’on est sur l\j).

(hl'-i fp = cl + \g\ j = 13 i = l 2,3.
0.4(E) = di + \g\ .

xi = ai
xf = aJt + ci
xf = ai + dJt

4 = di + ci +dJt+gi
J = 1,3À = 1,2,3.

de ces équations on obtient:

ci = xf - x]
di = 4 - xJ

gi = .rf - j-f + xi -xf
J = 1,3.» = 1,2,3.

donc
d2F!(È) = 02F?(Ê)
d3F}(E) = d3F?(E)

,z = 1,2,3.

ce qui implique que:aM = a31 d’où (2.79). On a aussi:

P (.Y) = a j + b j x +Cj V +dj z +t.j xy +f} xz +gj yz +hj xyz,j = 1,3
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Kj).(l’indice j c’est pour dire qu’on est sur

d-i P (E) = Cj + ~gJ .

d-i P {E) = d3 + \gj
= 1,3.

Pi = aj
p4 = a j + c3
Ps = aj + dj

Ps = aj + cj + dj + 9j

J = 1,3

de ces équations on obtient:

Cj = PA ~ Pi
di -Ps-Pi

9 j = Ps ~ Ps + Pi - Pi
J = 1,3

ce qui implique que:

Oi P (E) I •«=diP {E) I A = di P (E),i = 2,3
A i A3

d’où (2.8U). En tenant compte de (2.79) et (2.80) la condition (2.78) peut être écrite sous
la forme suivante:

di P (E) 1ÿ
d2P(Ê)3
d3P(Ê)

di P {E) | A
Ai

(h P (E)
(h P (E)

+ [ a11 a32 a33<Y“ o12 a13 = 0

î.e:

ÔyP(E) -+diP(ê)
d2 P (È)
d3 P {E)

a13 + a33 ] = 0o" o12 + a32

Vue les hypotheses de régularité des héxahedères le determinant de la matrice:

CY12 + a32 a13 + a33o"

est non nul, d’où
diP(E) = 0,i = 2,3....(2.81).

* Maintenant, soit u 6 V'0,M tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au

point: I) oii \l)= (0, —5), ainsi la condition (divu,p)M = 0 implique:

(\jhib)\jpr(b)Vp(b)) +(|jHè)|ÿT(&Vp(D)) |ÿ=0...(2.82)
= 1,2,3 les vecteurs colonnes de la matrice (|JF(/))| Jî?T {D)) |ÿA ,i — 2, 4.On

(2.83)

. soient olJ,j
remarque que:

o21 = a41
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et
(h PU)) | A - <)i V (D) | * = diP (b)-, i = 2, 3....(2.84)

K 4Y
En <*![«*( .

d2F.l(b)â3F.j(b) - d2Fi(b)d3Fl{D)
()J';[{î))(hFi{b) - (hFl(b)d3Fi{D) ,3 = 2,4
ihF;tb)<hF.i{b) - d2Fi(b)d3Fi(D) .

r\F =

F?(Y) = ai + j" y +<i- 5 +e? £*/ +/,J ** +5? 2/z +A- 1 =1,3,j = 2,4

(l’indice j c'est pour dire qu’on est sur 7\ j).

<hFf[b) = rj - \gî
ihF?(b)=dî + yi

,j = 2,4.i = 1,2,3.

A ., .i 2, I ou a:sur

■r! =
■ri = < +

- 4
,-f = ai + r* - d] - gi

J = 2,4.i = 1,2,3.

de ces équations ou obt ient.:

4 = P~*!
* ,p. = j-j — xf

<d = '1 - j ! + - J-,12
, j = 2,4.* = 1,2,3.

donc
f d2Ff{b) = difiib)
\ <hFf{b) = (hF* ib) ,i = 1,2,3.

ce qui impli<|ue «pie: a'21 = a41 d’où (2.83). on a aussi:

P ( .V) = (ij + bj x +Cj V +dj z +tj xy +fj xz +gj yz +hj xyzj = 2,4

(l’indice j c’est pour dire qu’on est sur K j)-

02 P (D) = Cj — \gj

<h P (D) = dj + -j,g j

J = 2,4.

A

sur l\ j , j = 2,4 on a:

J=2,4.
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de ces é(|ii;il ions on obtient-:

Cj = PA~P\
<lj = Pi - Pu

P j = P» - PA + PU ~ Pl2
J = 2,4.

ce qui implique que:

<)i P {!)) | A = Ôi P (V) | A = di P ( D),i = 2,3
*4K?

d’où (2.S 1 ). En tenant, compte* de (2.83) et (2.84) la condition (2.82) peut être écrite sous
la forme suivante:

ihP(b) | A

(h pib)
A A

<h P (D)

di P(D)\£
} d2 P (D)

d3P(b)

K-2
+ [ oiiX a42 a43 = 0

i.e:
dy P (D) +0i P (D) \*

A A
d2 p {D)
d3 P (D)

o" ol2+o'2 = 0

En vertu des hypotheses do régularité des héxahedères le determinant de la matrice:

[ a21 o22 + a42 a23 4- a43 ]
est non nul, d'où:

OiP(D) = 0,i = 2,3...(2.85)

* Maintenant soit a € lù.M tel que le seul degré de liberté non nul est la valeur de u au

point G oii: (!— ( — 1,1,0), ainsi la condition (divu,p)M — 0 implique:

(|Mc)\jpr(c;)Vp(cj)) 1ÿ +(|jh&)]ÿft(g)vp(g)) |ÿ=
■= 1,2,3 les vecteurs colonnes de la matrice (|JF(G)| JFT(G)) |ÿ. , * = 3, 4.On

0....(2.86)

soient a 1 . j

remarque «pu*:
o33 = a43.....(2.87)

et:
ü, P (C) t * = 4 p (G) | A = OiP (G)U = 1,2.....(2.88)

K 4A.<

En elfe) .
ihV(G)d2FÏ(G) - d,Fi(G)d2Fi(G) '

<)xFl{G)d2F{(G) - d1FÎ(G)d2Fi(G) J = 3,4

(hFi{G)d2Fi{G) - d1Fi(G)d2F((G) .

uj3 =

A ) = (//+ F, x +(J, y +d\ z +(:ÿÿ x y +// x z +g{ yz +h\ xyz,i =1,3, j =3,4
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K>)-(l'indice j c’est pour dire qu’on est sur

who)= H + H •

<h y"{G) = 4 - \e\
; = 3,4.* - 1,2,3.

3,4 on a:sur h' j. j

x] = a>
x]3 = ai - b{
x* = a{ + ci

xj4 = ai - b{ + ci - ei
j = 3,4 À = 1,2,3.

de ces équations on obtient:

hi = xj - xj3
ci = x4 - xi

ci = xf - xj + xi3 - xj4
,j = 3,4.i = 1,2,3.

donc
c),/'?(G) = dlF4(G) i = 123
d2F3(G) = d2F4(G) ’

ce qui implique que: a33 = o-43 d’où (2.87).On a aussi:

P (.V) = aj + bj x +Cj V +dj z +ej iy +f3 & +9j ÿz +hj xy%G = 3,4

A
(l’indice j c'est pour dire qu'on est sur Kj).

d\ P (G) = b] + -tj
(h P (G) = cJ -

,2-3,4

3. 1 on obtient :sur A',,./

Pi = aj
Pu = aj ~ bj
VA = aj + cj

Pu = aj ~ hj + cj - ej

,7 =3,4

de ces é(|uations on obtient:

bj = Pi~ Pis
(‘j = PA~ Pi

( J = PA - Pi +Pi3 -Pi4
7 = 3,4

ce qui impli(|iie cpie

<h P (G) \* = G P (G) \*.= d, P (G), i = 1,2
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d’où (2.88). En tenant, compte de (2.87) et (2.88) la condition (2.86) peut être écrite sous
la forme suivante:

dx P (G)

+ [ a41 a42 a33 ] d2 P (G)
d3 P {G) N J

A A
ài P (a)

Oi P (G)
<h P (G) |

[ O31 O32 Mn ] = 0

K:i

i.e
dx P (G)
d2 P (G)

d3 P {G) | A +â3 P (G) |
[ o31 + O41 a:w + o42 a33 ] = 0

K* J
En vertu des hypothèses de régularité des héxahedères le determinant de la matrice:

[ o31 + rv41 rv32 + o42 o33

est non nul. d'où

OiP(G) = 0,» = 1,2...(2.89).

Ainsi (2.70),(2.71),(2.73),(2.77),(2.81),(2.85),et (2.89) donne:

..(2.90a)Pl = p:l = P(> = PS = PlO = Pl2 = Pu - Pl 5 = Pl7’

p2 = PA = P5 = p7 = Ps = Pli = Pi3 = Pis =* Pis......(2.906)

En effet
1 ) sur l\|:

P (.V) = (H + bi x +ci P +di z +ei xy +/! xz +gi yz +hx xyz
f

6i + ej y +fi z +hi yz

+ Ci x +gi 2 xz
(Il + fl x +gi y +hi xy

Vp (,V) = Ci

et on a:
Pi = «î

p2 = «i + 6j
P3 = «1 + 6l + Cl + ti

PA = ai + Ci
r> — Oi + di

ps = «i + 6i + di + /i
P? = «i + + ci + di + ei + fi + gi + hi

ps = «1 + Ci + di + pi

*) V p ( .•\ ) = 0 donne
6i + + + \hi = 0
ci + + \g\ + \hi = 0
d| + + + j/ii = 0
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A'
2*) (), P (11) — 0, / = 1,2 don ne

b î + \ex = 0
f'l + 26' = 0

:]*) i), P (r:) = o ,/ = 2,:i\loime:

fi + \gx = 0
d\ + \gx = 0

do ces équations on a:

fi =
d\ = i]

,9i = -26j
fi = — 26i
/. = —26!

//ÿi = 46x
ainsi on aura:

Pi = «i
P2 = aj +

Pa = «i
/q = a, + bx
Pb = Û1 + b\

Ps = ai
p7 = «i + b\

/>« =
Ce qui donne:

p3 ~ Pu = ps- — (2.91a),
Pi — PA = Pu = />7 — (2.916).
Pi

2) sur /%+:
A'2 A A A A AA r AA AA , . AAA
I1 ( .V ) = a2 + b‘2 ./ÿ +02 y +d-l ~ +f 2 xy + fi XZ +S2 yz +/i2

/ . A r A . AA \b2 + e2 y +/2 2 +h2 yz
A A AA

f 2 + e2 * +y2 2 +/l2 xz

\ d-2 + /2 x -\-g2 y +hi xy J
A2 A

V P (A') =

et on a:
Pi = «2

Pi = a2 + b2
p3 = 0,2 + 62 + C2 + e2

/q = a2 + C2
PD = a2 - d2

Pw — ai + b2 — d2 — /2
P\ 1 = a2 + />2 + f 2 — d2 + 02 — fi — 92 — h,2

Pu = «2 + C2 — d2 — g2
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A*
*) V p [(') = () donne:

62 + ke‘2 — 5/2 — \h2 — 0
Cl + î«2 - \gi - \h2 = 0
di + 5/2 + + 4ÿ2 = 0

2+) Oi P ( H) = 0, ? = 1 , 2 donne:

b2 + \c2 — 0
Cl + \c2 = 0

A- A

3*) i), P ( I)) = 0, i — 2, 3 donne:

ci - \yi = 0
d2 + \gi — 0

de ces équations on a:

C2 = 62
d2 = —b2
g1 = 26j

f'2 = — 262
/2 = -262
h2 = —462

soit:
Pi = ai

P2 = a2 -\- b2
P3 = «2

p4 = «2 + bl
p9 = a2 + 62

P10 = «2
Pi 1 = a2 4- b2

P12 = «2

Ce qui donne:
Pi = P3 = P10 = pi2—(2.92a),
P2 = p4 = P9 = Pu...(2.926).

De (2.91 ) H (2.92) on obtient:

Pi — P3 — P*. — P» — P10 — pi2-"(2.93a),
P2 = P4 = P5 = P7 = P9 = Pli- ..(2.936).

3) sur l\ A :

A * A- A A A • AA
_ - AA AA . AAA

P (.V) = «3 + 63 +e3 y +d3 z +e3.xy +/3 2:2 +p3 pz +63 xpz
. A , A , AA \63 + e3 P +/3 z +63 yz

A A . AA
c3 + e3 X +p3 2 +n3 xz

\ d3 + /3 æ +p3 P +63 xy y

A:f A
Vp (x) =
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et on a:
Pi = «3

PA = a3 + c3
Ps — «3 + r:t + (h + </3

Pi3 = «3 - 63
Pb = ai + d3

Pi 4 = «3 — 63 + c3 — 63
Pm = (13 — 63 + c3 + d3 — e3 — /3 + g3 — 63

PlS = «3 — 63 + d3 — /3
A*

*) V P (/•') = () donne:
63 + + 2 /3 + |63 — 0
<3 — 2ÿ3 + 2#3 ~ 4ÿ3 ~ 0
d.3 - j/3 + 7TP3 - \h3 = 0

A3 A
2*) (); P (/•;) = U, / = 2,2 donne:

c3 + = 0
d.3 + = 0

A3
3+) ()i P {(,') = 0. i = 1,2 donne:

63 -f TJC3 - 0
C3 - - 0

de ces équations on a:

c3 = — 63
d3 — — 63
Pi = 263

e3 = -263
/3 = — 263

, /1.3 = 463
soil:

Pi = «3

P4 = «3 - 63
Ps = «3

Ps ~ a3 - b3
Pi 3 = a3-b3

Pl4 = «3
Plt> = —

Pi 5 = Û3

( 'e qui donne:
ps — Pi 4 — Pi5----(2.94a),

(2.946).
Pi =
P4 = Ps = P13 = Pis

D<> (2.92) -el (2.94) on obtient:

(2.95a)Pi - P:s = p« = ps = P10 = P12 = P14 = Pis
P2 = Pi = Ps = PT = Ps = Pu — P13 = Pi6.....(2.956).
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4) sur Ai:
A4
P ( -V) = fl 4 + l>4 * +Q y +d4 z +e4 xy +f4 xz +g4 yz +h4 xyz

, A , A . . AA \b4 + e4 y +/4 z +«4 yz
A A . AAc.1 + t4 x +g4 z +n4 xz

d\ + J 4 x +<74 y Jrh4 xy J
A'1 A

Vp (.Y =

et on a:
Pi = 04

p4 = a4 + c'4
Pi 2 = o4 + c4 — d4 — g4

P13 — O4 — 64
P9 = O4 — d4

P14 = a4 — 64 + c4 — e4
/>1» = 04 — />4 + c4 — (/4 — e4 + /4 — <74 + /»4

Pi 7 = a4 — b4 — d4 + f4
A'1

*) V P (//) = () donne:
64 -f — i/4 — = 0
04 — 2é'4 — 2#4 + 4ÿ4 = 0
(U ~ '2/4 + \g4 - \h4 = 0

A 1 A
2*) i), P (/)) = 0, / = 2, 3 donne:

04 — 2P4 — 0
fU + \d4 — 0

1 , 2 donne:3*)<),!> (C) = 0,i

b4 + ±e4 = 0 •

04 - 564
de ces équations on a:

c4 = -64
d4 = b4

g4 = -2b4
t4 = -264
/4 = 264

. h4 = -464

= 0

soit:
Pi = o4

P4 = 04 - 64
Pi 2 = «4

P9 = O4 - 64
Pl3 = 04-64

Pl4 = O4
PIS = 04-64

Pl 7 = O4
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Ce qui donne

{ PI
1 />4

.(2.96a)
(2.966)

= PU = />14 = Pu-
= />9 = />13 = />18-

De (2.95) ut (2.96) on obtient:

/>i = />3 = p6 = p8 = Pio = Pu = Pi4 = Pis = Pi7 = a...(2.97a),
/>2 = Pi = />s - P7 = p9 = Pli = Pi3 = Pi6 = Pis = /?...(2.976).

Pour conclure que p est constant sur M il suffit de montrer qu’on a a = 3. Pour cela :

* Soit a é V|,.A/ tel que 1«' seul degré de liberté non nul est la valeur de u au point M où M=
(0, . () ), ainsi la codit ion (<HVII,P)M = 0 implique:

(\MM)\J?T(M)VP(Û)) |ÿ +
(\MM)\ JPT(M)V p (M)) |ÿ= 0....(2.98)

(\jF(M)\jpT(M)) 1ÿ,* =

( .//-ÿ( A/)| Jpr{M)V P (AO) |ÿA +

+(|./,.(AA/)|.y/:7ov/)v P (M)) 1ÿ A

soient nIJ,j = 1,2,5 les vecteurs colonnes de la matrice
1. 1. Ou remarque que:

o11 = o31.....(2.99),
a13 = a23 (2.100),
a21 = o41.....(2.101),
O33 = ««. (2.102).

(h P (il) = ()\ P (in ...(2.103),

<h P (il) IKA = <h P (il) | A ....(2.104),

(h p (in I;A = rh p (in i
(h p (in | A = di P (in |

*3
(2.105),

(2.106).
£
A«

et on a aussi:

<h P (in | A = <h P (il) | A = d2 P(in\.= d2P(M)\* = d2P (M)...(2.107)
K2 K3 KlK 1

En effet .

/'ÿ'(.V) = II' -f 6' x +rf y +c/2 z +r' xy +/(J xz +gJ{ yz +6;- xyz,i =1,3,j = 1,..4

(l’indice / c'est. pour dire qu’on est sur Kj).
*a"=ou?

’ (hndiwidn- d2Fi(ind3Fi(û) '

= ihrtdnwïdn-oÿidndÿidn j = 1,3

. (hi'idiyhndn - d2Fidi)d3Fidn.
ihFidn = ii

ihFf(il) = d{ + &

<\J

,j = 1, 3.2 = 1,2,3.
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65

' {w)yze{w)tilQ - (ip7rMw)hl(>
Y‘Z = r {h)U*eCw)ld 7a - ( A ) A*/ t:r>( A' )’;>/ 7u

(w)UŸ-Q(w)UH> - (w )%!'ÿ(>( W)U70

À li u ~ I ÎK> *
■(OOIT.) lï°J> ,:r.° = ,:i° :>,nl) ,)"’>!l,'nl! !nt) ««

{W)zJ'0 = (W)id Y?
(W)zdzO = (W)id7(> 1•g‘Z‘l =

:.>uop

zx ~i* + lr - èT = r'
[ r - Ac = rJ
j;r - I* =

•g ‘S ‘T - ?’S‘I = f‘

:iu.)iic|o uo suoi s<).) <>p

î3 + rP + r> + 'P> = A'-
r> + r” = ix
lc(i + > = Ar

'0 = )’.r

•gt‘i = rv\ = r
uo ‘sivui

t
;>f + A/ = (/v);,/ Y>

lr> = (W)rd7(>

’ (w)A/ÿ(/v)fÿÿ - uy)7rd7v(iy)hi '(> ’

zi\ = r Cw)U7eCiy)Ul(> - (k)}dHtUy)U lo = ,,<>
Uy)fdze(iy)çdle - (iy)Uzo(iy)7-i Y>

\•g‘z‘i = rz‘i = f

i.y.7.° = BI° *
■(66T-) rJ°tP TCW = mb <j.)

(w)&*e - uv)A/ÿ
(A)AYY' = (A) A-/7// l•g ‘S ‘T = ?l

.MIO|)

A3- - i* + i-T - Ar = r1’
{*-**=>
lX ~ A'’ >

g‘s‘i = *'g‘i = r
: )uÿi )(|o uo suoipml).) s<>.) op

r 4 + rP + + }n - Ar
rP + c° = lx
’r> + fi ■ l-r

> = \x
•g ‘T = ?-g‘i = r

:w uo‘sreiu



(hFf{M) = 4
<hl'i ( M ) = «f* + \gi J = 2,4i = 1,2,3.

mais, on a:
4 = 4

■4 = ai + 4
,r> = ai - dj

4* = ai + rj - d\ - gi

,j — 2,4.* = 1,2,3.

de ces équations on obtient.:

4 = 4 ~ -r!
4 = 4 -4

gi = 4 - 4 + xf - x}2
J = 2,4.» = 1,2,3.

donc:
<hF?{M) = d2F?(M)
<hFf{M) = d3F,4(M)

,i= 1,2,3.

ce (pii i i n|»li<| i H* (|iie : o21 = n41 d’où (2.101).
* o*1 - o4'?

’

(hFi(M)d2Fi{M) - d,FÏ{M)d2Fl{M)
'

= <hF.i{M)d2F((M) - dlFl(M)d2Fi(M) J = 3,4.

. ()yFi(M)d2Fl{M) - (hFÏ{M)d2Fl(M) .

ïhF?[M) = 4
(h F?{M) = 4 + \4

j = 3,4.* = 1,2,3.

mais, on a:
4 =«<

4 = ai +4
xj3 = ai - 4

44 = ai - 4 + 4 - 4
J = 3, 4.* = 1,2,3.

«’ÿ«(liât ions on obtient:de

4 = 4 ~ 4
4 = 4 - x}3

< ■; = 4 - 4 + x}3 - x}4
J = 3,4 .i = 1,2,3

donc:

( <h /'?( M ) = d2F?( M)
<h Ff( M ) — d\F?(M)

i = 1,2,3.

qui iiii|)lique que : n:!t = o4'4 d’où (2.102). On a aussi:ce

P ( .V ) = a j + bj x +Cj y +dj z +fj x y +fj xz +gj yz +hj xyz,j = 1, .., 4
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A

(l’indice j c’est pour dire- qu’on est sur /\
A1 A A A

* <h P ( M ) = 0] P (A/)?

(hP (M) = t>j + J = 1,2

mais, ou a:
Pi = aj

Pi = ", + bj
Pi = ", + A

,2 = 1,2.

de ces equal ions on obtient:

b;=P2~Pl .
~ Pl + />3 - P4

i — 1,2,
", = di

ce qui implique que:

cli P (A/) I A = <9, P(M) | A
A2Ai

d’où (2.102).

* (h P (\l) = ihP (A/)?
A*

cl.3 P ( A/ ) = d
:i + -gj,j = 1,3

mais, on a:
Pi = ",

P4 = ", + C,
P5 = ",+ dJ ,2 = 1,3.

de ci's <•< 1 1 1at ions on obtient.:

dj ='Pa-Pi j
P» ~ Pr> + Pi - P4

i = 1,3
P,

ce (pii implique que:
(hP{M) | A = S3P(M) | A

A i A3

d’où (2.101).

(h P (.\h <h P i M )'•'
A'

1f\J
(h P ( M ) — dj + -gj ,2 = 2,4

mais, ou a :

Pi = ",
Pi = ", + c,
P» = ", ~ dj 2 = 2,4.

P.2 = ", + ", - -P,
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de ces équations on obtient:

dj = Pi — P9
V j =PA~ P\ + Pv - P12 ’J' = 2,4

ce qui implique que:
c)3 p2 (A/) = 03 P* (A/)

d’où (2.11)5).
A;f A A* A

(h P (M) - i)\ P (A/)?

é>i P (A/) = b} + X-e3,j = 3,4

mais, on a:
Pi =

Pl3 = (lj ~ bj
P* = «j + CJ

Pu = «j- hj + cj - Cj

,2 = 3,4.

de ces équations on obtient:
bj = Pi - Pia

(j =PA "Pi +Pi3 “Pu ’ 2 = 3,4

ce qui implique (pie:

P (M) IAA = dxP{M) IAA
d’où (2. 1 (Mi).

(h P ( XI ) = P' ( M ) = (h P' (A/) = (h P (M) = d2P (Af )?

&P (M) = j = 1,2, 3, 4
mais, on a:

Pi = aj
p4 = a j + Cj

,2 = 1,2, 3, 4.

de ces équations on obtient:

Cj = P4 - Pi >2 = 1,2, 3, 4

ce cpii implique que:

(h P (XI) = (h P (XI) Ô2 P (M) = à2 P (M) = d2 P (M) =p4~ pi— (2.108)
d’où (2.107).Kn tenant compte de (2.99),(2.100),(2.101),(2.102),(2.103),(2.104),(2.105),(2.106),(2.107)
et de (2.11)8) la condition (2.98) s’écrit sous la forme suivante:

<h P (M) |

d2P(M)
d3p{M) |

ài P (M) IAA3
d2 P (M)

d3p(M)\ÿ j

(h P (A/) |

<h P ( XI )

thP(Af) I
Oi P (M) |A,

02P(M)
<h P (M) |

KiK

+ [ a21 o22 Q13o 1 1 n 1 2 n +

Ki K2

a21 a42+ a" o32 a33 a33 = 0

Ki .
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qui s’écrit sous la forme:

<)s P(M) \* +d, p (M)
A A vd2 P (M)

(% p (M) |AA +d3p (M) IAA

o" + o21
o12 + o22 +V32 + a42

Ol:t + fV:«
= 0

Vue les liy potheses de régularités des liéxahedères le determinant de la matrice:

[ o1 1 + o21 au + a22 + o32 + a42 a13 + a33 ]
est non nul d'oii:

O2 P (A/) = 0, ...(2.109)

ce qui im|>li(|iie d’après.(2.10S) que yq - p4. En tenant compte de ca (2.90) donne:

— P17 — Pis-Pi = P2 =
c’est, -à-dire que p est constant sur M.

C.Q.F.D.

Ainsi ,les conditions CM1,CM2,CM3 et CM4 sont satisfaites et donc le théorème 5 assure
que la paire (V/,,Qh) donnée par (2.61) et (2.62) est stable.
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Chapitre III

PRECONDITIONNEMENT DU
PROBLEME DE STOKES
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1 Préconditionnement du problème de Stokes par
la méthode de décomposition de domaines.

1.1 Introduction:
Considérons le problème aux limites suivant:

Liant donnée / G /,2( îî ), trou ver u tel que:
.(3.1a)
(3.2a)

= / dans îl
= 0 sur dû.

Au
n

où:
d

E d du— (aij(x)— ),d = 2,3.....(3.2)
d xi dxj

Les coeli( ients a,, sont des fonctions mesurables et bornées sur fl.De plus,on suppose(hypothèse
d’éllipt icité) qu'il existe une constante a > 0 tq:

‘0=1

d
VéG/Yy: '£alJ(x)tJZÿa\t\2.....(3.3).

‘0=1.

La formulai ion faible de ce problème s’écrit:

( Trouver u G //Q( fl) tq :
A(u, r )t = (/,!>).*>€«,!(«).....(3.4)

ou :
d .

-.çi du âv— — dx.....(3.5)..1( u , v ) aij d Xj dx{i,j- I

Il est bien connu que ce problème admet une solution unique ( voir Raviart-Thomas[25]).
Soit Th une partition régulière de flet soit 14 un espace d’approximation de Ho(fl)

délini sur cet te partition.L’approximation de Galerkin du problème (3.4) est définie comme
étant la solution du problème discret suivant:

Trouver Uh G 14 tq :
Muh,v) =, (f,v)VveVh.....(3.6)

Soit, [Y, } i < tc.v une base pour l’espace 14 ,ainsi la resolution du problème (3.6) conduit au
système algébrique :

AV= F.....(3.7).
où

•4 - (alJ)]<i,j<N, «tj -
I'' = (

et F = (I , )K,< V l<* vecteur des valeurs aux noeuds corréspondantes.
lui général, la matrice A n’est, pas bien conditionnée et par conséquent l’application

directe de la méthode du gradient -conjugué pour le système symétrique défini positif
(3.7) ne conduit pas à un bon algorithme.

La 1 1 iét liode de précondit ionnement consiste à choisir une matrice P symétrique définie
positive et qui donne une matrice P~' A bien conditionnée et creuse, ce qui rend l’algorithme

fi = (/,?.ÿ)•
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de resolution du système f*-1 AU — F~] F plus efficace.
Si la mal rice F est. associée à une forme bilinéaire B(.,.), le bon conditionnement de
F~x A est assuré par l’équivalence spectrale (voir Bramble et ail [fi]) i.e : ils existent, deux
constantes A(, Aj > 0 indépendantes de h. tq:

/\ i B(v,v) < A{v,v) < K2B{v,v),Vv € Vh........(3.8).

Pour le |>roblème approché de Stokes ( 1 .46 ) le système algébrique généré s’écrit sous la
forme:

AU + BT P = F.....(3.9a)
BU = 0.....(3.96)

où:
A = (oqOij, a,j = a(v?j,9,),
B = (6jm)/,m, bim =

F = (Ft)u
Les{y( } (respectivement les {<?/}) sont les fonctions de base de Vh (respectivement de

Qh) et I . F sont respevctivement les vecteurs des valeurs aux noeuds de u et p.
Les éspaces V'u.Qh «ont choisis de tel sorte qu’ils satisfont la condition inf-sup(1.47).

Remarque 16 :// est bien connu que la matrice:

A BT
B 0A=

est symétrique, mais n'est pas définie positive.

Dans ce qui suit.on s’interresse au préconditionnement du problème de Stokes.Plus
exactement , on se sert de la méthode de décomposition de domaines pour préconditionner
la matrice de capacitance associée.L’approche qu’on.va présenter à été initialement pro¬
posé par Quarteroni [2-1].

1.2 Le problème multidomaine associé au problème de Stokes:
Supposons que il est décomposée en deux sous-domaines fii,ÎÎ2 tq:fî = fii U il? et fii fl
il? = 1'. et que la partiton rfl, sur laquelle Vh,Qh sont définis est telle que chaque élément
appartient soit à fl]soit kil?.

Remarque 17 :On utilise une approximation discontinue pour la pression et continue
pour la nltssi.

Dans le but d'introduire un problème multidomaine équivalent au problème (1 .46),définissons
les éspaces suivants:

V),,A- = {e \ak,v € 14}, k — 1, 2— (3.10)
v;:* = {v€ Vktk,v |r= 0}, k = 1,2....(3.11)

*/.= {»’ |r,v€Vfc}....(3.12)
Qh.k = {q\ak,q€Qh}, fc = 1,2...(3.13)
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Définissons Fextention pkç de <p G 4>/tà par:

Pk 'ÿ

Pk'P = <p sur T
pkÿp = Ü pour chaque noeud intérieur à fl*.

Donnons maintenant le lenime suivant :

VKM
(3.14)

Lemme 8 :l.e problème. (1-46) est équivalent, au problème multidomaine suivant :

Troun r (un<k,ph,k) G Vh,k x Qh,k,k = 1 ,2.Tq:
«i(«h,i~ >ÿ) + bi(v,pkti)

t>\(uh,i,q)
iik.i

* « 1 ( ttfc.i • P\ qf) +. I>i(pi<p,ph,i)+
+«<(«h,2 iP'ip) +

= (fi,v),Vve v;v...(3.15a)
.(3.156)
(3.15c)

0,V9€Qm
u/, o sur F..

(/uÿiV’H
+(/21ÿ2ÿ)» W> € $/j...(3.15</)

= (/2,u),Vue v;:2.....(3.15e)
0,VÇ€QM.....(3.15/)

=

«An1,.2- I’) + b2{v,pht2)
l>2(«i,.2,q)

oùakJn i tfk désignent la restriction de a, b et f à Qk et uh,k = uh \nk,Ph,k = Ph |ofc •

Démonstration:Soit (uh,ph) G Vh x Qh la solution du problème(1.46), montrons
que ( /// . ph k ) . le — 1,2 est solution du problème (3.15).

v sur fii
Osur fî2( ■

q sur fii
0 sur fi2

d’où: r G V)t <4 q G Q/,.I)onc commefîi/,, ph) est solution du problème (1.46), alors:

Pour r G l/(*i ‘4 q £ £,)/,,idéffinissons:u = et q

( a(uh,v') + b(v\ph) = (/>')
b(uh,q) 0

ce qui donne

= (/l,«) + (/2,0)"i("M,r) + «2(u/li2,0) + 6i(n,pM) -I- 62(0,p/1,2)
6| ( u/1,1, q) + 62(Uÿ)2,0) 0

donc
«i(«fc,i, ") + h{v,Ph,\) = (/i,u), Vu G

bi(uhi,q) 0,VçG(?w
d’où : (3.1.',a) et (3.15b).

De même pour e G V)*2 et q G Qh;i délfinissons: v

d’où:
-{- 0 sur îîi

<7 sur fi2
G Vh et q G Cÿ/t.Douc comme(m,pj) est solution du problème (1.46),alors:

Osur fl1

esur fi2 et q

a(uh,v) + b(v',ph) = (/,(/)
6( «/,,</') 0

ce qui donne

( »1 ( u/1,1, 0) + a2(uh,i,v) + 6](0,p/lti) + 62(t»,p/ji2) — (/1, 0) + (/2, n)
6|( u/1,1, 0) + 62('U/i,2, 9) 0
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dour
+ f>2(v,ph-i) = (/2,w), Ve G 14*2

</) 0,V9€QM
d’où, (:i. 1 r)t>) H (3.151). De plus, on a (3.15c) par continuité de la vitesse.
11 nous reste seulement, qu’à établir (3.15d).Pour cela soit : <p G $/, et posons

ainsi e G V/,./> i sur î1|
PJr'sur ilj

D’où : ,/( »,,./ÿ) + b( !',])(,) = (/, <>),
ce qui donne:

|> —

( «l("/.,l- piy ) + «2(»/,,2,Pl<p) + bl(P\<P,Ph,l) + MTW, P/1,2) — {fuPlV) + (/2,P2<p),
V<p G $h

d’où (3. 1 5<1).
Réciproquement: soient v G l+et, q G Q/,et posons:
f e, = i- - pi7(,c sur S2,
\ (’2 = i' -- Pzl<><' «tir Hz et ( 1,1 =’!"'1 <72 = </ |n,
e |r .On remarque que :i’i G 14', , <>2 G VÿiÇi € et qr2 G Qha-Montrons que: Uh =

où :7qu désigne la trace de usur Ti.e: 70v =

( ■
7>/t,i sur D,
P/,,2 sur fia

M/,.1 «"f 0,
M/1.2 sur üz sonts solutions du problème (1.46).En effet, ona:

a(uh. r) + l>{r.ph) = fli (m/,,i , (7 +'PI7OM) + + pi7ot>,Pfc.i)+
+M2(M/,I2, I>2 + p27ov) + ù2(u2 4- p27ot', P/,,2)

= ai(ufc,i,wt) + 6i(ui,p/i,i)+
+ai(u/,ti,pi7ou) + 6i(pi7oM,Pm)+

+n2(u/,,2,u2) + f>2(u2,p/li2)+
+«2(M/,,2, P2lov) + MP27Oü> pÿ)

(/i,t>i) + (/i,Pi7ot>)+
+(/21 M2) + (/2,P27Oü)

= (/i,«i + PI7OM)+
+(/2, M2) + (/2, p27om)

(/I,M) + (/2,U)
(/,«)•

et 6(1/,,.,/) = />i( u/,,1, qi ) + //2(M/,I2,V2) = 0 + 0 = 0.

C.Q.F.D.

1.3 La matrice de capacitance associée au problème mul-
tidomaine:

Désignons par {+f }, {</)}, A: = 1,2, { </’„,} réspéctivement les fonctions de bases de I4+, Q/,,/,-

et <1> /,,<>( par /'A. A- = 1,2, f 4 réspéctivement les vecteurs des valeurs aux noeuds corre¬
spondantes de p/t.A-et ///, ||- .
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Définissons 1rs matrices suivantes :

Akk(Nk x Nk) = {Akk)i,j = ......(3.16a)
likkiMk x Nk) = (fhk)ij = 9,*)••••••(3-166)

Ak:i(Nk x yv3) = {Ak3)i,j = ak{pki>j,tf)......(3.16c)
BUMk x N3) = (Bk3)ij = bk(pk1>jtqï)......(3.16c?)

Aÿ(N:i x N:i) = (A$:i)ij = (ikipk'ïjiPk'Pi)......(3.16c)
(/**).- = (/*,¥>*).......(3-16/)

= (fk,Pkil’i) i = -ÿ13 + F23.....(3.16ÿr )

Lemme 9 :rmr les not<itions(3.16) le problème multidomaine (3.15) ce ramène au système
liniain suirant:

An B'{\ A 13 ü 0
Bu o /y,3 o o
A{3 yy/:) /i33 /I23 B]:
0 0 A'23 A-n B22
o o /y23 /y22 o

Fi
F, 0 ......(3.17).U3 F3? US Fi
F2 0

Démonstration:posons:

Aift 7iPi«î
A2th 72M202

/:j’ = "3 = ,FX = ,F2 =

Ajvf20/v2 7AfaO/V,

et
ufc,i - Epi + Epi PjPAj

».2 = E,,i
ainsi (3. 1 ôa ) donne

M,.Y
XEvMy’1,. »’) + J2llJaÿPÿ'j'v) +YAA(u><7j) = ( /i»w)»Vü G v;*! •(*)

2=12=1

de même (3.1 71)) donne
N.iV,

= 0,V<7 G ■(2*)
./ = i 2=1

pour r — r] ,/ = 1,...A'| on a d’aprés(*)
N\ N3 M,

X] °/"l(y>!, y>! ) +Y llJadPl'I’i*'Pi) +Y 7jÿl(<r’i , 9j) = (/li V? )
J=l -2=12=1

c est-à-dire -•! 1 1 7 ■ [J 7 A\:tU:\ -(- ll(iP\ — /' j.

de même pour (/ = q],i — on a d’après (2*)
N i N3

+ Y pMpii'pVi) = °2=1 • 2=1
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i.e Ht il = 0.
(3.15e) donne

•V. N:\ M2
Y J/'-Ayy «’) + J2llJa*M'PV) + Z XMV,<i]) = (/2,w),Vu G Vh* (3*)2
./ = I J= I J =

de même d'après (3.151) on obtient

N, N3
Y ftjhi'p'ji (i) +Y Pjb*M'P ?) = 0,Vq e Qha (4*)

J= iJ-

pour e = çf . / — 1 ,V2 (3+) donne:
■v. N3 M2
Y /W1»3?' tf?) + Z! ¥>? ) + Z = (/2, y»? )

J=I•v=i 7=1

c’est-à-dire: /W;" + /W':» + Bj2P2 = F2.
de même pour </ = </?, / = I , ... A72 (4*) devient

v, N3
ZVjhi'pjiqf) + = 0

J=I

i.e B22l ? + B2.)/':$ — 0.
De même (3.l5d) donne:

EJN=I <V,«I(ÿ‘,PIÿ) + Ejÿi maiM’P PI<P) + EjfôTy + Ef=i
+ Éÿi lijn-i{p-2V'j.p-i<p) + E*=i A jbAfW,<lj) = (/1 , + (/2, /ï2¥?). Vv? € 4>/,....(5*)

pour y , / = 1 , ...JV3 on obtient d’après (5*)

EJÜI 'vMv’j, PM) + ZY nMpii'j, pA'i) + E"‘i IMPI'I’U ?]) + E& /Wv’.m\)+
+ Ej=i PjoApi'i'j-pï'l'i) + Ejÿi Ajà2(p20.,9j) =

i e: A[.J ;+ .41,,/ 3 + /y;'/', + /IJ,//" + + Bj3P2 = F13 + F23 = F3.
Ainsi on a le système algébrique linéaire:

{fuPlÿi) + (/2,P20i)

AllLÿ + Al3U3 + BflPl=F1
BllU? + Bl3U3 = 0

A{:if 1' + 4«/ '3 + B]3P\ + A23U2 + A33U3 + B23P2 — F\3 + F23 = F3
A22V2 + A23U3 + #J2P2 = P2

B22U 2° + B23U3 = 0

qui s’écrit sous la forme matricielle suivante:

•4 M «/; /l,;. 0 0
/y,, 0 yy,3 o o
•4 h, B'{3 A-M A2;, Bj3
0 ü /123 A22 B'{2
0 ü B23 B-n 0

u? Fi
p\ 0

U3 F3
V 2°
P2 0
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aver AXi = A1,;, + AfKi
C.Q.F.D.

Dans le hut de donner la matrice de capacitance associe au problème multidomaine
(3.15), définissons:

-('•S «).*•-Au B'fi
\iü ü 1,2....(3.18)A, =

donc (3.17). s’écrit :
GxA, C ,» 0

•7| él.t.i J 2
0 C-23 Aa

A3U3 =
G24

où

-ÙÎJMî)-*- 1,2.4

donc
A,4 + qjjt/3 = Gi

A4 + A33U3 + A4 = A3
ÇJ43 + A24 = G2

ce <|ui donne

! 4 = AT'Gj - Kr'CiUz
4 = A2-16,2 - 1<2'C2U3

d’où
./i(/\, *6'i — /v j 1Çjt4) + A33U3 -F J2{K2 lG2 — A 2 1QjA3) — A3

soit
( /l j:t — .7) /\ , 1 GiyF A33 — J2 A 2

1GÿU3 — A3 — J1A' j 1Gi — J2A 2 *G2
qui s’écrit sous la forme:

GA3 = G.....(3.19a)
avec - A!,,- J,Af '<;,*+ A§3 - J2A2-1G25..(3.196).

G = F3 - .7,7\f 1(7, - J2Ai-1G2...(3.19c).
la matrice 4 obtenue est appelé matrice de capacitance.

1.4 Propriétés de la matrice de capacitance:
Pour chaque y> G 4>/, et, pour chaque k — 1,2 soit (it>fc(cÿ>), 7Ta,(<ÿ>)) G 14,*, x la solution
du problème suivant:

(ikimte),e) + bk(v,Trk(ip)) = 0, Vu G V£k.....(3.20a)
= 0,V?GQW.....(3-206)

(3.20c)
bk{wk{<p),q)

Wk(<f) = <p sur T.

Pour cha(|iie p, </> G 4»ÿ on définit la forme:

A{p,p) = £ pktf) + bk(pkÿ,wk(p)).....(3.21)
*,=1
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Lemme 10 :1M forint A ainsi définie satisfait :[C Xÿ,, X$\ — A((p,0), V<£>, xp €

____
(3.22)où X~ ( A\, respective nient ) est le vecteur dont ces N3 composantes sont les valeursde<p (ri spéctiin nient d< i/’J aux noeuds de T. et [., .] désigne le produit scalaire de

Déinonstratron:()ii a

N3
= Y wkjé>j +52tD3Jpkil>j,k = 1,2.

J=1 J=i

U'le 1

Wkl
«>31
«>32Wf = ,k = 1,2, xv =

WkNk W3Nk
Nk N3

Pk<r -Y Pkj'r’j +Y P3]Pk<Pj, k =
J=I j=i

1,2.

/>*1 /»31
/>i2 /932

/'* = , Ar = 1,2, Xÿ =

PkNk p3Nk

Nk
nk = £ÿ,/fc = 1,2.

.7=1

9T*1

, A- = 1,29f* =

XkMk
On a ainsi

"|("’|('T9), Pt<r) + />1 (/)!</’, 9T|(iÿ)) =
+ E,=i /9i, Efii mjüiipiipj, y\)
+ Z&pxE?2imjai(<p},pifr)

+ E,=31 /93, E&V3jaiMj,PM
+ EÜ1l/9l,Eÿ1 Tli6l(ÿ,çj)

+ ESI/»KES,I »lA(/hÿ,çj).
"I(«’I('T9)I/9I0) + M/9|V’> = /9?T.4IIVKJ0 + + X%Af3W®

+XIAI3X* + + XjBfrr1.
/9?r(Aiiÿi° + + fir,9ri)

+XJ(ÿ10 + +
Mais,d a |)i('s (.'{.20a) on a

1 1 + -f = 0
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En tenant compte do (3.27),(3.28) devient:

<r) = -v; A'r'r,,ÿ - J2K?CkXv + A\3XV + A233XJ\
A(y\ <r) = .Yj (/\*3- J,h\~lCl3 + Al3- J2K~XC23) Xÿ

■4(y?, '/’ ) — [(-'Vtt ~ -A A f V'i3 + 2I33 — J2A2 1C23j Aÿ, A,/;j
.4(ÿ-0) = [CX„,X*]

C.Q.F.D.

Proposition 1 :La forint /1( . , . ) satisfait l’égalité suivante:

UyM/’) = «-’l(V)) + «•2(w2(ÿ)1u-’2(0)),Vv?,0 G $/,....(3.29)

Démonstration:On a

'2
A(y>, l/') = X] [aA.( uÿ(v?),/>*:0) + h{pk4\ *ÿ*(<?))]

fc=l

■Hy�C) = ELI KCMyÿm'’ - '«’fc(VO) + h[pk4> ~ wk{tl>),irk{v))]
+ E*=i [a*(«»*(v>)i *"*(0))] + ELi [MW*(V>), JTfc(ÿ))]

d’après ( -'5.201) ) avec y? = V’ ona

Mÿ(-0),n-(ÿ)) = O,A:= 1,2.

de même d'après (3.20a) un a

"A-('My,)-/>A "' “ "’fc(V’)) + -Wk(ifr),Kk(<p)) =0,k = 1,2.

car
pkV' - wk{i/') e Vh'ktiPkÿ |r= w*(0) |r

d’où
/l(y\ </’) = '«;i(y)) + a2(w2(ip),w2(ip))

C.Q.F.D.

Corollaire 1 : La matrice <lt capacitance G est symétrique définie positive.

Démonstration:On a:

Gu = AtyjM-A ≤ i,j < N3.....(3.30).

En effet d après le lemnte3.3 on a:

Ad’jA't) = [CXÿXq,]
A(frf,)= X ICX*,
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0<ÿ11 C12

C'21 C'22
ciyv3
C'2,V3 0

KG.,, =[ o o .... i o ....o V
0

(-'Ns 1 ciV33 ......CN3/V3 0

0

VM'i\n '/’<) = Cil ct2 ......CiNa
0
ô

= f'u,1 <-i,j < J'V.3-
Ainsi,la mal l ier T- est associée à la forme A(., .) et comme ak(-, .), k = 1,2 sont des formes
symétriques et coericit i ves,il s'en suit que la matrice de capacitance C est symétrique
definie posit i ve.

1.5 Préconditionnement de la matrice de capacitance:
Défintion 4: On défiit l’extension harmonique Hk(cp) de <p à A par:

Hk(<p) eVKk : a(Hk(<p),v) 0, Vv eV*Kk , Hk((p) -ÿ= <p sur T.

Lemme 11 :Si 77, es/ quasi uniforme alors ils existent deux constantes positives ck , c2 independents
de h h/:

n II'LMII, < IIÿMII, < c-2 ||//i(ÿ)||1 , € 4»,....(3.31).

où: || . ||A. (U si(fut la nonm induite par ak( .,.).

Lemme 12 -.roar chaque k = 1,2 on a:

l|//*MII* < IKMII* < (1 +!*Ü) \m<p)\\k, (3.32).

oùiiil)k < >/ lu constant i d< la conditon inf-sup sur Clk.

Introduisons les formes suivantes réduites à 0ÿ.

AMVV</’) = «i(mi(v?), tni(y))....(3.33),
H = a2(w2{ip),w2{rl>))....(‘ZM).

avec leurs matrices corres|)ondentes

(\ = /t1,t-.71AT1C,13...(3.35),
r, = . t‘, - ,y2/v71c23....(3.36).

Lemme 13 :L< s mat nas ('k, k =1,2 sont spéctralement équivalentes à la matrice C.

Démonstration:Soit y> G en tenant compte de (3.31) et (3.32) on obtient:

||//2MI|2 < ||ÿ(ÿ)||2 < (i+(3ft])\\H2(<p)\\2

<||ÿ(ÿ)||2<c2(l+ÿ)P.(ÿ||<i
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n(l +/4,1) ' IH(*>)lli < ll«ÿ(v?)ll2 ≤ <*(1 + ÆM)IK(V>)III
rï(* +‘K\r2 IhiMIIÎ ≤ Il«{tf¥>)ll2 ≤ <*(1 +ÿM)2 IMVOIIÏ

Kn ajoutant. ||u'i(y>)||2 à chaque terme' de cette double inégalité on obtient:

K\ IHMIIÎ < ||«,,(V)||; + ||ÿ)||2 < Kl \\Wl(v)\\ 2

î.e

p) < 3.37).

où
A-ÿl+cïU + S,!)-2,
AJ = 1 +<3(1 +/£ÿ)».

De même
KVhWÿ) < MM) < K*B2(<p,<p),Vtp G **....(3.38)

ou
l'i — 1 + C'22(l + fih,2) 2

*2 = i+cr2(i+Æ;î)a
Donc, t V- . k - 1.2 sont spéctralement équivalentes à C. Comme Ck,k = 1,2 sont
symétriques et définies positives elles peuvent être utilisées comme des bons préconditionnements
pour la matrice de capacitance.

C.Q.F.D.

Remarque 18 :Si Qi, C ('{il) alors le problème multidomaine équivalent au problème
(1.46) s 'écrit:

Trouver ( tii,,ki Ph,k ) G Vh.k x Qh,k,k = 1,2.7V
<')(»/,. 1, '’) + bt(v,pht 1)

" "h,1

" I ('Oi.l , Px'r ) + ki (Pl<p, Ph , 1 ) +
+«->(ÿ«/.,2, P-VP) +

= (/i,«),Vv€VA-,1„..(3.39a)
.(3.396)
(3.39c)

oyqeQî1,1

U/,,2 sur I

= (/1, + +(/2,
Vyp G **...(3.39rf)

0,Vr/€g/<iO...(3.39r)
= (/a,«),Vt;€ Vfo.....(3.39/)
= 0,V9€Qÿ2.....(3.39</)

6i(«/,,i , </) 1 M it/,.2, </)
«l2(»/.,2. <’) + k2{v,ph,2)

M"/,.2,</)

ou:

Qh = g;,,, © g*l0 © g*,2
g;„, = {7 €g* I 9 |r= 0, 9 |n, , s* j ± A:} , fc = 1, 2

g/,,, = {</ G g,„f/ s'annule à chaque noeud de Th. qui n’appartient pas à F.}

Une autre approche pour résoudre le problème de Stokes (1.46) à été proposé par
MarinhCQuarteroni [18]. Leurs téchnique consiste à définir un shéma itératif qui converge
moyenanl certaines hypothèses.Dans ce qui suit nous donnons le résultat essentiel de cette
technique.
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2 Décomposition de domaine et relaxation:
Cette technique consiste à construire le schéma itératif suivant:
Pour </° € <J>/, donné,considérons les deux suites («JJ fc,p£fc) 6 Vh,k x Qh,k,k = 1,2 qui
satisfont :

(/.,t>),Vt>€ Vfc-fl....(3.40a)
ü,V9€QM.....(3.406)

sur T......(3.40c)
'ÿ) + = (/2,»’) + (fi,Phhlov) - «îKn/ii.no»)ÿ

-bi{pitffov,Pk,i),Vv e Vfc,2...(3.40d)
0,V9G .....(3.40e)

où 70e désigne la trace de r sur I et:

l-l//" - + ( 1 - fl«)</T n > 1 — (3.35).

oÙ0n est un paramétre de relaxation qu’on doit determiner de tel sorte qu’il assure (et si
c’est possible accélère) la convergence du schéma itératif proposé.
Apropos du convergence du schéma itératif,on«le résultat suivant

Theoreme 6 ills existent 0\0" > 0 tels que : si 6n G [0,6”] pour chaque n alors,
Vh > 0. la suite {"ï'k'PÏ.k}' b = 1 ,‘2 converge vers la solution {uh,k,Phtk},k = 1,2.
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Conclusion:

Drins noire travail on s’est intéressé à l’utilisation de la technique de stabilité locale
des méthodes d'éléments finis mixtes, pour la construction d’approximation d’ordres bas
stables pour les problèmes bidimensionnels et tridimensionnels.

Les éléments proposés Q\ — P\{ h) et Ql— Qi(f, h) sont simples à implimenter,donnent
des ordre, de convergences résonables et sont plus pratiques pour les géomét.riés rectan-
gulaires ( respect ivement hexahédriques). De plus ils génèrent des matrices creuses ce
qui rend la résolution algébrique plus facile.Ceci est apparent sur tout pour les problèmes
tridimensionnels.dont peu d’éléments à ordres bas stables sont connus.Pour ces problèmes
les éléments construits conduisent à une nette réduction du nombre de composantes non
milles de la matrice associée.

Il serait donc interéssant. pour les futures recherches de voir la performance de ces
éléments pour des problèmes concrets régis par les equations de Navier-Stokes.

Dans la dernière partie de cette thèse, on s’est interéssé au préconditionnement du
problème de Stokes et ceci en utilisant la méthode de décomposition de domaines.Ce qui
nous à permet d'analyser deux types de préconditionnement.
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Abstract

In this thesis we are interested in the construction of stable low order

mixed finite elements for the Stokes problem. In particular, we use the local
stability theory and a two levels of discretisation for the velocity and pressure to

show the stability and convergence of the approximations
h hQx - 1\ (— , h) et Qx b) for both two and three dimensional problems.

Moreover, using domain decomposition methods, we prove

preconditioning results for the stokes problem.

Key Words: Stokes problem, stable mixed methods, preconditioning



RESUME

Dans cette thèse, on s'intéresse à la construction d'éléments
finis mixtes stables d'ordres bas pour le problème de Stokes. Plus
précisément, on se sert de la technique de stabilité locale et deux
niveaux de discretisation pour la vitesse et la pression, pour montrer
la stabilité et

#
la convergence des approximations

h hQy - Px(—,h) et Qx - Qy(-,h) pour les problèmes bidimepfionnels et

tridimensionnels.

De plus, on démontre des résultats de préconditionnement du
problème de Stokes par la méthode de décomposition de domaines.

Mots Clés: problème de Stokes, méthodes mixtes stables, préconditionnement.




