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CHAPITRE 0

INTRODUCTION GENERALE

Récemment, plusieurs notions de régularité d’ensembles en analyse non
lisse (non différentiable) ont été développées. Ces études ont deux motivations
principales : les régles de calcul qui jouent un role crucial pour Pobtention
de formules exactes, voir par exemple [15], [43], [44], [89], [90], [91], [109].
La deuxiéme est leur application a la résolution des inclusions différentielles
(équations différentielles multivoques). Parmi ces notions, celle qui est sujet
de notre intérét, est l'uniforme r-proz régularité introduite dans [45] et [108]
et dont les propriétés ont été exploité et appliqué avec succes a la résolution
de certains probleémes d’évolution [12], [16], [40], ...

Les résultats exposés dans cette thése illustrent diverses techniques utilisé-
es dans les questions d’existence de solution pour des problemes d’évolution
non linéaires concernant des inclusions différentielles, principalement celles
gouvernées par des opérateurs mazimauz monotones et plus particulierement
les problémes connus sous le nom de Processus de Rafle.

Introduit dans les années 70 par J.J. Moreau, le processus de rafle est un
probleme d’évolution cinématique lié & la modélisation de systémes elasto-
plastiques en mécanique et se présente sous la forme

u(t) € —Negy(u(t)) p.psur [0,7], u(0) = ug € C(0) (P.R)

Ney(u(t)) est le cone normal en u(f) a I'ensemble (fermé mobile) C'(t). Le
processus de rafle est complétement résolu pour des multifonctions a valeurs
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convexes C(t),vt € [0,7] dans un espace de Hilbert [101]. Castaing a étudié
des versions aléatoires de ce probleéme dans [24], [26] et a introduit de nou-
velles techniques dans [25] a partir desquels plusieurs résultats ont été obtenus
dans le cas non convexe; en particulier I'existence de solution pour un en-
semble de la forme C(t) = S+wv(t), S fixe non convexe fermé d’un Hilbert de
dimension finie et v une fonction a variation finie. De son coté, Valadier dans
[116], [118] a obtenu des résultats lorsque Ny (u) N IBgy est de graphe fermé,
c'est le cas lorsque C(#) est le complémentaire dans IR™ de Pintérieur d'un
ensemble convexe. Durant ces derniéres années, [8] et [10] ont montré I'exis-
tence pour des ensembles non convexes dans un Hilbert de dimension finie
en introduisant une approche utilisant le concept de cone normal prorzmal
limate, et [46] établit I'existence pour des ensembles ©-convezes. En utilisant
une caractérisation importante des ensembles uniformément r-prox réguliers,
[13], [14], [16], [114] ont établit plusieurs résultats dans le cas non convexe,

Parallélement, a partir des premiers travaux de [69], [47] et [48] concernant
I'étude des procédures de planning en économie mathématique, lesquels ont
été réduit & un probléme de la forme

u(t) € —Newu(t)) + F(t,u(t)) p.p. dans [;
{ u(t) € C(ti{ ) viel;  u(0)=wuo € C(0). (PRP1)

appelé Processus de rafle avec perturbation du premier ordre; Plusieurs tra-
vaux ont eu pour objet ces problémes perturbés, notamment [6], [11], [31],
[37], [34], [36], [57], [58], [59], [78], [85], [120] dans le cas convexe avec per-
turbations convexes et non convexes, puis [8], [10], [12], [13], [14], [16], [40],
[55], [114] dans le cas non convexe.

Motivés par des applications physiques naturelles que I'on rencontre en
synthese de controle optimal, systémes de réaction diffusion, jeux différentiels
el en dynamique des populations, ces problémes du processus de rafle per-
turbés mais avec retard (ou mémoire) ont été abordé, ces problemes g'écrivent

u(t) € —Newu(t)) + F(t,u) p. p. sur I;
u(t) € C(t), Vel (PRPR1)
u(s) = T(0)u(s) = p(s), Vs € [-7,0].

et reposent sur des résultats établis pour U'inclusion différentielle plus générale

u(t) € F(t,ug) p.p.sur [ (IDR1)
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laquelle a été étudié dans [33], [53], [56], [61], [62], [63], [64], [65], [70], [72],
[73], [112]. Les principaux résultats concernant (PRPR1) se trouvent dans
(32], [38], [40], [110], [113], [114] et leurs références.

Le premier résultat concernant le Processus de rafle du second ordre

~ii(t) € Ngy(u(t)) p.p.tel; ]
{ u(t) € K(uﬁ){),}} Vit € I; (PR2)

a été obtenu par [30] pour une multifonction K & valeurs convexes et non
convexes. De tels problémes apparaissent en modélisation de systémes de
dry-friction [103]. Pour une inclusion différentielle générale du second ordre,
on réfere a [1], (2], [31], [49], [88]. [112] dans le cas convexe et [14] lorsque
K (u(t)) n’est pas necessairement convexe, ont traité le probleme perturbé
(PRP2) et [12] le probleme plus général

{ —~i(t) € Ny (0(t)) + F(t,u(t), u(t)) + G(t,u(t),u(t)) p.p.tel,
u(t) € K(z(t)), Vtel,

(PRPG2)
avec différentes hypothéses. [54] a considéré le probleme perturbé avec re-
tard (PRPR2) en dimension finie dans le cas convexe et avec perturbation
continue.

Notons que 'on peut voir le processus de rafle comme étant un probléme
d’évolution gouverné par un opérateur maximal monotone

—u(t) € A(t,u(t)), u(0) = ug (OMM)

lesquels ont été 'objet d’un grand nombre de résultats d’existence (I'unicité
découlant directement de la monotonie de A), parmi lesquels [32], [76], [81],
[82], [110], [113], [121]. Pour la théorie des opérateurs non linéaires, on réfere
a [7), [20], [122).

Les travaux de cette theése sont une continuation de ceux su cités et
traitent essentiellement les problemes du processus de rafle avec perturbation
et avec retard. Dans le Chapitre 1, on rappelle des notions essentielles et des
résultats de base concernant les multifonctions, les ensembles uniformément
r-prox réguliers, le processus de rafle, les probléemes avec retard ainsi que
les ingrédients et artifices utilisés dans les techniques de démonstration. Le
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Chapitre 2 est consacré au processus de rafle avec perturbation et retard du
premier ordre (PRPR1). On expose quelques théorémes d’existence de solu-
tion Lipschitzienne puis absolument continue sous différentes conditions : en
prenant C' & valewrs uniformément r-prox réguliéres et compactes dans un
Hilbert de dimension quelconque puis en remplagant la compacité de C(¢)
par une condition sur la perturbation F' : F contenue dans un compact.
Dans le Chapitre 3, on développe deux méthodes de résolution du probleéme
du processus de rafle perturbé avec retard du second ordre

- u(i) € J'V;((,,,{t))(’ll(f)) =+ F({, T(i)u, T(t)u) p.p. tel;
T0)u=1y, sur [-7,0]; (PRPR2)
u(t) € K(u(t)), Vtel.

La premiére repose sur 'utilisation du Théoréme du point fixe de Kakutani-
Ky Fan via les résultats obtenus dans le Chapitre 2 pour le premier ordre.
La deuxieme est une technique de discrétisation qui consiste a ramener le
probléme avec retard a un probléeme sans retard et utiliser les résultats connus
pour le (PRP2). Enfin dans le Chapitre 4, on traite un probléme plus général ;
le cone normal Negy(u(t)) étant définit comme le sous différentiel de la fone-
tion indicatrice de l'ensemble C'(¢) qui est une fonction convexe propre semi-
continue inférieurement, il est naturel de considérer le probleme

du

—— ()€ Ap(t,u(t)), u(0) = ug -

ot dp(t,.), sous différentiel d'une fonction convexe propre semi-continue
inférieurement, est un opérateur maximal monotone, et on s’est intéressé a la
recherche de solution & variation bornée continue 4 droite, en utilisant la tech-
nique de régularisation Yosida, puis on donne un résultat pour le probleme
perturbé.

Une partie du Chapitre 2 a été 'objet d’un article en collaboration avec
M. Bounkhel paru dans AJMS [17]; une partie du Chapitre 4 a été publiée
dans [123]; des parties des chapitres 3 et 4 sont I'objet d’un article soumis &
la revue Portugaliae Mathematica.



Chapitre 1

Concepts de base et résultats
préliminaires

1.1 Multifonctions et r-prox-régularité.

Dans tout ce qui suit, H est un espace de Hilbert réel en général séparable,
muni du produit scalaire < .,. > . et de la norme associée ||.[. IB dénote la
boule unité fermée de H centrée a 'origine, et f(H) (respectivement cf(H),
ck(H) et cwk(H)) 'ensemble des parties non vides fermées (respectivement
fermées convexes, convexes compactes, convexes faiblement compactes) de
H. Une multifonction @ de X dans Y est une fonction définie sur un espace
topologique X et a valewrs dans 'ensemble des parties de Y. On notera dans
la suite @ : X — f(H) ou ® : X=tH toute multifonction définie sur X et a
valeurs non vides fermées dans H.

Si S est un sous ensemble de H, Vg représente la fonction indicatrice de
S, ie.
0 si ¢z €8
Ve(z) = ;
s(z) { +00 ailleurs

a(S,.) est la fonction support associée avec S, i.e.

a(S,p) =sup < 8,p >,
seS

et on désignera la fonction caractéristique de S par xg, I'intérieur, I'adhérence
et ’enveloppe convexe de S respectivement par int(S), ci(S) et co(S). Projs(.)

6



Chapitre 1, Notions et résultats préliminaires 7

est la projection sur S définie par
Projs(u) :={y € §: flu — gl = inf [lu — 2|}
et caractérisée par
Yy € Projs(r) <= yeS et VzeS,<z—y,y—2>>0
Ns(y) désigne le cone normal & S en y. On a ([4], p. 220) ou ([5], p. 168)
y € Projs(z) <= z — y € Ns(y),
et
z€ Ng(y) &= yeS et <zy>=0(S,2)=ye€ S et z€ IVg(y)
ou f(.) est le sous différentiel de f au sens de I'analyse convexe, i.e.
Of(z)={y€e H:Vze H, f(z) 2 flz)+<y,z—z >} (1.1)
Pour tout convexe fermé S C H, et . € § on a
Ng(y) ={ye H . <y,z—zx><0Vze S} {1.2)
Remarquons que l'on a toujours 0 € Ng(z), Ny = H et Ng(z) = {0}
pour z € nt(S) si int(S) # 0. D’autre part, de Ng(z) = 0Wgs(y), c’est un
opérateur maximal monotone (voir [20]).

Si A et B sont deux sous ensembles de H, notons par e{A, B) 'excés (ou
écart) de A sur B définit par

e(A, B) = sup{dg(a);a € A}
olt dg(a) = infyep ||a — b|| est la fonction distance de a & B.

Définition 1.1 On appelle distance de Hausdorff entre A et B la fonction
H: f(H)x f(H)— IR" définie par

H(A, B) = max(e(A, B);e(B, A)) (1.3)
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H est une métrique sur f(H). En effet, il suffit de montrer I'inégalité trian-
gulaire. Soient A, B,C' € f(H), pour tout a € A,b€ B on a

de(a) < d(a,b) +de(b) < d(a,b) + H(B,C)

1l s’ensuit que dg(a) < H(A, B)+H(B,C) pour tout a € A. Ainsi, e(4, C) <
H(A, B) + H(B,C), et de fagon similaire on a aussi e(C, A) < H(A4, B) +
H(B,C).

Soit © : X=Y une multifonction définie entre deux espaces topologiques
XetY.

Définition 1.2 On dit que ¢ est semi-continue supérieurement ( s.c.s) en
r € dom(P) = {2’ € X : ®(z') # 0} si pour tout ouvert O contenant
O(x) il existe un voisinage V de z tel que (V) C O, ou bien de fagon
équivalente, pour tout fermé U de Y, {x € X : ®(x)NU # 0} est fermé. Pour
®: X — cwk(H), on dira que © est s.c.s pour la topologie faible o(H, H) ou
bien qu'elle est scalairement s.c.s s pour tout y dans H,o(®(.),y) est s.c.s.
(vowr [41], Théoréme I1.20).

Définition 1.3 @ est dite semi-continue inférieurement( s.c.1) en x si pour
tout ouvert U de H tel que ®(x) NU # 0, il existe un voisinage V de x tel
que @(VYNU # 0.

Définition 1.4 ([41])
1. Si I dénote Uintervalle [0, T),T > 0 de IR, dt est la mesure de Lebesgue
sur I et L(I) est la o-algébre des ensembles Lebesque-mesurables de
1; B(X) est la tribu borélienne de X pour tout espace topologique X.

2. Une multifonction ® : [ — f(X) est dite mesurable si son graphe
gph(®) € L(I) ® B(X). On appelle sélection mesurable de la multi-
fonction @ toute fonction mesurable f : I — X telle que f(t) € D(¢)
presque partout sur .

3. 81 (2, A) est un espace mesurable, T' : (O, A) — cwk(H) est dite sca-
lairement mesurable st la fonction scalaire o(T'(.),y), est A-mesurab-
le Yy € H. Toute mullifonction scalairement mesurable admet une
sélection A-mesurable.
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H est une métrique sur f(H). En effet, il suffit de montrer I'inégalité trian-
gulaire. Soient A, B,C € f(H), pour tout a € A,b € Bon a

dg(a) < d(a,b) + dc(b) < d(a,b) +H(B,C)

Il s’ensuit que de(a) < H(A, B)+H(B, C) pour tout a € A. Ainsi, e(A,
H(A, B) + H(B,C), et de fagon similaire on a aussi e(C, A) < H(A,
H(B,C).

€) <
B) +

Soit @ : X=3Y une multifonction définie entre deux espaces topologiques
XetY.

Définition 1.2 On dit que ¢ est semi-continue supérieurement ( s.c.s) en
z € dom(®) := {2/ € X : ®©(z') # 0} si pour tout ouvert O contenant
O(z) 1l emiste un voisinage V de z tel que ®(V) C O, ou bien de fagon
Equivalente, pour tout fermé U deY,{x € X : ®(x)NU +# B} est fermé. Pour
D : X — cwk(H), on dira que ® est s.c.s pour la topologie faible o(H, H) ou
bien qu’elle est scalairement s.c.s si pour tout y dans H,o(®(.),y) est s.c.s.
(vour [41], Théoréme I1.20).

Définition 1.3 @ est dite semi-continue inférieurement( s.c.i) en x si pour
tout ouvert U de H tel que ®(z) NU # 0, il existe un voisinage V de z tel
que (VYNU # 0.

Définition 1.4 ([41])
1. Si I dénote l'intervalle [0,T),T > 0 de IR, dt est la mesure de Lebesque
sur I et L(I) est la o-algébre des ensembles Lebesgue-mesurables de
I; B(X) est la tribu borélienne de X pour tout espace topologique X.

2. Une multifonction ® : I — f(X) est dite mesurable si son graphe
gph(P) € L(I) ® B(X). On appelle sélectron mesurable de la mult:-
fonction ® toute fonction mesurable f : I — X telle que f(t) € O(t)
presque partout sur I.

3. S1 (2, A) est un espace mesurable, ' : (Q, A) — cwk(H) est dite sca-
lairement mesurable si la fonction scalaire o(T'(.),y), est A-mesurab-
le Yy € H. Toute multifonction scalairement mesurable admet une
sélection A-mesurable.
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Soit § un sous ensemble fermé non vide de H, on dénote par dg(-) la distance
usuelle du sous ensemble S. Rappelons quelques notions de base que nous
utiliserons dans la suite. Soit f : H — R U 400 une fonction semi-continue
inférieurement, c’est a dire pour tout z € H, f(z) < liin_‘igf f(y). Et soit x

un point de H ot f est finie.

Définition 1.5 (/{4]) Le sous différentiel prozimal da la fonction [ au point
x, noté OF f(x), est l'ensemble de tous les £ € H, pour lesquels il existe
8,0 > 0 tels que pour tout &' € x4+ 6IB on a

<0 3 >< f(2') - f(2) +olla’ — o} (L4)
IB est la boule unité fermée centrée a lorigine de H.
Ainsi, le sous différentiel proximal de la fonction distance s'écrit

Odg(x) = {y € H,30,0 > 0:V2' € 2+6IB < y,3'—z >< ollz’—z|*+ds(2")—ds(z)}
(1.5)

Définition 1.6 (/45/, [108]) Soient S un ensemble fermé non wvide de H, et
x € S. On définit le céne normal prozimal de S en x par NE(x) = 0 ¥g(x),
ot Wg représente la fonction indicatrice de S.

Le cone normal prozimal est aussy donné par

NE(z) = {£€H:3a>0:z¢€ Projs(z+ af)}
(1.6)
= {({eH:Ja>0:ds(z+af)=alé|}

ou Projg(u) :== {y € S : dg(u) = |Jlu —y|[}.

La relation entre le ¢one normal proximal et le sous différentiel proximal de
la fonction distance est donné par la proposition suivante due & [15]

Proposition 1.1 Soit X un espace vectoriel normé, S un sous ensemble non
vide fermé de X, et x € S. Alors

8fds(z) = NE(z) n IB* (1.7)

on IB* est la boule unité fermée du dual de X.
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Preuve. Soit z* € 8Fdg(x), alors il existe o > 0 et § > 0 tels que pour tout
' € x+0IB <z, 7'~z >< 0|z’ —z||*+ds(2') —ds(z) = o2’ —z|*+ds(z),
puisque z € S et donc pour tout 2’ € SN (z + JB),

< g*, 2’ —x >< oz’ — z|?,
ce qui assure que z* € NE(z). Comme on a toujours d7dg(z) C IB*, alors
z* € N¥(z) N IB*.
Maintenant fixons z* € Nf'(z) avec [|z*|| < 1. Il existe alors o > O et § > 0
tels que

<z, 7' —z>< 0|z’ —z||* pour tout ' € SN (z + §IB). (1.8)

Fixons maintenant v := min{1, g et fixons aussi z € x+vIB, puis choisissons
y. € S tel que

lys = 2[| < ds(2) + ||z — =||*. (L.9)
Alors y, € z + 4IB, puisque de (1.9), |ly. — z|| < lly. — 2|| + ||z — z|| <
3llz —zl| <3y <4,
et donc

<ztz—x> = <zty,—z>+<2tz—y, >

[A

olly. — 2|* + lly: — =l
< 9ollz — z| +ds(2) + ||z — z]|?

< (90 + Dz -zl + ds(2) — ds(a).

ceci assure que z* € 87dg(x) ce qui achéve la démonstration.

Introduisons maintenant des sous ensembles qui vont jouer un réle primor-
dial pour tous les résultats que nous allons exposer dans le cas non convexe :
ce sont les ensembles uniformément r-prox réguliers.

Définition 1.7 (/108]) Etant donné un v €]0,+o0], un sous ensemble S
est uniformément r-proz réqulier si et seulement si pour tout y € S et tout
£€NE(y),E#0ona

£ 1
(@ = ¥) < g7lle = ol (1.10)

pour tout x € S. Par convention 1 = 0 pour r = +o0 (dans ce cas, l'uniforme
r-prox réqularité est équivalente a la convezité de S).
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Quelques propriétés importantes de ces ensembles sont résumés dans la pro-
position suivante (voir démonstration dans [45], [108])

Proposition 1.2 Seoit v > 0, et S un sous ensemble non wide fermé uns-
formément r-prox réqulier de H; alors on a
1. Projs(z) existe et est unique pour tout x € H avec dg(x) < r;

2. Le sous différentiel proxzamal de ds comncide avec tous les sous différenti-
els contenus dans le sous différentiel de Clarke en tout point x € H
satisfaisant dg(x) < r. Dans ce cas, 0¥ ds(x) = dds(x) = 0%dg(x) est
un ensemble fermé convezre de H.

Comme conséquence de (2), pour les ensembles uniformément r-prox-réguliers,
le cone normal proximal & S coincide avec tous les cones normaux contenus
dans le cone normal de Clarke en tout point z € S, Nf'(z) := N§(z). (On
refere a (45 pour les définitions du sous différentiel et cone normal de Clarke.)

Enoncgons & présent une caractérisation trés utile des ensembles uniformément
r-prox-réguliers obtenue dans [15].

Proposition 1.3 Soit r > 0, et § un sous ensemble non wde fermé uni-
formément r-proz-régqulier de H; alors pour tout x € S et tout £ € dg(r) on
a

2
(&,2' —z) < =||z’ — z||* + ds(z")V2' € H, avec ds(z’) < (1.11)
T
Le corollaire suivant est une conséquence directe de la derniere proposition
(voir aussi [15])

Corollaire 1.1 Pour tout sous ensemble S non wide fermé uniformément
r-proz-réqulier de H:; on a pour tout x € H avec ds(z) < r et tout £ € 95 (x)

—i‘(_’ﬁ”f —z||2 4+ ds(z) — ds(z),Va' € H, avecds(z’) <7

(62" —2) < T — dg
(1.12)

Je corollaire est utilisé pour montrer une propriété de fermeture du sous
différentiel de Ia fonction distance associé & une multifonction (voir [12])

Proposition 1.4 Soit v > 0,Q un sous ensemble ouvert dun espace vec-
toriel normé X, et K : §Q1=3H une multifonction Hausdorff-continue (i.e.
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limy_, H(K(z'), K(z)) = 0,V € H) telle que K(y) soit uniformément
r-proz-régulier pour tout y € €. Alors, étant donné 6,0 < & < r, pour
tout vy € Q,a’ € K()+ (r —8)B,z, — ',y — ¢ avec y, € €, et
& € apdj'{(yn)(ﬁ?n) avec &, — f", omn a ‘f’ & 6‘Pdfqy:)(:r:"}.

Preuve. Fixons y' € Q,z' € K(y') + (r — 6)IB. Comme z,, — 2’ on obtient
pour n suffisamment grand, z, € 2’ + le‘ d’autre part, puisque K(y') est
uniformément r-prox-régulier, de la Proposition (1.2), il existe un point z €
K(y') avec dyy)(z') = ||y’ — '||. Alors, de la définition de la distance de
Hausdorfl, on peut écrire

die(y)(Tn) < H(K (yn), K(¥)) + llzn — 2|,

la continuité de K assure pour n assez grand

5 R 56 5
d;;'(y“)(&?n) < 1 + “ITH il ” + “.’T — Z” < 5—1 + & +r—d=1r— 5 < T.

En appliquant le corollaire précédent avec &, € 6*”{5;((?,,"}(3:“) on obtient

o ; C o
<€n: w— 11'3“) < ___) ||1_|', - IRHZ + dﬁ'(yﬂ]("‘) - dK(yn)(xn): (11‘3)

r= dK(yu)(m“
pour tout u € H, avec diy,)(u) <7
Cette inégalité reste vraie pour tout u € =’ + §'IB avec 00 < §' < j—: car pour
un tel w on a
! ! ! (5 5

dic(yn) (@) < JJu— || + ||z — 2|l + di(y,)(zn) <8+ 7 =5 %
Par conséquent, en utilisant la continuité de la fonction distance par rapport
& (y,z) qui découle de la Hausdorff-continuité de K et en tendant n vers
+00, I'inégalité (1.9) donne

8
") [ — 2|1 + dicry(w) — drn(a),

-2y < ——
(€ ) —

pour tout u € ' + §'IB. Ceci assure que &' € 8"d(y(z') ce qui acheéve la
preuve de la proposition.

Remarque 1.1 Comme conséquence directe de ce résultat, on a la semi-
continuité supérieure de la multifonction (y, ) — ?)Pdn-(m(x:) de €1 x H vers
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H muni de la topologie faible, qui est équivalente (voir par exemple Proposi-
tion 1.4.1 et Théoréme 1.4.2 dans [{]) & la semi-continuité supérieure de la
fonction (y,x) v o(0Fdg ) (x),p) pour tout p € H. Ici, o(S,p) est la fonc-
lion support associée avec S, i.e. a(S,p) = sup,eg < s,p > . En suivant la
terminologie utilisée dans [39] ainsi que leurs références, on peut dire que la
multifonction K= H est scalairement semi-continue supérieurement sur X si
et seulement st pour tout p € X* les fonctions supports o(K(.),p) sont semi-
continues supérieurement sur X. Dans le cas o0 X = H = IR", et K est a
valeurs convezes on a que la semi-continuité supérieure de K est équivalente
d sa scalaire semi-continuité supérieure. Pour plus de détail, on référe a [41].

Voici maintenant quelques concepts de base et des résultats standarts concer-
nant les inclusions différentielles, que nous utiliserons tout au long de cette
these.

1.2 Le processus de rafle.

Introduit et étudié dans les années 70 par J.J. Moreau ([92]-[102]), c’est
une inclusion différentielle de la forme

u(t) € —Ne(u(t)) p.psur (0,77, uw(0) = ug € C(0) (P.R)

ot C(t) est un sous ensemble non vide fermé de H, Nogy(u(t)) est le cone
normal de Clarke & C(t) en u(f). Cette formulation modélise un certain
nombre de situations pratiques en mécanique comme 1’écoulement (chute)
d’eau dans une cavité, dynamique des systémes avec contrainte unilatérale,
plasticité et évolution des systemes élastoplastiques. Intuitivement, on peut
définir le processus de rafle comme suit : uni ensemble convexe fermé mobile
C(t) d'un espace de Hilbert varie avec le temps. A Pinstant initial, un point
ug € C(0), au cours du temps ce point est eventuelement poussé par le bord
de C(t) dans la direction de la normale rentrante et reste dans C'(t), ie. le
point mobile reste fixe dans H tant qu’il est interne a C(f); lorsque u est
rejoint par la frontiere de cet ensemble, il est poussé par cette frontiere dans
la direction de la normale rentrante de manigre a rester dans C(1) pour tout ¢.
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Définition 1.8 Une fonction u : I := [0,T] — H est absolument continue
s'il existe une fonction Lebesgue intégrable u € L'(I,H) telle que u(t) =
u(0) + fEu(s)ds Vi € I.

Une multifonction C : [0,T] — ¢f(H) a valeurs convezes fermées non vides
dans H est dite absolument continue si sa fonction variation est absolument
continue ; rappelons que la variation v : [ — [0, +o00] de C' est donnée par

v(t) =sup Y H(C(L;),C(tir))
(t:) =1
ou le suprémum est pris sur toutes les partilions

UthSiL <. <tp=1L
Comme conséquence a cette définition, on a

¢
H(C(t), C(s)) < v(t) — u(s) = f i(z)dz VO<s<t<T
Définition 1.9 Une fonctionu : [ — H est dite solution du probléme (P.R)

st
(a) u(0) = up;
(b) u(t) € C(t), Vt € I;
(¢) w est dif férentiable p.p. sur I;
(d) —u(t) € New(u(t)) p.p sur(0,T).

Le résultat suivant est di initialement & Moreau et admet de nombreux
rafinements (voir [21]-[30], (83]-[87], [115]-[119]).

Proposition 1.5 Soit C': [0,T] — cf(H) absolument continue de variation
v, alors pour tout a € C(0), il existe une unique solution u, absolument
continue vérifiant :

u(t) € —Now(u(t)) p.p sur[0,T), u(0) = a € C(0).

avee [u(t)| < 0(t) presque partout dans I.
De plus siu et v sont deuz solutions avec u(0) = ug et v(0) = vy, alors

lu®) = vl < luo —woll, t€1
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La démonstration repose sur la construction d'une suite approximante de la
solution a 'aide d'une discrétisation de I'intervalle I et un algorithme dit de
rattrapage de la forme suivante : pour tout n € IN,

1
D=ttwtt<.. g =T, t?—m*’f?Sg

ug = U, Uiy = Projou(u) € Cltis), 0<1<n—1
L’approximation u]',, est tenue de rattraper I'ensemble C'(#;,;). Pour montrer
I'existence de solution, on doit s’assurer que la suite construite de fonctions
approximantes admei des variations uniformément bornées et on utilise le
lemume suivant (de compacité) qui permet de choisir une sous suite conver-
gente.

Lemme 1.1 Soit (u,) une suite de fonctions de I dans H uniformément
bornée en norme et en variation, t.e.

lun(®)|| < My, ne IN,t €1 et wvar(u,) < M, n € IN;

pour des constantes My, My > 0 indépendement de n el t. Alors il existe
une sous suite (uy, ) et une fonction u : I — H telles que var(u) < My et
U, (£) — u(t) faiblement dans H pour tout { € I.

Preuve. voir Théoreme 0.2.1, p. 10 de [87]

Le corollaire suivant permet d’obtenir 'existence pour le probléeme perturbé
pour toute perturbation admettant une sélection mesurable.

Corollaire 1.2 Sous les mémes hypothéses de la proposition précédente, et
pour tout couple (f,a) € LY([0,T], H) x C(0), le probléme

u(t) € =New(u(t)) + f(t) p.p sur (0,T], u(0) = a € C(0).

admet une solution unique absolument continue telle que [u(t)| < o(t)+2|f(¢)|
presque partout dans I.

Remarque 1.2
1. La méthode de démonstration du probléme (P.R) étant constructive,
Ualgorithme (de ratirapage) peut étre facilement implémenté numérique-
ment. Nous ne nous inlérésserons pas dans cette thése a l'aspect numér-
ique, pour les méthodes numériques du processus de rafle, nous référons

a [104).
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2. Comme cela a €té exposé dans Uintroduction, ’hypothése de base prise
sur C' pour obtenir l'existence de solution du processus de rafle a été
afféblie de plusieurs facons. De méme, les considérations ausst bien me-
caniques, économétriques, biologiques (et autres) ont conduit a [’étude
du probléeme du second ordre, du probléme avec perturbation (conveze
ou non convexe) et (ou) avec retard, et a la recherche de solutions Lip-
schitziennes, absolument continues, & variations bornées (continues a
droite), au sens des mesures différentielles, viables, périodiques ..., et
surtout a considérer le cas non conveze, i.e. lorsque C' n'est pas a va-
leurs necessairement convexes, ce qui est le sujet des résultats erposés
dans cette these.

1.3 Inclusions différentielles avec retard (mémoire).

Les inclusions différentielles avec retard sont des équations différentielles
multivoques ot le systeme ne dépend pas seulement de la valeur initiale mais
aussi de 'état antérieur du systeéme. Si une inclusion différentielle exprime
qu'a tout instant, la vélocité du systeme dépend de son état a tout instant,
les inclusions différentielles avec mémoire expriment que la vélocité dépend
non seulement de ['état du systeme a cet instant mais aussi de ’histoire de
la trajectoire jusqu’a cet instant. Pour formaliser ce concept, on introduit
pour tout T > 0 et 7 > 0, I'espace de Banach Cy := Cr([—7,T], H) (resp. Cp)
des fonctions continues de [—7,T] (resp. [—7,0]) dans I'espace de Hilbert H,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles compactes

lollr = max{{le(s)] : s € [-7,T}.

(respectivement)

lpllo = max{lle(s) : s € [-r, 0]},

Si w: [—7,T] — H, alors pour chaque t € I := [0,7T], on définit la fonction
u(s) = T(t)u(s) = u(t + s),s € [-7,0]. Il est évident que, si u € Cp, alors
uy € Cy, et lapplication u — u, est continue au sens de la convergence
uniforme.

Ce genre de problemes se rencontrent en théorie de controle optimal, dans les
problemes de collision en électrodynamique, ainsi que dans les procédures de
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planning en micro-économie et dans les problemes d’évolution biologiques.
(voir par exemple [66], [67]). Nous ne traiterons ici que les problemes avec
retard fini, pour le retard infini, on réfere a [80].

Définition 1.10 Soit E un espace de Banach et F : [0, T|xCo([—T, 0], ) —
ck(E). Une solution du probléme

u(t) € F(t,u) p.p.sur [0,T], u=¢ sur[—r0] (IDR)

avec p € Co([—7,0], E), est une fonction continue u : [—r,T] — E absolument
continue sur [0, T| vérifiant (IDR). u sera dite solution viable dans 'ensernble
K(t) pour K : [0,T|=E si elle vérifie u(t) € K(t), Vt € [0,T]; K sera dit
invariant si pour toute fonction initiale ¢ € Cy telle que ¢(0) € K(0), toutes
les solutions sont viables dans K (t).

L'une des méthodes que nous utiliserons ici consiste a ramener le probleme a
un probleme sans retard via une technique de discrétisation développée dans
[32], [33] et [112]. Ainsi, dans le cas convexe le résultat suivant est obtenu
(Théoréme 2.2, p.34 de [112])

Proposition 1.6 Soit D un sous ensemble non vide fermé conveze de B, I :=
[0,7] et F: I x Cy — ck(E) une multifonction vérifiant :
(i) F est L(I) ® B(Cy)-mesurable,
(it) pour tout t fixé€ dans I, F(t,.) est w.s.c sur Cy,
(1) il existe un ensemble équilibré K dans ck(FE) tel que pour tout (t,0) €
I x Co
F(t,0) c (1+[16(0)]]) K,

(iv) F(t,0) N TpO(0) # 0, VY(t,0) €I xCo,

Alors, pour tout ¢y € Cy, il existe une fonction continue u : [—r,T| — E,
absolument continue sur [0,T), vérifiant :

w(t) € F(t,u)) ae on [0,7T]
ult) eD  Vtel0,T]
Uy = Yo

ot un ensemble K est dit équilibré si Az € K Vo € E,|A| < 1; et avec une
condition tangentielle (iv) qui est un critere de viabilité pour les multifonc-
tions s.c.s a valeurs convexes compactes, définie a 'aide du cone contingent



18 Mustapha YAROU, Thése

de Bouligand, lequel s’écrit

=NN U - z) + €lB)

e>0ax>)D<h<a
La démonstration requiére 'existence de solution pour le probleme sans re-
tard, celle ci est donnée dans le theoreme 7.3 de [39] (voir aussi Proposition
5.8, p.76 de [9])

Proposition 1.7 Soit D un sous ensemble non vide fermé convexe de B, I :=
[0,T] et F: I x D — ck(E) une multifonction vérifiant :
(i) F est L(I) ® B(D)-mesurable,
(11) pour tout t fizé dans I, F(t,.) est scalairement usc sur D,
(iii) 1l existe un ensemble équilibré K dans ck(E) tel que pour tout (t,u) €
I xD
F(t,u) c (1+ ||u]) K,
() F(t,u)NTp(u) #0, V(t,u) € I x D,
Alors, pour tout ug € D, 1l existe une fonction absolument continue u: [ —
E, vérifiant :
u(t) € Ft (¢, u(t)) ae on [0,7]
u(t) € vt e [0,7]
u(0) =

1.4 Quelques résultats classiques.

Rappelons a présent quelques résultats classiques utilisés dans les différent-
es méthodes de construction de solutions exposées ici. Commengons par la
conséquence suivante du Théoreme d’Arzela-Ascoli concernant 'extraction
de sous suites convergentes

Théoréme 1.1 Soit (z,(.)) une suite de fonctions absolument continues
d'un wntervalle I de IR dans un espace de Banach X ftelle que

Vt € I, (zi(t))x est relativement compacte dans X,
il existe une fonction positwe c(.) € L'(I) : ||#x(0)]| < c(t) p.p dans [;
Alors il existe une sous suite (encore notée xx(.)) qui converge vers une fonc-
tion absolument continue . [ — X dans le sens suiwant

zx() converge uniformément vers z(.) sur les compacts de I,
ix(.) converge faiblement vers #(.) dans L'(I, X).
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4- yk(f) € F(i’rik(’)) p.p;

Alors
y(t) € F(t,z(t)) p.p.

Preuve. voir Théoréme V1.4, p.170 dans [41]

Ce résultat admet un corollaire intéressant démontré dans [39] (lemme 6.5,
p.344).

Corollaire 1.3 Soit E un espace de Banach séparable, (S,d) un espace de
Souslin métrisable et F: I x S — cwk(E) vérifiant :

(i) F est scalairement L(I) ® B(X)-mesurable ;

(1) pour tout t € I, F(t,.) est scalairement semi-conlinue supérieurement ;
(?1?.) Sup{tlx)(_:;xs F(t, .'I.') < 0O.

Soit (Ty)n>1 une suite de nombres strictement positifs tels que limy, oo T =
0; (Xn)n>1 une sutte de fonctions mesurables de I vers S qui converge ponctu-
ellement vers une fonction X, et (Yy)n>1 une suite dans Li(I) qui converge
o(L', L*) vers Y dans LL(I) telle que

1
Y(t) € —/ F(s, Xn())ds p.p.
[tt+ra]nt

T'J’i
Alors
Y(t) e F(t,X(t)) p. p.

Rappellons qu'un espace de Souslin X est un espace topologique de Hausdorff
tel qu’il existe un espace polonais Y et une application continue de Y vers
X; un espace topologique (Y, 7) est un espace polonais si 7 est métrisable par
une métrique d telle que (Y, d) est un espace métrique complet séparable; et
que tout Banach séparable de dimension quelconque est un espace de Souslin.

Aussi bien dans le cas univoque que multivoque, la question d’existence de
solution fait souvent appelle & des méthodes du point fixe, celui que nous
utiliserons ici est celui de Kakutani-Ky Fan, (voir par exemple [77], Théoréme
4.6, p. 62)
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Théoreme 1.4 Soit X un espace topologique de Hausdorff localement conve-

ze, S un sous ensemble non vide conveze compact de X et F : S — cf(S). Si
F' est semi-continue supérieurement sur S, alors il eviste x € S : x € F'(x).

Terminons ce chapitre par rappeler quelques artifices tres utiles dans les tech-
niques de démonstration que nous exposons. Le premier est une conséquence
du Théoreme de Mazur lequel stipule que 'envellope convexe fermée d'un
sous ensemble fortement compacte (resp. compacte en norme) d'un espace de
Banach est fortement compacte (resp. compacte en norme). Cette conséquence
s'énonce comime suit

Théoreme 1.5 Soit X un espace de Banach et (x,) une suite d’éléments de
X convergeant faiblement vers x, alors il emste une suite de combinaisons
convexes des éléments x,, qui converge vers x en norme dans X.

En d’antres termes, si z, — z alors y, — = pour y, € @{zy : k > n}.
(références : [51], Théoreme IL5; [52], p.60; [77], p.8.)

Le deuxieme est I'inégalité de Gronwall qui admet de nombreuses versions
parmi lesquelles les deux lemmes suivants (le dernier est une version discrete. )

Lemme 1.2 [/0] Soient «, 3,7 : [0,T] — [0,00] trois fonctions positives
Lebesque-intégrables telles que pour presque tout t € [0,T]

Alors

r(t) < a(t) + ,efi(?‘)/UE[L\'(S}oxp(‘/:ﬁ(r)d'r)]ds

Lemme 1.3 [76] Soient (o), (5:), (i) et (a;) des suites de nombres réels
positives lelles que

i1 S o -+ ﬁf_(ﬁf,n + oo 4 G-'t'—-l) =+ (1 + '}‘,;)U-,‘ }‘)OT.‘,’)"?’- & Wg;

Alors

i-1 j-1
a; < (ap+ Y m.,),exp(Z[kﬁk + 7)) pour j € INg.
k=0

k=)
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Enfin, le résultat suivant est di & [50] sur la convergence des suites dans un
Hilbert

Lemme 1.4 51 (z,) est une suite d’éléments d'un espace de Hilbert, (\,)
une suite strictement décroissante de réels posilifs vérifiant

{20 — s Xits — a2 ) =0 Vn,m e N,

alors lo suite (|z,|) est croissante; si de plus elle est bornée, la suite (z,)
converge dans H.



Chapitre 2

Résultats d’existence
concernant le processus de rafle
non convexe du premier ordre
avec perturbations retardées

2.1 Introduction.

Ce chapitre est consacré a quelques résultats d’existence de solutions pour
des inclusions différentielles avec retard du premier ordre de la forme sui-
vante :

u(t) € =N (C(t); ult)) + F(t,u) p. p.sur [
u(t) € C(t), VteI; (PRPR1)
u(s) = T(0)u(s) = ¢(s), Vs € [—-7,0].

Nous allons I'appeler Processus de rafle non convexe avec perturbation re-
tardée du premier ordre. De tels problemes ont été étudiés par différents
auteurs (voir par exemple [8], [32], [38], [40], [46], [61] [114], ainsi que leurs
références). Dans [38], quelques propriétés topologiques de I’ensemble de solu-
tions pour le probleme (PRPR1) dans le cas convexe ont été établies, et dans
[40], la compacité de I'ensemble de solutions dans IR" a été obtenue dans le
cas non convexe. En utilisant quelques nouvelles propriétés et caractérisations
des ensembles uniformément r-prox réguliers, obtenus dans [15, 16, 40, 108],

23
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on établit dans ce qui suit, Pexistence de solutions Lipschitziennes et ab-
solument continues pour le probleme (PRPR1) dans le cas non convexe en
dimension infinie.

2.2 Le cas Lipschitz.

Considérons une multifonction €' : /=H. Nous allons considerer deux
hypotheses sur €. On dira que C' est Lipschitzienne de rapport A si pour
tout t,s €l on a

H(C(t),C(s)) < At — ()

‘H étant la distance de Hausdor(l; C sera dite Lipschitz-continue de rapport
A sipour tout y € H et tout t,s €l ona

ldew (y) — deg(y)| < Alt — s (Ha)

Il est clair que (H;) implique (Hs). Nous allons commencer par établir un
résultat qui permet. d’obtenir une solution approchée pour le probleme (PRP
R1) sous certaines considérations.

Théoreme 2.1 Soit H un espace de Hilbert separable, T' > 0, et r €]0, +00].
Supposons que C(1) est uniformément r-prox-régulier pour chaque t € [ :=
[0, T] et Lipschitz-continue de rapport A > 0. Soit I : I x Co=H une mul-
tifonction @ valeurs convexes compactes dans H tel que F' est (globalement)
s.c.s sur I xCy pour tout t fizé dans I et F(-, ) admet une sélection mesurable
dans I pour chaque @ firé dans Co. 81 F(t,p) C lIB Y(t,p) € I x Cy, pour
un certan | > 0 ; alors, pour chaque p € Cy avec p(0) € C(0) et pour chaque
n suffisemment large il existe une application continue v, : [-7,T] — H
satisfarsant les propriélés suivantes :

1) —1,(t) € Ng(gﬂ{m(15,;(9.,,,@))) + F(pu(t), T (pu(t))uy), p. p. t€l, ou
Opypn s I — I avec 0,(1) — t et py(t) — ¢ pour toul t € I.

2) lan(t)]| < (21 + X), pour presque tout t € I.

Preuve. On construit via discretization une suite d’applications continues
{u, }, dans Cy.

Pour chaque n € IV, considérons la partition suivante de [ :

T
- ?2_ (0<i<2m (2.1)
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et
}',,_:' ::]f-n,i\ "‘!!,?'-i-l] sl 0 <4 S o 1.

Posons

T
on’
Fixons ny = 1 satisfaisant pour tout n > ny

fln =

(20 + 3A)py, < 1. (2.2)

Premierement, on pose wu,(s) = ¢(s), pour tout s € [—7,0] et pour tout

n =y,

Powr chaque n > ny, délinissons par induction :
“u("u,i I-I) = lUpgp = I}?'U.'f.f '{f.,.l.;_l)('”'?r..i = H-n..flﬂ(t:r.,h ’I.(!'rr,i}uﬂ))! (2”

ot fo(lyis T (Eni)uy) est Pélément de norme minimale de 7'(t,;, 7 (1,.:) ),

c.nd,
H.Ilﬂ{!u,n‘?"(f'n,i)"“"'n.)[| = Hlill{”?}” : ?J e F(f'n,'i- T(f'u.i)”'u)} (_:‘ !

el
T(rn.i)un 3= (”ﬂ)f-u,i € Cﬂ'

Cette construction est possible en dépit de la nonconvexité des images de C'.
[fn ellet, pour chaque n > g on a

, . ; ]
“}'{-'{l,,l_._l ,‘J(”n.i - !"frhf[]{frf‘?‘? (!'n.r.)“'n)) < f'u.” + A“?r.r’-fl = "'"11.1| < U + )\),“-n. = Q
el done comme 7 est a valenrs nniformément r-prox -régulieres, de la Propo-
sition 1.2, il existe un point U1 = Proje, o0 (Ui = ttn Jo(tng, T (tni)tn)),
porr tout n = ng. Noter que de (2.3) et (2.1) on déduit pour chaque 0 < i <
21?
H”-H‘F'-H - (“’H-i - ;""”.f[}(iﬂ.i! T({-n,i)“rr))” < (; - f\)!"-u- (24)
Par construction on a w,,; € C(1,,:), pour tout 0 < i < 2",
Pour chaque n > ng, ces (uni)o<i<or €t (follni, 7 (tni)tn)Jo<i<on sont uti-
lisés pour construire deux applications u, et f, de I & H en prenant leurs
restrictions sur chague intervalle I, ; par interpolation linéaire comme suit :

J{n{(n = ,fu..lltfw(” = .}J.n.;' Vi e ]fl.tv{} <t < 2" avec .-’rn.r' = fi}(f'n.is ‘E_(."'n.,r'\“"-n)
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et un(0) := unpo = ©(0), et pour tout £ € I,,,, (0 <i < 2")

i — t?],‘i

Hn

?-Lﬂ(f) = U = (”n.,i-l—i = uﬂ.,i)‘ (25)

d’ott pour chaque f et #' dans I,,; (0 <i<2")ona

, f
Un(t') — Un(t) = —— (Unit1 — Uny)-

1

Alors, en vertu de (2.4), si t,t' € I,; (0 <1< 2") avec t </, on obtient
“un(t!) - T.hl(t)” < (23 i )‘) (""r‘ - f], (26)

et, par addition ceci reste vrai pour tout ¢,t" € [ avec t < t'. Cette inégalité

entraine que u, est Lipschitz-continue de rapport 2[ + A.

Revenant & la définition de u, dans (2.5), on observe que pour 0 <1 < 2"

¥ '-Lu.'i — Un.i

() = b pour presque tout t € [, ;.

Alors on obtiént, en vertu de (2.4), pour presque tout t € [
lin() + ()] < (20 4+ N, (2.7

qui prouve la partie 2) du théoréme.

Maintenant, soient 8, p,, définies de I vers I par 6,,(0) = 0, p,(0) =0, et
0?1“-) = f-n.,i-}—lu ﬂn(f) = {'71-,1' site .(,m' ([J <4< 2?;.).

Alors, de (2.3), la construction des u,, et f,,, ainsi que des propriétés des cones
normaux proximaux aux sous ensembles, on obtient pour presque tout { € I

fult) € F(pa(t), T(pn(t))un) (2.8)
el
lin(t) + fa(t) € —NT(C(6,(1)); un(0a(t))). (2.9)

Ces derniéres inclusions assurent la partie 1) du théoréme, ce qui achéve la
démonstration.

A présent, nous pouvons établir notre premier résultat d’existence pour
le probleme (PRPR1).
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Théoréeme 2.2 Supposons C'(t) uniformément r-proz-régulier, fortement co-
mpact pour chaque t € I := [0,T|, Lipschitz-continue de rapport A > 0, et
' a valeurs convezres compactes telle que F(t,.) est s.c.s sur Cy pour tout t
fizé dans I, F(-, ) admet une sélection mesurable dans I pour chaque @ fizé
dans Cy et F(t,p) C B Y(t,p) € I x Cy; alors pour chaque p € Cy avec
w(0) € C(0), il exste une application continue w : [—7,T] — H telle que u
est Lipschatzienne sur I et satisfait :

(1) € “J'\r({'.’“}{u(t)) + F(t,w) p.p. sur I;
(t) € C(t), vt e I, (PRPR1)
u(s) = T(0)u(s) = p(s), Vs € [-7,0[;

i
1

et
la(t)] < (20 + X) pp. sur 1.

Preuve. On montre d’abord la conclusion de notre théoréme pour une mul-
tifonetion F globallement s.c.s sur I x Cp, puis comme dans [38] (voir aussi
[12]), on peut procéder par approximation pour le démontrer pour F'(¢, ) s.c.s
sur Cy pour chaque t fixé dans I et F'(-, ) admet une sélection mesurable
dans I pour chaque ¢ fixé dans Cy.

Soit ¢ € Cy avec ¢(0) € C(0). En vertu du Théoréme 2.1, il existe une suite

d’applications continues {u, } possédant les propriétés 1) et 2). Soit ny € IN
satisfaisant (2.2), alors pour tout n > ng et tout t € / on a

d(u (L), C(t)) [t () = un (G + Alt — £

| A

< (2 A= ts] + Al — il

A

2L+ Mt = tngl < 2(L+ A pin. (2.10)

C'(1) étant fortement compact et g, — 0, (2.10) 1mplique que l'ensemble
{u,(t) + n > ng} est relativement fortement compact dans H pour tout
t € I. D'ont, en utilisant le théoreme d’Arzela-Ascoli (Théoréme 1.1), on
peut extraire une sous suite de {u,}, toujours notée {u,},, qui converge
mniformément sur [—7, 7’| vers une fonction Lipschitzienne u qui vérifie clai-
rement u = ¢ sur [—7, 0]. Maintenant en faisant tendre n vers +oco, on obtient
pour tout. [ € [
u(t) € C(t).
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D’une part, il résulte de notre construction dans le Théoreme 2.1 et par (2.6),
(2.2), ainsi que de la convergence uniforme de {u,}, vers u sur I que

”INH(H‘R(!')) - 'H-(f-)” § |z“'n (911(3&)) - 15(9,1(11))” + ””(gﬂ(f)) - T"(f)n 50,

Posons pour toute fonction ¢ a valeurs réelles délinie sur un intervalle J de

IR
(1) = ()] 1.t € JJt—t] <}

w(th, J,€) := sup{

Alors des relations (2.2) et (2.6) on obtient
1T (pu(®))tn — T@uall = supttn(s + pu(8)) = tm(s + )] 5 5 € [~7, 0]}
< w(un, [=7, T, pin)
< W, [=7, 0], pon) + w(n, [0, T], ptn)
< w(p, [=7,0], ) + (A4 20) .

Puisque i est continue, on a alors

lim |7 (pn(t))un — T (t)us]l =0 dans Cy.

Ll S lo v]

Par conséquent, comme la convergence uniforme de u,, vers u sur [—-T. 7| im-
plique que 7 (t)u, converge uniformément vers 7 (t)u sur [—,0], on conclut
que

T(pn(t)uy — T(Hu =u, dans Cy. (2.11)

D’autre part, de (2.6) et du fait que f,(£) € F(pn(t), T (pa(t))un), (fa) et (1)
sont des suites bornées dans Ll(f, H, dt), alors par extraction de sous suites,
on peut supposer que f, et 1, convergent faiblement dans L'(I, H,dt) vers
des applications [ et w respectivement. Ainsi, pour tout £ € [ on a

Lp([:))-l-‘/nt u(s)ds = u(t) = }'1—1& un(t) = p(0)+ lim /{ Un(s)ds = {,9(0)4_. ”’-w(s)a'.s,

mn N—oo | n

ce qui prouve que u(t) = w(t) pour presque tout t € /.

En utilisant alors le lemme de Mazur (Théoréme 1.5), on obtient, :

a(t) + f(t) € (eo{u(t) — filt) : k>n} pp. sur L
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Fixons un tel ¢ dans [ et pour chaque £ dans H, la derniére relation donne
(u(t) + f(1),&) < iImlaf i\;:p(m(t) + fi(1),€).

Par (2.7), (2.9), et la Proposition 1.1 on obtient pour presque tout t € T

'E‘f.”(f-} + fﬂ-(") = “Nr({:"(ﬁu{t}} (uﬂ (gﬂ (f))) M éB = 6apd6(9r. [i)(urr(grr({'))| (212}
o d := (20 + A). Par suite, en vertu de cette derniére inclusion et la Propo-
sition 1.1 on obtient

<“(r) i f(r)‘ ‘S} <_: fili”] sup(I(—E]Pd(-;w”m(w.ﬂ((}”(f.));f)

n

< do(=0%dew(u(t)); p)

La dernicre inégalité résulte de la semi continuité supérieure du sous différent-
iel proximal dans la Proposition 1.2. Puisque 07 de gy (u(t)) est convexe fermé,

on obtient
u(l)+ f(t) € —~56Pdg(,_)(u(t)) C _Né?(a:}(“(!)):

el alors

—u(t) € Ny (u(t)) + (1), (2.13)
puisque u(t) € C(t). Finallement, de (2.8),(2.11) et de la semi-continnité
supérieure globale de [ ainsi que de la convexité de ses valeurs, on peut
appliquer le téoreme 1.3 et aflirmer que

f(t) € F(t,T(t)u) = F(t,u;) p.p.surl. (2.14)
Ainsi, 'existence est démontrée.

Revenons maintenant au cas général, ie. F' séparément s.c.s sur Cp. Nous
allons procéder par approximation de F' par une suite de multifonctions glo-
balement scalairement s.c.s F,, pour lesquels I'existence est assurée par le
premier cas, el montrer ensuite la convergence des solutions associées a4 F,
en utilisant le corollaire 1.3. Soit (r,) une suite de nombres strictement po-
sitifs tels que limy,_. 1, = 0. Pour tout n > 1, posons

1
Eiltig)= — /. F(s,y)ds

pour tout (t,y) € I xCyon Iy, := [t,t+r,]NI. Nous avons besoin du lemme
suivant démontré dans ([39], Proposition 5.3)
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Lemme 2.1 Soit I un espace de Banach séparable et I : [ x E — ck(E)
veryfiant :

(a)- Pour tout t € I, F(t,.) est scalairement s.c.s sue E;

(b)- F est scalarrement mesurable sur [ x F,

(c)- F(t,z) ClIBY(t,x) e I x E.

Alors F, est scalairement s.c.s sur I x E.

En prenant I := Cy, F' vérifie les hypotheses du lemme, par conséquent, F,
est, scalairement s.c.s sur I x Cy avec F,,(t,y) C lIB,Vn > 1,V(t,y) € I x Cy.
On peut donc appliquer le premier cas et affirmer l'existence pour tout n > 1,
d’une application continue u, € Cr telle que

tn(t) € —Ngm(u,,(.é)) + F(t, 7 (t)uy) p.p. sur I,
un(t) € C(t), Vi e I;
Un(8) = T(0)un(s) = @(s), Vs € [-7,0].

En d’autres termes, il existe une fonction mesurable h,, : I — H telle que

ha(t) € F(L, T (t)u,) p.p.sur I;

w,(t) € —I\’g(‘,l}(u,,(t)) + ha, (1) p.p. sur I;
un(t) € C(1), vt e I;

un(s) = T(0)un(s) = p(s), Vs € [—7,0].

Puisque C' est compact et u,(t) € C(t), Vi € I, on obtient la compacité rela-
tive forte de 'ensemble {u, () : n > 1} dans H pour tout ¢ € I. Du Théoréme
1.1, on peut extraire une sous suite convergeant uniformément vers u € Cp
avec u(t) € C(t), Yt € I et T(0)u = ¢ dans [—7,0].
D’autre part, (i) et (h,) sont relativement o (L', L°°) compact dans L}, (1, dt).
On peut donc supposer que w, — @ et h, — h faiblement dans Lh(f,rff.}.
Puisque 7 (t)u, — 7 (t)u dans Cp pour tout t € I et h,, — h,o(L', L) avec
ho(t) € F(t,7T(t)u,) p.p.sur I, on peut alors appliquer le corollaire 1.3 et
conclure que
hit) € F(t,T(t)u) p.p.

En reprenant les techniques de Castaing comme dans le premier cas, on
obtient

W(t) + h(t) € =60 dogy(u(t)) C — N (u(t),

avec ¢ := (21 + A) et finalement

—u(t) € J’\/}’?m('u.(!.)) + h(t) C Ngm(u(i.)) + F(t, T (t)u).
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La démonstration est ainsi compléte.

Sous des hypotheses différentes, un autre résultat d’existence pour le
probleme (PRPR1) est aussi prouvé dans le théoreme suivant. lei, nous al-
lons remplacer 'hypothése de compacité de C'(t1) par une condition sur la
perturbation F.

Théoréme 2.3 Supposons les hypothéses du théoréme 2.2 satisfaites avec C
a valeurs non nécessarrement compactes. Si F(t,¢) C K C UIB pour chaque
(t,9) € I x Cy, ou K est un ensemble fortement compact dans H ; alors
pour chaque ¢ € Cy avec @(0) € C(0), i existe une application continue
w: [=7,T) — H telle que w est Lipschitzienne sur I et satisfait :

u(t) € —Ngm(u(i)) + F'(¢, ) p.p. sur I
u(t) € C(t), Vi el
w(s) = T(0)u(s) = (s), Vs € [—1,0];

(e

(O < (20 + A) p.p. sur I

Preuve. Soit. ¢ € Cy avee p(0) € C(0). Du Théoreme 2.1, il existe une suite
d’applications continues {u, } possédant les propriétés 1) et 2) du Théoréme
2.1. Soit. ny € IN satisfaisant (2.2). La difficulté essentielle par rapport au
cas précédent est la convergence de (u,,), nous allons montrer ici que la suite
(t4y)y vérifie la propriéié de Cauchy dans l'espace des applications continues
C(I, H) muni de la norme de la convergence uniforme . Fixons m,n € IN
tels que m > n > ng et fixons aussi t € [ avec t # by, pour i = 0,...,2" et
t # 1,; pour j = 0,...,2". Observons en vertu de (H3), (2.1), (2.4), et (2.6)
que

Il

ff{:(n,.m_}(“m("-)\J d(.‘(l‘),,_(f.))(”m.(t)) - d‘C-'(ﬁ',,J{t))(“'m(gm(t)))
S }"971(” - Hn:(i)‘ + ”“m(gm({'n = “-m“')“

S ')\(1”'?1 + P"TTI') + (2!F + A).u"JI’I

A

(2 + 3A)pin, (2.15)
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et done, de (2.2) on a de, ) (um(t)) < 7. Posons § := (21 4+ X). Alors, les
relations (2.12) et (2.15), et la Proposition 1.3 entrainent

CT}'n(f‘) + fn(t)n'un(ﬁn(t)) = u-m.(f-}) S i_fs”ur”(g“(t)) == 15111(")”2 + deC(HH(E))(um(t))

< 2—6 [“ﬂ-n(f-) - 'U,m(t)” + ”'H-n.('gn(f')) - ﬂ""(t)Mz

'.f'

—|— 25(! } ’\),I{E"Jr.m\

Ol finm = ftn + ftm et ceci implique, en vertu de (2.4) et (2.6)

(T (t) + fiu(t), un(0n(t)) — um(t)) < 2?—55[]|un(f:) — um ()| + (21 + /\)”n]z

+26(L 4 A) ptnm- (2.16)

Maintenant, définissons g,(t) := /ﬂt Iu(s)ds pour tout t € I. Observons que
pour tout ¢ € I 'ensemble {g,(t) : n > ny} est contenu dans I'ensemble for-
tement compact TK et est donc relativement fortement compact dans H. Par
suite, comme || f,({)|| <1 p. p. sur I, le Théoréme 1.1 assure la relative forte
compacité de 'ensemble {g, : n > ng} par rapport & la convergence uni-
forme dans C'(1, H) et donc on peut supposer, sans perdre la généralité, que
(gn) converge uniformément vers une certaine application g. Aussi, on peut
supposer que ( f,,) converge faiblement dans L' (1, H, dt) vers une application
f. Ainsi, pour tout. t € I,

g(t) = limg,(t) = lim /ﬂlt fn(s)ds = /}t f(s)ds,
n n Jr

ce qui entraine que g est absolument continue et que g = f p. p. sur .

Posons maintenant wy,(t) := wu,(t) + g,(t) pour tout n > ngy et tout t € I,
et posons Mym = max{finm, }\(Hg“ — 9lloe + llGm — 9llo)}. Alors de (2.7) et
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(2.16) on a

(in, (1), wh, (0 (1)) — Wi (1)) = (0n(1), un (On (t)) — um(t)) + (uir, (1), Gn (0 (1)) — gm(t))

< 22 wn(t) = w1 + lgn®) = gm( + (2 + Npa]

+  20(L + AN ptnm + llgn(6n(8)) = g (D]l

e

20 _ 2
[H’H}"_(f) - 'wm(t)” + ’\”11.171 + (2']I B /\)“'n]

(VA

35“ + )\)”n.,m .

Cette derniére inégalité assure par (2.7) que
(i (1), w0 (1) — i (1)) < (0, (), wa(t) — w, (0,(1))) + 3%

20 g
+ 3 [ku(ﬁ) — W (O] + AMpn + "Sﬂu]

< 4527?11,1?1 + Ia"?n,m

20 2
== [llwn(t) = wn (@)1 g + 811

De la méme maniére, on a aussi

(Ti-’m(!‘-)\ Wanlt) — T.Un({-)) < 462"?71,711 = gﬁ?}n,m +

26 2
+ = lhoa(t) = (Ol + A + Bt -

En remarquant que [jw,(t)]| < (I 4+ A)T + ||@(0)]], il résulte alors des deux
dernieres inégalités que pour une certaine constante positive o indépendante

de m,n, et £, on a

, : 0
201, (1) — tiry (1), Wy (£) — wu(t)) < @b m + b;(i'{arﬂ,(f) —wp (D)%,
el done, pour des constantes positives [ et v indépendantes de m,n, et ¢

(;_i(“'mm(t) = an(f.)”?) < ﬁ’\me-(i) - '{l’.?n(f)”’z + Yrinm-
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Comme [|10,,(0) — 1w, (0)]|* = 0, P'inégalité de Gronwall (Lemme 1.2) entraine
pour tout t € [

t
[ () = w0, (D12 < ¥imam /0 lexp(B(t — s))]ds

et par suite, pour une certaine constante positive /{ indépendante de m,n.
et 1 on a

] 2 -

lwin(t) = wa(O)]I* < K-

La propriété de Cauchy dans C(I,H) de la suite (w,), = (uy + gn)n est
ainsi établie, par conséquent cette suite converge uniformément vers une ap-
plication w. On déduit que la suite (u,), construite dans le Théoréeme 2.1
converge uniformément vers u := w — g. En suivant les mémes arguments de
la démonstration du Théoréme 2.2, on montre la conclusion du théoréme.

2.3 Le cas absolument continu.

Sotent 7' > 0,1 = [0, T), 7 > 0 et r €]0, +00]. Une multifonction C : [=H
est dite absolument continue si pour tout ¢,¢' € [ on a

H(C(L), C(1)) < [v(t) —v(t')]. (2.17)

Comme dans le cas Lipschitz, on utilisera parfois 'hypothése plus faible sui-
vante : pour tout y € H et tout £, t' € [

lde(y) = dowy )] < () —v(®)] (2.18)

avec v : I=IR une fonction absolument continue. Ceci veut dire que C' varie de
fagon absolument continue. Nous allons commencer par établir un résultat
gui permet d’obtenir des solutions approchées pour le probleme (PRPR1)
sous certaines considérations.

Théoreme 2.4 Supposons que C' est absolument continu et a valeurs uni-
formément vr-proz-réguliéres pour chaque t € I := [0,T]. Soit ' : I x Co=H
une multifonction d valeurs converes compactes dans H tel que F(t,) est
s.c.s sur Co pour tout t fixé dans I et F(-, @) admet une sélection mesurable
dans I pour chaque ¢ fixé dans Cy. Si F(t,) C B Y(t,p) € I x Cy, pour
un certamn | > 0 ; alors, pour chaque ¢ € Cy avec p(0) € C'(0) et pour chaque
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n suffiseinment large il existe une application continue u, : [-7,7) — H
satisfaisont les propriétés suivantes :

1) —di,(t) € N(‘?w”{m(?:.,,(H"(t')))-! Flpa(t), T (pu())uy), p. p. surl, o
Oy o L — T avec 0,(t) — t et p,(t) — t pour tout t € 1.

2) i (O < (T4 1)(0(t) + 1),  p.p. dans 1.

Prevwve. On suivera la méme demarche que dans le cas Lipschitz, il suffit de
montrer le résultat pour une multifonction F' globallement s.c.s sur I x Cg,
puis on procédera par approximation pour le cas ot F(f, ) est s.c.s sur Cy
pour chaque { fixé dans [ et F(-, ) admet une sélection mesurable dans [
pour chaque ¢ fixé dans Cy.

Premierement, observons que (2.17) assure pour ¢ < {'

r!

[de () — dowy ()] < [ lo(s)lds. (2.19)

on pent supposer (en remplacant © par |9] s'il le faut) que ©(t) > 0,V € 1.

On construit via discretization la suite recherchée d’applications continues

{1y}, dans Cop.
Powr chaque n € IN| considérons la partition suivante de [ :

ir |
b = ;— (0<i<2m) (2.20)

et
Jrn,r ::]!”J‘!f?.z} ]] g1 0 S i S 2‘.!3. ~1.

[Posons

T bt _ 5
b = 277 g= ./;,,,; 1,(5)(19 e & = 021%]22:{!-% 1 rn.i}- (2-21)

Puisque, €, — 0, on peut fixer ng > 1 salisfaisant pour tout n > ng

r . r
21[6,, < m QE-” < 'H'M'rl{l, m} (222)

Premierement, on pose u,(s) := @(s), pour tout s € [—7,0] et pour tout

n Z" "p-
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Pour chaque n > ng, définissons par induction :
un(f'n,ﬂ-l) = Upgyl = PT'OjC{tn‘.-.H)(un,i - f-’:'.rr.f(](f'n,i! T(iu,i)unn: (223)

ott fo(tni, 7 (L, )tt,) est I'élément de norme minimale de F(tn:, 7 (tni)un),
c.a.d,

Wfoltn, T (tni)un)ll = min{|ly]l : y € Fltns, T(tni)un)} <1 (2.24)

ef.

T (tni)un = (tn )t ;-
Cette construction est possible en dépit de la nonconvexité des images de C.
En effet, pour chaque n > ng on a

. T
“}'C'[ﬁ,lllﬂ )(uu.i - Hn.hi(!-n,i-, T{tn,i)un.)) g f;u"n + ?-'(r-n.-i HJ == ’”{iu‘ij S (!f + I)Erf. S E

et done comme C est a valeurs uniformément r-prox -régulieres, de la Propo-
sition 1.2 il existe un point ;41 = Projo, ) (i = tnfo(tns, T (thi)tn)),
pour tout n > ng. Notons que de (2.19) et (2.23) on déduit pour chaque
D<g<2"

““'n.,i-H — ("'-"-'n,i == Jf-'!'?lffl(r'?'l,ia T(tn,i)un))l[ < Z;..‘." +€ni < U + l) (;u-n +‘5n,t')- (225)
Par construction on a
Up i € C(tn,r)» Y0 <i< an (22[))

Pour chague n > ng, ces (uy:)o<ican et (foltni, T (tni)ttn))o<icon sont uti-
lisés pour construire deux applications wu, et f, de [ & H en prenant leurs
restrictions sur chaque intervalle I, ; comme suit

?"'I'T(O) = :”"[r; = ‘?‘7(0) 1 fn((}) = fn,ﬂ
et pour tout t € I,,; (0<i<2"), fult) := fni et
alt) —a (o ;
'U?,_(f-) = Uy + (i—f)__}:‘(__‘_)(un,x’-l-l — Uni + ,f-"-'?:.fu.i) i (f = f;n,i)fn.,i: (227)
ol fui = foltni T(tni)un) et a(t) :==v(t) 4+t ¥Vt € I. Ainsi pour chaque { et
' dans [, ; (0<i<2")ona

j a(t) — alt ;
'H.ﬂ(t ) — 'H,ﬂ_(f,) = M(Tf-?r,i+l — Up,g T J-"n.jn,i) - (f"’ - t)frm-
iy + Eni '
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Alors, en vertu de (2.25), si t,t' € I,; (0 <1 < 2") avec t < {/, on obtient

ltn (1) —wn ()] < (I4+1)(a(t) —a(t))+1(t'—t) < (204 1)(a(t')—a(t)), (2.28)
el, par addition ceci veste vrai pour tout £,1" € I avec t < [’. Cette inégalité
entraine que u, est absolument continue.

Revenant a la définition de w,, dans (2.27), on observe que pour 0 < i < 2"
alt)

M—_Hﬁ(aan,m — Ui + Pnfni) — foi PP tout L € I,;.
1n T Cng

ll) =
Alors on obtient, en vertu de (2.25), pour presque tout ¢ € [/
i () + fulO)l] < (T4 1)(0(t) + 1), (2.29)
ce (ui prouve la partie 2) du théoréme.
Maintenant, soient 6, p, définies de [ vers I par 6,(0) =0, p,(0) =0, et
G (t) =dnitts Palt) =% 8t L E Ly (05d 2 2%, (2.30)

Alors, de (2.23), la construction des w, et f,, ainsi que des propriétés des
cOLes normaux proximaux aux sous ensembles, on obtient peur presque tout
el
Falt) € F(pu(t), T (pn(t) un) (2.31)
ef
Uy (t) + fu(t) € NC‘ (0n (L)) (tn (On( )) (2.32)

Ces dernieres inclusions assurent la partie 1) du théoréme, ce qui acheve la
démonstration.

A présent, nous pouvons établir 'existence de solution pour le probleme
(PRPRI) sous deux hypotheses différentes.

Théoreme 2.5 Supposons les hypothéses du Théoréme 2.4 satisfaites. Si
C/(1) est fortement compact pour chaque { € I ; alors pour chaque @ € Cy avec
p(0) € C(0), o existe une application continue w : [—7,T| — H, absolument
continue sur I et satisfaisant :

u(t) € —f\’é_:'{”(u(.f)) + F(t,u) p.p. sur I;

W) € C(t),  Viel (PRPR1)
u(s) = 7(0)u(s) = p(s), Vs € [-,0];
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et
la(t)] < (+1)(@@#)+1)  pp. sur I

Preuve. Soit ¢ € Cy avec ¢(0) € C(0). En vertu du Théoréme 2.4, il existe
une suite d'applications continues {u, } possédant les propriétés 1) et 2). Soit
1o € IN salisfaisant (2.22), alors pour tout n > ny et tout £ € I on a

A(un(t),C1) < Jtn(t) = un ()] + H(Ctn,), C(L))

AN

(2L + 1)(a(t) — a(tns) + v(t) — v(tn)

< (204 1)(eni + pn) + €0 < 201+ 1€y, (2.33)

C'(t) étant fortement compact et e, — 0, (2.33) implique que I'ensemble
{u,(t) : n > ng} est relativement fortement compact dans H pour tout
t € 1. D'ou, en utilisant le théoréme d’Arzela-Ascoli, on peut extraire une
sous suite de {u,}, toujours notée {un},, qui converge uniformément sur
[—7, T vers une fonction continue u qui vérifie clairement ug = ¢ sur [—7,0].
Maintenant en faisant tendre n vers +o0o, on obtient pour tout ¢ € [

u(t) € C(t). (2.34)

D’une part, il résulte de notre construction dans le Théoréme 2.4 que pour
tout L € [

H(C(0,(t),C(t)) < |v(0n(t)) —v(t)] < €, — 0, (2.35)
et par (2.22), (2.28), et la convergence uniforme de {u,}, vers u sur [ on
obtient

[l (0 (8)) = w(O)]] < [l (8 () = w(@n (O] + flu(Fn(t)) — u(t)]| — 0. (2.36)

En utilisant la méme technique dans [38] et les relations (2.22) et (2.28) on
oblient

n“_l;lcic T (pn(t))tin — T (t)uy|| =0 dans Cy.

Par conséquent, comme la convergence uniforme de w, vers u sur [—7, 7' im-
plique que 7 (t)u, converge uniformément vers 7 (¢)u sur [—7,0], on conclut
que

T(pn(t))tty — T(t)u=wu; dans Cy. (2.37)
D’antre part, de (2.28) et (2.31), (f,) et (#,) sont des suites bornées dans
LY(1, H,dt), alors par extraction de sous suites, on peut supposer que f,
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el ir, convergent faiblement dans L'(7, H,dt) vers des applications f et w
respectivement. Ainsi, pour tout t € [ on a

p(0) l_./: u(s)ds = u(l) = Jin (1) = (0)+ Jim ff 1y, (s)ds = @(0)+ / w(s)ds,

ce qui prouve que u est absolument continue et #(t) = w(f) pour presque
loul L € 1.

En utilisant, alors le lemme de Mazur (Théul‘i‘.nm 1.5), on obtient :
() - ﬂm{m )+ fie(t) A > n} p.p. onl.

Fixons un 1 dans / el un & dans H, la derniére relation donne
(a(t) + f(1),€) < lllf‘;ll])(h’;,( )+ fu(t), €
Par (2.29), (2.32), et la Proposition 1.1 on obtient pour presque tout t € [

(I (” N jn(’) € hr(i‘l.rj“{,r_))(”n(r;n(”)) M J(!)IB = apd(?(g“{,{))(1&,,_(0,1(1'))._

ow (1) = ({+ 1)((t) + 1). Par suite, en vertu de cette derniere inclusion et
de la remarque 1.1 de la Proposition 1.4 on obtient

(u(t) + f(1),6) < 6(t) lin sup o (=0 deo, 1) (un (04 (1)); €)
< O (=0"deg (ult)); 1)
Puisque 0" dey(u(t)) est convexe fermé, on obtient
Wt) + £(1) € ~60"deq(ult)) © —NEy(ut)),

ct alors

—u(t) € Ny (u(t)) + f(0),
puisque u(f) € C'(1). Finallement, de (2.37) et de la semi-continuité supérieure
globale de [ ainsi que de la convexité de ses valeurs, et avec les mémes
techniques utilisées précédement, on montre que

ft)e F(t, T(t)u) = Ft,w)  p.p. surl.

Ainsi, Uexistence est démontrée.

On obtient un résultat similaire, st on remplace I'hypotheése de compacité
sur O par une condition sur
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Théoréme 2.6 Supposons les hypothéses du Théoréme 2.4 satisfaites et sup-
posons F(t, o) C K C B pour chaque (t,p) € I x Cy, ot K est un ensemble
fortement compact dans H ; alors pour chaque ¢ € Cy avee p(0) € C(0), il
emste une application continue w : [—7, 7| — H telle que u est absolument
continue sur I et satisfait :

u(t) € =Ny (u(®) + F(t,w)  pp. sur I
u(t) € C(t), Vt € I;
u(s) = T(0)u(s) = ¢(s), Vs € [—1,0];

and
la(t)]] < (14 D(v(t) +1) p.p. sur I.

Preuve. Soit ¢ € Cy avec ¢(0) € C(0). Du Théoreme 2.4, il existe une suite
d’applications continues {u,} possédant les propriétés 1) et 2) du théoreme.
Soit ng € IN satisfaisant (2.22). Montrons que la suite (u,), vérifie la pro-
priété de Cauchy dans V'espace des applications continues C(I, H) muni de la
norme de la convergence uniforme. Fixons m,n € IN tels que m > n > ng et
fixons aussi £ € T avec t # by ; pouri=0,...,2m et ¢ # t,,; pour j =0,...,2"
Observous en vertu de (2.19), (2.21), et (2. 28} que

d{.?{\?,,(\!}}(”m (t)) = d(,'{ﬂ,,(t])(um(t)) - dC{HmU}) (T"Jm(ﬁm(t)))
%= v(0,(t)) — 1’(9-”1“)) + “"‘m((}m(tn — um(t)|l

Tt i(s)ds + (2L + D[ o(s)ds + (m(t) — 1)]
()"

1A

€ et De (2.38)

et donc, de (2.22) on a de, (1)) (wm(t)) < r. Posons 8(¢) := (14 1)a(t). Alors,
les relations (2.32) et (2. .38) et la Proposition 1.3 entrainent

Zé{t)

(T (1) + fn(f)- Uy (O (1)) — 1 (2 ””H alE)) ~ ”m({)ug + 5(")d(.-‘(9,1(t})(T"-m("-))

< 25“) [HH,;( h’.?:r(f)H g ”'”*n((;??( — (1 H}

r

-+ 5(1")(6” =+ (2f + ])(m)s

el ceci implique, en vertu de (2.21) et (2.28)

(1) + Fu(8), 080 1)) = () < 28 [ 0) = () + (21 4 D]
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De la méme maniére, on a aussi
(lwm(t)y u-'m.(t) o w'.rr({‘)) g 45(2‘f ¥ 1)(""}:1 + T?m.)

26(t)
5

, 2
+ {Hwn(;‘.) — Wi (D) + (M + 1) + (21 + 1)?;,,,_] .
[l résulte alors des deux derniéres inégalités que pour une certaine constante
positive o indépendante de m, n, et ¢, on a (noter que |jw, (¢)|| < IT+]l¢(0)||+

](,} v(s)ds)
o . _ a(t) 2
2(t (t) = W (t), W (t) — wa(t)) < ad(t) (9 + nm) + 8-?— lwm(t) — wa ()%

el done, pour des constantes positives et v indépendantes de m,n, et ¢

%(“wm(r') . wu(t)”g) S ﬁ(i(?f)]|ﬂ,'n1(ﬁ) — 'wn.(L)HZ - FY&'('{)(?}H + '??m)'

Comme ||10,,(0) — w,(0)]|* = 0, le lemme 1.2 entraine pour tout t € [

1w (t) — wa(I* < Y01 + Nm) fﬁr[&(s)exp(ﬁ .[ a(u)du))ds

et par suite, pour une certaine constante positive I indépendante de m,n,
et 1 on a
2 - ,
Hﬂ-’m(t) - wn(”“ < K+ ).

La propriété de Cauchy dans C([, H) de la suite (wy), = (u, + gn)n est
ainsi établie, par conséquent cette suite converge uniformément vers une ap-
plication w. On déduit que la suite (wu,), construite dans le Théoréme 2.4
converge uniformément vers u := w — ¢g. En suivant les mémes arguments
de la démonstration du Théoréme 2.5, on montre la conclusion du théoréme,
c.a.d. I'application limite u est continue sur [—7, T'], absolument continue sur
I et satisfait
u(t) € =NEgy(u(t) + F(t,w)  pp. sur I
u(t) € C(t), Vt e I;
w(s) = T(0)u(s) = p(s), Vs € [—7,0];

avee

le(®)] < (14 1)(o(t) + 1) p.p. sur I.
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Remarque 2.1 1. Les résultats de ce chapitre généralisent les résultats
obtenus dans [38, 40, 114]. Le Théoréme 2.5 étend celui donné dans [38]
au cas des multifonctions absolument continues a valeurs non convezes,
et le Théoréme 2.6 élargit le Théoréme 3.1 de [114] et le Théoréme 2.1
dans [40] obtenus en dumension finie. Notons que la démonstration ici
est complétement différente que celles données dans [40, 11]] et permet
d’obtenar le résultat en dimension infinie. Il est aussi iniéressant de
noter que les hypothéses prises sur F' sont différentes que celles dans
le Théoréme 2.1 de [40], ou I est supposée a compactes et satisfaisant
une condition de croissance linéaire alors que dans notre Théoréme
2.0, F' est contenue dans un ensemble compact; el que ce résultat reste
valable en remplagant les conditions sur F.

2. Les problémes avec retard sont souvent liés a la question de viabilité,
c’est a dire au probléme dinvariance d'un ensemble donné, du fait que
l'on cherche des solutions qui sotent vables dans cel ensemble. Dans
le cas du processus de rafle, ceci est assuré par la condition de vacuité
du céne u(t) € C(t). Dans la section suiwante, nous allons étudier
Umwvariance d'un ensemble "naturel” pour une inclusion différentielle
genérale.

2.4 Existence de solution viable.

Dans cette section, nous allons considérer seulement la perturbation F sur
laquelle est définie le retard et pour laquelle nous allons établir I'existence de
solutions viables ; il serait facile apres, en ajoutant le cone normal, de déduire
le résultat pour le (PRPR1) et méme pour le (PRPR2), ceci sera démontré
dans le Chapitre 3 pour le second ordre, et on se limitera ici A exposer la
méthode de démonstration, méthode de discrétisation, dans le cas simple de
la perturbation F' seulement. Celle ci consiste a ramener le probleme avec
retard & un probléeme sans retard et appliquer les résultats obtenus pour
ce cas. Soit done E un espace de Banach séparable, Cy = C([-7,T], E)
'espace des fonctions continues de [—7, 7] vers E, pour T' > 0 et I'inclusion
différentielle avec retard

(t) € F(t,xe) pp. te€[0,7]. (2.40)
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De la méme maniére, on a aussi
<1£Jm(“')t u’m(t) . wn(”)) S 4"5(21 + ])(”ﬂ + T?m-)

o 2_5?'(_2{”11}”(%‘) Iy U.’m(f-)” e (”]’1 ik nm) #+ (2": + ]')?}7"']2'

Il résulte alors des deux derniéres inégalités que pour une certaine constante
positive a indépendante de m, n, et ¢, on a (noter que |Jw, (¢)|| < IT+|l¢(0)||+
I 0(s)ds)

2<'&"'ﬂn(t_) = ':."},]('JEJ.?.Um(f-) - wv;(l")} < &(5(1-)(?},.4 + ??m) + Bég_)”wm(é) - wﬂ(tJ“E‘-

et done, pour des constantes positives [ et v indépendantes de m,n, et ¢

9 (usn(6) — wn()1) < Bt (£) = w0 ()1 + 7)o+ 1)

Comme ||10,,(0) — w,(0)]|* = 0, le lemme 1.2 entraine pour tout t € [

[wm(t) — wa(ON? < Y0 + 1m) /ﬂf[d(s)exp(,(ff /: alw)du)]ds

et par suite, pour une certaine constante positive I\’ indépendante de m,n,

et f on a
[l (t) — -'u.i,,_(i";)H2 < K(my + Nm)-

La propriété de Cauchy dans C(I, H) de la suite (wy)p = (uy + gn)n est
ainsi établie, par conséquent cette suite converge uniformément vers une ap-
plication w. On déduit que la suite (u,), construite dans le Théoreme 2.4
converge uniformément vers v := w — ¢g. En suivant les mémes arguments
de la démonstration du Théoreéme 2.5, on montre la conelusion du théoréme,
c.a.d. I'application limite u est continue sur [—, 7], absolument continue sur
I et satisfait

u(t) € —N}?(E)(u(t)) + F(t,uy) p.p. sur I;

u(t) € C(t), Vit € I,

w(s) = T(0)u(s) = p(s), Vs € [-r,0];

avec

la(@)| < (1+ D)(v(t) + 1) p.p. sur 1.
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Remarque 2.1 1. Les résultals de ce chapitre généralisent les résultats
obtenus dans [38, 40, 114]. Le Théoréme 2.5 étend celui donné dans [38]
au cas des multifonctions absolument continues a valeurs non convezes,
et le Théoréme 2.6 élargit le Théoréme 3.1 de [114] et le Théoréme 2.1
dans [40] obtenus en dimension finte. Notons que la démonstration ici
est complétement différente que celles données dans [40, 114] et permet
d'obtenir le résultat en dimension infinie. Il est aussi intéressant de
noter que les hypothéses prises sur I' sont différentes que celles dans
le Théoréme 2.1 de [40], ou F est supposée a compactes et satisfaisant
une condition de croissance linéaire alors que dans notre Théoréme
2.0, F est contenue dans un ensemble compact ; et que ce résultat reste
valable en remplagant les conditions sur F.

2. Les problemes avec retard sont souvent liés a la question de viabililé,
c’est a dire au probléme d'invariance d’un ensemble donné, du fail que
l'on cherche des solutions qui sotent viables dans cel ensemble. Dans
le cas du processus de rafle, ceci est assuré par la condition de vacuité
du come u(t) € C(t). Dans la section swwante, nous allons étudier
Uinvariance d'un ensemble "naturel” pour une inclusion différentielle
geénérale.

2.4 Existence de solution viable.

Dans cette section, nous allons considérer seulement la perturbation F sur
laquelle est définie le retard et pour laquelle nous allons établir I'existence de
solutions viables ; il serail facile apres, en ajoutant le cone normal, de déduire
le résultat pour le (PRPR1) et méme pour le (PRPR2), ceci sera démontré
dans le Chapitre 3 pour le second ordre, et on se limitera ici a exposer la
méthode de démonstration, méthode de discrétisation, dans le cas simple de
la perturbation IV seulement. Celle ¢i consiste a ramener le probleme avec
retard & un probleme sans retard et appliquer les résultats obtenus pour
ce cas. Soit donc E un espace de Banach séparable, Cy := C([-7,T|, F)
I'espace des fonctions continues de [—7, 7] vers £, pour T > 0 et I'inclusion
différentielle avec retard

x(t) e F(t,x,) pp. tel0,T1]. (2.40)
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ou pour tout x € Cp et t € [0, 7], on définit la fonction z, € Cy par
z,(s) =T(t)x(s) =z(t+s) Vse[-70]

et la multifonction F' définie sur [0,7] x Cy & valeurs non vides convexes
compactes dans E.

L’existence de solutions viables pour de tels problemes a été étudiée par de
nombreux auteurs ( 9], [33], [52], [62], [63], [73], [80], [112], [122]). Nous allons
montrer Vinvariance pour l'ensemble

Es = {p € Co,0(s) € D}. (2.41)

pour tout s fixé dans [—7,0], D étant un sous ensemble fermé convexe de
E. Rappelons d’abord le résultat suivant obtenu dans [39] pour le probleme
sans retard

Théoréme 2.7 Soit D un ensemble non vide fermé convexe de E, F :
[0,T] x D — ck(E) une multifonction satisfaisant :
(1) I est 7,\(I) @ B(D)-mesurable,
(1) Pour tout t firé dans [0,T], F(t,.) est scalairement s.c.s sur D,
(tiz) 1l existe un ensemble équilibré K € ck(E) tel que pour tout (t,z) €
(0,T] x D,
F(t,z) c (1+|z|) K,

(iv) F(t,2) NTp(x) #0, V(t,z)e[0,T]x D,
Alors, pour chaque zy € D, il existe une fonction absolument continue x :

(0,T] — B, vérifiant :

z () € F(t,z(t)) pp. sur [0,7]
x(t)e D vt € [0,7] (2.42)
z(0) = mo

Enongons maintenant notre résultat concernant I'existence de solutions viables
pour F.

Théoréme 2.8 Soit s fité dans [—-7,0], D un ensemble non vide fermé
conveze de E, F :[0,T) x Cy — ck(E) telle que :

(1) F est m)\(I) ® B(E,)-mesurable ;

(11) Pour tout t fizé dans [0,T], F(t,.) est s.c.s sur E;
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(112) Il existe un ensemble équalibré K € ck(E) tel que pour tout (t,0) €
(0,T] x E,
F(t,0) c (1+6(0)]]) K;
(iv) F(1,0) N Tpo(0) £ 0, Y(t,60) € [0,T] x Ei;
Alors, pour chaque @y € D, il existe une fonction continue ° : [-7,T] — E,
absolument continue sur (0,7 vérifiant :

()€ F(t, T(t —s)x*) pp. sur [0,T]
5(t)e D Viel0,T)] (2.43)
z5(1) = po(t) Vit e [-7,0]

Preuve. Soit (P,,) une subdivision de [0, 7] définie par :

i ;
P, :{f,;‘ :TQ? 1:0.1_..,2”}
Sans perdre la généralité, on peut prendre 7' = 1. Soit x € D, définissons la

fonction ff : [—7,t}] — E par :

wol(u) u € [—7,3]
fi(u) =< wo(s) + =2 (x — wols)) we s, s+ 17 (2.44)
% u € [s+ 17, t]]
et T(t7) : Cip — Co par
T () = fflu+t])  we|[-70]. (2.45)

Par construction, on a f{ € Cp et T(1})ff(s) = v € D, done T(1}) [T €
Iy C Cy. De plus la fonction x +— 7 (t}) f{ est 1-Lipschitz, en effet

N7 =T = sup I/ (uw+€7) = f(u+87)]

—~TEuLs

U+ f,Tll — &
= sup L% il = — 4
sty EirrSsH -n f‘| |; j”

Définissons maintenant la multifonction S} : [0,#]] x D — ck(F) par :
Stlt,z) = P, T Vitx) € [0 ¥ B. (2.46)

Puisque I est mesurable et z — T'(#1") /I est 1-Lipschitz, S est donc globa-

1 1)1 1

lement mesurable. De plus, S7(t,.) est semi continue supérieurement sur D
1
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puisque F'(t,.) l'est sur B, Vt € [0,T]. La condition (iii) donne pour tout
t€[0,t] et x € D,

St(t, ) = F(, TN < A+ 10D K = (14 |lz]) K
et
Si(t, ) NTp(x) = F(6,TY)/T) N To(T (A7) /1(0)) # 0

Par conséquent ST vérifie les hypotheses du Théoréme 2.7, d’olt pour tout
o € D il existe une application absolument continue z7 de [0,¢}] vers E
telle que

#y(t) € S7(t, 2} fi)) pp sur  [0,7]

mn(f') = ©o ( ) + {n ( )t’.f?!» YVt e [[}, f?]

() eD  vieo,q) (2.47)
z7(0) = @o(0)

x} est donc une solution viable dans D de #7(t) € F(t, T (t})f, ‘()) presque
partout dans [0, t}].
Posons :

s eolt) for t € [—7,0] ;
zo(t)= ;
Jf';n_( J { J:'i]ff) f()'?‘ t E [0‘3”]1] (2 48)

Alors, @, @ [=7, 1] — E, 3, € Cip, o est absolument continue dans [0, ¢}],
et 3 (f) € D. Par induction, on définit l’dpplicatinn xf i [-T, i) > B, 25 €

Cip, x;, est absolument continue dans (0,¢}]. z5(t) € D telle que
(p{_](ﬂ) Yi & [—T, U]
xy (¢ Vi e [0, 4]
n=q 4 0.4 (2.49)

) Ve[,

et
:&:;‘; (t) € F(!‘ T(t :'f)ff‘m) p.p  sur [i;: 1,fﬂ
o () = oo (o) + f o (wdu Ve [t 1] (2.50)
z (r)c D vt € [t I,r;j]

et construisons une solution sur [1.';;‘ 44 1] :
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Pour tout x € D, définissons les fonctions fi,; : [ k-+1] — B, T(th,1):

Cip,, — Co, et la multifonction Sp,, [f.}j, .EH] x D — ck(F) comme suit :

zp(u — s) u € [—7, 1} + 5]
[ = { ma) + S — i) we [+, +s] (@25
T ue [tEH + 8, s
() fipi(w) = fep (w4 82,4). (2.52)
Sk (b} = Fll T ) e (2.53)

Alors S}y, vérifie les hypotheses du Théoréme 2.7, par conséquent il existe

une lonection absolument continue 7, : [t” l‘H] — I/ telle que

ey (1) € S (4 2t ( f) p.p sur [5” E+1]
7!\-}—!(!) =1 (fn) + fi” RR.-H (TL)dU Vi € [ k E+l] (254)
) €D VEE [ 1]

T (1) = 5 (17)

Posons 25 (1) = a}l,, (t) sur [f" R, 1] et pourt € [rn f?H[ On(t) =17, 6,(t) =

ty, 0.(T) =T. Alors, x;, est continue sur [—7, T, absolument continue sur

[0, 77 et satisfait

i, (1) € F(t, T (6n(t ))1” @) pp sur [0,7]

28 (1) = ©o(0) + [ 22 (u)du Vt € [0,T] (2.55)
() eD Vie0,T) =
x5 (1) = wo(t) Vit € [—7,0]

olt pour tout ¢ € [0,T], f&") € Cy,

. 28 (u —5) w € [—7,0,(t) + 5]
FO) = § a3(0n(0) + =201 (1) — 2(O(0) 1 € 0ult) + 5,8alt) + ]
i €3 u € [0y( ) + 8,0, (t)]
(2.56)

Montrons que la suite (z2), converge uniformément vers une fonction abso-
Inment. continue sur [0, 7]. Nous avons pour presque tout ¢ € [0, T

i5(t) € F(t, T (6a(6)f240) € (1+ 1T @) 2O (s)])) K
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Puisque K est compact, il existe un nombre strictement positif M tel que
F(t, T(8a(t) f7+) < (1 + a5 ()]) M

Comme z$ est absolument continue sur [0, 7] alors
t
l23(6) = woOll < [ M1+ 23 1)

7301 < o )l + MT + M [*flzgwlldu Ve € 0,71
[n appliquant I'inégalité de Gronwall (Lemme 1.2), on obtient
le2 Ol < (leo(O)]l + MT) exp™”
et alors pour presque tout t € [0, T
iy (1) € (6, T(0(0)) /i) € (1+e) K (2.57)

avec e = (|l@o(0)]] + MT) expM” . K etant convexe compact, de (2.57) (),
est relativement compacte dans L} ([0,T]), on peut done extraire une sous
suite, toujours notée (&), qui converge o (L', L>) vers une fonction y° € L.
De plus, puisque () est absolument continue sur [0, 7], de (2.57) on a

| 2n (O < (1+e) M

ainsi la suite est equicontinue, en appliquant le théoréme d'Arzela-Ascoli
(Théoreme 1.1)(z;) converge uniformément sur [0, 7] vers 2% avec

T

i
(1) = @o(0) + / vy (u)du Vi e [0,T]
Jo
et puisque D est fermé,
*(t)e D Vvtel0,T]

el
T(t—s)z* = (2°))=5 € By

Comme z}, = g sur [—7,0], on pose z° = ¢, sur [—7,0]. Pour compléter la
démonstration, il reste & montrer que pour presque tout t € [0, 7]

lim 7 (0, (t)f=%® = T(t — s)a*

N—0o
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dans 17,

|7 (6 () fT D —T(t — 8)a’|ls = sup ||fFO(u+6,(t)) — z(u+t — 3)|
—TEUSS
sup  IfEO (utd, (8) =2 (utt—s)|| =  sup  [|2d (w6, (1) —s)—2° (utt—s)| <
—Tgn*_f_‘s—.a—],r —T*Cu(s—zT

< osup {lay (w0, (1) —s) =2 (utd, (1) — ) ||+ ||z (ut-0, (1) —s)—2° (u-t+t—3s) || }

-7 »-.w—_JL,

el

sup || (u+6,(1) — 2 (u+ 1t — 5)|| =

5 % <UL

w4 0, (1) — O, () —
2—11

= s [al(6a(t)+ % (w3(t) = a3(0n(1) — 2 (ut =)

.*:—ZL,,CTJ(G
s A T“r h S
< sup lzn(®) -2 (u+t=-s)|+ sup ||———(z;
.¢~-_—1,7§u§s —-1;-,-§u—-s§[} 2
Commie limy, o0 8, (1) = limy, .00 0, (1) = 1, 2* et 3, sont continues, on conclut
que T (6, (t) fr=®) wnvmge vers 7 (1 — s)x®. En appliquant le Théoréme 1.3

on obtient (2.43), ie. x* satisfait
w* (1) € F(t,T(t —s)z°) pp. sur [0,T]
*(tye D Vte[0,T)]
z5(t) = po(t) Vte|[-7,0]

Remarque 2.2 Dans le cas d'une contrainte variable (D = (1)), T une
multifonction de graphe fermé G, il suffit de remplacer la condition tangen-
tielle (iv), ceci a été obtenu par [9] pour le probléme sans retard comme suit

(i) Vi € [0,T[,¥a € [(t),Ve > 0,3(te,2.) € G

0<t,—t<e,

—}L € F(t,z) 4+ eBg

il

Définissons pour tout t € [0,T] et s € [—7,0] l'ensemble Hy(t) = {o €
Co,(s) € T'(1)}, on peut dédure le résultat suivant

Théoreme 2.9 Soit I' : [0,T] — f(E) une multifonction de graphe fermé,
F:0,T] x |g — ck(E) vérifiant
(1) I est semi-continue supérieurement sur [0,T) x H(t),
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(i1) 1l existe un ensemble équilibré K € ck(E) tel que
F(t o) C (L4 llo(s)l) K5 V(t.p) € [0,T] x H(t)

(i12) Yt € [0,T[, Vo € Hy(t),Ve > 0,3(t., ¢.) € gr(H,) tel que
Pe(s) — p(s)

0<t.—1<e,
fe =

e F(i,t{?) + elBg

Alors, pour tout @y € H,(0), il existe une fonction continue z° : [—7,T| — E,
absolument continue sur [0,T], telle que

*(t) e F(t, T(t —s)x®) pp. sur [0,T]
z:(t) e (t)  Vtel0,T)
z*(t) = o(t) Vt € [-7,0]



Chapitre 3

Résultats d’existence
concernant le processus de rafle
non convexe du second ordre
avec perturbations retardées

3.1 Introduction.

Dans la littérature, peu de résultats ont été obtenus concernant le pro-
cessus de rafle du second ordre. Dans le cas convexe, ce probleme, qui s’écrit

z(t) = 2° + [ u(s)ds, VteI;
u(t) € K(xz(t)), Vtel;
—u(t) € \1: y(u(t)) pp. tel

a été résolu par [30] et [31] en utilisant I'algorithme de rattrapage, et dans
[112] en utilisant un théoreme du point fixe et I'existence pour la rafle du
premier ordre. Ces résultats ont été généralisés pour le cas non convexe et
en utilisant la caractérisation des ensembles uniformément r-prox réguliers

par [14], ou de plus le probléeme avec perturbation a été aussi abordé; enfin
[12] a considéré un probleme du processus de rafle perturbé plus général avec
deux perturbations, 'une scalairement s.c.s a valeurs convexes et 'autre uni-
formément continue a valeurs non convexes.
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Le processus de rafle perturbé avec retard n'a été étudié jusqu’a présent que
par [54] dans le cas convexe, en dimension finie et avec perturbation non
convexe uniformément continue. Dans ce chapitre, nous allons étendre ces
résultats au cas non convexe , en exposant deux méthodes différentes pour
I'obtention de résultats d’existence pour le processus de rafle non convexe
du second ordre avec perturbation et avec retard. La premiére consiste a
utiliser un résultat d’existence du premier ordre (Théoréme 2.2, chap.2) et
des méthodes standards pour le théoreme du point fixe (Kakutani Iy Fan) ;
la, seconde requiere V'existence de solution pour le probleme du second ordre
sans retard el en dérive I'existence dans le cas avec retard via une technique
de discrétisation développée dans [32], [33].

3.2 Meéthode du point fixe

Soit £ un sous ensemble ouvert d'un espace de Hilbert séparable H.r €
J0, +oo], 7 > 0, et /&' : Q= H une multifonction & valeurs non vides fermées
uniformément r-prox régulieres vérifiant. :

H(K) : K est Lipschitzienne de rapport A > 0, et m = Supen| K (z)| < +0o0.

Et soit une perturbation F : IR x Cy=H multifonction & valeurs non vides
fermeées convexes compactes dans H vérifiant :

(i) F(t,.) est semi-continue supérieurement sur Cp, V¢ € IR,

H(EF) : (11) F est L(IR') @ B(Cy) -mesurable sur IRt x Cy
(zi) 3 > 0: |F(t, @) <!, V(t,p) € IR* x Cy

Rappellons d’abord le résulfat d’existence du premier ordre que nous allons
utiliser, considérons par exemple le Théoreme 2.2 du Chapitre 2 pour le cas
Lipschitz, le cas absolument continu se traite de la méme maniére.

Théoréme 3.1 Soit C' : I=H une multifonction telle que C(t) est un en-
semble uniformément r-proa-régulier, fortement compact pour chaque t €
I:=10,T] et Lipschitz-continue de rapport A > 0 ; et soit F : I x Co=tH une
multifonction a valeurs convexes compactes dans H tel que F(t,-) est s.c.s
sur Cy pour tout t fixé dans I, FF (-, 0) admet une sélection mesurable dans I
pour chaque @ fixé dans Cy et F\(t, @) C LB, V(t,p) € I xCy, pour un certain
-2 0
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alors pour chaque ¢ € Cq avec p(0) € C(0), il eviste une application
continue v : [—=7,T| — H telle que u soit Lipschitzienne sur I de rapport
20 + A\ et satisfait :
u(t) € N‘L ww(®) + Ft,uw) pp. surl;
u(t) € C(1), vt € I, (PRPR1)
u(s) = ( Ju(s) = e(s), Vs € [-7,0]

Enoncons maintenant le premier résultat d’existence de solution Lipschit-
zienne pour le processus de rafle non convexe avec perturbation retardée du
second ordre que nous notons (PRPR2)

Théoréme 3.2 Supposons les multifonctions K et F' vérifiant les conditions
H(I) et H(F), alors pour tout 2° € Qu° € K(2°) et ¢ € Cp avee v’ =
w(0) il existe T > 0, et deur applications continues = : [—1,T] — Q et
w: [=7,T] — Q Lipschitziennes sur I := [0,T] de rapports m et dm + 21
respectivement telles que :

z(t) = 2" + [fu(s)ds, Vi€ I;
T(0)u=1w, sur [-7,0]; :
u(t) € K(z(t)), Vtel, Rl
—u(t) € NEumu(t)) + F(t, T(t)u) pp. tel

En d'autres lermes

—#(t) € Ny (E(1) + F(t, T(1)2)  pp. te
Tz =¢, sur [-1,0]
@(t) € K(z(t)), Vtel.

Preuwve. Soit 2% € Q et T € IRy tels que 2° + mTIB C . Définissons
application différentiable ¢(t) := [ @(s)ds pout tout t € I, := [—7,0] et
posons

X ={xeCr:z=dsurl;z(t) =2+ / s)ds, sur [, ||2(t)| < mp.p. sur T}

¢
U:={u€lr:u=ypsurl;u(t)= u,n-+-/ w(s)ds, sur I, ||a(t)| < Am+20 p.p. sur I}.
0

Alors, le théoreme d’Arzela-Ascoli assure que X et U sont des ensembles
convexes compactes dans Cr, et & cause du choix de % et 7 on a

Vre X, =z(t)eQ, Viel.
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Il s’ensuit que pour tout x € X, la multifonction K ox : I=H est Lip-

schitzienne de rapport Am a valeurs non vides fermés bornées uniformément

r-prox-régulieres. Par suite, en utilisant le Théoreme 3.1, pour chaque x € X,

il existe une application intégrable f € L'(I, H) et une application continue
» : |=7,T| — H Lipschitzienne sur [0, 7] de rapport Am + 2! satisfaisant

Uz (t) € —f\"f:{‘r(,_})(uz(t)} + f(t), p.p.oon I;

ft) e F(t, T(Huy), pp.onl; (3.1)
uz(t) € K(z(t)), vt € I; '
T(0)u, = dans [—7,0].

Considérons la multifonction ¢ : XY=l telle que
P(z) = {u, € U : u, est une solution de (3.1)},

el montrons que son graphe gph(®) = {(z,u,) € X x U : u, € O(z)} est se-
quentiellement fermé dans X xU. Soit (x,, 1y ) une suite d’ elemz-,nt.s de gph(®)
convergeant uniformément vers (r,w) € X x U. Montrons que (r,w) € O(x).
De (3.1), il existe pour tout n € IN une application intégrable f, € L'(I, H)
satisfaisant :

tin € —NE(,. @y (walt)) + fult),  pp. sur I
fn(t) € F(t, T (un), p.p. sur {;
u”({) € K(z,(t)), Vtel;

T(0)u, =¢ dans [—7,0].

(3.2)

avec
[[t, ()| < Am -+ 21,

Ainsi, puisque u,(t) € K (z,(t)) C mIB, pour tout t € I, et tout n € IN, du

Théoreme 1.1, il existe une sous suite de (7,) encore notée (1,) telle que 1,

converge faiblement dans L'([, H) vers w et w(t) = ug + [¢ w(s)ds.

De plus, il est claire que si w € Cp, alors wy = T (t)w € Cy et Papplication
w +— wy est continue de Cr vers Cy. Par suite la convergence uniforme de 1,
vers w implique la convergence uniforme de 7 ({)u, vers 7 (t)w sur [—T,0].

Maintenant, nous allons montrer que w vérifie 3.1 c’est a dire w = u,. De
(3.2) on a pour presque tout ¢ dans [

_Uu( }+ fn( ) Nﬁ{m,.{t})(“n(ﬁ)) (3‘3)
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Puisque f,, est uniformément bornée dans L'(1, H), en prenant une suite ex-
(raite si necessaire, f,, converge faiblement dans L'(I, H) vers une application
. Bt comme F(t,.) est semi-continue supérieurement a valeurs compactes,
le corollaire 2.4.1 de [3] assure la semi-continuité supérieure de la fonction
support @ — o(f(1,¢),.) pour ¢ € Cy, on obtient alors pour chaque ¢ € H
et chaque t € 1

CIE) L) = lirlill(f,,,(:) <limsupo(F(t, T (t)u,),¢) < a(F(t, T(t)w), ().

mn

En tenant compte de la fermeture et la convexité de F'(t, 7 (t)w) on a
f(t) € F(t,T(t)w) (3.4)

De (3.2) encore, on a u,(t) € K(z,(t)),Vl € I. K étant Lipschitzienne, on a
digiay) (Ualt)) < Ala(t) — 2 (t)|| — 0, ainsi on obtient

w(t) € K(xz(t))
puisque 'ensemble K (x(f)) est fermé.

D’aulre part, nous avons :
I = 2n(t) + (O]l < A+ 3l =« (3.5)

c'est & dire —w,(t) + fu(t) € aiB, alors de (3.3) et la Proposition 1.1, on
obtient
1y (1) + fu(t) € addg g, uy(ua(t)) pp. sur I

A présent, comme (i, — f,) converge faiblement vers w — f dans L'(I, H),
le lemme de Mazur assure que pour presque tout f dans /

—w(t) + f(t) € m?"_’.'ﬁ{—-*{ak[i) + filt) : k> n}
Pour un tel ¢ dans [ et pour chaque p dans H, la derniére relation donne

(~@(t) + J(1), 1) < infsup(—in(t) + fu(t). 1)

k>n
et done en tenant compte de (3.3), on obtient

(—w(t)+[(t),p) < lim:;i_lp o (a0 di(enpyn(ua(?)), ) < a(@dP dieaey (w(t)), 1)
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cque la multifonction A4 admet un point fixe, c’est a dire qu'il existe z € A
tel que = € A(x) et donc

e € —Nig( @ty (Ua(8)) + f(2),  pp. swr I
j( ) e F(t,T(t)ug), pp. surl;
) € I\( (1)), Vitel
T(D)ul = dans [-7,0];
xr(t) = [ ug(s)ds, Vtel,

En d’autres termes

—i(t) € Nfuy(@(t) + F(t, T()z)  pp. tE
T(0)z =, sur [—7,0];
i(l) € K(z(t)), Ytel.

Ceci complete la démonstration.

Remarque 3.1 1. On obtient des résultats similaires pour des solutions ab-
solument continues en utilisant les résultats correspondants du premier ordre
(Théoreémes 2.5 et 2.6).

2. Dans le cas ou la perturbation ne dépend pas de la troisiéme variable,
ie. de la forme FP(t, T (t)x), on peut combiner les techniques que nous avons
utelisé 1ci et la démonstration du Théoréme (1.1) dans [54] pour obtenir un
résultal d’existence pour le processus de rafle non convere du second ordre
avee des perturbations convexes et non convezes,

3. Dans le cas ou la perturbation dépend des trois variables, c¢'est a dire
de la forme F(t,T(t)x,T(t)&), nous allons présenter dans ce qui suit une
méthode différente pour Uoblention d'un résultat d’'emstence.
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3.3 Méthode de discrétisation

Soient  €]0, 00|, 25 € H,up € K(z), Vo un voisinage ouvert de z, dans
H, ¢ > 0 tels que zy + CIB C Vy, et soit K : el(Vy)=H une multifonction
Lipschitzienne de rapport A > 0 a valeurs non vides fermées uniformément
r-prox-reguliéres dans H.

Commengons par établir un résultat d’existence pour le cas d’une perturba-
tion F': [0,00[x H x H=H sans retard et dépendant de t,x, et &. Nous utili-
serons ensuite une technique développée dans [32],[33],[60],[112] qui discrétise
I'intervalle du temps et ramene le proble- me considéré dans chaque sous in-
tervalle & un probleme sans retard et appliquer le théoréme suivant.

Remarquons que dans (8], ce résultat d'existence (sans retard) est démontré
pour un probleme plus général avec une deuxieéme perturbation : Z(f) €
Ny (2()) + £, 2(1), £(t)) + G(¢, 7, ).

Théoréme 3.3 Supposons que :

(1)- Yz € cl(WV), K(z) € Ky C UB,K; est un ensemble conveze compact
dans H, et | > 0;

(it)- F : [0, 00{x Hx H=H est scalairement semi-continue supérieurement
sur [0, %] x gph(I) a valeurs non vides convezes faiblement compactes;

(i) F'(t,x,u) C o(1 + ||z| + ||u])B.Y(t,z,u) € [0, %] X gph(K).
Alors, pour chaque T €]0, ‘ﬂ, il existe une application Lipschitzienne x : I =
[D.T] —7 L‘-I(V{}) telle que

#(t) € =Ny (@(t)) + F(t, 2(t), 2(t)), p.p. sur I
x(t) € K(x(t)), Vtel;
x(0) = zq, ©(0) = uy,

- Nzl <Ljlg@®)) <A +2(0+a+1)p pp surl.

Preuve. La démonstration se fait en trois étapes.
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Etape 1. Construction de suites approzimaentes :

Soit. T' €]0,%) et posons [ = [0,T] et K := I x alB x LIB. Alors, de

Phypothese (iii), on a
|F@ zw)| < pr(Q+ 2]l + lu)) < (1 +a+l) = (3.7)

pour tout (¢, z,u) € KN (I x gphI) notons que K N (I x gphK) # 0 puisque
(0, ug) € (@B x UIB) N gphK. Soit €, = 77,(n = 1,2,...) et rappellons le
lemme suivant démontré dans [58] qui nous permet de partitionner 'intervalle
de Ia fagon suivante

Lemme 3.1 Soient (X,dy) et (Y,dy) deuz espaces métriques et h : X —
Y une applicalion uniformément continue. Alors pour toute suite (€,)n>1
de nombres positifs, il existe une suite strictement décroissante de nombres
positifs (e,)u>1 conve ;'gf‘rmt vers O telle que

1- pour tout n > 2, --«—1— et ===t sont des entiers > 2 :

2- pour tout n > 1, et tout ? L2y € X, ona

dx(x1,22) < ey = dy(h(zy), h(zs)) < €.

(Ceci est vrai dans notre cas pour 'application constante nulle, ie. en prenant
une perturbation G = {0}, voir preuve dans [58]).

Comime la suite e,, — 0%, on peut fixer un entier positif nq tel que

"
()‘; + ”)e‘nu s § (38)
Pour tout n > ny, considérons la partition de I donnée par
78
By=tai=18n 12=0, 1,00 lln = —. (3.9)

-1

Rappellons quelques propriétés importantes de la suite de partitions (7,),
utilisées dans la suite (voir [58]).

(Pry) P, C P41, pour tout n > ny;

(Pry) Pour chaque n > ng et pour chaque t,,; € P,\ P, il existe un unique
couple (m, ) d’entiers positifs dépendant de i,,;, tel que ng <m < n,t,; ne





