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Résumé 
 
 

Sur un probléme d'évolution non classique 
 
Le présent travail est consacré à l’étude d’un problème 

d’évolution non classique, combinant une condition aux limites 

du type Dirichlet avec une autre intégrale à borne variable. 

 

Les démonstrations sont basées sur des estimations à priori de 

l’opérateur engendré par le problème en question. 



 
 
 
 
 
 
 

Abstract 
  
 
 
 

The present work is devoted to the study of a certain class of 
nonlocal evolution problem, in which we combine the Dirichlet 
boundary condition with the integral boundary condition. 
 
 
The study is based  on a priori estimates  of operator generated 
by the considered probems. 

 
 
 
 
  



 
 
 
 
 

 ملخص
 
 
 

ائل تقدیریة بطرق غیر تقلیدیة تحت دراسة مسإلىالعمل یتطرق ھذا   
 

ات نھایة حدیة متغیرةدیة من نوع دریكلي واخرى تكاملیة ذشروط ح  
 

  نعتمد على تقدیراتفإنناالك ھن عن وحدانیة الحل وللبرھان على ذنبر
 

لة المطروحةاقبلیة للمس  
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0.1 Introduction

Di¤érents problèmes rencontrés en théorie de la conduction thermique. [4, 6,15,16],

en thermoélasticité et en physique des plasmas [24], peuventêtre ramenés à des

problèmes aux limites avec conditions integrales .de tels problemes ont été étudiés

dans [1-7, 9,16-18, 28], pour les équations paraboliques, dans [27, 36], pour les

équations hyperboliques et dans [10,11], pour les équations du type mixte. La méthode

utilisée dans [2, 3, 9-11, 18], est celle des inégalités énergetiques, le but de ce travail

est l�extension de cette méthode aux équations paraboliques combinant une condition

aux limites en deux points avec une autre du type integrale. Di¤erents problèmes

aux limites pour équations d�ordre impair en temps ont été étudiés par

di¤erentes methodes dans [3, 8, 11, 19-22, 28, 29,],. La méthode des inégalités de

l�énergie appelée aussi méthode d�analyse fonctionnelle trouve son origine dans

les travaux de I.G.petrovsky [20], utilisée dans la résoulution du problème de Cauchy

lié aux équationsdu type hyperbolique. Par la suite des dévloppements importants de

la méthode sont dusà J.Leray [24], et L.Garding [19].

La méthode a été également utilisée et developée dansles travaux

de O.A.Ladyzenskaja [18], A.A.Dezin [12], K. Friedrichs [13], et N.Yurchuk

[26, 27,28 ], on peut egalement citer les travaux de F .Rebbani et V.I. Chesalyn

[22, 23],. Le schéma de la méthode a été donné pour la première fois par

A.A.Dezin [12], etpeut être résumé comme suit :

Tout d�abord on écrit le problème posé (P) sous forme d�une équation opérationnelle

Lu = f; u 2 D(L)
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où l�opérateur L est considéré de l�espace de banach E dans l�espace de Hilbert F

convenablement choisis.

Après on établit les estimations a priori pour l�opérateur L et on montre

la densité del�ensemble des valeurs de cet opérateur dans F .

Si on convient d�appeler solution généralisée du problème (P) toute fonction véri�ant :

Lu = f

alors pour avoir l�existence de la solution généralisée il est nécessaire et su¢ sant

qu�on établisse la densité de R(L) dans F . L�unicité est assurée par l�inégalité de

l�énergie. Le présent travail est considéré comme le prolongement des résultats obtenus

dans [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 16, 17 ], pour les équations paraboliques dans

[10, 11], pour les équations du type mixte.

La méthode des estimations à priori est une méthode e¢ cace pour l�étude de beaucoup

de problémes de la physique mathématique. Elle est fondée sur un support théorique

solide et développée dans un cadre abstrait élégant, mais dans l�application de cette

méthode on trouve des di¢ cultés parmi lesquelles nous citons :

1. Le choix de l�espace des solutions.

2. Le choix du multiplicateur.

3.le choix de l�opérateur de régularisation

Les questions sont tellement variées et récentes, que l�élaboration d�une théorie géné-

rale

est encore prématurée. Chaque probléme nécessite une étude spéciale, d�où l�actualité

du thème.
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1 Chapitre I Notions Prèliminaires
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1.1 Notions Prèliminaires

Opèrateurs abstraits de règularisation

Soit H un espace de Hilbert et soit A un opèrateur dè�ni de D(A) � H avec

D(A) = H:

Dè�ntion 1 On dit que l�opérateur A est un opérateur dissipatif si RehAu; ui � 0

8 u 2 D(A):

Dè�nition 2 On dit que l�opérateur A est accretif si (�A) est un opérateur

dissipatif i.e.

RehAu; ui � 0 8u 2 D(A):

Proposition 1 [9] Soit A : D(A) � H ! H (D(A) = H) alors les propriètès

suivantes sont équivalentes :

- A est un opérateur dissipatif.

- k(A� �I)uk � Re� kuk ;8u 2 D(A) et pour tout � telle que Re� > 0:

-k(A� �I)uk � Re kuk ;8u 2 D(A) et pour tout � telle que � > 0:

Thèorème 1 [9] tout opérateur dissipatif admet un prolongement fermè, ce

prolongement est aussi un opérateur dissipatif.

Coroliaire 1 Un opèrateur dissipatif maximal est toujours fermè.

Thèorème 2 [9] tout opérateur dissipatif admet un prolongement maximal

dissipatif.

Proposition 2 Soit A : D(A) � H ! H
�
D(A) = H

�
un opérateur dissipatif,

alors les propriètès suivantes sont èquivalentes.

- A est opèrateur maximal dissipatif.

- Im(A� �I) = A pour un certain� telle que Re� > 0:
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- Im(A� �I) = H pour tout � telle que � > 0:

Thèorème 3 [9] Soit A : D(A) � H ! H (D(A) = H); alors les propriètès

suivantes sont équivalentes.

- A maximal dissipatif.

- A fermé,f� : Re� > 0g � �(A) et k(A� �I)�1k � (Re�)�1:

Tèorème 4 Soit A : D(A) � H ! H D(A) = H) un opèrateur dissipatif maximal,

alors

- A�1� 2 L(H):

- kA�1� k � 1:

- limA�1� u = u;pour tout u 2 H:

Dèmonstration. Soit � > 0 alors f� : � > 0g � �(A) donc (A� �I) est continu�

ment inversible d�ou (A� �I) existe,

borné et dé�ni sur H tout entier. Puisque 1
�
2 f� : � > 0g on déduit que

(A� 1
�
I) 2 L(H) mais (A� 1

�
) = �1

�
(I � �A) d�ou

(A� 1
�
I)�1 = ��(I � �A)�1;

on pose A�1� = (I � �A)�1; on dèduit que

A�1� 2 L(H)

et en utilisant le thèorème 2, on trouve que



(A� 1
�
I)�1



 � (1
�
)�1 = �

donc

kA�1� k � 1:

Supposons tout d�abord u 2 D(A); d�où
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kA�1� u� uk = k(I � �A)�1u� uk = k�(I � �A)�1Auk � � kAuk :

Ainsi par passage à la limite, on a

limA�1� u = u; pour tout u 2 D(A) et comme on a D(A) = H

alors limA�1� u = u; pour tout u 2 H:
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2 Chapitre II Problèmes Paraboliques Locaux

Ce chapitre est consacré à l�étude de deux classes de problèmes. L�un mixte parabo-

lique avec des conditions aux limites du type Newman, et l�autre parabolique abstrait.
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2.1 Problème Parabolique en deux Points

Dans le rectangle 
 = f(t; x):0 < t < T; 0 < x < 1g ou T <1

on considére l�èquation aux déerivés partielles

Lu = @u

@t
� @

2u

@x2
= f(x; t); (2.1)

A l�équation (2:1) on associe la condition initiale

lu = u(x; 0) = '(x) ; x 2 (0; 1); (2.2)

la condition de Dirichlet

u0(1; t) = u0(0; t) = 0 ; t 2 (0; t) : (2.3)

Pour l�étude du problème posé on a besoin des espaces fonctionnels suivants :

l�espace E de Banach des fonctions u 2 L2(
) véri�ant les conditons initiales et

Dirichlet :

kuk2E =
Z �

0

Z 1

0

�
@u

@x

�2
dxdt+ max

x2(0;t)

Z 1

0

u2(x; t)dx

et l�espace F de Hilbert composè des fonctions vectorielles z = (f; ') obtenu

comme completé de l�èspace L2(
)�W 2
2 (0; l) par rapport à la norme :

kFk2F =
Z �

0

Z 1

0

(Lu)2 dxdt+
Z 1

0

u2(x; 0)dx

lemme 1. Pour tout u 2 E on a l�éstimation suivante :

kuk2E � C kLuk
2
F (2.4)

Dèmonstration : on pose

Mu = 2u

En multipliant l�èquation (2:1) par Mu il devientZ �

0

Z 1

0

LuMudxdt = 2
Z �

0

Z 1

0

@u

@t
udxdt� 2

Z �

0

Z 1

0

@2u

@x2
udxdt (2.5)

en inéègrant le premier terme du membre droit par rapport à t de inégalité
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(2:5) on obtientZ �

0

Z 1

0

@u

@t
udxdt =

Z 1

0

u2(x; �)dx

��=t
�=0

�
Z �

0

Z 1

0

@u

@t
udxdt

d�où

2

Z �

0

Z 1

0

@u

@t
udxdt =

Z 1

0

u2(x; t)dx�
Z 1

0

u2(x; 0)dx (2.6)

en intégrant le deuxiéme terme de membre droit par rapport à x; on obtient

2

Z �

0

Z 1

0

@2u

@x2
udxdt = 2

Z �

0

@u

@x
udt

�x=1
x=0

� 2
Z �

0

Z 1

0

�
@u

@x

�2
dxdt

d�où

2

Z �

0

Z 1

0

@2u

@x2
udxdt = �2

Z �

0

Z 1

0

�
@u

@x

�2
dxdt (2.7)

en remplaçant les inégalitès (2:6) et (2:7) dans (2:5) il vient

Z �

0

Z 1

0

LuMudxdt+
Z 1

0

u2(x; 0)dx =

Z 1

0

u2(x; t)dx+ 2

Z �

0

Z 1

0

�
@u

@x

�2
dxdt (2.8)

en estimant le premier terme à gauche de cette égalité

on a

jLuMuj � jLuj jMuj

en utilisant l-" inégalité on obtientZ �

0

Z 1

0

LuMudxdt �
Z �

0

Z 1

0

(Lu)2 dxdt+
Z �

0

Z 1

0

(u)2 dxdt

En combinant cette inégalité avec l�inégalité (2:8) on obtient

Z 1

0

u2(x; t)dx+ 2

Z �

0

Z 1

0

�
@u

@x

�2
dxdt �

Z �

0

Z 1

0

(Lu)2 dxdt+
Z �

0

Z 1

0

(u)2 dxdt

+

Z 1

0

u2(x; 0)dx

en utilisant l�inégalité de Gronwall, il vient
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Z �

0

Z 1

0

�
@u

@x

�2
dxdt+ max

x2(0;x)

Z 1

0

u2(x; t)dx � C
� Z �

0

Z 1

0

(Lu)2 dxdt+
Z 1

0

u2(x; 0)dx

�

d�où le résultat (1:4):
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2.2 Problème parabolique abstrait

Soit H est un espace de Hilbert separable,et V un autre espace de Hilbert continu et

dense totalement dans H .

Soit A 2 L (V; V �) et considérons la forme quadratique

a (t; u; v) = � (A (t)u; v)

telle que a veri�e :

a est coercive

a (t; u; v) � a kuk2V � b kuk
2
H

où a et b deux constantes positives.

On considére le probleme suivant :

du

dt
= A(t)u+ f(t) (2.9)

u(0) = u0

Thèorème 5. soit H; V et A(t) veri�ant les conditions ci -dessus, où la fonction

f 2 L2((0; t); v�) et u0 2 H: Alors le problème (2:9) admet une unique solution

u 2 L2((0; T ); V ) \H1((0; T ); V �):

lemme 2. En supposant que u 2 L2((0; t); V ) \H1((0; t); V �) alors u 2 {([0; T ] ; H):

preuve :soit u 2 {1([0:T ] ; H) on obtient l�éstimation suivante :

ku(t)k2H = ku(t�)k
2 + 2

Z t

t�
(
@u

@s
; u(s))ds (2.10)

en choisissant t� et en estimant ku(t�)k2 par ku(t)k2

et (@u
@t
; u) par



@u
@t




V �
kukV , on obtient

ku(t)k2H �
1

T

Z T

0

ku(t)k2H dt+ 2
Z T

0





@u@t





V �
kukV dt (2.11)
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en utilisant l�inégalité Cauchy-Schwarz, on obtient

max
t2[0:T ]

ku(t)k2H �
1

T
kuk2L2((0;t);H) + 2 kukH1((0;t);v�)

kukL2((0;T );V ) (2.12)

:

soit u la solution. En utilisant (2:9)

on a

(
du

dt
; u) = (A(t)u; u) + (f(t); u);

en intégrant par parties cette forme de 0 a T on obtient :

Z T

0

(
du

dt
; u)dt =

Z T

0

(A(t)u; u)dt+

Z T

0

(f(t); u)dt;

1

2
(u; u)

�t=T
t=0

= �
Z T

0

a(t; u; u)dt+

Z T

0

(f(t); u)dt:

D�où
1

2
(ku(T )k2H � ku0k

2
H) +

Z T

0

a(t; u; u)dt =

Z T

0

(f; t)dt: (2.13)

En combinant (2:13) et la condition (2:9) on obtient

kukL2((0;t);V ) � C
�
kfkL2((0;t);V �) + ku0kH

�
: (2.14)

:

Ainsi le théorème est démontré.

2.3 Unicité de la solution

On a :
@2u

@t2
= A(t)

@u

@t
+
@A(t)

@t
u+

@f(t)

@t
(2.15)

@u

@t
(x; 0) = A(0)u0 + f(0)

on pose v = @u
@t
; on obtient

@v

@t
= A(t)v + (

@A(t)

@t
u+

@f(t)

@t
) (2.16)
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v(0) = A(0)u0 + f(0):

De nouveau en posant

z(t) = u0 +

Z t

0

v(�)d� (2.17)

on obtient

@z(t)

@t
= v

et

A(t)z(t) = A(t)u0 +

Z t

0

A(t)v(�)d�

=

Z t

0

A(�)v(�)d� +

Z t

0

(A(t)� A(�))v(t)d� + A(t)u0

= v(t)� v(0)� f(t) + f(0)�
Z t

0

@A(�)

@t
u(�)d�+

+

Z t

0

@A(�)

@t
z(�)d� � (A(t)� A(0))u0 + A(t)u0

= v(t)� f(t) +
Z t

0

@A(�)

@�
(z(�)� u(�))d�

et en posant ! = z � u il devient

@!

@t
= A(t)! �

Z t

0

@A(�)

@�
!(�)d� ; !(0) = 0 (2.18)

on a

(
@!

@t
; !) = (A(t)!; !)�

Z t

0

(
@A(�)

@�
!(�); !)d�

en intégrant cette forme par rapport a t on obtient

1

2
(!(t); !(t)) +

Z t

0

a(s; !(s); !(s)ds = �
Z t

0

�Z s

0

@A(�)

@�
!(�)d� ; !(s)

�
ds (2.19)

pour tout t 2 [0; T ] : Ainsi on obtient que ! = 0
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3 Chapitre III Problème mixte parabolique non lo-

cal combinant une condition aux limites en deux

points avec une autre intégrale.

Le but de ce chapitre est l�étude d�un problème aux limites parabolique combinant une

condition aux limites en deux points avec une autre intégrale. On établit une estimation

à priori pour la solution. La méthode est un certain développement de celle des inégalités

énergétiques adaptée à ce type de problèmes.
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3.1 Position du problème

Dans le rectangle 
 = f(t; x):0 < t < T; 0 < x < 1g; où T <1

on considère l�èquation aux dèrivès partielles

Lu =
@u

@t
� a(t)@

2u

@x2
= f(x; t): (3.1)

ou a(t) est une fonction bornèe et dèrivable sur l�intervalle

[0; T ] et veri�ant les conditions (H) suivantes :

0 < a0 < a(t) � a1;

0 < a2 �
@a(t)

@t
� a3.

A l�équation (3:1), on associe la condition initiale

lu = u(x; 0) = '(x) x 2 (0; 1): (3.2)

la condition aux limtes

u(1; t) = ku(0; t) t 2 (0; t) ; où k > 0: (3.3)

et la condition intégrale Z 1

0

u(x; t)dx = 0: (3.4)

3.2 Espaces fonctionnels

Pour l�étude du probleme posè on a besion des espace fonctionnels suivants :

l�espace E est l�espace de Banach des fonctions u 2 L2(
) véri�ant les conditions
(3:3) �(3:4)

et muni de la norme :
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kuk2E =

Z



�(x)

2

 ����@u@t
����2 + ����@2u@x2

����2
!
dxdt+ sup

0�t�T

Z 1

0

�(x)

2

����@u@x
����2 dxdt+

+ sup
0�t�T

Z 1p
k+1

0

juj2 dx+ sup
0�t�T

Z 1

1p
k+1

juj2 dx (3.5)

et l�éspace F est l�espace de Hilbert composé de fonctions véctorielles z = (f; ')

obtenu

comme complété de l�éspace L2(
)�W 2
2 (0; l)

par rapport à la norme :

kFk2F =
Z



�(x)

2
jf j2 dxdt+

Z 1

0

�(x)

2

����d'dx
����2 dx+ Z 1p

k+1

0

j'j2 dx+
Z 1

1p
k+1

j'j2 dx; (3.6)

où

�(x) =

�
kx2 0 < x � 1p

k+1
;

(1� x)2 1p
k+1

� x < 1:

Au problème (3:1)� (3:4) on associe l�opérateur L = (L; `) di�nit de E dans F

Dè�nition 3.- On appelle solution du problème(3:1)� (3:4) toute solution

du probleme de l�équation opérationnelle

Lu = F

Lemme 3.- pour u 2 E , on a

k

4

Z 1p
k+1

0

����|1@u@t
����2 dx+ 14

Z 1

1p
k+1

����|2@u@t
����2 dx � Z 1

0

�(x)

����@u@t
����2 dx:

Dèmonstration.- Partant de l�expression

Re

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)kx@u
@t
|1
@u

@t
dx =

k

2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)
����|1@u@t

����2 dx;
et en utilisant l�"� inègalité on a

17



exp(�ct)k
����x@u@t

���� ����|1@u@t
���� � exp(�ct)kx2 ����@u@t

����2+
+
k

4
exp(�ct)

����|1@u@t
����2 ;

d�où

k

4

Z 1p
k+1

0

����|1@u@t
����2 dx � Z 1p

k+1

0

kx2
����@u@t

����2 dx:
En partant de l�expression

Re

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)(1� x)@u
@t
|2
@u

@t
dx =

1

2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)
����|2@u@t

����2 dx;
et utilisant l�"�inégalité on a

exp(�ct)
����(1� x)@u@t

���� ����|2@u@t
���� � exp(�ct)(1� x)2 ����@u@t

����2+
+
1

4
exp(�ct)

����|2@u@t
����2 ;

d�où

1

4

Z 1

1p
k+1

����|2@u@t
����2 dx � Z 1

1p
k+1

(1� x)2
����@u@t

����2 dx:
Ainsi

k

4

Z 1p
k+1

0

����|1@u@t
����2 dx+ 14

Z 1

1p
k+1

����|2@u@t
����2 dx � Z 1

0

�(x)

����@u@t
����2 dx:

D�où la démonstration du lemme.

3.3 Estimation à priori bilatérale

Théoreme 6.- Pour toute fonction u 2 E on a l�éstimation à priori suivante :

kLukF � # kukE (3.7)

18



Où

# = max(2; a21; T ):

Dèmonstration .- De l�èquation (3:1) on a

Lu = @u

@t
� a(t)@

2u

@x2

d�où

jLuj2 =
����@u@t � a(t)@2u@x2

����2 � ����@u@t
����2 + ja(t)j2 ����@2u@x2

����2
en multipliant les deux membres de cette inégalitè a �(x) et intègrant sur 


on obtient

Z



�(x)

2
jLuj2 dxdt � 2

Z



�(x)

2

 ����@u@t
����2 + a21 ����@2u@x2

����2
!
dxdt: (3.8)

De la condition initiale (3:2) on aZ 1

0

�(x)

2

����d'dx
����2 dx � sup

0�t�T

Z 1

0

�(x)

2

����@u@x
����2 dx; (3.9)

Z 1p
k+1

0

j'j2 dx � sup
0�t�T

Z 1p
K+1

0

juj2 dx; (3.10)

Z 1

1p
k+1

j'j2 dx � sup
0�t�T

Z 1

1p
k+1

juj2 dx: (3.11)

En faisant la somme des inègalitès(3:8)� (3:9)� (3:10)� (3:11); on obtient

Z



�(x)

2
jLuj2 dxdt+

Z 1

0

�(x)

2

����d'dx
����2 dx+ Z 1p

k+1

0

j'j2 dx+
Z 1

1p
k+1

j'j2 dx �

� 2
Z



�(x)

2

 ����@u@t
����2 + a21 ����@2u@x2

����2
!
dxdt+ sup

0�t�T

Z 1

0

�(x)

2

����@udx
����2 dx+

+ sup
0�t�T

Z 1p
k+1

0

juj2 dx+ sup
0�t�T

Z 1

1p
k+1

juj2 dx: (3.12)

De cela on déduit que

Z



�(x)

2
jLuj2 dxdt+

Z 1

0

�(x)

2

����d'dx
����2 dx+ Z 1p

k+1

0

j'j2 dx+
Z 1

1p
k+1

j'j2 dx �
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� #
� Z




�(x)

2

 ����@u@t
����2 + ����@2u@x2

����2
!
dxdt+ sup

0�t�T

Z 1

0

�(x)

2

����@u@x
����2 dx+

+ sup
0�t�T

Z 1p
k+1

0

juj2 dx+ sup
0�t�T

Z 1

1p
k+1

juj2 dx
�
:

D�où le résultat (3.7).

Thèoreme 7.- pour toute fonction u 2 E ona l�estimation suivante :

kukE � � kLukF ; (3.13)

où

� =
exp cT max

�
33; (k+1)

2
a0

�
min( 7

16
;
a20
2
; (k+1)

2
a0)

;

avec la constante c vèri�ant

ca0 � a3: (3.14)

preuve : Posons

Mu =

�
kx2 @u

@t
+ 2kx|1

@u
@t

0 < x � 1p
k+1
;

(1� x)2 @u
@t
+ 2(1� x)|2 @u@t

1p
k+1

� x < 1:

où

|1u =

Z 1p
k+1

x

u(�; t)d�;

|2u =

Z x

1p
k+1

u(�; t)d�:

Et considérons la forme quadratique suivante :

Re

Z



exp(�ct)LuMudxdt;

avec la constante c véri�ant (3:14). Cette forme est obtenue en multipliant

l�équation (3:1) par exp(�ct)Mu . En remplacant Lu et Mu par leur expréssions

on obtient
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Z



exp(�ct)LuMudxdt = Re
Z



exp(�ct)@u
@t
Mudxdt� Re

Z



exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
Mudxdt:

(3.15)

En intégrant chaque terme du deuxieme membre de (3:15) par parties par rapport à

x

on obtient

Z 1

0

exp(�ct)@u
@t
Mudx =

Z 1

0

�(x) exp(�ct)
����@u@t

����2 dx+ 2Z 1p
k+1

0

exp(�ct)kx@u
@t
|1
@u

@t
dx+

+2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)(1� x)@u
@t
|2
@u

@t
dx:

On a

2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)kx@u
@t
|1
@u

@t
dx = �2

�
xk exp(�ct)|1

@u

@t
|1
@u

@t

�x= 1p
k+1

x=0

+

+2k

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)
����|1@u@t

����2 dx� 2Z 1p
k+1

0

exp(�t)kx@u
@t
|1
@u

@t
dx;

donc

2Re

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)kx@u
@t
|1
@u

@t
dx =

k

2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)
����|1@u@t

����2 dx

2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)(1� x)@u
@t
|2
@u

@t
dx = 2

�
exp(�ct)(1� x)|2

@u

@t
|2
@u

@t

�x=1
x= 1p

k+1

+

+2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)
����|2@u@t

����2 dx� 2Z 1

1p
k+1

exp(�ct)(1� x)@u
@t
|2
@u

@t
dx:

Alors

2Re

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)(1� x)@u
@t
|2
@u

@t
dx =

1

2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)
����|2@u@t

����2 dx;
d�où on trouve

Z 1

0

exp(�ct)@u
@t
Mudx =

Z 1p
k+1

0

�(x) exp(�ct)
����@u@t

����2 dx+ k2
Z 1p

k+1

0

exp(�ct)
����|1@u@t

����2 dx+
21



+
1

2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)
����|2@u@t

����2 dx (3.16)

�
Z 1

0

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
Mudx = �

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
kx2

@u

@t
dx�

�2
Z 1p

k+1

0

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
kx|1

@u

@t
dx�

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
(1� x)2|2

@u

@t
dx�

�2
Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
(1� x)|2

@u

@t
dx:

En intégrant le terme du deuxieme membre de cette forme et en utilisant les conditions

(3:3) et (3:4) on obtient

�
Z 1p

k+1

0

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
kx2

@u

@t
dx = � exp(�ct)a(t)@u

@x
kx2

@u

@t

�x= 1p
k+1

x=0

+

+2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)@u
@x
kx
@u

@t
dx+

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)kx2@
2u

@x2
kx2

@2u

@x@t
dx:

Il devient

�
Z 1p

k+1

0

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
kx2

@u

@t
dx =

� exp(�ct)a(t)@u
@x

�
1p
k + 1

; t

�
k�p
k + 1

�2 @u@t
�

1p
k + 1

; t

�
+

+2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)@u
@x
kx
@u

@t
dx+

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)kx2@
2u

@x2
kx2

@2u

@x@t

�2
Z 1p

k+1

0

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
kx|1

@u

@t
dx = �2 exp(�ct)a(t)@u

@x
kx|1

@u

@t

�x= 1p
k+1

x=0

+

+2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)@u
@x
k|1
@u

@t
dx� 2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)@u
@x
kx
@u

@t
dx:

Ainsi on a

+2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)@u
@x
k|1
@u

@t
dx = �2 exp(�ct)a(t)ku(0; t)

Z 1p
k+1

0

@u

@t
(x; t)dx+
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+2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)ku@u
@t
dx:

Donc on obtient

�2
Z 1p

k+1

0

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
kx|1

@u

@t
dx = �2 exp(�ct)a(t)ku(0; t)

Z 1p
k+1

0

@u

@t
(x; t)dx+

+2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)uk@u
@t
dx� 2

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)@u
@x
kx
@u

@t
dx

�
Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
(1� x)2@u

@t
dx = � exp(�ct)a(t)@u

@x
(1� x)2@u

@t

�x= 1p
k+1

x=0

�

�2
Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@u
@x
(1� x)@u

@t
dx+

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@u
@x
(1� x)2 @

2u

@x@t
dx:

Il devient

�
Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
(1� x)2@u

@t
dx =

= exp(�ct)a(t) k�p
k + 1

�2 @u@x
�

1p
k + 1

; t

�
@u

@t

�
1p
k + 1

; t

�
�

�2
Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@u
@x
(1� x)@u

@t
dx+

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@u
@x
(1� x)2 @

2u

@x@t
dx

�2
Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
(1� x)|2

@u

@t
dx = �2 exp(�ct)a(t)@u

@x
(1� x)|2

@u

@t

�x=1
1p
k+1

�

�2
Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@u
@x
|2
@u

@t
dx+ 2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@u
@x
(1� x)|2

@u

@t
dx:

D�autre part on a

�2
Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@u
@x
|2
@u

@t
dx = �2 exp(�ct)a(t)u|2

@u

@t

�x=1
1p
k+1

+

+2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)u@u
@t
dx:
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Donc on trouve

�2
Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
(1� x)|2

@u

@t
dx = �2 exp(�ct)a(t)u(1; t)

Z 1

1p
k+1

@u

@t
dx+

+2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)u@u
@t
dx+ 2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@u
@x
(1� x)|2

@u

@t
dx:

En sommant cette forme on obtientZ 1

0

exp(�ct)a(t)@
2u

@x2
Mudx =

Z 1

0

exp(�ct)a(t)@u
@x
�(x)

@2u

@x@t
dx+

+2Re

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)ku@u
@t
dx+ 2Re

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)u@u
@t
dx: (3.17)

En sommant les inégalités (3:16) et (3:17); il devient

Re

Z 1

0

exp(�ct)LuMudx =

Z 1

0

�(x) exp(�ct)
����@u@t

����2 dx+ k2
Z 1p

k+1

0

exp(�ct)
����|1@u@t

����2 dx+
+
1

2

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)
����|2@u@t

����2 dx+Re Z 1

0

�(x) exp(�ct)a(t)@u
@x

@2u

@x@t
dx+

+2Re

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)ku@u
@t
dx+ 2Re

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)u@u
@t
dx: (3.18)

En utilisant l�inégalité élémentaire suivante :

1

4

Z 1p
k+1

0

����|1@u@t
����2 dx �

Z 1p
k+1

0

x2
����@u@t

����2 dx
1

4

Z 1

1p
k+1

����|2@u@t
����2 dx � Z 1

1p
k+1

(1� x)2
����@u@t

����2 dx:
On obtient

Re

Z �

0

Z 1

0

exp(�ct)LuMudxdt �
Z �

0

Z 1

0

�(x) exp(�ct)
����@u@t

����2 dxdt+

+Re

Z �

0

Z 1

0

exp(�ct)�(x)a(t)@u
@x

@2u

@x@t
dxdt+ 2Re

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)ku@u
@t
dx+

24



+2Re

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)u@u
@t
dx: (3.19)

En intégrant selon t le second, le troisieme et le quatrième termes du membre

droit de l�inégalité(3:19) et en utilisant les conditions(3:2) et (3:14) on aura

Re

Z �

0

Z 1

0

exp(�ct)�(x)a(t)@u
@x

@2u

@x@t
dxdt =

Z 1

0

"
exp(�ct)�(x)a(t)

����@u@x (x; t)
����2
#t=�
t=0

dx+

+

Z �

0

Z 1

0

exp(�ct)�(x)ca(t)
����@u@x (x; t)

����2 dxdt� Z �

0

Z 1

0

exp(�ct)�(x)@a
@t

����@u@x (x; t)
����2 dxdt�

�
Z �

0

Z 1

0

exp(�ct)�(x)a(t) @
2u

@x@t

@u

@t
dxdt:

Donc

Re

Z �

0

Z 1

0

exp(�ct)�(x)a(t)@u
@x

@2u

@x@t
dxdt � 1

2

Z 1

0

�(x) exp(�c�)a(�)
����@u@x (x; �)

����2 dx�
�1
2

Z 1

0

�(x)a(0)

����d`udx
����2 dx (3.20)

Re

Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)ku@u
@t
dxdt = k

Z 1p
k+1

0

�
exp(�ct)a(t) ju(x; t)j2

�t=�
t=0
dx�

�k
Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)@a
@t
ju(x; t)j2 dxdt+ k

Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)ca(t) ju(x; t)j2 dxdt�

�
Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)k@u
@t
udxdt:

Ainsi

Re

Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)a(t)ku@u
@t
dxdt � k

2

Z 1p
k+1

0

exp(�c�)a(�) ju(x; �)j2 dx�k
2

Z 1p
k+1

0

a(0) j`uj2 dx
(3.21)
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Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)u@u
@t
dxdt =

Z 1

1p
k+1

�
exp(�ct)a(t) ju(x; t)j2

�t=�
t=0
dx+

+

Z �

0

Z 1

1p
k+1

ca(t) ju(x; t)j2 dxdt�
Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)@a
@t
ju(x; t)j2 dxd�

�
Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)@u
@t
udxdt:

Donc

Re

Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)a(t)u@u
@t
dxdt � 1

2

Z 1

1p
k+1

exp(�c�)a(�) ju(x; �)j2 dx�1
2

Z 1

1p
k+1

a(0) j`uj2 dx:

(3.22)

En utilisant les inégalités (3:20) - (3:21) et (3:22) dans (3:19) on obtient

Re

Z �

0

Z 1

0

exp(�ct)LuMudxdt+ 1
2

Z 1

0

�(x) exp(�ct)a(0)
����d`udx

����2 dx+

+k

Z 1p
k+1

0

a(0)k j`uj2 dx+
Z 1

1p
k+1

a(0) j`uj2 dx �
Z �

0

Z 1

0

�(x) exp(�ct)
����@u@t

����2 dx+

+
1

2

Z 1

0

�(x) exp(�c�)a(�)
����@u@x(x; �)

����2 dx+ k Z 1p
k+1

0

exp(�c�)a(�) ju(x; �)j2 dx+

+

Z 1

1p
k+1

exp(�c�)a(�) ju(x; �)j2 dx: (3.23)

En estimant le premier terme du membre de gauche de (3:23) on a

alorsZ �

0

Z 1

0

exp(�ct)kx2 jLuj
����@u@t

���� dxdt+ 2k Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct) jxLuj
����|1@u@t

���� dxdt+

+

Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)(1�x)2 jLuj
����@u@t

���� dxdt+2Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct) j(1� x)Luj
����|2@u@t

���� dxdt:
En utilisant l��� inégalité et le lemme 3 on obtient
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Z �

0

Z 1

0

�(x) exp(�ct) jLuj
����@u@t

���� dxdt � 8Z �

0

Z 1

0

�(x) exp(�ct) jLuj2 dxdt+

+
1

32

Z �

0

Z 1

0

�(x) exp(�ct)
����@u@t

����2 dxdt
Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct) jxLuj
����|1@u@t

���� dxdt � 16Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)kx2 jLuj dxdt+

+
1

16

Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)
����|1@u@t

����2 dxdt � 16Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)kx2 jLuj2 dxdt

+
1

4

Z �

0

Z 1p
k+1

0

exp(�ct)kx2
����@u@t

����2 dxdt
Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct) j(1� x)Luj
����|2@u@t

���� dxdt � 16Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)(1� x)2 jLuj2 dxdt+

+
1

16

Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)
����|2@u@t

����2 dxdt � 16Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)(1� x)2 jLuj2 dxdt+

+
1

4

Z �

0

Z 1

1p
k+1

exp(�ct)(1� x)2
����@u@t

����2 dxdt;
d�où

Re

Z



exp(�ct)LuMudxdt � 16
Z



�(x) exp(�ct) jLuj2 dxdt+ 9
32

Z



�(x) exp(�ct)
����@u@t

����2 dxdt:
En utilisant cette inégalité dans (3:23) on obtient

23

32

Z



�(x) exp(�ct)
����@u@t

����2 dxdt+ 12
Z 1

0

�(x) exp(�c�)a(�)
����@u@t (x; �)

����2 dx+
+

Z 1p
k+1

0

exp(�c�)ka(�) ju(x; �)j2 dx+
Z 1

1p
k+1

exp(�c�)a(�) ju(x; �)j2 dx

� 16
Z



�(x) exp(�ct) jLuj2 dxdt+ 1
2

Z 1

0

�(x)a(0)

����d`udx
����2 dx+
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+

Z 1p
k+1

0

ka(0) j`uj2 dx+
Z 1

1p
k+1

a(0) j`uj2 dx: (3.24)

De l�équation (3:1) on a

�@
2u

@x2
= Lu� @u

@t
ce qui implique

a20
2

����@2u@x2
����2 � 1

2
jLuj2 � 1

2

����@u@t
����2 :

En multipliant cette forme par �(x) et intégrant sur 
 on obtient

a20
2

Z



�(x) exp(�ct)
����@2u@x2

����2 dxdt�12
Z



�(x) exp(�ct)
����@u@t

����2 dxdt � 1

2

Z



�(x) exp(�ct) jLuj2 dxdt:

En combinant cette dérniére inégalité avec inégalité (3:24) on obtient

7

16

Z



�(x)

2
exp(�ct)

����@u@t
����2 dxdt+ a20 Z




�(x)

2
exp(�ct)

����@2u@x2
����2 dxdt+

+

Z 1

0

�(x)

2
exp(�c�)

����@u@x(x; �)
����2 dx+ a0k Z 1p

k+1

0

exp(�c�) ju(x; �)j2 dx+

+a0

Z 1

1p
k+1

exp(�c�) ju(x; �)j2 dx � 33
Z



�(x)

2
exp(�ct) jLuj2 dxdt+

+
a0
2

Z 1

0

�(x)

����d'dx
����2 dx+ ka0 Z 1p

k+1

0

j'j2 dx+ a0
Z 1

1p
k+1

j'j2 dx: (3.25)

Comme le membre de gauche de l�inégalité ainsi obtenue (3:25) ne dépend pas de �

en passant au sup par rapport à � de 0 à T on obtient

Z



�(x)

2

 ����@u@t
����2 dxdt+ ����@2u@x2

����2
!
dxdt+

+

Z 1

0

�(x)

2

����@u@x
����2 dx+ sup

0�t�T

Z 1p
k+1

0

juj2 dx+

+ sup
0�t�T

Z 1

1p
k+1

juj2 dx � �
� Z




�(x)

2
jLuj2 dxdt+

+

Z 1

0

�(x)

2

����d'dx
����2 dx+ Z 1p

k+1

0

j'j2 dx+
Z 1

1p
k+1

j'j2 dx
�
:

28



Où

� =
exp cT max

�
33; (k+1)

2
a0

�
min( 7

16
;
a20
2
; (k+1)

2
a0)

:
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