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Résume
Sur un probléme d'évolution non classique
Le présent travail est consacré a I'étude d'un probleme
d’ évolution non classique, combinant une condition aux limites

du type Dirichlet avec une autre intégrale a borne variable.

Les démonstrations sont basées sur des estimations a priori de

I’ opérateur engendré par |e probléme en question.



Abstract

The present work is devoted to the study of a certain class of
nonlocal evolution problem, in which we combine the Dirichlet
boundary condition with the integral boundary condition.

The study isbased on apriori estimates of operator generated
by the considered probems.
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0.1 Introduction

Différents problémes rencontrés en théorie de la conduction thermique. [4, 6,15,16],

en thermoélasticité et en physique des plasmas [24], peuventétre ramenés a des

problémes aux limites avec conditions integrales .de tels problemes ont été étudiés
dans [1-7, 9,16-18, 28], pour les équations paraboliques, dans [27, 36], pour les
équations hyperboliques et dans [10,11], pour les équations du type mixte. La méthode
utilisée dans [2, 3, 9-11, 18], est celle des inégalités énergetiques, le but de ce travail
est I’extension de cette méthode aux équations paraboliques combinant une condition
aux limites en deux points avec une autre du type integrale. Differents problémes
aux limites pour équations d’ordre impair en temps ont été étudiés par

differentes methodes dans [3, 8, 11, 19-22, 28, 29,],. La méthode des inégalités de
I’énergie appelée aussi méthode d’analyse fonctionnelle trouve son origine dans

les travaux de I.G.petrovsky [20], utilisée dans la résoulution du probléme de Cauchy

lié aux équationsdu type hyperbolique. Par la suite des dévloppements importants de
la méthode sont dusa J.Leray [24], et L.Garding [19].

La méthode a été également utilisée et developée dansles travaux

de O.A.Ladyzenskaja [18], A.A.Dezin [12], K. Friedrichs [13], et N.Yurchuk

[26, 27,28 |, on peut egalement citer les travaux de F .Rebbani et V.I. Chesalyn

[22, 23],. Le schéma de la méthode a été donné pour la premiére fois par

A.A.Dezin [12], etpeut étre résumé comme suit :

Tout d’abord on écrit le probléme posé (P) sous forme d’une équation opérationnelle

Lu=f, ue D(L)



ol 'opérateur L est considéré de ’espace de banach E dans I’espace de Hilbert F
convenablement choisis.

Apres on établit les estimations a priori pour 'opérateur L et on montre

la densité del’ensemble des valeurs de cet opérateur dans F' .

Si on convient d’appeler solution généralisée du probléme (P) toute fonction vérifiant :

Lu=f
alors pour avoir I'existence de la solution généralisée il est nécessaire et suffisant
qu’on établisse la densité de R(L) dans F' . L’unicité est assurée par l'inégalité de
I’énergie. Le présent travail est considéré comme le prolongement des résultats obtenus
dans [1, 2, 3,4, 5,6, 7,9, 16, 17 |, pour les équations paraboliques dans
[10, 11], pour les équations du type mixte.
La méthode des estimations & priori est une méthode efficace pour I’étude de beaucoup
de problémes de la physique mathématique. Elle est fondée sur un support théorique
solide et développée dans un cadre abstrait élégant, mais dans I’application de cette
méthode on trouve des difficultés parmi lesquelles nous citons :
1. Le choix de ’espace des solutions.
2. Le choix du multiplicateur.
3.le choix de l'opérateur de régularisation

Les questions sont tellement variées et récentes, que I’élaboration d’une théorie géné-

rale
est encore prématurée. Chaque probléme nécessite une étude spéciale, d’ou 'actualité

du théme.



1 Chapitre I Notions Préliminaires



1.1 Notions Préliminaires

Opérateurs abstraits de régularisation

Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur defini de D(A) C H avec

D(A) = H.

Défintion 1 On dit que lopérateur A est un opérateur dissipatif si Re(Au,u) <0

Vue D(A).
Définition 2 On dit que l'opérateur A est accretif si (—A) est un opérateur

dissipatif i.e.

Re(Au,u) >0 Vu € D(A).

Proposition 1 [9] Soit A: D(A)c H— H (D(A) = H) alors les proprictés
suivantes sont équivalentes :

- A est un opérateur dissipatif.

- [(A=AXl)ul| > ReX||u||,Yu € D(A) et pour tout X telle que Re A > 0.
(A=A u|| > Re||ul|,Yu € D(A) et pour tout A telle que X\ > 0.
Theéoréme 1 [9] tout opérateur dissipatif admet un prolongement ferme, ce
prolongement est aussi un opérateur dissipatif.

Coroliaire 1 Un opérateur dissipatif mazimal est toujours fermeé.

Theéoréme 2 [9] tout opérateur dissipatif admet un prolongement mazximal
dissipatif.

Proposition 2 Soit A: D(A) C H— H (W =H ) un opérateur dissipatif,
alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

- A est opérateur mazximal dissipatif.

- Im(A — \I) = A pour un certain\ telle que Re A > 0.
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- Im(A — \I) = H pour tout X telle que \ > 0.

Théoréme 3 [9] Soit A: D(A) c H— H (D(A) = H), alors les proprietes
sutvantes sont équivalentes.

- A maximal dissipatif.

- A fermé{): ReX > 0} C p(A) et ||[(A— )7 < (ReX)™h

Teéoréme 4 Soit A: D(A) C H— H D(A) = H) wun opérateur dissipatif mazimal,

alors
- At e L(H).
- 1A < 1

- lim A7 u = w,pour tout u € H.
Démonstration. Soit € > 0 alors {¢: € >0} C p(A) donc (A — \I) est continu—
ment inversible d’ou (A — \I) existe,

borné et défini sur H tout entier. Puisque % € {e:e> 0} on déduit que

(A—1I) e L(H) mais (A— 1) = —1(I —€A) d'ou

(A= 1)1 = —¢(T — cA) 7,

on pose A7' = (I —eA)™Y, on deduit que

A7t e L(H)
et en utilisant le théoréme 2, on trouve que
JA-1D7 < ()=
donc
IAZH < 1.

Supposons tout d’abord u € D(A), d’ou



[A u = ul| = (T — eA) ™ u —ull = [|e(] — €A) " Aul| < €| Aul|.
Ainsi par passage a la limite, on a

lim A7y = u, pour tout uw € D(A) et comme on a D(A)=H

alors lim A7 u = u, pour tout u € H.



2 Chapitre II Problémes Paraboliques Locaux

Ce chapitre est consacré a ’étude de deux classes de problémes. L’un mixte parabo-

lique avec des conditions aux limites du type Newman, et I’autre parabolique abstrait.



2.1 Probléme Parabolique en deux Points

Dans le rectangle Q = {(t,2) 0 <t <T,0<z <1} ouT < o0

on considére I’équation aux déerivés partielles

ou  0%*u
a—@:f(l’at% (2.1)

A T’équation (2.1) on associe la condition initiale

Lu =

lu =u(z,0) = ¢(x), z e (0,1), (2.2)

la condition de Dirichlet
u'(1,t) =u'(0,t) =0, te(0,t). (2.3)

Pour I’étude du probléme posé on a besoin des espaces fonctionnels suivants :

I'espace E de Banach des fonctions u € Lo(2) vérifiant les conditons initiales et

Dirichlet :
1 2 1
T ou
2 2
= — | dxdt t)d
[Jull% tA Z;(ﬁw) x +5§%LL u(z, t)dx

et 'espace F' de Hilbert compose des fonctions vectorielles f = (f, ¢) obtenu

comme completé de I'éspace Ly (Q) x WZ(0,1) par rapport a la norme :

T 1 1
|F||% —/ / (Lu)? d:cdt—i—/ u?(z,0)dz
o Jo 0

lemme 1. Pour tout v € E on a ’éstimation suivante :

lull < C I Lullz (2.4)

Démonstration : on pose

Mu = 2u

En multipliant ’équation (2.1) par Mu il devient

T 1 T 1 T 1 92
/ / LuMudzdt = 2/ / %udxdt — 2/ / Mualacdt (2.5)
o Jo o Jo Ot o Jo 012

en inéégrant le premier terme du membre droit par rapport a t de inégalité



(2.5) on obtient

1
//—ud:vdt /u2(x7'dx} //—udmdt
0
ol 1 1
2/ / @udxdt:/ uz(x,t)dm—/ u?(z,0)dx
o Jo Ot 0 0

en intégrant le deuxiéme terme de membre droit par rapport a z, on obtient

e=1 T ou\?
/ / —Qudxdt—Q/ —udt} —2/ / (—) dzdt
Ox =0 o Jo \Ox
T 1 a
2/0 i @udxdt —2/ / (8w) dzdt

en remplacant les inégalites (2.6) et (2.7) dans (2.5) il vient

T 1 1 1 T 1 ou 2
/ / EuMudxdt—i—/ u2(x,0)da::/ u2(:v,t)da:+2/ / <—) dxdt
o Jo 0 0 o Jo \0z

en estimant le premier terme a gauche de cette égalité

d’ou

d’ou

on a
|LuMu| < |Lu| |Mul

en utilisant l-¢ inégalité on obtient

//EuMudxdt<// (Lu) dxdt—i—// dxdt

En combinant cette inégalité avec 'inégalité (2.8) on obtient

1 T 1 au 2 T 1 T 1
/ w?(z,t)dr + 2 / / (—) dxdt < / / (Lu)? dedt + / / (u)® dxdt
0 0o Jo Ox o Jo o Jo

1
+/ u?(x,0)dz
0

en utilisant I'inégalité de Gronwall, il vient

10
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T 1 o 2 1 T 1 1
/ / (_u) dzdt + max / u?(z,t)dr < C / / (Lu)? dedt —{—/ u?(x,0)dx
o Jo \O0x z€(0,2) Jo o Jo 0

d’ou le résultat (1.4).
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2.2 Probléme parabolique abstrait

Soit H est un espace de Hilbert separable,et V' un autre espace de Hilbert continu et

dense totalement dans H .
Soit A € L (V,V*) et considérons la forme quadratique
a (tv u, U) = - (A (t) u, U)
telle que a verifie :
a est coercive
2 2
a(t,u,v) = allully —bllully
oll a et b deux constantes positives.

On considére le probleme suivant :

du_

o = Au+ (1) (2.9)

u(0) = wug

Theéoréme 5. soit H,V et A(t) verifiant les conditions ci -dessus, ou la fonction

f e L*((0,t),v*) et ug € H. Alors le probléme (2.9) admet une unique solution

we L*((0,7), V)N HY((0,T),V7).
lemme 2. En supposant que u € L*((0,t), V)N H((0,t), V*) alors u € C([0,T], H).

preuve :soit v € C'([0.T], H) on obtient 1’éstimation suivante :

@)y = )P +2 [ (G ut)ds (2.10)

t*

en choisissant ¢* et en estimant [|u(¢*)]|* par ||u(t)|]?

et (%, u) par ||%

S5 ul|;, , on obtient

V*

1 T T
)l < 7 [ ol de+2 [
0 0

el it (2.11)
V*

12



en utilisant I'inégalité Cauchy-Schwarz, on obtient

1
2 2
max [u(t)[|f; < T HUHL2((o,t),H) + 2 HUHHl((O,t),U*) |U”L2((0,T),V)

t€[0.7)

soit u la solution. En utilisant (2.9)

on a

(S ) = (At ) + (F(2), ),

en intégrant par parties cette forme de 0 a 7" on obtient :
T Ju T T
| G = [ @@ [ 0,0
0 dt 0 0
1 t=T T T
3 (u,u)} = —/ a(t,u, u)dt~|—/ (f(t),u)dt.
0 0

t=0

D’ou
1 T T
S = Lol + [ attwwie = [ 0ar

En combinant (2.13) et la condition (2.9) on obtient

il 2oy < € (1120 + loll) -

Ainsi le théoréme est démontré.

2.3 Unicité de la solution

Ona: o du OA()  Of(t)
U U t
o ~A0G T o
ou
= (,0) = AO)uo + £(0)
on pose v = %, on obtient
ov 0A(t) of(t)
n = A(t)v + ( 5t u+ 5 )

13
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De nouveau en posant

on obtient

et

= olt) = 0(0) = )+ F0) = | 24D i+
+ agff) 2(r)dr — (A(t) — A(0))uo + A(t)uo

et en posant w = z — u il devient

Ow POA(T)
E = A(t)w — . 87‘

w(T)dr,w(0) =0

on a

(g—j,w) — (A(D)w,w) — / (aéS_T)w(T),w)dT

0

en intégrant cette forme par rapport a t on obtient
1 t L([TOA(T)
—(w(t),w(t)) + [ a(s,w(s),w(s)ds = — ——w(T)dr,w(s) | ds
2 0 0 0o O

pour tout ¢ € [0,7]. Ainsi on obtient que w = 0

14
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3 Chapitre III Probléme mixte parabolique non lo-
cal combinant une condition aux limites en deux

points avec une autre intégrale.

Le but de ce chapitre est ’étude d’un probléme aux limites parabolique combinant une
condition aux limites en deux points avec une autre intégrale. On établit une estimation
a priori pour la solution. La méthode est un certain développement de celle des inégalités

énergétiques adaptée & ce type de probléemes.
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3.1 Position du probléme

Dans le rectangle Q = {(t,2) 0 <t <T,0<z < 1},0ou T < 0

on considere I'equation aux derives partielles

du 0?u
Lu=— — a(t)@ = f(z,1). (3.1)

ou a(t) est une fonction bornée et dérivable sur 'intervalle

[0, 7] et verifiant les conditions (H) suivantes :
0<ap<a(t) <ay,

dal(t)

0<ay <——= <as.
25 T S0

A T’équation (3.1), on associe la condition initiale

lu =u(z,0) = ¢(x) z € (0,1). (3.2)

la condition aux limtes

u(1,t) = ku(0,t) te(0,t), on k>0, (3.3)

et la condition intégrale
1
/ u(z, t)dx = 0. (3.4)
0
3.2 Espaces fonctionnels

Pour I’étude du probleme posé on a besion des espace fonctionnels suivants :

I'espace E est I'espace de Banach des fonctions u € Lo(2) vérifiant les conditions
(3.3) —(3.4)

et muni de la norme :

16



0(x) |ou|” |02l Lo(z) |oul?
2
Jull? /Q 2 ( ar| a2l ) +Oi‘§£’T/O 2 |on| T
a1 1
+ sup /\/E+ lu> dz + sup / lul? dz: (3.5)
0<t<T Jo 0<t<T J L _

k+1

et I'éspace I est l'espace de Hilbert composé de fonctions véctorielles F = (f, )

obtenu

comme complété de I'éspace Ly(2) x W2(0,1)

par rapport a la norme :

1

0 Lo(z) | do|? vy
HFH;—/@yfﬁdde/ 0z) | d dag+/m de/ o dz,  (3.6)
Q 2 0 2 dx 0 1
VE+1
ou
2
():{kzx 0<£L’§f+l,
(1—x)2 <z <l

f k41
Au probléme (3.1) — (3.4) on associe 'opérateur L = (£, /) difinit de £ dans F'

Définition 3.- On appelle solution du probléme(3.1) — (3.4) toute solution

du probleme de I’équation opérationnelle

Lu=F
Lemme 3.- pour v € I/, on a
_1 2 1 2 1 2
k [Vea| Ou 1 ou ou
- —1 d - —| dx < 0 —| duz.
4/0 o x+4/1 2 ot ‘”—/0 (@) 5| 4
VE+1
Démonstration.- Partant de ’expression
7im Ju o VT u?
/ " exp(—ct) kxa—qzjla—?dx /0 " exp(—ct) jla—TZ dz,

et en utilisant ’e— inégalité on a

17



_ 2
< — 2=
exp(—ct)k 82&' Nar exp(—ct)kx T +
F (et | 5
Y exp(— b
4 p J1 ot )
d’ou
k‘/ﬁlﬂ ou’ /f+1 (3u d
1 Jo o v
En partant de I’expression
! ou O 1t ul?
Re/1 exp(—ct)(l—x)ahadzzﬁ/l exp(—ct) 2 gy dzx,
VE+1 VEk+1
et utilisant ’e—inégalité on a
Jul| OJu ou|?
_ < _ — )2 =
exp(— )'(1 r)— 5| 12 9; exp(—ct)(1 — z) 5 +
L exp(eet) [ 2|
1 XP\—CT) |J2 ol
d’ou
I ul? ! ul?
- — < —2)?|=| du.
4/1 ‘72815 dx_/l(l z) ot du
VE+1 VE+1
Ainsi
k [via | oul 1t ou’ ! o’
- —| dr+ - —| dx < 0 —| dz.
44 o x+4/lhat x—A (@) 5| 4

VEk+1

D’ou la démonstration du lemme.

3.3 Estimation a priori bilatérale

Théoreme 6.- Pour toute fonction u € E on a l’éstimation a priori suivante :

[Lullp < 9]l (3.7)

18



¥ = max(2,a?,T).

Démonstration .- De I’équation (3.1) on a

ou 0%u
Lu=7 — W55
d’ou
5 |Ou ul® | oul? o |9%u?
— 2= _ 27 <« | 2= e
Lul” =157 —a®a5| = |7 ]| T 1eOF |5z

en multipliant les deux membres de cette inégalité a 6(z) et intégrant sur €

on obtient
0(x) 2 0(x) (|ou]® ,|0%ul|?
— dedt <2 [ — [ |=— —| | dxdt. 3.8
/92|£“|x—/92 at| a2 | (3:8)
De la condition initiale (3.2) on a
/19(@ Aol 1y < /19(5”) oul” 1y (3.9)
——~|—| dr < su — = : .
0 2 dx o Ogth 0 2 ox
i i
k+1 K+1
/ " lp|* dz < sup / ’ u|® dz, (3.10)
0 0<t<T Jo
1 1
o2 de < sup/ fu? dz. (3.11)
i ost<rJ 1

En faisant la somme des inégalites(3.8) — (3.9) — (3.10) — (3.11), on obtient

0 Lo(x) | dp | Vi !
/ﬁ\ﬁufdxdt—i—/ blx) | de d$+/ﬁ+ \90|2dx+/ lp|* dz <
(o) 2 0 2 d:U 0 1
VEk+1
0(z) (|ou]” ,|0%u|? /1 0(x) |Oul?
<2 —||= —| | dxdt + — || dz+
R (R = A o
- 1
k+1
+ sup/ ' ul? da + sup/ u|® dz. (3.12)
0<t<TJo o<t<T.J _1_
Vi+1

De cela on déduit que

/Q@ |£u|2dxdt+/01 @

2 —L— 1
—
dm—l—/ o |g0|2dx—i—/ lp|* dz <
1
0 VE+1

d

d

©

8
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%2
ox

d%u
0x2

dr+

@2
ot

Sﬁ{é@( 2)dxdt+oi?£T/01@

_1 1
-
+ sup / o |ul® dz + sup/ |u|2dx}
ost<rJ 1

0<t<T Jo L

D’ou le résultat (3.7).

Theéoreme 7.- pour toute fonction u € E ona l’estimation suivante

lullp < nllLullp, (3.13)
ou
exp ¢I'max (33, (k;”ao)
n= - o2 )
min(%, 4, ©aq)
avec la constante ¢ vérifiant
cag > as. (3.14)
preuve : Posons
28u
Mu:{ kx —|—2k:z:j1 0<37§\[+1=
(1—$)2%+2(1—~"3)J2%—? e Se <l
ou
\/El-‘-l
hu = / u(§7 t)dga
wu= [ | (e e
VE+1

Et considérons la forme quadratique suivante :

Re / exp(—ct) LuMudzdt,
Q
avec la constante ¢ vérifiant (3.14). Cette forme est obtenue en multipliant
I’équation (3.1) par exp(—ct)Mu . En remplacant Lu et Mu par leur expréssions

on obtient
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2

N OoU—— J*u
/exp(—ct)ﬁuMudxdt = Re/ exp(—ct)—uMudmdt - Re/ exp(—ct)a(t ) Y Mudzdt.
(3.15)
En intégrant chaque terme du deuxieme membre de (3.15) par parties par rapport a

on obtient

2 1 _
Vi1 ou Ou
dr +2 —ct)kx —d
x+ /0 exp(—ct) 2 T+

! ou—— ! u
exp(—ct) —Mudz —/ O(x)exp(—ct '—
| et o) et |

1
+2/1 exp(—ct)(1 — )ngjg@dx

ot
VEk+1

/f“ t)k Ou 0, olek (—t)@@zﬂiﬁr
exp(—ct)krorn o dr whexp(=cngng|

oul?
ot

+2k;/f+1 exp(—ct)

Vit ou Ou
dr — 2 / +exp( )kxatﬁatdm

donc

ou?

a7 It dz

Re/oﬁ+1 exp(—ct)k gu %d:}: /IH exp(—ct)

1 ou ou ou ou]™"
2/ 1 exp(—ct)(1 — )(9 Jo— T —dxr =2 [exp(—ct)(l —x)jgajga

R
VE+1 T VE+L

+

! ou Ou
dr — 2/ 1 exp(—ct)(1 — )Ejzad$
VE+1

+2 / exp(—ct) |72
v

u
ot

Alors

2

1 J—
ou 0Ou iz,

1
2Re/ ) exp(—ct)(l—x)ajzgdx— 5/ ) exp(—ct)
Vit Vit

J2 a1

d’ou on trouve

2
d
] 5 T+

1 1
/ exp(—ct)%malx:/ﬂ+ 0(z) exp(—ct) ‘
0 0

f k+1
/ exp(—ct)
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dx (3.16)

0 0x? ot
/ - exp(—ct)a (>8 27“0]1 BN x—/l exp(—ct)a(t)@(l—:c)%hadx_
VE+1
! 82u au
_2/1 exp(—ct)a(t)@(l )]Za—d{[‘

VE+1
En intégrant le terme du deuxieme membre de cette forme et en utilisant les conditions

(3.3) et (3.4) on obtient

kll :xf-l 1
—/f+ exp(—ct)a(t )a—k‘m %d:p = —exp(—ct)a(t )@k 208 . +
0

oz? Ot or ot
Vi du Viri LO%u ., 0%
+2/0 exp(—ct)a ()8—k;x—da:+/ exp(—ct)kx® e 5k axﬁtd
Il devient )
Vel Pu, ,0u
—/0 exp(—ct)a(t)@kx de =

oy () it )g_ ()

fk#ﬂ 8u f+1 8 8 M
—I-Q/O exp(—ct)a(t —k‘x—dx+/ exp(— 52 &Eé?t
Viri Fu, O ou.  oul"vem
-2 [ expl-ctalt)§ ko G de = ~2espl-conatt ihany |
x=0

Vi Vir ou, Ou
—1—2/er exp(—ct)a ()g k‘jl?;:d —Z/WJr exp(—ct)a(t)—uk:x—udx.
0 0 xr

Ainsi on a

—1—2/@+1 exp(—ct)a(t )g k‘jlg?:dl‘ = —2exp(—ct)a(t)ku(0,t) /\F+1 au(m t)dz+
0
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—i—2/ﬁ+1 exp(—ct)a(t)ku@dx.
0 ot

Donc on obtient

: 9 _ -
/er exp(—ct)a ()g 2kx]1(§; = —2exp(—ct)a(t)ku(o,t)/ﬁ+ %(m,t)da:—k
0

Vi 7
—|—2/ o exp(—ct)a uk—dx—Z/ o exp(—ct) (t)—kx—dx
0

—/ 1 exp(—ct)a(t)ax (1—x)? adw = —exp(—ct)a(t)=—(1 — z)* =

L 0%u , 0T ou au] T=7hm

VEk+1

1 ou ou ! du 2
_2/1 exp(—ct)a ()@—(1_x>a_d“/1 xp(=et)all) g (=) g g
VE+1 Vi

Il devient

! 0*u N
—/ 1 exp(—ct)a(t)@(l—x) Edm =
VEk+1

— exp(—ct)a(t) (ﬂi 1>22_Z (ﬂi 1,25) % (ﬁt) _

! ou ou ! ou , 0%u
—2/ 1 exp(—ct)a(t)%(l - a:)a d:r:—{—/ 1 exp(—ct)a(t)%(l — 1) ax(?tdx
VEt1 VEk+1
! 0%u ou Ou ou]"
—2/ 1 exp(—ct)a(t)w(l - ﬂf)J2Ed$ =-2 exp(—ct)a(t)%(l - 37)]25 oo
VE+1 VE+1
! ou Ou ! ou ou

2 [ exp(-etialt)5in i +2 [ exp(-eta(t)5H(1~ o).

VEk+1 V41

D’autre part on a

! ou Ou a1t
2 [ el 3inTidr = —2em(-chatungy | |+
Vit \/El+1
1
+2/ exp(—ct)a(t)u%dx
\/El-’rl
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Donc on trouve

1 2 - 1
—2/1 exp(—ct)a(t)%(l—az)jz%dx = —2exp(—ct)a(t)u(1,t)/1 ?dﬂc—{—
Vit1 VEk+1

1 _ 1 _

0 0 13

+2/ 1 exp(—ct)a(t)ua—?dx +2 /1 exp(—ct)a(t)%(l - Zlf)jga—?dl‘.
Vk+1 Vk+1

En sommant cette forme on obtient

! OPu——o ! du 0*u
/0 exp(—ct)a(t)%Mudx—/O exp(—ct)a(t)%ﬁ(x)amatdx—{—

1 - 1
+2 Re/f+ exp(—ct)a(t)ku%dx+2f{e/ exp(—ct)a(t)u%dx (3.17)
0 it

En sommant les inégalités (3.16) et (3.17), il devient

2

! — ! ou’ ko [vim u
Re/ exp(—ct)LuMudr = / O(x) exp(—ct) |— dx—l——/ exp(—ct) |)1—| dx+
0 0 ot 2 /o ot
1t ul? ! ou 0%u
—{—5/ 1 exp(—ct) | )2 5 dx—l—Re/O 0(x) exp(—ct)a(t)%axatdx—i-
Vk+1
kl 1 n ! u
+2 Re/\er exp(—ct)a(t)ku%dx#—?Re/ exp(—ct)a(t)u%dz. (3.18)
0

1
VE+1

En utilisant 1’ inégalité élémentaire suivante :

1 2
T 8u VR o | Ou
—| d
/ ]1 /0 T It x
1 [t oul? ! oul?
- ] B —2)?|=| da.
1 / | dz < / 1 (1—x) T dx
Vk+1 VEk+1

On obtient

2
Re/ / exp(—ct) uMud:Udt>// x) exp(— )%

1

e Ou 0%u v ou
Re/o /0 exp(—ct)@(x)a(t)%axatd:pdt—I—2Re/ exp(—ct)a(t)kuadx—i—

0
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! ou
+2 Re/ exp(—ct)a(t)u—dz. (3.19)

ot
VE+1
En intégrant selon ¢ le second, le troisieme et le quatriéme termes du membre

droit de I'inégalité(3.19) et en utilisant les conditions(3.2) et (3.14) on aura

Tt ou 0*u !
Re/O /0 exp(—ct)@(m)a(t)%awatdxdt:/0 [exp(—ct)@(x)a(t) —

+ [ [ ewenp@en) |2 .o asit~ [ [ expi-annin 2

_ /O ' /0  exp(—ct)f(@)at) ;xgt g;‘

ou

p (z,1) da:dt—

Donc

Tt du 9T 1
- - > — _
Re/o /0 exp( ct)@(x)a(t)axaxatdxdt_ 2/0 0(x) exp(—cr)a(r) 5
__/ oz dﬁu
t=1

Re/ /ﬂ+1 exp(—ct)a(t)ku%didt = ]‘f/ﬁ+1 [exp(—ct)a(t) |U(33’t)|2]t;o dx—
o Jo ’

da (3.20)

o I
_k/ /ﬁ+ exp(—ct)%|U(x,t)’2d:cdt+k/ /m exp(—ct)ca(t) [u(x, t)|* dwdt—
0 0 0 0

—/ /\/E+1 exp(—ct)a(t)k%ﬂdxdt.

Ainsi

;o1 _ e
Re/ /\/EH exp(—ct)a(t)k:u%dxdt > —/ﬁJr1 exp(—cr)a(r) |u(z, 7)|? dx——/\erl ) [eu|® da
(3.21)
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/ / exp(—ct)a )ug—da:dt / [exp(—ct)a(t)|u(x,t)|2]zgdac+

f+1

/ / t) |u(z, t)| da:dt—/ / exp( ct)g lu(z, t)|” ded—

f+1 f+1

/ / exp(—ct)a )g—udxdt.

f+1

Donc

1
Re/ / exp(—ct)a )ug—dxdt > - / exp(—cr)a(r) |u(z, 7)|? dx—%/ a(0) [eul® dz.

f+1 VE+1

(3.22)
En utilisant les inégalités (3.20) - (3.21) et (3.22) dans (3.19) on obtient

Tt - 1/t dlu |?
Re exp(—ct) LuMudxdt + 3 0(z) exp(—ct)a(0) o dx+

o Jo 0
f+1 ! 2 Tt ou 2

/ a(OVk |£uf? do +/ a(0) [ful? dz > / / 0(x) exp(—ct) ‘E do+
o Jo

\F+1

2

+%/0 0(z) exp(—ct)a(r) %(m,r) dr + k/oﬁ+1 exp(—cr)a(T) |u(:v,7')\2dx+
+ exp(—er)a(r) |u(z, 7)|* dz. (3.23)
/‘\/El‘i*l

En estimant le premier terme du membre de gauche de (3.23) on a

alors

//eXp —ct)ka? |£u]
// exp(—ct)(1—2)* |Lu| | =

f+1

d:cdt—l—

dxdt + Zk/ / eXp( ct) |[xLul |y

dxdt

da:dt—{—Z/ / exp(—ct) |(1 — z)Lul |7

f+1

En utilisant I’—e¢ inégalité et le lemme 3 on obtient
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//(9 x)exp(—ct) |Lu| | =
// ) oul?
x) exp(—ct) N

T dwdt < 16/ / eXp( ct)kz?® | Lul| dvdt+

dxdt<8/ / ) exp(—ct) | Lul? dudt+

dzdt

o
/ / ah exp(—ct) |[xLul |y
1
- //” (—ct)

16y Jo P
1 (7 (Vi
k+1
+—// ’ exp(—ct)ka?
4 Jo Jo

/07/11 exp(—ct) |(1 — z)Lul |5 a

VEk+1

2 .
J ?;Z dxdt < 16/ /JEJr exp(—ct)ka? | Lul dxdt
o Jo

2
dxdt

ot

dxdt < 16/ / exp(—ct)(1 — z)? | Lu|® dzdt+
f+1

1 T 1
+1—6/ / exp(—ct) jz% dxdt<16/ / exp(—ct)(1 — 2)? | Lul? dedt+
’ \/Elﬂ f+1
2
/ / exp(—ct)(1 — z)? 5 dzdt,
f+1

d’ou

2
Re/exp(—ct)EuM_udidt < 16/9(93) exp(—ct) | Lul? d$dt+3%/ 0(z) exp(—ct) ’@ dzdt.
0 0 Q

ot

En utilisant cette inégalité dans (3.23) on obtient
23
3 /Q 0(x) exp(—ct)
1

—'—/\/EJrl exp(—c’r)ka(’r) |u(x,7’)|2 de' +/ exp<—CT)CL<T) |u(l‘,7’)|2 d-/L'
0 \/7%‘?'1

2

Ou dz+

dsdt + 5 [ 60) exp(—er)atr) | a7

au
ot

) 1 [ dtu |?
< 16/0(:6) exp(—ct) |Lul da:dt—|—§/ 6(z)a(0) —
0 0

T

dr+
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- 1
/ Y Ra(0) |euf dr + a(0) |Cul? dz. (3.24)
0 Vit
De I’équation (3.1) on a
G, Ou
0z? ot
ce qui implique
ag |0%u 21 > 1|8ul
2 o] =31

En multipliant cette forme par 6(x) et intégrant sur € on obtient

2 ou

ot

2

da?

2
i) 0(z) exp(—ct)
2 Ja

2

1

dxdt < 3 / 0(z) exp(—ct) | Lul® dzdt.
0

d:cdt—% /Q 0(x) exp(—ct)

En combinant cette dérniére inégalité avec inégalité (3.24) on obtient

2
dxdt +

2

D

2
0
dxdt + ag/ % exp(—ct)

! /Q bx) exp(—ct) '%

16/, 2 0
1 0 2 1
+/ 0(x) exp(—cr) @(x, 7)| dx + aok:/\/g+1 exp(—cr) |u(z, 7)) do+
0 2 Ox 0
' 2 0(x) 2
+ag exp(—cr) |u(z, 7)|" dr < 33 5 exp(—ct) |Lu|” dxdt+
o= Q
1 do |2 = 1
L% 0(z) ad d:c—l—kao/ﬁ+ \g0|2d:c—|—a0/ o du. (3.25)
2 0 dx 0 \/E1+1

Comme le membre de gauche de I'inégalité ainsi obtenue (3.25) ne dépend pas de 7

en passant au sup par rapport & 7 de 0 a’l" on obtient

[

0
[

+ sup /11 |u|2dx§n{/9@|£u|2dxdt+

0<t<T v
Lo(z) |dy | Vin 1

+/ 0(x) _‘P‘ dx—f—/ﬂﬂ |g0|2dx+/ |go|2dx}.

0 2 dl‘ 0 1

2 2

ou

ot
ou

ox

dxdt +

2
u

2 _1
vk
dx + sup / o |u|? dz+
0

0<t<T

VEk+1
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’[’]:

exp ¢I'max (33,

(k+1
2

)

w)

min(
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