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INTRODUCTION

Dans le cadre de l’intégrale de Riemann, l’interversion du passage à la limite et de l’in¬

tégration est valable pour une suite uniformément convergente, ce qui assez restreignant

dans les applications.

L’introduction de l’intégrale de Lebesgue a été motivée, entre autres, par la recherche

de conditions ’’acceptables” pour cette interversion, ceci étant devenu pressant pour le

maniement des séries de Fourier. Ce problème a pu trouver une solution satisfaisante

puisque, dans le cadre de la théorie de l’intégrale de Lebesgue, deux théorèmes et qui sont

le théorème de convergence monotone et le théorème de convergence dominée donnent

des conditions acceptables d’interversion du passage à la limite et de l’intégration et se

sont avérés fondamentaux dans les applications.

L’introduction, en probabilités, de la notion d’espérance conditionnelle et qui est une

généralisation de la notion d’intégrale, a naturellement soulevé la question de proposer

des équivalents du théorème de convergence monotone et du théorème de convergence do¬

minée dans le cas de l’espérance conditionnelle. La réponse est classique et elle est donnée

sous forme de deux théorèmes appelés théorème de convergence monotone conditionnel
et théorème de convergence dominée conditionnnel.

Par ailleurs d’autres versions du théorème de convergence dominée respectivement

appelés théorème de convergence dominée affiné (il théorème de convergence dominée

généralisé sont devenus classiques dans la littérature des probabilités. Ceci nous a inspiré

l’introduction de leurs équivalents dans le cas de l’espérance conditionnelle. Autrement
dit nous avons cherché et introduit la généralisation du théorème de convergence domi¬
née affiné et celle du théorème de convergence dominée généralisé au cas de l’espérance

conditionnelle. Ce fut le point de départ de ce travail qui se compose de quatre chapitres.

Le premier chapitre rassemble des rappels sur l’intégrale de Lebesgue, quelques modes
de convergence et sur l’espcrance conditionnelle, notions utiles à la suite du mémoire. Le
chapitre 2 est consacré à la généralisation du théorème de convergence dominée généralisé
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au cas de l’espérance conditionnelle;. Quant au chapitre 3 il donne la généralisation du

théorème de convergence dominée affiné au cas de l’espérance conditionnnelle. Enfin le

dernier chapitre propose quelques exemples d’applications des résultats précédemment

donnés.

6



L

!

*L

Chapitre 1

Rappels

1.1 Intégrale de Lebesgue

Tout notre travail se base sur l’intégrale de Lebesgue dont une des raisons importantes

de son introduction a été la recherche de conditions acceptables d’interversion du passage

à la limite et de l’intégration, que nous appelons continuité de l’intégrale. Nous saisissons

cette opportunité pour essayer de résumer les étapes ayant conduit à la construction de

cette intégrale en nous appuyant sur l’article de F. Messaci et autres (1999).
Les deux notions de mesure et d’intégrale sont intimement liées puisque la mesure

d’un ensemble mesurable est l’intégrale de l’indicatrice de cet ensemble et c’est le point de
départ de la définition de l’intégrale. Une fonction positive étant la limite croissante d’une
suite de combinaisons linéaires d'indicatrices d’ensembles mesurables son intégrale est
définie comme la limite (qui peut être finie ou infinie) des intégrales de ces combinaisons

(en prenant l’intégrale d’une combinaison d'indicatrices comme étant la combinaison des
intégrales de ces indicatrices, ceci permettant d’obtenir la linéarité de l’intégrale). F.nfin

l’intégrale d’une fonction pour laquelle l’intégrale du module est finie, appelée fonction
intégrable, n’est que la différence des intégrales de sa partie positive et de sa partie

négative.

En nous rappelant qu’une motivation importante est d’obtenir la continuité de l’in-

7
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tégrale sous des conditions pas trop restreignantes, il n’est pas étonnant de voir que

dans la définition de la mesure a été déjà exigée sa continuité monotone, autrement dit

la mesure de la réunion d’une suite croissante d’ensembles mesurables est égale à la li¬

mite des mesures de ces ensembles. Et il s’avère que justement cette propriété permet

de démontrer le théorème de convergence monotone, lui même permettant de prouver le

lemme de Fatou qui à son tour permet de déduire le théorème de convergence dominée.

Ces deux théorèmes donnent la continuité de l’intégrale sous des conditions acceptables

(suite croissante de fonctions positives pour le le théorème de convergence monotone et
suite convergente et dominée par une fonction intégrable pour le théorème de convergence

dominée). Ceci a eu pour conséquence de faciliter l’étude des fonctions définies par des
intégrales.

Signalons aussi que l’intégrale de Lebesgue a le gros avantage, par rapport à l’intégrale

de Riemann qui est définie sur Rn, d’être définie sur un ensemble quelconque ce qui a eu
comme conséquence d’avoir de nombreuses applications parmi lesquelles la théorie des
probabilités.

Soit (JE,(3,m) un espace mesuré et f une application mesurable à valeurs dans R.

•Si f — IA (indicatrice de l’ensemble mesurable A) alors

j fdrn = m( A).

•Si / = Oilyij (combinaison linéaire d’indicatrices d’ensembles mesurables appelée
1=1

fonction simple et on note f € S) alors

/ fdm = YÿaMAi).
J »=i
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•Si / est positive alors on pose

J f dm = snp|j (jthn, g e S+,g < /|
où S+ est l’ensemble des fonctions simples et positives.

Enfin

•Si / est intégrable (i.e. f |/|dm < oo) alors

J fdm = J f+dm — J f dm

où

/+ = sup(/, 0) et / = sup(-/,0)

Si m est une mesure de probabilité notée P, J fdP est notée Ef et on l’appelle

espérance de /. Une fonction mesurable est appellee une variable aléatoire.

Remarquons que les preuves des résultats de ce chapitre sont rappelées en annexe.
L’application qui à / i— > f fdm est linéaire et positive et vérife en outre.

Lemme de Fatou
Si (/„) est une suite de fonctions mesurables positives alors

/ fim fndm < lim J fndm

Théorème de convergence monotone (T.C.M.)
Si (/„) est une suite croissante de fonctions mesurables positives alors

9
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lim J fndm — J sup fndm

1.2 Différents modes de convergence

Nous rappelons les définitions des modes de convergence que nous utilisons dans la

suite ainsi que quelques liens existant entre eux.

1.2.1 Définitions :

Convergence presque partout :

on dit que la suite (/„) converge presque partout vers f s’il existe A €(3 avec

m(A) = 0 tel que

{x fn(x) -*ÿ /(x)} C A

on note :

fn f

Si m est une probabilité on dit que (/„) converge presque siu’êment vers f et
on note

f„ /

lü



Convergence en mesure :

La suite de fonctions mesurables (/„) converge en mesure vers / si :

Ve > 0, lirnrn{ \fn — /| > e} = 0.

on note :

fnÿf

Si m est une probabilité on dit que (/„) converge en probabilité vers / et on

note

fn ~~~* f

Convergence dans lp

Une fonction mesurable / est dans lp si

J \f\Pdrn < oo

On dit que la suite de fonctions mesurables (/„) dt? /pconverg(* dans lp vers la fonction
mesurable / de Zpsi

/ |/„- f\Pdm — > 0
J n—*oo

il



On note :

/.- f

1.2.2 Lien entre ces modes de convergence :

a)

fn f

3(/nj) sous suite de (/„) telle que fnj /.b)/.-=ÿ/

c) Si m(E) < oo alors

fn I fn-ÿf-

d) Théorème de convergence dominée de lebesgue (T.C.D.) :

Soit ( fn) une suite de fonctions mesurables convergeant p.p vers /. Supposons qu’il

existe g intégrable telle que

Vn |/„| < g p.p alors

en particulier

y f = wm y /„.

12



e) Lemmel.l

Si fn —* f et s’il existe g intégrable telle que :

Vn |/„| < g p.p

alors / est intégrable

Une suite de fonctions (/„) est dite équi intégrable si

/ \fn\dm < eVe > 0 3M : Vn € N
{l/n|>A/}

(ou sup/{1/n|>M} |/„| dm 0)

f) Soit m une mesure finie.

Si fn /•et si (/„) est équi intégrable alors

fn /•

1.3 Espérance conditionnelle

Dans toute la suite(Q, A, P) est un espace de probabilité et V est une sous tribu de
L A.

1.3.1 Définition :

Si Y est une variable aléatoire réelle intégrable (ou positive non nécessaire¬
ment intégrable) sur (fl,.4, P), l’éspérance conditionnelle de Y sachant V,

H-
;

13



notée E(Y/T>) est toute variable aléatoire réelle T> mesurable vérifiant

I YdP = / E(Y/V)dPJ o JoVD €V :

Remarque :

E(Y/T>) n’est autre que la dérivée de Radon-Nykodim de la mesure

Q(D) = JDYdP, par rapport à la restriction de P sur V.

1.3.2 Propriétés :

•Positivité :

E(Y/V) > 0 p.ssi y >0

•linéarité :

l’application : ll(Q,A,P) — ♦ /'(O,V,P)

Y — » E{Y/V)

est linéaire

•Croissance :

si X < Y alors E{X/V) < E{Y/V).

•E(E(Y/V)) = E{Y).

•Inégalité de Jensen :

Soit y une variable aléatoire réelle intégrable sur (il,A, P) à valeurs dans ma intervalle
I de IR et soit tp une fonction /3(1) mesurable convexe sur I îivee ipoY intégrable . Nous
avons :

E(<poY/V)>ipoE(Y/V)

14



Exemples de fonctions convexes :

a: — »• |a; | est convexe

x — > xp est convexe sur Ii+ pour p > 1

Si g est convexe et si / est convexe croissante alors / o g est convexe.

1.3.3 Résultats :

Théorème 1 Théorème de convergence monotone conditionnel (T.C.M.C)

soit (Yn) une suite croissante de variables aléatoires réelles positives avec

YnSY
alors

limE(Yn/V) = E{Y/V).
n

Théorème 2 Théorème de convergence dominée conditionnel (T.C.D.C)

Si (YI,) est une suite de variables aléatoires réelles convergeant p.s vers Y et
s’il existe une variable aléatoire réelle Z intégrable tel que :

Vn G N.|Y„| < Z p.s.

alors :

E{Y/V) - limE{Y„/D).

15



Théorème 3 :

Soient (/„) et (g„) deux suites d’applications mesurables avec :

fnÿf PP
9n 9

et lim f gn = J ggn et g intégrables, Vn |/n| < gn

Alors :

Um j f" = J /

Preuve :

La suite (|/„|) étant majorée par la suite (gn) c[ui ('st, intégrable, nous déduisons que
/„est intégrable pour tout<; n. De; plus :

\f\ÿ9
Ce qui montre que / est intégrable, puisque g est intégrable.

Par ailleurs

fn + gn ≥ 0

entraine par le lemme de Fatou

J f + g < iim J U + 9n

Nous obtenons alors

J f + J 9 <)mJ fn + lim y gn = lim J fn + J 9

17



Nous avons :

limYr, = supinf Yn
k n>k

En posant :

X* = infYn
n>k

nous obtenons une suite croissante vérifiant

X, < Yn Vn > k

Donc :

E(Xk/V) < E(Yn/T>) Vn> k

D’où

E{XkfV) < inf E(Yn/V) < supinf E(YJV)
n>k k ">*:

il vient alors

E(Xk/V) < fini E(Yn/V) Vk (2.3)

Par ailleurs

20



L-
E(Y - X/V) < UmE{-Xn/V) + limE(Yn/V) = -limE{Xn/V) + limE(YJV)

Il vient

lim£7(A'„/X>) < E{ X/V) (2.5)

Les inégalités (2.4) et (2.5) conduisent au résult at :

UmE(Xn/V) = E{ X/V)

22



Chapitre 3

Théorème de convergence dominée

conditionnel affiné

Une autre version du théorème de convergence dominée de Lebosgue qui requiert

la convergence en mesure plutôt que la convergence! presque sûre est classique (cf par

exemple Bibi ou Royden). Nous appelons cette version théorème de convergence dominée

affiné et nous le notons T.C.D.A.

Nous allons suivre la même démarche qu’au chapitre précédent mais cette fois nous uti¬

liserons cette autre version.Autrement dit nous allons introduire et prouver un théorème,

que nous notons T.C.D.A.C, et qui est la généralisation du T.C.D.A au cas conditionnel.
Pour cela nous commençons par rappeler le T.C.D.A et sa preuve puis nous énonçons

et prouvons le T.C.D.A.C.

3.1 Théorème de convergence dominée affiné

Dans le cas d’un espace de mesure finie le résultat suivant (T.C.D.A.) est une géné¬
ralisation du T.C.D puisque dans ce cas la convergence en mesure est plus faible que la
convergence presque sûre requise au T.C.D.

Théorème 5 :(cf Bibi ou Royden)

23



J'lim
j--oo.

Ceci prouve l’existence d’un entier j0 qui vérifie :

vj > jo <e

Ce qui contredit la relation (3.1).

D’où le résultat :

t/W'
3.2 Théorème de convergence dominée conditionnel

affiné

Nous sommes maintenant en mesure de généraliser le théorème précédent au cas de
l’espérance conditionnelle

Théorème 6 :

Soit (X„) une suite de variables aléatoires réelles avec :

Xn-ÿX .

Et Vn.|X„| < y p.s

où y est une variable aléatoire réelle intégrable.
Alors :

25



limE(Xn /V) = E{X/V )
n

Preuve :

L’espérance conditionnelle possédant les mêmes propriétés que l’espérance, la preuve

du théorème précédent s’avère applicable pour démontrer ce théorème en remplaçant

l’espérance par l’espérance conditionnelle et le T.C.D par le T.C.D.C.
En effet :

L’inégalité |Xn| < Y et Pintégrabilité de Y entraînent l’intégrabiltté de Xn et X .
Supposons que :

E(Xn /V)* E( X/V)

Donc :

3e > 0 VTO 3Nm > rn :\E(XNJV)-E(X/V)\>e
Pour

3N] > 1

3N2 > Ni
: \Ë(XNJV) - E(X/T>)| > £

:\E(XNJV)-E(X/V)\>e
m — 1

m = Ni + 1

Autrement dit

3e > 0 3Nm > Nm— i

\E(XNJT>) - E(X/V)I > e Vm > 1 (3.2)

Considérons la sous suite (XNm), comme Xn X alors XNm X
Il existe donc (XNm.) sous suite de (Xÿra) tel que :

*AU,

Et par le T.C.D.C :

26



limE(XNm/V) = E(X/V)
n J

Donc :

:Vj>j„ |E(.XNmi/V)-E(X/V)\3jo <£

Ce qui contredit la relation (3.2).
Nous pouvons donc conclure que :

UmE(Xn/V) = E{X/V)

Corollaire :

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires? réelless vérifiant :

3M > 0 ,Vn |Xrt| < M ps

Et Xn-ÿX
Alors :

\iuiE(Xn/T>) = E(X/V)

Preuve :

comme dans un espace de probabilité toute constante est intégrable, il suffît de
prendre y = M et d’appliquer le théorème précédent.

27



Chapitre 4

Applications

Partons de résultats classiques nous proposons des exemples d’applications du T.C.D.A,

T.C.D.C.fl, T.C.D.G et T.C.D.C.G.
Lemme 4.1

Si X„-!-> X alors

E(XJV) E(X/V)

Preuve
L’inégalité de Jensen entraine

|E(Xn/V) - E(X/V)\p = |E(Xn - X/V)\p
< E( |.Y„ X\v /V) (•Il )

par application de l’inégalité (4.1), nous obtenons

J \E(Xn - X/V)\v < I E{\Xn-X\p/V) = E\Xn-Xf

puisque E(E(X/V)) = E(X)
Ce qui veut dire que E(Xn/V) E(X/V) si Xn X

28



Exemple 1

Si Xn X et si (Xn) est équi-intégrable

alors

E(Xn/V) E( X/V)

Preuve
D’après la propriété f) de 1.2.2, Xn — » X et il suffit d’appliquer le lemme 4.1 pour

avoir

E(XJV) -E E(X/V)

4.1 T.C.D.A. dans lp pour l’espérance conditionnelle

La proposition suivante est une généralisation du T.C.D.A, que nous retrouvons pour

P= 1

Proposition 4.1 (cf par exemple Bouziad et calbrix)
Supposons que la suite (/„) soit dans lp(p > 1) que /„ —> f et qu’il existe g de lp

telle que

Vn |/„| < g p.p

Alors :

f elp et

Preuve :

29



Nous donnons une preuve immédiate, plus facile que celle proposée par Bouziad et

Calbrix et qui se base sur le T.C.D.A.

On a /„— > / donc 3(/flj) sous suite de (/„) 1 «dit* (pie

fnÿf

comme | fTlj| < g alors / < g, d’où / G lp

On a fn f donc

l/n - /r 0

De plus |/„— f\p < 2pgp G l1 puisque g G lp

Le T.C.D.A entraine alors

/U'-* 0

Autrement dit

fn f

Exemple2

Supposons que, la suite (X„) soil dans /'’(/> > 1)

que X„ X et qu’il existe Y de lp tell(' que

Vn \Xn\ < K p.s.

Alors

30



X £ P et

limE(XJV) = E{X/V)
n

et on a

E(XJV) E(X/V)

Preuve

Nous avons Xn —> X, |Xn| < Y

avec Y El1 (car lp C l1)
Le T.C.D.C.A entraine alors que

limE{Xn/V) = E{X/V)
n

Par ailleurs les conditions de la proposition(4.1).

étant satisfaites pour la suite (A'„), nous en déduisons

Xu X

l’application du lernme(4.1) donne alors

E(XJV) E( X/V)

4.2 T.C.D.G. dans lp pour l’espérance conditionnelle
La proposition suivante n’est que le T.C.D dans lp
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Proposition 4.2 (cf Bouziad et Calbrix)

Supposons que la suite (/„) soit clans lp{p> 1)

que fn / et qu’il existe g G lp telle que :

Vn |/„| < g p.p.

Alors

/ € lp et

Preuve

Vn |/„| < g p.p et fn f impliquent. |/| < g p.p.

D’où

/ G lp puisque pGlp

Par ailleurs

i/-/.r<2VPP

avec gp G l1 puisque g G lp

De plus

l/-/n|Pÿ0

Le T.C.D entraine que

j\s-u 0

32



C’est à dire

L’exemple suivant généralise la proposition 4.2

Exemple3

Supposons que la suite (/„) soit dans lp(p> 1)
que fn f et qu’il existe gn et g dans lp, telle que

Vn |/„| < gn PP, 9n 9 et lim f(gn + g)p = 2P f g9

Alors

/ G lp et

Preuve

fn f et |/n| < gn f < 9 => / e lp puisque g G lp

\fn 11ÿ (JOna/„ÿ/
De plus

l/n - /|P < (5n + g)p e Z1 car gn et g dans lp

avec

Um/ + = J Üm(gn + 9)p

Les conditions d’application du T.C.D.G étant remplies, nous obtenons

33



Kill J | In - /r = »

Nous allons donner l’équivalent de' l'exemple 3 pour l'espérance conditionnelle.

Exemple4

Soit (Xn) dans lp(p > 1) avec Xn — > X

Supposons qu’il existe (K) et Y dans lp telles que

Vn |Xn| < Yn p.s, Yn K, lim J (Yn +Y)p = 2pfYp et lim£(yn/D) = E(Y/V)
Alors

X elp ,

\imE{Xn/V) = E(X/V)
n

et

E(Xn/V) £(X/Î>)

Preuve
On a |XB| < yn p.s

X € lp

\X\ < Y G P donc

De plus, nous avons
x, y„ y

yn et y intégrables (car lp C ll)
et

£(y,./î>) E(Y/V)
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Autrement dit les conditions d’application du T.C.D.C.G, sont remplies et nous ob¬

tenons

liraE{Xn/V) = E{X/V)

Par ailleurs ICîK hypothèses d’applieal ion <lc; lV;xem|)l<; (2) sont satisfaites pour la suite

(X„) nous en déduisons

Xn X

Reste alors à appliquer le lemme (4.1) pour obtenir

E(Xn/T>) E(X/V)

4.3 Continuité et dérivabilité sous l’espérance condi¬

tionnelle

Les résultats classiques concernant la continuité et la dérivabilité des fonctions définies
par des intégrales sont déduits par application du T.C.D.(cf par exemple Revuz page
72). Aussi est, il naturel de proposer leurs équivalents pour 1’espérauce conditionnelle en
s’attendant à ce qu’ils soient prouvés par application du T.C.D.C. puis de généraliser
encore en se basant sur le T.C.D.C.G.

Proposition 4.3 (cf D. Revuz page 72)

Soit A un espase métrique (E, A,m) un espace mesuré et / une fonction à valeurs
réelles définie sur A x E et telle que
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i) Les fonctions te A, sont mesurables et toutes dominées en module par une

même fonctions g € l1,
ii) pour toute x de E, la fonction /(.,x) est continue sur A.

Alors, la fonction F :

J f(t,x)dm(x)t
'

est continue sur A.

Exemple 5 (continuité sous l'espérance conditionnelle)

Soit A un (wpase métrique, (E, A, F) un espace de probabilité et / une fonction à

valeurs réelles définie sur A x E et telle que

i) Pour tout t de A, l’application x i— > J(t,x) <îst mesurable et dominée en module
g(x) P intégrable,

ii) Pour tout x de E, l’application t

Alors pour tout x de E l’application :

par une application x

f[t,x) est continue sur A.

F(t,x) = E(f(t,.)/V)(x)t

est continue sur A

Remarque

La notation E(f(t, .)/V) veut dire que l’espérance conditionnelle est prise par rapport
à la variable x

Preuve
Soit x €E et ( t„) une suite convergeant vers t, d'après la condition ii)
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de plus la condition i) montre que :

!/(<„,*)| <g{x)

avec g P intégrable.

Le T.C.D.C. entraine alors que

lim F(tn,x) = E(f(t,.)/V)( x) = F(t,x).

F(t,x).Ce qui montre la continuité de l’application t

Proposition 4.4 (cf D. Revu/ page; 72)

Si A est un ouvert de R, et si on suppose que toutes les fonctions /(t, .), t E A, sont

intégrables et que de plus

i) f(.,x) admet une dérivée partielle pour tout x de E,

ii) Les fonctions j£(t,x), t E A, soul toutes majorées en module par une même

fonctions g de l\
alors F est dérivable sur A et sa dérivée vaut

/%(Ex)dm(x)
Exemple 6 (dérivation sous l’espérance conditionnelle)
Si A est un ouvert de R, et si on suppose que toutes les fonctions f(t, .), t E A, sont
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intégrables et que de plus

i) Pour tout t de A, l’application x

ii) Pour tout x de E, / admet une dérivée partielle majorée en module pour

g(x) P intégrable.

/(t,x) est P intégrable,

tout t de A par une application x

Alors pour tout x de E l’application :

F(t,x) = P(f(t,.)/V)(x)

est dérivable pour tout t de A et on a :

dF (t,x) =dt. üt

Preuve

Soit (hn) une suite tendant vers 0 quand n tend vers oo, la propriété de linéarité de
l’espérance conditionnelle entraîne

F(t + hu,x)- F(t,i)lim = lim E(: /V)(x).hn hn

D’après le théorème des accroissements finis il existe t'n vérifiant t < fn < t + hn tel
que

f(t + hu..r)- f(t.x)\ I df
i)th„

Or la condition ii) montre que
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i)t
(C*) <//(, )

avec g P intégrable

Le T.C.D.C. entraîne alors que

f(t + hn,.) - dfF(t + hn, x)- F(t,x) /V)(x) = E(-£(t,.)/V)(x)= £(limlim KK

Extensions
L’exemple 5 peut être généralisé comme suit :

Exemple 7

Soit A un espase métrique, (E,.A, P) un espace de probabilité et / une fonction à

valeurs réelles définie sur À x E et telle que

i) Pour tout t de A, l’application x \— ► f(t,x) est mesurable et
il existe une application g de A x E i— » R

{P*)
vérifiant :

Pour tout t de A, l’application x \— > g(t.x) est P intégrable.

pour tout x et toute suite un convergeant vers a, on a

- \f(un,x)\ < g(un, x)

- g(Un,x)-* g{u,x)
- E(g(un,.)/V)ÿE(g(u,.)/V )
ii) Pour tout x de E, l’application / i— > f(t, x) <>st continue sur A.
Alors pour tout x de E l’application :

39



F(t,x) = E(f(t,.)/V)(x)t

est continue sur A

Preuve

La preuve est identique à celle de l’exemple 5 sauf qu’il faut remplacer le T.C.D.C
par le T.C.D.C.G.

De même L’exemple 6 peut être généralisé comme suit :

Exemple 8

Si A est un ouvert de R, et si on suppose; que toute» les fonctions f(t, .), t £ A, sont
intégrables et que de plus

i) Pour tout t de A, l’application x H— > f(t,x) est P intégrable.

ii) Pour tout x de E, / admet une dérivée partielle; et

il existe une application g de A x E R

(*,x) g(t,x)
vérifiant :

Pour tout t de A, l’application x ■— ♦ g(t,x) est P intégrable,

pour tout x et toute suite un convergeant vers u, on a
- |§fK.*)| ≤9(un,x)
- 9(un,x) — ► g(u,x)
-E(g(un,.)/V) E(g(u,.)/V).
Alors pour tout x de E l’application :

40



F(t,x) = E(f(t,.)/V)(x)t

est dérivable pour tout t de A et on a :

dF df—(t,x)=E(ÿ(t,.)/V)(x).

Preuve

Elle est identique à celle de l’exemple 6 sauf qu’il faut faire appel au T.C.D.C.G. à la
place du T.C.D.C.
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Chapitre 5

Annexe

Preuve du T.C.M.

Posons / = lim/nn

L’inégalité

lim J fndm < J fdm

est évidente.

Reste à montrer l’inégalité inverse.

Si g G S+ avec g < f alors nous allons montrer que

j ydm < lim J jndm

En effet, soit a G [0, 1[ posons

En = {x: ag(x) < fn(x)}

Soit x G E, puisque g(x) < f(x) tout x vérifiant f(x) > 0 satisfait
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(ig{x) < f(x)

Comme /„(x) / f(x), il vient

3n0/ Vn > n0 ag(x) < fn(x)

Ce qui veut dire que x € UEn.
n

D’autre part on a

aglEn < U

D’où

a J glEndm < j fndm < lim J fudrn

g £ S+ donc g = Y1 a«ÿ,) puisque la suite; d'ensembles (E„) e;st croissante la propriété
t=l

de continuité monotone de la mesure dorme; :
n n

J glEndm = £ aim{Ai D En) r— > £ a,m(4) = f gdm
i=1 n>— oc (

_
j

Nous avons donc obtenu

a J gdm < lim J fndm Va €[0, 1[

En faisant tendre a vers 1, il vient
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J (jdm < lim J fHdm

Or J fdm = sup f gdm, ce qui montre quo
9ÿ

J fdm < lim J fndm.

Preuve du lemme de Fatou

On a :

Umfn = supinf /„= sups*
* k

où gk = inf /„
n>k

Puisque Vn > k gk < fn alors / gkdm < f fndmVn> k

Il vient alors

J gkdm < inf J fndm < sup inf J f„dm = Uni j f,,dm

D’où

J gkdm < lim j fndrr!
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Or
t

J \im f„dm = J lim f gÿ-dm

L’application du T.C.M. donne alors

J lim f„dm = lim j gkdm < Hm J fndm

Preuve des propriétés de 1.2.2

a) Soit e > 0, posons

En={\fn~f\>e}

Nous obtenons :

[ \f - fn\P dm > [ 1/ - fn\p dm > f epdm = epm(En)
J JE» J En

Ce qui montre que

m{En) 0 si / |/ — fn\p dm 0.
Tl—*oo

b) fn >—> f veut dire que

V5>0, m{|/„— /| > e} 0
Tl — *00

autrement dit
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Ve > 0, 3n0 e N Vn > n0 m{\fn - f| > e} < e

En particulier en prenant e = jj, 3 Nj tel que

1 1
Vn > Nj rn{\fu - f\ > -} < —

En posant

ni = Nu n2 = sup(iV2,ni + 1),

nous obtenons une suite croissant e d'indices rij telle que

■n.j = sup(iVj, -f 1)

1 1m{|/n ~ /1 > < 7»

Il reste à voir que frij /
Soit

1Ai = {|/n> - /| > 2j}

On a :

]Tm(.4,) < 00

J

Le lemme de Borel Cantelli entraine

46



m(limj4j) = 0

Soit x fi limAj alors

13*eN/Vj>jo |/»JW-/(*)[< jj

Ce qui montre que Vx G limÿ fUj(x) f(x)

c) Nous nous contentons pour cotte preuve de signaler qu’elle se base sur le lemme
d’Egoroff, pour les détails se reporter à Calbrix et: Bouziad.

d) Preuve du T.C.D.

On peut se ramener au cas où les relations sont vraies partout.

Puisque Vn |/n| < g on a |/| < g donc / G i1.
Par ailleurs la relation |/„— / 1 <2g montre que

29 - |/n - /1 > 0

De plus lim |/n - /| = 0 entraine que

J 2gdm = J lim(2g- |/„- f\)dm

Le lemme de Fatou permet alors d’écrire
f 2gdrn < Hm f (2g - \fH - f\)dm -ÿ f'igdm - lim / - |/„- f\)dm
< f 2gdm - ÏÏïnf |/n - f\)dm.
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Ce qui veut dire que

lira J |fn — f\)dm = 0

Par ailleurs

|J f dm - J fndm\ = |/(/ - fn)dm\ < f |/„- /|dm 0.

Ce qui montre que

lim fndm — J fdm

e) On a fn f alors il existe une sous suite (/Jt() de (/„) telle que

fnj f avec |/„.| < g p.p

Le lemme de Fatou entraine

f l/l dm = J iim| fn.|dm < lim J \fnj| < J a < oo

/ est donc intégrable.

f) fn f ‘loue il existe ( frlk ) SOILS suit<! de (/„) telle que f,lk f .
Le lemme de Fatou et l’équi intégrabilité de la suite (/„) entrainent que

J \f\dm < liminf J \fnk\dra< sup / \fnk|dm
nk J < OO.

Par ailleurs soit 6 > 0, on a

/1/ - fn|dm < f\f_fn\<6 1/ - /ni dm + 1/ - /„| dm < 6 + f\f_fn|>tf |/|dm +
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≤ 5 + fl
≤6+ l/l dm + Mm(l/ - /»1 ≥ + J{|/n|>M) l/"l dîn-

l’équi intégrabilité de la suite (fn) entraine

l/l dm+ /{(|/_/n|>ê)n(|/„|<M) l/»l drn + /{(|/-/n|>i)n(|/„|>M) l/"l dm-l/-/n|>«

Ve > 0, 3M > 0/ [
J(\

\fn\dm < £
(l/n|>M)

D’autre part puisque fn / , 3nj tel que si n > ni alors

De plus la continuité absolue de l’intégrale donne l’existence de 7 tel que

L l/l dm < -
4

si m{\f - fn| > 6} < 7
Or puisque /„ / , 3n2 tel (pie si n > n2 alors

"'{1/ - /«I > M < 7

En conclusion pour un choix de 6 < on obtient

Vn > sup(n!, n2), J \f - /„|dm < e

Ce qui montre que /„H-Î-+ /
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Preuve des propriétés de l’espérance conditionnelle :

•Positivité

On a Y > 0, posons

D = {u>/E{Y/V) < 0} G V

On a :

0 < fYdP = j E(Y/T>)dP < 0 (puisque Y > 0 )
D D

Donc P(V) = 0, p.s d’où

E(Y/V) > 0

•Linéarité

Soit a et b deux constants alors

aE(X/V) + bE(Y/T>) est intégrable et V mesurable, et soit D £ V, la linéarité de de
l’intégrale donne

f(aE(X/V) + bE{Y/V))dP = ajE{X/V)dP + bfE{Y/V)dP
D DD

= afXdP + bfYdP
= f(aX + bY)dP

D
Donc

E{aX + bY/V) = aE(X/V) + bE{Y/V)

•Croissance
On a. : X <Y alors Y - X > 0
La positivité de l’espérance conditionnelle donne :
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E{(Y - X)/V) > 0

et d’autre part l’espérance conditionnelle est linéaire alors

E{Y/V) - E(Y/V) > 0

D’ou

E{Y/V) > E{X/V)

■E{E(Y/V))= E(Y), en effet

Cl G T> alors

= JYdP = JE(Y/V)CLP =
n n

E(Y) E(E(Y/V))

Preuve de l’inégalité de Jensen :

Commençons par remarquer que si Y e I alors E(Y/V) G I, en effet
Si Y > a alors E(Y/V) -a= E(Y - a/V) > 0.
par ailleurs tp étant convexe on peut écrire :

v*,<€/,»>(*)-»>(Qÿvd(Q(x-()
(où ipd est la dérivé à droite de <p ).
Posons x = Y(u), ( = E(Y/T>)(u) on obtient :

V’O'M) - <p{E(Y(u>)/V)) > ip'i{(E(Y {uj)/T>))(\' (UJ) - E(Y(UJ)/V)Vu> €Cl
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Alors

#(«))- v'd(E(Y/V)Mmw) - (E(Y/V)(w)) > v(B(y/Ü)M)

Les propriétés de l’espérance conditionnelle donnent

E(<p(Y) - ip'd(E(Y/V)(Y - E(Y/'D)) > E(<p(E(Y/V))/V) =-- p(E(Y/V))

Or

E(<p'd(E(Y/V))(Y - EÇY/V)) = <p'd(E(Y/V))(E(Y - E(Y/V)/V)) = 0

D’où

EMX/V)) > <p{E{Y/V)

Preuve du T.C.M.C.
On a par définition

[ E(Y/V)dP = [ YdP= [ lim /YndP.JD JD JD n
VDev,

(Y„) étant une suite croissante de variables positives, l’application du T.C.M. entraine
que

[ E(Y/T>)dP = [
JD JD lim / YndP = lim / E{Yn/V)dPn J i) n JD

YdP —

E(Yn/T>) étant aussi une suite croissante de variables positives, une deuxième appli-
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cation du T.C.M. donne

V£> G T>, [ YdP = [ li:mE(Yn/V)dP
JD JD n

Ce qui montre que

lim E(YJV) = E(Y/T>)

Preuve du T.C.D.C.

Posons Xn = supk>n\Yk — F|, on a Xn 0 et

\E(Yn/V) - E(Y/V)| = \E(Yn -Y/V)\ < E(\Yn -Y\/V) < E(XJV)

la suite (Xn) étant décroissante et positive, il en est de même de E(Xn/T>),
appelons X sa limite puisqu’elle existe on a :

E(X) = J UmE(XJV)dP = lim J E{Xn/V)dP

car E(Xn/T>) < 2E(Z/T>) qui est intégrable

or

lim J E(Xn/'D)dP = lim J XndP = J UmXndP — 0

On obtient
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{fip?)=o) => x = ü p.s

Ce qui veut dire que

E(Y/V) = HmE(Yn/V)
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Abstract

The dominated convergence theorem is fundamental in
Lebesgue integral theory. It has its equivalent in the conditional
expectation setting. Furthermore there are other versions of this
theorem, that is refined dominated convergence theorem and
generalized dominated convergence theorem.
This study is devoted to yield and prove the equivalent of these
last results in the conditional expectation setting. Then some
examples of applications of the previous results are given.



Résume

!..f; ib î*orèm« de convergence dominée \le Lebesguc est fbr.t!a?nental en
décrie de l’intégrale de Lefcesgue. il possédé son équivalent dans it cadre
ne l'esperance eondmonnelie appelé théorème do con -e. ge:*oe dominée
conditionnelle. Fin outre d5autres versions de cc théorème et qui sont le
théorème de convergence dominée generalise et le théorème de
convergence dominée affiné existent.
L’ohitt de ce mémoire est d’énoncer et de démontrer les ••.'mit alerts de
ces deux dermers théorèmes dacs le cadre de l'espérance conduit nnelîe
En fin ce traveid est illustré p:« exemples ir tppücation ce çcs rési Jtats.




