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Introduction

Ce travail est présenté en trois chapitres

Le premier chapitre est consacré a I’étude d’un probléme aux limites pour
équations différentielles ordinaires a coefficient discontinu auprés de la dérivée d’ordre
supérieur avec des conditions aux limites non réguliéres contenant des fonctionnelles
abstraites.

Les problémes non réguliers pour opérateurs différentiels ont été étudiés dans
plusieurs travaux, on peut citer par exemple : [9, 10, 11 12,13 14,15, 19].

La complétude du systéeme des fonctions radicales pour les opérateurs
différentiels avec conditions aux limites fonctionnelles est étudiée dans [3 , 16 , 17,
18].

Dans [17] et [18] le coefficient auprés de la dérivée d’ordre supérieur est
constant, par contre continu dans [3].

Dans [19] on a le coefficient de la dérivée d’ordre supérieur est discontinu et les
conditions aux limites sont réguliéres.

Différemment des problémes réguliers [15], la résolvante de tels problémes a un
comportement en O( A | %) C’est a dire une perte en | A | -2 dans I’estimation de la
résolvante par rapport au cas régulier {3 , 19].

Aprés on utilise les résultats obtenus pour montrer ’existence, I'unicité¢ de la
solution et la complétude des solutions élémentaires d’un probléme mixte pour
équations aux dérivées partielles paraboliques a coefficient discontinu auprés de la
dénivée d’ordre supérieur avec des conditions aux limites et de transmission non
réguhiéres et contenant des fonctionnelles abstraites.

L’étude repose sur la réduction du probléme posé a un probléme de Cauchy pour
une équation différentielle opérationnelle de type parabolique dont le coefficient

opératoriel a été étudier précédemment.
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Le Chapitre II est consacré a I’étude d’un probléme aux hmites pour équation
différentielle ordinaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et
des conditions de transmission contenant le parametre spectral.

En réalité le probléme traité n’est autre que le probléme spectral d’un probléme
aux hmites pour vibration des cordes avec poids fixé a I'intérieur de la corde [20].

On établit des conditions dites de régularité qui garantissent la décroissance
maximale de la résolvante ainsi que la complétude du systéme de fonctions radicales.

Enfin, on termine au dernier chapitre par I’étude de la résolvante d’un faisceau
non linéaire en A a coefficient discontinu auprés de la dérivée d’ordre supérieur sur
tout I’axe réel.

A I’étude des faisceaux non linéaires est consacrée une vaste bibliographie ; pour
les travaux importants dans ce domaine on peut voir [13]. La particulanté du cas traité

est que le coefficient auprés de la dérivée d’ordre supérieur est discontinu,



B : Le systéme de numérotation adopté dans ce mémoire est le suivant

par exemple le théoréme (1.5.1) veut dire le théoréme I du
paragraphe 5 du chapitre 1 . Si on fait allusion dans les 3
chapitres a un théoréme (ou définition ) dans le méme chapitre |
on ne notera que le numéro de ce théoréme (ou définition ) et le
numéro du paragraphe correspondant , et si on fait allusion a un
théoréme (ou définition ) dans le méme paragraphe on ne notera

que le numéro de ce théoréme (ou définition ) correspondant.
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§1 - Rappels

Nous présentons ici quelques notions et résultats connus et fondamentaux pour
I’étude de notre probléme.

- On appelle espace de SOBOLEV W™ (0,1) ; I’espace défini par :

W (0,1)= {u e L,(0,1); D"u € L (0,]); & < m} :q € (1, o)

pour les fonctions u e W,™(0,1) ; on a les inégalités suivantes :

Lemme : [1]

1+ Sup (o] = ¢ (w0 b, )

ou0< K <m;0<h<h,;yx= ~]—(k + —]—);q e (1,)
m q
2- (k) ym I-r
[0y = )T+
ot:0<K<m; 1 -msl -k < 1
q p q
k 1|1 1
= — + — 1= - =1 1,); 1,
r=_ ml:q p},pe(oo)qe(oo)

- On appelle transformée de Fourier d’une fonction u ; la fonction G définie par :
u () = T [ e ulx) o

qu’on note par : (&) = Fu(x).
Théoréme de MIKHLIN : [2]

Soit une application T e C' (R,C), vérifiant les Conditions suivantes :
|T(o)| <c

Alors T(o) est un multiplicateur de Fourier de type (q,q) i.e:

I <c lclf‘

”F_] TF u“Lq(R) s ¢ "u“LQ(R)

ou F! est la transformée de Fourier inverse.



§2 - Position du probléme
Soit dans L, (0,b) x L,(b,1) le probléme suivant :

LA)u=f

N
Lyu: = a,u(0) + B, u(l) +yu(0) + du(l) + ZZSZP u'(xzp) + T,u =0
p=1

N3
Lyu: = a;u(0) + B;u(l) + 285 u(x3p) + T,u =0
P=1

Lyu: =a,u (b-0)+p,u®d+0)+ T,u=0
Liu: = asu(-0) + Bsu(b +0) + Tyu =0

t“zBs 4 a; B,

Va,  Ja

€ = 0 (Probléme non régulier)

ou

LA)u=a(x)u”’ -Au
a, si x e [0,b)

a(x) = ; be (0,1)

a, si x e (bl]

(a0a) e C*x C*

f=(f . f) € L, (0,) x Ly (b.1)

(x‘,p) € (0,1); v = 23.:p=1,N,

Les T, sont des fonctionnels linéaires (v=2,5) .
Notre but est d’estimer la résolvante de ce probléme et de donner une estimation

a priori de la solution.



§3 - Estimation de la résolvante :
Dans plusieurs questions de la théorie des opérateurs différentiels et en
particulier dans I’étude de la complétude du systétme de fonctions radicales,

I’estimation de la résolvante joue un réle fondamental.

Pour I’étude de notre probléme nous introduisons I’opérateur ../ (1) défini par :

Z (M) : L,(0,b) x L,(b,1) * 1,(0,b) x L,(b,1)

u | * M) u=(L(A)u,Li(})u)

avec D( (1)) = {W7 (0.b) x W7 (b,1) ; Lyu = 0;v = 2.5}
out Ly(A)=au’-Au
Li(A)=au’-Au

Ainsi le probléme initial serait équivalent au probleme suivant :
" ANu=f (1.3)
- Soit le secteur : S, {XGC a-n+m<arg}»<1r-e+(o}
oll @ = min (arg a, , arg a;) ; ® = max (arg a, , arg a,)
On a le théoréme principal suivant :

Théoréme 1 :
Si le probléme non régulier (1.3) ‘/33 ¢ j_gz =0

Vénifie les conditions :

a4ﬁs+a5B4 0 .
o ’

Alors il existe R, > 0 tel que pour tout A € C vénifiant :

5(1;-7[3;#0

LeS, et L] >R, ona:
IlR(k;/(k))” < C, A" : o] > oodanslesecteurS,

La constante C. dépend de I’angle €.



Démonstration
Cherchons une solution du probléme ( 1.3 ) sous la forme :
u=u +u, ,avec:
W= (y1,¥s) ;0L=(y2,Ys)
u, est la restriction sur L, (0,b) x Lx(b,1) de la solution du probléme ( 1 ) :
LA)u =f (1)
L(A) : LA(R) x L(R) LAR) x Ly(R)
w F * L(A) uy = (Lo(A)yr , Li(R) y2)

v

() = (f(x). 5() ;
F(x) = {g,(x) Si x e (O,b); T (x) = {ﬁ(x) Si x e (b,1)

Sinon 0 Sinon

et u, est la solution du probléme (2) :

L(A)u, = 0
2)

L,u, = -L,uy ; v=25
- Cherchons d’abord u, en résolvant le probléme (1). Pour cela :
Soit le probléeme (1) :
LA)u = (1

() & (Lo()‘) yi > Li(3) Y3) = (?1 > F%)

L (A = f,
L](A') Y3 = f3

(1) PN {aﬂyr 'lyl 2?;
ayy -y, = f

Etudions alors I’équation :

ao y1(x) - Ay, (x) = fi(x) ; x € (—o, +mo)
Appliquons la transformée de Fourier aux deux membres de cette équation, grace

a ses propriétés on obtient :



a, (i)’ Fy, = FT,

[ao(io)2 . k]Fy, - Ff

Remarquons que :

a,y, -Ay, = f & vy - (ao)_] Ay, = (ao)—l f ., (a, # 0)
Nous choisissons donc de travailler dans le secteur :

S,e={7»eC:e-n<arg((an)_'k)<1t-s};8>0

S. ={A eC:e +arga, - n < argh < n - ¢ + arga,}
Soit la transformation : A = a, pé ,
Alors : arg A = arg a, + 2 arg po

Le secteur S, se transforme donc en un autre secteur S, défini par :

S',g={poeC:-g+s<argp0<g-e}

De I’équation : [ao (i 0)2 - 7»] Fy, = Ff

et de la transformation : A = a, p5 , On obtient :

[a(, ((1 o)’ - pf,)]Fyl = Ff,

Puisque po € S, , donc p, ne peut pas rencontrer I’axe des imaginaires (y’y).

Etant donné que 6 € R, (ic) est un imaginaire pur et (-ic) I’est aussi. Donc on a :
po % £ (ic) @ p2 = (i0) = (ic) -p2 =0
Alors la quantité a,((ic)® - p%) est inversible dans (a0 = 0).

On peut donc écrire :
-1
Fy, = [ao ((‘ 0')2 - pg)] Ff
" - . . _] N
Fy, = (ic)’ Fy, = (io)’ [ao ((1 )’ - p(z,)] Ff

-1

Posons: T(c) = (i o)’ [ao ((' 0)2 i pg)]



Montrons que T(o) est un multiplicateur de Fourier de type (2,2).

Par des raisonnements géométriques 1l est facile de voir que :

-1 S\ - '
i) - 0| < Co(lof + o) 5 Ipol > o dans le secteur S,

(i o')2 o c?
aoflic) - o3)] (o + pi)

En utilisant I’égalité ci-dessus on obtient :

T(s)| = [

T(o)| < 1 [of’ < S of < % .

2| '02 + Pgl 2| 10|2 + |F>n|2 2| :
doncona:

lT(c)l ¢

1 26 p; 1 c’ 1 2 p;
T(o) = —. > = — .= =
() a, (02 + pg)“ a, o’ +pl o (02 + pf))
On obtient :

R O 1§

T'(c) < . —
l ( )l la,| I 2 4 p(z)l o] lcz N pgl

T'(c) < — . . ———— < ¢, |o]
O Bl B BB el

T'(o) < c. o]
i.e. T(o) vérifie toutes les hypothéses du théoréme de Mikhlin, par ce demier T

est un multiplicateur de Fourier de type (2,2).

Lo " . - . . .-] =
y; = F'Fy, = F' (i c)z Fy, = F'(i 0')2 [a,,((l 0')2 - p(z,)] Ff,
y; = F'T(6)Ff, ;doncona:

Iy

~

f

< < |fil,

,(0.b)

= |[F' T(o) F §;

1,(R) 1.,(R) s ¢ 1,(R)



mais Ily;“],z(ﬂ.b) < "y' L,(R) alors -

“y' “1,2(0.1») s ¢ "f' "112(01‘)

;}L:aopé

=l

Rappelons que y; vé rifie: a,y, - Ay, =
ie ay -apiy, =f & y-pevi = (a) & ; (a, = 0)
ie. pay; =y - (a) %

doi: || [yil,y < I‘Y;Iil,z(R) + fao|” 1|ﬁ||,,2(,<)

doi: |p,[ ¥4l ) < Cclfill om * 3™ Il 0

d'ou : |90|2 Iy l”LZ(R) < Ca”fl“],z(o.b)

1l est évident que : "yllll,z(o.b) < ”yIHLZ(R)

Alors : "ylnl,,(o,b) s ¢ 'pOI_Z ”fl”I,z(O,b)

Onaposé: A =a,p, doncona: [A| = [a,] 'pf,i = ¢, |po|’
Finalement : ||y,||L2(0’b) <c Hf,NLZ(O’M

Reste 1’équation : 4, y3 - Ay; = E

De la méme maniére on va poser : A = a, p;

On choisit le secteur :

S, = {k e C:¢g + arga, —n<arg?»<n-a+arga,}

qui se transforme en :
: T n
Sze={913‘5+3<argpl<'2—'3}

En procédant par un raisonnement analogue a celui de la premiére équation

(ao y, - Ay, = T}) on obtient les estimations :

"y;”Lz(b,l) S G "f3HL2(b,l)

10



HY3"L2(1>.I) = C m-l ”f3||'q(b-')

Pour y, et y: on a obtenu les estimations :

o I

"y;"Lz(O,b) sc ”I 2(0b) Hy‘llx ,(b.1) s ¢C “f ”1 (b.1)

-1 .
"y‘ "Lz(o,b) =6 ";L" "f' ||Lz(nb) > “y3"l,2(b.l) s G ‘kl | ”f.g”"z(b-l)
Pour que u; = (y, , ys) soit solution du probléme suivant :

a,y, - Ay, = f; sur(0,b)
a, Y; - Ay; = f; sur(bl)

Il faut que : A € S;. N Sy
ie LeS, =fheCie-n+to<agh<m-g+ ol
avec ® =min (arg a, , arg a;) ; ®= max (arga, , arg a,)
Estimons u; :
. ”u'”],z(o,b)xLz(b,l) 1 - 1' (L (o)

= Myll'l,z(n,h) ”y3"1,2(b,l)

< 6 ([0 * 15k e0)

"uINIZ(Ob)x] oy = Ce W Il

* ”u‘ 1, (0.b)x1, (b.1) “ Y y‘)l

= “)’1

L(0,b)XT, (b.1)

1.2(0.b)xl.2(b.1)

+ |yi

,(0.b) L,(b.1)

(uﬂu],z(n,b) + il o)

L, (0.b)xL;(b.1) = G ”f”Lz(O,b)xLz(bJ)

IA

o

Puisque y; et y: sont déterminés d’une maniére unique, d’ici résulte I’unicité de u,.

Estimons maintenant u, :

u, est la solution du probléme (2) :

11



L(A)u, =0 dans L,(0,b)xL,(b,1)
(2)

L,ouy,=-L,uy ;0v=25

L), - 0 o {ao y2 - Xy, =0 sur(0,b)

a y, - Ay, =0 sur(b,l)
Considérons d’abord ’équation : a,y, - Ay, = 0
Son équation caractéristique s’écrit :
aokz-k=0<:>an(k2—p(2,)20 (k:a(,pf,)
o kP =p; (2, 2 0)
o kP=ph o= (anyl A

donc, en posant : p, = \/(ao)_' A onobtient: K,, = * p,

Ainsi la solution y, s’écnt :

ky(x-b ) b -po
y,(x) = ¢, e 4 ¢, efr = ¢ enlt ) + ¢, e
de la méme maniére 1I’équation caractéristique de I’équation :

a,ys - Ay, =0 est: a, k-1 =0

o kP = p} (a, # 0)
e kP =pt=(a)' 2

donc, sion pose: p; = \/(a,)_1 A onobtient: k;, = * p,

donc :

)’4()() = ¢, ek3(x—l) + ¢, ek4(x—b) = ¢, epl(x'l) + ¢, e'Pl(x*b)

e Passons maintenant aux conditions aux limites :

Luuz'—'-LUu] ,U:2,5

w=(y2,y) ; W=(y1,¥3)
Onvaposer:L,u=A,u+T,u

12



Les conditions aux limites deviennent :
Auu2+T\)u2:'Auul 'TUul

donc le probléme (2) devient :

L(A)u, =0

(2)
Al) u2 + T\) u?. = - A\) U - T\) ul
Sionpose: T, = (Tf , Tff); v=25

donc: T,u, = T, (y2,¥a) = T,¥2 + Ty ya 5 v =25
ou: T. estcontinue dans W;™(0,b)
m=my=1 m=ms=0
et : T, estcontinue dans W;™(b,1)
On obtient les conditions aux limites suivantes :

' ' N, , N, :
*a, Yy, (O) + B, v, (]) Yy, (O) + 8y, (]) * 2629 YZ(XZP) + 2 b2p y4(x2p)

p=1 P=N)+1

+T22y2(.) +T24Y4(-) = - Ay - Ty

N, N;
*a3y,; (0) + B3y, (‘) + 2183;) Yz(x3p) X d 3, Y4(x3p)
p=

P=Nj+1

+ T32Y2(') + T:Y4(-) = - Aju - Ty
°a4Y'2(b)+B4Y;(b)+T42Yz(-)+T44Y4(.): - Ay, - Ty,
"15Y2(b) + Bs}’zz(b) + T52Y2(-) + T54Y4(-) = - Asu - Ty

ot : (Xop) € (O,b)pour P = 1, N,
et (x.,) € (b,])pour p = N, +1, N, ; v =273

avee !

13



N,

. . Na o ,
o Ayu = o, y,(0) + Byyi(1) + Yyi(0) + dy,(1) + ZSZp yl(XZp) L) B3, Y_z(xzp)
P '

PNy

N3
*Asu = a, )’1(0) + B, Y.z(‘) stp Y1(xzp) + 53p Y1(X3p)

p=1 P=N;+1
*eA,u = oy y',(b) + By y;(b)

® Asu, = o5 y,(b) + Bsya(b)
Puisque :

Y2(x) = ¢ epo(x“b) + C, e*Pox

y4(X) = ¢, ePl(x'l) + ¢, e M (x-b)

On en déduit que :
y,2(x) = ¢, py ) o p, e
va(x) = ¢ p, et L, p e P
Alors :
y(0) = ¢, e™ + ¢, ya(b) = ¢, +c e
b)) = c; "™ + ¢, ya(l) = c; + ¢, e 0D
¥2(0) = ¢, pye™ - ¢, pg y2(b) = ¢, py - ¢, py €™
y2(b) = cipy e - cipy ya(1) = c3py - ¢4 py €™

T\E Y2 () - T2 (C1 Pl =0) g c, e ) = ¢, T2 el b c, T2 oM
Ty, () =T, (c_ p( -0 c, el b)) —c, Te nCD) g, T M)

En remplagant les expressions de y, et y, dans les conditions aux limites on

obtient le systéme suivant :

14



*|x P

—~

N,

-b, -b Xyp-b . -b

Oe Po 4 Ye Po 4 2 62P p() ePo(‘ZP ) + |2‘2 ef’o( )J cl
pP=1

N,
~Po X 2 _p.
-0y Pyt Y- Ddpppe T + Te "ch

P=l

NZ
Bopy + 8+ 28y enlor ) 4 T, et —I)} Cs

P=N,+I

NZ
—Bz P, e—m(l—h) + 8 e—r’a(l—b) _ ZSN’ P, e-p,(xzp-b) n T24 e;p'(. -h)} ¢,
P=N’,+1

= -Au - Ty

N3

-

g |

N'3 N,
— X o E Xom—] -
+lay + D Bpe ™ + T e j‘cz ' [Bz + D8y SR N ]):’ i

P=1 P=N;+1

N3
Bs e () + 2.8 e lor ) 4 T: e _b)jl = - Ay - Ty

P=N;+

o [a4 Po + T42 ep()(< -b)] ¢, + [_ a, P e‘bpo + T42 e-po~] c, + [[34 P, eP](b-]) + T: ep](- -I)] c,

+ [“Ba p+ T, et -b)] Cs= - Aguy - Ty,

. [‘15 + T? el 'b)] c, + [a4 e + T e"""] c, + [[35 eM (™ 4 T3 eml ")] Cq

+ [ﬁs + T_;‘ e’p‘(' 'b)]c4 = - Asu, - Ty

On obtient le déterminant D(p, , p;) qu’on peut écrire sous la forme :

D(po,p1) = 0(po,p1) + R(po,p1)

ou:

9(90,91) =

8(po.p1)

0 -0,p0 Y PBopy +O 0

0 0 By 0
(14P0 O O _B4p]

O 0 0 Bs

= (0t Bs po + ats Ba pi) (<002 Bz po - 0ta B2 1 + 7 Ba - & )

15



’k ’k
Or: -0y B3Py - 3By P = -0y By [ - oy By [—
a a,

_— \/X[az B a‘sz = 0 Par hypothése

Vag Jay

car notre probléme est non régulier.

D’ou:  6(po,p1) = (as Bs po + 0ts Ba p1) (¥ Bz - 6 o)
aussi : ay Bspy + o5 By = g Bs \[; + o5 Py \[ = A [(14 bs + (lsp4] 0
a Ja‘, \/a,

par hypothése

Toujours par hypothéseona:yB:-8 a0
d’0lt : 8(po,p1) = (0ta Bs Po + s Ba p1) (¥ Bs - S o) # 0 dans S,

t  [R(p,, 0 d + |
et [R(po,p,)| = 0 quand |p,| > 00} dans .

’pll—->+oo
ou S's={peC: -g+8<argp<—72£-a}

Nous avons :

x-b -
ya(x) = ¢, e )+ oy e

yA(x) = ¢y em(X*U + C4 e-m(x—b)
ou :
c = Do) g
D (po.p1)

Puisque 0(po,p1) # 0 et IR(pO,p.) | > 0 dans S;, donc les constantes C; ;1 = 1,4
sont déterminées d’une maniére unique, et puisque u, = (y, , ya), d’ici résulte ’unicité

de la solution u,.



Déterminons maintenant les constantes Ci ; 1 =—i—,21—. Ona:
D; (po.p1) = 0i(po,p1) + Ri (po,p1) , O
Ri(po.p1 )} = 0 quand |p,| —> 00}

dansS'g ;1 = 14

lpl' > ®©
avece |
“Lw, -o,py ty Pypptd 0
L,y o B1 0
Olpo-p) = | 0 0 B
a W “Pa Py
—-Lsu, 0 0 Bs

01(pPo,p1) = - (¥ Bz - 6 &ta) (Bs La uy + Ba p1 Ls wy)

0 -Lyw Bp+3 O
0 ~-Lyu B, 0
0 , = ) .
2(00 p]) a, Py —Lyuy 0 By
as  —Lsu, 0 Bs

ez(po,p:) = ((14 Bs Po + s B4 pl) ('Bi Lyu + (Bll prt 8) Law)

0 0, ppty —Lyu, 0
O (X—; —IJ“‘ u] 0
0:(p0.p1) = ’ |
3(p() pl) 0ty Po 0 -L,u By
OLs 0 _LS u, BS

0:(po,p1) = (0t Bspo+ asBapr) (oa Ly uy - (01 po + ) Lawy)

0  -—o,pyty Bopt0 —Lywy
0 o, B, -L;u,
0u(po-1) = o, Py 0 0 ~L, u,
o 0 0 ~Ls u,
94(90,91) = (as Lyuy - aypgLs u]) (%3 B,p + ayBs pojﬁL a0 - B Y)
e
=0

04(Po,p1) = (a6 - B2¥) (05 La w1 - 0t po Ls i)
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Estimation des opérateurs frontiéres :

Utilisons ’inégalité (1) du lemme [1] :

Suplum(x)l < C(h,_x ”u(m)”Lq(o.n + 7t ”ull 01))

x € [0.1]

m

0ﬁ0£k<m;0<h<h0,x=——(k+—]~) qe (1, »)
q

Appliquons cette inégalité a u; pourlecasot m=2, k= 0,1, q=2

Pourk=0 , ona:yx="

34 | " -1/4
le;l())l‘]l\‘[g])‘ s¢ (h "“‘ Ly (0.6)xL, (b.1) “u, I,Z(O,h)xl,z(h,l))
Pourk=1  ona:x=%
' 1/4 -3/4
le:{g‘ll]lslgfll s c(h Hu, L (0B)XLL, (b.1) “ ! ],z(ﬂ.b)xl,z(h.l))
h étant un nombre positif assez petit, on va poser :
h=|Al", dou
34| 1/4
S"l;?)ll]l:[g):l)l s (lkl ”u' L,(0b)xL,(b.1) * m ”u, LZ(O.b)xLz(b.l))
- -1/4 3/4
S:(:{pOtl:ile[S’):])' =€ (P\" L2(0.b)xL,(b.1) ' ' Hu‘ Lz((’-b)""z(b-'))

D’aprés les estimations de u, :

“ " Obe(h]) ”f”I (0D)xL,(b.1)

u“ "1 L(Ob)La(b1) <o ”f"Iz(Ob)dz(bl)

Donc on obtient :

-3/4

Sup [u,(x)| < ¢, A
x€{0.b]x[b.1]

Sup lu, (x)l < c, A
x0,b]x[b.1]

€100

1/4

”f”LZ (0,b)xL,(b.1)

18



De ces estimations on obtient :

|A, u)| < ¢4 Sup 'u‘(x)’ + Sup iu,(x), <, IM-'M Hf”l,z(o’b)xlq(h’])
xe{O,h]x[h,l] xe{(),b]x[b,]]

IA

[Asu| < ¢ Supju(x)| < e 0|l

xg0.b]x[b.1]

A (0.1, (b.1)

IN

|Ayu| < ¢ Suplu(x) < c, |7&|_”4 Ifll,

xe0.b]x[b.1]

L (0.b)x1,(bl1)

IN

|As uy| < ¢ Sup |u(x)

Ce Wﬁw ”f”I,z(
<0 B]b.1]

0.b)xI.,(b.1)

Et puisque les fonctionnelles T,, sont continues dans W,™(0,b) x W™ (b,1) ona:

Pour m, =0 (v = 3,5):

-
|Tu u,l sc Hulan((),b)xI,,z(O,b) <6 I}"' ”f"Lz(O’b)XLz(bJ)
Pourm,=1(v=24):

|Tu “1| sc “uluw'z(n,b) x wh(b.1)

sc ["ul||1,2(o,b)x1,2(b.1) * “u‘ Lz((),b)xLz(b,l)]

Estimons alors u'] , pour cela utilisons 1’inégalité (2) du lemme [1].

Pourk=1 m=2,p=q=2 ona:

Jo

En utilisant les résultats obtenus :

172
Jo

172
Ju + fu
L,(0,b)xL,(b,1) 1.2(0,b)xL,(b,1)

u L,(0.b)xl., (h.l))

L2(0.b)xL, (b.1) s¢ ("u‘

-1
luliLz(O,b)xLz(b,]) S c P" ”f”I,z(o,b)xLz(b,l)

‘“1|L2(0,b)xL2(b’l) SRCH “f"l,z(().b)xl,z(h.l)

Ona:

ju

-1/2 -1
L(0.b)xL,(b.1) < G (Ik| * Ikl )”f“h("-b)xlfz(b-l)

< ¢, P |

2 (0.b)x1.,(b.1)

19



Donc pourm,=1(v=24)ona:

lTn “1‘3 Ce (W] + P"—”Z) “f“Lz((),h)xI,z(b,l)

1.€.

1
IT\) “lls c, | ! ”fIILZ((),b)xI,Z(b,I)

Les résultats ci-dessus nous donnent les estimations :

Y Y Ry

ILyuy < ¢, (I}" "o A '2) ”f”l,z((),b)xl,z(b,l) < ¢, [A " "f”l,z(o,b)xl,z(h,l)
Y - -3

Ly < Ceﬂll ! 4_'x|])“fm4«ugﬂqau) < ¢ I8 ot o

Y Ry Y,
Loy < ¢, (l’»l s A 12) "f”],z(n,h)xl,z(b,l) < ¢, |\ " “f”LZ((),b)xl,z(h,l)

-3/4

Lsuf < e (B ) I apa,on < < M

Estimons maintenant les constantes C; ;1= 1,4

_ Iel(Pmpl) + R](p()apl)| < c lel(P()spl)'

£l 09,000

e C| = <
l l' Ie(p()’pl) + R(p()aplx |9(p05plx
'Cl <c|—(YB3 ‘a35XBsL4 u + By p L5ul)l
" ,(0‘4 Bs po + s By P XY B - 80‘3)‘
ICII <ec *Bs Lou + By p Lsuy car G(Pmpl) £ 0

|(x4 Bs py + a5 By Pll

On va diviser par p; on obtient :

] :
IC| < c([L5 | + ~ IL, ul|) puisque |po| = ¢, A"
1
pif = e A"
donc :
il < e (7 - )L oo

ICI' < ¢ l}‘l_m "ﬂll,z(o,b)xl,z(b,l)

20



_ 'ez(Po,Pl) + Rz(Pn’Pl)l < '92(90=P|)|

o |C,| = <
' Zl le(pﬂ’pl) + R(p(hplx |e(p()ap])‘
IC | < '(0‘4 Bspo + o5 Py p )(‘Bz Lyu + (Bz Pyt 5) L, U;)’
"o K(x4 Bspot+ s By pl)(Y By - 50‘3){
- ) o)L
ICz( <c ‘ B} L2 u] + (B,_ pl + ) 3 U1| puisque 0(po’p') " O

IY By -8 0‘3'
Cof < e Ly w] + P Ly w))
ol < (™ ) I oo

14
Cof < ¢, A ”f”l,z(n.h)\'l,z(h.l)

‘93(90’91) + R}(p()’pl)l < w

o |C,| = <
I 3| le(p(),pl) + R(P()apl)l le(Po,plx
c| Ka4 Bs po + 05 By Py )(az Lyu; - (-a; pp + 7) Ly Ul)l
1o l(“4 Bs py + as By pl)(y Bs - 80‘3)’
oy Lyu - (o, py + v)Lsu \
|C3| < l 3 =2 ™ ( 2 Fo ) 3 ll ;e(p()’p]) £ 0

IY By - & azl
Col < o Lol + W Ly w)
Cal < e (A7 P DY) L o

-1/
ICs| < ¢, [A] ”f"Lz(O,b)xLz(b,l)

Bs(Po.p1) * Ralpopr) _  PalPop))

e C,| = <
G4 0(po.p1) + R(Pg.p:) 6(po.p1 )
!C | < I(a38 - ﬁ.xY)(as Lyu —a,pyLs “1){
" !(a4 Bs po + as By pl)(Y By -3 0‘3)'
C,| < jots Ly uy — oty py Ls uy| . 0(po.py) # 0

Ia4 Bspo + as Py Pll

21



En divisant par p, on obtient :

Cal < oA Ly w] + L w
Cal < oo (M - P+ VI oo

~3/4
Ca| < ¢, ]A ”ﬂll‘z(ﬂ,h)ﬂ,z(b,l)

Revenons maintenant a y, et y, :

+ ‘Cz‘ “e_w

eoo(x—h)‘

“yi’”I,z(O_h) < 'Cl‘ 1,(0.b) 1.,(0.b)

el

Iyl oy < lod eol(x-u)”]l

,(b1) L,(b.1)

Utilisons ’estimation suivante :

”e"”‘ <c ™ <. M s\ > @ danss, .
L,(0,b)
Eneffet ,ona:
-pxX 2 _ 1 _px 2 - 1 -2xRe
”c " L) I‘)lep dx = o€ P dx
_ 1 . e—szep‘ _ [e—chp ) ]]
-2Rep 0 2 Re
1 -2Re
— | - P
2Rep ( © )

. - T T 1
Mais S = g - - <argp < — - ¢
p €S, {p 3 gp 5 J

“~

donc R, p=1|p| Cos (arg p) >0
d’ou:

2 ] 2 Re
1,01 2Rep (1- ™)

e

Puisque R. p > 0 dans S, , donc 2" — 0 lorsque | p| - oo dans S,

2 ci’ — CS

L) 7 Jp|  Cos8 |p]

;avec B = argp

donc : "e"”‘

22



, |Cost| - 0
p eSS = CosO = 0 deplus

Ip| > oo dans S,

Alors “e'r’x 12-2(0-1) < ol
”e-n-\' IZ,Z(O.h) - f| |—'/2

On va appliquer ’estimation ci-dessus pour p = p, et p = p, respectivement sur

les intervalles respectifs (0,b) et (b,1).
Puisque |pd =col A ; lpl=ciIA'? ona

A R e T
Y o S el e
S TR Y T
e M0 '1 " NE ¢, Ipi|” < e N

Donc on obtient :

o Ivall om < € el + Jeaf) ™ '(m—m N |x|“"‘)|x|""‘.|| .

1,(0.)xI.,(b.1)

A

"””L,(o,h) = C l l s ”flllz(()bwdz(b 1)

° ”y4”1,2(0,b) . (fes| + leal) A" s, (W—m + W_m) A I

L, (0.b)x1.,(b.1)
-1/2
"y4"1,2(0,h) < ¢ A ”fnl,z((),b)xl,,z(b,l)

Donc : ||u2”1,2(0,h)\1 (b.1) = (v2.ya)l, 12 (0.)L5(b,1)

HY2“1,2(0,h) ”5’4“1,20,,1)

IA

12
c, [A] ”f”LZ(O,b)xLZ(h,I)
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Finalement :

"“”1,2(0,b)x1,2(b,1) = Ju, + UZHLZ(O,h)xI,Z(b,!)

IA

”uIH],Z(O,b)xl,,z(b,l) + “u2“Lz((),b)x[,z(b,l)

Ce (I’»l" + P‘IJ/Z) “ful,z(o,h)xl,z(b.l)

IA

-1/2
“u”Lz(O,b)xLz(b,l) < ¢, [A ”ﬂlllz(ﬂ.b)xl,z(b,])

et [R(r,L(1n)) c, ("

<
L,(0,b)xL,(b.1) &

Puisque u, et u, sont uniques ; d’ici résulte I’unicité de la solution u.

Le théoréme (1) est démontré.

Considérons maintenant I’opérateur ./ (A) défini comme suit :

1) : w3(0,b) x wi(b,1) = L,(0,b)xL,(b,l)
u—> o (A)u=(Ly(A)u, L,(2)u)

avec D(/(k)) = {Wf(O,b) xW;(b1) ; Lybu=0; v = 2,5}
Soit le probléme :
23)  MNu=f
On a le théoréme principal suivant :
Théoréme 2 :

Supposons que le probléme (2.3) est non régulier i.e. ona:la condition :

a, B, + & B. _ 0 vérfiée

Ja,

: . a a e
Alors - Si les conditions : %4Ps 1 %sPs ; Sa, - yPB; # 0sont satisfaites

va,  4a

1l existe R, > 0 tel que pour tout A € C vérifiant :

reS, etlAl >R,
[R(x, - (1))

La constante C, dépend de I’angle €.

o
W; (0,6)xW3 (b,1) s ¢ I}‘l ; M > o dansS,
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Démonstration :

u=ut; W=,y ; L=(y2,Ys)
"uI”WZZ((),b)xWZZ(h,I) - “(YI -y 3)“w§(n,b)xw;(b.1)
= Hylnwg(n,h) + “y3”W§(h,l)
2 2 |12
"yl“wg(n,b) - "yluLz(o,h) * lly'“h(n,b)

doncona:
NYI”w}(o,b) < “y‘”Lz(O,b) * “y;”l,z(o,b)

D'ou : |(y|||wg(0‘b) S (] + IM-]) "f”l,z((),b)xl,z(b.l)

“y l“w{(o_b) < ¢ ”f”Lz(O.b)xLz(b.l)
Aussi : “y3”W22(0,b) < HY.?“LZ(O,b) + lly;"I,z(O,b)

< o (1 ) I ooty
¥3lwzom < e Il @mpama
D’ou :
"ulllwzz(n,b)xwzl(b‘l) < ¢ Il ompa, o)
D’autre part,on a :
“‘lznwg(o_h)xw;(h.n = “3’2“w§(n_h) + ’|y4"w{(h.l)

yz(x) = ¢ eM(x-b) c, e

po(x-b)

sz(x) =€ pPp€ - cpye ™

) = 6 e b e ple = g yi(x)
De méme on a : y;(x) S y4(x)
d’ou :
o i o AP YRV 1 P

A Il

Y

1,(0.b) < G 2(0-b)xI, (b.1)
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il o = I bl oy < e B I ampa o

172

° Hy“” s ¢ IM llf,|1,3(()‘b)xl.2(h.1)

1,(b.)

2

"}’2 = ”)’2

W3 (0.b) 1,(0.b)

< ¢ (M

L,(0.h)

/2
Y 1 T

< c, lklm ||f“1,2(

=12

donc “y2 W (0.5) 0.B)xT, (b1

De méme on a : ,iy4|)wg(h.|) < ¢, W”Z “f”b(o,h)xl,z(m)

D’ou "‘lzuw;(uh)xw;(b.u) =Y 2”W§(ﬂb) * “y““%’(b-l)

‘ 172
1. "uznwzz(o,b)xwzz(b,l) <c, ] ”f”I/z(O,b)ﬂdz(b»')

Finalement :

"u"sz(O,h)szz(b,l) Juy + “2“w§(o,b)xw;(b__1)

IN

”uluwg(o,b)xwg(b,l) + ”uZ”WZZ(O,b)xWZZ(b._I)

12
c. (1 + ) ||f”1,2(n,b)x1,z(b,1)

IN

12
° ”u“sz((),b)xWZz(b,l) < c, [A ”ﬂlllz(o,b)‘d.z(b,l)
et
[R(x, ()

Puisque u, et u, sont uniques, d’ici résulte ’unicité de la solution u, ce qui ach¢ve

| []/2

<c
W7 (0,b)xW7 (b.1) €

la démonstration du théoréme (2).



§4 - Ensembles denses dans les espaces de SOBOLEYV

On présente dans ce paragraphe un résultat fondamental pour le paragraphe qui suit :

Lemme 1 :

1/ Supposons données les conditions aux limites et les conditions de transmission

suivantes :

N, '
Lyu:= a,u(0) + B, u(l) + 2.5 u(xzp) + Tu=0
p=1

N3
Lyu:= oa;u(0) + Byu(l) + 38, u(x3P) + T,u=0
P-l

Lyu:=a,u(b-0) + B,u(b+0) + T,u =10
Liu:= as;ub-0) + Bsu(b-0) + Tyu =0
ouxy € (0,1) 5 k=23 ;p=TN
2/ il existe des nombres complexes S, = 0 et S, # 0 tels que :
0B S +ta:B.S, =0
oL PBs Syt os Ps S 20

3/ Les fonctionnelles T, sont continues dans wa (O,b)quK"(b,l)

Ko=Ki=1 : Ki=K;=0 (v=2.5)
Alors :

(1) (W3 (0,b)xWZ(b,1) : Lyu = 0:v = 23) = L,(0,b)xL,(b,])

;LZ (O.b)x],z (b.1)

Démonstration :

Pour démontrer (1) démontrons d’abord (2)

@w[o,b}(cw[b,]] L,u=0;m Sk}w;‘(o.b)(wé‘(b,lf 6\’; (O,b)(W2S (b,l)L‘,u=O; m, <s — l

0<s<k<l
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cre -

1" étape : démontrons d abord 'égalité (2) pourk = s 1.¢c:(3)

@T[OJ’]((‘T[[‘JI "H”()Jn“<ki\‘{§(%)\\k’;(lu) (W;(O“b)(w;(h’l)l"’“V”; m,, "k l)

0<k<|

1°" cas : Démontrons (3) pourk =1 1.¢c:(4)

(4)(AC;[’O.»I)]"(CY[ILVI]; i,‘,ll 0om, < l) (W,'(() B)IXWS (D11 0 0o m, =0

\\’!(nh)x\\!vh_l‘»
Soit u e (W;(O,h)xW,'(h.l) CLyu 0 m, o 0)
alorsu” € L(0.b) x LAb.1)

Posons u = (u,,u,), donc u - (u',,u'z) avec u, € 1,(0.b). us & 1,(b.1)

(x.p) € (0,b) pour p~= I.N;,

(X.p) € (b,1) pour p ~'N;,;-I.N‘\

On peut alors écrire :

N,

I’Z(O’b) a U|, ]'Z(le - xnpol)
AN
Nn 1
l:(bJ) - U I’.’.(an K X\\pi—l)
P=N,.

On rappelle que :

~or L )
Gl Xy g Tl X)) pour p =N

donc 1l existe respectivement deux suites de fonctions :
\ ,(”v) Cr . — - N;
Uin € 0 xnp . X\)p#l - P . v

¢ \I’th) € C” [\' ? X”P”] - b N\Hl‘ Nn 4

‘ vp

telles que :
1>T7>0 p ',N”_]
]’(“‘P’Y“P")

' (vp)
b - v
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(vp)

“uZ - "’Zh ” e 0 N U NnH > N\! ]
Lo (Nop-Nop 1)
Posons :
(vp) C ) .
\II () - ‘I’Ih (X) SIX € (x\\p'xnpﬂ > p . I" Nn~|
ih B
0 aillleurs
(vp) . ) 3 N
\ ( ) _ ‘lllh (‘() S X € (xnp*xnpil - p Nn!l*
ami(x) =
0 ailleurs

Wiy € CT0.b] o wry(0) = wy(b) = Wlh( np) “0lp T
Wy, € C7 [b I] Won(b) = wy(1) = \|12h( ”p) =0 p- N

Sionpose i, = (VW) alors yy e Cr[0,bxC[b.]

et s"annule aussi au voisinage de X, et X3,

N\' 1

' 2 _ ~ ' ) h >~
u, -\ ” lu sl ey )
1~ Wi () > Vin I
A P-1 vp-tope]
N
: 2 vl ,
— I ¥
U, - Yoy =y 4[13 - W("‘])H L ()
I,(b.1) PN I ’(\"P“v'v‘l)
’ h o or
Donc : “u, - W 2250
|?((),|\)
' h-—> x
u, -\ e L {
I > Wy
u - = Hu -y “ F ‘u' -\
” Vi 1, (0b)x15(b.1) v W 1,(0.b) 2= Wan ,(h1)

donc IIU‘ - "Ihul,z(()_h)\h(}‘-‘)

Trouvons maintenant les fonctions o, telles que :

Ju - ‘ph||w;((x_h)mr;(h_|) —27 0

Sur 'intervalle (0.b) :

e pourk =0, on pose : Pi(x) = y(x) 2 x € (0.b)
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e Pour k = 1, on doit avoir w,h(x) 27 5 uy(x)
donc _f yin(t)dt BELLLL N j uy () dr = u(x) - u,(0)

d'ou f vn(t) dt + u(0) 22 uy(x)

On pose donc : @y, (x) = ["wy(t) dT + u(0)
Sur I’intervalle (b,1) :
e Pourk =0, on pose : px(x) =¥u(x); x € (b,1)
e Pour k = 1, on doit avoir vr,, (x) —22 uy(x)
donc f\uz}, )dt 22, J'u ) dt = u,y(x) - uy(b+0)

h -

d'ou I“’Zh )Jdt + uy(b+0) —== u,(x) . x € (b,])
On pose donc : ¢, = I\pzh 1)dt + u,(b+0)

Dotona: @(x) = win(x) 3 @m(x) = wa(x)

h-» o

Donc, “ul B (pthwg(n.h) — 2250 et ”uz N (DZthZ'(h_I) —0
Sionpose: ¢n=(Qm, ¢n); alorsona:
Ju - (Ph“wz‘(n.h)xw,](h.l) = Ju, - (Plh”wg(o.h) + Juy - W!(h.1)

ainsi Ju - @l mptny ———> 0 ¢t @, € C7[0.bKC [b1]

Les fonctionnelles T, sont continues dans Wz'"“(O,b)xWZ'“"(b,l) , donc ;

pourm,=0ona:

L\)(ph - < Il(ph - u

’I.z((l.h)xl,z(b,l)

=C ”(ph N u”wz'((),h)\'wz'(b.l) —=25 0

donc hlim Le,=Lu=0;m, =0

Notonspar  Q, = max|L,¢n]

m,,=0)
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et si pour un certainh > h, : L., =0, on pose : Q,= 1/h

Puisque lim Lu(ph = 0 alors lim Qh

hH>x hHo»

Pourm,=1, ona: |[Lap =| Loyl car:

O1n(0) = oin(b) = ou(xy) =0 , p = LN,

(p.Zh(b) - (th - (th( 1)p) . P N'\) +LN\)
<c

C

donc 1an’h| (ph' ”(Ph "wz(o b)xWj(b.1) <

ar ”(ph”wz‘(n_b)xw}(b.l) s to

(@ € CT[0.b]xC”[b.1] = W3(0,b)xW(b.1))
Regardons le probléme suivant :
(Lo((Pt—,s e_iq’) gw = 0

Ll((l’ﬁ8 e-iq‘) gn = 0 (]-4)
Ll) gy = - Ln Oy,

A

ou: LiA)u=GCou’-Au , LilAM)u=cu’-Au

Les constantes C, et C, sont choisies telles que S, et S, soient les racines respectives

des équations caractéristiques des opérateurs Lo et L, , 1. S, = % et S, — é‘—
() 1
Par I’hypothése (2) du lemme 1 , les constantes S; , 1 =1,2 vérifient :
(0.5} Bg S] -+ (¢ A Bz Sz * 0 (a)
Ly Bs Sl + s B4 Sz #0 (b)
.
(a) %3;\[— + o, B, fi # 0
. : C,
<> (i/ZVB* O:/‘ ﬁz = (et c’est la défimtion méme d’un probléme régulier.
G
(b) © a,B; . o B, N
0 » C,

ay Bs N as B, % 0

Te o
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et cette condition prouve I’existence d’une solution unique : voir [19]

T

. . Tc JE—
Ainsi dans le secteur : - 5 ® < ¢ < 5" ®

® = min (arg ¢, , arg ¢,) ; ® = max (arg ¢, , arg ¢,)
de [4] le probleme (1.4) admet une seule solution g, telle que :
2= (gn, gn) e Wi (0.b)xWy(bsl) (122

et pour | entier tel que 1 > 2 on a I'inégalité valable dans ce cas :

5, 2000 lenl, < ¢ ZQ‘” | PN

1=0

En particulier pour j=1:

Q—SZI -1) ”gh“]z < C[ Z”QSZ(I m, - | “/n (Phl + Z]Q;}S 2(1-m,, - 12) L” (Ph|]
m, = m,, ~

Pourm,=0 ona |L,ql <o

Pourm,=1 ona |L,qJ <c
Donc [g,f,, < ¢(Q™* + Q') : 8> 0

17'77'_0

On va poser : u, = @, + g, , donc u, € C*[0,b]x C”[b,1]
deplus Lo, =L, on + L, ga =0 (L, g =- L.s)

donc u, € (C”[0,b]x C¥[b,1] ; LLu=0:m,<1)
etlu-uwll<lu-@ll o+l

1ehm||u wll2=0

h—o»
on a ainsi montré que :

(WA0.b)xW(b.1) s Lyu=0:m, =0) < (C7[0.bRC[b1]; Lu=05 m, <1y

L’inclusion inverse est évidente , donc I'égalité (4) est démontrée.

2° Cas : Démontrons maintenant I’égalité (3) pourk =0 ie:

Lo(0.b)slo(b1) L,(0.b)xL,(b.1) (5)

(C“’[O,b]xC”[b,l]; Lu=0;:m = 0)




Soit u € L,(0,b)xL,(b,1) ; en faisant un raisonnement analogue a cclui du premier cas,
on montre I"existence d’une suite de fonctions ‘P, e Cy [0,b] x C; [b.1] telle que :

Ju - \"hnl,z(().h)\l,,(hl) — s 0

On va poser : ¢, = V), ; donc ¢, € C*[0,b]xC7[b.1] ,
Q.=max | L. ; pour k=0ona:L,=0
m, <k-1
donc on pose : Q, = 1/h
Pourm,=0ona:|L.l <c

Regardons le probléme suivant :
L()(Q;S e-i(p) gn =0

<LI(Q;8 e-iq’) gy =0
L,g, = -L,¢,: pour m, =0

(2.4)

L,g, =0 :;pour m, > |

ou Ly(AD)=Cou’-Au; LA)=Ciu’-Au

A . . .
Cy, = o C = §? (Ainsi ce probléme est régulier ; voir le probleme (1.4))
S D)
v n -
et -— - <Pp< - -0
2 2

® = min (argC,, argC,) ; ® = max (argC, , arg C))
De [4] résulte que le probléme (2.4) admet pour h — oo une solution unique gv=(gm.Lx)

g € C”[0,b]xC™[b,1] et ¢entier telque €>2ona:

2 . <
ZQ;S(l—_I)ll llgh)l_i_z < ¢ ZQah(lAuz)z Ll)(Ph‘

j:” m,, =0

En particulier pour j=0on a:

Q;‘mz ”gh”n_z s ¢ ZQI;NI_W)Z ’Ln(Ph,

m,, =0

et puisque Ll,(ph| <c¢ pourm, =0doncona:

Q" feulls < Q™™ done:
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0y S cQy' : etpuisque limQ, -0 et & >0

h-»»

e,

-0

0.2

alors:  lim|g,

h->»x
St on pose :u, = @y + g, . alors
“U B "h”n.z = Hll N (ph“n_z ' ”thn_z

0

donc: lim|u - u,

h—o»

n2

et Lbuy=L.os +Logn=0: pour m, 0
ie.u € (CT]0,b]xCE[b,1]; Lu—=0; m,=0)
donc I"égalité (5) est démontrée.

D ou I"égalité (3) est démontrée.

2 étape :

Démontrons maintenant I'égalité (2) pour S<<K ie:S =0, K=1 c’est-a-dire :

(C7obRC o] L 0, < ARG

Ly (0b)sT,(h.1)
Soit u € Ly(0,b)xLy(b,1) ; utilisons I’égalité (5) :
donc: (@) u, € (C*[0,b]xCT[b.1]; L,u=0; m,=0)tel que:

8 .
L, (0.b)xI.5(b.1) < '2‘ . et puisque :

o - u,
(CT[O.bxC[b] : Lyu =0 m, = 0) < (W(O.b)xW)(b1): Tou  0.m 0]
Alors u, € (W3(0,b)xWa(b)); L,u = 0:m, = 0)

D’apres I"égalité (4) :

(3) w, € (CT[0,b]xC*[b,1]; L,u=0 ;m,<1)tel que:

€
th - uz“w?‘(().h)\'wg'(h-‘) : 5

Puisque Wzl(O, b)szl(b,]) s’injecte contintiment dans L,(0,b) x 1.,(b,1) , donc on a :

€

o, - “2”|,z(n_b)xr,,(h.1) <oy - UZHWZ'(n_h)xwg(h,l) < 3
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L

On a donc obtenu : “u - "‘“r (ORI (1)
3 IXE 5 Uh

- <
”"l “3”1,7,(041\)« () T

Ainsi fu - u, (OB, S Ju - "'"L,(n.h)\-v,,(m) t - "3”1 (OB S (h1)

“U - u° S(OBINT 5 (b)) < 2 N ) h

L"égalité (6) est démontrée | et par suite on a 1"égalité (2)
Démontrons maintenant 1"égalité (1) :

Nous avons prouvé 1'égalité (6) suivante :

L,(0,b)xL,(b.1) (6)

1,(0b)xL,(b1)

( *[0,b]xC”[b]]; L,u = 0 m” < l)
et puisque :
(C”[O,b]x(fr[b,l]; Lu=0:m, SI) C(W,Z(O.b)x\’vzz(b,l) cLou=0;m, < I) < LA(0.b)xE,(b1)

Alors, en prenant la fermeture par rapport a [,(0, h)xL)(b.I ). on obtient :

NOADNTIRD

Ly(0.b)xL,(b.1) = (C*[0.bxC*[b,I]: Lyu = 0: m, < 1)}

- (W;(O,b)xwzz(b,l) y Loy =05 m, < I)‘I SO (B
L,(0,b) x L,(b,1)

Doncona:

(Wj(O,b)szz(b,l); Lou=0:m, < l)ll,y(().b)xl,z(h.l) = 1,(0.b) x 1,(b.1)

Ce qui démontre I’égalité (1) et par suite le lemme.
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§5 - Complétude du systéme de fonctions radicales :

Dans ce paragraphe on montre la complétude du systéme de fonctions radicales
(théoréme 2).

Dans ce but on commence tout d’abord par rappeler certaines notions sur les
S-nombres d’un opérateur linéaire et on montre un lemme concemnant les opérateurs de
classe o, dans les espaces produit (lemme 2).

Notions sur les S-nombres d’un opérateur linéaire compact :

Soit A un opérateur linéaire compact (A € o.) , donc A* I'adjoint de I"opératcur
A l'est aussi 1.e ;. A* € o, ; d’ou I'opérateur (A*A) € o, et donc H = (A*A)”? € o,
Définition 1 : [5]

On appelle valeurs singuliéres ou s-nombres de I'opérateur compact A | lcs
valeurs propres de I’opérateur compact H ; et on note :

S(A)=A(A); 1=1,2,....... , 00

- Si C est un opérateur continliment inversible dans un espace de Hilbert H | alors

notons par H(C) I'espace de Hilbert suivant :
H(C) = {u e DO) : (u,v)”m = (Cu,Cv)”}
Lemmel :
Soient C,; et C, deux opérateurs continiiment inversibles dans un espace de
Hilbert H ; alors on a :

S, (AL H(C,). H(C,)) = S;(CAC] . H H) j = 1o

Démonstration : voir YAKUBOV [3]

Notons par o, (H , H)) ; p > 0, I’ensemble des opérateurs :

A : H > H, compacts pour lesquels :

T ST(ALHLH) < o

=
Soient H; , . #; (i = 1,2) quatre espaces de Hilbert

et I,: H; > # continues 1.e ; I’opérateur d’immersion correspondant.
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I est facile de voir que si I, et I, sont compacts, alors I’opérateur d immersion | de
H=H, ® H,dans .#= #, ® ¥, est compact.
Lemme 2 :

Soit I € &, (H;, %) (i=1,2)

~

Alors 1 e o, (H, 7).
Démonstration :

I, 0 0 0
Notons les opérateurs ((; O) et (O | ) définisde H=H,® H,dans » - »t 7,

~ ~

respectivement par |, et I, . Il est clair que :
p I 2 q

I AN B
"= , 1, = .

0 0 01,
a ', 0] e 1, 0
o= ),11 :(22 )
| B (0 0 2 12 O 0

D’iciona:

(L. 1.9 ) = A(T1T)

~

*

}“n(li li): Sa(li . Hyu %)

i

~—
—_
il
——
o
No

ie. [ eoc, (H,,

~

Alors: T=T + 1, ec,(H, » )icarde: A B e (H )
résulte que A+Beop(H, 7).
En effet, en vertu de [6] il existe un opérateur auto-adjoint positif dans 7~ a

domaine de définition D(C) = H tel que les normes de . # (C) est H sont équivalentes.

En vertu du lemme (1) et de [5] :

Sn'm-l(A+B, PL k ) = Sn'm~l(A+Bs % . (C)a ‘y )
=Smi (A+B)C', %, 7 )= Spmi (AC'+BC, 7, 77)
<S, (AC!, # , F )+ 8. (BC', 7, 77)

=S, (A H, #)+S.(B,H, #)
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dlicirésulte que siA ,Be o (H, 7 ). alorsA+Beoy(l, 7)

Définition 2 :

Le spectre d’un opérateur A est dit discret si :

1/ tous les points A qui ne sont pas valeurs propres de A sont des valeurs reguliéres.
2/ Les valeurs propres de A sont isolées et sont de multiplicités algébriques finies.
3/ L infini est le seul point d’accumulation de I’ensemble des valeurs propres.

Pour montrer maintenant la complétude du systéme de fonctions radicales de
notre probléme ; on utilise le théoréme apparu dans [3] (théoréme 3.6 p 71 pour le cas
n=1)

Ce probléme est une version actuelle du théoréme bien connu de N. DUNFORD
et JTSCHWARTZ tome 2 (chap IT §9.31 , ref [7].

Théoréme 1 : [3]

Supposons que :

1/ 1l existe deux espaces de Hilbert H et H, pour lesquels on a I'immersion compacte :
Hl c H

2/ H_IIH = H

3/ pour un certamp>0:1€e op (H,, H)

4/ A est borné de H, dans H

5/ 11 existe des rayons l(a) ayant pour origine le point a formant des angles entre des
rayons consécutifs ne dépassant pas ©_ et il existe m € R tel que :

P
RO, Aoy < CRT 2 € l(@) s o] > o

B(H.H
Alors le spectre de A est discret, ct le systéme des fonctions radicales de A cst
complet dans H,.

Soit maintenant dans 1’espace L,(0,b)xL,(b,1) le probléme suivant :

7 u(x) = a(x) u’(x)

D() = {sz(O,b)xW§(b,l) L,u=0;v = 2,5}
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Les fonctions radicales de I'opérateur .# sont dites fonctions radicales du

probléme suivant :

L(A) = Au
{LU u=0 ; v~ —2_.3
ou : L(X) = a(x) u’’(x)
on a alors le théoréme.
Théoréme 2 :

Supposons que le probléme (1.5) soit faiblement régulier 1.e:

a0 00T 4 TR

Oy Es + asﬁ4
\/;‘0 \/ax

et les fonctionnelles :

0 et yBy-da; #0

e T,;v = 24, continues dans W,(0,b)xW,(b,1)

v o

e T,;v = 3,5, continues dans L,(0,b)xL,(b,l1)
Alors, le spectre du probléme (1.5) est discret et le systéme des vecteurs radicaux est
complet dans I’espace W 2(0,b)xW 2(b,1) ;Lou=0,v=25

Démeonstration :

On doit vérifier toutes les hypothéses du théoréme 1 de YAKUBOV [3].

Prenons : H=1L1,(0,b) x L, (b,1)

H, = (W5(0,b) x Wi(b.1) : Lou=0:v =25

Condition 1 : comme les immersions
W;(0,b) = L,(0,b)
sz(b,l) s L,_(b,l)

sont compactes, donc I'immersion : W;(O,b)xwzz(b,]) ca Lz(O,b)XLz(bJ) est
compacte aussi , i.e: Hi g  H compactement. L’hypothése - 1 - du théoréme est
vérifiée.
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Condition 2 :

L égalité : (W (0,b)xW5 (b.1) © Lyu = 0,0 = 25), (g oy = Ly(0.b)xI,(b1)

ie. M, =H
est le résultat du lemme (1.4)
En effet ; il existe S, # 0 et S, # 0 tels que :
o PB:S +oa S #0
et
o Bs Sy + s BaS; 20
car il suffit de prendre :

1 +3 1 + 0  oudestun réel différent de 0 et de -1. Ainsi -

S, = \/a— et S, = \/;
0 I
. 1 +90 1 + 8 _ a,; B (sz}‘ ‘(x‘}_Bg_
G2B3(@)+azﬁz(*—"\/a~') M\/g(; +8|:\/a” + \/a':l
v

—
v
= () par hypothése

= —~== # 0 par hypothese

T+38) 3| oy Bs g By as By
B(JJ Fabs [\/] o *S{Ja; * J}

— -
~

# (O par hypothe¢se

S étant arbitraire, il suffit de prendre :

-0y Ps
\/30
oy Bs 4 O B

a, \/;‘T

I’hypotheése - 2 - du théoréme 1 est vérifiée.

o #
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Condition 3 :
Prenonsp = '2+ & ou & >0 un nombre arbitraire

On rappelle un résultat connu :

S; (1. W (0.b) . Ly(0.b) ) ~ 7 8]

i
et S (I, Wi(b1). Ly(b)) ~ i (8]

ie. 1 €0, (W(0.b).1,(0.0))

et 1 €0y, (Wy(bl). Lyb.))

Alors d’aprés le lemme 2 on a :

I €650 (W5(0.6)xW5(b.1) , L,(0,b)xL,(b.1) )

D’ici comme H, est un sous espace fermé de W,/ (0,b)x W (b 1) alors :
I €eoys  (HLH)

L’hypothése 3 du théoréme 1 est satisfaite.

Condition 4 :

Soit I’opérateur L défini ci-dessus :

/"Hy—>H ou H,=D(/)
puisque la norme ] ul n, €st équivalente a la norme du graphe : Il n, Il

donc I’opérateur .7 devient borné de H, dans H.

L’hypothése 4 du théoréme | est satisfaite.
Condition S :

En vertu du théoréme (2.3) , dans le secteur S, :

S

€

={l:e+c)-n<argk<n+g-s}

ona:

HR()"if)“B(n,n,) N “R(}‘*'/A)wa(n,b)\wf(h.l) < C m

"o I\ = o dansS,

. m 1 !
ie. |R(A, )”n(n,n,) <c, AT s m= 3 IA| = o dans S,
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Et dans le secteur S, il est toujours possible de choisir des rayons d’origine (0.0)
formant des angles entre les rayons consécutifs inférieurs a

T

+ 0

| . :
l (p = 3 + 0 : condition 3) .>hypothése 5 du théoréme est vérifiée.
Ainsi, en vertu du théoréme 1 [3], le spectre du probléme est discret ct e systéme
des fonctions radicales est complet dans (sz (0,b)xW7(b,1), Lyluu=0:v =23§)
Le théoréme 2 est démontré.

§6 - Probléme de transmission parabolique non local :

Dans ce paragraphe, a ’aide des résultats précédents on montre ['existence,
PPunicité et I"approximation par des combinaisons linéaires de solutions élémentaires
d’un probléme mixte pour une équation aux dérivées particlles paraboliques a
coefficient discontinu aupres de la dérivée d’ordre supérieur avec des conditions aux
limites et de transmission non réguliéres et contenant des fonctionnelles abstraites.

L’étude repose sur la réduction du probléme posé a un probléme de Cauchy pour
une équation différentielle opérationnelle de type parabolique dont le coefficient
opératoriel a été étudié précédemment.

Notion de solution élémentaire :

Soit E un espace de Banach ; soit : (1) L(D)u:=w(t)+ Au(t)=0

ou A est un opérateur non borné ; u(t) est la fonction cherchée.
Posons L(A) = A - A 1. Alors on a le lemme suivant :
Lemme 1 :

La fonction u(t) de la forme :

t* t*! t
(2) ut) =e™ [T(T u, + (k-—]); u o + o=y, t u,\.J

oty € E;j=0k , u # 0 est solution de I’équation (1) si et seulement si sont

vérifiées les relations suivantes :
1

(3) La)u, + 55 LRo)upy + o ¥ LP () uy = 0 (P = 0.k)
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Preuve

u(t) solution de (1) < w’(t) + A u(t) = 0 pour t quelconque

[ tF
e | —u, + ... +tu
0 k ! 0 k

k-1
o {te™ ((—}—}_—]—)—’ u, + ...+ uk}} =0

k
Aot | 1
+Ae™ (i(—' u, + ... + ukJ

Ot tk th tk l
&> e’ 1-4g o ooyt (-k*jm up Fo |t A(k! up + oot ukJ' =0

ceci V t.

tk t*! t* l
-, ﬁun + .+ |+ (k _])"!Un ooty tA E—!uo + 0 by J -0

tk tk-l tk-2
o o (A u, - }\“o) + — (Au, - Aouy + u(,) + Y (/\ u, - Ayu, touy)

(k -1)! (k -2)

t
+ + ]_T (A U,y - Ao, + “k-z) + (A | PR Ao u, + “H) = 0

c’est une équation du k'™ degré en t vérifiée pour (V) t < tous les coefficients

sont nuls.

Dou :

(Aug - Aouy = 0 (A -2y =0

Au, - Ayu; +u, = 0 (A - Ay ]) u +uy, =0
Au, - Ayuy, +uy =0 (A -2 Du, +u, =0

Y } <3

Augy - Apu, e, =0 (A - A [) U, + U, =0
Auy - Aoy + Uy =0 (A-2Du +u, =0
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On rappelle que L(A) = A-A1 d’ou:

L(A) =1 L(x) =0 l.,(”)(l) =0 pour p = 2
Donc :

L(A)u, = 0

1 .
L(k(,) u, + 11 L(k(,)u“ =0

T 1.
L(?x(,)u2 + i L(ko)ul + 2 1. (k(,) u, =~ 0

]

(k-1) 1

1. 1
L(xo) ug + 11 L) ugy + .o + K1 L(k)(ko) U, = 0

Uk'l)(K,,) u,=0

|
L(Ao) ug, + T L(A) e, + o +

. I . , o
ie.  L(x)u, + T L(A)up, + ... + o1 L(')(K(,) u, =0 ;p -~ 0k
c.q.fd.

Regardons maintenant dans I’espace de Banach E le probléme de Cauchy suivant :

@) [L(D)u =u(t) + Au(t) =0

(5) |u(0) = o,

du lemme 1 résulte que la fonction u(t) de la forme :

est solution de (3) si et seulement si u, , u,...., u sont des fonctions radicales
correspondant a la valeur propre A, de L(1).
Définition 1 :

La solution de la forme (6) est dite solution élémentaire de (4).



Soit le probleme de Cauchy suivant

(7y |u(t) = - Au(t)

8) | u(0) = o,
On a le théoréme principal suivant :
Théoréme | :
Supposons que :
1 - D(A) est dense dans H (H espace de Hilbert).
2 - Pour un certain p > 0 et A, € p(A) ; R(A0,A) € o,(H)
3 - 1l existe des rayons l,(a) ayant pour origine le point a dont 1'angle entre dcux
rayons consécutifs ne dépassant pas /p et des nombres x>0, B € (0,1]
||R(7L,A)||Sc|k|’B . -m2-a<argA<m/2ta
4 -y € D(A)
Alors le probléme (7) - (8) admet une solution unique u ;

ue C([0,T],E)nC'([0,T], E(A), E) et il existe des nombres c;, tels que :

lim 121[%?1(_] u(t) - ?;Cjn uj(t)F =0

et

lim Sup t |u(t) - iCm uvi(t) + [Au(t) - C, Au(t)] =0
e te[O.T] =1 ‘ 7 F 1 . ‘ r

ou u(t) est la solution du probléme (7) - (8), et uj(t) sont des solutions ¢lémentaires de

I"équation (7) et E(A) = D(A) muni de la norme du graphe.



Position du prebléme :
Dans [0, T]x {(0,1) \ {b}} : regardons I"équation :

(9) du(t.x) | a(x) o u(t, x)

A 2l =0
ot 0 X
avec les conditions fonctionnelles :

L, u:= a, uy(t,0) + B, uy(t,1) + yu(t,0) + Su(Ll)

N
(10) 5 + iszr u(txp) + Tu(ts) = 0

P=1

N3
Lyu:= oy u(t,0) + Byu(t]) + D85 u(t,xyp) + Tyu(ty) = 0

p=1

et les conditions de transmission :

() {L4 u:=o,u(t,b-0) + Byu(t,b+0) + T,u(t,) = 0
Lsu:= asu(t,b-0) + Bsu(t, b+0) + Tyu(t,) = 0
et les conditions nitiales :
(12) u(0,x) = @o(x)
ou :
a, si x € (0,b)
a, st x € (b.)
e T.. v=2,5 sontdes fonctionnelles linéaires.
e o Pi ; 1=2,5 € C

. , . o, B o
et 1a condition fondamentale de non régularité : - j—[‘ + —\}—[}2 = 0
a a

Ecriture opérationnelle du probléme :

Considérons dans L,(0,b) x Ly(b,1) I'opérateur :
A Ly0,b) x Ly(b,1) » L(0,b) x Ly(b,1)

u(x) * A u(x) = a(x) u’(x)

D(A) = {W2(0.b) x WJ(b.l) : L,u=0: v =25
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(9 -(10)-(11)-(12) est équivalent a (7) - (8).
On a le théoréme suivant :
Théoréme 2 :

Supposons que les conditions :

e () HBs o %P Lo (1) Say-yB =0

Ja, o Na

e Il existe deux nombres complexes S, et S, non nuls tels que :

{az By S, + By S, 0 (c)
a;Bs S, + asBy S = 0 (d)

soient vérifiées et que largal <w/2 ;i o

Alors le probléme (9) - (10) - (11) - (12) admet une solution unique :
u(t,x) € C ([0,T], LA0,b)xLy(b,1)) n C' ([0,T], E(A), L0,b)xL(b.

et il existe des nombres c;, tels que :

n

u(t,x) - > Cj, ui(t,x)

i1

(13)  lim max =0

nowo te[0]T]

~~

du(t,x) o c du; (t,x)

ot =1 n ot

L,(0.b)xI, (b.1)

_ 0 u (t,x) . }EC o’ u, (1,%)

m A2
j:] a X

(14) lim Sup t

no® e [0.T]

)

1, (0.0)x, (b1

=0

ou uy(t,x) est la fonction a deux variables engendrée par u(t) qui sont les solutions

élémentaires de 1’équation (7) , et E(A) est le domaine de A muni de la norme de

graphe.

Démonstration

Pour démontrer le théoréme 2 on va utiliser le théoreme 1. Pour cela on vérifie

pour H=L,(0,b)x L, (b,1) : H,=D(A)
Condition 1 :

Par les conditions (c) et (d) du théoréme 2 , on vérifie les hypotheses du lemme

de densité (1.4).
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Ce dernier prouve la densit¢ du domaine :

D(A) = {sz((),h)xwzz(b,l) . Lu=0;v - _25} Dans 1,(0.b) x L,(b.1) par

rapport a la norme de L,(0.b x L,(b,1).
ie Hl, =1
Condition 2 :
En raisonnant de la méme maniére que le théoréme (2.5) on montre I'existence
d’un p>0 et Ay € p(A)/ R(As , A) € 6, (L, (0,b) x L, (b,1)).
L’hypothése 2 est satisfaite.
Condition 3 :
D’aprés le théoréme 1.3 ona:
HRAAN <c. 1Al donc sionpose p="%e(0,]]ona:
HRAAN <c. Al [Al > odanss,;

Sa={keC:8+(_z§—n<argk<n+gQ-8}

Soit le secteur suivant: § = {7&: - g - < arg A < g + a}

o

Déterminons les nombres o , arg a, , arg a, pour que S, < S,

On vaposera =¢

— i n
SecS, ©@egt+to-1<-_—--a<agrA< - toa<nmto-¢
3 5 5 (

. - b4 T
Onobtient: e+ ® -1 < - —-¢ et — te<n+@®-¢
2 2
. - T T
donc sion pose: » < 5 et ® > - 5

on peut choisir € suffisamment petit pour que I’on ait :

« © S, [prendre £ < min (” 0 ’ L g).)
| 4 2 4 2

Puisque ® = min (arga,, arga,); o = max (arga,, arga,)

S

48



donc o < > et © > - ie |argay < i=12

n T
2 2
OR :[IRMLAN <c.Ia ™ o |A > o dans S,
donc : || R A <c.

M7 o A 5o dans S, (car S, S,)
De plus on prend deux rayons p, et p, centrés a l'origine et on choisit le nombre
d > 0 assez petit tel que 'angle entre ces deux rayons soit inférieur a i 8 o.ce qui
est tout a fait possible dans S,. 2 '8
d’ou p, et p, vérifient I’hypothése 3 du théoréme 1.
Condition 4 :
Par I’hypothése (12) on a : u(0,x) = @y(x) , donc @, € D(A)
I’hypothése - 4 du théoréme 1 est satisfaite.
D’ou : d’apreés le théoréme 1 ; le probléme (7) - (8) admet une solution unique :
u e C([0,T], LA0,b)xLxb,1) N C' ([0,T], E(A), L(0,b)xL(b,1)))

et il existe des nombres c;, tels que :

=0 et

n-» te[0.T]
L, (0.b)xL,(b.1)

lim max |u(t) - Y c;, u(t)
i1

p
+

lim Sup t Aut) - Y, Auy(t)
i

e pefoT)

] .
1a(0.B)xTA(bD)

et puisque le probléme (7) - (8) est équivalent au probléme : (9) - (10) - (11) - (12)

u(t) - zn:cjn u'_,-(t)
i

12 (0b)xl 2 (b.1)

donc le probléme (9) - (10) - (11) - (12) admet une solution unique u(t.x) /
u(t,x) € C ([0,T], Ly0,b)xLx(b,1)) n C' ([0,T], E(A) , L0,b)xLy(b,1)) et vérifient les
égalités (13) et (14).

Le théoréme 2 est démontré.
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PROBLEME AUX LIMITES POUR
EQUATION DIFFERENTIELLE
ORDINAIRE DU SECOND ORDRE
AVEC PARAMETRE SPECTRAL

\DANS LES CONDITIONS DE

TRANSMISSION /




Ce chapitre est consacré a I’étude d’un probleme aux hmites pour équation
différentielle ordinaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et
des conditions de transmission contenant le parameétre spectral. De tels problemes
surgissent en résolvant par la méthode de séparation des variables dans le probleme de
vibration des cordes avec poids fixé a I’intérieur de la corde (voir par exemple [ 20 ] ).

On établit des conditions dites de régularité qui garantissent la complétude du
systéme de fonctions radicales.

1 - position du probléme :

Soit dans L, (0,b) x L, (b, 1) le probléme suivant :

L(A)u = fi(x) sur(0,b)

L(A)u = fi(x)  sur(b,])

Lyu: = a,u(0) +B,u(l) =0 (1.1)
Lyu: = a,u(0) + Byu(l) =0

Lyu: = u(b-0) - u(b+0) =0

Lyu: = asu(b+0) - Bsu(b-0) + Au(b) = 0

ou L(AYu=u"-Au
b e (0,1)
f=(fi,f) e l,(0,b)xL,(b1)
Notre but est d’estimer la résolvante de ce probléme et de donner une estimation
0 prion de la solution.

2 - Estimation de la résolvante :

Définissons I’opérateur .. (1) comme suit :

(M) - L(0,b) x Lob, 1) » 1,(0.b) x 1,(b.1)

u > (Au=(I(A)u, L(A)u)

avec  D(~ (1)) = {W(0.b)xW2(b.I) : Lou = 0: v = 25|
Donc le probléme initial serait équivalent au probléme :

S (Mu=f (1.2)
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Soitlesecteur S, = {A: -m+e<agh<m-g}; €>0
On a le théoréme principal suivant :

Théoréme 1 :

Supposons que le probléme (1.2) vérifie la condition :

azﬁg'(X.}Bzio

Alors pour tout A € C vérifiant : A € S,, il existe R, > O tel que | Al R, ona:

“R (k’ J/(K))le(ogh)u,z(m) s ¢ lxlm‘ ”f”LZ(o,b)xLz(hJ) . [\ > o dansSS,

la constante c.dépend de 1'angle €.

Démonstration :

Cherchons une solution du probléeme (1.2) sous la forme u = u, + u, , avec

W= (Yi,Y) 5 Ww=(yz,Ys) ol
e 1, est la restriction a 1.,(0.b) x L, (b,1) de la solution du probléme (1)

7 Mu =1 ()

ot 7 (1) : LR) x L, (R) * L(R)x L, (R)

v

(AN uy = (L)Y, L) y:)

[t
f(x) = (F(x), Tu(x)
f(x) six e (0,b)
0 sinon
(%) - {fz(x) si,"( e (b.1)
B 0 smon
e u, est la solution du probléme (2)

{;/ (M) u, =0 (2)

L,u, = -L,u ;v=25

Cherchons d’abord u, en résolvant le probleme (1).

Soit le probléme (1) :

(]) Ji(k) W = f o (L(X) yis [’(}”) Y_z) = (ﬁ s Ng)



oo [k it
[*(}‘) ya ~ h Y: - Ayy = 1§
ie. y -Ay, o f i~ 13 (a)

Appliquons la transformée de Fourier aux deux membres de cette équation (a) ,

on obtient :

(i)’ Fy, - AFy, = Ff . i =13

< [(1'0')2 —AJFyi =Ff ; i=13

1

¢ Soit la transformation : A = p? |
onadonc arg A =2 arg p

Puisquu L €S, ={A: -nm+e<argh<m-g} ona:
-nt+e<largp<m-g¢
1e. -£+8<argp<£-8

2 2
Donc le secteur S, se transforme en un autre secteur S_ défini par :
S;={p:-zt—+8<argp< E-g}

2 2
Appliquons la transformation A = p? a I'équation (a) , on obtient :
(a) [(io)2 ; X]Fyi “FF . i=123
P [(ic)2 - pZ]Fyi - Ff : i=13
Mais p € S'8 donc p ne peut pas rencontrer I’axe des imaginaires (y’y).
Puisque 6 € R, (i o) est un imaginaire pur et (- i 6) I’est aussi.
Donc:pzxticeop’2(ic) o (1c)-p*20
Ainsi I'expression [(i 6)* - p?] est inversible dans S_
On peut alors écrire : Fy; = [(i 6)2- p7]' F f =13
OR : Fy; = (i 6)* Fy; (propriété de la transformée de Fourier)
donc Fy; =(i o) [(i0)- p’l'F f‘: ,i=13
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posons : T(c) = (i 6)*[(i 6)* - p7"’

Montrons que T est un multiplicateur de Fourier de type (2,2)

T(0)| = AN

l(" o) - pz] |(<f)2 + pz{

Par des raisonnements géométriques il est facile de voir que :

l(io)-pd" <clol2+1pl2)",Ipl = oodans S

Alors :

26 p’ _ c’ b 2 p? B
(02 + pz) ¢’ +p’ o (0-2 + pz)

U S - AU
e el

. IT'(c)l < ¢, o™
Alors d’aprés le théoréme de Mikhlin |, T est un multiplicateur de Fourier de type

(2,2)etona:

”yzul,z(r{) B “F-l T(G)FE”LZ(R) = Ce ”E“LZ(R) ’ = ]’3

ly: L S ELJ(R) ci=13
Puisque “y, L (0h) < “y;”Lz(R) et NE”,/Z(R) - “fl”;.,(o_h)
Ys L)) S Ys RO “E“"z(R) ALY

Ona:

”y;"]l,z(qh) s Ce “f‘”I,z(nAh)

54



“y;“h(h.l) < e b,

e Del’équation: y. - Ay, = f :i=13, x €R,

et enposant L =p? ona: yI - p2yi = T,
dou Py, =i -
Donc o k) < Wik * (Pl 771

Pour i=lona: |p|2 Hy'”],z(R) < "\’l 1,(R) + ”F' 1,(R)

Du fait que ”yllll,z(Qh) < “.Vu L,(R) et “Fl",,z(R) - “fllll,z((),b)

ona : |Pl2 IIYIHI,Z(OJ») S y'l'u]lz(R) t “fl "1,2(0_}»)

doi: ol vl o = € I0l0m * Wil 0

ie. ‘p|2 ﬂylllLZm_M < ¢ Hfl 1,(0.b)

donc Hylllllz((,wh) < ¢ |P‘-2 Nfllll,z(o.h)
Puisque A = p?

”}Ilul,z(ﬂ,b) S ¢ N' I\fllll,z(o,b)

Pouri=3 ona:

o Iyl < 1 R) It

1,(R)

Puisque I]ygu‘,?(h‘]) < |}’z|,l?(k) et “?‘;“LZ(R) b "f“llllz(h-l)

va

ona. lplz "YR“L»,(},]) < 1,(R) + ”fRHLZ(hJ)

doa o Iyl oy < e lifs hon 1630, o

ie. lplz “)’3“1,20»,1) s ¢ "f.‘ul,z(b.l)
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“Yi“;,)(h.,) < ¢ ,P'Hz ”f‘“l,(h.l)

OR A=p* donc

”y.‘“L,(m) < c ‘MJ 'lf3‘|],2(b_|)

Résultat :

I.y‘”I,Z(().}s) < ¢ P ”f"l"z(”~h) ; “y"'“l,z(()b) < < illom
“y3 Ly(b.1) s G IM-I “fgnl«r(“ﬁ) s 1,(0.b) s G f3”"z(’\‘)
On a alors :

”ul ”I,Z(O.b)‘(],z(h.]) - ”(y‘ > y-?)ul,z(n_b)xl,z(b_l)

- "yll'l,z(n_b) + I|y3|l[,z(b.l)
0 (1600 * 150 o)

”“l":,z(o,b)ﬂ,z(h.n) < G P“Iﬂ‘ Il

o

INA

CC

.2 (0,b)x1,(b.1)

1,(0,b)x1.,(b.1) - ”(y‘ ? y‘)

= v

L, (0.b)xL, (b.1)

) * “y; L,(b.1)

Ce (Hflnl,z(()‘b) + ”f-‘“h(bv'))

<c,|

L,(0.b

IA

Jo

L,(0.b)xLy(b.1) f”h(”b)"zz(b“)

Puisque y; et y:sont déterminés d’une maniére unique, d’ici résulte unicité de u,.
Estimons maintenant u, :

u, est la solution du probléme (2) :

P {,,./‘(x) u, = 0 dans L,(0,b)xL,(b,1)

L,u, = -L,u v=25

y; -Ay, =0 sur (0,b)
y; -Ay, = 0 sur (b,1)

v (AM)u, =0 & {

Nous avons donc y, -Ayi=0 ;o 1=24



son équation caractéristique s écrit :
r-A=0r-p°=0 (A=p7)

or=pr=A

en posant p = N/ rn, = X p onalessolutions :
yo(x) = ¢, e 4 et = ¢ M) 4 g, e

)’4(X) = ¢, en(x—‘) + ¢, era(vl‘) = ¢, er‘(‘H) + ¢ e-n(\‘-h)

Passons maintenant aux conditions aux limites :

Lou,=-L,u, ; v=2)5
WL=(y2,Y4) 5 W=(yi,Y¥)
On a alors le systéme :
(a0, y5(0) + Baya(l) = - Ly,
<onzyz( ) + Biya(l) = - Ly,
¥, (b) - yu(b) = - Ly,
(

(s Ya b) - Bs ya(b ) + Ayu(b)= - Ly,

Puisque - ya(x) = ¢, € + 6 € ¢ y,(x) = ey + g e N

on a:

et

y2(0) = cie™t e, 5 oyi(l) =ceMH
yab) = ¢ + ¢, €™ 1 yy(b) = e+ ¢,
y2(0) = cipe™ -cp ;i yall) =cip-cipe™

va(b) =cip-cpe™ 1 yb) =cipe™-cyp

En remplagant les expressions de y, et y, dans les conditions aux limites on

obtient le systéme suivant :



-bp " -bp _
a,pe’ - -a,p-rc, tPypcy-PBrpe -y = - Ly

s e™ - Cp-dy-c, + By ¢yt Py e™ cy = - Ly,
4
g, +e™ c,-e™ocy-1-¢ = -Lyuy,
-Bsp e t B pe’™. cy t ((15 pe™ + p’ e»ho), cy (PZ - O P)‘ ¢, - Low
On obtient le déterminant :
b b
(lzpep —0, P B, p ”szcp
b -
D = o, e’ LR B Bie™
N ] e _etr -1
-h -b 2 b 2
Bsp Bspe™ (agpe™ 1 p’e™) (p7 - o)

D(p) = 0’(p)*+ R'(p)
ou 0°(p)=(a:P,-a;B:) P (p-(Pst as)

pl est trés grand

quand |pl > + o |

p - (Bs + 0‘5) = p[l - Ei—-‘i’qi} =P

D’ou D(p) = 6(p) + R(p)
lR(p)I — ®

oit  0(p)=p’ (o By - otz Ba) et dans S,
| &>

1l est clair que 0(p) # 0 (par hypothése o: 3, - o, B # 0)

R(p)| - o
Donc D(p) = 6(p) + R(p); 6(p) = 0 et dans S,
lp| &> o

. i n
on S = eC: - — +tg<argp < — -¢
e Ticcmpn X

- Nous avons  yx(x)=¢; " P+ c,e™ : yax)=cie ™+ ¢, e

Ci=~%£p—) ;1 =14
D(p)
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Puisque 6(p) = 0 et |R(p)l — 0 dans S'i , les constantes c¢;; 1 = 1.4 sont déterminés
d’une maniére unique.
Et puisque u,= (v, , yi) ,d’ici résulte "unicité de la solution u,.
Déterminons maintenant les constantes C; ; 1 —_]—4
Ri(p) = 0
Ona : D,(p) = 6,(p) + R;(p) avec dans S,
i= 14 Ip| & o

-Lyuy -op Byp
Ly, -ay -0 0

-Lau, 0 0 (p2 - 0 p)

0i(p)=-p (a: B2- 02 B2) (Ls wy + p (p - as) Lawy)

0  -L,u; By,p 0

0 -Lju, B, 0
00 =1 1 L 0 -1

Bsp Ly 0 (Pz - Os P)

0:p)=p(p-(as + BN P Lowm + B p Lawy)

0 —a,p -Lyu 0

0 -0y -l 0

oulp) = |y 0 -L,u, -1
Psp 0 -Lsu (Pz - (s P)

a:(p) = -p(p-as+ Bs) (@ p Law -0 Lyrw)
0 —o,p Bp -Loy
0 -0, Py -Liu,
-1 0 0 -L,u,

Bsp 0 0 -Lsu,

04(p) = p (02 B2 - 0t B2) (Ls wy - Bs Lauy)

9, (p) -
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Estimation des opérateurs frontiéres :

Rappel : Application de I'inégalité (1) du lemme [1] :

sup Ju,(x)| < e A

X € [O,b]x[b,l]

Ael

sup lu;(x)l < c,
X € [O,b]x[b,l]
De ces estimations on déduit que :

e [L,u| <csup ]u'](x)l < ¢, M

X € [O,b]x[b,l]

|f“l,z(0.h)xl,z(h.l)

o |Lou| <csupfu(x)| < e[|

x €[0,b]x[b,1]

L, (0.b)xI,(b.1)

M lel

e [L,y| <csupu(x) < c,

X € [O,b]x[b,]]

2 (0B, (b.1)

- |Lsuy| <c {sup )u',(x)’ + |A|-sup ’u,(x)l}
X e[O,b]x[b,l] X e[O,b]x[b,l]

- -3/
A A R [

V4
¢ ILSUI| < Ce Ilt Hrnl,z(()_h)‘(],z(b_l)

Estimons maintenant les constantes C; ; 1=14:

_ |91(0)+R1(p)l < c |9_‘_(E)I . 0(p)=0

) +RE) (o)

l-p(a3[32 B ‘szstsl'u +p(p - (15)11411,)1

|°|’

o) < ¢

'93 (B, - 0‘2[33)[

o) < ¢ (]pl_2 -'L5u|'+tL4u|‘)

Puisque | pl =[ Al " donc :
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1, (0.B)xl ., (b.1)

2(0.b)x1,(b.1)

|A| trés grand (A € S,)



e < oA+ RN oo

~-3/4
o e < e UL

| l_lez(P)+Rz(P)l < )I

A
= Top)+R() (o)

| lp(p ~(ots + Bs) ~BsLou, + szl,_,u,){
ng(azﬁz - a:Bz)I

. 0(p) =0

los] < ¢

o, < C(lf’r][l‘z“l“ L3u,|) L lol=A"

leal < o (W7 AT L oy o

o, <c P‘,—m Ilflll,,(()_h)\l,z(h.l)

lc.| = :(p) + Rs(p) < ¢ lf)?_(ﬁ)_l . 0(p)=0
0(p) + R(p)| o(p))

I'P(P‘as + Bs Ko pLsu, -(13L21‘1)'
Ip(a,sz _0‘2331

e < fLaw|+lol " Lawf) ol =
- 1214 -1/
el < o (A7 + ) U0t

-3/
° |C3| < ¢, [\ “ﬂ]l,z(ﬂ,h)wl,z(h.l)

lea| = |94(p) + R,,(p)l M
= o) rre) = Plo)

c lp(a2B3 - a3, )(leH - BSDL411])|
'03((13[32 - azﬁ_z)i

les] < ¢

1/2

<c . 0(p)#0

lea| <

leal < ¢ (JoIJLsu |+ ol fLgu

lea| < ¢, (PLI’]- |7»|”4 +|7&|—”2| l_w) “f”; (0.b)xLy (b.1)
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-3/
|C4' < ¢ lkl " ”ﬂ’],z((th)ﬂl(h.l)

Résultat :
. ~3/4 . -
G| < e A ]lﬂll,z(().b)xl,?(h.l) SR
Revenons maintenant a y, et y, :
Iyalh oy = leil e #lealfe
“)’4“1,2(01») S IC?' ep(x-])llll(},_l) +|c4’ “e'f‘(-“"‘) 1y(b.1)
Utilisons I’estimation suivante :
”e“(‘"h)”' o <c ™ <™ 1 A > dansS,
(0.
Preuve : voir Chapitre I § 3
Donc I’e"("b) < e, W “e"(‘"')n < ¢, A"
1,0 — F ’ Ly O F
”e""“ <e " “e“’(‘“h)“ < ¢, A"
1,(0.b) ¢ 1,(b.1) ¢
Ainsi :

ol oy < € {0070 YN

o [ = o PUIRL

0.b)
Dememe: e ”y,1||llz(h_|) < C, IA'V'“{,‘“LZ(}\_I)

Estimons alors u, = (y>, ys) .

"uzul,(o.h)xl,z(h.l) - lez ’ y“)“l,z(().h)\],,(h.l)

Y-

Lob) | “y4”1,2(h.l)

0o #1500

Huznl,z(n,b)xl.z(b.l) <G Ill'l ”fullz(

”"2"1,2(0.h)x1,2(b_1) s ¢,

0.bINT,(b.1)



Nous arrivons maintenant a notre but :

Juy +us]

“"”l,z(nh)\vr,)(h,l) - L {0.h)x1.,(b.1)

S ”“l”],_,(n_h)ﬂ,(_}»_1) A (0w, (b)

< <, A e,

¢ fu

1o (0.B)NI, (b.1) S (0BINI, (b.1)

On en déduit :

”R()\"yﬂ)nl.z((),b)\'l,z(h,l) =G lkl”l + Moo danss,

Considérons maintenant 1’ opérateur .. (1) défini comme suit :
(1) w3(0,b)xw3(b,1) = L,(0,b) x L,(b,1)

u = o (Mu=(L1)u, L(A)u)
Avec D{ (1)) = {w3(0.b)xwi(b)):Lou =0 : v = 25]
Soit le pobléme suivant : ./ (Aju=f (2.2)

On a alors le théoréme :

Théoréme 2 :

Supposons que le probléme (2.2) vérifie la condition :
a.B:— a:p,=0 ;alors 3R, >0 tel que pour tout AeC vérifiant :
LeS, etld >R, ona:

”R )“ 7(0.b)xW5 (b.1) S 6 W——)oo dans S,

La constante ¢, dépend de I'angle €.

Démonstration :

u=wm At L=y ,Y:) s Wm=(Yr,Ye)

¢ "uluwzz((l.h)xwf(h,l)= ”(y' , y‘)uwg(n.h)xwg(h,l) - ”y‘”sz(“.h) +y 3”Wf(h-‘)

()h)— “\1”[2(()b) ' “y;“fq(n-b) ONnc :

”VI

HYI”W,Z(Ob) s Hyll||,7(().b) + ”y;'ll,z(ﬂ.h) = Cﬂ(l+I;\'lul)”f‘nl,z(ﬂ,h)xl,z(h{l)
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vy wion = Ce ”f“r,z(()_lx)\l,z(b.l)

De la méme mani¢re on a :

”y3||w§(h_|) <

(b
On en déduit que :
“"luwg(uh)\-wf(b.r) < e |f], (OB 5 (B.1)
D’autre part :
lazomeston = Walzom + Vil
yo(x) = ¢,e™ " + ce ™ Cya(x) = e 4 et
ya(x) = c,ple™ P 4 ocple ™ yi(x) = ciple™™ Do g ple M

y3(x) = plvy(x) = Ay,(x) i va(x) = plyalx) = Aya(x)

" ’2

”ylu 20 HY2“ Lytom ”)’2 Lo

Et grace a I'égalité ci-dessus :

HYZ““ 2(0.b) Iiyz”iz(o.b) + l)\'lz "yzuiz(o.b)

Donc |y, W3(0.h) < |y Latom) + [ ”yz]l"z(o,b)
De la méme maniére :

”}'4 w% ”\’4” Larw1) 2(b.1)

Puisque ||y2N,,?(0_h) s Cr.WN If Ly (0b)NE, (bl

||y4 ”]12(().1,) < C 'kl'] ||f[|1,2(().h)xl,2(b,l)
On en déduit que :
”Yz”wg(o,b) sc |7»l P‘l )|f||1 2(0.b)xL,(b.1)

")’4“ 2(b.1) scC ( W P”l )’lfllrz(nb)uz(bl)
i-e: "3’2uw20h S ”ﬂll L(0.b)x12(b.1) ”3'4" 2ba) = Cs I, , L(0.b)xl (1)

) S,

w% (().b)‘(wg(h.l A (b.1)
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Finalement : fu |, ooy = T hgomgon * el

o | f,

Et donc ”R(K, 0

<c,

W (0.b)x W] (b.1) 2 (0.b)sT, (hu1)

()”))“w;(m)xw;(h_l) s ¢

§3 - Complétude du systéme de fonctions radicales :

Nous montrons dans ce paragraphe que le systéme de fonctions radicales de notre
probléme (1.2) est complet dans le domaine de I’opérateur .

Théoréme 1 :

Soit le probléme (1.2)
Supposons que la condition oP3 — 3B # 0 soit vérifice .
Alors le spectre du probléme est discret et le systéme des vecteurs radicaux est
complet dans : (W: (0.b)xWi(b1) : L,u=0:0 =25
Démonstration :
Basons nous sur le théoréme de YAKUBOV [3] (chap 1, §5)
posons : H = L,(0,b) x Ly(b,1)

H, = (W2(0,6)xW3(b)) © Lo =0:v-25)

On vérifie alors facilement :
1 - L immersion H;  H est compacte car les immersions :
W;(0,b) = L,(0,b)
W7(b1) < L,(b.h)
Sont compactes et par conséquent I'immersion :

W3(0,b) x Wy (b,]) < L,(0,b) x L,(b,l) etaussi compacte.

2-H, =H car:

Soit u e Cy [0,b] x C7 [b,1) = u(0) = u(l) = u(b) = 0

= u(eW;(0.b)x eW;(bJ) ; L =0 ;v =23
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: : 2 2 :
i-c. C(J)o[()_b]\(‘:f[b.l]c(wz (0.b)xWy(bd) : L ju=0 1v~= 2.5) ¢ Ly (0.b) x L, (b.1)

Mais  C7[0.b]x C7[b.1] 1 omn i = La(0.6) x Ly(b.1)

Alors: (W5 (0,b) xW5(b,1) :Lou = 05 v = 25), om,men = La(0.6) x Ly(b)
3-Pour p=1/2+5 . 8>0 arbitraire on a :

I € op (H),H) .pour la preuve voir la démonstration du théoréme (.2.5.1.) (Condition 3)
4-Soit 7 H; > H ou H;=D(r").

puisque la norme [ 1 est équivalente a la norme graphe

"""n, + u”],z(().h)xl,z(h_l)

Alors .7~ devient borné de H,; dans H.

5 - D’aprés le théoréme 2.2 , dans le secteur S, :

S, = {l:e+5<argk<27r-gg-a} ona:
"R()"J']A )”B(H.Hl) = [R(x, )”wf(o,h)xwf(h,l) <G s

i-e. ”R(k,g/)ﬂn(”’”‘) < ¢, M ;m=0; \|] > wodansS,

A| & oodans S,

et dans ce secteur on peut toujours choisir deux rayons centrés a I’origine p, et p»

consécutifs faisant entre eux un angle inférieur a : T (p='%+d,56>0)

R
2

On a ainsi vérifié toutes les hypothéses du théoréme [3] , et donc le spectre de ce

probléme est discret et le systéme des fonctions radicales ets complet dans :

(W3(0.b) x Wi (b)) : Lo =0 :v=25)
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ETUDE D’UN FAISCEAU
\QUADRATIQUE SUR EJ




Ce chapitre est consacré a I’étude de la résolvante d un faisceau quadratique en A

et a coefficient discontinu auprés de la dérivée d’ordre supérieur sur tout I"axe réel .

Théoréme : La résolvante de ce probléme a un comportement en O (| Al )

Démonstration : On Présente ci-dessous la démonstration de ce résultat.

Position du probléme :

On veut étudier I"équation :
L(Au= 2 u(x) + k(a, u(x) + b, u(x))
+ a,(x)u’(x) + bu(x) = f(x) : x e R.
c, St x>b

a,(x) = (cy.c) € CxC”

¢, Si x<b

Pour cela sott le probléme

sMu=f ou u-= (vo-y:) (1)
o (1) 1 Ly(R) x Ly(R) — Ly(R) x L,(R)

. f(x) st Xx b
3 f(x) = (f”(x) > fl(x)) o f”( ) 0 sinon
f(x) St X b
G - |
'(‘() ]_() smon

L,(A)u = Xu(x) + k[a,u Xx) + b,u(x)] + cu"(x) + byu'(x) 1 i~ 01
alors: (1) ., (AMu = f & (L(,(X)yn LWy, = (. )
o [t
L,(A)y,
(])QKZYi(X) + )“(aly;(x) + blYi(x)) + ciY:(x) + bzy;(x) = fi(x) N

Appliquons la transformée de Fourter aux deux membres de cette équation ; on

obtient :

67



A Fy, + La, Fy; + Ab, Fy, + ¢,Fy; + b, Fy; = Ff, : i ~ 0.1
& A Fy, + La,(io)Fy, 1+ Ab, Fy, + c,(ic)’Fy, + b, (io)Fy, = Ff, : i = 0.1

ic. [V +1b 4 (ra, +b,)io) + ¢ (ic)z]Fyi —Ff, : i= 00 (2)

Remarquons qu’on peut écrire :

(3)‘ AT Ab, + (ka, +b2)(i(’) + Ci(i(’)z = Ci(io - llil)(i(’ - l‘iz) o1 0

T 1 sont les racines de I’équation caractéristique :

@i W+ (ha+b)p+i+br=0

En effet ; la demiére équation (4) est une équation du second degré en i (= 16) et
elle admet la décomposition (c; coefficient de p?) :

C;(ll - u;)(u - u'z) ou p, et u. sont les racines éventuelles de cette équation .

Montrons la relation (5) suivante qui sera utile pour choisir notre secteur :

9 i -y 2 P2 (D
2

ot o, et ) sont les racines de 1’équation
(6) (:i(s)2 + a,o + 1 =0 1= 0.1

Preuve :

Soient ®) et m} les solutions de I"équation (6) alors :

2_,m
2¢;

P
M), =

. Aa, thal-de,
dot Lo, = a Z\ﬁh bl i = 0,1 (7)
C.

1

-> u*, et 1, étant les solutions de (4) . on a alors :

C {ray + by)x J(Ray + by) 4 (X +by2)
Hip = 5 c =0,
C.

1

68



-Aa, - b, +\/?C a|—4c)+k(23 b, - 4cb) b, .
AAAAAAA T B ()

Hin = - e

i

\/k2(a,2 —4ci)+7&(23 h2 4c b )+l)2

[P (PR P TN R PR SN ) I

g - . . /2
Utilisons alors I"approximation : (1+x ) = 1112 x + 0 ( x*)

X tres petit .

— () |M—)co

Puisque x = lk""(af —4ci)“'(Za,b2 —4c;by)+ X'z(af —4ci)"b;_

Ona:

(8) = Ayaj —4c, ]+'2‘ [X 3: “de. -(2a,b, —4c;b, )+ —+ .2 *——)JWLO(X—J

Ci

2
= \Jal —4c, +l-2a'bi 4.C_ib‘ 1 l)._‘ +()(l)
2 Ja? —d4c, A \/a —4c; A
= A af —4;_-{- il b,’;___z_,(_: b + O(l)
\/( r "401- )\'

—— ab, -2, |
-Aa, — b, i(K a; —4c; +a‘b,f,#2‘(i;23' t ()(K)J

Donc : p",j = ; I
¢
. -ha, 2 Afal — 4, Ja? —4c, I
My = + + O~

1

i -bz(ial —\/af —4ci) 2¢.b, o ( I)

N;.z = Ao, + = + s
2c, -\ﬁll" —4c, 2c;y/ay —4c,

, b, o
My = M)lz + S 4 5-—-* + O(%)

\ﬁa ——4;# - —4ci
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cqfd

On déduit de cette relation que pour | Al trés grand on a ]uiul = [A miul_

Soit le secteur :

Sf_'—’{li -g—gzi_+e < argh < gz_n__mi_g}

Ou argom, # argm, . i = 0,1

i

@ = min (arg O, arg o5 + 7[)

®' = max (arg o), arg O, + n)

SiA eSS, alors

argh >n/2- @ +g ctargh<3n/2- o -¢

argA+ o' >n/2+e et

argk-’r-—(—«;‘ <3n/2- €.

. . . . n
1.e. arg A+ min (arg o), arg o, + n) > 5 + €

et arg A+ max (argom, ,argo, +7n)< 3 ——¢
g £, £, )

cad:

argh + argo, > —+¢

SR

i LY
argh + argm, +m > 5.+;.-,

n
arg(km ) > —
2

id

arg(kmz+1t) - +e
2

12[-+5 < arg(k(oi,) < %E-a

argA + argmj < 3 g_g

et
argh + argo) tm < 3 g—wg
- n
argfAo!] < 3 =——¢
groi) <37
et
i i
arglL o, +n) <3 ——¢
g( 13 ) 7
1 = 0,1
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Ceci étant vrai pour tout A €S, , pour | A trés grand on sait que p/',, = A o', donc :

T + _ i In
—+€ < arg, < —_——¢
2 2

e <agp, < Tog
7 gH, 5
i.e. ar i + E E _32
€. arg ly, 555
Donc ¢!, p', ; i=0,1 n’appartiennent pas a I’axe des imaginaires purs . Mais & €R
implique que (ic) est imaginaire pur .
Doup', #ic et phzic ; i=0,1.
oic-p, 20 et io-p,20 ;i=0,1.
& c(ic)’ +(ra, +b,Yic)+ A2 +4b, = 0 ; i = 0,1
& Texpression ¢, (i)’ +(ra, + b, (ic) + A2 + Ab, est inversible dans S,
Donc on peut écrire :
-1 —
Fu, = [73 +1b, +(Aa, + b, ic)+ ci(ic)zl Ff
" . . -1
Fu, = (ic)’ Fu, :(ic)z[Kz +Ab, +(Aa, +b, )(10')+ci(10)2] Ff
-1 .
Montrons que T;(o) ::(ic)z[k2 +Ab, +(Aa, + bz)(i6)+c‘~(i6)2] Ff

est un multiplicateur de Fourier

(o)’ of

| lci(io)z+(7La,+b2)(io)+lz+kb1’ ) Icillic—u';"ic—uZI

| Al trés grand ; on remplace W, par Ao,

2
(0]

Ti(o) < ¢

lc; ”ic — A, “io — A0,
On peut montrer par des raisonnements géométriques que :

(9) li(’_)‘wi.z{_l < ¢, (I“IJFPL')il qd A| > dansS, i =0,
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o o*

Donc: [T(o)| < ¢, — "5 <¢c, —— <c - [T(o) < ¢, - i

IR (R0 Y e

_— ~20 (i —pj(io — 3 + (i) (2ic ~ (i} + u})) o
cl(icr—ui,)z(ics'—uiz)2

_ !—20’(i6 — u} )(Kj - uiz) + (iﬁ)z(ZiG - (u; %‘u'z))'

2

T(c)

n 020 :
|ci”m — u’,‘ IIG — 15
Grace a 'inégalité ci-dessus (9) et en remplagant p',. par A o',

( | A tres grand ) on obtient :

(ol + 1) +Iof (ol + 1)

Ti'(G)I s C"g"“ S~ ;1= 0,1
(o] + [A])
3 2 2
o) = e Bl R
ol + [\
C[Jol’ L ]
- 4 4 4 4 4 4
o+ o[ +[A[" o]+
|G|3 -1
< C F‘F = ¢,|o]
. IT;(G)‘ <c, lo|" ii= 0,

Or: vy, =F'Fy =F'(ic)’ Fy,
y; = F' T,(o) Ff; i = 0,1

Par le théoréme de MIKHLIN | T; étant un multiplicateur de Fourier ,on a :

Wil = IFT@FEL o < ol e 1= 0

HY:”LZ(R) s ¢, ”fi“h,(R) ;1= 0,1
— Puisque y; vérifie :

Ky +A(ay; +by) + ey by = £ =0,
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< yi(x2+;\’bl) +yi(Ra, +by) + ¢y, = fi 1i=0]
Donc ()&2 +)Lb,)yi = f, - (Aa, +b,)y, - c;y;
Quand |A|—> o dansS, ona:

W Wil < Wl * ML * WL

f;

Puisque "y;”]’Z(R) < ¢ b e

y;

Aors: Wil < e il * VL

L’inégalité 2 du lemme (1.1.1) [1] nous permet d’avoir I’estimation :

il < e (]Il il

Donc :

PPl < e Bl el (] il i)

< e, 6]+ eal (6l yil™ +Ivil)

doi: Pyl - e W Il vl - e vl < e, I5]

(W - ) Iyl = P Ivl™ < el

| Al trés grand alors

-

vil= M yil™ = el

Toujours parce que | Al est trés grand on a -

Wz "yi”LZ(R) < c,f;

A

Il,Z(R)
Soit Iyl @ < e P, T =0
e u=(yo,y;) donc:

”“llx,z(n)x[,z(a) = llyoll,,zm + ”yINI,Z(R]

s C W_z(“fl “1‘2(R) + |f2 ”l,z(R))

A ]

”u”I,Z(R)wl,?(R) < € 1,(R)
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