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Introduction
Ce travail est présenté en trois chapitres

Le premier chapitre est consacré à l’étude d’un problème aux limites pour

équations différentielles ordinaires à coefficient discontinu auprès de la dérivée d’ordre

supérieur avec des conditions aux limites non régulières contenant des fonctionnelles

abstraites.

Les problèmes non réguliers pour opérateurs différentiels ont été étudiés dans

plusieurs travaux, on peut citer par exemple : [9 , 10 , 1 1 , 12 , 13 1 4 , 1 5 , 19].

La complétude du système des fonctions radicales pour les opérateurs

différentiels avec conditions aux limites fonctionnelles est étudiée dans [3 , 16, 17,

18].

Dans [17] et [18] le coefficient auprès de la dérivée d’ordre supérieur est

constant, par contre continu dans [3],

Dans [19] on a le coefficient de la dérivée d’ordre supérieur est discontinu et les

conditions aux limites sont régulières.

Différemment des problèmes réguliers [15], la résolvante de tels problèmes a un

comportement en 0(1 X I _1/2) C’est à dire une perte en I X I 1/2 dans l’estimation de la

résolvante par rapport au cas régulier [3,19],

Après on utilise les résultats obtenus pour montrer l’existence, l’unicité de la

solution et la complétude des solutions élémentaires d’un problème mixte pour

équations aux dérivées partielles paraboliques à coefficient discontinu auprès de la

dérivée d’ordre supérieur avec des conditions aux limites et de transmission non

régulières et contenant des fonctionnelles abstraites.

L’étude repose sur la réduction du problème posé à un problème de Cauchy pour

une équation différentielle opérationnelle de type parabolique dont le coefficient

opératoriel a été étudier précédemment.

!
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Le Chapitre II est consacré à l’étude d’un problème aux limites pour équation

différentielle ordinaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et

des conditions de transmission contenant le paramètre spectral.

En réalité le problème traité n’est autre que le problème spectral d’un problème

aux limites pour vibration des cordes avec poids fixé à l’intérieur de la corde [20].

On établit des conditions dites de régularité qui garantissent la décroissance

maximale de la résolvante ainsi que la complétude du système de fonctions radicales.

Enfin, on termine au dernier chapitre par l’étude de la résolvante d’un faisceau

non linéaire en A, à coefficient discontinu auprès de la dérivée d’ordre supérieur sur

tout l’axe réel.

A l’étude des faisceaux non linéaires est consacrée une vaste bibliographie ; pour

les travaux importants dans ce domaine on peut voir [13], La particularité du cas traité

est que le coefficient auprès de la dérivée d’ordre supérieur est discontinu.

!
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N.B : Le système de numérotation adopté dans ce mémoire est le suivant

par exemple le théorème (1.5.1) veut dire le théorème 1 du

paragraphe 5 du chapitre I . Si on fait allusion dans les 3

chapitres à un théorème (ou définition ) dans le même chapitre ,

on ne notera que le numéro de ce théorème (ou définition ) et le

numéro du paragraphe correspondant , et si on fail allusion à un

théorème (ou définition ) dans le même paragraphe on ne noiera

que le numéro de ce théorème (ou définition ) correspondant.
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§1 - Rappels

Nous présentons ici quelques notions et résultats connus et fondamentaux pour

l’étude de notre problème.

- On appelle espace de SOBOLEV Wq,n (0,1) ; l’espace défini par :

Lq(0,l) ; a < m) ; q e (1, ao)

pour les fonctions u eWqm(0,1) ; on a les inégalités suivantes :

Lemme : [1|

Wqm(0,l)= {u e L„(0,1);D“ U 6

- Sup |u'l)(x)| < cfh' x ||u«m>|
X€ [0,1]

+ h * Ni.1
Lq(O.l)

— + -1 ; q e (i,oo)
m V qVoù 0 < K < m ; 0 < h < h„; x =

«♦X. '<•» * Ml.q(0,l)

1 1où : 0 < K < m ; - k < -- m <
qq p

k îî ; p e (l,°°) ; q e (l,°o)+r =
m [_q pj

- On appelle transformée de Fourier d’une fonction u ; la fonction û définie par :

m
1
:
i i j;; e-'ÿu(x) dxu ft)-
.
: qu’on note par : û(ÿ) = Fu(x).

Théorème de M1KHL1N : T21
Soit une application TEC1 (R,C), vérifiant les Conditions suivantes :

|T(o)| < c ; |r(a)| < c |a|“'!

Alors T(CT) est un multiplicateur de Fourier de type (q,q) i.e :

||r' T F u] < c ||u||Lq(R)Lq(R)

où F1 est la transformée de Fourier inverse.
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S2 - Position du problème

Soit dans L2 (0,b) x L2(b,l) le problème suivant :

UX) u = f
N2

L2 u : = a2 u (0) + P2 u (l) + y u(0) + 8u(l) + £82p u'(x2p) + T2 u - 0
p=i

(°) + P3 U(0 + ZS3p U(X3p) + T3 U = 0
P=1

L3 u : = a3 u

L4 u : = a4 u' (b -0) + p4 u' (b + 0) + T4 u = 0

L5 u : = a5 u (b -0) + p5 u (b +0) + T5 u =0

etÿA +
va0 va 1

2 = 0 (Problème non régulier)

où

Uk) u = a (x) u” - X u

si x e [0,b)ao
; b e (0,1)a(x) =

(Ma si x e

(ao.ai) G C* x C*

f=(f,,f,)eL2(0,b)xL2(b,l)

(xup) G (0,1) ; u = 2,3 ; p = 1, N„

Les Tv sont des fonctionnels linéaires (v = 2,5 ) .

Notre but est d’estimer la résolvante de ce problème et de donner une estimation

à priori de la solution.
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S3 - Estimation de la résolvante :

Dans plusieurs questions de la théorie des opérateurs différentiels et en

particulier dans l’étude de la complétude du système de fonctions radicales,

l’estimation de la résolvante joue un rôle fondamental.

Pour l’étude de notre problème nous introduisons l’opérateur ÿ~(X) défini par :

Sf (X) : L2(0,b) x L2(b,1 ) L2(0,b)xL2(b,l)

= (L0(À)u1L,Wu)

D( _?<*)) = {w2 (0,b) X W2 (b,l) , L„u = 0 ; u = Wj
où Lo(A.) = ao u” - X u

Li(A,) = ai u” - X u

Ainsi le problème initial serait équivalent au problème suivant :

./' (X) u — f

u

avec

(1.3)

- Soit le secteur :SF = {A,eC;e-7i + G><argA,<7r-e + (o;

où co = min (arg ao , arg ai) ; co = max (arg ao , arg at)

On a le théorème principal suivant :

Théorème 1 :

Si le problème non régulier (1.3)

Vérifie les conditions :

a4 Ps + a5 P4
yj&Ô

Alors il existe RE > 0 tel que pour tout X e C vérifiant :

X e SE et | X | > RE on a :

|R(3L,ÿ(X))| < Cr |A.|_I/2 ; |A.| -> 00 dans le secteur Sr
La constante CE dépend de l’angle e.

«2 P 3 , a3 P2 = 0

; 5 ot3 - y * 0* 0

6



Démonstration
Cherchons une solution du problème (1.3) sous la forme :

u = Ui + u2 , avec :

ui = (yi , y.0 ; u2 = (y2 , y4)

u, est la restriction sur L2 (0,b) x L2(b,l ) de la solution du problème ( 1 ) :

LM u, = f ( 1 )

L(X) : L2(R) x L2(R) L2(R) X L2(R)

L(X) u, = (L0(X)y, , L,(A.) y<)u, h

f(x) = (ïi(x) . ïi(x)) ;

*W = (ofj(x) Si x e (0,b)
Sinon

et u2 est la solution du problème (2) :

L(>.) u2 = 0

fjW Si x e (b,l)
Sinon

; f,<x) - 0

(2)

Lv u2 = - Lv u, ; v = 2,5

- Cherchons d’abord Ui en résolvant le problème (1). Pour cela :

Soit le problème (1) :

L(X)u, = f (I)

(L0(A.)y, , L,(X)y,) = (fj , f,)(O O

L„W y. = *i
L,(X) y, = f,

0) O

a0yî' - >ÿyi = f.
ai y$ - A. y3 = f,

Etudions alors l’équation :

ao yî(x) - y i (x) = îi(x)

(O «

; x e (-oo , + oo)
Appliquons la transformée de Fourier aux deux membres de cette équation, grâce

à ses propriétés on obtient :
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»o (•a)2 F y. = F ?
[a„(i<7)2 - x]Fy, = F 7,
Remarquons que :

a0yl - A. y, = f, <=> y] - (a0)“' A y, = (a0)"' f, , (an * 0)

Nous choisissons donc de travailler dans le secteur :

Sie =

Sle = {A. G C : e + arg a0 - 7i < arg A < 7i - e + arg a0}
Soit la transformation : A = a0 pj ,

Alors : arg A = arg ao + 2 arg p0

Le secteur S]E se transforme donc en un autre secteur Sle défini par :

Si* = |PO e C : - ~ + 8 < arg p0 < j

De l’équation : [a0 (i a)2 - AJ F y, = F f,

et de la transformation : A = a0 pj , On obtient :

-h«((ao)‘' l)e C : 8 - 7i < ar : 8 > 0< 7Ü

- 8

[ao (0 <*)2 - Po)] F y, = F ?
Puisque p0 G S1E , donc p0 ne peut pas rencontrer l’axe des imaginaires (y’y).

Etant donné que a G R, (ia) est un imaginaire pur et (-icr) l’est aussi. Donc on a :

Po * ± (i o) o Po * (i <T)2 <=> (i CT)2 - po * 0

Alors la quantité ao((ia)2 - p20) est inversible dans

On peut donc écrire :

(ao * 0).

F yi = [ao ((i a)2 - P(2»)] F 5
F y; = (i a)2 F y, = (i a)2 [a0 ((i a)2 - pj)] F ÎJ

T(CT) = (i a)2 [an ((i a)2 - pj)]Posons :

8



Montrons que T(CT) est un multiplicateur de Fourier de type (2,2).

Par des raisonnements géométriques il est facile de voir que :

; |p0| — > oo dans le secteur Str|(ia)2 - pjj| < C, (|a|2 + |p0|2)-i

M o2Ml = [a„((i o)2 - p2)] 3o(®2 + Po)
En utilisant l’égalité ci-dessus on obtient :

i21 < _B_ < .

Kl |a2 + PS| Kl H2 + Kl2 Kl
M ïK ≤ <=eMl ≤

donc on a :

M| ≤ c,

2opp _ c2 2 P,2,11|T'H =
a0 G2 + PQ <7 (çj2 + pj)' (a2 + Pifao

On obtient :

2 |Po|21I|T'(CT)I ≤ Kl ‘|o2 + Po| ’ H ' |°2 + po|
En utilisant toujours l’inégalité ci-dessus on obtient :

2 |po|22 1wCe -1

Y ≤ c« HM ≤ Kl ' H2 + Kl2 ' H ' H2 + Kl
-iM ≤ Ce H

i.e. T(o) vérifie toutes les hypothèses du théorème de Mikhlin, par ce dernier T

est un multiplicateur de Fourier de type (2,2).

y] = F1F yj - F’1 (i o)2 F y, = F"1 (i o)2 [a0((i a)2 - pf,)j F f,

y, = F'1 T(CT) F f, ;donc on a :

IKIL, = iF'' M Fÿ1I„(R) S c» PII,(R) 5 °' wl,2(0.b)

9



, alors :mais ≤ y,Ni.,,™, h,(R)

Ml ≤ c.|f,|l.2(0.h)1-2 (O.b)

Rappelons que y J vé rifle : a0 y, - A. y, = fj ; A. = a0 pj

ao yî - ao Po Yi = ï « y] - Po Yi = (ao)"' ï ; (a<> * °)

Po yi = y! - (an)_1 %
i.e.

i.e.

+ Kl' IN
Kf M

d'où: |p„| |y,||MR) 1 2(R)M(R)

d’où: |p0|2 ||y,||

d’où: |p0|2 ||y,||

Il est évident que : llÿi IIL2(O.I>) ≤ WL,(R)
Alors: (y,)

≤ cjfj + l.2(0,h)1-2 (O.b)L2(r)

≤ c.|f, 1-2 (O.b)MR)

≤ Ce |P(»r2 INI1-2(0,b)I-2(0,b)

On a posé : X = a0 p„ donc on a :

Finalement : |y,||

M |ao| |po| ~ co |Po|

INI1-2(0,b)1-2(0,b)

Reste l’équation : ai y3 - A,y3 = f3
De la même manière on va poser : X = a, pj
On choisit le secteur :

S2c = {A, G C : E + arga, - TT < argA, < 71 - E + arga,}
qui se transforme en :

:

s2« = { KTl
Pi : - - + E c arg Pi c - - E

En procédant par un raisonnement analogue à celui de la première équation

(a0yj - A, y, = fj) on obtient les estimations :

IWLJOU) ≤ CE IN 11L2(b.l)

10
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≤ ce W1 INIy3 L2(b.l)L2(b.l)

Pour y, et y* on a obtenu les estimations :

y> ii.2(b.i)lL2(0.b) ll.2(b,l)

ll.2(b,l)>L2(0.b)

Pour que Ui = (y, , y3) soit solution du problème suivant :

'T 2 (b.l)

aoyi-ÿyi = fi sur (0,b)

a, y3 - = f3 sur (b,l)

Il faut que : X e S)E n S2E

i.e. À, e SE = |A,eC;8-7i + co<argA<<7t-6 + ©|
avec © = min (arg a« , arg a,) ;

Estimons Ui :

(0= max (arg ao , arg a,)

= Kyi ■ y-’I•IhllI.2(0,b)xL2(b,1) l.2(0,b)xL2(b.l)

= lly.ll IM+l.2(0,b) MW)

≤ cs |xr (|f,i +L2(0,b)

≤ CF.\M Ml.2(0,b)xl.2(b,1)ll,2(0,b)xl,2(b,!)

= Pi ’ y3•P1 l.2(0,b)xl,2(b.l) l.2(0.b)xl.2(b.1)

+ y3ll.2(0,b) lL2(b,l)

Nli,2(b,i))+≤ C. 1-2 (°,b)

≤ ce ||f|||U,llL2(0,b)xL2(b,l)
Puisque yj et y? sont déterminés d’une manière unique, d’ici résulte l’unicité de uj.

L2(0,b)xL2(b,l)

Estimons maintenant u2 :

u2 est la solution du problème (2) :



L(A.) u2 = 0 dans L2(0,b)xL2(b,l)
(2)

L„u2 = - L„u, ; o = 2,5

(*>.b)an y 2 - X y 2 =0 sur

a, y4 - Xy4 = 0 sur (b,l)

Considérons d’abord l’équation : a() y2 - À,y2 =0

Son équation caractéristique s’écrit :

a0 k - X = 0 <ÿ> a0 |k - p()j = 0 (A, = a() p()j
« k2 = p2,
<=> k2

donc, en posant : p() = yj(a0) ' X on obtient : K,ÿ = ± p0

Ainsi la solution y2 s’écrit :

y2(x) = c, ek,(x"b) + c2 ek>x = c, ePo(x’b) + c2 e

de la même manière l’équation caractéristique de l’équation :

ai yü - A.y4 = 0 est : a, k2 - X = 0

L(A-) U2 = 0 <=>

(a„ * O)
= (an)-’ A.2= P()

-Po x

«• a, (k2 - pf) - 0 (X = a, pf)
(a, * 0)<=> k2 - pf

« k2 - pf = (a,)"' X

donc, si on pose: p, = y(a,) 1 X on obtient : k34 = ± p,

donc :

y4(x) = c, ek!(x"l) + c4 eMx-',) = c, el”,x-|) +

• Passons maintenant aux conditions aux limites :

Lu u2 = - K u. ; u = 2,5

U2 = (y2 , y*) ; u, = (y, , y3)

On va poser : U, u = A„u + T„u

-p,(x-h)
c4 e

12



Les conditions aux limites deviennent :

Ao u2 + T„u2 = - A„u, - T„u,

donc le problème (2) devient :

'L(ÿ) U2 = 0
(2)

A» u2 + T0 u2 = - A„u, - Tu u,

Sionpose: T„ = , t) ; u = 23
donc : T„u2 = T„(y2,y4) = T„y2 + T„y4 ; o = 2,5

où: T* est continue dans W2m'(0,b)
m2=m4=l ,m!= m, = 0

et : T* est continue dans W2m, (b,l)
On obtient les conditions aux limites suivantes :

Ni N

•a2 y2 (o) + P2 y4 (O + Y y2 (o) + s y4 (i) + £ô2P y2(x2p) + Z s2p y4(x2p)
P=N24lp=l

+ T22 y2 (.) + T24 y4 (.) = - A2 u, - T2 U,

Ni N3
y2(°) + P.iy4(0 + Z5?Py2(x3P) + Z s3Py4(x3P)•a 3

P=Ni+l
+ T? y2 (.) + T? y„ (.) = - A,u, - T, u,

P=!

•a4 y2 (b) + p4 y4 (b) + T42 y2 (.) + T44 y4 (.) = - A4 u, - T4 u,

•as y2 (b) + P5 y4 (b) + T2 y2 (.) + T4 y4 (.) = - A5 u, - T5 u,

où : (x„p) e (0,b) pour P = 1, N„
et (x„p) e (b,l) pour p = N„+ 1, N0
avec :

; ü =2,3

13



= a2y.(°) + P2 yÿ(l) + yy,(0) + Sy3(l) + + £ 8,py3(x2p)
P I P N 2 < 1

= «3 yi (°) + PjyÿO) + ZS3py,(x3p) + 2 S3py3(x3p)
H=I P=N,+I

•A2 «1

•A 3 U,

•A4 u, = a4 y,(b) + 04 y3(b)

•A5U, = a5y,(b) + p5 y3(b)
Puisque :

y2(x) = c, ePo(x~b) + c2 e~PoX

y4(x) - c3 ep,(x_l)

On en déduit que :

y2(x) = c, p0 ep,(x"b) - c2 p0 e

y4(x) = c3 p, ePl*x'1) - c4 p, e“Pl *x'b*

-p, (x-h)c4 e

-Po*

Alors :

y2(°) = c, e_bPo + c2

y4(b) = c3 ep,(b_1) + c4

y2(0) = c, p() ebp0 - c2 pn

y2(b) = c3 p, eP,(M) - c4 p,

Po( -h)

y2(b) = c, + c2 e_bp0

y4(0 = c3 + c4 e-p'<'-b>

y2(b) = c, p() - c2 p0 e'bp°

y4(0 = c3 p, - c4 p, ep,(l~b)

+ c2 Tu2 e'Po'

+ c4 T* e‘p,(’ ‘b)

T,! y2 (•) = Tu2 (c, e + c2 e"Po j = c, T2 epo('~b)

T„4 y4 ( ) = T04(c3ep'<'-|) + c4e‘
En remplaçant les expressions de y2 et y4 dans les conditions aux limites on

obtient le système suivant :

) = c, Tu4 eP,(- "OP.( -b)

14



i

N'2
+ £S2P Po ePo(x2P'b) + T2 ePo("b)-t’Pn + y e"bp°a2 C|

p=i

N2
+ T22 e“Po x2p _Po •+ Y - Z52P PO e

p=i
+ - a2 po C2

N2
+ P2 P, + 6 + £S2I. Pi e'’’*’1”'-'1 + T24 eni1

P=N',+I

+ -p2 p, e_p,(l_b) + 8 e-Pl(,_b) - £S2P Pi e~p,(x2P~b) + T2 e_p,( ~b)

P=N'2+I

c3

C4

= - A2 u, - T2 u i

N2
+ ZS1P ePb(x,p‘b) + T2 e_Po( _b)

p=i
• a3 e'*100 C!

Nj N.,
+ P, + £8,p epl(x,H) + Tfeÿ"0 c3

P=Nj+1

+ p3 e_p,(1“b) + £8,p e_p,(x,p"b) + T? e_p,(' ~b) =
P=Nj+1.[a4 p0 + T42 e1*' ■*>] c, + [- <x4 p0 e4"” + T4 e»'] c2 + [p4 p, e”'"’'" + T44 e1”1 "]c,

+ [ P4 P, + X,4 e-p'( k|] c4 = - A4 u, - T4 U,

.[a5 + T52 ep"( b)] c, + [a4e bn,+ T2 e"p” ] c2 + [p5 ePl(w) + T,4 ep,( '»]
+ [p5 + T4 b>] c4 = - A5u, - T5 U,

On obtient le déterminant D(p0 , pi) qu’on peut écrire sous la forme :

D(Po,pi) = 0(po,pi) + R(po,pi)

+ T2 e"08+ a3 + £83P e“Po c2
P=1i

- A3 U, - T, U,

c3

où :

0 -a2p0 + Y P2p,+S 0

/ x 0
9(Po,Pi) =

a4Po
03 0«3

0 0 -p4P,
0 Ps0a5

0(po,pi) = (a4 p5 po + a5 p4 pi) (-a2 p< p0 - a* p2 Pi + y P? - 5 a,)
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AF " a> AFVa0 vai
Or: - a2 p3 p0 - a3 P2 p, = - a2 p3

Vxfîià + “#)
v Vao Vai J

= O Par hypothèse

car notre problème est non régulier.

D’où: 0(po,pi) = (a4 p5 po + oc5 p4 p,) (y p3 - ô a,)

a4 p5 p0 + a5 p4 - a4 p5 * 0aussi :

par hypothèse

Toujours par hypothèse on a : y p, - 6 a3 * 0

d’où : 0(po,pi) = (a4 p5 pn + oc5 p4 pi) (y P? - Ô a3) * 0 dans Sr
et |R(po>Pi)| 0 quand |PO| — > +00

dans SF|pi| -ÿ + 00

où S’e = |p G C :

Nous avons :

"i+E<argp<§’8}n

y2(x) = c, ep“*,l“b’ + c2 e“p°’1

y4(x) = c, ep'*!‘“l* + c4 e-p,<*-b|

où :

= Pj (Po>Pi) .
D(PO,PI)

Puisque 0(po,pO * 0 et I R(p0,pi) I — > 0 dans Sf donc les constantes C, ; i = 1,4

sont déterminées d’une manière unique, et puisque u2 = (y2 , y<), d’ici résulte l’unicité

de la solution u2.

Ci i = 1,4
1

16



Déterminons maintenant les constantes Ci ; i = 1,4. On a :

D; (p0,Pi) = 9i(po,pi) + R; (po,pi) , où :

|R,(PO>PI)| “> 0 quand |p0|
dans SF ; i = 1,4

IP.I
avec :

-L2 U, -a2 p0 + y -P2 p, + ô
-L, u,
-L4 U,

-L5 U,

0
P, 0«39|(Po->Pi) = 0 0 "P4 Pl

0 0 Ps
0i(po,pi) — (y P? - S a?) (Ps L4 Ui + P4 pi Ls Ui)

0 -L2 U, p2 p, + ô 0
~L-, u, P,

a4 p0 -L4 U, 0 -p4 p,
-L5 U, 0 p5

02(po,pi) = (a4 p5 po + a5 p4 pi) (-P? L2 u, + (p,, p, + 8) Ls u,)

0 -a2p0 + y -L2u, 0

a3 -L-, U, 0
0 -L4 U, -P4 p,
0 -L5U, P5

03(po,pi) = (a4 ps po + a5 P4 pi) (a3 L2 u, - (-a,, p0 + y) U «1)

0 -a2 p0 + y P2 p, + 8 -L2 U,

P, -L, u,
0 -L4 U,
0 -Ls U,

, , 0
02(Po,Pi) =

0

a5

0.i(Po»Pi)
a4 pn

a5

04(p”’Pl)=
a4p0

a3
0
0a5

04(Po,Pi) = («5 L4 U, - a4 Po L5 U,) (03 p2 p, + a2 P3 Po/ «3 8 - p3 y)
v

= 0

04(po,pi) = (a38 - psy) (a5 L4 u, - a4 po Ls u,)
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Estimation des opérateurs frontières :

Utilisons l’inégalité (1) du lemme [1] :

Ml S C(h''iU<m)|,,(a.„Supu(k) + h~x ||u|L,(0.1)
[0.1]X €

où 0 < k < m ; 0 < h < h„; x = — [ k + -]
m v q J

q e (1 ,oo)

Appliquons cette inégalité à u( pour le cas où m = 2 , k = 0,1 , q = 2

Pour k = 0 , on a : % = %

)Sup |u,(x)| < cfhV4 |i.;|
xe{(),b]x[b,I]

Pour k = 1 , on a : x = %

+ h-,/4
L2(0,b)xl.2(b,1)l,2(0,b)xl,2(b,l)

Sup |ui(x)| < c(hl,4||u;|| + h 1,4 lU| ll>2(0,b)xl.2(bj),?.2(0.b)xL2(b.l)
xqo.b]x[b.l]

h étant un nombre positif assez petit, on va poser :

h = I A,!'1 , d’où :

Sup |u, (x)| < c (|xT |u;| W,,4INIL2(0.b)xL2(b,l)l,2(0.b)xl.2(b.l)
xqo,b]x[b,l]

)sup |u',(x)| < cfor gu;|| - ||u,||l.2(0.b)xl,2(b.l)l,2(0.b)xl,2(b.l)
xq0.b]x[b,l]

D’après les estimations de ui :

scjfll|U' lr2(0.b)xL2(b,l) L2(0.b)xL2(b.l)

≤ cc W" ||f||L2(0,b)xL2(b,l)ll,2(0.b)xL2(b.l)

Donc on obtient :

Sup |u,(x)| < ce \X\~V4 ||f||L2(0,b)xL2(b.l)
xÿ0,b]x[b.l]

Sup |u](x)| < cB \X\~U4 |f||I,2(0,b)xL2(b.l)
xe[0,b]x[b,l]

18



De ces estimations on obtient :

Sup |u'i(x)| + Sup |u,(x)| > < cF |A,|- 1/1|A2 u,| < c |f|l|.2(0,b)xl,2(b,l)
xÿ0,b]x[b,l]xÿO,b]x[b,l]

|A3U,| < c Sup |u,(x)| < cr \X[V4 ||f|I.2(0.b)xJ,2(b.l)
xÿ0.b]x[b.l]

|A4U,| < c Sup |u|(x)| < cr \X\~U4 ||f||I,2(0.b)xl.2(b.l)
xÿ0.b]x[b.l]

|A5U,| < c Sup |u,(x)| < cr \X\~™ ||f||
xÿ0.b]x[b.l]

Et puisque les fonctionnelles T„sont continues dans W2m”(0,b) x W2m,'(b,l) on a :

I.2(0.b)xî,2(b.1)

Pour m„= 0 (u = 3,5) :

|T„u,| < c ||u,|| L2(0,b)xL2(b,1)L2(0,b)xL2(0,b)

Pour mu = 1 (u = 2,4) :

u,| < c luilLi(n.b)x wÿ(bj)

+ uilL2(0,b)xL2(b.1) L2(0,b)xL2(b.l)

Estimons alors u,, pour cela utilisons l’inégalité (2) du lemme [1].

Pour k = l,m = 2,p = q = 2 on a:

ul"1 Hl,2(0,b)xl,2(b,l)

En utilisant les résultats obtenus :

i1/2
+ u< C UIU1 1 ll,2(0,b)xl,2(b,l)lL2(0,b)xL2(b,l) l.2(0,b)xL2(b,1)

luil ll,2(0,b)xL2(bJ)L2(0,b)xL2(b,l)

|U' 'L2(0,b)xL2(b,l) il.2(0.b)xL2(b.l)

On a :

H”≤ c, +u. IL2(0.b)xL2(b.l)L2(0,b)xl.2(b,l)

l,2(0.b)xl,2(b.l)
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Donc pour ml( = 1 (u = 2,4) on a :

K UlN Cr. (W -1 + lL2(0,b)xI,2(b,I)

î.e.

|T„u,|< cs ||f|L’{0,b)\l,{h,l)

Les résultats ci-dessus nous donnent les estimations :

iL2«,|Sc6(ixr + r2)ifi ≤ ifiK2(0,b)xL2(b,l) L2(0,b)xï.2(h,l)

lL3 “il ≤ (W"W u 1-3/4 ||f,|- Cr. IA| lr lll,2(0,b)xl,2(b.l)

≤ Cc jX|-,/4 ||f||

CF. W Ill'll,2(0,b)xl-2(b,1)

+ lL2(o,b)xL2(b,i)

M < ce(W-I/4
I.2(0,h)xL2(b,1) l.2(0,b)xl.2(h,l)

|L5 UI| ≤ c,(|Af-V4 + !L2(0,b)xL2(b,1)

Estimons maintenant les constantes O ; i = 1,4

_ |QI(PO-»PI) + RI(PO>PI)|
|9(Po,Pi) + R(P|,.P|)|

|8|(PQ.PI)|•|c,l < C |0(Po.Pl)|
|- (r P, - g, 8XP; L4 U| + p4 Pi LS u,)j|C,| ≤ c

|£ I < c [p5 L4 U| + P4 P! L5 U,
' ” |a4P5p„+ a5P4Pi|

On va diviser par p, on obtient :

|(a4 P5P0+ as P4 PIXY P3 - 8a,)|

0(Po»Pi) * 0car

|C,| < c UJ| ij puisque |p0| = c0 |xf 21
+ rr lL4 UIIP.I

IP.I = c. w,/2
donc :

N ≤ c6 (|x|-3/4 W~,/2 • W~1/4)M+ L2(0,b)xL2(b,I)

|c,i ≤ cs |xpw ml.2(0,b)xl,2(b,l)
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- MPO’PI) + R2(po’Pl)| < Mgcÿpj
KPO’PI) + R(Po.Pi)| ~ ° |9(Po,Pi)|
|(«4 Ps Po + «5 P4 Pi X~Pa L2 ui + 0*2 Pi + 5) L3 ll»)l

|(«4 P5 PO + «5 P4 PIXY P.3 - 8 «3)|
p, L2u, + (P2P, + S)L3U,|

IYPJ - 8a,|

•|C2|

|c2| ≤

puisque 0(p0,p,) * O|C2| < c

|C2| - c (|L2 U,| +

|C2| < c(|X|-'/4 +

|c2| ≤ cK W-,/4 |f|.

=
KXPO-PI) + MPo.Pi)!
KPO.PI) + R(po.Pi)|

Ka4 Ps Po + «5 P4 Pl Xa3 L2 U1 - (~a2 Po +
|(°t4 P5 P(, + CI5 P4 P,XYP.4 - 8«3)|

\x\m |L3U,|)
W,/2 • l*T)Ml.2(0,b)xl.2(b,l)

l,2(0.b)xl,2(b.1)

[Q.XPQ.PI)!•|C3 < c |0(pO’Pi)|
Y)L3»I)||C3| ≤

|a3 L2 u1 - ( a2 p0 + y) L3 u,|
; KPo.Pi) * °1ÿ3 1 - C IY P3 - 8«3|

|C3| ≤ c (|L2 UJ|

|c,| ≤ CS (W-“
ic,i ≤ cs ixr1'4 n

r IL, «ii)
r • irw)M+ I'2 (0,b)xl.2(b,1)

L2(0,b)xL2(b,l)

=
Mpo.Pi) + MPo.Pi)!
KPO.PI) + R(Po.PiX

C
l(a3 8 - P3 Y Xa5 L4 Ul -«4 Po Lguj

|(a4 P5p0+ a5p4 P,XY P3 - 8 «3)!

MPQ.PI)!•|C4 < c KPo’Pi)!

|C4| ≤

|qs L4 U, -a4 PQ L5 u,||C4| ≤ c ; KPO.PI) * °|q4 p5p„+ q5 P4 Pi|
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En divisant par p0 on obtient :

ic4| s 4r iL4uii + iL5»ii)
|C4| ≤ CS (|X|-“ • |X|-|M

|C4| < c„ w-V4 1111
ll.2(0,h)xL2(b,l)

r.2(o,h)xi,2(b,i)

Revenons maintenant à y2 et y4 :

IW,.!(o» ≤ |c,l |ÿ(*-b>|

hUo ≤ N

WH+
l.2(0.b)l.2(0.b)

hl||e-'”lÿ)||+
I.2(b.l)M*->)

Utilisons l’estimation suivante :

< cc ip|-,/2 < c.rIMI ; \X\ -> oo dans ôF .
1-2 (0,b)

En effet , on a :

= M dx = JC«K. ”2xRcpdx
T 2(0-1)

1 1 [•-2Rc p. e~2x Re p =
2 Re-2 Re p 0

1 (' 2Re p- e~
2 Re p

HTC
P e s: =Mais < <argpp : e -

2

donc Rc p = I p I Cos (arg p) > 0

d’où :
1e~pxf (l - e'2 Rcp)

1 2(0.1)

Puisque Re p > 0 dans Sr , donc e'2 Rcp -ÿ 0 lorsque I pl — > 00 dans SF
2 Re p

donc : leH ≤ SL = -|p| Cos0 |p|
Ce ; avec 0 = arg p

1 2(0,1)
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|CosO| -f> 0
p e Sr => Cos0 * 0 déplus

dans SF
|2 -I≤ Ce IPIe'pxAlors

e"px|2 . i rl/2≤ Cr. |P|
I,2(0.b)

On va appliquer l’estimation ci-dessus pour p = p0 et p - p, respectivement sur

les intervalles respectifs (0,b) et (b,l).

Puisque I p0l = c0 1 A,| 1/2 ; I p,l = C) I X\ 1/2 on a :

< cc |p0|''2 < c. |*T|ePo(x-h)
lL2(0,b)

||e--|| scs|P„r <cjxr

sc.lp.1" <cr.|x|-'M

< cE |P,i,,! < ct ixp1'4

MO,b)

IKii.2(b,i)

||e_pi(x_b)||MM)

Donc on obtient :

≤ Ce (|c,| + |c2|) |xr,M <cE(|xr + W'''4)W‘l,4-|f||
5 Cr. W llfll|.!(0,b)xl.!(b,l)
≤ cc (|c,| + |c4|) |X|-,M <cE(|xr

•IM l.2(0,b)xl 2(b.l)l.2(0,b)

IM1-2 (0,b)

IOIM-M•N + I -2 (0,b)xl -2 (b,1 )1-2(0,b)

≤ cs |x|-m ||r||l,2(0,b)xl,2(b,l)Mo,b)

= IIMMIDonc: ||u2||1-2 (0,b)xl.2(b,1) I '2 (0,b)xI-2(b,l )

+2 III,2(0,b) lr.2(b,i)

Cr. M lÿll,2 (0,b)xT,2(b,1)
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Finalement :

= lh + “2Iwl,2(0,b)xl,2(b,l) ï.2(0,b)xl.2(b,l)

+ INIL2(0,b)xL2(b,l)ll-2 (0,b)xL2(b,l)

+ W-|,2)||f||L2(0,b)xL2(b.1)

HL2(0,b)xL2(b,l) L2(n.b)xl.2(b,1)

≤ cc w"'2et ||R(X,L(X))||I,2(0,b)\L2(b.1)

Puisque u, et u2 sont uniques ; d’ici résulte Punicité de la solution u.

Le théorème (1) est démontré.

Considérons maintenant l’opérateur y(X) défini comme suit :

jAx) 'ÿ wK°.b) î(w) ► L2(0,b)xL2(b,l)
:/(>•) u - (L„W « . L,M «)

D(ÿ (X.)) = jw2(0,b) x W2(b,l) ; L„u = 0 ; u = 23}

X w

u ->

avec

Soit le problème :

(2.3) .. / (X) u - f

On a le théorème principal suivant :

Théorème 2 :

Supposons que le problème (2.3) est non régulier i.e. on a : la condition :

-2=b- + -A = 0 vérifiée
v ao val

!
Alors : Si les conditions : 5 +vao Va i

Il existe R* > 0 tel que pour tout X e C vérifiant :

X e SB et I Aj > RE ;

* 0 ; 8a, - y P3 * 0 sont satisfaites

≤ ce \X\m ; |à,| -> oo dans SfiW|(0,b)xW22(b,1)

La constante CE dépend de l’angle 6.
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Démonstration :

U. = (y. ,y3) ; U2=(y2,y4)u = Ui + u2;

IU1llwj (0,b)xW|(b,l) I(yi » )llw22 (0,b)xW2 (b,l)

llysïwKb.i)1ÿ IIwj (f],h) +
.. M2|yillwÿ(o.b) |yilli.2(o,b) + yi lL2(0,b)

donc on a :

llw*(0,b) ≤ + Yi] L|(0.b) 1-2(0,b)

|y.lw?(0.b, ≤ Ce(' + W'')|f|lD’où: L2(0,b)xL2(bJ)

|yillw|(0.b) - Cs 1ÿ1L2 (0.b)xL2(b,1)

bJlwm ≤ iÿ3li-2(o,b)Aussi : + y3 ll-2(0,b)

ll.2(0,b)xl.2(b,1)

fyÿlwÿO.b) ” Cf. Ml.2(0,b)xL2(b,l)
D’où:

llUl lw2 (0,b)xW2(b.l) “ Cr- M'I.2(0.b)xl,2(b.1)

D’autre part, on a :

llU2 llw2 (0.b)xW2 (b,1) Nlw2>.b) + MwftbJ)
y2(x) - c, ep"(x~b) + c2 e~p°x

y2(x) = c, p0 ePo(x_b) - c2 p0 e_

yô(x) = c, p(2, epo(x_b) + c2 po e~p“x = Po y2(x)
De même on a : y4(x) = pf y4(x)
d’où :

< cK iÿi - iÿr,/2 |fi= IPOI2 Wly2 l.2(0.b)xl,2(b.l)l,2(0.b)ll,2(0.b)

* c,|*f |f|• y2 l,2(0.b)xl,2(b.l)ll.2(0.b)
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i

Ml = !P,I2 IM ≤ c. |x| • |X|-|/2 ||flL2(0.b)xl.2(b.î)I.2(K1)

≤ C. W,n 11l ,(0.b)xl.2(b.l)ll.2(b.l)

≤ y. + y2y2 lw22(n.b) h,2(o.b) l[.2(0.b)

<cs(|xr'2 + ixr)|f|l.2(0.b)xl ,(b.l)

donc ||y2|| ≤ c, w,/2 nI.2(0.b)xl.2(b.1)W2 (O.b)

IhllwKb.i) ≤ c, W’/2 MDe même on a : I '2(0,b)xl '2(b-1)

D’où llU2 llw|(0.b)xW|(b.l ) “ Wlwÿb) + 1ÿ4 llw22(b.l)
, e llU2lw?(0.b)xW|(b,l) ≤ Cc W” MI,2(0,b)xL2(b,l)

Finalement :

Mlw22(0,b)xW2(b,l) IU1 + lw2(0,b)xW2(b,1)
IU1 llw2 (0,b)xW2(b,I) + lllÿ2 llw2(0,b)xW|(b,l)

≤ ct (1 + Wf H
* IMIw22(0,b)xW22(b,l) “ Cf- M lÿlll 2(0,b)xl ,2

L2(0,b)xL2(b,l)

(b,l)

et

≤ ce W’/2W2 (0,b)xW2 (b.l )

Puisque Ui et u2 sont uniques, d’ici résulte l’unicité de la solution u, ce qui achève

la démonstration du théorème (2).I
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§4 - Ensembles denses dans les espaces de SOBOLEV
On présente dans ce paragraphe un résultat fondamental pour le paragraphe qui suit :

Lemme 1 :

1/ Supposons données les conditions aux limites et les conditions de transmission
suivantes :

N2
L2 U := a2 u (0) + P2 u (l) + £S2p u (x2p) + T2 u = 0

p-i

Lju:= a3u(0) + p_, u(l) + ZS3p u(x3p) + T, u = 0
F’=1

L4 U : — a4 u (b - 0) + p4 u (b + 0) + T4 u = 0

L5 u := a5 u(b-0) + P5 u(b-0) + T5 u = 0

où xkr e (0,1) ; k ; p = TÿNk

2/ il existe des nombres complexes Si * 0 et S2* 0 tels que :

oc2 P? Si + ou p2 S2 0

a4 p5 Si + ou p4 S2 *0

3/ Les fonctionnelles T„sont continues dans WKu(0,b)xWqK,,(b,l)

K2 = K4 = 1 ; K, = K, = 0 (v = 2,5)

Alors :

(w22(0,b)xW;(b,l) ; L„u = 0; u = 2,5) = L,(0,b)xL2(b,l)O)
|l,2(0.b)xl.2(b.l)

Démonstration :

Pour démontrer (1) démontrons d’abord (2)

} = (v2(0,b>W2s(b,l)L„u=0; m„<s - j£"|b,b}(C"[b,l] L„u=0;m„<k W2(o.b>Vÿ(b,l)
0 < s < k < 1
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lcrc étape : démontrons d'abord l'égalité (2) pour k s i c : (3)

[° b>C [bj] l,„u-0;m
0 < k < 1

(v2k(0,b)«W7k(b,l)!.nii-0; ni,/ k l)wJ(o.h)v\vÇ(Kl)

1er cas : Démontrons (3) pour k l i.c : (4)

-(w7,((),b)xW?,(b,l);l.„u -0; m„ ()|(4) (C [0,b]\C [bJ]; L„u 0;m„<l)
J |0 l< )i\v]|Ivl I

Soit ii e (W-!(0,b)xW-!(b,l) ; L„u 0 ; ni,, ())
alors u' e L?(0,b) x L?(bJ )

Posons u “ (u,,iu) , donc u - (u,.u2) avec u, <= l,2(0,b) , u, F l.2(b,l)

OR (x„p) e (0,1) pour p l„N,, . Notons par N,, le plus grand entier tel que

(x,p) E (0,b) pour p=I.N„

(x,.p) e (b,I) pour pÿN„-H,N,.

On peut alors écrire :

N;, ,
I 2(0,b) - U Io(Xnp - Xnp,l)

ri

I ;(b,l) - Ü’ \,Po)
I'-N/,

On rappelle que :

QT[Xup * *nP+l] Xnp.l) l N„pour p

donc il existe respectivement deux suites de fonctions :

("n) e C [x„p . x„p+l] ; p I. N„'Pih

et M'?hP> e C(; |xop , x„pH

telles que :

N,,,,. N„P

|!i,i - b ; p - I , N,,— -» 0
I -Kr Vr ,)
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(>>r) NlM, . N„«2 - '\’2h ; p
1 (x"p A’T ')

Posons :

(x,.p.x1T<1) ; pM'ÜZW '-N,,SI X €M;ih(x) “

ailleurs0

x»p'i) ; pb»rw N,,„. Nsi x G U I*l'2hW "P'

ailleurs0

¥ih e c [°’b] ; 'Kih(O) - v|/]h(b) ” \\i]h(x„p) ~ 0 ; p

M/2h e Cÿ[b,l] : >|/2h(b) - \|/2h(1) “ v|/21l(x„p) 0 ; p N'„(1,N„

('Pii,ÿP.ih) alors \|/h G C(;[0,b]xC(;[bj]
et s'annule aussi au voisinage de x?p et x,p

1,N„

Si on pose \ph

N„ |2 Il > r
-- Z ", - o,|,,h M-r-r d", -

i ,((»>) p ,
N„2 (»P) !i > o- Z U 2 - 'K 2,1«2 - 'P 21,

1 ’Kl- A„pll)I i(b.l) r- N;,

Il > r ■» 0Donc : ", ‘M',h , ,(<>.!>)

-> 0"2 - 'P21, Il ,(b.l)

J"2 -", - VPlhU MMI -, (O.b)ll.2(0.b)xl,3(h.,)

Il > r -> 0donc u - i|/h
I,2 (O.h)xT 2(b.l)

Trouvons maintenant les fonctions (f>(, telles que :

I!" " (Phllwj(n.h)\wj(b.i)
Sur l’intervalle (0,b) :

• pour k = 0 , on pose : (p,h(x) ~ \\iUx) ; x G (0,b)

Il -» ~r ■» 0
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h -> oc » u,(x)

ISM dx = Ul(x) - ul(°)

4 u,(x)

•Pour k = 1, on doit avoir vj/Ih(x)
donc J„Vih(T)dT —

d’où Jo 'Pih(T) dx + u,(0)

On pose donc: cplh(x) = /Ni/1h(x) dx + u,(0)

Sur l’intervalle (b,1) :

•Pour k = 0 , on pose : cp?h(x) = %h(x) ; xe(b,l)

•Pour k = 1, on doit avoir \|/2h(x)

h -> oo

> u2(x)
donc JÿM/2h(x) dx

d'où Jb\/2h(x)di + u2(b + 0) — h x > u2(x) ; x e (b,l)

J\i2(i)dx = u2(x) - u2(b + 0)h -> x ■»

On pose donc: (p2h = J\|/2h(i)dx + u2(b + 0)

D’où on a : q>,h(x) = i]/lh(x) ; <p2h(x) - v|/2h(x)

et IK - <I'2.,Iw.(k,) h -> rh -> ceDonc, ||u, - (plh|w,(ob) -> 0■» 0

Si on pose : <ph = (cpn, , cp?i,) ; alors on a :

II11 " lU| ” + lU2 " (P2h||W'(b.l)
-> 0 et <ph e CT [0,b]xCT [b,l]h oolwj(0.b)\Wl(b.I)

Les fonctionnelles T„sont continues dans W2m’'(0,b)xW2"'(b,l) , donc :

pour m„‘0 on a :

IÿVPh ’ - |kh " Ulll.2(0.h)xl.j(b,l)
< C ||cph - u||w«(01l)NWi(bJ)

donc lim = L„u = 0; mu =0

ainsi u

0

h — ►*>

Notons par Qh - max|L<>(Ph|
m„=<)

so



et si pour un certain h > h„: L,xph = 0 , on pose : Qh = 1/h

lim Lwcph - o alors lim Qh - oPuisque
h — h -**>

Pour m„= 1 , on a : I L„(pJ =-- 1 L„(phl car :

'Pih(O) = <P,h(b) = <[>',h(x,„) = 0 , p l,N„

VÎh(b) - <4(1) - <P2h(x„,) ~ 0 , p “ N„+ 1,N„

donc |L„<ph| = |T„<|>b| < c |<l>hLi((l.h)xw!(Kt)
Car lÿhlwÿn.hJvWj'lh.l)
(<ph e C'[0,b]xC'[b,l] c W((0,b)xW((b,l))
Regardons le problème suivant :

L„(<PiS e") g,h = »
• L,(cpS6 e"") g2h = 0

L0 gh = - Lt) cph

< c

< + 00

(14)

où : Lo(À.) u = C0 u” - X u , Li(À-) u = c1 u” - X u

Les constantes C0 et Ci sont choisies telles que Si et S2 soient les racines respectives

des équations caractéristiques des opérateurs Lft et L, , i.e S, = et S2 -C„ C,
Par l'hypothèse (2) du lemme 1 , les constantes Sj , i ~1,2 vérifient :

a 2 P? Si + p2 S2 * 0 (a)

a, p5 S, + a, p4 S2 0 (b)

1.0(a) « a2 P, J-ÿ + a, p2
C0 C,

Vÿo Vÿi
Oet c’est la définition même d'un problème régulier.

(b) P, JJ + «sP4J±*0
«4_Ps f «5 P4
yfC0 VC". * 0
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et cette condition prouve l’existence d’une solution unique ; voir [19]

71 71Ainsi dans le secteur : - - co < cp < co
2 2

co = min (arg c0 , arg c,) ; co = max (arg c0 , arg ct)

de [4] le problème (1.4) admet une seule solution gh telle que :

w;i(0,b)xWj(M
et pour 1 entier tel que 1 > 2 on a l’inégalité valable dans ce cas :

ZQh82"'0 |M

gh — (gih , g2h) , gh G

XQh-S2(l-m”-'2)|L„(ph|< cj.2
,i=° m„< I

En particulier pour j = 1 :

|L„ <Ph|j-S 2(1 - m„ - I 2) -8 2(1 -m„- 1 2)Q-« 2(1-1) iiëhlli.2 ≤ c |i'„<i>h|+ Z Qi,Z Qh - Im,, = 0

Pour m„= 0 on a I L„cpÿl < cp

Pour m„= 1 on a I L„cpj < c

Donc |lgj,, < c (qJÿ 4 + QV) ; 8 > 0

puisque Lim Qh = 0 et 8 un nombre positif assez petit donc lim 1 1 gj I ,.? 0
h— >oo h— >oo

On va poser : uh = cph + gh , donc \h G C°°[0,b]x Cÿfb,1 ]

de plus L„Uh = L„cph + L„gh = 0 (L„gh = - L,,cph)

donc Uh G (C°°[0,b]x C>,1] ; L1)U = 0 ; m„< 1)

et 1 1 u - uj| ,.2 < 1 1 u - cpj 1 1.? + 1 1 ghl 1 1.2

i.e Îimllu-Uhll ,.2 = 0
h— >oo

on a ainsi montré que :

(wÿ(0,b)xW|(b,l) ; Luu = 0 ; m„=o) c (<r[0,b]xC°°[b,l] ; L„u = 0 ; m„<l)|
L’inclusion inverse est évidente , donc l’égalité (4) est démontrée.

2e Cas : Démontrons maintenant l’égalité (3) pour k = 0 i.e :

= L2(0,b)xL2(b,l)

Wl(0.b)xW!(b.l)

(C"[0,b]xC”[b.l] ; L„u =0 ; m„= o)| (5)l.2(0.b)xl.,(b.l)
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Soit u G L2(0,h)xL.2(b,l) ; en faisant un raisonnement analogue à celui du premier cas,

on montre l'existence d'une suite de fonctions Th G C„ [0,b] x C,7 fbj] telle que :

llu - Vhl I) v — > 0l.2(0.h)xl.?(h.l)

On va poser : ip* = Th ; donc (ph G CÿOÿJxCÿjbJ] ,

Qh = max I L„(phl ; pour k - 0 on a : L„cph = 0
m„< k- 1

donc on pose : Qh = 1 /h

Pour m„= 0 on a : I Lt,(phl < c

Regardons le problème suivant :

L„(Oh5 e*) glh = 0

L,(QÿS e "”) g,h = 0

K gh = - K <Ph Pour mo = 0
L„ gh = 0 ; pour m„ > I

(2.4)

où Ln(A.) = Co u” - X u ; L,(A.) = C, u”-Xu

~2 (Ainsi ce problème est régulier ; voir le problème (1.4)), C, =
Sf SJ

n n
— - 0) < (p < - (0
2 ” 2

0) = min (arg C0 , arg C,) ; co = max (arg C0 , arg C,)
De [4] résulte que le problème (2.4) admet pour h -» oo une solution unique gh-(gih,ga.)

gh G C°°[0,b]xCx[b,1 ] et l entier tel que t > 2 on a :

et

IQhs|H)2 «(1-1/2) 2 |L»<Ph|llghlj.2 ≤ c ZQh
j=0

En particulier pour j = 0 on a :
«(1-1/2) 2QhSI2 IM,U scïo;

m„=0

et puisque I L„<pJ < c pour m„= 0 donc on a :

Ohs,-’|M,,3 ScQÿ-,n,î ; donc :
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lia,; ≤ CQT

alors : lim|gh|

; et puisque lim Qh - 0 ; et 8 "" 0
h >

- 0
0.2

Il -> x

Si on pose : uh = (|>h + gh ; alors :

II" - "lu ≤ II" • «Phlu h NI
'""II" - "lu

0.2

donc : 0
h -» x,

et L,.Uh = L„(Ph + Lvgh - 0 ;

i.e. un G (C*[0,b]xCw[b,1] ; L„u - 0 ; m„ 0)

donc l’égalité (5) est démontrée.

D’où l’égalité (3) est démontrée.

2e étape :

Démontrons maintenant l’égalité (2) pour S < K i.e : S 0 , K - I c’est-à-dire :

pour m„ 0

(C'|n.b]NC'lb.l| ; l.„u - 0 ; m„ < lj|
Soit u e L2(0,b)xL2(b,1 ) ; utilisons l’égalité (5) :

donc : (3) u, G (C*[0,b]xC*[b, 1 ] ; U u - 0 ; m„= 0) tel que :

- L2(0,b)xL2(b,l) (6)I 7(0.b)xl„(b,1)

II11 " U»lll.2(0,h)xl.2(h,1) ≤ 2 ; et puisque :

- O) c: (w2(0,b)xW2(b,l) ; l.,,u 0

0 ; m„ - 0)
°)(cx[0,b]xC°[b,l] ; Lu u - 0 ;

Alors u, G |w2(0,b)xW2(b,l) ; L„u

D’après l’égalité (4) :

(3) u, G ((TÿbJxCnbJ] ; L,, u = 0 ; m„< 1 ) tel que :

: ai,,

||U1 " lI2 llw]j(0.b)xW2(b.l) ~ 2
Puisque W2(0,b)xW2(b,l) s’injecte continûment dans L2(0,b) x L2(b,l ) , donc on a :

||U1 ~ U 2 IIW2(O.b)x\V>( b.I ) - 2IU1 - »2 II < Cl.2(0.b)xl,2(b,1)
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F"'ll,On a donc obtenu : lu <
,(0.b)xl,,(b.l) 2

I11' " U-ll._,(0.h)xl.,(h.l) ~

< ||l. - U, I
2

II1'. - «2I1 ,Ainsi ||u - u2|| 1
(n.li)xl ,(b.l)l„(0.h)xl ,(b.l)

I" - ?(b.l) S
8 F

~ F
2 2

L'égalité (6) est démontrée , et par suite on a Légalité (2)

Démontrons maintenant Légalité ( 1 ) :

Nous avons prouvé Légalité (6) suivante :

(C*[0,b]xC*[b,l] ; L„u -0 ; m“ "<~ïj|
et puisque :

(C'[0,b]xC'[b,l] ; L„u-0; m„<l) cjW;(0,b)xW?(b,l) ; m„<l) c l,,(0.b)xl„(b.l)

Alors, en prenant la fermeture par rapport à L7(0,b)xL2(b,1 ), on obtient :

L2(0,b)xL2(b,t) = (c"[0,b]xC*[b,l]; L„u - 0; m„ < l)|
c: (W2(0,b)xW2(b,l) ; L„u - 0; m„ < l)|,
c L2(0,b) x L2(b,l)

=- L2(0,b)xL2(b,l) (6)l.2(0,b)xl,2(b.l)

1 2(o.b)\i ,(b.n

.,(0.h)xl ,(b.l )

Donc on a :

(w2(0,b)xW2(b,l) ; L„u - 0 ; m„ < l)|
Ce qui démontre Légalité ( I ) et par suite le lemme.

L2(0,b) x L?(bJ)l.2(0,b)xl.2(b.1)

S
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S5 - Complétude du système de fonctions radicales :

Dans ce paragraphe on montre la complétude du système de fonctions radicales

(théorème 2).

Dans ce but on commence tout d’abord par rappeler certaines notions sur les

S-nombres d’un opérateur linéaire et on montre un lemme concernant les opérateurs de

classe ap dans les espaces produit (lemme 2).

Notions sur les S-nombres d’un opérateur linéaire compact :

Soit A un opérateur linéaire compact (A e a,.) , donc A* l’adjoint de l’opérateur

A l’est aussi i.e ; A* e a, ; d'où l’opérateur (A*A) € <x, et donc H (A*A)I/2 e a,

Définition 1 : [51

On appelle valeurs singulières ou s-nombres de l’opérateur compact A , les

valeurs propres de l'opérateur compact H ; et on note :

Sj(A) = A,j(A) ; j = 1, 2,,

- Si C est un opérateur continûment inversible dans un espace de Hilbert H , alors

notons par H(C) l’espace de Hilbert suivant :

O0

- (Cu , Cv)n|H(C) = { D(C) : (u,v)u e 11(C)

Lemme 1 :

Soient Ci et C2 deux opérateurs continûment inversibles dans un espace de

Hilbert H ; alors on a :

Sj (A , H(C|) , H(C2)) = Sj (CjAC,1 , H , H) j -
Démonstration : voir YAKUBOV [3]

Notons par CTP (H , H,) ; p > 0 , l’ensemble des opérateurs :

A : H -> H, compacts pour lesquels :
r

Z S? (A, K, H,) < 00

.H

Soient H; , ,3* (i = 1,2) quatre espaces de Hilbert

et I, : H -> i.e ; l’opérateur d’immersion correspondant.
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Il est facile de voir que si I, et I2 sont compacts, alors l’opérateur d’immersion I de

H = H, 0 H2 dans est compact.

femme 2 :

Soit I, e <TP (H, , . (i - 1,2)

Alors T ecyp(H, *0.
Démonstration :

I, 0 0 0
0 «2

'Notons les opérateurs définis de H - H, © 1 12 dans y // , i //et
0 0,

respectivement par 1( et l2 . Il est clair que :

°] , V -i; 0 0V- 0 I*0 0 :

\*\ I;I2 oN
O 0,ü . v«2 -VT, = i *1

o o
D’ici on a :

= *„(V T, ) = X„(l'li)-
i e. ï, e CTP (H , y ) ; i = 1,2

Alors : T = T, + ï2 e rrp (H, ) ; carde : A . B e ap(H, > )

résulte que A + B e erp (11 , Ÿ ).

En effet, en vertu de [6] il existe un opérateur auto-adjoint positif dans y à

domaine de définition D(C)- H tel que les nonnes de .'Ÿ (C) est H sont équivalentes.

En vertu du lemme ( 1 ) et de [5] :

sn.m.,(A+B, H, <W,(A+B, .ÿ(C),:r )

= sÿ, ((A + B) c 1
, ,r;:r ) - sn.m., (Ac ' + Bc 1 , , ;r )

< sn (AC1 , ,&')+ sm (BC 1 , :r )

= S„(A , H , ) + Sm (B , H , r)
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d'ici résulte que si A , B e <7r(II , ) ; alors A i B e ap(H , >/ ' )

Définition 2 :

Le spectre d'un opérateur A est dit discret si :

1/ tous les points X qui ne sont pas valeurs propres de A sont des valeurs régulières.

2/ Les valeurs propres de A sont isolées et sont de multiplicités algébriques finies.

3/ L’infini est le seul point d'accumulation de l’ensemble des valeurs propres.

Pour montrer maintenant la complétude du système de fonctions radicales de

notre problème ; on utilise le théorème apparu dans [3] (théorème 3.6 p 71 pour le cas

n = 1).

Ce problème est une version actuelle du théorème bien connu de N. DIJNFORD

et J.TSCHWARTZ tome 2 (chap II §9.31 , ref [7],

Théorème 1 : [3|

Supposons que :

1/ Il existe deux espaces de Hilbert H et H, pour lesquels on a l'immersion compacte :

H1 c H

2/ HT|,I = H

3/ pour un certain p > 0 : I e erp (H, , H)

4/ A est borné de H, dans H

5/ Il existe des rayons L(a) ayant pour origine le point a formant des angles entre des

rayons consécutifs ne dépassant pas 2L_ ■> et >1 existe m €R tel que :

< C|Xf;X. 6l„(a);|X|A)|| > 00
B(H.U,)

Alors le spectre de A est discret, et le système des fonctions radicales de A est

complet dans H,.

Soit maintenant dans l’espace L2(0,b)xL2(b,l) le problème suivant :

_/ u(x) = a(x) u”(x)

D( / ) = jw22(0,b)xW;(b,l) ; L„u = = 2,5}0; u
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Les fonctions radicales de l'opérateur S/ sont dites fonctions radicales du

problème suivant :

L(A-) = X u

Lu u = 0 ; u - 2,5
(1.5)

où : L(À.) = a(x) u”(x)

on a alors le théorème.

Théorème 2 :

Supposons que le problème ( 1 .5) soit faiblement régulier i.e :

«2jfo + «3P2 0a„, a, 0 ; oc2 P2 * 0 ; Va0

«4_P5
A

et les fonctionnelles :

• Tu ; u = 2,4 , continues dans W2(0,b)xWj(b,l)

• T„; u = 3,5 , continues dans L2(0,b)xL2(b,l)
Alors, le spectre du problème (1.5) est discret et le système des vecteurs radicaux est

complet dans l’espace W2 (0, b)xW2 (b,l) ; Lu u = 0 , u = 2,5

Démonstration :

On doit vérifier toutes les hypothèses du théorème 1 de YAKUBOV [3]

Prenons : H = L2(0,b) x L2 (b,l )

H, = (w,2(0.b) x W,2(b,l) ; L„u = 0 ; u - W)
Condition 1 : comme les immersions

«5 P4 * 0 et y P, - 8a3 * 0x/a,

W22(0,b) o,L2(0.b)

W|(b,l) cL2(b,l)
sont compactes, donc l’immersion : W2 (0,b)xW2(b,l)
compacte aussi , i.e : Hi Q.

vérifiée.

L2(0,b)xL2(b,l) est

H compactement. L’hypothèse - I - du théorème est
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Condition 2 :

L'égalité :(w22(0,b)xW22(b,1) ; Luu = 0 , u = 2,5)]
HTIM - H

- L2(0,b)xL2(b.l)

i.e .

est le résultat du lemme (1.4)

En effet ; il existe S, * 0 et S2 * 0 tels que :

«2 P? Si + a? P2 S2 0

et

0C4 P? Si + ct<i P4 S2 0

car il suffit de prendre :

1 + 5 + 6 où 8 est un réel différent de 0 et de -1 . Ainsi :S, = et S2 = Vÿ

1 4 8 = «2 P3 a2 P.3 + a3 P2
Va« Va 1

+ 8 + 8•«2 P3 + «4 P2 Va<>
= 0 par liypotlièse

= «2 P.3 * 0 par hypothèse/a»
<*4 Ps «sJV»«4 P.S1 + 8

+ «5 P.1 \-T=\ = + 8•«4 P 5 t
/a<> V3 1V30Va,Vÿo

0 par hypothèse

8 étant arbitraire, il suffit de prendre :

-a4 P5
7a 08

«4 Ps + «5 P 4

Vaô V3)
l’hypothèse - 2 - du théorème 1 est vérifiée.
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Condition 3 :

Prenons p ~ '/2 + ô où 5 > 0 un nombre arbitraire

On rappelle un résultat connu :

Si (1 , W22(0,b) . L2(0,b) ) ~ j-2 [8]

et Sj (l , W2(b,1) , L2(b,l) ) - j'2 [81

i e. I € a„M (w2(0,b) , L2(0,b) )
et I E cy„245 (w2 (b,l) . L2(b,l) )
Alors d’après le lemme 2 on a :

1 6 «,/2« (w2(0,b)xW2(b,l) , L2(0,b)xL2(b,l) )
D’ici comme H( est un sous espace fermé de W 22 (0 , b )x W 22 (b , 1 ) alors :

I G CT1/2+8

L’hypothèse 3 du théorème 1 est satisfaite.

Condition 4 :

Soit l’opérateur L défini ci-dessus :

(H„H)

H, -> H où H, = D(./)

puisque la norme 1 1 ul I H, est équivalente à la norme du graphe : 1 1 u| I
donc l’opérateur .y’ devient borné de H, dans H.

L’hypothèse 4 du théorème 1 est satisfaite.

Condition 5 :

En vertu du théorème (2.3) , dans le secteur Sr :

- 71 < arg X < 7t + (o - e j

11 ."1

s„ = b : c + o)

on a :

≤ Cc |*f- IIR(VY-)|| ; |X| -> 00 dans SrW22(0.b)\W22(h.1)

1
≤ c. W")ll - , |X| -> 00 dans S,.; m =î.e. n(iUï,)
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Et dans le secteur Sn il est toujours possible de choisir des rayons d’origine (0,0)

formant des angles entre les rayons consécutifs inférieurs à

171 p = — + 5 : condition 3 L’hypothèse 5 du théorème est vérifiée.1 2+ 8
2

Ainsi, en vertu du théorème 1 [3], le spectre du problème est discret et le système

des fonctions radicales est complet dans (w2(0, b)xW22(b,l) , L;Iu,u- ft;

Le théorème 2 est démontré.

§6 - Problème de transmission parabolique non local :

Dans ce paragraphe, à l’aide des résultats précédents on montre l'existence,

l’unicité et l’approximation par des combinaisons linéaires de solutions élémentaires

d’un problème mixte pour une équation aux dérivées partielles paraboliques à

coefficient discontinu auprès de la dérivée d’ordre supérieur avec des conditions aux

limites et de transmission non régulières et contenant des fonctionnelles abstraites.

L’étude repose sur la réduction du problème posé à un problème de Cauchy pour

une équation différentielle opérationnelle de type parabolique dont le coefficient

opératoriel a été étudié précédemment.

Notion de solution élémentaire :

Soit E un espace de Banach ; soit : (1) L(D) u := u’(t) + A u(t) = 0

où A est un opérateur non borné ; u(t) est la fonction cherchée.

Posons L(>2) = A - A, I . Alors on a le lemme suivant :

Lemme 1 :

La fonction u(t) de la forme :

tk-itk t(2) u(t) = e’"1 — u„ + + l»k-l +ÿ ”kU, +
(k-1) ! 1 !k!

où Uj e E ; j = 0,k , iv, * 0 est solution de l’équation (1) si et seulement si sont

vérifiées les relations suivantes :

11 L(P) (*-„) u„ - 0 (P - O.k)I.(X0)up., +(3) i.(a.„)up + +
P !1 !
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Preuve

u(t) solution de (1 ) <=> u’(t) + A u(t) - 0 pour t quelconque

tkK e’-°' ---ll() + .
k! ° + «k

t'"-)_nt = 0u0 + + uk+ e<=> (k-1) !

tk
+ A e'v + uk

U‘) ' A(k ! ""
tk-' - 0-4 1 i'k+hN + lrÿUoo e

ceci V t.

D’où:

+ "‘) + ((rÿTu*41(fïu» + - 01 ... Uk"*0

tk-2t''’tk (AU2 - Xn u 2 I U,)( Au, - A.0u, + U0) +(Au0-1u0) +<=> (k -2)!

+ uk 2) + (A uk - K uk + uk l) = 0

c’est une équation du kicmc degré en t vérifiée pour (V) t « tous les coefficients

(k -1)!k !
t (A uk_, - À,0 uk.,++

1 !

sont nuis.

D'où :

(A - X0 I) u0 = 0

(A - A.() 1) u, + u0 = 0

(A - K I) u2 + «i = 0

Au0 - X0 u0 = 0
Au, - Ànu, + u0 ■= 0

AU2 - A,Q U2 “t- u| ~ 0

<=>

(A - h 1) uk_, + uk.2 - 0

(A - A,0 I) uk + uk_, = 0
Auk., - k0 uk-i + «k-2 = 0

Auk - A.0 uk + uk_, = 0

43



On rappelle que L(À,) - A - À 1

L(à) = I ; L"(>.) - 0 ; L(p)(X) - 0 pour p > 2

Donc :

L(A.0) U0 - 0

lÿo)ii| +

d’où :

1 L(X0)u0- 0

Iÿo)«i 4

1 '
1 1 L (A,,,) U0 0L(A-o) U2 +

1 ! 2 !

11 0L(ÿ())Uk-2 + +L(*o)uk., + (k-1) !

k,
L(k)(X0)u0= 0

1 !
IL'W«k.. + -• fL(A-n) uk +

1 !

11
p?

L(P)(ÿ)»o - 0L(ÿo)Vi +i e L(A.0)up + ; p - O.k+
1 !

c.q.f.d.

Regardons maintenant dans l’espace de Banach E le problème de Cauchy suivant :

(4) L(D) U = u (t) + A u(t) = 0

(5) [u(0) = (p0

du lemme 1 résulte que la fonction u(t) de la forme :

tk tk, tu(t) = e1”' — u„ + -(6) H, + + TT uk-i + uk(k-1)! 1 !k!

est solution de (3) si et seulement si iio , Ui,...., uk sont des fonctions radicales

correspondant à la valeur propre Xo de L(L)

Définition 1 :

La solution de la forme (6) est dite solution élémentaire de (4).
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Soit le problème de Cauchy suivant :

(7) u (t) - - A u(t)

u(0) = q>„(8)

On a le théorème principal suivant :

Théorème 1 :

Supposons que :

1 - D(A) est dense dans H (H espace de 1lilbert).

2 - Pour un certain p > 0 et A* e p(A) ;R(Ào,A) e ap(H)

3-11 existe des rayons lk(a) ayant pour origine le point a dont l'angle entre deux

rayons consécutifs ne dépassant pas rc/p et des nombres a > 0 ,p e (0,11
1 1 R(A.,A)| I < c I àJ ; - 7t/2 - a < arg À, < 7t/2 + a

4 - (pn e D(A)

Alors le problème (7) - (8) admet une solution unique u ;

u e C ([0,T] ,E)nC([0,T] ,E(A) ,E) et il existe des nombres cjn tels que :

lira max u(t) -
n-400 t e [0,T]

= 0
j=1 F

et

lim Sup t n’(t) - 2Cjn Uj(t)
* e [O'T]

où u(t) est la solution du problème (7) - (8), et u/t) sont des solutions élémentaires de

l'équation (7) et E(A) = D(A) muni de la nonne du graphe.

A u(t) - ZCjn Auj(t) - 0-F
n->oc ripi F.IF

45



Position du problème

Dans [0, T] x {(0,1) \ {b}} ; regardons l’équation :

x) + =0
d x2(9) a(x)

dt

avec les conditions fonctionnelles :

L2 u oc2 11ÿ,0) t p2 u2(t,1) + y u(t,o) + Su(U)

+ XS2P u'(t,x2P) + T2 u(t,) = 0(10)
p=i

N

L3U:= a,u(t,o) + p3 u(t,l) + Z5m> l‘(t,x3i>) + T, u(t,) - 0
p-t

et les conditions de transmission :

L4 U := a4 u (t, b-o) + p4 u (t, b + 0) + T4 u(t,) = 0

L5 U := a5 u(t, b-o) + p5 u(t, b +0) + T5 u(t,) = 0

et les conditions initiales :

(12) u(0,x) =<p«(x)

CO

où :

• aW = {a,’ si x e (0,b)
si x e (b,l)

• T„; u = 2 , 5 sont des fonctionnelles linéaires.

• a; ; Pi ; i= 2 , 5 e C

et la condition fondamentale de non régularité : a.2b a3 P2 _ Q
Va0 1

Ecriture opérationnelle du problème :

Considérons dans L2(0,b) x L7(b,l) l’opérateur :

A : L2(0,b) x L7(b,1)

u(x)

L2(0,b)xL2(b,l)

A u(x) = a(x) u”(x)

D(A) = {w~(0,b) x W2(b,l) ; Luu = 0 ; u = 2j)

46



(9) - (10) - (1 1) - (12) est équivalent à (7) - (8).

On a le théorème suivant :

Théorème 2

Supposons que les conditions :

«4 Ps . «5 Pi * 0 ; (b) b a, - y * 0• (a)

• 11 existe deux nombres complexes Si et S2 non nuis tels que :

a2 P? S| + a3 p2 S2 * 0 (c)
a4 P5 S2 + a5 p4 S, * 0 (d)

soient vérifiées et que I arg aj < n/2 ; i o.i

Alors le problème (9) - (10) - (1 1 ) - (12) admet une solution unique :

u(t,x) €C ([0,T] , L2(0,b)xL2(b,1 )) n C1 ([0,T] , E(A), L2(0,b)xL2(b,1 ))

et il existe des nombres Cj„ tels que :

(13) lim max
n->oo t €[0,T]

u(t,x) - ZCjn Uj(t,x) - 0
pl

Idu (t,x) n Chl j (t,x)
5t

' p 3t

a2 u (t,x)
l.2(0,b)xl.2(b.1)

d2 iij (t,x)(14) lim Sup t
t e [0,T]

- 0

- aM Ie).+ a(x) •
ax2ax2 H i.2(o.b)xi,,(b.i)y

où Uj(t,x) est la fonction à deux variables engendrée par u/t) qui sont les solutions

élémentaires de l'équation (7) , et E(A) est le domaine de A muni de la nonne de

graphe.

Démonstration

Pour démontrer le théorème 2 on va utiliser le théorème 1 . Pour cela on vérifie

pour H = L2 (0,b) x L2 (b,1) ; H, = D(A)

Condition 1 :

Par les conditions (c) et (d) du théorème 2 , on vérifie les hypothèses du lemme

de densité (1.4).
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Ce dernier prouve la densilc du domaine :

D(A) - |W;(0,b) x Wf(b,l) ; L„u -- 0 ; u - 2,5J Dans L2(0,b) x L2(b,l) par

rapport à la nonue de L2(0,b x L2(b,1).

îül.i - H

Condition 2 :

i.e

En raisonnant de la même manière que le théorème (2.5) on montre l'existence

d’un p>0 et ta e p(A) /R(ÿ,A)eop (L2 (0,b) x L2 (b, 1 ».
L’hypothèse 2 est satisfaite.

Condition 3 :

D’après le théorème 1 .3 on a :

1 1 R(A.,A)| I < cK I A.I 'm ; donc si on pose (î = VS e (0,1 ] on a :

1 1 R(A.,A)| | < cc I Aj ‘P ; Ul -> oc dans sK ;

St. = {à, e C : e + co - n < arg k < it + co - G

Soit le secteur suivant : SfI = jx, : - - a < arg A. < y + a

Déterminons les nombres a , arg a« , arg a, pour que S„c Sr
On va poser a = e

n „ K— - a < arg A, < —
2 h 2Sa <z Sr <=> 6 + (0 - n < + a < n * (0-8

71n
On obtient : E + (O - 7t < - + E < n + ço - E-8 et

2
71donc si on pose : co < —

on peut choisir 8 suffisamment petit pour que l’on ait :

prendre 8 < min 71
- ° ,V U 2 4

Puisque co = min (arg a() , arg a,) ; co = max (arg a0 , arg a,)

et (0 > -
2

, W— H- -S„ ci Se 2
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donc 0) < — et » > - — i.e |arga:| < —2 2 1 '' 2
; I àJ -> oo dans S*

i - 1,2

OR : 1 1 R(1,A)| I < cj X\
donc : 1 1 R(A,,A)| I < cr I À.I 1/2 ; I X\ -» oo dans S„ (car S„cz S1:)

-i/’

De plus on prend deux rayons p, et p2 centrés à l'origine et on choisit le nombre

. ce qui8 > 0 assez petit tel que l'angle entre ces deux rayons soit inférieur à .
i s

est tout à fait possible dans S„.

d’où pi et p2 vérifient l’hypothèse 3 du théorème 1 .

Condition 4 :

Par l’hypothèse (12) on a : u(0,x) = cp0(x) , donc (p0 e D(A)

l’hypothèse - 4 du théorème 1 est satisfaite.

D’où : d’après le théorème 1 ; le problème (7) - (8) admet une solution unique :

C ([0,T] , L,(0,b)xUb,l)nC' ([0,T] , E<A), UO,b)xL2(b,1 )))

et il existe des nombres cjn tels que :

2

u e

,S, lu(,) - "iW - o et
H l,2(ft.b)xl.2(h.l)

+ Au(t) - tsAUjft)lim Sup t u (t) - Xcjn u'j(t)
» «[«-Tl 1, il

- 0
I .,(0.h)\l.2(li.l)7l,2(0.b)xl.;(b.l)

et puisque le problème (7) - (8) est équivalent au problème : (9) - (10) - (1 1 ) - (12) ;

donc le problème (9) - (10) - (1 1 ) - (12) admet une solution unique u(t,x) /

u(t,x) e C ([0,T] , L2(0,b)xL2(b, I )) n C1 ([0,T] , E(A) , L2(0,b)xL2(b,1 )) et vérifient les

égalités (13) et (14).

Le théorème 2 est démontré.
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PROBLEME AUX LIMITES POUR
EQUATION DIFFERENTIELLE

ORDINAIRE DU SECOND ORDRE
AVEC PARAMETRE SPECTRAL

DANS LES CONDITIONS DE
TRANSMISSION



Ce chapitre est consacré à l’étude d’un problème aux limites pour équation

différentielle ordinaire du second ordre avec des conditions aux limites non locales et

des conditions de transmission contenant le paramètre spectral. De tels problèmes

surgissent en résolvant par la méthode de séparation des variables dans le problème de

vibration des cordes avec poids fixé à l’intérieur de la corde (voir par exemple [ 20 ] ).

On établit des conditions dites de régularité qui garantissent la complétude du

système de fonctions radicales.

1 - position du problème

Soit dans L2 (0,b) x L2 (b,1) le problème suivant :

L(A.) U = f,(x)
L(M u - f,(x)
L2 u : = «2 u (0) 4- p2 u (l) = 0

L2 U : = a, u(0) + u(l) = 0

L4 U : - u(b-0) - u(b + 0) = 0

L5 U : = a5 u(b + 0) - ps u (b-0) + X u(b) = 0

où L(A.) u =u” - X, u

b €(0,1)

f= (fi , f<) e L2 (0,b) x L2 (b,l)

Notre but est d’estimer la résolvante de ce problème et de donner une estimation

0 priori de la solution.

2 - Estimation de la résolvante :

sur (0,b)

sur (b,l)

(1.1)

Définissons l’opérateur .:/ (À.) comme suit :

L2(0,b) x L2(b,l )J/ (À.) : L2(0,b) x L2(b,l)

y (K) u- (MA,) u , 1-(À) u)u

D( / (X)) = {w22(0,b)x\V22(b,l) ; L„u = 0 ; u = 2,5}avec

Donc le problème initial serait équivalent au problème :

:7~(\) u ~ f (1.2)
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Soit le secteur S(; = {à, : - n + e < arg X < n - e} ; e > 0

On a le théorème principal suivant :

Théorème 1 :

Supposons que le problème (1.2) vérifie la condition :

a2 [3, - ay p2 * 0

Alors pour tout X e C vérifiant : X e S*, il existe Rr > 0 tel que I À.I > RI: on a :

; |A.| — > oo dans S|:≤ W |f||!|R(X. (/))i l.2(0.b)xl.2(b.l)l2(0,b)xl,2(b.l)

la constante cn dépend de l'angle E.

Démonstration :

Cherchons une solution du problème (1.2) sous la forme u ” il, + u2 , avec

u, = (yi , y?) ; U2 = (y2 , y4) où :

• m est la restriction à L?(0,b) x L2 (b,l ) de la solution du problème ( 1 )

= f 0)

où ~/ (X) : L2(R) x L2 (R) L2(R) X L2 (R)

y (X) u, = (L(A.)y, , L(À) y,)Ui

f(x) = (*UX) » *UX))

ùx) - j0' (0.1')f,(x) si x e
sinon

(Kl)f2(x) si x e
b(x)

sinon0

• u2 est la solution du problème (2)

> W U2 = 0

L„u2 = - L„u, ; « = 2.5
(2)

Cherchons d'abord m en résolvant le problème (1).

Soit le problème ( 1 ) :

(1) y (x) II, - f » (l.(X) y, , Ux) y,) - (f, . f,)
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I-W y, = fi
f-M y, f,

y. - = <i
y, - A. y, = f,

0) <=> <=>

i.e. v" -Ay, f; ; i 1,3 (a)

Appliquons la transformée de Fourier aux deux membres de celte équation (a) ,

on obtient :

(i cr)2 F y, - A F y, = F i] ; i 1 ,3

i ~ 1,3[(ia)J - x] F y, = F?| ;<=>

• Soit la transformation : A. = p2 ,

on a donc arg A = 2 arg p

Puisque À. e SK = {A, : - n + E < arg A, < n - e} on a :

- 7i + 6 < 2 arg p < 7i - 8

71ni.e. - — + E<argp< —2 2

Donc le secteur Se se transforme en un autre secteur Sr défini par :

- E

- y + E < arg p c - E}
Appliquons la transformation A, = p2 à l'équation (a) , on obtient :

(a) [(i <T)2 - = F fi ; i = 1,3

<=> [(ia)2 - p2] F yi = F fi ; i = U

Mais p e donc p ne peut pas rencontrer l’axe des imaginaires (y’y).

Puisque a e R, (i a) est un imaginaire pur et (- i a) l’est aussi.

Donc : p ± i a <=> p2* (i a)2 <=> (i a)2 - p2* 0

Ainsi l’expression [(i a)2 - p2] est inversible dans Sr
On peut alors écrire : Fyf = [(i a)2 - p2]'1 F ; i = 1 ,3

OR : Fy, = (i a)2 Fy; (propriété de la transformée de Fourier)

donc fy" = 0’ f(i a)2 - p2]'1 F f

7ts; - P :

, i-l,3
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-1posons : T(cr) = (i a)2 [(i a)2 - p2]

Montrons que T est un multiplicateur de Fourier de type (2,2)

,2|a
lTH = f(i a)2 - p2j M' + P3|
Par des raisonnements géométriques il est facile de voir que :

I (i CT)2 - p2l ■’ < cr(|d 2 + I pl 2)'' , I pl -> co dans Sr
Alors :

2
CT|T(o)| ≤ C, ≤2

• |TH ≤ Cr.
2: a2 2p2 a p 1T(°) =

(a2 + p2) o2 + p2 o (a2 + p2)
En utilisant toujours l’inégalité ci-dessus on a :

2|pfi222|P|H ii CTI1»! = !H’2H2 + IPI|ar+ p2|

• |T (o)| < ct |o|-1

Alors d’après le théorème de Mikhlin , T est un multiplicateur de Fourier de type

(2,2) et on a :

= ||F 1 T(C) F qMI ; i - 1,3≤ cc l|.,(R)I,2(R) 1,2(R)

; i = 1,3≤ CEy. I.2(R) ’II,2(R)

* Ml « PIPuisque y. l.,(0.h)L2(R)1 2(R)li,2(o.b)

Ml * Ml - INI,et i,,(b i)'MR)1 2(b.1) MR)

On a :

≤ «, |f,Iy. i.2(°.b)l|,2(0.b)
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≤ cJIfJH.AM) MM

• De Téquation : y". - ft
et en posant X = p2 on a : y,

p2 y, = y] - X

; i = 1,3 » x e R,

- P2 Yi = ?
d'où

-< HDonc |p|2 ||y j |{ ; i - 1,3+MR) MR)'7 (R )

l«ilIPI2 Ml * y.Pour i = 1 on a : MR) I,2(R)2(R)

lT.||≤ ||y,|Du fait que |y 1 1| et li,2(o.b)I.2(R)l.2(0.b) L2(R)

4< Cc y,on a l.2(0,b)i-2 (n-b) MR)

+ INId'où: |p|2 ||y , || 1 2(« b)l.,(0.b)l.2(0.b)

i e. |pf ||y,|| ≤ cjf.ll

≤ c, |p|'2 INI
f-2 (O.b)L2(0.b)

donc l.2(0.b)II,2 (O.b)

Puisque X = p2

≤ cs W M|y.l 1-2(o.b)1-2 (0,b)

Pour i = 3 on a :

f" N≤ NII-2(R) I,2(R)II,2(R)

et T’L,(R) MPuisque ||y3|| ≤ N i,2(b.i)MM h,?(R)

≤ ||yi| + INI: IPNNIon a : 1 - 2 ( b'I )Mb-') • 2 (R )

+ INI|p|2 W ≤ c. INI
≤ c, INI

d'où i,2(b.i)MMMM

IPI2 Hi.e. MMMM
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≤ |p| 2 MlMM

OR X ~ p2 done

≤ ct w |r,|i MM O(b.l)

Résultat :

≤ cB W ||f,|lYi ; yi> 2<°-b) !i.,(o.b)1-2 (0-b) lM"b)

≤ cK w « ' y* 'f 2<b-1)lo(O.b) ll,,(0.b)>MM
On a alors :

-Kn.yJIlL2(n.b)xi.2(b.i) I.2(0.b)xl,2(b.1)

+1 Hr2(n.b) li.2(b.i)

Ml.,(M|)+l,2(0.b)

≤ Ct W ||f|L2(0,b)x1.2(b,l)lï,2(0,b)xl.2(b.l)

«1 - y. . y 3l,2(0,b)x!.2(b,l) I.2(0,b)xL2(b,1)

+ y 3 i.2(b.i)I.2(().b)

Mkc'.o)(»f, +≤ c, * 2(<> b)

≤ c„||f||"i I,2(n.b)xl,2(b.l)L2(0.b)xl.2(b.l)

Puisque y, et y,sont déterminés d’une manière unique, d’ici résulte l'unicité de ut.

Estimons maintenant u2 :

u2 est la solution du problème (2) :

_/(à)U2 =0 dans L2(0,b)xL2(b,l)
Lu u2 = - L„u, ; o = 2,5«

sur (0,b)

sur (b,l)
y2 - Xy2 - 0

Y4 - 0
y (X) u 2

~ 0 <=>

Nous avons donc y i - A. yi — 0 ; i - 2,4
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son équation caractéristique s’écrit :

rJ-À = 0or2-p2 = 0 (À, = p2)

«•r2 = p2- X

en posant p = yfk ; rL2 = ± p on a les solutions :

y2(x) = c, er,*x~b* + c2 eT?x

y4(x) - c, er,(x l) + c4er> (x b) = c3 ep(x °
Passons maintenant aux conditions aux limites :

U, u2 = - LX) Ui ; o — 2,5

«2 = (y2 , y4) ; u, = (y, , y.,)

On a alors le système :

a2 y2(°) + P4 y4(0 = - L2 u,
y2(°) + P4 y4(0 = - L, u,

y2 (b) - y4(b) = - L4 U,

as y4(b) - P5 y2(b) + - Ls «1

Puisque : y2(x) = c, ep*x'b* + c2 e_px ; y4(x) = c3 ep*x‘,)

p(x h) -p\+c, e c2 e

-p(v-b)+ C4 e

p(x-b)+ c4 e

on a :
p(x b)p(x-b) ; y4(x) = c3 p ep(x l) - c4 p ey2(x) = c, p e -px- c2 pe

et

; y4(0 = c4 e_bp+ c,

; y4(b) - c, e“bp

y2(0) = c, p e bp - c2 p ; y4(l) = c, p - c4 p e~bp

y2(b) = c, p - c2 p e'bp ; y4(b) = c, p e"bp - c4 p

En remplaçant les expressions de y? et y4 dans les conditions aux limites on

obtient le système suivant :

y2(0) = c, e'bp

y2(b) c, + c2 e

f C2
-bp I C4

57



a2 p e'bp • c, - a2 p ■ c2 + P2 p • c, - P2 p e bp
• c, - - L2 u,

a, e'bp • c, - a, • c2 + P, • c, + P, e'bp • c4 = - L, u,
1 • c, + e'bp • c2 - e bp

• c, - 1 • c4 = - L4 u,

- p5 p • e, + p5 p e bp («s P e (p2 - ot5 p) • c ,H-hp 2 - Ls >'iff' C2 p e

On obtient le déterminant :

-P3pehp
P,c

-bp P2 P-a2 p
-a,
e"bp

- p5 p p5 p e bp (a5 p e bp ( p2 e'bp) (p2 - as p)
D(P) = 0,(P)+R,(P)

où 0’(p) = (a, P2 - a2 PO p2 (p - (P? + a,))

quand I p| -> + oo , | p| est très grand :

a, p e
a, e bp -bpP3D = - e'bp - I1

P5 + «3p - (P5 + a5) = p 1 - = P
P

D’où D(p) = 0(p) + R(p)

|R(p)|
dans Sroù 0(p) = p3 (a, p2 - a2 pO et

IPI
Il est clair que 0(p)* 0 (par hypothèse a2 p2 - a2 P? *0)

|R(p)|
dans SrDonc D(p) - 0(p) + R(p) ; 0(p) * 0 et

|p| -> co

- - + s < arg p < - e}
- Nous avons y2(x) = c, ep(vb) + c2 e~px ; y4(x) = c3 e

71où S, = peC:

p(\-b)P(vl) + c4 e'

= »M
D(p) ’ i = 1,4C,
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Puisque 0(p) * 0 et I R(p)l -» 0 dans g'. , les constantes Ci;i

d’une manière unique.

Et puisque u2= (y2, y4) ,d’ici résulte l'unicité de la solution u7.

Déterminons maintenant les constantes Q ; i= 1,4

1,4 sont détenninés

|Ri(p) -ÿ o|
dans SrOn a Dj(p) = 0j(p) + R j(p)

i - TÂ
avec

0-L2U, -a2p P2p
■LjU, -a3

"L4U|

-L5U

0-°he.(p) =
-io o

0 o (p2 - a5 p)
0,(p) = - p (a, p2 - a2 PO (L, u, + p (p - (X0 L4 uO

0 -L2u, p2p
0 -L3u, P,
1 -L4u, 0

-P5p -L5u, 0 (p2 - a5 p)

i

0

0
MP) =

-1

02(p) = p (p - (a5 + ps)) (- p2 L2 U, + p2 P U uO
00 - a2p -L2u,

0 -a3 -L3u,
1 0 -1 4 u,

0
a.ÿ(p) =

(p2 - a5 p)-PsP °
a,(p) = -p (p - a5 + p5) (a2p U u, - a7 L2 u,)

0 - a2p P2p -L2U
- P4 -L3U

0 -L4u,
0 -L5U

I

, , 0
e4(p) =

i

0

-PsP °
04(p) = p (a2 P? - a7 PO (L, u, - p5 L4 UO

I
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Estimation des opérateurs frontières :

Rappel : Application de l'inégalité ( 1 ) du lemme [ 1 ] :

Slip |u,(x)|
[0,b]x[b,l]

≤ c,i*rif|Ijpl-blxl.iP-l)

x G

|u,(x)| ≤ c,Ww|f|sup T,2(0.b)xl.2(b.l)

[0,b]x[b,l]X G

De ces estimations on déduit que :

• |L2U,| <csup|u,(x)| < cr|A,|~,/4||f||l.2(0.b)xl,2(b.l)

[0,b]x[b,l]x G. |L,u,J <csiip|ul(x)| < cÿJ v,'|fjj
[0.b]x[b,l]

• |L4II,| ≤C sup |u,(x)| < ce|*rifl
[0,b]x[b,l]

l,2(0.b)xl,2(b.l)

X G

I.2(0.b)x1.2(b.l)

X G

|Lsu,| <c{sup|u1(x)| -b |X| •sup |u,(x)|}
[0,b]x[b,l]x G[0,b]x[b,l] X G

SC,{PT+ w-rV4}-ri. |L5U,I < ct n
|A,| très grand (A, e Sr )l.2(0,b)xl,2(b,1)

i.2(n.b)xi.2(b.i)

Estimons maintenant les constantes C ; i = 1 ,4 :

|MP)+RI(P)| MPI .
NP)| ' p(p) * 0H = < c|0(p) + R(p)|

a2p,XL5ui +p(p-«5)L4lli)|[-P(aÿ2lC. I ≤ |p?(a,p2-a2p3)|
lCl| ≤ C (H"2 *|L5«i|-ÿ|L4U,|)
Puisque I p| = I X\ m donc :
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N ≤ «.(w'-W" iÿrv>»l.2(0,b)xl.2(b.l)

•N ≤ <=* I*TV411l ,(ii.bH ,(W)

_ [e2(p) + R2(p)[
|0(p) + R(p)t

c
Kp-fo+pJX-P,'

jpXrÿP; -a;p,)|

M ≤ c(|p|''|L2ul|+|L,u,|) ; |p|=W''2

|02(P)|N ; 0(p)*0< C le(p)l

p2pL1u,)|•'2l,l +

ic2i -< «, i*r- \xr+wm) nl,2(n.b)xi.2(b,i).id < ct W-w ||f||

=
IMPï+MP)!
|0(p) + R(p)|

!,2(0.b)\l.2(b.l)

|o,(p)|N e(p)*o< C T-KP)| ’

|-p(p-a5 PsXÿPMi -ot3L2Ui X|c3| < c |p(a,p2 -a2p,)|

N ≤ c(|L3u,|+|p|-||L2„||) ; |p|=|X|I/2

id <cs(|xr+|xri'2iÿri'4)|f|Mo.bH.jÇi)

• |c3| ≤ CB |X| |f|

_|94(p) + R„(p)|
|e(p) + R(p)|

|p(a2p3 ~ K1'"1~P>pUpI|)|
|p’(a,P2 -a2P,)|

M ≤ c(|p|'2|L5ul| + |pf'|L4ul|)
|c4|<cr.(w-'-W,,4+W,'2W-w)||f1l

I.2(0,h)xl.2(b.1)

K(P)IM ; 0(p) *ÿ O< c l°(p)|

W*

l,2(0.b)xL2(b.l)
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|c4| =S cw W-w |f|l,,(0.h)xl.2(b.l)

Résultat :
VI|C,| < cK. w i - 1,4l,2(0.b)xl,7(b.l)

Revenons maintenant à y2 et y., :
,p(xb) py< c + |c2|e- HT,2(0.b) I 2(° b)lo(O.b)

LPU-')< |c, +l.2(0.b) I '2 (b-1) l,(h.1)

Utilisons l’estimation suivante :
-1/2 ≤ cr.W“'/4|ep(x'h) ≤ CPJPI ; |?i| — > 00 dans Sr

M°->)

Preuve : voir Chapitre I § 3

Donc |ep(x"b* ≤ c,:W"'4-1/4 ; ||ep(x_I)≤ c,|A.|
I-j(O.b) I-2(b->)

<c,M '/4- ; ||e~p(x~b)| ≤ CcW"e~px
l|.2(0.b) l.2(b.l)

Ainsi :

{ixrjH-ww+ix|-*.w-,',)|fl|NI ≤ c, 1.2 (O.b)I.j(O.b)

I ,(O.b)ll,2(0.b)

≤ cc |xj-’|r,|De meme: • ||y4|| I -2 (b-1)I 2<b.1)

Estimons alors u2 (y2 , y4 ) .

= Ifo • y-*)!Hl.2((),b)xl.2(b.1) l.2(ft.b)xl.2(b.l)

= W + ll,2(b.l)l.2(0.b)

ML2(b.i)}h! Il 2(0-b) +I 2(°-b)xT.2(b.l)

ll.2(0,b)xl.2(b.l)!l ,2 (0,b)xl -2 (b.l)
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Nous arrivons maintenant à notre but :

H.,(0.1*1.,(h.o ' l*'i + «ill.,(n.h)xi.2(W)

+ lU2ll|,j(f).b)\I.2(b.1)'1 •> (O.b)xl 2(b.1)

≤ c, w'ml,2(0.b)xl,2(b.l) l.2(0.b)xl.2(b,l)

On en déduit :

< cr |X| ' ; |X|->oo dans SrllR(ÿ-)lll.1(o.b)xl,2(b,l)

Considérons maintenant l’opérateur défini comme suit :

L2(0,b) x L2(b,l)
/ (?L)U = (L(?L)U, L(?I)U)

Avec D( ÿ(X)) = jw2(0,b)xw2(b,l) ; Lv,u =0 ; v - 2,5|
Soit le poblème suivant : J/ (?i)u = f (2.2)

On a alors le théorème :

Théorème 2 :

Supposons que le problème (2.2) vérifie la condition :

a2p? - a*p2 0 ; alors 3 Rn > 0 tel que pour tout À.eC vérifiant :

X e SK et I X\ > Rn on a :

y{i): wi(0,b)xwÿ(b,l)

W*. ■ M)|| ; |A| — > oo dans Sr≤ cKW2 (0.b)xW2 (b.l)

La constante cn dépend de l’angle s.

Démonstration :

; u, - ( y, , y, ) ; u2 = ( y2 , y4 )Il = 11) + ll2

* llUl|lw22(«,b)xW2?(b,l) = ll(y> ’ yO|lw2J(0.b)xW22(b,1) 11ÿ ï llw|(0.b) + 1ÿ llw|(b.l )

il 222 donc :4 |y i1 llWf(O.b) 1 l.2(0.b) l.2(0.b)

≤ cii+WM+ Y,lw?(0,b) l,2(0,b)xl.2(b.l)li,2(0.b) 'i 2(n.b)
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|y i llw/(o.b) - °r- Ml l,;(0.h)vl,j(h.l)

De la même manière on a :

IWU(b.i) ≤ c>-. Ml l.2(0.h)\l.2(b.1)

On en déduit que :

llU»iw22(0.b)xW22(b.1) ~ Cr- Ill'll (0.t*)xl -2(b.l )

D'autre part :

rlr*2 llw2(0.h)x \v2(b.1)

y2(x) - c,e

y'2(x) = clPV(xh)
y2(x) = p2y2(x) =

"î(b-l)

y4(x) = c,e

y!i(x) - c,p2en(x l) I c,p2e
y4(x) = p2y4(x) - X y4(x)

2 llw ( (O.b)

r(x-l) ~P(N b)p(x-b) + c2e~px + c4e
p(x b)c:P2e”px ;4

fctw, - wi:Or: +
l'2(0.b)•?(0.h)

Et grâce à l'égalité ci-dessus :

W2 MlWl4„„ = 4-
•ÿ(O.b)

IhILïDonc + 2 III.'ÿjfn.b) 2(0.h)(O.b)

De la même manière :

N IM,S Hy4ll 4
'2(b.l)'2(b.l)

Puisque fly2| l,j(0,b)\l 2(b.l)1-2(0-!*)

\M I'2(O.b)xï -2 (b,1)1-2(0,b)

On en déduit que :
*

Milm ≤ ». (w- + W w")|f|
iwu.,, ≤ c, (w + mr)n
>-e: l|y2||

Donc . Iu2 ILvf (O.b)xwf(b.l) ≤ Cp|ÿll.2(0.h)xl.2(b.1)

L2(0,b)xl,2(b,l)

l,2(0,b)xl.2(b,l)

et |y4 lw2(b.l) ≤ Co IMlL2(0.b)xl.;(b.l)*c. Mwÿ(O.b) l.;(0.b)xl.2(b.l)
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Finalement : ||u - IU1 Iwj (O.hJxWj (b.l) + I112 i\V2 (0.b)x\v|(h.l)Iwf (O.h)xWj (b.l)

I" llw/(n.h)yW?(h.l) S C'M
|R(X, :/ (X)|

I.,(0.b)xl.2(b.1)

Et done ≤ cfiw|(0.b)xW22(b.l)

§3 - Complétude du système de fonctions radicales :

Nous montrons dans ce paragraphe que le système de fonctions radicales de notre

problème (1.2) est complet dans le domaine de l’opérateur .

Théorème 1 :

Soit le problème (1.2)

Supposons que la condition «2p3- (X3P2 * 0 soit vérifiée .

Alors le spectre du problème est discret et le système des vecteurs radicaux est

complet dans : (w,:(o.b)\W:'(b.i) ; L„U = O; u = 2.5)
Démonstration :

Basons nous sur le théorème de YAKUBOV [3] (chap 1 , §5)

posons : H = L2(0,b) x L2(b,1 )

H, - (w22(0,b)xW22(b,l) ; Lvii = 0 ; v - 2j)
On vérifie alors facilement :

1 - L’immersion H| c H est compacte car les immersions :

W2!(0,b) c L2(0,b)
Wj2(b,l) c L2(b,l)

Sont compactes et par conséquent l’immersion :

W22(0,b) x W22 (b,l) <z L2(0,b) x L2(b,l) et aussi compacte.

2- H . = H car :1 H

Soit u G Co [0,b]xCo [b,l) u(0) = u(l) = u(b) ~ 0

=> u(e W22(0,b)x G W2(B,L) ; Lv.u = 0 ; v = 2ÿ)
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CjfO.bJx Cj'fb.ljc ( w|(0.b) x W22(b.l) ; Lÿu = 0 ;u - 2.5) c L 2 («. h) x L 2 (b.l )i - c .

Mais CJ[0,b]x CJ[b,lj = L2(0,b)x L2(b,l)r.;(o,h)xF.2(h.i)

(W23(0,b) xWf(b.l) ;Lvu = 0; v = 2,5 )|
p = 1/2 + 8

= L,(0,b) x L,(b,l)Alors : L2(0.b)\F,2(b.l)

; ô > 0 arbitraire on a :

I e CTP (H|,H) pour la preuve voir la démonstration du théorème (.2.5.1.) (Condition 3)

où H] = D(J/’ ).

puisque la norme II 1 1 ni est équivalente à la norme graphe

IMIH, + l -C uli.2(o.h)xr.2(b.i)
Alors devient borné de 11) dans H.

3 - Pour

4 - Soit J/C FI, — > FI

5 - D’après le théorème 2.2 , dans le secteur SR :

Sf = {>. : e + o) < arg>. < 27t - co - cj on a :

= llR(ÿ"-y-)lw/(0.b)sw=(l..,) ≤ c* ; W 00 dans S,

≤ cc |X|° ;

)ll
>-e-

B(H.HJ)

= 0 ; |A,| -> oo dans Sr: mR(H,H,)

et dans ce secteur on peut toujours choisir deux rayons centrés à l’origine pi et p2

consécutifs faisant entre eux un angle inférieur à : _n__ ( p = '/2 + 5 , 5 > 0)
1
- +
2

On a ainsi vérifié toutes les hypothèses du théorème [3] , et donc le spectre de ce

problème est discret et le système des fonctions radicales ets complet dans :

(w;(0,b)xW;(b,l) ; Lvu - 0 ; v - 2ÿ)
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«5.
CtJC.

ETUDE D’UN FAISCEAU
QUADRATIQUE SUR ÎR



Ce chapitre est consacré à l’étude de la résolvante d'un faisceau quadratique en >.
et à coefficient discontinu auprès de la dérivée d'ordre supérieur sur tout l'axe réel .

Théorème : La résolvante de ce problème a un comportement en O (I k\ 2)

Démonstration : On Présente ci-dessous la démonstration de ce résultat.

Position du problème :

On veut étudier l'équation :

L(A.)u = X2 u(x) + A.|a, u (x) + b, u(x)j
+ a2(x) u (x) + b2u (x) - f(x) ; x e R .

c„ Si x > b

(c0,c,) E C*xC*a,(x) -
c. Si x < b

Pour cela soit le problème :

y Mu - f où U = (y«,y , ) (1)
y (X) :L2(R)xL2(R) -y L2(R)xL2(R)

Mu = (L(,My0 * LI(ÿ).VI)
f(x) si x b

sinon

f(x) si x b
sinon

u y

r(x) * (f«(x) , f,(x)) où f0(x) - j
f|(x) " |o

Li(X.)u - A.2U(X) + A.[a,u'(x) + b,u(x)] + C;u"(x) 4- b2u'(x) ; i

alors : (l) y (A,)u = f

jLoMyo ~ fo
° L,(X)y, = f,

0,1

(Lo(X)y0 •< I-IMYI) (fo ’ fi)

(!)<=> A.2yi(x) + X(a,y;(x) 4 b,yi(x)) + ciy-(x) + b2yj(x) - f,(x) i 0,1

Appliquons la transformée de Fourier aux deux membres de cette équation ; on

obtient :
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À2 FVj + X a, Fyj + A. b, Fy, 4 CiFy" 4 b2 Vy\ - Ff, ;

<=> X2 Fys 4- ÀaÿiajFy, 4 A.b, Fyj + ci(ia)2Fyi + b2 (icÿFy; - Ff, ; i - 0.1

[A.2 4- X b, 4 (Xa, 4 b2 )(ia) + Cj (ia)2]Fyj - Ff, ; i - 0.1 (2)

i 0,1

i.e .

Remarquons qu’on peut écrire :

(3). X2 4 Xb , + (A.a, + b2 )(ia) C.M2 = Ci(ia - M ’.)('<* - Mi) ; i 0.14

où pj et Mi sont les racines de l'équation caractéristique :

(4) Cj M2 + ( A. ai + b2 ) M + + biA, = 0

En effet ; la dernière équation (4) est une équation du second degré en p ( p- j<r) et

elle admet la décomposition (c; coefficient de p2) :

Cj(p- pÿM- Mi) °ù Ml et M2 sont les racines éventuelles de cette équation .

Montrons la relation (5) suivante qui sera utile pour choisir notre secteur :

+ b' +t)2<2
>/a? ~4a2

où (o1, et co 2 sont les racines de l’équation

(6) c,co2 4- a,co 4-1-0

Preuve :

Soient co1, et co 2 les solutions de l'équation (6) alors :

(3(5) M’U = + 0

i = 0,1

-a, ± yfâf- 4c j
«1,2 =

2Cj

-Xa, ± xja2 -4Cj
X(o\2 =

M! et M2 étant les solutions de (4) , on a alors :

i - 0,1 (7)d’où
2Cj

-(Xa, + b2)±J(Xal + b2)2 -4c,(a,2 4- b, A,)
; i - 0,1M1.2 =

2c,
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b2 ± -4Cj j + A.(2a,b2 -4Cjb, )+ b2-Xa !
; i - 0,1Pl2 “

2cs
Or:

T/ÿ-Î 4c,) + À.(2a,b2 -4c,b,)+ b2

-4c;)[l + V’(af -4Cj)'"'(2«,bJ -4c,b,) f A. !(a; -- 4c.) ' ' b|] :; i 0,1 (R)

Utilisons alors l'approximation : ( i+x ),/2 = 1+1/2 x + 0 ( x2 )

x très petit .

Puisque x Jà '|A2 -4c,) (2a , b2 -4cjb,)+ X'2(a2 -4c,) b2| -> 0 \X\ — > 00

On a :

b; U)\_ _l_
2 \ÿX af -4Cj

= 1 U Z . 1 2a'bÿ ~4cib' . 1V ' ' 2 >• /a| 4c,

(8) = /.Va?-4c, 1 + ” • (2a,b, -4c,b,)+ + (

A2(a2 -4Cj)y

*<ÿ
= +({X)var _4cj VA-y

te, + aba _2c>b’
Æ-4C,

I
t O-À,a, - b2 ± A.,

Donc : Pt.2 = 2c;
a,b2 -2Cjbi
Vaf-4c,■b2 ±

-A,a, ± Xyjaÿ -4c, 1
Pu = + O

2c, X.2c,

-b2(±a, -Vaf ~4ci)
+ — i- + ©2c,b1

Pi 2 ~ roi-2 + O
2c; -ÿ/âf -4c, 2ciA/af -4c,

Mu tab
P1.2 - + O+ — — —Vaf -4c

± — -- ■■ -ÿ —
V«f ~4c1
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i cqfdM-U — + OV3? ~4ci X-'

On déduit de cette relation que pour | Xj très grand on a |pj_2| = |x O>',2| .
Soit le secteur :

Sf = jx : j + E < argX <
2

Où argot)1, * argcoj ; i = 0,1

i i iço_ = min arg co, , arg co2 + n

(arg co*, , arg co', + TT)co1 = max

alors :

arg X>7i/2-çol+e et arg X < 3tt / 2 - co1 - e

arg X + col > 7r / 2 + 8 et arg X * co' < 3n / 2 - 8.

i.e. arg X, + min (arg co\ , arg co\ + Tü) > ~ + 8

et arg X max (arg co1, , arg co2 + 7i) < 3

c à d :

Si X e Sr.

--8

. ; _ 7Ï
arg X + arg co , < 3 --

argX (- arg co\ f TT < 3 ~-e

arg(x coj) < 3

arg(Xco’ +7t) < 3 y

niargX + argco; > — + 8 -8
2 et

7Tiarg X + arg co 2 + rt > - + 8
2

71arg(Xco',) > — + 8 -8
2i et<=>

arg(x co2 + 7t) > ■“ + 8 - 8

arg (x co1,) 3*Tt— + 8 < < 8
2

i - 0,1

-ÿ + 8 < arg(Xco2) 71
< -8

2
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Ceci étant vrai pour tout X eSi: , pour I Al très grand on sait que p\.2 = X oV? donc

n , 3n-+ e < argp, < r
2

i - 0,1
TT ; 71--+ 8 < arg p2 < --c

; 7T 71 371
i.e. arggu —ÿ

Donc g\ p'2 ; i = 0,1 n’appartiennent pas à l’axe des imaginaires purs . Mais nrR

implique que (ia) est imaginaire pur .

D’où p'i * ia et p‘2* ia ; i = 0,1 .

« ia - p1, * 0 et icr - p'2* 0 ; i = 0,1 .

«- c,(ia)2 +(A,a, +b2Xia) + >,2 +Àb, * 0 ; i - 0,1

<=> l’expression c,(ia)“ + (Aa, + b2X,'°’) + A2 + A.b, est inversible dans Sr
Donc on peut écrire :

-i-l* (ÿa, +b2XicT) + c,(ia)2] Ff+ Â.b| +

FuJ = (ia)2Fu, = (ia)2|x,2
Montrons que Tj(cr) :ÿ(ia)2|À,2 + Ab, +

Fu,

(X.a, + b2Xicf) + Cj(ic)2]
(Xa, +b2Xicr) + c1(ia)2]

F?+ Ab, +i

i
Ffi

est un multiplicateur de Fourier
?M\M°)\ = |c,(ia)2 + (Aa, + b2Xicr) + A2 + Ab,| M|icT-pjjia - p2j

I X\ très grand ; on remplace p',: par X co', 2

M|T,(cr)| < c- |cj||ia-A©|||ia- A©2|
On peut montrer par des raisonnements géométriques que :

(9) |ia-A©J2| < cr (|a| + |A|) ' qd |A| -> oo dans Sr i = 0,1
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I I2
Donc: |T»| < cr_ -"L-y < cc(M + W)

a3 < c, • |T,(<T)| < c, ■ i - O.l2a2+H
-2a (ia - p',)(ia - p'2)I + (ia)2|2ia -(p1, + p';,))

|-2a(ia - M )( ><ÿ M*,) + (ia)2(2ia -(ÿ + p2)|

T,'W ; i - 0,1

KM =
i

-02

Grâce à l'inégalité ci-dessus (9) et en remplaçant p\ ; par À, ro\ :
( I A] très grand ) on obtient :

H(N+W)2 +H2(H + W)KH ; i 0,1< c-
(M + W)4

|TI(CT)| ; i - 0,1< C- H4+W4
+ N2 H }3H< C

≤ Cc- H4
• KH £cr. H-I ; i - 0,1

y" = F4 Fy[ = F '(ia)2 Fy,

y; = F4 T,(a) Ff,

Par le théorème de MIKHLIN , Tj étant un multiplicateur de Fourier , on a :

Or:

; i - 0,1

Rc, - lF"T<w ; i - o,i
i 2(r)I2(R)

; i -- 0,111, (R)

-> Puisque y, vérifie :

X2y, + X (a,y- + b,y,) + c,y;' + b2yi - f, ; i = 0,1

il



o y,(a.2 + Xb,) + yj(Aa, + b2) + c,y" = f,

(A2+Ab,)y, = f, - (Aa, + b2) y- - ciy”

Quand |A| -> ce dans S(; on a :

; i - 0,1

Donc

+ NNININI ≤ llrll + y.MR)I,2(R) MR) I.2(R)

* c* MPuisque v> l,(R)ll,,(R)

+ W|NIAlors: |a.|2JyJ ≤ c« |f,I1.2 (R) I,2(R) » 2(R)

L’inégalité 2 du lemme (1.1.1) [1] nous permet d’avoir l’estimation :

N ≤ c

Donc :

W2|y,ll ≤ c. Ilfill + c'W- (||yi||',2|y,l''2 +|yil)

d'où: W2||y;|| - ccW ffill ||y,r: -Cc|x|[y,|| < cjf,||

(W2-W)|y,ll- W|y,r ≤ cc||f,||

I Aj très grand alors :

w2|y,ll- Wlly.ir sc.in
Toujours parce que I Al est très grand on a :

IM2 |y,llMR) ≤ ct||f,|l.,(R)

Soit ||yi|| ≤ c, ixnif,« i = 0,1!-(»(1 2(R)

• U = ( yo , yi ) donc :

+ lly.ll(»1 - I|y»llI,2(R)xI,2(R) I,2(R) I,2(R)

≤ C. W2(||f||| + Ri)T 2 (R)

≤ Cc W2|fHI.2 (R)xl ,(R) J,2(R)
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