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INTRODUCTION

Avant 1983, aucun circuit électronique autonome n'était connu pour avoir une
dynamique chaotique, mais avec le développement des recherches dans ce domaine, nous avons
aujourd’hui une bonne connaissance sur les circuits électroniques chaotiques :

Matsumoto et ses étudiants réussirent a construire un circuit électronique dont le modéle
mathématique est analogue a I'équation du modéle de Lorenz[4].

En 1984 T.Matsumoto et L.O.Chua [31] observeront pour la premiére fois un attracteur
chaotique dans un circuit électronique trés simple, construit avec seulement une résistance non
linéaire caractérisée par une fonction linéaire par morceaux a cinq segments.

Cette observation a été le point de départ dans le développement de la théorie des circuits non
linéaires, et par la suite les circuits €lectroniques chaotiques.

Avec les expériences numériques, Matsumoto vérifia que ce circuit est de nature chaotique, mais
il vérifia aussi que les autres circuits. qu'il a appelé : Les circuits de CHUA. a cette époque
Matsumoto et ses étudiants réussissent aussi a modifier les circuits de ROSENTHALL pour
obtenir deux- résistances non linéaires terminales, avec une fonction linéaire par morceaux
préalablement choisie. Deux ans aprés, Tokumasu réussit a adapter le circuit de Rosenthal pour

obtenir la non-linéarité voulue [4].

LE PLAN DE TRAVAIL

L’objet de notre étude concerne 1'étude de la dvnamique d’un modéle mathématique
d’un circuit électronique caractérisé par un ensemble de non-linéarités de type série de Fourier,
le travail est divisé en deux partic une théorique et une partie de traitement numérique.

On transforme d’abord le systéme initial linéaire par morceaux en des systémes non linéaires
équivalents, ct on étudie ensuite la dvnamique des systémes obtenus. On intégre numériquement
pour démontrer que les systémes étudics gardent la nature chaotique.

Nous allons décrire briévement le contenu des chapitres qui composent cette étude. Apres cette
introduction, ot nous avons précisé le contexte et oi nous donnons les motivations sur le choix
du modele.

Au chapitre 1 nous présentons le modéle.

Au cours du chapitre 2, nous définissons les différents outils mathématiques qui servent a

I’étude dynamique du modéle. Nous avons fait appel aux définitions et propriétés des systemes



dynamiques, en particulier les différents critéres théoriques et numériques des systémes
chaotiques.

Le chapitre 3 cst consacré a la problématique. Nous avons rappelé le principe de
I'approximation par la méthode des moindres carrés, et justifier I'existence d'une meilleure
approximation de la fonction caractéristique du circuit initial par un ensemble de séries de
Fourrier afin de 'remplaccr la linéarité par morceaux du circuit par cet ensemble de non-
linéarités.

Apres avoir transformé notre systéme initial linéaire par morceaux en des systémes non linéaires.
Nous abordons dans le chapitre 4, la dvnamique de ce circuit avec cet ensemble de non-
linéarités, en utilisant les éléments d’analyse cités au chapitre 2, en particulier la lineairisation
des systémes et les éléments de la géométric de non-linéarités de type séries de Fourier (les
variétés stables et les variétés instables).

Les résultats analytiques et numériques sont regroupés dans le chapitre 5.

Nous interprétons en particulier les figures représentant Tes graphes de plus de 35 attracteurs
étranges.

Les solutions sont calculées par un programme a partir de la méthode de Runge-Kutta d ordre 4
en utilisant un programme en langage FORTRAN, et les graphes sont tracés avec le logiciel ,
ORIGIN.

Ainsi nous donnons dans le chapitre 6 quelques exemples supplémentaires.

Une importante bibliographie, dont plusieurs titres sont dédiés au circuit de Chua permettent au

lecteur d’avoir une idée plus précise des résultats obtenus sur la dynamique de ce modeéle.



CHAPITRE 1

LE MODELE DE CHUA

Nous donnons dans ce chapitre une description du circuit de CHUA et quelques

applications.

1-1 - L’ATTRACTEUR DU DOUBLE - SCROLL

On appelle circuit de Chua un circuit électronique trés simple fabriqué a partir de quatre
éléments de base : une résistance, une inductance, deux capacités, et d'une résistance non
linéaire, caractérisé par une courbe tension- intensité affine par morceaux (avec cing
morceaux ) [26].

Le circuit inventé par L..O.Chua et T.Matsumoto en 1984 a la particularit¢ de présenter des
oscillations «chaotiques » qui ressemblent a 1"attracteur de Réssler [31].

On peut les étudier grace aux outils classiques des systémes dynamiques, cependant en dépit de
la simplicité des équations qui modélisent la dvnamique de ce circuit. les demi- applications de
Poincaré ne sont pas connues explicitement et il est difficile de donner des résultats précis sur la
nature des oscillations de ce circuit.

La dvnamique du circuit de Chua est décrite par le systéme suivant (systéme sans dimension au

sens physique de ce terme) :

x=af v—Hx))
YEX- vtz (1-1)
=
Ou
Hox s S (o - Y1) x-1]) (1-2)



est I'équation canonique linéaire par morceaux décrivant une courbe voltage —Intensité affine
par morceaux ayant des discontinuité aux points : x=-1 et x=+1

( seul trois des cinq segments de la courbe voltage - intensité sont inclus dans I'équations (1-2)
car les deux segments extérieurs de cette courbe ne jouent aucun réle dans la formation de

’attracteur du Double-scroll ).

1-2- CONSTRUCTION DE LA DIODE DE CHUA

Elle est réalisée par un IC-package (qui contient 2 Op-amps) et six résistances linéaires.
Pour les applications, il est préférable de construire la diode de Chua sous forme d’uire puce
¢lectronique, ce qui a été déja réalisé par I'utilisation de 2- zon CMOS processeurs avec
39 CMOS transistors occupant une surface de 0.5 mm* .
Dans la figure (1-1) on représente le circuit de Chua et la fonction caractéristique linéaire par

morceaux a trois segments.
1-3 - GENERALISATION DU MODELE DE CHUA

La fonction caractéristique originale du circuit de Chua peut étre remplacée
par une fonction assez réguliere comme :

La fonction originale est remplacée par un polvnéme de dégré 3 [3], une fonction sigmoide de
classe Cm [26] etc... Ce qui permet d’obtenir quelques outils analytiques et numériques pour la

théorie des systémes dynamique non linéaires.
Dans certaines applications, le nombre de segments de la fonction h est élevé en ordre pour

générer des attracteurs étranges avec des multi-scroll.

1-4- QUELQUE PHENOMENES OBSERVES DANS LE CIRCUIT DE
CHUA

Le circuit de Chua est le plus simple des circuits électroniques chaotiques mais du
point de vue dynamique, il est plus complexe, et plus utile dans les applications et dans
explications des autres phénoménes qui ne sont pas observés dans les circuits électroniques [6].
En plus des phénoménes standards : les routes vers le chaos, c’est a dire : le doublement de
période, les attracteurs étranges qui sont bien connus pour le circuit de Chua, il existe d’autres

phénoménes, qui ont été observés dans le circuit de Chua, Comme par exemple:

4



1-4-1 la résonance stochastique

Par I'application d'un signal sinusoidale avee une fréquence appropriée proche de 1la
fréquence naturelle du circuit, quelques tvpes de phénomene de chaos-chaos sont observés

pour certaincs valcurs des paramétres [41].
1-4-2 le gain de tension

e mécanisme de cette tension est différent de 1a résonance stochastique car le premier a
€t¢ observée quand le circuit de Chua est passé par le régime d'un attracteur spiroidale qui est

le résultat d'une bifurcation bornée ot la résonance stochastique prend sa place [8], [37].

1-4-3 le phénoméne bruit 1/.

En plus des bifurcations bornées  d'un attracteur spiroidale vers un double scroll, plusieurs
simulations numériques du circuit de Chua montrent que le spectre de fréquence est caractérisé

par la loi de fréquence 1/f [8].[11]
1-4-4- le phénoméne de I’antimonotonicite

York et ses collaborateurs montrent que I'antimonotonicite ¢’est a dire le dédoublement
de période est un phénomeéne fondamental pour une grande classe de systémes non linéaires.
Certaines simulations numériques confirment I'existence de ce phénomeéne dans le circuit de

Chua [8].
1-4-5-1a periode-ajoutant

Ce phénomene est trés rare dans les simulations  des systémes autonomes, il est

caractérisé par la croissance des périodes des oscillations par des entiers consécutifs

[17.(8).

‘o



1-5- OUTILS ANALYTIQUES

1-5-1- Iattracteur du double-Hook

Pour certaines valeurs des parametres dans le plan o~ f# toutes les valeurs propres

associées a 1'origine du circuit de Chua sont réelles, I"attracteur associé est dit :

I attracteur du double-hook [8].

1-5-2 - la stabilité et I'instabilité globales des oscillations du modéle de Chua

[eonov et al [4] montrent que les oscillations observées dans le modéle de Chua sont
des controles de feed-back de systeme mais ils déterminent le domaine des paramétres qui
permettent de caractériser la stabilité et I'instabilité globale.

Cette étude théorique est une nouvelle version de la généralisation de la conjecture de

Kalman[4].

1-5-3- Le théoréme du Double-fer a cheval :

Par I'utilisation d’un nouveau modeéle géométrique du circuit de Chua, Belykh et

Chua [13] présentent une étude théorique d'un attracteur étrange appelé le Double-fer a cheval.

1-6- QUELQUES APPLICATIONS DU CIRCUIT DE CHUA

1-7-1- Les communications sures [33], [34].
1-7-2- la lecture des algorithmes numériques [ 3].

1-7-3- La musique [42]. [43].

Nous renvoyons a la bibliographie pour plus de détails.
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CHAPITRE 2

LES SYSTEMES CHAOTIQUES

2-1- INTRODUCTION

I.'un des principaux résultats sur les svstémes dynamiques est la prédiction compléte,
c'est a dire que la donnée de la condition initiale ¢t de I'équation du systeéme permettent de
prédire le comportement des svsteémes pour tout temps donné.

..... La découverte des svstemes chaotiques élimine ce point de vue. Un systéme chaotique est un
svstéme imprédictible.

-~ Dans les vingt demicres années. le phénomeéne du chaos a été observé dans beaucoup de
domaines de sciences comme :

— L astronomie, la biologie, les mathématiques, la médecine, la mécanique des fluides, la

météorologie, les plasmas, la physique, et derniérement les sciences humaines, les sciences

sociales : I'¢conomic [1].
2-2- DEFINITIONS GENERALES

Soit le systetme dynamique suivant :

- x= flx.1)
{ Mo =
~ (2-1)

ou: xc R"’ est la variable d’état, et f une application a deux variables x et 7, et soit @(x) la

solution de I'équation (2-1) qui passe par x, quand 7=1x



2-2-1- POINT LIMITE POSITIF

DEFINITION

Un point v = g " et dit appartenant au point limite positif’ d'un point x . R”' st pour tout

voisinage U de vcon a : ¢lxo ) tend vers U quand t tend vers ['infini,
2-2-2-ENSEMBLE LIMITE POSITIF

DEFINITION

L'ensemble 1.(x) de tous les points limites positifs  de x est appelé . 'ensemble limite

positif de x.
REMARQUE :

Une autre définition de I'ensemble limite positif I.(x) peut étre donné :

L(x)= {\' R Ve >0, ‘v’fo eR,.t > fo tel que !f(x,r)~ v < 6’;

2-2-3- ENSEMBLE LIMITE ATTRACTIF

DEFINITION

Un ensemble limite . est dit attractif. s il existe un voisinage ouvert U de 1. tel que :

L(x) = L, pour tous x = U.
2-2-4- LE BASSIN D’ATTRACTION

DEFINITION

On appelle bassin d attraction d'un ensemble 4 de R . ensemble défini par :

Brd)= {\' cR" A el que:lLlx)z 1}



2-2-5- ENSEMBLE LIMITE POSITIF NON-STABLE

DEFINITION :

On dit gu'un ensemble limite positif L est non-stable, s il existe au moins une trajectoire
qui n'appartient pas a L. qui est attiré par L. et il existe au moins une trajectoire dans le

voisinage de [ qui n'est pas attirée par I..

2-2-6- ENSEMBLE INVARIANT

DEFINITION :

Un ensemble -4 est imvariant dans go- sous 'action du flot si et seulement si . Pplx) <.

pour tout x < 1.

2-2-7- ENSEMBLE INDECOMPOSABLE

DEFINITION :

, . . n . ’ .
Un ensemble A fermé et invariant de = est indécomposable si : pour tout couple de

. . . . 1
points : (x. v) de A, et pour tout £:-0 il existe une suite de points : K ’k 0 tel que : xpx et
=0.m

X, =W, el une suite de temps {t&}bo‘” Je>1 tel que lf{xm,tk )«x&]i\e.

Cette série de définition nous permet de donner des définitions assez claires sur le phénomeéne du

chaos.

2-3- LE CHAOS

Il n’y a pas de définition rigourcuse du chaos, car ce phénomeéne est plus une notion
philosophique qu’une notion scientifiqgue. On peut observer le phénoméne du chaos dans
plusieurs domaines. mais comment le formaliser ? .

L.a réponse est négative car jusqu'a 'heure actuelle, il n'existe pas une théorie générale qui

donne une explication ou une caractérisation finale de ce phénomeéne.



Tout ce qu'il est possible de dire est qu'il existe plusieurs critcres physiques qui permettent de
confirmer qu’un systéme est chaotique.

Notons qu'il existe quelques définitions du chaos, mais elles restent restrictives, la plus efficace
du point de vue pratique est celle donnce dans [1]: T .¢ chaos se produit quand le comportement
du systéme. n'est pas un point d"¢quilibre, n'est pas périodique, n'est pas quasi-périodique.
Donnons maintenant quelques critéres physiques qui permettent de conclure qu'un systéme est

chaotique.
2-3-1-L’existence dune trajectoire homocline ou heterocline : (voir I'annexe B.4).

2-3-2-1.’existence d'un exposant de lvapunov positif : (voir I'annexe B.2, et la section 2-3-6.).

2-3-3- Pexistence d’une série infinie de bifurcations

Par les expériences numériques effectuées sur plusicurs systemes, il existe des suites des

bifurcations, qui influencent le comportement du systéme vers un comportement chaotique.
2-3-4- LA SENSIBILITE AUX CONDITIONS INITIALES

La plupart des svstémes chaotiques exhibent la sensibilité aux conditions initiales ; pour
deux conditions initiales arbitraires trés voisines initialement . les deux trajectoires
correspondantes & ces données initiales divergent exponenticllement, par suite les deux
trajectoires sont incomparables.

I.a sensibilité aux conditions initiales est trés pratique : il v a toujours une erreur dans la mesure
de "état du systéme. A causc de cette errcur le comportement  macroscopique du systéme
chaotique est influencé par I'accumulation des erreurs d’arrondis cela entraine qu'un systéme

chaotique est imprédictible.

2-3-5 -L’EXISTENCE D’UNE SOLUTION PERIODIQUE DE PERIODE
TROIS

Crest I'énoncé du théoreme de Sharkovsky (voir I'annexe B.3).



2-3-6- I’APPLICATION DE POINCARE

L utilisation de 'application de Poincaré pour un systéme chaotique est différente de
celle des systemes prédictibles.
Un tel exemple montre la puissance de 1"application  de Poincare dans 'explication de la
structure d’un flot chaotique.
Pour plus de détails sur cette notion voir I"annexe(B.7) ct les références citées a la fin de cette

étude.

2-3-7- I’ATTRACTEUR ETRANGE OU CHAOTIQUE

Le terme attracteur étrange est introduit par Ruelle et Takens [27] (1971), pour appeler
un ensemble limite d’un systéme dynamique qui n’est pas une variété et par suite il n'est pas un
point fixe, un cycle limite, un tore invariant ou autre.

L.a notion de I"attracteur étrange indique la nature du modéle qui est un «objet » mathématique
bien défini.

Il n'existe pas une définition rigoureuse d’un attracteur étrange ou chaotique mais il
existe quelques essais pour définir cet «objet », mais toute ces définitions sont restrictives.

Guchenheimer et Holmes donnent une définition de I'attracteur comme suit :

2-3-7-1- DEFINITION :

Un ensemble A est un attracteur si :

1) A est fermé et invariant.
i) A est indécomposable
iii) L ‘union de 4 avec son bassin d'attraction et de mesure de Lebesgue positive

C. Sparrow donne la définition suivante :

2-3-7-2- DEFINITION :

A est un attracteur si : A est invariant par le  flot et pour tout point x suffisamment

proche de A, I'orbite qui passe par x est attirée par .

13



REMARQUE :

Par cette définition un attracteur est la limite asymptotique des solutions de |'équation
différentielle avec un ensemble des conditions initiales B tel que :

Aco B, c'est a dire : B estle bassin d attraction de . 1.

Pour la définition d’un attracteur étrange il cst important de noter (comme précédemment)
qu’il n'existe aucune définition suffisante d'un attracteur étrange, ce concept est introduit avec
I"équation de I.orenz ct la transformation de Hénon.

D. Ruelle et I. Takens donnent la définition suivante :

2-3-7-3- DEFINITION:

L'n attracteur étrange est caractérisé par la scnsibilité aux conditions initiales

Berge et al ; imposent une condition supplémentaire d'un type dimensionnel :

2-3-7-4- DEFINITION:

Un attracteur étrange est caractérisé par la sensibilité aux conditions initiales et avant

wne dimension fractale (voir la section 2-3-7).

REMARQUE :

Il est clair que certains attracteurs ne sont pas genéralement étranges.

Guchenheimer et Holmes définissent un attracteur étrange comme suit ;

2-3-7-5- DEFINITION :

Un attracteur étrange est un attracteur contenant une orbite homocline transversale.

Notant que I'attracteur des itérations chaotiques ne contient pas seulement un ensemble des
points non-périodiques denses dans I'attracteur mais une infinité de cvcles périodiques contenus

dans sa fermeture .



REMARQUE :

Yorke définit le chaos par cette propriété méme.

On donne maintenant I'explication du réle des exposants de Lyapunov dans la mesure du

chaos (pour la définition des exposants de Lyapunov voir I'annexe B.7)

Soit Ak un exposant de Lyapunov positif pour un systéme dynamique, ce qui signifie que deux

trajectoires s’éloignent de fagon exponentielle (phénomene d'étirement) dans la direction d'un

vecteur propre de Ak | on aura le contraire si Ax est négatif, c’est 4 dire que les deux trajectoires
se rapprochent de fagon exponentielle (phénoméne de contraction).

On sait que le chaos est caractérisé par I'existence d'un attracteur étrange, et par suite pour cet
attracteur deux points de départ initialement trés proches divergent de fagon exponentielle, donc
au moins un exposent de Lyapunov est positif strictement, ceci élabore la notion appelé

sensibilité aux conditions initiales.

REMARQUE :

Farmer prend Ak =0, comme définition du chaos.

La notion de dimension fractale est une caractérisation d'un attracteur étrange, cette notion
nous donne une idée sur la structure fractale d'un attracteur.
Il existe deux types de dimensions fractales :

I- Celles dont la définition dépend uniquement des propriétés métriques de 'espace dans
lequel se trouve I'ensemble (attracteur ou non), dimension de Hausdorf, dimension
de capacité, etc...

-  Celles dont la définition, en plus des propriétés métriques tient compte de la dynamique
du systéme, c’est a dire d’'une mesure de la répartition du temps de séjour d'une
trajectoire précise, dimension de corrélation, dimension d'information, dimension
ponctuelle, fonction de dimension de corrélation, fonction de dimension d’information,
dimension de Lyapunov...

Nous nous intéressons uniquement dans cette étude a la dimension de lyapunov que

nous calculons a I'aide de I'équation variationnelle.
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2-3-7-6- DEFINITION :
Sotent AzArz.. 2 | les exposants de Lyapunov d'un  attracteur d'un systeme

dvnamique et soit j le grand entier naturel tel que : Ay 2> 1 .0 1,20,

Alors la dimension de Lyvapunov définit par Karlan et Yorke (1979) est donné par :

REMARQUE :

Si aucun j existe (comme le cas d'un point hvperbolique stable) alors D, est égale a 0.

REMARQUE :

Si 'attracteur est chaotique alors D; est un nombre fractionnaire.

2-4-  Quelques exemples d’attracteurs étranges

Dans toute les références qui traitent les systémes dynamiques on trouve beaucoup
d’exemples sur les attracteurs étranges, par exemple :
I’attracteur de Lorenz, la transformation de Hénon, la récurrence de Myrberg, I'attracteur du
Double-scroll observée dans le circuit de Chua, etc...
Pour plus de détails voir les références cités a la fin de cette étude, en particulier [1],[3][5]

[31],[40],[42],[46].
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CHAPITRE 3

LA GENERALISATION DU MODELE DE CHUA

3-1- INTRODUCTION :

La diode de Chua peut étre généralisée pour obtenir des équations réguliéres, dans ce
chapitre on donne une approximation de la fonction caractéristique de I'équation de Chua par
des séries de Fourier d’ordre compris entre 1 et 10, et on va étudier les nouvelles équations du

modéle de Chua avec cet ensemble de non-linéarités.
3-2- APPROXIMATION :

Considérons 1'équation de Chua suivante :

x= aly - Hx))

y=x—v+z (3-1)
2=~ ¥
O :
l(x):nn.t+12~(mo—nr| Ij.vc-%1|—‘x~-1|) (3-2)

Le systéme (3-1) est une modélisation d’'un ensemble de circuits appelés : la famille des
circuits de Chua caractérisée par la fonction h qui est linéaire par morceaux, continue, et n’est
pas différentiable aux points x=1, x=-1.

Cette derni¢re propriété crée une grande difficulté dans I'étude de ce modéle, car il n’y a pas

d’outils analytiques qui permette d'étudier ce genre de modéles.

17



Il existe un grand développement dans 1'étude de ce modéle basé sur I'analyse numérique

essentiellement.

Plusieurs chercheurs approchent la fonction A par des fonctions réguliéres, par exemple :

la fonction /1 est remplacée par un polynome de degré trois, une fonction sigmoidale de

classe C”, une fonction discontinue, etc...., ¢'est ce qu’on appelle : la généralisation de la diode
de Chua, c’est a dire la description du voltage non linéaire dans la résistance associée a celte
famille de circuits, les nouveaux modéles obtenus préservent les propriétés du circuit original, de

plus il existe de nouveaux phénoménes qui sont observés dans les nouveaux modéles.

Nous proposons une approximation de la fonction / par des séries de Fourrier dans chacun

des sous espaces de polynomes trigonométriques de degrés n, ou : n compris entre / et 10.

Pour ne{l 2.3 0} . on considere un prolongement périodique continue fde période 2m de la
fonction /4 tel que la restriction de f sur I'intervalle [—(r).m]. est égale a h et nous écrivons la
série de Fourier pour / qui est la série de Fourier de 1a fonction A sur I'intervalle [—-(r).(r)] :

Par la suite on prend cette série de fourrier comme étant Ia non-linéarité du modele(3-1).
Rappelons quelques théorémes que nous utilisions par la suite.
Soit :

C 10 :l'espace des fonctions périodiques continues de période 2 .
Théoréme 3-1- ( existence)

Pour tout f dans C1n, et pour toute > 0 il existe un polvnéme trigonométrique
de degré n tel que :
<& (3-3)

|/ ~q-

Théoréme3-2- (minimisation des coefficients )

On a I'équivalence suivante :

qr minimise la distance

DU {[1/x-gle) ) (50

an sens des moindres carrées

1R



si et seulement si

les coefficients de . sont donnés par

| I '

a = — f j(.\')cos(!m£ )dt,f =012,...,n (3-5)
oA 0]
L e . (imx

b = ~J. flx )sm( Vg—)dt. i=012,...n. (3-6)
@7 @)

Théoréme 3-3

Soit g une fonction définie sur un intervalle [a,b]de R dans R vérifiant les conditions
suivantes :
1-g Intégrable.
2- g(x+0) g(x~-0) existent.
3- g'(x+0)g'(x~0) existent.
Alors

Vxe[a.b] Ona:

glx+0hg(x-0) 4 (izz\f)_L -(im) -
3 —--2—+§a‘cos v b:sin v (3-7)

@
Pour chaque n compris entre / et /0, prolongeant la fonction 4 par périodicité sur R par

une fonction /* périodique continue de période, fest définit par exemple par :
f(x)=14x+n)—l%"(;2}2m) (3-8)
Pour tout xE[—(r),(r)[, ou [.]désigne la partie entiére.
On peut prolonger /i définie sur [—(r),(r)] par périodicité de période 2m sur R si et seulement
si:
Heo)H-o) (3-9)
C’est pourquoi on considére I'intervalle [—-(:).(o[ au licu de [—n).(r)] , pour éviter ce probléme
on peut toujours choisir f de sorte que :

f~o-0)=H-w+0) (3-10)
Et

flo+0)=Hw-0) (3-11)

On obtient pour tout xe[—(r).(l)] :



-

k=1 . k' N
q¢w<zmm%“] (3-12)
£ m

(Car /1 est impaire et 'intervalle d'intégration est symétrique par rapport a |'origine.)

Ou ¢« est le polynome trigonométrique qui approche /.

REMARQUE :

L existence de g, est lice a la périodicité de la fonction [ sur R ce qui est garanti par
le théoréme 3-1. et comme la fonction I vérifie les conditions du théoréme 3-3 on peut écrire :
W)~ g,(x), wxe [ o,0] (3-13)

Comme les coefficients (bl), sont calculés selon la formule(3-6), il en résulte que g, est la

<k <n

meilleure approximation de It dans le sous espace des polynémes trigonométriques de degré n.
3-3- CALCUL DES COEFFICIENTS (b)_,.. :

On a:

b= L[ h(x)s'm( hm Jm (3-14)

@ . @

Le calcul donne :

bi = (l—j—[— (r)Siﬂli%?}-J:rﬁ)(-—lY +ix(- ])’Jml + Z»ET[n)sin[lg)— inl— 17:}mn,i =12....n
(3-1%5)

REMARQUE

Si <1

Alorsona:

2

kx

by = (=1 myk =12 .n (3-16)

qui ne dépend pas de la valeur de m..



3-4- ESTIMATION DE IERREUR

On a toujours la relation suivante

=g =0 e, (3-17)
Ou |! H_désigne la norme associée au produit scalaire :
2,8 |Q,(\)Q (x kv (3-18)

Comme ¢. est périodique de période 2m. on peut estimer I'erreur commise par I'approximation

de /1 par ¢- sur R seulement sur I'intervalle [—(1).(:)] .

Ona:
sup{_/'(x)—h(,\')Lxe[~m.m]}=sup{h(x)—q.,(xl.\‘e[—m.m]}sllf—qqllz (3-19)
Donc :
sup{l( g x L xe[-o. m]}<0 [l =llg-ll )“ (3-20)
Posons :
2 | fizh . I
@ = ~msin| — | - il 1Y wixl=17 . i=12.....n (3-21)
Coint oW |
2 fiTy ol
v, = ——=twsing — -ix(-1]  i=12..n (3-22)
(ix) ‘ L J |
Alors :
be=genn+ynnn, k =1.2...n (3-23)
Comme :
lg-fl, =72 b (3-24)
i
gl =y.om” +1p.00" + oo (3-25)



kn k n kn

; PR/ N S T/ 0V (3-20)
) 1t K K
Comme :
B Jixlo oo v RIT) (3-27)
2 ;
— Ona:
I8 . |
bk Aeerg
. T A B LU A R R IO I 1A (3-28)
i {2 ) I | : i
. Car la fonction /1 est continue et la fonction :
.\'—)(,\'+n)—l'\'-+("j2m) (3-29)
) ‘ 2m
est intégrable donc I'intégrale précédente existe.
rrrrr Un calcul simple donne :
L =0 mn + Bown +Cie m (3-30)
-7 0o
8 , \ ]
A== =4 = 2m - (3-31)
- 3 3
2
B - 2m (3-32)
_ 3
QEEEE YRS VO | (3-33)
- Enfin ona:
=y ,‘lfz(.-l—y.y )n" HB-n yin' +(C —C (3-34)

On remarque que celle estimation de erreur dépendra continiment des valeurs dem. et et

par suite on a la majoration suivante :

su p{/ {x)-q(x) .\'e[—n). 0] ]}S \(—[ _—}:~)’—’~+( B —7] )n ‘ +(( T~ C )n ;1 )-- (3-35)
- S1 on veut que :
sup{i{ x)-¢{ xLxe[-m.m e (3-36)
On suppose que :
- (A=y o’ +(B=np. )" HO =S ymm< g (3-37)
Et on considére 1a surface suivante :
(A= )y HB-n ‘».\’4+(( R (L (3-38)

ale}



Ou on peut déterminer les valeurs de m» .ct, nh . graphiquement.

Notons que les valeurs de  mr et 1 qui satisfont la condition (3-38), sont infinies, et par
suite il est préférable de choisir les valeurs de m-etnn, suivant les autres critéres physiques par

exemple : <0 et >0 .00 on choisi 7hetmn pour que le modéle (3-1) soit proche de celui du

circuit original.
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CHAPITRE 1V

ETUDE DU SYSTEME LINEARISE

4-1- INTRODUCTION :

Il est préférable dans I'étude d'un systéme dynamique d'étudier le systéme linéairisé
autour des points d’équilibres car par cet lineairisation on peut ramener I'étude du systéme non
linéaire 4 un voisinage d’un point d'équilibre et sous certaines conditions il existe un
homéomorphisme entre les deux systémes (Théoréme de Hartmann --Grobman voir 'annexe

B.5).
4-2- LES POINTS D’EQUILIBRES

Considérons le systeme :

(dx_ i i)
dt_m" glx))
¢od
LA 4-1
dar (b
\ dz__g,
dt /i

Les points d’équilibres pour le systéme (4-1) vérifient :
gr=0,v=0.x=-z (4-2)
Donc tout point d'équilibre de (4-1) est donné par :

X, = (x.0,-x) (4-3)

’g B

tel que :
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gl x =0 (4-4)

Pour résoudre 1'équation(4-4).0On peut écrire :

qﬂ‘ X }.—Sin('f: )g':(.\f ) (4‘5)
Ou
gl xt-gf cos('“ )cns (m')....cos” A(’“)bz.b:.....b, J (4-6)
. N g 0] ,
La relation (4-6) est le résultat des expressions suivantes :
( sin(z‘“)-- Zsin(m ‘Lns(’“) .
(2] Q) o
inl3 7 -7qbw4-f§_ 1
< .sm( p /Lsm(m sm(m )) (4-7)
b () ol =)ol
\ ) 0] 0] )
Pour tout k. et T est une fonction.
[."équation (4-5) implique que g» admet une infinité de racines de la forme :
X =ioicZ (4-8)
Posons donc :
NXoao=ko 0. -kom y (4-9)
Alors : Vey,y est un point d*€équilibre de (4-1).
Notons que les racines de 1'équation
gdx =0 (4-10)
dépendent des valeurs de »o.nn.n. Tenant compte du changement de variable :
y:cos(—”i) (4-11)

m

On peut résoudre 1'équation (4-10) comme étant un polynéme de degré (n-1) en 1. Si
(4-10) admet une solution s1.alors :m=arcod v1), est solution de I'équation (4-4) si et
seulement si : [w1|<1, pour n={1,2....,10}. pour cela on utilise un calcul numérique pour résoudre

1’équation (4-10).



4-3 - LES VALEURS PROPRES ET LES VECTEURS PROPRES

La matrice jacobiennc du systéeme (4-1) est donné par :

’

f/ g (x) o 0 %
i
|

AAVEIIEES 11 (4-12)
0 oo,
Ou:
' T Sk
g,(x)= 5~Zkb, cosf | (4-13)
") [ . [ o

’

On remarque que g- est une fonction paire, et DF(.\") dépend seulement de xet des paramétres

de controle :

Soit :
PAVRE 2]+ 2 ;‘2+ DA+ (4-14)

Le polvndme caractéristique de la matrice jacobicnne aux points d équilibre de (4-1)on a :

’

po=ag, 41

p.= fie (zl(q,‘,, - 11 (4-15)

P afy,
Ou g désigne la dérivée de g. aux points d’équilibres.
De I'équations (4-15) il résulte que :
A= ;‘3+ /7,21 LAy (4-10)

Posons :
/ N7 7/ - , \?
A:( Olfqn I #4/27‘ ﬂ+a[ gn *‘IJ}' (4']7)
et soient z,. o, les racines de I'équation :

plA)=0 (4-18)

et 1, v les racines cubiques de z;, z, respectivement tel que :

;/ . ’ NN
|
_[ ﬂ¢d( q- -1 /l }
WV o I

3 (4-19)

Alors les solutions de I'équation (4-19) sont donnés par :
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(aqn +1)

A=u+v— 3
. 2 | o ”'+1
A =1+v; - M, 72 (4-20)
< -
’13"11'2+v'— aq”,+1
J Y 3

\

ou j= exp(z’ 2 ) est la racine cubique del.

On a les expressions suivantes pour u,v,2, ct, 22 suivant le signe de A :

(1) Si A>0 alors : m:ﬁ—ﬂg;““ﬁ3

zz:ﬂé:_\/é (4-21)

u=3a ,‘7:3\/5
ct I’équation (4-18) admet deux racines complexes conjuguées et une réelle.
(11} si A =0 alors:

::\:::zz—_gi@—"— , u:v:’\,[/g (4-22)

!’

Dans ce cas il existe une racine triplc sign» =0,unc racine réelle double ¢t une racinc simple

si an¢0.
(111) A<O :il cxiste trois  racines réelles.

Par un calcul numérique on peut trouver toutes les valcurs propres en tenant compte  les
rclations précédentes.

Pour chaque valcur propre on a I'expression suivante pour le vecteur propre correspond :

T

A
A ArArP A (4-23)

X, =
! g B

Notons que les vecteurs propres sont utilisés pour déterminer les variétés invariantes au

voisinage des points d’équilibre.
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4-4 - STABILITE DES POINTS D’EQUILIBRES

Considérons les points d’équilibre:

X, = ko ko keZ (4-24)
O n adeux cas possibles :
(1) j est paire :
Alors :
,' ;z, k='7
9. o) ==2 kb, (4-25)
@
(Il)jcst impaire
Alors : g, jo)= T D kb, (- 1/ (4-26)
o™

’
La valcur dc  ¢» aux points d’équilibre nc dépend pas des  points indiqués, cllc dépend

uniquement de I'indice dc ce point (aux sens de la dépendance du point de I'indice j). Par
cons¢quent tous les points d’indice paire posscédent les mémes valeurs propres. tous les points

d’indice impairc possédant les mémes valcurs propres. 11 suffit donc de connaitre le type de

stabilité de deux points représentatifs : 1.,'=(0.0,0Y.V.;* = (.0~ ) .

On peut déterminer le type topologique de chaque point par 'étude du signe du produit suivant :
T,=4,(0) 4, (4-27)

On obtient le résultat suivant :

Si Tn<0, alors X}, et X2 ayant des types de stabilité différents. L'un des  deux est instable ct

par suite la matrice jacobicnne admet une valeur propre réelle positive.
4-5 - VARIETES ASSOCIEES A CIIAQUE POINT D’EQUILIBRE

Suivant les signes des valeurs propres, on pcut déterminer les équations des varicétés ou

les sous espaces invariants propres au voisinage des points d’équilibre comme étant les sous

. 3 , . . . R .
espaces vectoricls de cngendrées par Ics parties réelles et imaginaires des vecteurs propres.
R g I
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4-6 - SOLUTIONS DE L’EQUATION LINEAIRE AU VOISINAGE DES
POINTS D’EQUILIBRE

Soient Xeg un point d’équilibre, et Xo:(a,cz,a)’ un vecteur arbitraire dans ,RJ.
(A )., Les valeurs propres de DF (Xeq) , (V)11 les vecteurs propres assocides aux valeurs

propres (A ) <«s3+Ct supposons que les valeurs propres sont distinctes (par exemple siA>0).
Alors :

Toutes les solutions de I’équation lindaire qui passe par Vo quand r=0 sont donndes par :
X(X,)= X, e exp(A4t) V,+c,exp(dr) ¥, + ¢3 exp(Ag) 1, (4-27)

Ou ¢,c,,¢, sontdes constants.
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CHAPITRE V

ETUDE DU SYSTEME NONLINEAIRE

5-1- INTRODUCTION

Dans ce chapitre on va étudier le systéme non lincaire d'unc fagon générale c’est-a-dire :
les valeurs de mg m,; et w, sont arbitraires, on donnc ensuite un cadre général pour les
phénomeénes de Bifurcations possibles dans ce systéme.

On montre que les bifurcations des points d’équilibres dépendent du signe de q'1' s la dénvée de
q,aux points d’équilibre.

Pour lcs bifurcations globalcs, ¢’cst a dire : le changement de la forme du flot, on traite quelques
cxemples pour les valeurs de n compriscs cntre 1c¢t 10, cnsuite on donne des conditions pour

que le systéme admet des solutions périodiqucs, d’autres conditions confirment I'inexistence des

solutions périodiques dans un domaine du plan @~ /. Par 'utilisation du théoréme de la forme

normale, et les théorcmes sur les bifurcations de Hopf, on montrc numériquement 1'existence
d’une solution périodique de période 3, qui centraine d’aprés le théoréme de Sharkovsky que le

syst¢me cst chaotique.
5-2- BIFURCATIONS DES POINTS D’EQUILIBRES

Soit 1'équation différenticlle :

.ir:a(,v*qn(-\‘))

}":x—y-%: (5-1)

Ou:
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i=n

W(x)= stm(—)n 1,2,...,10 (5-2)

i=]

Et pour chaque i < {1,2,..,n}on a:

b = (m’)l[ a)sm(m) win(-1) +iz(- 1)}: +(’j) [a)sm(m) ax‘x(-l‘y}n? (5-3)

Ou les(gx),,., sont choisic tcllcs quc g. soit la mcillcurc approximation de la fonction

caractéristique /1dans le sous espace des polynomes trigonométriques de degré n .
Comme gnest impaire le modele (5-1)reste invariant sous 1’action de la transformation :
(x , »z)o>(=x-y-z)
(5-4)

En outre gn est périodique de période 2w . Si on introduit la transformation:

(x, 0z} (x 20,3, 2-20) (5-5)
On a aussi quc le modeéle (5-1)est invariant sous 'action de  cette transformation, et par suite Ic
modéle (5-1)est invariant sous I'action de la famille (z, ), définie par :

(x,,2)>(x+ 2kw,y,z-2kw) (5-6)
Ces decux propriétés éliminent I’cxistence de certains types de bifurcations dans le mod¢le
(5-1)par exemplc :
Comme le modéle cst symétrique par rapport a I'origine ceci  implique qu’il n’existe pas de
bifurcations Necud -col dans ce systéme, ct comme le point (0,0,0)cst un point d'¢quilibre de ce
systeme implique I’inexistence des bifurcations transcritiques.

Pour tout n, ¢t pour toutes les valeurs de w.,m;, et m on a les deux points
caractc’ristiqucs:X&,z(0,0,0) ctqu = (w,0,-®) cn plus de ga celles qui vérifiant :

gn(.\'):() (5‘7)
(voir Ic chapitre 3) .
La stabilité des points d’équilibres dépend sculement des valeurs des paramétres de contréle e,

ct 3, quc nous supposcrons positives.

. 3 2
Sott : PJ('{): At+tphyt PiA+ ps (5-8)
Le polynome caractéristique de la matrice jacobicnne aux points d'équilibres du modéle. On a

(Voir I'annexe B.4) :



—

[ p=ag. +1

m=f+a qn’—l) (5-9)

A

\ /r=afqgn

1
Ou ¢n cst la dérivée de ¢, aux points d'équilibres, nous allons comparer Ie type topologique des

points d’¢quilibres, pour ccla posons :

7:1 = qn (0) qn (a)) (5'10)
Alors on ale résultat suivant :

Si:7:=<0 alors les deux points représentatifs sont de types topologiques différents.
En effet :

Le cocfficient g5 représente le produit des valeurs propres au point indiqué ¢’est -a- dire :

pm=Alls (5-11)

Ce qui implique que q,,'(O) , q,,’(a)) ont des signes différents et par suite le signe de ps, alors
les signes des valeurs propres en chaque point sont différents.

Soit par exemple : x<{0,0} , alors le point d'équilibre correspondant :

X.:,:(x,0,~x), est instable car, «,/>0,ct par suite, il cxiste au moins unc valeur propre de la
matrice jacobicnne au point, Veg=(x,0,~x), qui cst réel ¢t positif.

S'il existe d’autres points d’équilibres c'cst a dirc : ccux qui vérifient I'équation (5-7) en
appliquant la méme méthode de comparaison entrc cux ct les autres point d'équilibres,

contrairement on concluc que les deux points ont Ie méme type de stabilité.
5-3- LES BIFURCATIONS GLOBALES

La bifurcation globale s’exprime par le changement de la forme du flot. Un exemple sur
ce phénoméne est la création d’un attractcur ¢étrange aprés une trajectoire qui convergente ver
un point d’équilibre.

Le traitement de ce type de bifurcations sc fait numériquement sur quelques valeurs
différentes des paramctres du systeme (Voir la scctiond-5).

Condition nécessaire pour obtenir unc bifurcation de Hopf :
On sait que la bifurcation de Andronov-ITopf correspond a 'existence de deux valeurs

propres imaginaires pures conjuguées, ¢t unc autre valeurs propre réelle.
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Cette condition est formalisé par les étapes suivantes :

Soit ;

=22 +ygA=yoA =0

(5-12)

La forme générale d’un polynéme du degré 3 ayant unc racine réelle, et deux autres complexes

purs :

Par identification on obtient :

Au point critique 3, ona:

On considére la condition de Hurwitz de stabilité ;
B> -qy (Qn - IIQ‘IM +1)

Alors :

e :a{l—qn’ ) (aqn,+l)

La relation (5-16) a un sens si :
b >a (1 —q,,’\J

C’est a dire :

0< qn, <1
Car:a >0
On dérive I’équation :

m(A)0

par rapport 3 4 on obtient :

7 “Ap)ag
l(ﬂ}_3/12(,3)+2(1+aq~')ﬂ(ﬂ)+ﬁ~*d(q~'—1)
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(5-13)

(5-14)

(5-15)

(5-16)

(5-17)

(5-18)

(5-19)

(5-20)

(5-21)

(5-22)



Alors :

A2y {120y

(5-23)
Donc on a la proposition suivantc :
PROPOSITION 5-1:
On suppose que :
0<gq, <1 (5-24)

Alors il existe une valeur critique f.de p tel que pour :f = [f}., on ait une bifurcation de

Hopf pour tout point X« vérifiant (5-24), et par suite il existe une solution périodique  du

systeme (5-1) pour une valeur de [} proche de 3. .

PROPOSITION 5-2:

Si
’ ’
G2l ou ¢. <0 (3-25)
Alors : il n’existe aucune bifurcation de Hopf, et par suite il n’existe aucune solution périodique

dans ce cas pour tous les paramétres « et f3.

En effet : il n’existe aucun ensemble de valeurs propres qui vérific les relations (5-16).

Soit ;

Aa, B) = [aﬂq"')l " 4/27[ﬂ+a(qn'—lj\) (5-26)

Le discriminant de Cardan pour I'équation :

p{A)E0 (5-27)

et soit I’ensemble ;

E, = {(a,p)e,ﬂzm(q, B)=0et e, B )< —1/9((1(,,,' + 1)} (5-28)

Dans cet ensemble on a les formules suivantes des valeurs propres :



2 2 3

P4

b:(—aﬂ]n’+(A)l/2 J_[ a,&]n’+(A)‘/2 J_Laqn +1]

Re{a )1 4 (aqn +1)

-

‘_

Im(A2)= 43 /zM afy, <] J [9/’q~'.+_ié)f_”.

Et I'inégalité suivante :

Re{ Az P As
Soit : X =(.\h,0,—Xo)un point d'équilibre de I’équation (5-1), tel que :
¢ (% )P 1]
Alors :
A <0
{Re(i,_z)> 0
Etsoit :
"2
()
Bla )=———3——a’4{1—qn }AM/ZW
Ou :

s H__m
A =-4/27+ [i(iJi‘_ﬂ

2" V2727 L9
\

A

Pour 8> f(a),ona:
Aa,B)>0
Donc Eapse réduit a ’ensemble :
Eyp= fa/a > 0lx{B/ B> pyla)f

Et soit :
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(5-29)

(5-30)

(5-31)

(5-32)

(5-33)

(5-34)

(5-36)

(5-37)

(5-38)
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—ag.(»)a 0
DF(X.q 1 -11
0 =40
La matrice jacobienne au point d’équilibre .\, .
Pour ,B=ﬂc(a),on a:
“d([n' a 0
DF(Arcq 1 —‘] 1
0 -4 0
Et
Re(4 )@, B: )=0

Elle peut se mettre sous la forme canonique suivantc :

0 —Yo 0
DFX,)=|» 0 0

00 «(l+aqn’)

yo=ImA(e. B )=a\/(l —qn’)qn >0

Soit 1a matrice P définie par :

2 \
By, “r
B l_’_cy
P: 0 —/fO

-1 01
\ y

_ 1 '
Alors 'est inversible (Car Det(p)=— — % 20)etona:
(aqn + l) 1-q,
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(5-39)

(5-40)

(5-41)

(5-42)

(5-43)

(5-44)
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On considére le changement de variable suivant :
1\’ =1\'¢q +P Y

ct le systéme d’équation diffcrenticlle :

est équivalent a :

»=AY)

=yo }a—--'}% »

=Y yoy:
ou: Y=<(pymp).

Yo on p _ap [ By,
ﬁY p] 2 2 1 0 2
( )zﬂ‘—}/oy 'Bc-yoyl 'B"-}/oyj ﬂc—}/ { P }A ﬂ)J

Et soit finalement Ics cocfficients de la forme normale suivants

gu= ;;jﬁu)(n -]

ll’;:ﬁ(ﬂ-w’J)"ﬂ%%h

aq,”(x,)

(5-45)

(5-40)

(5-47)

(5-48)

(5-49)

(5-50)

(5-51)

-y (prio-7) ) T (/3(%);]( a(0-7.] ) o
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D=<(a qu’+1)
i gmgu-dgi-1/3gulr 82
C1(0)=270 081 qgnl l/jgzo[ 5
—-Real0)”
w0

(qui détermine la direction des bifurcations)

=—{Ima(0}03(0))/

oL

pr=2Rea(0)

(qui déterminc la stabilité des solutions périodiqucs)

Ou:
a’(0)=qo4 ((pl +2 )1"(,03((/71-(/)1 )?0
(0/(0}= \5¢4(—¢1+§02 )" \/5¢)J(¢)z +¢ ))0
Ou:
/ ' DY)
Pl ;aﬂ_qzﬁi—é]
\

(

e | 2B

S
(e }1-2{@-((05 )zq,.’(l-q«’ I(a(]n'+l)+21/9))

pila -

Alors la période de la solution obtenuc pour le couple (e, #) est donnée par :

T(a, p)= %(1 + 1,6+ o(f:‘))
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(5-53)

(5-54)

(5-55)

(5-56)

(5-57)

(5-58)

(5-59)

(5-60)

(5-61)

(5-62)

(5-63)
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Posons :

Alors :

gl :.g;éc(_g_).i,.o((ﬂ_ﬂc)z) (5-64)
H

(o )=27_2nT: 5-65

glaf it b (3-65)

()=27T2 5-66

gla)}0h (5-66)

Ta.flglakgla)B (5-67)

Nous obtenons une solution périodique de période 3, par I'utilisation de cette méthode bien

connu dans la théoric des bifurcations de Hopf ct ses applications basées sur le théoréme de la

forme normale .

L’obtention d’une solution périodique de période 3 indique d’aprés le théoréme de Sharkovsky

que cctte solution est chaotique (Voir I'anncxc B.3).

PROPOSITION -5-3:

(4)
Soit

Supposons que :

3 (1—q,1') (4+4/27)

a = — (5-68)
(on)
V2, N3
(o) (o)
ar=1+ 3 (5-69)
Gr =Qn (j(o)ep,l[, jeZ (5-70)
(In(J)——'(InU)(j (u)._;’ A (5-72)
B> pl«) (5-73)
a>ayla<a,) (5-74)
" >0 (g,” <0) (5-75)

Alors il existe une solution périodique pour B< [3, et cette solution est instable.
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Supposons que :
g > pla) (5-76)
a> az(a < az) (5-77)
‘Inm <0 (‘Inm = 0) (5-78)

Alors il existe une solution périodique pour 32 [:, et cette solution est stable.

DEMONSTRATION :

Soit
P> ha)
Alors
A>0
Donc
(a, B) = 7(1,/] (5-79)

D’autre part comme on a :

‘In (1‘971) ' N2 N3/ 2
ReC’ [Zaz(aqn *111‘%1 ) (qn ) -2:| (5-80)
16(aq,, +1)

ReC1(0)> 0= (a > a,,et qnm > O),ou (a <a,,et q’,h) < 0) (5-81)

Donc

Donc :

U, <0et B, >0 alors: g < f., ctlasolution périodique cst instable.
Notons que si :aeb,aa[ ona:0 </} (d)< = Poctsica~a ona:0<ff-f
Posons donc :

14 =18 (a) B.l(resp . 0,5.]) (5-82)

Alors pour B > [, on garantit I’cxistence de solutions périodiqucs instables.

Posons :

10
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DL,,B:{":“)"Z}XI}J ({a:a<az}w1ﬂ.resp) (5-83)

1 . . . . .. . .
Donc Da' , conticnt le rang des paramétres ou nous obtenons Ics solutions périodiques instables

pour tout lcs valcurs dc n tcl que :

g.(jo)e pifer ¢(j0)>0, (resp. 4,7 (jw)<0)  (5-84)
Par le méme raisonnement en peut prouver la partie (B) de la proposition.
Posons :
D,, =lala>a,}x Iﬂz(resp. {a/a <a,}~ Iﬁz)
(5-85)
Ou :
1 ={p/ B> B.} (5-86)

est le domaine qui conticnt le rang des paramétres ot nous obtenons des solutions périodiques

stables associées aux points qui satisfont:

q,,'(jco)e b,l[, et qn(])(jn))< 0 (re.sp.q,‘m(jm)> 0) (5-87)

On donnc maintenant unc condition pour I'inexistence des solutions quasi-périodiques :

PROPOSITION -54:

Soient :
k=n
ne{l,2,...,10}, s, = 3 kjp,| (5-88)
@
supposons que :
a < E%— , et [§ quelconque. (5-89)

n

Alors :

Il n’existe aucune solution quasi-périodique du modele (5-1).

DEMONSTRATION :
Ona:

di(lF )=~{aq~’+l)

41

(5-90)



(F est le champ de vecteur du modéle (5-1)).

Comme :
vee R gl(x) < Af, (5-91)
Ona:
VxeR:aM,-1>~(aq.(x)-1)= —(aM, +1) (5-92)
Alors il suffit de choisir :
alM, -1<0 (5-93)
Clest a dire :
PPgLE (5-94)
M,

Par conséquent Iattracteur associé a ces valeurs de @ et [ est un point ou une courbe,
et par suite le comportement n’est pas quasi-périodique, car la solution quasi-périodique reste
dans la surface du Tore.

Si on considére un ensemble de conditions initiales reparties sur la surface du tore, et si
pour le complémentairc de cect cnsemble Ic volume occupé par les conditions initialcs
disparaissc, dans cc cas Ie Tore se réduit & un point ¢t par suite Ie tore disparait.

Cet argument est utilis¢ pour montrer que le modele de Lorenz n’admet aucune solution quasi-

périodique pour tous les points dans le plan de phase.

COROLLAIRE 5-S:

Si: a< L (5-95)
M
Ot :
M=sup {1.nef 2,..,10}} (5-96)

Alors pour tout n il n'existe aucune solution quasi-périodique du modele (5-1).

REMARQUE :

A laide du programme A.1, on peut calculer : 7\—1[—/—\17- pour déterminer I'intervalle de

paramétre o , ou il n'existe pas des solutions quasi-périodiques.
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S-4- LA MISE EN OEUVRE NUMERIQUE

Nous utilisons les méthodes numériques pour la résolution des équations

différenticlles pour obtenir des solutions approchées.

La méthode la plus sophistiquée est celle de Runge —-Kutta d’ordre 4 (voir I’annexe. A.1),

car elle minimise les erreurs d’arrondis.
L’¢équation (5-1) représente unc équation différenticlle autonome dans I'cspace de phase de

dimension 3 ou les paramétres du systéme varient dans I’cnsemble suivant:

E = {("109”’nmy n»a,ﬂ)E R bl R R N :%R ” R} (5-97)

Ou:
W={weR:w>0} (5-98)

Nous fixons une fois pour toute les valeurs de {mo,m} comme suit :
mo=-—0.43,m=0.41

Pour w on choisit les valeurs : @=5 puis w=1.
Ce choix dépend de la nature physique du circuit.
Les valeurs de nsont comprises entre 1 ¢t 10 ¢t comme les paramétres de controles @ ct # sont
positifs ’ensemble £ sc réduit a I’ensemble :

E, = {m}x{m}x{L,5}x{1,2,..10} xR, xR, (5-99)
Et comme pour chaque systéme les valeurs de »,@ sont fixées posons :

E, = {me}x {m}x{o}~ {n} >R, <R, (5-100)
11 reste donc pour déterminer le comportement du systeme, le choix des paramétres de controle,

ct les donnécs initialcs dans I'ensemble suivant ;

E =R’xR,) (5-101)
Pour simplifier la recherche des valcurs des paramétres du controle qui nous donne certains
résultats désirés comme les solutions chaotiques ,on fixe par exemple # oua et on fait varier
1’ autre paramétre.
On sait que le choix des conditions initiales influence la vitesse de convergence de la

solution vers un attracteur si la donnée initiale est trés proche de I'attracteur alors la solution
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converge rapidement vers cet attracteur, le contraire si la condition initiale cst trés éloigné de cet
attracteur.

Si pour une certaine donnée initialc et certaines valcurs des paramétres de controle on
trouve que la solution converge vers un certain «objet » alors il préférable de choisir la donnée
initiale au voisinage de cette «objet » pour assurer la vitesse de convergence.

Par la projection sur les différents plans on peut déterminer la nature de chaque solution.
Pour 'intégration des solutions chaotiques on sait que Ics solutions chaotiques sont caractérisées
par la scnsibilité aux conditions initiales.

Si on représente chaque composante de la solution obtenuc dans le plan, et si les
composantes ayant une nature continue, c’est a dire la trajectoire obtenue forme une bande large
avec des oscillations différentes alors on peut conclure que la trajectoire est chaotique.

Notons que I'intégration d’un systéme chaotique est trés sensible aux erreurs de calcul et de
temps d’intégration, pour ccla il est préférable de donner les valeurs calculées dans la partie qui

concemne I'intégration dans le programme A.1

5-5 -RESULTATS NUMERIQUES

Nous avons utilisé la méthode de Runge ~Kutta d’ordre 4 en Fortran ou les solutions des
systémes sont calculées et les graphes de ces solutions sont dessinés  en utilisant le logiciel
Ongin.

Dans  celte  partic  numérique, nous  fixons les  paramétres  nanhm
(mo=-0.43,m=0.41,w=5), puis @ =1 afin d’avoir un circuit de Chua avec des fonctions

réguliéres données pour chaque intégration pour des valeurs des paramétres, et les valeurs de n.

Nous résumons dans les tablcaux suivant les résultats numériques obtenus.
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e cycle limite

Les solutions stables (cycles limites)sont obtcnucs  pour
de {a, ,B,co,n} données par :
N P 5 -
: > 14 8.72—>9.700
N > 14 6.500
6 > 13 6.500
’ > 14 600
8 3 15 6700
8 > 15 7.300
10 > 14 6—>17.555
10 > 5 6.500

eAttracteurs étranges

Nous trouvons dans le modele étudié, avec I'ensemble de non-linéarités, plus de 37

attracteurs chaotiques de type : « scroll », « Double -scroll », « p-simple-scrolls », « g-Double -

Tableau -5-1-

(voir les figures a la fin de ce chapitre)

scrolls » ol pe{l ,2,3,5,7,...} et qe{2,3,4,5,...}

esimple-scroll

N () ﬂ o

1 1 19 8.123
1 1 19 8.333
1 1 19 8.393
1 5 14 9.850
2 5 13.5 7.000
3 5 13.5 8.750
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3 i 16 8.462
, i 14 6.700
: i 14 8714
: : 14 7.000
; i 14 7.010
: i 13 7.320
8 i 14 7.100
; i 13 7.500
9 i 12 6.400
9 i 13 6.500
& i 15 7.500
Tablcau -5-2-
° Double—Scroll
N ~ . i
l : 19 6.900
1 : 19 7.000
: : 19 7,500
1 : 19 8.100
1 : 19 8.200
1 : 19 8.300
: : 19 8.400
- 3 13.5 7453
: - 14 8765
: i 14 9.999
: i 14 10.000
: i 15 8.790
: ° 13 9.100
: i 15 9.600
: i 15 9.855
: i 15 10.000
: i 15 10.200
’ > 13.5 8,900
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3 5 6 9.732
3 5 15 8.777
3 5 s 9,566
3 5 15 10.200
3 5 15 10.400
3 5 15 10.800
3 5 s 10,999
3 5 12.5 8256
7 5 14 6.900
7 5 16 9.456
5 5 12 7.895
5 5 i 8.390
5 5 14 8.900
5 5 12 9,000
5 5 1 9.600
6 5 12 8.497
3 5 132 7.425
6 5 12.2 8.956
7 5 13 8.753
7 5 14.2 9.000
7 5 12.2 5,600
7 5 122 7.425
7 5 122 8.956
7 5 142 10.000
3 5 13 8.369
8 5 13 3.482
8 5 13 8.485
g 5 s 7.800
8 5 15 9.600
3 5 75 10.000
5 5 12 7.000
9 5 2 8.200
5 5 12 8.300
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9 5 12 8.400
9 S 13 6.800
9 5 13 7.000
9 5 13 7.800
9 5 13 8.453
10 5 13 8.540
10 5 13 8.900
10 5 13 8.900
10 5 13.5 7.452
10 5 13.5 8.456
Tableau -5-3-
@ 2-Double-scroll
N @ yij a
1 5 14 8.878
1 1 19 8.954
1 1 19 9.959
1 5 14 9.870
9 5 13 9.322
9 5 13 9.323
9 5 13 9.328
10 5 13.5 9.460
Tableau -5-4-
e S-scroll
n w p a
1 5 14 8.879
1 5 14 9.885
1 5 14 9.900
Tableau -5-5-

® 3-Double-scroll
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e 9.scroll

z,

0] yij a
1 5 14 9.880
1 5 14 9.881
1 5 14 9.882
1 5 14 9.883
1 5 14 9.895
1 5 14 9.889
1 5 14 9.891
1 5 14 9.912
1 5 14 9.9141
2 5 14 10.696

Tablcau -5-9- B

® 4-Double-scroll

n (0} Jéj a
1 1 19 12.000
1 5 14 9.885
1 5 14 9.886
1 5 14 9.898
1 5 14 9.902
1 5 14 9.903
10 5 14 10.060

Tableau -5-10-
® 11-scrolls

n w p a
1 5 14 9.901
1 5 14 9.906
1 5 14 9.913
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14

9.916

14

9.893

® 6-Double-scrolls

Tablcau -5-11-

n w Jis a
I 3 14 9.890
1 5 14 9.905
I 5 14 9.911
1 5 14 9.917
1 5 14 9.989
1 5 14 10
5 5 14 10.555
10 5 14 10.04

Tableau -5-12-

® 13-scrolls
n w Jéj a
1 5 14 9.899
1 5 14 9.904
1 5 14 9.907
1 5 14 9.908
1 5 14 9.918

Tableau -5-13-

® 7-Double-scrolls
n w b a
1 5 14 9.896
1 5 14 9.897
1 5 14 9.915
6 5 14.2 10.617

Tablcau -5-14-
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10 5 14 10.08 _'“‘
Tablcau -5-18-
e 2]-scrolls
N W [j a
2 5 15 10.587
6 5 14.2 9.999
6 5 14.2 10.953
8 5 15 10.500
9 5 12 9.000
Tablcau -5-19- -
®11-Double-scrolls
N W /} a
2 5 15 10.555
5 12 9.200
Tablcau -5-20-
e 23-scrolls
n w /} (04
2 5 15 10.617
3 5 1S 1Ls00
3 5 15 11.677 B
6 5 14.2 10.254
6 5 14.2 10.991
Tablcau -5-21-
® 12-Double-scrolls
n W JZ] T




3 5 15 11.900
7 5 142 10.122
7 5 14.2 T
8 5 15 10.999
Tablcau -5-22-
e 25-scrolls
n w /} a
4 5 13.5 10.589
Tablcau -5-23-
® 13-Double-scrolls
N w ﬁ a
6 5 14.2 10,984
10 5 T T 103000
Tablcau -5-24-
® 27-scrolls
N w ﬂ [04
6 5 14.2 10.819
7 5 14.2 10.877
7 5 14.2 10.425
Tablcau -5-25-
o I14-double-scrolls
N W i3 a
10 5 14 10.200

Tablcau -5-206-
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e 14-double-scrolls

N W /o a
5 5 14 11.222
10 5 14 10.1
Tablcau -5-27- -
® 31-scrolls
N w p @
6 5 14.2 11.222
10 5 14 10.100
Tablcau. -5-28-
® 16-Double-scrolls
N w /} a ]
1 5 14 11.000
6 5 14.2 10.564
Tablcau. -5-29-
e 18-Double-scrolls
N w [} (o4
5 5 14 10.899
Tablcau -5-30-
o 39-simple-scrolls
N w p a
8 5 15 12.000

Tablcau -5-31-
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e 21-double-scrolls

w yéi (04
- 10 5 14 10400
Tablcau -5-32- -
® Les grands multi-scroll

n @ p (04
1 5 14 12
1 5 14 13
1 5 14 13.9
2 5 15 13.897
3 5 15 12.899
7 5 14.2 15-14.2

Tablcau -5-33-

(Volir les figures a la fin de ce chapitre).

5-6- EXEMPLES SUR LES BIFURCATIONS GLOBALES DANS LE

MODELE

PROPOSITION 5-6 :

Pour :

N=1,w=5,0=14 ectavariant entre 8,720 et ].4,000 on obtient le schéma suivant :

Une suite des cycles limite. 8.720 — 9.700

(Cette suite contient des attracteurs de type : 2-Double-scroll,  3-Double-scroll,

Un simple scroll pour @=9.850
Un Double-scroll pour @=9.855

Une suite des multi-scrolls pour a < [9.870,11]

scroll, ..., 16-Double-scroll pour a =11 ).
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Poura > 11 nous obtenant des attracteurs

exemple :a =12 , 13 , 13.9 , 14.

Pour a > 14, il existe des solutions infinies.

PROPOSITION 5-7:

Pour :

N=1, B=19,0=5, ona:

Un cycle limite pour =6.600
Un scroll pour @=06.710

Un Double-scroll pour ¢=6.900
Un cycle limite pour a=9.666

PROPOSITION 5-8:

Pour :

N=2, f=14,w=5, ona:

Un cycle limite pour.a=06.500
Un scroll pour ¢=06.700

Un Double-scroll pour ¢=7.453

Ensuite une suite des multi-scroll,

PROPOSITION 5-9:

Pour :
N=2, B=15,w=5, ona:
Un Double-scroll pourx=8.700

Un 4-Double-scroll poua=10.400
Un7-simple-scroll.poura=10.401
Un 4-Double-scroll. poucx=10.402
Un 8-Double- scroll poua=10.546
Un 11-Double- scroll poucx=10.555
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avec des grands nombres des

scrolls. par



Un21-simple-scroll.pourax=10.587
Un 10-Double-scroll pour a¢=10.599
Un 23-simple scroll. pour =10.617
Un 14-simple scroll pour a=10.666
Un 9-simple scroll pour ¢=10.696
Un 8-Double-scroll. pour =10.710

Un 18-Double-scroll. pour a=13.000

Un grand multi-scroll pour a=13.597

PROPOSITION 5-10:

Pour :

N=3, B=15,w=5,0na:

Un scroll poura=8.01

Un- Double-scroll pour ¢=8.777

Un 23-simple scroll pour at=11.500
Un 8-Double- scroll a=11.600

Un 23-simple scroll pour a=11.677
Un 14-simple scroll pour a=11.777
Un 12-Double- scroll poura=11.900
Un grand multi-scroll poura=12.899

PROPOSITION S-11:

Pour :

N=4, f=12.5,0=5, ona:

Un cycle limite pour a = 6.100
Un simple scroll poura=7.600
Un Double- scroll pourx=8.256
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Ensuite une suite des multi-scroll.

PROPOSITION 5-12:
pour :
N=4, f=14,0=5, ona:
Un cycle limite pourx=6.500
Un simple scroll poura = 6.700
Un Double- scroll poura = 6.900

Ensuite une suite des multi-scroll,

PROPOSITION 5-13:

Pour :
N=5, f=14,w=5, ona:
Un cycle limite pour a=6.000
Un simple-scroll pour a=7.000
Un Double —scroll pour ¢=8.390
Un 3-Double- scroll pour =10.000
Un 6-Double-scroll pour =10.555
Un 5-Double-scroll pour a=11.222

Ensuite une suite des multi-scrolls.

PROPOSITION 5-14:

Pour :

N=6, f=14,w=5,0na:

Un cycle limite pour =6.500

Un simple-scroll pour a=7.010
Un Double -scroll pour ¢=8.497
Ensuite une suite des multi-scrolls.

PROPOSITION 5-15:
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Pour :

N=7, B=13,w=5,0na:

Un cycle limite pour x=06.500

Un simple-scroll pour ¢=7.320
Un Double —scroll pour =8.753

Ensuite une suite des multi-scrolls.

PROPOSITION 5-16:

Four :
N=8, f=13,w=5, ona:
Un Double —scroll pour =8.369

Une trajectoire périodique de période 3 poz(ra€[8.462.8.48 1]

un Double —scroll pour a€[8.482,8.485]

PROPOSITION 5-17:

Pour :
N=9, B=13,w=5, ona:
Un cycle limite pour a=6.200
Un simple-scroll pour ¢=06.500
Un Double -scroll pour a=6.800
Un 2-Double —scroll pour ¢=9.322

Ensuite une suite des multi-scrolls.

PROPOSITION §-18:

Pour :

N=10, f=15,0=5, ona:

Un cycle limite pour ¢=6.500
Un simple-scroll pour a=7.500
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Un Double —scroll pour a=8.000
Un 2-double —scroll pour =9.322

Ensuite une suite des multi-scrolls.

5-6-DISCUTION DES RESULTATS NUMERUQUES

Avec cet ensemble de non-linéarités réguli¢res de type séric de Fouricr, nous obtcnons dc
nouveaux résultats concernant les multi-scroll, ainsi que des attracteurs chaotiques classiques

comme les simples-scroll, et les Double-scroll.

4

Les bifurcations des points d’équilibres dépendent seulement du signe de 9, la dérive de g~ au
point d’équilibre, car on a toujours :

A 22 la=afign et o, >0
Le circuit avec cet ensemble de non-lincarités a un régime chaotique, ce régime est

caractériser par les bifurcations globales du flot comme suit :

Un point d’équilibre — un cycle limite — un attracteur spiroidale - un Double scroll —»

une série des p-simple-scrolls, et q-Double-scrolls.

Pour toutes Ics non-linéarités considérés pour certain rang des paramétres.

Notons que ces suites de bifurcations nc conticnt pas un multi-scroll avant I’apparition d'un
scroll, ou d’un Double-scroll. Il semble quec lec nombre de scrolls croit dans la direction de la
croissance de @ quand g est fixé.

Ce phénoméne semble s’arréte  quand la valeur de a proche de la valeur de 2, ou on

obtient des solutions infinies car le programme nc peut plus calculer les trajectoires

correspondantes.
Pour les grandes valeurs de g ( f = 25,26,...) on obscrve quc le syst¢me converge vers des
solutions périodiques pour les valcurs dea < .

Nos modeles sont chaotiques car cntre deux valeurs de a trés proches on observe différents

attracteurs chaotiques, quand la valeur de # est inclue dans lc domaine du chaos des systémes

étudiés.
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La comparaison de notre systémcs avee le syst¢me original montre une différence entre cux,
car les premiers admettent différents attractcurs étranges avec des multi- scrolls, et le deuxieme
admet seulement des attracteurs avec au plus 2-scrolls.

Un Double —scroll «cntoure » sculement les trois points d’équilibres, du systéme originale, mais
les multi -scrolls “entourent” un nombre considérable de points d’équilibres selon les valeurs des
parametres de controle.

ID’autres comparaisons confirment que notre syst¢me garde 1a nature chaotique .

Notons que dans le circuit original, l¢ nombre de scgments de la fonction caractéristique peut
¢tre évaluer pour obtenir des attracteurs chaotiques avec des multi-scroll.

Ainsi nous remplagons la fonction A, par des fonctions de la forme:

1=n

23, cos(l“i}n =12,...10
T w

[£3)
et nous obtenons les méme résultats décrit ci-dessus, mais il faut noter que Ic domaine de
persistance des simples scrolls est grand par rapport a celui ou nous remplagons A par lcs
fonctions gn.
Au contraire le domaine de persistance des Doubles-scrolls avec ces derniers est grand par
rapport a celui des premiers.
I semble que pour les valeurs de ﬁe[10,19], le régime des modele peut €tre divisé en 7 sous

intcrvalles selon les valcurs dc o ,comme suit:
I =})’X}_|-: lc domaine ou il n’existe aucunc solution quasi-périodique.
n

Iz : Caractéris¢ par des solutions qui convergent ou divergent pour un point d*¢quilibre.
Is :Le domaine des solutions périodiques.

I+ Le domaine des simples scrolls.

Is : Le domaine des Doubles - scrolls.

s : Le domaine des multi - scrolls.

I : Caractériser par des solutions qui convergent ou divergent pour un point d’équilibres.
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Fig.5-1 un cycle limite .

[ «3-p(8.473135.n8) |
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Fig.5-2 une trajectoire périodique de période 3.
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| x23-pB 474135 108) |

1”1
08

0o

0.2 A

Fig.5-3 une trajectoire périodique de période 3.

| xyss(6.714,14 5.na) |

Fig.5-4 un scroll.
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xyss(7,13.55 n2)
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Fig.5-5 un scroll.
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Fig.5-6 un scroll.
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Fig.5-7 un scroll.

| xy(7 514 ,5n1) |

Fig.5-8 un scroll .
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Fig.5-9 un Double-scroll .

| xyds(7.453,13.5502) |

Fig.5-10 un Doublc-scroll .
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| xyds(8.9.1355n3) |
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Fig.5-11 un Double-scroll.

| xyds(7 895,125 n5) |

Fig.5-12 un Double-scroll.
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Fig.5-13 un Double-scroll.

nyd s(713 5 ,ngr‘

Fig.5-14 un Double-scroll -
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| xyds(10.15510) |

Fig.5-15 un Double-scroll.

o J

[ xy2-da(i2 9195 n1)

T M T
10 20

Fig.5-16 un 2-Double-scroll.
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xy5-5(9.879,14 5 n1)

0.0

0.5 —

1.0 4

16

Fig.5-17 un 5-scroll .

| xy2-ds(3.076,14 5.n1) |

Fig.5-18 un 3-Double-scroll .
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| xy3d5(10.05,15 5 n10)

Fig.5-19 un 3-Double-scroll.

| xy7-s(8.653,19,1,n1) ]

0.8

Fig.5-20 un 7-scroll.
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[ »y(3 814 25 1n8R) |

21 un Double-scroll .

Fig.5

| xy4-ds(3876,14,5n1) |

16 +

-1.0

-1.5

scroll.

22 un 4-Doublc

Fig.5
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10
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Fig.5-23 un 4-Doublc-scroll «

xyb-ds(9.881 14.5.n1)

Fig.5-24 un 4-Double-scroll «
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[ xy15-ss(11,13,1 n1) |

T v 1 ML N

Fig.5-25 un 15-scroll .

| xy5-ds(9.885,14,5n1) |

T v T T T ¥ T v )l
-40 -20 0 20 40

Fig.5-26 un 5-Double-scroll .
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| xy6-ds(3.890,14 5n1) |

1.5 —
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0.5

Fig.5-27 un 6-Double-scroll .

| xy9-5(3.880,14 5 n1) |

1.6 =
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00
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Fig.5-28 un 9-scroll .
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Fig.5-29 un 13-scroll .

| x213d5(38.7.1.n1) |

-10

=30 un 13-Double-scroli .
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| xyBds(10.4,15 5 n2)
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08 -

Fig.5-31 un 8-Double-scroll «

[ xy7-ds(2.896.14.5.n1) ]
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Fig.5-32 un 7-Double-scroll .
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Fig.5-33 un 9-Double-scr

[ xy10ds(10538,155 n2) |
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Fig.5-34 un 10-Double-scro
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| xy21s5(10.567 155,12) |
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Fig.35-5 un 21-scroll.

| xy!1ds(10 555,15 5 n2) ]
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Fig.5-36 un 11-Double-scroll.
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Fig.5-37 un 27-scroll.
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Fig.5-38 un 23-scroll,
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Fig.5-39 un 25-scroll .

x212ds(11.900,15.5 n3)
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Fig.5-40 un 12-Double-scroll .
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| xz31s5(10.927 14.2,5,06) |

Fig.5-42 un 14-Doublc-scroll .
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Fig.5-41 un 31-scroll .
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[ y(1114501) |

Fig.5-43 un grand multi-scroll ,

Fig.5-44 un grand multi-scroll .
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Fig.5-45 un grand multi-scroll.
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Fig.5-46 lc diagramme de la composante x .
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CHAPITRE 6

Dans ce chapitre on représente quclques cxemple des solutions du systéme ou la fonction h
lmn

est remplacée par les fonctions 2 Zib, cos[l—fg) ne{l2,..,10}.
@
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Fig. 6-1 un cycle limite.

| xy(8 42,1351 n4) |

Fig. 6-2:un scroll .
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4 unscroll .

Fig. 6
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Fig 6-5 . un scroll ,

[ wyc@b.1465n1) |

Fig.6-6: un Double-scroll .
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Fig.6-8 :un Double-scroll .
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Fig.6-9:un Double-scroll ,
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Fig.6-10 :un Double-scroll .
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Fig.6-11 :un Double-scroll .
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Fig.6-12;un S-scrolls .
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Fig.6-13 un 2.Double-scroll .
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Fig.6-14:un 11-scrolls «
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Fig.6-17 :un 3-Double-scroll .
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Fig.6-18 :un 8-Double-scroll .
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Lc mod¢éle de Chua est un modéle physique de circuit électronique réellement construit.

En remplagant la fonction caractéristique de ce modéle (qui est linéaire par morceaux ) par un
ensemble de non linéarité de type série de Fourrier , Ic modéle obtenu est plus facile a étudicr
avec les outils classiques par rapport a I’original.

La dynamique du nouveau modcle est identique a celle du modéle original, mais elle
encore plus riche en complexité.

Nous espérons compléter notre ¢tude par la construction des diagrammes de bifurcation pour
avoir une idée plus précise sur la dynamique du nouveau modcle.

Aussi, essayer d'y appliquer quelqucs stratégic de controlc.
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Ce programme donne la méthode de l’approximation et de
l’intégration par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.

c#i**&**+++44+0&#t#***++*4+&+*066&*0&ii6&6##&&#0&{&000+&4006&b+¢+&0{¢+$++

c DECLARATION

C&i&#0*#4064{000&{**}&44#&{##0{i#i&ii&*ti0btiif&&b&+&++#&&i‘0*&&&0&0&6#&}

DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION

R(300000), X(300000), Y(300000), Z(300000)

B(10)

S(10)

§5(10)

Bs(10)

bS1(10)

tgp0(10)

tqpw(10)

tests(10)

hxi(10)

5i(10)

ga(10)

Al(10)

Bx1(10)

C1(10) ‘

RK1(300000), RK2(300000), Rk3(300000), Rk4(300000)
RKS (300000)

RK6(300000), RK7(300000), RKSB(300000), RK9(300N00O)
RK10(300000)

RK11(300000), RK12(300000), RK13(300000), RK14(300000)
RK15(300000)

RK16(300000), RK17(300000), RK1B(300000), RK19(300000)
RK20(300000), RK21(300000)

RR4 (300000), R7(300000), R10(300000)

c#****ii*&iii&iiib&bi&iiii&&i#i&t&ﬁ&i0&00#b&&i{iti&&&&&{*&i#b&&#&‘#*i&‘&é

[od OVERTURE DES FICHIERS DE RESULTAS
CG&i‘&&ifi{f##&i&&&&i&i&&&#&&b#ﬁ60#660*&4+b*&&i&i**&#i&+‘&ii&&&0&6&#604&&

open(141,file="x5.dat")

rewind(141)

open(142,file="Y5.dat")

rewind(142)

open{143,file="25.dat")

rewind(143)

open(14,file="resw.dat")

rewind(14)

open(15,file="reswl.dat"')

rewind (15)

open(144,file="M.dat")

rewind (144)
ct#ﬁ&&ii0‘*6&066000&&6#‘0600#6*6#6&&0000&06#0&6‘&‘60&&04&0040&0Obtt65&606

pi=acos(-1.)

write(*,*) 'Entrer,w’'

read(*,*)w
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write(14,*) 'w=",w
pi=acos(-1.)
do 13 k2=1,10
S(k2)=2.* ((~w*sin((k2*pi) /w) ~w* k24 piv ((=1.)**k2)+k2*pi* (~1.) **kD)
+ )/ ((pi**2)*(k2*++2))
SS(k2)=2.%*(-k2*pi* ((-1.)**k2) +w*sin((k2'pi) /w) )/ ({pi**2)* (k2++2))
13 continue
hxi(0)=0
31 (0)=0
ga(0)=0
do 21 n=1,10
do 22 k=0,10
hxi (k+1)=hxi(k)+pi* (S(k)**2)
Si(k+1)=Si(k)+pi* (SS(k)**2)
ga(k+l)=ga(k)+2.*pi*SS(k)*S (k)

22 continue
c write(15,*)n, '----",hxi(n),si(n),ga(n)
21 continue

A=(8./3. )Y (WH*3) =4 . ¥ (W**2)42.%w-(1./3.)
HB=2.*w-(2./3.)

C=4 % (Ww**2)-4.*w+1

do 23 n=1,10

Al (n)=A-ga(n)

BX1(n)=HB-Si (n)

Cl(n)=C-hxi(n)

write(15,*)n, '----',Al(n),Bx1(n),Cl(n)
23 continue
C write(*,*) 'entrer m0,ml"
c read(*,*)v0,vl
c write(14,*)'m0='v0, 'ml="',vl

v0=-0.43

vi=0.41
Cﬁ#iii*ﬁ‘i#i*{bi*i&i-&#ifii04#&Gi6&064-06##6&%‘{0&0+*&ii&4&i&ﬁ&ii&&&#twbli—#
c les coefficients de gq(n),n=1,2,3,...

c#{«b*&w&&tw«iiIr+++++i&#ii#&iiiitii&fi&l0&*»}&00&4&0&+00*&+0000b&bo#&&¢+#$—li
B(1)=(S(1)*v1+55(1)*vD)
B(2)=(5(2)*v1+585(2)*v0)
B(3)=(S(3)*v1+S5(3)*v0)
B(4)=(S(4)*v1+SS(4)*v0)
B(5)=(S(5)*v1+55(5)*v0)
B(6)=(S(6)*v1+SS(6)*v0)
B(7)=(S(7)*v1+SS(7)*v0)
B(8)=(S(8)*v1+SS(8)*v0)
B(9)=(S(9)*v1+SS(9)+*v0)
B(10)=(5(10)*v1+SS(10)+*v0)

Ci*&**i*i*i**ii*ii*&i**ii#iﬁ&*ii#&i&ﬁi{6&*6Gii{*&&i&f{*#i#lii*&&#ﬁ&&ﬁ#&v&i

c les racines de q(n) (x)=0
ci*#i#if*iiiii&Gii*&l*li{iii&t&ifib&&&fOi#}&&&‘lﬁiifii&&{&b&&&&&&i{&i&&#&

C cas ou n=1
CO*****‘**G%l—#b{{&i*&&*{&ib&f#&&‘i&‘r&bi&itb&éba&Giblri‘il-0&00&&6&&&++60&b&
write(14,*) 'les racines de gq*(x)=0,le cas ou n=1"'
write(14,%*) 'x(j)=jw,j est un entier’
ci***i#iii**&f*i*ﬁiﬁ*Qiiiﬁiﬂbﬁf***iii‘ii&&i&#i&&&#i&*i&*{&iii&0+++{$~&+++++

C cas ou n=2
CO‘&&**i&i**i*&if‘&iiiil&i»*-&&iiiii#ﬁ{*bﬁ&ﬁ&‘G&#OO*#G#‘&{G&*G#&++{+0664L{i&
write(14,*) 'les racines de q*(x)=0,le cas ou n=2"'
write(14,*)'x(j)=jw,j est un entier’
bbl=-b(1)/(2.*b(2))
if(bbl.le.l)then
®21=(w/pi)*acos (bbl)
X22=-(w/pi)*acos(bbl)
oncif
write(14,+*) "x21=",x21, 'x22=",x22
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Ciii#&ii#i&##&ﬁ#t*&#{{bii'&#ii&ﬁi&'b##*bﬁb0&0&&‘0{Q6&606*%&6&&{00&&&0**0&&6

c cas ou n=3
Ciﬁ&#&*i&-&i&&ii“*fﬁﬁ‘i&f*{‘iﬁ*‘#b0000&[‘6660‘bblb‘i&l&bbtbt“‘bbbbb)l&‘&
write(14,*) 'les racines de gq*(x)=0,le cas ou n=3"'
write(14,*)'x(j)=3w,3 est un entier’
bb2=-2.*b(3)
bb3=2.*(b(3)-b(2))/b(3)
if(bb2.le.1)then
x31=(w/pi) *acos (bb2)
x32=~(w/pi) *acos (bb2)
endif
if(bb3.le.1)then
®33=(w/pi)*acos (bb3)
x34=-(w/pi) *acos (bb3)
endif
write(14,*)'x31=",x31, "%32=",x32, "'x33=",x33, "x34=",x314
c&‘i{&00*60*‘0*‘065*&#&&‘i*i&&iii‘b&l&b&&i&&ﬁ0#0&6‘00&#&0{‘&00&6‘#&6‘&6‘&

c cnas ou n—4

CGG*O*O*G**G‘&‘&&&‘bbt‘&b&ﬁvb&ﬁﬁﬁ&&&‘i&bb‘&.&i000066000&&&600&&&&4{5&&#4&0
write(14,*) 'les racines de q*(x)=0,le cas ou n=4"
write(14,*)4, 'x(j)=jw,j est un entier’
Az1l=1./(8.*B(4))
Az2=B(1)-B(3)
Az3=1./(2*B(4))
Azd=(B(2)-4.*B(1))/3.
DcO=((Az1**2))* (Az2**2)-Az3*Az4
Az5=Az2/(32.*B(4))
if(Dc0.1t.0)then
Tt=atan((-8.*b(4)*sqrt(-Dc0))/az2)
nfd=sqrt ( (Az5**2)-Dc0/4.)
U=cos (Tt/3.)
V=sin(Tt/3.)
racl=2*U-B(3)/(6.*B(4))
rac2=-((xfd**1/3)/2.)* ((-U)+sqrt(3.)*V)-B(3)/(6.*B(4))
rac3=-((xfd**1/3)/2.)* (U+sqrt(3.)*V)-B(3)/(6.*B(4))
if (abs(racl).gt.1l)then
write(l4,*) 'pas des racines'’
else
racinl=(w/pi)*acos(racl)
write(14,*) 'q01=',racinl,-racinl
endif
if (abs(rac2).gt.1l)then
write(14,*) 'pas des racines'
alse
racin2=(w/pi)*acos(rac?2)
write(14,*)'q02=',racin2,-racin2
endif
if(abs(rac3).gt.1l)then
write(14,*) 'pas des racines'
else
racin3=(w/pi)*acos(rac3l)
write(14,*)'q0="',racin3,-racin3
endif
endif
if(Dc0.eq.0)then
Ttl=-Az2/(16.*B(4))
Ul=(Tt1**1/3)
Vi=(Tt1l**1/3)
raccl=Ul1+V1-B(3)/(6.*B(41))
racc2=-2*raccl-B(3)/(6.*B(4))
if (abs(raccl).gt.1l)then
write(l4,*) 'pas des racines’
else
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racinel=(w/pi)*acos(raccl)
write(1l4,*) 'q0="',racinel,-racinel
endif
if (abs(racc2).gt.1l)then
write(1l4,*) 'pas des racines'
alse
racine2=(w/pi)*acos(racc2)
write(14,*) 'q0="',racine2,-racine?
endif
endif
if(Dc0O.gt.0)then
Az6=(-Az2/(8.*B(4)))/2.
Az7=Az6+sqrt (DcO)
U2=(Az7**1/3)
V2=~ (Az7**1/3)
rac=U2+V2-B(3)/(6.*B(4))
if (abs(rac).gt.1l)then
write(1l4,*) 'pas des racines'
else
racine=(w/pi)*acos(rac)
write(14,*)'q0=',racine,-racine
endif
endif
write(144,%*) 'les coefficients de q'
do 200 k=1,10
write(144,*)k,'----"',B (k)
200 enddo
do 301 n=1,10
do 300 k=1,n
tqpO (n)=(pi/w) *b(1)
tgpw(n)=-(pi*b(1))/w
tqp0 (n)=(pi/w)*( tgp0(n)+k*b(k))
tgpw(n)=(pi/w)* (tgpw(n)+k*b(k)* ((-1)**k))
300 enddo
301 enddo

c&'&i*&iﬁi&#*i*#*&iiﬁi#*&#*t&i&i&i&6066bbvbvbﬁbG&&G-O&*##-btvbb#ﬁ-&&iv&*#&&ir&&'lfllr

c la dériveé de q au point 0
CO#G**&*&&iii—iiiiiiﬁii&i*i&#-&i&bﬂt&i&&0&4&##00&6{00*-&1—0&004&&&&&6*6&#&&&&
write(144,*) 'la dériveé de q au point 0'
do 302 n=1,10
write(144,*)n,'----"', tqp0(n)
302 enddo
write(144,*)'la dériveé de q pour le point w'

Cii&t&&&#iﬁi{t&&ﬁ00%&46{0#0&60“0&6b§0b&00&&4&660#‘&6#006{0&4*&0‘&0{0&&&0

e .
c la dériveé de q au point w
ci#*#&*&i*ibii#i&&&6&0&&&{&0000&‘&{4&600{*6“60&446#0&6&#&*‘&‘&i#&&ﬁ&&l&&

do 303 n=1,10

write(144,*)n,'----"', tgpw(n)
303 enddo SR .
C\l#bbiii‘t‘ﬁ&#*iibb‘ii&i&i‘&ill6400&000&$Obbbblbll0&60006&‘60&0#6000]60bl

do 304 n~1,10

tests (n)=tgpl (n)*tqgpw(n)

if(tests(n).1lt.0)then

write(144,*)n,’'~----", 'les deux points representatives ayant

+ differents'

write(144,*) 'types de stabilite’

endif
304 enddo

do 305 n=1,10

if( tqp0(n).lt.0)then

write(144,*)n,'----",'le point (0,0,0)est instable’

endif

if( tgpw(n).lt.0)then
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write(144,*)n,"'----"',"'le point (w,0,-w)est instable’
endif

305 enddo

— bsl(0)=0

do 306 n=1,10
do 307 k=1,n
bsl(k+1)=bsl(k)+k*abs(B(k))
bs (k)=(pi/w) *bsl (k)

307 enddo

306 enddo

C*i&iiif#*GG&#‘&G#&*#GGG&ii*i&ﬁvb&ﬁl&*&&i##&##&&&&ﬁﬁ&&iiib&&hﬁili&&&i{-&#ib

c les bornes superieures des dérivées
cii**{*i#00#&00‘#*#06*#***‘iiﬁﬁiti}*i#&t&&i{&{iii&&&&tbiﬁ#&&&&bb&&iv&t&d##
write(144,*)'les bornes superieures des qn'
”’ do 308 n=1,10
write(144,*)n,'----"',Bs (n)
308 enddo
. TF=max (bs (1) ,bs(2),bs(3),bs(4),bs(5),bs(6),b3(7),bs(8),bs(9)
+,bs (10))
virite(144,*)'TF=",TF
Tri=L/7Y
e write(144,*)'la borne superieure des qn=',TF
write(144,*)'1/TF=",TF1
closae(144)
Cﬁ‘&b&#flﬁ&b!l'lﬁibbli.blibﬁli‘b‘.tﬁtihl.ltlb.&h“hilililibttbbblhhbhlhbll
write(*,*) 'Entrer,q0 le racine de q*(x)=0"
read(*,*)q0
xi=(pi/w)* (B(l)*cos((pi*q0)/w)+2.*B(2)*cos((2.*pi*q0)/w)+
3.*B(3)*cos((3.*pi*tq0)/w)+
4.*B(4)*cos((4.*pi*ql)/w)+
5.*B(5)*cos((5.*pi*q0)/w)+
6.*B(6)*cos{(6.*pi*q0)/w)+
7.¥*B(7)*cos((7.*pi*q0)/w)+
8.*B(8)*cos((8.*pi*q0)/w)+
9.*B(9)*cos((9.*pi*q0)/w)+
+ 10.%B(10)*cos((10.*pi*q0)/w))

c##&&*&#i*&i*&ﬁ&ﬁ#ﬁi*0&94*&&*0&*#&iiﬂbtibﬁ{&&&&&iri*&i{b‘b&ii—b&&‘&&&&w%iit&

+ 4+ + + + + +

s c Determination des solutions de systeme lineare
- c au voisinage des points d'équilibres
‘77 cii**i**#**#*ii*i#*iiﬁ&*&*i#*ﬁﬁiib*t&i&i&b#04—«&0&1—&*bb#*i**#**ﬁi#&{#i&&b#*
write(*,*) 'Entrer,Bitta'
T read(*,*)AA3
write(*,*) 'Entrer,alpha’
read(*,*)E1l
write(14,*) 'alpha="',El
G1=El* (xi+1l.)
- G2=5.*(G1**6)
G3=((G1**3)+3qrt(G2))/(2.)
Gi=((G1¥*3)-3qrt (G2))/(2.)
GS~(G3*¢*1/3)
- G6=(G4**1/3)
GO=El*xi
G7=-(9./4.)* ((G0**2)-12.*Gl)
- G8=G5+G6+G7
write(14,*) 'Bittal=',GS8
A4=E1*xi*AA3
Ab=(El*xi-1.)/3.
ql=(A4*+2)-(4./(27.))* (((G1-AA3)**3))
if(gl.1t.0)then
write(14,*) "ql<0"’
- alse
write(14,*) 'ql="',ql
endif
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Tl=(Ad+sqrt(ql))/(2.)
T2=(Ad-sqrt(ql))/(2.)
Hl=((T2**1/3)+(T1**1/3))+A5
write(14,*) 'lamdal=",Hl
H2=(sqrt(3.)/(2.))*(T1**1/3)-(T2**1/3)
write(1l4,*)'Im(lamda2)=",H2
HHl1=(-1./(2.))*H1-(1./(2.))*A5
write(14,*) 'Re(lamda2)=",HH1

Ts=H1* (HH1)

if(Ts.gt.0)then

write(14,*) 'non hyperbolique’

else

write(14,*)'On a dans la situation hyperbolique'

C*iiiﬁ*i#iiﬁiii*i00*0&0*‘&**&&&&&*#{f&i&&*&GG&&&&&OGG‘&G&G#G&&&Gi&ii*&&&#

c les valeures propres de DF(Xeq)
C#**ii*i*i**i*b**i*bi#ii#++++i++i**i*ii*%{#0+iiiﬁii00#0&4*&*#&0i*#{#+++00

write(14,*) 'les valeures propres de DF(Xeq)sont:'

write(14,*) 'lamdal=",H1

write(14,*)'lamda2=HH1+iH2"

write(14,*)'lamda3=HH1-iH2"'

write(14,*) 'Re(lamda2)=",HH1

write(14,*) 'Im(lamdal)=",H2

X1=((H1**2)+H1+AA3)/AA3

X2=-H1/AA3
Y1=((HH1**2)/4.-(H2**2)+HH1+AA3)/AA3
Y2=-HH1/AA3

Z1=(H2)* (2.*HH1+1.)/AA3

22=-H2/AA3

write(14,*) 'X1="',X1
write(14,*)'X2=",X2
write(1l4,*)'Y1l=",Y1
write(1l4,*)'21=",21
write(14,%)'22=",22

C*i*ii*i***iiiﬁiiii***i*i#i*ﬁﬁii{i&i&&*{tii*i0b&%#*%#iiiiifii#i&*&++++*++

c les vecteures propres de DF (Xeq)
c#i*+++++i+*i++ii&{i**iiiiit*#i&*i#i0006*&*00*0‘0*&%&#i#&##{&+&060++++¢+#
write(14,*) 'les vecteures propres -de DF(Xeq) sont:’'
write(14,*) 'Xlamdal=",X1,X2,-1.
write(14,*) 'Re(Xlamda2)=",Y1,Y2,-1.
write(14,*)'Im(Xlamda2)=",21,22,0.
write(*,*) 'Entrer,ccl,cc2,cc3’
read(*,*)ccl,cc2,cc3
write(14,*)'X(0)=~"',ccl,cc2,cc3
vxl=ccl*Xl
vK2=(2.*3qrt((cc2**2)+(cc3**2)))*Y1
vx3=-2.%3qrt((cc2**2)+(cc3**2))*2Z1
vxd=ccl*X2
vx5=(2.*sqrt ((cc2**2)+(cc3**2)))*Y2
VR6=-2.%sqrt ((cc2**2)+(cc3**2))*2Z1
vx7=ccl
vx8=2.%*3qrt ((cc2**2)+(cc3**2))
tita2=atan(cc3/cc2)
write(14,*) 'tita2=",tita2
write(14,*) "x(t)=q0+vxlexp(Hlt)+ exp(HH1t) (vi2cos (H2t+tita2)"
write(14,*) "x(t)=~-vx3sin((H2t+tita2))"
write(14,*)'y(t)=vxlexp(Hlt)+ exp(HH1t) (vxhcos (H2t+tita2)'
write(14,*)'-vx6sin((H2t+tita2)"’
write(14,*) 'z (t)=-qO0+vxTexp(Hit)"'
write(14,*) 'exp(HH1t) (vx8cos (H2t+tita2))"
write(14,*)'x(t)=",q0,vx1l,H1,HH1l,vx2, H2,tita2, -vx3,H2,tita?
write(14,*)'y(t)=",vx4,H1,HH1l,vx5,H2,tita2,-vx6,H2,tita2
write(14,%)'z(t)="',- q0,vx7,H1,HHl,vx8,H2,tita2

C‘*iii**&**#&f&Gi&‘f++i#&*+*&0{++0&6iti006#60&bii&&&t&#f&&f&ii%i&ﬁt+t&#b&
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9]

Determination des varietes =stable ot instable pour le systene

c lineare:

c X0=donnee initiale=cclXX1+2Re(cc2+ircl)XX2);;o0:

c XX1,X¥X2;30nt les vecteures propron e DE(Xeadq).

c Xaq:le point d'equilibre

c Xaqr-(q0,0,q0)
C{&i**iﬁ&&&&i&it&#fi{bb&&&itiﬁ&#b&ﬁt‘bb0‘6&066&6&0606tb&b&l&&ib&l&&i&&&&{

if(H1.1t.0)then
write(14,*) 'lamdal<0’

c*i*ibi&ii*i*i*i##i*&*i*iGi&*#&ii&++++++{bb&i&#QO{**GOGii{t#&&&#**G&O*‘&ﬁ

c L'équation de la variété instable
Cﬁ“iﬁ*ﬁ‘**‘f*ﬁfiﬁi*&iiﬁii*i**‘f‘i*Gi&‘i&i&iib&“ﬁi&&&006&#{&Gt*&i&&bi*i&
write (14,*) "f+=(q0+Y1x+Z1ly, Y2x+22y,-q0-x)"
write(14,*)"f+1(x,y)="',q0,Y1,21
write(14,*)'f+2(x,y)=",y2,22
write(14,*) "f+3(x,y)=",-q0,-1.

C&{*&#iti&&#&ii&&i&i&&iifG+i+i0*4&i&&ii#t&&b‘&GG&&‘0&0606G0#+0+&04¢&++*i6

c L'équation de la variété stable
Cﬁ***&0**&&*ii&+ii&bﬁii&iﬁ‘ibib{ii&&&&4b&tiﬁt&f&&‘bii#l‘i&‘&‘blOt&llD%Gbl

write(14,*) "f-=(q0+Y1lz,Y2x,-q0-x)"'

write(14,*)'f-1(x)="',q0,Y1

write(14,*)'f-2(x)=",Y2

write(14,*)'£-3(x)=",~-q0,-1.

else

write(14,*) 'lamdal>n’

cﬁi*&*i&&&ﬁi&ﬁ*#@{*&it{&0ibb&l&b{&&to&ti‘iwﬁ&lb&bb&w&&b#btb&b#t#t&#i&&t&i

c L'équation de la variété stable:
c&+$i+++&00+btiiiiiiiilﬁéi&+ﬁ&#&ib#&*{&“&0&&&6{&##&6006&&4G+40G#6+6##&&b

write(14,%) "f-={q0+Y1x+2Z1ly,¥Y2x+Z2y,-q0-x)"

write(14,*)'f-1(x)="',q0,¥1,21

write(1l4,*)'f-2(x)="',y2,22

write(14,*)'f-3(x)=",-q0,-1.
cfﬁf&i*G&i‘#it#i*i#*i*iﬁi‘G*&&**&ﬁ{#&‘&&&i&##0&6&&64&&&0bb‘i&##b&&&*t*&{{
c L'équation de la variété instable:
CC*0#*#*&&&0&&***&#**##&&ii*i&&b&‘fi*ﬁ&6&‘&0*&&00&*&&&&{{#4G¢i+§t++§0+6iﬁ

write(14,*) "f+=(q0+Y1lx,Y2x,-q0-x)"’

write(14,*)'f+1(x)=",q0,Y1

write(14,*) 'f+2(x)=",Y2

write(14,*)'f+3(x)="',-q0,-1.

endif

endif
CGOG##{#ﬁ&&GW&&‘#**GQ‘*#i00&060&4bbti&b&i)600‘00&“0&#&00&#&&64&‘0‘660&hﬁ
c Approximation de la solution par une méthode numérique

ci#*+++++b6ib#iiii**i#iﬁﬁﬁ&&bi&ii&fii&b&&i0‘66{400&*&0&006&00005{00&ib&b&

write(*,*)'Entrer,N,X(0),Y(0),2(0),h"
read(*,*)N,X(0),Y(0),Z2(0),h

do 10 k3=0,N
R(k3)=B(1)*sin((pi*X(k3))/w)+B(2)*sin((pi*X(k3))/w)+
B(3)*sin((pi*X(k3))/w)+B(4)*sin((pi*X(k3))/w)+
B(S)‘sin((S.*pi‘X(k3))/w)+B(6)‘3in((6.‘pi‘X(k3))/w)+
B(7)*3in((7.*pi*X(k3))/v)+B(8)*sin((B.*pi*X(k3))/w)+
B(9)*sin((9.*pi*X(k3))/wW)+B(10)*sin((10.*pi*X(k3))/w)
RK1 (k3)=E1* (Y (k3)-R(k3))

PK2(k3)=X(k3)-Y(k3)+7Z (k3)

RK3 (k3)=-AA3*Y (k3)

RKA (k3)e=X(k3)+(h/2.)*RK1 (k3)

RES (k3)=Y (k3)+(h/2.)*RK2 (k1)

RK6 (k3)=Z(k3)+(h/2.)*RK3(k3)
PEK7(k3)=X(k3)+(h/2.)*RK4 (k3)

RK8 (k3)=Y(k3)+(h/2.)*RKS (k3)

RK9 (k3)=Z (k3)+(h/2.)*RK6(k3)

RK10 (k3)=X(k3)+h*RK7 (k3)

RK11(k3)=Y(k3)+h*RK8 (k3)

+ + + +
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10

26
27

+ 4+ + + + + + + +

+ + + +

RK12 (k3)=Z(k3)+h*RK9 (k3)
RR4 (k3)=B(1)*sin((pi*RK4 (k3))/w)+B(2)*sin((2.*pi*RK4 (k3))/w)+
B(3)*sin((3.*pi*RKA(k3))/w)+B(4)*sin((4.*pi*RK4E (k3))/w)+
B(5)*sin((5.*pi*RK4(k3))/w)+ sin((6.*pi*RK4 (k3))/w)+
B(7)*sin((7.*pi*RKA (k3))/w)+B(8)*sin((8.*pi*RK4 (k3))/w)+
B(9)*sin((9.*pi*RK4 (k3))/w)+B(10)*sin((10.*pi*RKAE (k3))/w)
RK13 (k3)=E1* (RK5(k3)-RR4 (k3))
RK14 (k3)=RK4 (k3)-RK5(k3)+RK6(k3)
RK15 (k3)=-AA3*RKS (k3)
R7(k3)=B(1)*sin({(pi*RK7(k3))/w)+B(2)*sin((2.*pi*RK7 (k3))/w)+
B(3)*sin((3.*pi*RK7(k3))/w)+B(4)*sin((4.*pi*RK7(k3))/w)+
B(H)*ain((5.*pi*RK7(k3))/w) tB(H)*nin((6G.¢pi*RET(K3)) /) +
B(7)*sin((T.*pi* RKT(k3))/vi) tB(B) *ain (AL i RET(K3)) /vy b
B(B8)*sin((8.*pi*RK7(k3))/w) +B(9)*sin((2.*pi*RK7 (k3))/w)t
B(10)*sin((10.*pi*RK7(k3))/w)
RK16(k3)=E1* (RK8 (k3)-R7(k3))
RK17 (k3)=RK7(k3)-RK8(k3)+RK9 (k3)
RK18 (k3)=-AA3*RK8B (k3)
R10(k3)=B (1) *sin((pi*RK10(k3))/w) +B(2)*sin((2.*pi*PEI0(k3) ) /w) ¢+
B(3)*sin((3.*pi*RK10(k3))/w)+B(8)*sin((4.*pi*RK10(k3))/w)+
B(5)*sin((5.*pi*RK10 (k3))/w)+B(6)*sin((6.*pi*RK10(k3))/w)+
B(7)*sin((7.*pi*RK10(k3))/w)+B(8)*sin((8.*pi*RK10 (k3))/w)+
B(9)*sin((9.*pi*RK10 (k3))/w)+B(10)*sin((10.*pi*RK10(k3))/w)
RK19(k3)=E1* (RK11(k3)-R10(k3))
RK20 (k3)=RK10 (k3)-RK11(k3)+RK12 (k3)
RK21 (k3)=~AA3*RK11 (k3)
X(k3+1)=X(k3)+(h/6.)* (RK1(k3)+2.*RK1232(k3)+2.*RK16(k3)+RK19 (k3))
Y(k3+1)=Y(k3)+(h/6.)* (RK2(k3)+2.*RK14 (k3)+2.*RK17 (k3)+RK20(k3))
Z2(k3+41)=Z(k3)+(h/6.)* (RK3(k3)+2.*RK15(k3)+2.*RK18(k3)+RK21(k3))
continue '
do 20 j1=0,N
write(141,+)X(31)
continue
write(l42,b) Thddtd bbb bt bbbt bbbt b dd bbbt bttt dbdrdrdddd bt ddddbrride?
do 25 j2=0,N
write(142,*)Y(j2)
continue
writn(la'b)'660&660&6&0&06‘&0C‘b“t&566‘0050‘6606&6&@‘050060&006'
do 26 j3=0,N
write(143,*)2(33)
continue
continue
close(14)
close(141)
close(142)
close(143)
close(45)
stop
end
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A2

Ce programme détermine les période des solutions périodiques et leurs stabilité.

c#*iii*#&#&**i*ii*ii****i*#*ib#{&i0‘4&0&60&0*40GGbb&i&&{#ﬁiiii+i+&&%&t#&4

DIMENSION B(10)
DIMENSION S(10)
DIMENSION SS(10)
open(18,file='ho.dat")
rewind(18)
c&&i0#i*#*iﬁi&*ﬁ#i&*&i&i&&&{*iﬁt&&6&%&00&‘000&00‘&{###‘0‘&&#&&%0*&0#%##&&
pi=acos(-1.)
write(*,*)'w’'
read(*,*)w
do 13 k2=1,10
S{k2)=2.* ((-w*sin((k2*pi)/wW)-w*k2*pi* ((-1.)**k2)+k2*pi* (~1.)**k2)
+ )/ ((pi**2)*(k2**2))
SS(k2)=2.% (~k2*pi* ((~-1.)**k2)+w¥sin((k2*pi)/w))/ ((pi**2)* (k2+**2))
13 continue
v0=-0.43
vi=0.41
do 14 k3=1,10
B(k3)=(S(k3)*v1+S8S(k3)*v0)
11 continue
write(*,*)'q0O’
read(*,*)q0
write(*,*) 'Nb,le degre du polynome trigonometrique’
read(*,*)Nb
do 123 k=1,Nb
sd=sd+ (pi/w)*k*B(k)*cos((k*pi*q0)/w)
123 continue
write(*,*)'El"
read(*,*)El
if(sd.gt.0.and.sd.lt.1)then
Bec=El* (1.-sd)* (El*sd+1)
Ga0=El*sqgrt((1l.-sd)*sd)
Hdec=((El1*Bec*sd)**2)+(4./27.)* (Ga**2/3)
hd=(El*sd+1)
vp3=(-El*Bec*sd+sqrt (Hdec)**1/3)~((El1*Bec*sd+sqrt (Hdec))**1/3)
+ -(1/3)*hd
Imvpl=(sqrt(3.)/2.)*((-E1*Bec*sd+sqrt (Hdec)**1/3)+
+ ((El*Bec*sd+sqrt(Hdec))**1/3))
Revpl=~(1./2.)*vp3-(1./6.)*hd
do 124 k=1,Nb
sdd=sdd-( (pi/w)**2)* (k**2)*B(k) *sin((k*pi*q0)/w)
124 continue
Gll=-((El*sdd)/ (4.*BEC* (Bec-(Gal**2))))*
+ ((GaN**+2) - ((Bec-(Gan**+2))*+2))
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125

ReG20=( (El*sadd)/ (4.*BEC* (Bec-(Gal**2))))*

+ ((Ga0**2)+((Bec-(Ga0**2))**2))

ImG20=(-El*sdd*Gal)/ (2.*Bec)

do 125 k=1,Nb

sddd=sddd- ((pi/w)}**3)* (k**3)*B(k)*cos((kipi*tq0)/w)
continue

p3=Bec-(Ga0**2)

Pl=((Ga0)**2)-(P3+*2)

p2=8.* (Bec**2)*p3
ReG21=(El*sddd7*pl)/ (8.* (Bec**2))
ImG21=(El1*sddd*Gal)*P1/P2

hf=-hd

Rewll=-REG11/hf

Rew20=((-hf)* (REG20+ImG20))/ ((hf**2)+4.* (gal**2))
Recl10=-(1./(REG21/2.))*(2.*Ga0*IMG20*G11) +REG21/2.

IMc10=(1./(IMG21/2.))/((2.*Ga0)* (REG20*REG11-2.*(G11**2)-(1./3.)

(REG20++2) +(MG20+*+2)) +IMG21/2.)

PS1=1./ ((-El*Bec*sd+aqrt. (Hdac))** (2/3))
PS2=1./ ((El1*Bac*scd+aqrt (Hdoc) ) ¢4 (2/3))
PS3=1./(12.*sqrt (hdec))* ((E1**2)*nd* (1.-ad)* (E1* (El*adt1) ¢
(2./9.)))

PS4=(1./12.)*El*sd

ALO=PS{* (PS1+PS2)+PS3* (~-PS1+PS2)
w0=sqrt.(3.)* (PS4* (-PS1+PS2)+PS3* (PS1+FS52))
hmi2=-REC10/ALO

TO2=- (IMC10+hmi2*w0)/Ga0
write(*,*)'TO2=",TO2
vwl=((2./3.)*(sd**2)-sd)* (E1**2)-2%(1-sd)*(0.282+4./27.)*E1l
write(*,*)'vl="',vvl

write(*,*) 'betac="',Bec

if (hmi2.gt.0)then

write(*,*) 'beta>betac’

read (*,*)AA3
T=((2.*pi)/gald)* (1.+TO2* ( (AA3-Bec)/hmi2)})
else

write(*,*) 'beta<betac’

read(*,*)AA3
T=((2.*pi)/gal)* (1.+TO2* ( (-AA3+Bec)/hmi2))
endif

expf=2.*REC10

write(*,*)'El=",el, 'AA3=",AA3,'T=",T, "expf=",expf
continue

endif

continue

closa(18)

stop
end
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ANNEXE. B

B.1 :LA RESOLUTION D’UNE EQUATION DE DEGRE 3 PAR LA
METHODE DE CARDAN

Soit le polynéme :
[)3(/1): 23+ allz+a1/1+aj (B-1-1)

On introduit le changement de variable suivant:

/1=x~% (B-1-2)
ct I'équation devient:
3
x3+a_,x—;‘)?l=0 (B-1-3)

Soicnt z,, z, les racines du seconds degrés de I'équation (B-1-1), et », v les racincs cubiques de

Do
Alors :
Les racines dc I'équation (B-1-1) sont donnécs par :
u+v,
wj+ v’ (BB-1-4)
2 .
uj +vj

Ou : j=exp(2in/3).

Et donc les racines de (B-1-1) sont données par :

9
= u+v- L
A 3
Ay = 1j+4 v_jl-%l— (B-1-5)
Ay = uj: + vy A

3
REMARQUE:

Si les coefficients de (B-1-1) sont réels alors en posant :

da, 427,
TR (B-1-6)

Le discriminant de Cardan pour l'équation (B-1-1).Alors :

1-Si A > 0, Il existe une racine réelle et deux racines complexes.

2-Si A =0, Il existe une racine triple 0 si a, = 0.une racine réelle double et une racine
reelle simple si: a, # 0.

3-Si A < 01'équation admet trois racines réelles.
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B.2 :TRAJECTOIRE HOMOCLINE ET TRAJECTOIRE HETEROCLINE

Soit le systéme dynamiquc dans R suivant :
{ .i':f(x,t)
Mt )= (B-2-1)

ct soit m ,xz2 deux points d’équilibres de (s), et soit JJ/ (2 ),/ (0) les variétés stables ct

instables associécs au point x respectivement.

DEFINITION 1 (trajectoire homocline)

Soit ¢ (x0) une solution de (B-2-1), on dit que ¢ (x0) est une trajectoire homocline
t t

s'il appartient a l'intersection W’(.\\ )N (x) et qui est pas une trajectoire cons-

-tante.
Soit maintenant x ,a2 deux points non-stables. alors o n a La définition suivante :

DEFINITION 2 (trajectoire heterocline )

Une trajectoire ¢x(xo) solution de (B-2-1) appartenant a Ws(n )ﬂW'(ﬁ.\ﬁ ) est

dite une trajectoire heterocline.

REMARQUE

Une trajectoire homocline converge vers le méme point quand t tend vers 1'infini,
une trajectoire heterocline converge vers un point non-stable quand t tend vers Iinfini,
el autres quand t—> —» .

REMARQUE

La présence des trajectoires homocline et heterocline avant une importance dans la
création des fers a cheval , et par suite le systéme devient chaotique(d'aprés le
théoréme de Shilnikov).

B.3 :LE THEOREME DE SHARKOVSKY
Théoréme :

Si un svstéme dynamique admet une solution périodique de période 3,
Alors cette solution est chaotigue.
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B.4:LA RELATION ENTRE LES COEFFICIENTS D’UN POLYNOME
ET SES RACINES

Soit p lIc polynome de dégré 3 suivant :

p('.\' J=xt b ant + by v e “(B-4-1)
Alors on a le théoréme suivant :
Théoréme :
On a les relations :
a = X F X, X
{ b= xx, + 0, + XX (B-4-2)
C = X,X,X,

B.S:LE THEOREME DE HARTMAN-GROBMAN

Soit le systéme dynamique suivant :
{ x= f(x)
x(0) = v, (B-5-1)

Soit x est un point d’équilibre du systcme et soit DF( x ) la matrice jacobienne au point x et
soit finalement @, lc flot associé au syst¢me. Alors on a l¢ théoreme :

Ou xeR".

Théoréme :

Si DF( x) admet des valeurs propres non nulles ou imaginaires pures
Alors :

1l existe un homéomorphisme local défini dans certain voisinage U de x qui transforme
les orbites du flot non-linéaire vers celle du flot linéaire, et peut étre choisi pour conserver la
paramétrisation par le temps.

B.6: L’APPLICATION DE POINCARE

L ‘application de Poincar¢ est une outil qui permet de transformer I’étude d’un
systeme continue a I'étude d’un systéme discret.
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Définition :

Soit le systéme dvnamique suivant :

{\ Sflx)

2(0) = x, (B-6-1)
ou xe€ R".

Avec un cycle limite T .

Soit _\.' Un point dans T ,et soit T un hvper —plan de dimension (n-1) transversale a I au point
¥ -
La trajectoire qui passe par \ coupe I en T secondes on T est le période minimale de T .
Soit @, le flot du systéme .Comme @, est continue par rapport aux conditions initiales. le
couple (¢,,I" ) définit une application :

P UcZ—->FcX
Ou U, V sont des voisinages du point x-'
L’application Pa s'appelle ; I'application de Poincaré pour le systéme (B-6-1).
Notons que Pa est locale, car elle dépend des voisinages du point _\.'. Pa aussi est inversible et

différentiable.

L’utilisation de la définition ci-dessus de I'application de Poincaré est rare dans les
applications car cette définition demande a 'avance la connaissance de la position du cyele
limite.

Il existe d’autres types d’applications de Poincaré appelés :

Les demi-applications de Poincaré, qui sont Ies plus utiles dans les applications.

Finalement il existe plusicurs techniques ct algorithmes qui permettent de construire
I"application de Poincaré¢ d’un point de vuc numérique.

B.7 :LES EXPOSANTS DE LYAPUNOV

Les exposants de Lyapunov sont des généralisations des valeurs propres en un
point d’équilibre, ils sont utilisé¢cs pour déterminer la stabilité des solutions quasi-
périodiques, chaotiques, ainsi que les points d'équilibres, et les solutions périodiques.

Considérons I'équation variationnelle suivante :

‘51 = D.r./.((b:(xo.to)fy:
How,to }=1n | (B-7-1)
Ou:
4 < L(R",R") est unc matrice d'ordre n.

L’¢quation (B-7-1) est la lincarisation du champ de vecteurs f autour de la
solution ¢(xo,n0),
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Soicnt mn(t) ma(t),........ ma(t) les valeurs propres de ¢l ) .
Alors on a la définition suivante :

DEFINITION :

Les exposants de Lvapunov sont donnés par :
.1 -
Ao =lm=|m (r) k=12, ....n
t

dans le cas ou la limite existe.

REMARQUE :

(B-7-2

Il existe des algorithmes qui permettent de calculer tous les exposants de Lyapunov

par lutilisation de l'équation variationnelle :

/¢! - D'f ¢r
= fxt)
< ¢m(-\'o )1,

x((n ) =X,
-

(B-7-3)
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ABSTRACT

The model of Chua is a physical paradigm of electronic circuit really
constructed. We Replace the characteristic function of this model of it (that is
piecewise linear) by a set of non linearity of type set ot Fourrier. The new model is
easier to study with the classical tools of dynamical systems, with regard to the
original. With this set of non linearities regular of type set of Fourier, we get new
results concerning multi-scrolls, as well as of the classics chaotics attractors as the
simple-scroll, and the Double-scroll.

The circuit with this set of non linearity has a chaotic regime, this regime is
characterized by the global bifurcations of the stream as tollows:

a equilibrium point , a cycle limit ,a spiroid attracteur ,a Double scroll ,a set of
the p-simple-scrolls, and q-double-scrolls.
for all non linearity considered for certain rank of parameters.
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Le modéle de Lhua est un modele physigue de circult électronique reﬂllemem construit, En
; ceroplagant la fonction caractéristique de ce modMe (qui est Jinéaire par mon.eaax ) par un
5  onserable de non linéarite de type séite de Yourrier. Le modeéle obtenu est plus facile 4 étudier

avec les outiiz classiques par repport a Porighial. Avec cei ensemble de non-linéarités réguliéres
dz type séric de Fourier, nous obtencns de pouvesux résultats concernant les muiti-scroll, ainst
que des.attrém—::u_rs chactiquss classiques comine les simpics-scroll, et les Double-scroli.
Le nouvean modtle avee set ansemble de neplinéarités a un régime chaotique, ce régime est
uar:wténse par ies bifirrcations globales du fist cormme suit
i m:utd équiibre - wi cyele lhwiie -» w atiractenr spiro?dalc ~» i Double scroll-—
nne série de peshuniescrol, et g-Double-scroll.

pour touies. les non-lindarités considérés pour ceitain rang des paramétres.
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