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Introduction

Avec lavancée de la technologie de pointe durant les derniéres décennies, des échantillons
semi-conducteurs et métalliques de taille réduite, de l'ordre du nanométre, ont connu le jour.
Les méthodes expériementales de leurs fabrications sont diversifiées. Nous citons & titre d’exem-
ple, les techniques de Lithographie, Molecular Beam Epitaxy (MBE) et récemment ” Scanning
Tunneling Microscope” (STM) [1].

Depuis presque un quart de siécle, ces dispositifs sont largement étudiés a la fois sur le
plan expérimental et sur le plan théorique. L’étude expérimentale de leurs propriétés physiques
a atteint un stade ou désormais la plupart des prédictions sont confrontées & ’expérience.
Cette étude révele surtout, que le comportement des ces dispositifs differe substentiellement du
comportement semi-classique des échantillons macroscopiques. Par exemple, le transport dans
ces échantillons, ne peut pas étre expliqué par la théorie de Boltzmann car les interférences
quantiques jouent un réle prépondérant notamment & basse température et conduisent a des
fluctuations parfois trés importantes [2]. Ces échantillons ont regu le nom de systémes méso-
scopiques.

L’intérét des théoriciens pour ces systémes avait commencé avec les travaux d’Altshuler [3],
Lee [4], Fukuyama [5] etc. .. dans les années quatre vingt sur I'étude et la modélisation théorique
du phénoméne des fluctuations de la conductance en I'absence de champ magnétique extérieur.
Plusieurs approches avaient été adoptées, parmi lesquelles citons la méthode diagrammatique
[6, 5, 2], les matrices aléatoires [7] et récemment la théorie des champs a travers le modeéle sigma
non linéaire [8]. Toutes ces techniques avaient alors confirmé deux choses importantes a savoir
I'universalité de ces fluctuations vis-a-vis du degré du désordre et que ces fluctuations sont de

l’ordre de grandeur de la conductance elle-méme.
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Cette propriété stupéfiante a dés lors focalisé le plus gros des recherches dans le domaine
de la physique de 1’état solide sur les systémes mésoscopiques et 1’étude de leurs propriétés,
notamment ’étude du transport en présence ou non d’'un champ magnétique extérieur.

Historiquement, les phénomeénes du transport électrique dans les solides ont été, en général,
étudiés théoriquement par différentes techniques et approches. L’approche de Kubo, basée sur
I’approximation de la réponse linéaire est celle qui a recu le plus d’attention depuis la parution
du travail de Kubo en 1957 [9]. L’avantage de cette méthode, purement analytique, est qu’elle
explique et quantifie les propriétés dynamiques du transport par l'intermédiaire des propriétés
statistiques du systéme étudié. La démarche consiste & inclure dans ’étude du transport dans
un systéme physique fini le monde extérieur tout entier. Ce monde extérieur, qui est 'univers,
est alors représenté par des réservoirs attachés au systéme en question. Le transport du courant
électrique a l'intérieur du systéme physique est le résultat d’une différence entre les poten-
tiels chimiques des différents réservoirs. Parfaitement modélisable par la théorie de la réponse
linéaire, ’approche de Kubo ait marqué un grand succes.

Parallélement a 'approche de la réponse linéaire de Kubo, Landauer introduit une nouvelle
approche heuristique, qui consiste & regarder le transport dans un systéme physique comme le
résultat de U'injection de particules chargées a partir des réservoirs extérieurs [10]. Landauer
considére alors le transport a 'intérieur du systéme physique comme complétement cohérent,
c’est-a-dire sans collisions inélastiques. Par ailleurs, dans ce point de vue, le courant circulant
a lintérieur de ce systéme (structure) est considéré comme I’agent instigateur d'une différence
de potentiel entre les bornes de 1’échantillon contenant des impuretés distribuées aléatoirement,
dit désordonné. L’idée essentielle de Landauer est qu’a basse température ou les porteurs ne
subissent que des collisions élastiques avec les impuretés, le transport cohérent peut étre vu
comme un probabilité de diffusion (transmission et réflexion) par le désordre. Cette idée géniale,
connue sous le nom de formalisme de Landauer, lui permet de montrer que la conductance propre
d’un échantillon unidimensionnel est proportionnelle au rapport des coefficients de transmission
et réflexion, T'/R. La constante de proportionnalité n’est autre que la valeur universelle €2/ h.

En fait, ce résultat a été obtenu par Landauer presque au méme moment que le résultat
de Kubo, basée sur la réponse linéaire. Cependant, il n’a pas recu beaucoup d’attention et ce

jusqu’a la découverte des systémes mésoscopiques aux années 80, ou il a été, la premiére fois,
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exploiter pour expliquer les fluctuations universelles de leur conductance [5].

Trés vite aprés cet événement, ’approche de Landauer est devenue trés célébre pour sa
simplicité et son efficacité a décrire les propriétés de transports des systémes mésoscopiques.
Cependant, d’autres chercheurs ont avancé I'idée que le formalisme de Landauer devrait con-
duire plutét & une conductance uniquement proportionnelle au coefficient de transmission 7'.

La controverse installée a fait alors I’objet de plusieurs recherches expérimentales et théoriques
pour sa résolution. Il s’est avéré plus tard, avec les travaux de Biittiker [11, 12] et d’autres, que
la différence entre les deux formules réside dans la différence de potentiel utilisée pour calculer
la conductance. En effet, la premiére formule utilise la différence entre les potentiels induits
aux extrémités de I’échantillon, alors que la deuxiéme considére la différence entre les potentiels
chimiques des réservoirs. Aussitot, apres, Imry [13] montra que la différence entre les deux for-
mules réside dans la résistance des contacts qui n’est pas prise en considération dans la formule
originale de Landauer. Autrement dit, la formule originale de Landauer donne la conductance
propre & I’échantillon mésoscopique indépendamment de 'effet des contacts. D’un autre coté,
Biittiker a poursuivi ’approche heuristique de Landauer mais en 'adaptant au point de vue
de Kubo, c’est-a-dire en reliant le courant circulant a l'intérieur de I’échantillon aux potentiels
chimiques des différents réservoirs. De cette maniére, Biittiker arrive & obtenir la formule origi-
nale de Landauer & partir d’un dispositif avec quatre réservoirs extérieurs, deux servant comme
source et évier du courant et les deux autres comme terminaux de mesure de la différence de
potentiels. La formule originale de Landauer est alors obtenue dans le cas limite ou les couplages
entre les terminaux sont réduits au plus bas ordre.

Bien que le résultat original de Biittiker ait été obtenu par une approche complétement
heuristique, il a été retrouvé génialement dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire par
plusieurs auteurs. Nous citons ici les travaux les plus intéressants comme celui de Szafer-Stone
[14] en Pabsence d’un champ magnétique extérieur et ceux de Fisher-Lee [15] et Baranger-Stone
[16] en présence d'un champ magnétique.

A notre avis, ces travaux étaient un grand tournant dans le formalisme heuristique de
Landauer, puisqu’ils ont confirmé de maniére claire que ce formalisme peut étre modelée par la
théorie de la réponse linéaire, dans le cadre du point de vue de Kubo [17]. C’est-a-dire lorsqu’il

s’agit de considérer les potentiels des réservoirs comme les agents qui causent la circulation du

12



courant & 'intérieur de la structure. A I'inverse, on a cru pendant longtemps que la théorie de la
réponse linéaire n’était pas applicable dans le point de vue de Landauer qui considére le courant
comme 'instigateur du potentiel induit. Ceci est di au fait, que la théorie de la réponse linéaire
est par construction basée sur la définition, au préalable, d’'un Hamiltonien qui contient toutes
les interactions et les excitations extérieures, et calcul le courant dans I’échantillon comme
réponse. D’autre part, on ne savait pas comment ne pas tenir compte de 'effet des contacts
dans une théorie de réponse linéaire.

Ce dilemme a été pour la premicre fois résolu dans le travail de Benamira [18] en intégrant le
potentiel induit & I'intérieur de la structure dans I’Hamiltonien du systéme et supprimant ’effet
des contacts au niveau de I'opérateur densité statistique au moyen de la technique de projection.
Cependant, ce travail considérait seulement le cas simple d’une théorie en ’absence d’un champ
magnétique extérieur et par conséquent ne pouvait décrire d’'importants phénoménes quantiques
liés & une éventuelle existence d’'un champ magnétique comme la magnétoconductance et 'effet
Hall quantique [19]. Par ailleurs, a cause justement de I’absence du champ magnétique extérieur,
on s’est intéressé uniquement au calcul de la conductance & partir de la partie diagonale de
Popérateur statistique, qui s’est avérée seule pertinente dans une structure a deux terminaux.

Notre objectif dans cette thése, est de palier & ce manque et d’élargir la théorie pour tenir
compte de l'effet d’'un champ magnétique extérieur uniforme et d’en déduire les conséquences.
Nous nous intéressons a déterminer la différence entre les points de vue de Kubo et de Landauer
A partir de 'opérateur densité statistique lui-méme avant méme d’en déduire les conséquences
sur les grandeurs physiques. Nous allons nous limiter dans notre étude a une structure & deux
terminaux. Nous admettrons alors que les mesures sont effectuées réellement par un montage a
quatre terminaux mais sans aucune perturbation sur les états quantiques des porteurs.

Les travaux réalisés dans le cadre de cette thése sont présentés dans les chapitres 2, 3 et 5.

Dans le chapitre 2, nous exposons en détail notre approche pour modéliser le point de
vue de Landauer dans une théorie de réponse linéaire. Nous nous intéresserons alors au calcul
de P'opérateur densité statistique d’un échantillon mésoscopique désordonné en présence d’un
champ magnétique extérieur uniforme et d’intensité arbitraire. Nous mettons ainsi en exergue
la différence entre les points de vue de Landauer et de Kubo au niveau de l'opérateur densité

nécessaire pour le calcul de toutes les grandeurs physiques. Cette différence se manifeste par un
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terme supplémentaire traduisant I'effet de la self-consistance introduite par la suppression des
contacts.

Les chapitres 3 et 5, sont consacrés a ’application des résultats du chapitre 2 pour étudier
le transport dans une structure mésoscopique & deux terminaux & travers le calcul de la con-
ductance correspondante sous différentes conditions. Les terminaux reliant 1’échantillon méso-
scopique aux réservoirs, serviront précisément pour mener un calcul exact dans le cadre de la
théorie de diffusion que nous adapterons a notre probléme. Nous nous limitons au cas idéal ou
les mesures des tensions induites aux extrémités de I’échantillon sont effectuées de fagon non
invasive.

De prime abord, nous nous intéresserons a déterminer 1’opérateur densité diagonal solution
de ’équation maitresse de maniére exacte pour n’importe quelle valeur du champ magnétique
perpendiculaire a la structure.

Dans le chapitre 3, nous nous intéresserons a la dérivation d’une expression généralisée de la
magnétoconductance en présence d’'un champ magnétique de faible intensité, perpendiculaire
au flux du courant, valable dans le point de vue de Landauer. Celle-ci est définie par le rapport
du courant circulant dans la structure considérée a la différence de potentiel induite aux ex-
trémités de I’échantillon mésoscopique. Par ailleurs, 'inclusion du terme de la self-consistance
nous permettra alors d’obtenir en fin de compte une formule de conductance généralisée exacte,
valide méme dans un champ magnétique nul. La formule finale est obtenue par un calcul mathé-
matique exact sans faire appel a 'approximation du temps de relaxation. Enfin, nous discutons
Iinvariance par renversement du sens du champ magnétique. Nous montrons surtout que notre
formule respecte bien les contraintes d’Onsager.

Dans le chapitre 5, nous élaborons un calcul microscopique sur Ueffet Hall quantique intégral
dans le cas ou le champ magnétique appliqué est intense.

Nous adoptons le modele des états de bords, jugé trés fiable, pour déterminer les potentiels
induits dans les différentes régions asymptotiques de la structure, en présence d’un champ
magnétique intense. Nous dérivons ainsi les équations décrivant la variation des conductances
Hall et longitudinale en fonction de la variation du champ magnétique et du désordre. Nous
mettons ainsi en évidence la brisure de l'effet Hall quantique intégral et montrons que seulement

en ’absence de dissipation, la magnétoconductance est nulle alors que la conductance Hall est
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quantifiée & des entiers. Nous comparons aussi nos résultats avec ceux dérivés heuristiquement
dans la littérature et ceux mesurés expérimentalement. La concordance est bien spectaculaire.
Enfin, nous discutons les différents cas limites de cette théorie.

Pour mieux situer notre travail nous avons jugé utile d’inclure deux autres chapitres dans
lesquels nous avons présenté tous les points essentiels de la littérature concernant ’évolution de
I’étude des systémes mésoscopiques durant ces deux derniéres décennies.

Dans le chapitre 1, nous exposons en plus ou moins détail le phénomeéne de transport & faible
température en 1’absence de collisions inélastiques et en présence d’'un champ magnétique. Nous
mettons surtout I’accent sur le phénomeéne de quantification en présence d’un champ magnétique
et ces effets sur les propriétés du transport des systémes quantiques.

Leffet Hall quantique intégral est décrit qualitativement dans le chapitre 4. On y trouve aussi
un résumé sur les hypothéses et techniques connues dans la littérature que nous adoptons dans
notre travail sur le sujet. Nous nous limitons & une description des grandes lignes de 1’évolution
expérimentale et théorique de l'effet Hall quantique intégral au cours des derniéres années.
Plus précisément, nous discutons le modele des états de bords pour décrire le phénoméne de
transport dans un champ magnétique intense, et mettons I'accent sur les résultats heuristiques

qu’on trouve dans la littérature.
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Chapitre 1

Transport cohérent en présence d’un

champ magnétique

1.1 Introduction

La physique de 1’état solide est consacrée a ’étude des propriétés des cristaux et en parti-
culier & ’étude des phénomeénes de conduction dans ces cristaux. Principalement, cette théorie
ainsi que la physique statistique sont concernées par les propriétés des systémes macroscopiques.
Les premiéres théories développées pour I'étude du phénomeéne de conduction s’appuyaient
toutes sur 'argument de la limite thermodynamique. Celle-ci consiste a considérer ’échantillon
étudié comme ayant une taille trés grande et ses constituants en nombre trés grand mais tout
en gardant leur rapport fini.

Générallement les systémes sont dits macroscopiques si leur taille est plus grande qu’une
certaine longueur de corrélation qui est de I’ordre du microscopique. Cependant, avec 1’avancée
de la technologie de pointe, la fabrication d’échantillons miniaturisés avec les techniques de
lithographie connu le jour. Ces systémes, appelés mésoscopiques (2DEG) [20], ont marqué une
frontiére nette entre les échelles microscopique et macrososcopique. La propriété la plus im-
portante qui se dégage de leur étude est que leur comportement est universel vis & vis des
fluctuations [5, 2] et leur approche est complétement statistique [21, 22].

En raison de l'apparition de nouveaux phénoménes liés & une éventuelle existence d’'un

champ magnétique dans ces systémes, en particulier le magnétotransport et 1’effet Hall quan-
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tique dont la concordance entre les prédictions théoriques et expérimentales est spectaculaire,
nous allons mettre I’accent, dans ce chapitre, sur le phénoméne de quantification en présence
d’un champ magnétique et le phénomeéne de conduction. Pour ceci, rappelons de prime abord

la définition des systémes mésoscopiques.

1.2 Systémes mésoscopiques

Un systéme est dit mésoscopique & une température donnée si les collisions inélastiques
affectant les électrons de conduction sont trés rares. A trés basses températures (au voisinage
du zéro absolu), le transport demeure cohérent tout au long de la direction de propagation
puisque seules les collisions élastiques sont prédominantes. Quand la température augmente, les
effets inélastiques commencent & apparaitre plus souvent de sorte que la distance moyenne entre
deux collisions inélastiques dénotée Ly, diminue. Typiquement, cette longueur est de quelques
nanomeétres pour des températures assez élevées. Donc, on dit qu’un systéme est mésoscopique,
4 une température donnée, si sa longueur L dans la direction du transport est inférieure a
Lg. On peut distinguer plusieurs régimes de transport dans un échantillon mésoscopique selon
sa taille L et sa largeur W relativement & la distance moyenne entre les collisions élastiques
appelée libre parcours moyen (¢) [23]. Plus particuliérement, on définit les régimes dits diffusif
et balistique par :

— Régime diffusif : £ < W, L < Ly. Dans de tels échantillons, I'¢lectron de conduction a un
mouvement diffusif, ¢’est—a-dire, qu’il subit une multitude de diffusions a l'intérieur de
I'échantillon avant de le quitter, (Fig. 1-1a).

— Régime balistique : W, L < £ . Ici, en moyenne, 1’électron ne subit aucune diffusion par les

impuretés, a part les diffusions dues aux parois de ’échantillon (Fig. 1-1b).Générallement,

() (h)

F1c. 1-1 — (a) régime diffusif; (b) régime balistique
les échantillons mésoscopiques utilisés dans I'expérience sont des :

17



e Semi-métaux

Les semi-métaux pouvant étre utilisés dans des cas bien spécifiques, ont une densité de
porteurs qui varie entre 10'°/cm? et 102°/em?3. Dans un semi-métal, une bande d’énergie est
presque remplie et une autre est presque vide au zéro absolu [24, 25].

e Semi-conducteurs

Pour ceux 14, la densité de porteurs de charge varie entre 10'°/cm? et 10Y/cm3 et peut
étre controlée par dopage, une barriére électrostatique, etc.. Les propriétés électriques de ces
systémes (comme la résistivité) varient énormément avec la température. Au zéro absolu, un
semi-conducteur devient isolant. Dans la théorie de bandes, si toutes les bandes d’énergie sont
entiérement remplies, sauf une ou deux peu remplies, le cristal est un semi-conducteur ou parfois
un semi-meétal [25, 26].

e Métaux

Le Métal est un solide construit par une répitition réguliére et infinie d’unités de structures
identiques. Il est formé par un grand nombre d’électrons qui se déplacent librement appelés
électrons de conduction. Le métal dispose d'une grande densité de porteurs; elle est d’ordre
1022 /cm3. Plusieurs métaux se transforment en supraconducteurs & de faibles températures ce
qui leur ajuste un autre degré de liberté.

En plus des atomes propres a leur structure, le métal, le semi-conducteur et le semi-métal
sont formés aussi de défauts [24]. En particulier, les atomes d’impuretés peuvent se meler a
ces échantillons en plus ou moins grandes proportions. Si la concentration de ces impuretés est
faible (d’ordre 10'3—10'%), on aura ainsi affaire a une solution solide désordonnée et notamment
a un désordre substitutionnel. Ceci étant, les états électroniques étendus se transformeront en
des états localisés (voir Localisation d’Anderson, chapitre 4).

La description du comportement des électrons & I'intérieur de ces échantillons est au coeur

de la compréhension du phénoméne de transport en présence d’un champ magnétique.

18



1.3 Dynamique classique et quantique d’un électron en présence

d’un champ magnétique

Généralement dans I’étude théorique des propriétés physiques d’un solide, vu la complexité
de ce dernier & cause du grand nombre d’atomes et d’électrons qui le constituent, on recourt
& des méthodes approchées. La démarche consiste, selon les propriétés qu’on veut étudier, a
dégager les effets principaux qui caractérisent ses propriétés et qui sont dus & la dynamique
propre des électrons et des ions. Lorsque celles-ci sont comprises, on essaie de décrire les effets
secondaires dus aux interactions mutuelles par la théorie de perturbation.

La nature dynamique du systéme considéré ne peut étre déterminée que par la donnée
de son Hamiltonien total. Celui-ci doit inclure, en principe, les énergies propres de tous les
composants du systéme et leurs énergies d’interactions mutuelles qui sont trés complexes et
varient d’un échantillon & un autre. Pour décrire les phénomeénes de conduction électrique
(propriétés électriques), on sépare la dynamique des électrons de conduction de la dynamique
des ions (ici les impuretés), de sorte qu’en ’absence de toute excitation extérieure, ’Hamiltonien
total s’ écrit

H =T+ Tion + Vei—er + Vei—ion + Vion—ion- (1.1)

Pour résoudre un probléme aussi complexe, on doit alors recourir & des approximations plus ou
moins plausibles selon le phénomeéne qu’on veut décrire. En ce qui nous concerne pour décrire
les phénomeénes de transport & basse température, on considére généralement [’approzimation
dite statique qui suppose que les particules du réseau sont en positions d’équilibre. L’idée de
cette approximation [27], vient du fait que les électrons et les ions du réseau ont essentiellement
des masses différentes. Donc, & cause de leur masse trés lourde (me/M ~ 1073), le mouvement
des ions (impuretés) est négligé (leur énergie cinétique sera aussi négligée). Par ailleurs, et
du fait de la statique des ions, leurs interactions mutuelles, Von_ion, €st une constante qui
peut étre ignorée, c’est a dire que les ions agissent sur les électrons de conduction comme des
centres diffuseurs élastiques. D’autre part, a basse température les électrons de conduction sont
supposés étre sans interactions mutuelles (V,;_.; = 0) mais subissent l'effet du réseau périodique
[25]. L’électron a l'intérieur d’un réseau périodique peut se comporter comme s'il était libre mais

avec une masse m* différente de sa masse propre. C’est a dire dans cette approximation, dite de
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la masse effective, le potentiel périodique porte son effet sur la masse de ’électron (voir théorie
des bandes [25])!.
En ce sens, dans un systéme mésoscopique I’'Hamiltonien (1.1) se réduit a I’étude de ’'Hamil-

tonien & un corps

h=h +V(r), (1.2)

ott h? est 'Hamiltonien de I’électron libre et V(r) = V_jon = Zjvzl V(r — Rj) est le potentiel
relatif au désordre substitutionnel. Il est donné par la somme des potentiels causés par les
impuretés supposés statiques mais figées de maniére aléatoire aux sites R; du réseau cristallin.

Nous nous intéresserons dans cette section a étudier la dynamique classique et quantique
d’un gaz idéal d’électrons bi-dimensionnel en présence d’un champ magnétique uniforme B en
’absence et en présence de confinement ainsi qu’en présence de désordre?. En particulier, nous
discuterons l’effet du confinement et de la géométrie sur la dynamique de ’électron dans de tels

systemes.
1.3.1 Systémes non confinés

Dynamique classique

Classiquement une particule chargée de masse m* en mouvement dans un champ magnétique
B subit une force perpendiculaire a sa vitesse et proportionnelle & sa charge —ev x B. Le

mouvement de I’électron est alors gouverné par I’équation de Lorentz
dv
m*— = —ev x B. 1.3

Celle-ci représente la partie magnétique de la force de Lorentz définie par I'action du champ
magnétique exercé sur une charge ponctuelle e animée d’une vitesse v. Si le champ B constant

est uniforme et perpendiculaire & la vitesse de I'électron B = (0,0, B), la solution générale de

'On note que la masse effective dépend du potentiel périodique du réseau. Dans les métaux, la masse effective
de I'électron est bien supérieure a sa masse propre m* > m. Dans le cas d’un cristal semiconducteur, la masse
effective est en générale un tenseur [28].

2Ce modsgle ne peut etre appliqué dans le cas général que s’il n’y a aucune interaction entre électrons.
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(1.3) dans le plan (z,y)* perpendiculaire s’écrit :

z(t) = X 4+ Rsin(wct+ @), (1.4a)

y(t) = Y + Rcos(w.t+ o). (1.4Db)

X, Y et ¢ sont des constantes d’intégration déterminées & partir des conditions initiales. Aussi,

(1.4a-b) peuvent s’écrire sous forme plus compacte comme
xt)=X+¢ et y(t) =Y +n, (1.5)
ou (§,m) sont les coordonnées relatifs reliées a v a travers

) _ Y
£= . et n o (1.6)

Combinées ensembles, (§,7) définissent un mouvement cyclotron (circulaire, voir Fig. 1-2)4 de

—_———
'
o
\I\-;!
-
-,
-\-“.__‘._,.-'—

F1G. 1-2 — Mouvement cyclotron effectué par 1’électron sous l'effet d’'un champ magnétique.

centre (X,Y), de rayon
Te =Ll = v/we, (1.7)

avec v est la vitesse tangentielle & 'orbite, et de fréquence de révolution w. appelée aussi

pulsation cyclotron

(1.8)

3Les électrons sont dynamiquement bi-dimensionnels puisqu’ils sont libres de se déplacer dans un plan.
*Loorbite cyclotron est tres incompléte & la température ambiante, mais dans le domaine de la température
de I'hélium liquide un grand nombre de cycles est parcouru [25].
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Classiquement, 1’électron peut avoir n’importe qu’elle vitesse v et se mouvoir sur un rayon
quelconque £.. A 1'énergie de Fermi e, la vitesse v coincide avec vr et le rayon cyclotron est

donné par {. = v /we.

Dynamique quantique

Quantiquement 1’ Hamiltonien de I’électron, libre de se déplacer & deux dimensions dans un

champ magnétique perpendiculaire, est donné par

P2 1

hO_

2 2
= =5 (P24 P, (1.9)

ou P, le moment cinétique, s’écrit en représentation coordonnées comme
P=p-eA =—1ihV — €A, (1.10)

avec V est I'opérateur différentiel et A est le potentiel vecteur qui dérive du champ magnétique
B =RotA.
Comme les composantes du moment P en présence d’'un champ magnétique ne commutent

pas en raison de la non nullité de ce dernier, on a

[Py, Py) = ihe (VAA) -2 = i, (1.11)
B

ou /g, indépendant des paramétres du matériau, définit désormais la longueur magnétique®
_  [=h
g =\/75- (1.12)
Quantiquement, & et n ainsi que X et Y obéissent aux relations de commutation

[€,n] =i % et (X, Y] =i (%, (1.13)

et donc a des incertitudes d’ordre 5. Ainsi, I'Hamiltonien (1.9) s’écrit en terme de (£,7) comme

g est relié au quantum de flux @y par Yy = 273 B.
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_hwc
20%

I (24 7%). (1.14)

Pour la simplification des calculs qui suiveront posons :
52535/ et 7726377/, (1.15)

tel que [¢',n] =i et par conséquent

Fw
[)_ C
h“2

(€% +n?). (1.16)
Soient a et at les opérateurs hermitiques conjugués a = T};(ﬁ/ +in') et at = f'/;(ﬁl —in),
vérifiants [a,a®] = 1. Par substitution de ces derniers dans (1.16), on montre que h° est du type
oscillateur harmonique :
hwe

hY = Y (aat +ata), (1.17)

et que par conséquent le spectre correspondant consiste en niveaux d’énergie équidistants®

en = hoe(n +3). (1.18)

Ces niveaux discrets définissent les niveaur de Landau connus aussi par les états magnétiques
[29]. n = 0,1,2,--- dénote les états ayant le méme nombre quantique (n) appelés niveaux de
Landau (Fig. 1-3).

Cependant, comme ¢,, est indépendante du vecteur d’onde k, la vitesse de groupe est nulle

(vnk = 0)7 et les niveaux de Landau sont infiniment dégénérés. Le degré de leur dégénérescence

par unité de surface est donné par la densité du flux du quanta Np = f‘}? = 2_7r]e?'
B
Dans la jauge de Landau ot le potentiel vecteur a une seule composante non nulle A = —Byi,

SEn présence de confinement dans la direction z , I’énergie € vérifie la relation de dispersion correspondante
€ = €&, + &, avec I'indice m est relatif aux niveaux suivant z. Mais généralement a de faibles températures avec
de faibles densités de porteurs seul le plus bas niveau (m = 1) dans la direction perpendiculaire z est occupé,
les autres ont un roéle insignifiant. C’est ainsi que la troisiéme dimension, défini par ’axe z, sera négligée et le
probléme se réduit a 1’étude d’un systéme & deux dimensions dans le plan x, y

"Bien que les fonctions d’ondes sont des ondes planes, leur vitesse de groupe est nulle puisque € est indépen-
dante de k. Si nous étions portés a construire un paquet d’onde en dehors de ces états localisés, celui-la ne se
déplacerait pas.
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Fic. 1-3 — Spectre d’énergie en présence d’un champ magnétique.

I'Hamiltonien (1.9) s’écrit

RO — p— [(pe + €By)* + p;] - (1.19)

Par ailleurs, les états de Landau étendus suivant x et localisés suivant y, solution de I’équation

stationnaire h%¢ = ey, sont le produit d’onde plane et fonction transverse :

() ==y (y — V), (1.20)

=—=¢
N
oit Y = £k est une constante de mouvement. x(y — Y) est la fonction propre solution de

I’équation réduite :

K2 d? m*w?
2m* dy? 2

— +—C(y—Y)2] x(y=Y) =ex(y-Y), (1.21)

donnée ici par [30, 31]

1 2 V2
———exp(—55 ) Ha( ),
\/7T2€B’I’L! B B

avec H,(y) est le polynome d’Hermite, ¢p est la longueur magnétique définie par (1.12)8 et

Xn () = (1.22)

Xn (y) vérifie : limyy, o x,(y) = 0.

80, = v2n + LUg est le rayon classique de I'orbite cyclotron qui a 1'énergie (ground state) &g = L~ cotncide

2
avec £p (L, =Lp).
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F1G. 1-4 — Variation de la densité d’états en fonction de I’énergie en ’absence de confinement
dans un champ magnétique non nul perpendiculaire. Les niveaux de Landau remplis sont en
noir.

Densité d’états

Le nombre d’états de Landau est le méme dans chaque niveau de Landau. Il est égal a un
état par flux quantique h/e a travers 1’échantillon. La densité d’états, i.e. le nombre d’états

d’énergie €, < € par unité de surface est défini par

€
n(e) :/ D(e"\de et D(e) 26 (e —ca), (1.23)
oo —~
Comme conséquence de la dégénérescence des niveaux de Landau, on montre [32] qu’en ’absence
de confinement, la densité d’états D(e) a la forme de pics d-equi-distants (Fig. 1-4) (distantes

de hwe).

De) = 2771523 S5 (e 2a). (1.24)

Soulignons que dans un champ magnétique nul (B — 0), la densité d’états (1.24) se réduit a

*

our € > 0
Dofe) ={ 2n2 P , (1.25)

0 poure<0

une densité indépendante de I'énergie, illustrée par la Fig. (1-5)7 :

9 N , . <A L . , .
Remarquons qu’a temp érature nulle le second niveau commence a étre peuplé si € dépasse son énergie.
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Fic. 1-5 — Variation de la densité d’états en fonction de I’énergie en I’absence de confinement
dans un champ magnétique nul. La partie hachurée représente un continuum d’états.

1.3.2 Systémes confinés

Discutons la quantification des niveaux d’énergie due & un confinement géométrique et
I'influence du champ magnétique sur des états confinés géométriquement.

Nous considérons ici un gaz d’électrons & deux dimensions confiné dans la direction y par
un potentiel V.(y) et soumis & un champ magnétique perpendiculaire. L’Hamiltonien propre

(1.19) sera remplacé dans ce cas par

R = [(p + €By)* +pz] + Ve(y). (1.26)

2m*

Comme le moment p, commute avec hY, pour chaque valeur propre ik de p,, ’Hamiltonien
(1.26) a un spectre discret de valeurs propres e,(k) (avec n = 0, 1, ---) correspondant au
fonctions propres (1.20). Cependant, la fonction transverse ne peut étre exactement déterminée
que si I'on connait le type de confinement.

Généralement, les potentiels les plus fréquemment utilisés pour modéliser analytiquement
un confinement latéral sont le potentiel parabolique et le potentiel puits carré [30, 32]. Dans le
cas d’un potentiel de forme quelconque, il est difficile, voir impossible, d’établir une expression

exacte des états et énergies propres.

Potentiel parabolique

Le potentiel parabolique constitue un trés bon exemple pour décrire le confinement existant.

Posons V,(y) = $m*wdy®. On montre que ce confinement laisse la forme de I’équation (1.21)
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FiG. 1-6 — Spectre d’énergie dans un potentiel de confinement parabolique.

. . GG 2 Z
invariante en changeant w, en w. g = \/w% +wletYenY' = :“’;— Y. Par conséquent, les valeurs
c0

propres correspondantes ne sont plus dégénérées!'” ; elles se présentent comme suit

k2

1
en(k) = (n+3)hwe + 2m(B)’

(1.27)
ou m*(B) = —Ufgﬁm* et la vitesse de groupe wv,(k) est non nulle : vy(k) = ;Féig). En terme
de Y, I'énergie (1.27) dépend alors de la position du centre du cyclotron, d’ou la levée de la
dégénérescence.

On pourrait croire que 'effet du champ magnétique est simplement d’amplifier la masse
par un facteur qui dépend des fréquences relatives wp et w.. Dans un champ nul, la fréquence

cyclotron est nulle et le spectre d’énergie est e, (k) = %ﬁ‘;

. Cependant, si le champ magnétique
est introduit (switched on), on montre qu’a chaque fois que celui-la croit, la fréquence cyclotron
devient de plus en plus large et la masse croit. Conséquemment, le spectre de I'energie devient
plus compressé¢ [31] (Fig. 1-6) mais les niveaux d’énergies restent également espacés.

En ce sens, les fonctions transverses (1.22) seront remplacées par

_ VN2 /S (0, _ /1
(S, (P, )

1
\/ﬁé /1n!

)% est un nouveau rayon, interpolant entre o = (EEJO )% et dp = (EEUTC)-;

—h

ou 61 = (m*wco

Une des particularités de ce confinement est le fait que son diamétre d’action n’est pas bien

En ajustant le potentiel V.(y) & ’Hamiltonien libre h°, la dégénéréssence des niveaux de Landau disparait.
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déterminé. Il est donné par la largeur de la région ot la fonction d’onde est non nulle et dépend
de Iénergie (a travers k). Ceci étant, le champ magnétique affecte aussi les fonctions en les
changeants profondément.

Pour un bon apergu sur la nature de la fonction d’onde en présence d’'un champ magnétique,

on a utilisé les trajectoires classiques qui s’avérent plus visibles dans un confinement puits carré.

Potentiel puits carré

Dans ce cas, le potentiel de confinement est donné par!!,

Vely) = 0 powSt<ysS (1.29)
C - b)) .
00 ailleurs

avec W la largeur de la strucure confinée.

Dans un puits carré, le couplage du confinement et du champ magnétique n’est pas triviale.
Elle a un effet trés subtil sur le spectre d’énergie comme on peut le voir en considérant un
systéme bi-dimensionnel (1.9) et en adoptant la jauge de Landau. Dans un puits carré, on a
3) =x.(%) =0
Pour la commodité des calculs [30], 'introduction du changement de variables au niveau de

(1.26) :

affaire a de nouvelles conditions aux limites : x,, (—

\/2 = 3
5 EB ; Yy — ; gk k\/ 637 € hwc7 (1 30)

de sorte que si la largeur du systéme est assez grande devant la longueur magnétique {pg,
A, > 1, dans les régions ou ;| < A,/2 (appelée limite de Landau) ainsi que pour || = A,,/2
et €4 — oo (appelée limite de bords), a permis une simplification majeure du probléme ot une
solution analytique approximative pour le spectre d’énergie était bien dérivable, Fig. 1-7.

En effet, dans la limite de Landau, on montre [30] que

enk = (n+ 1) \/2 -+ 1k +A2y)2"“ exp (‘%(5’“ +A2y)2> ’ (31

"Pour des petites valeurs de I'énergie le potentiel est toujours parabolique. Pour des énergies plus élevées, le
mur du potentiel devient plus pointu définssant un puits carré.
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F1G. 1-7 — Mouvement cyclotron en présence d’un confinement puit carré et spectre d’énergie
correspondant pour Ay, > 1 [30].

avec le terme en exponentielle représente une simple correction a 1’énergie (1.18) obtenue pour
Ay — oo. Dans ce cas les états sont donnés par le polynome d’Hermite (1.22).

Cependant, si &, est tous prés des bords du systéme, || =~ Ay /2, on montre que
V2

3
enk:(2n+5):|:7

12041

el Tl (132)

I'(n+ 5

Ainsi les fonctions d’ondes correspondantes ont des amplitudes considérables prés des bords, et
donc pres de £A, /2. Ils sont appelés états de bords.

Enfin, dans la limite ou fi — 00, on montre que
2
Enk R % (1.33)

Ici les fonctions d’ondes sont fortement localisées pres de +A, /2. Lorsque & > 0, le vecteur
d’onde dans la direction x est positif alors que pour §;, < 0, le vecteur d’onde est dans la direction
opposée. Les états de bords ont la propriété de chiralité. Le champ magnétique permet une forte

séparation spatiale des états énergitiquement dégénérés. Pour un systéme vérifiant Ay > 1, les
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états de bords localisés & +A, /2 ne se mélangent pas.
Classiquement, la trajectoire peut étre une orbite cyclotron, une orbite ouverte (Fig. 1-8a)
ou simplement une trajectoire traversante (Fig. 1-8b) selon que I’électron n’intéragit pas avec

les deux bords de la structure, intéragit avec un seul bord ou avec les deux.

VALY

FTNET NG NN

fal bl

Fi1a. 1-8 — Mouvement du point de vue classique en présence de confinement : (a) orbites
cylotron et orbites ouvertes, (b) trajectoires traversantes dans les deux directions (ici une seule
direction est montrée).

Ainsi, la limite de Landau correspond & des orbites cyclotrons fermés se trouvant & I'intérieur
du systéme. Ils ont une vitesse de groupe nulle. Dans le cas intermédiaire avec |£;] = Ay/2,
Porbite cyclotron commence & fuir au long des bords du systéme de fagon opposée, Fig. 1-
8a. Enfin, & la limite £ — oo, le nombre d’orbites participantes se réduit et les particules se
propagent pratiquement au long des bords sans pénétrer le milieu du systeme (Fig. 1-8a).

Le spectre d’énergie présenté a la Fig. 1-7 montre que prés du centre du systéme (avec
k — 0), les énergies sont indépendantes de k et les états sont approximativement des états
de Landau. Alors que, les orbites ouvertes correspondent quantiquement aux états de bords
séparés dans l'espace et interagissant avec un seul bord.

Cette étude, nous permet de constater 'importance du modeéle de confinement puits carré.
En effet, dans le cas du confinement parabolique, la séparation des états en des états de bords
et massifs est impossible. Méme pour k£ = 0, le spectre change de forme & cause du confinement
et la distance entre énergies est égale h\/m au lieu de hw,. En outre, pour k # 0 les états
ayant des vecteurs d’ondes positifs et négatifs ne sont pas automatiquement séparés.

Cependant, un calcul plus général est toujours souhaité, chose que nous proposons dans les

chapitres 2, 3, et 5.
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Intensité du champ magnétique et trajectoires

Ayant admis le cas ou la largeur du systéme est plus grande que sa longueur magnétique,
la question qui se pose concerne la borne supérieure et inférieure du champ magnétique qui
permet la formation de ces différents types de trajectoires? Pour y répondre, mentionnons
d’abord qu’en I’'absence d'un champ magnétique les échelles caractéristiques du systéme sont le
libre parcours moyen et I'intensité du potentiel désordonné 1/kp¢. Dans un champ magnétique
non nul, le nombre d’ondes de Fermi n’a plus de sens ni méme le libre parcours moyen. On
parle maintenant de la longueur caractéristique £, et de ’échelle d’énergie caractéristique hwe.
En effet, on montre que les orbites cyclotron ont un diameétre trés petit devant la largeur du
systéme 20, < W [23]. Mais en relation avec l'intensité du champ magnétique, celui-1a doit

vérifier!?
2hk
ew ’

2l < W = B > Beit = (1.34)

Cette limite est connue aussi sous le nom de limite de Landau puisque quantiquement € ~ g, =
hwe (n + 1/2). En revanche, les orbites traversantes (interagissantes avec les deux bords, Fig.
1-9b) correspondent & un diamétre cyclotron plus large que W et par conséquent correspondent
a B < B,.;- Dans le cas intermédiaire avec 2¢, =~ W, les orbites commencent & s’échapper au
long des bords dans des directions opposées comme pour les orbites cyclotrons.

En ce sens, on dit que le champ magnétique B est faible si B < Bepiti (Fig. 1-9a) et intense

si B 2 Beriti (Fig. 1-9b).

Fia. 1-9 — Trajectoire de ’électron en présence de confinement : (a) le champ magnétique est
faible, (b) le champ magnétique est intense.

127] est dérivé classiquement en admettant que la largeur W est plus grande que le diameétre cyclotron 2hik p/w,
(a Iénergie de Fermi).
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Densité d’états

Dénotée par D;F(e), la densité d’états d'un niveau n par unité¢ de surface, avec k > 0, est

donnée par

2
D) = 2o (mrimey) = Pv©
2

= ho(k, B)’ (1.33)

ot le facteur 2 tient compte de la dégénérescence du spin. On a admit dans ce cas que le spectre
d’énergie (indépendamment du type de confinement) est symétrique (e,(k) = &,(—k)) et que
‘kl‘iinooen(k) = oo. Dans ce cas, la densité d’états totale résultante s’écrit D(e) = 2>, D, (¢),
avec n dénote les états ayant ¢, < ¢, voir Fig. 1-10.

.] b | \ ki J % |
0w P EPs

i S A A " < .-_:j_l

g1 S =2 EF

F1G. 1-10 — Variation de la densité d’états en fonction de ’énergie en présence de confinement
et en absence de champ magnétique. Ici le confinement est du type puits carré.

A la limite ou le champ magnétique B s’annul, la fréquence cyclotron s’annule et 1’énergie

totale de 1’¢lectron dans le niéme niveau est donnée par ey, (k) = &, + 5%]62 avec e, = (n +
2

';)hwo si le confinement est parabolique et €, = % si le confinement est du type puits

carré. Conséquemment, la densité d’états D, (g) est globalement identique a (1.35) avec la

seule différence est que M est remplacé par m*, ou dans un autre sens la vitesse de groupe ne

dépend plus du champ B,

ok

m* 2
Do) =25 <2m* (Z — 5n)> = Tw(e) ~ Dr (&) (1.36)
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En conclusion, dans un champ magnétique perpendiculaire, le confinement permet a la
densité d’états d’évoluer graduellement de la forme effective zéro-dimension (0d)'® de la Fig.

1-4 (équation (1.24)) a la forme uni-dimensionnelle (1d) de la Fig. 1-10 (équation (1.35)).

1.3.3 Confinement et désordre

Faisons le point sur le cas le plus réaliste d’un systéme désordonné (impuretés) immergé
dans un champ magnétique B. A faible température, ’Hamiltonien est donné par (1.2) ou V (r)
définit le potentiel da a Pinteraction électron-impuretés et h° est donné par (1.26). On montre
[33] que la dégénérescence des états avec différents (X,Y) est levée et le spectre d’énergie en

présence de confinement carré se présente comme suit (Fig. 1-11).

k)

|
|

A=l ] -
0

Fic. 1-11 — Spectre d’énergie : niveaux de Landau dans un confinement puits carré en présence
de désordre.

Le potentiel aléatoire donne raison a 1’élargissement des niveaux d’énergie. En ce sens, la
densité d’états est proportionnelle & ocTr 0 (h — ¢), Fig. 1-12.

Cependant en présence d’impuretés la valeur de B retrouvée au préalable, n’est plus
valide. Comme la nature du transport dans un champ magnétique dépend, en présence de
confinement, de l'intensité de ce dernier, 'échelle 2¢. /W examinée auparavant doit maintenant
tenir compte de 'existence du désordre, et alors de la longueur caractéristique du désordre.
Qualitativement, on associe aux impuretés la longueur ¢ appelée libre parcours moyen donnée

par le produit de la vitesse de Fermi par le temps de relaxation, ¢ = vpr.

130d en présence d’un champ magnétique définit une non éventration des pics.
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D(¢)

Fi1G. 1-12 — Densité d’états en présence de confinement et de désordre.

Ainsi, on montre que 2¢,/W est équivalente a considérer la quantité sans dimension w,.7
[23] de sorte que :

e Siw.r 21, 'électron doit compléter ou parcourir un nombre moyen de rayons cyclotrons
avant que son moment ne relaxe en raison de collisions avec les impuretés. Ceci étant, le proces-
sus de retour est supprimé (plus de détails dans chapitre 4), Fig. 1-13, et le nombre de niveaux
de Landau N = -}f;j; R~ kr% diminue linéairement avec 'intensité du champ magnétique [23].

Ainsi wer 2 1 définit désormais la limité d’un champ magnétique intense [34].

F1c. 1-13— Trajectoire de I’électron dans un champ magnétique intense en présence d’impuretés.

e Si w,T < 1: les électrons peuvent compléter seulement une petite partie de la tarjectoire

entre deux collisions. w,7 < 1 définit alors la limite d’'un champ magnétique faible et /ou null4,

Fig. 1-14.

4 Champ magnétique faible a un effet négligeable sur la densité d’états a I’énergie de Fermi [34].
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Fi1G. 1-14 — Trajectoire de I’électron dans un champ magnétique nul en présence d’impuretés.
1.4 Conduction

Aprés avoir mis le point sur les concepts régissant la réponse de ’électron dans un 2DEG,
4 un champ magnétique, nous nous intéresserons dans ce qui suit au phénoméne de transport
dans de tels systémes. Nous examinerons en premier la théorie de conduction dans les métaux
proposée par P. Drude [35] il y aplus d’un siécle. Par suite nous exposerons la vision de Landauer

[10].

1.4.1 Modéle de Drude : Approche semi-classique

En s’appyuant sur la théorie cinétique des gazes neutres dilués, Drude en 1900 [35] fut le
premier & décrire le phénomeéne de conduction électrique et thermique dans les métaux. L’idée
était de considérer le métal comme un gaz d’électrons et conséquemment d’admettre que :

e Entre deux collisions, I’électron se comporte comme une particule classique soumise seule-
ment & un champ ou forces extérieures comme l'incite la loi de Newton tout en négligeant les
champs pouvant surgir des autres électrons ou ions : Voir approximation des électrons libres et
des électrons indépendants.

e Les collisions par les défauts, comme dans la théorie cinétique, sont des événements in-
stantanés qui changent brutalement la vitesse de I’électron. Drude admet que cette collision (de
I'électron) se produit avec une probabilité ;1 par unité de temps!® avec 7 est le temps moyen en-
tre deux collisions (temps pendant lequel le champ agit librement sur les porteurs) ; dépendant
fortement de la température [34].

e Les électrons sont supposés atteindre 1’équilibre thermique avec 'entourage seulement a

dt
57 %¢lectron subit une collision dans un intervalle de temps dt avec une probabilité _7_
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travers les collisions.

En testant ainsi sa théorie'é relativement & la loi ’Ohm j = ooE, I'électron acccéléré sous
leffet d’'un champ électrique E faible, entre deux collisions successives, acquiére une vitesse v.
Drude montra, aprés quelques manipulations algébriques, que la conductivité électrique résul-
tante est donnée par

ne? e?

— _ = 1d-1
g0 =T = hkF l, (1.37)

avec £ est le libre parcours moyen, n est la densité ou concentration en électrons (nombre
d’électrons N par unité de surface), kg est le vecteur d’onde de Fermi, et d est la dimension du
systéme considéré.

Il est évident que le courant induit par le champ électrique appliqué est porté par les
électrons de conduction (chacun acquiére une vitesse moyenne). Néanmoins pour déterminer
la conductivité, il suffit de considérer la réponse des électrons, proches du niveau de Fermi,
au champ électrique. En effet, les états qui sont a ’énergie kT au dessous de I’énergie de
Fermi sont remplis. Par suite, en réponse a un champ électrique faible seule la distribution des
électrons au long d’états proches de e est modifiée par rapport a sa valeur & 1’équilibre donnée
par la distribution de Fermi-Dirac.

En présence d’un champ magnétique dans la théorie, le calcul de la conductivité o est peu
différent. Pour ce faire, Drude procéda ainsi : A l'instant ¢, la vitesse moyenne de ’électron est
donnée par v = '%(ﬁ) avec p est la quantité de mouvement totale de chaque électron au méme
instant. Mais qu’elle serait cette quantité & un temps ultérieur t + dt?

Un électron pris au hasard a un temps £, peut subir une collision avant le temps ¢ + dt

dt
avec une probabilité 7, et survivre au temps t 4 dt sans subir de collisions avec la probabilité

(1-— i:) D’autre part, si I’électron ne subit pas de collisions, il évolue alors sous I'influence
de la force totale f(t) (force moyenne par électron due au champ électrique et magnétique) et
acquiert pendant le temps dt un moment f(¢)dt + O(dt)?.

Conséquemment, la contribution des électrons qui n’entrent pas en collision, dans 'intervalle
[t, t + dt], au moment par électron est donnée par le produit de (1 — 7t ) par le moment moyen

par électron [p(t) + £(t)dt +O(dt)?].

C’est une théorie semi-classique, puisque le mouvement de 1’¢lectron, obéissant a la distribution Fermi-dirac,
est traité classiquement.
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En négligeant ainsi la contribution des électrons qui subissent des collisions entre t et ¢ + dt,

au moment p(t +dt), on a

p(t+dt) = (1 —i:) [p(t) + £(t)dt + O(dt)?]
= p(t) — iTtp(t) + f(t)dt + O(dt)?, (1.38)

avec O(dt)? est la correction d’ordre (dt)? due aux électrons qui ont subi des collisions dans
I'intervalle [t,t + df].

En divisant (1.38) par dt qu’on fait tendre par la suite vers zéro, on obtient

Q%Q::—E§2+fu% (1.39)

qui en terme de la variable position z, se présente comme suit

*

x = £(t). (1.40)

m*x +

-

Ceci étant, les collisions ont pour role d’amortir le mouvement de I’électron; 'amortissement
est traduit par le terme 'D'(Tﬁ dans I’équation de moment et le terme ‘i‘x dans I’équation de

mouvement.

1.4.2 Magnétotransport et effet Hall

L’effet Hall est un phénomeéne classique qui a été découvert par le physicien E. H. Hall en
1879 au moment ou il cherchait & déterminer la force exercée par un courant parcourant un fil
métallique en présence d’un champ magnétique B [36].

Dans cette expérience, Hall considéra un barreau placé dans un champ électrique longitu-
dinal E, et un champ magnétique perpendiculaire B = Bz, Fig. 1-15.

Le champ électrique appliqué entre les extrémités crée une densité de courant électrique
le long du barreau. La vitesse d’entrainement juste aprés 'application du champ électrique
est montrée en (b). La déviation dans la direction —y est causée par le champ magnétique.
Conséquemment, des électrons s’accumulent sur une face du barreau et un excés d’ions posi-

tifs s’établit sur 'autre face jusqu’a ce que le champ électrique transversal ou champ de Hall
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Fia. 1-15 — Géométrie standard de l'effet Hall : (a) le champ électrique est appliqué entre les
extrémités; (b) la déviation dans la direction —y causée par le champ magnétique ; (c) le champ
électrique transversal compense la force due au champ magnétique [25].

compense juste la force due au champ magnétique.

Hall s’est intéressé & connaitre si la force de Lorentz est exercée sur le fil en entier ou
seulement sur les électrons en mouvement & 'intérieur de ce fil. En appliquant le résultat de
la théorie de Drude (1.39) pour f(t) = —e(E + v x B)!7 force moyenne ressentie par chaque

électron, appelée aussi force de Lorentz, on écrit

dv e

v
— = E B) ——. 1.41
dt m*( +vxB) T (1.41)
. . . . . dv .
Une fois le régime stationnaire établi (E =0), (1.41) se réduit a
—evxB -~ = ¢E. (1.42)
T

Pour que ’hypothése de la réponse linéaire soit justifiée, le champ électrique appliqué doit étre

de faible intensité. En ce sens, le mouvement de I’ensemble des porteurs de charge se traduit

""Dans ce cas E et B sont perpendiculaires a la vitesse v et le mouvement résultant est hélicoidal [25, 34].
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localement par le vecteur densité de courant donné par
j=mnev=0E, (1.43)

ou n est la densité de porteurs, o est la conductivité décrite par la réponse de la densité de
courant dans un champ magnétique au champ électrique. Comme le courant n’est plus dans la
direction du champ électrique E a cause de la force de Lorentz, la conductivité n’est plus un

scalaire mais plutét un tenseur :

= ouwhy. (1.44)
14
En représentation matricielle, (1.42) s’écrit

*

"‘:; —-B Vg E,
X = , (1.45)
B £ Uy Ey

ol vz, vy et Ky, Fy sont les composantes des vecteurs vitesse et champ électrique appliqué,

respectivement. Sous forme plus appropriée en introduisant la densité de courant (1.44), (1.45)

s’écrit
]]* ;B .
-c;-m— en* Jz _ E, ’ (1 46)
en 2nr Jy E,

ou la matrice a gauche définit le tenseur résistivité dont les éléments diagonaux et non diagonaux

sont
1 m*

- B
Pra =00 = Pyy = ne2r’ et Poy = ~Pyz = _217 (1'47)

et o¢ est la conductivité électrique en 'absence du champ magnétique (1.37). Ceci étant, dans
ce modele de friction, p,, est indépendante du champ magnétique, alors que p,,, croit de fagon
monotone avec le champ magnétique. Autrement, la théorie de Drude montre que la résistivité
longitudinale est indépendante du champ magnétique et en contre partie, que la résistivité Hall
est indépendante de la friction mais dépendante du champ magnétique.

Sachant que le tenseur conductivité o, est relié au tenseur résistivité via o, = ( p_l)u,,, et
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par conséquent

Py _ Pay
Opg = Oyy =5 5, et Opy = —Oyg = , 1.48
" W+ P%y " k4 p%y ( )

par substitution alors de (1.47) dans (1.48), on déduit que

2
0o en (weT en  Ogp

—_—, et Ogy = —Oyg = —— = + . 1.49
1+ (wcT>2 Y v B1+ (w,;7)2 B wr (1.49)

Ogx = Oyy =

Nous différons la discussion du cas w.r > 1 au chapitre 4, alors que nous nous intéresserons
dans le reste de ce chapitre au cas o wer < 1.

Remarquons que dans cette limite o, ~ 09 — 00 si 7 — o00. Clest a dire que la magné-
toconductivité diagonale diverge en ’absence de collisions. C’est ainsi qu’il devient apparent
que le modéle de friction permet 1'obtention d’une conductivité diagonale non divergente & des

champs nuls et aussi non nulle & des champs intenses.

Relations d’Onsager

Généralement les processus naturels sont irréversibles et seules les transformations infini-
ment lentes peuvent étre réversibles [37]. Onsager [38] montra quune classe générale de relations
de réciprocité peuvent étre dérivées du principe de réversibilité microscopique. Exemple : les
équations fondamentales gouvernant le mouvement de particules individuelles sont symétriques
par rapport au futur et au passé; c’est & dire invariantes par renversement du temps.

Un des plus importants résultats du travail d’Onsager concerne ’expression du tenseur
conductivité électrique (quantité intrinséque) en présence d’un champ magnétique statique ex-

térieur. Cette relation définit qu’en chaque point d’'un milieu matériel :
o(B) = [o(-B))', (1.50)

ou t définit le transposé.
En effet, en revenant sur la définition des conductivités oz, 02y (1.49) dans la structure de

Hall (Fig. 1-15), il est apparent que la conductivité longitudinale et la conductivité Hall sont
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bien invariantes, i.e. symétriques par renversement du champ magnétique

02e(B) =022(—B) et Ozy(B) = 0ya(—B). (1.51)

Cette symétrie se traduit par le fait que le systéme global est invariant par rotation.

1.4.3 Inconsistances de la théorie de Drude

Bien que la théorie de Drude ait ét¢ marquée d'un grand succes'® [39], il s’avere quelle
souffre d’inconsistances en raison des hypothéses irréalistes admises :

e L’introduction de la masse effective est complétement artificielle puisqu’elle est utilisée
sans en discuter l'origine.

e Le temps de relaxation 7 entre deux collisions et la force f(¢) sont automoyennants; c’est
a dire ils sont les mémes pour tous les porteurs indépendamment de leurs énergies.

e Aussi 7 est supposé étre indépendant du champ B. Cette approximation peut étre justifiée
pour des champs faibles mais non intenses.

e Certe la théorie de Drude a affirmé les observations de Hall concernant surtout la non
dépendance de p,, en le champ B (p,,.(B) = p,,(0) = cte), 'expérience a souligné 'existence
d’une variété de métaux ot p,, dépend de B.

e La théorie de Drude décrit le magnétotransport dans le cas ot le champ magnétique est
faible. Néanmoins, von Klitzing [19] observa un comportement tout a fait différent & des champs
intenses. Ainsi, les résultats de Drude sont qualitativement corrects en dehors du régime de Hall
quantique.

e Enfin, expérimentalement on mesure la conductance et non pas la conductivité puisque
la différence entre eux est fondamentale. La conductivité est une grandeur locale qui relie la
densité de courant au champ électrique en un point de ’échantillon, j(r) = o(r) E(r). Alors que
la conductance est une quantité globale qui relie le flux de courant & la chute du potentiel entre
les bornes de I’échantillon I = GV'.

En effet, dans les systémes mésoscopiques, le transport demeure cohérent tout au long de la

direction de propagation. Par conséquent, le comportement ohmique est brisé et la conductivité

Le modele de Drude est toujours utilisé comme un moyen pratique permettant d’avoir une idée rapide sur
des problémes qui exigent une analyse complexe et considérable.
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n'est pas une quantité intrinséque mais dépend de la taille du systéme [40]. Par ailleurs, la
conductance peut étre une quantité indépendante de la taille comme dans un échantillon bal-
istique. C’est pourquoi, il n’existe pas en général de relation simple entre la conductivité et la
conductance d'un échantillon mésoscopique. Cette derniére est alors calculée par une approche

différente, qui fut initiée par Landauer [10].

1.5 Vision de Landauer : Approche heuristique

[’idée de Landauer est de considérer 1’échantillon mésoscopique, avec toute sa complex-
ité due a sa forme (peut étre arbitraire) et a ’existence d’impuretés, comme une barriére de
potentiel caractérisée par son pouvoir de transmission 7' et de réfléxion R. La conductance
ou la résistance de I’échantillon est alors exprimée en fonction de 7T, R et d’autres constantes
universelles.

La fameuse formule proposée par Landauer [10, 41], qui prit son nom, est donnée par
gt =—= (1.52)

avec e est la charge de I'électron et h est la constante de Planck. Cette formule est valide
pour un échantillon unidimensionnel (1d) & température nulle traversé par un courant constant
imposé¢ I induisant une différence de potentiel AV entre ses bornes. Cependant, si pour le
méme échantillon on impose une différence de potentiel Ay qui induit le méme courant I, la

conductance sera donnée par
2¢?

1
G == (1.53)

Ceci fut dérivé pour la premiere fois en 1981 par Economou-Soukoulis [42] & partir de la théorie
de la réponse linéaire.

Les deux formules (1.53) et (1.52) coincidées a la limite d’une trés faible transmission 7" ~ 0,
mais divergées a la limite balistique avec T' = 1. Dans cette limite, (1.53) donne une conductance
finie égale a '2;—2 et (1.52) donne une conductance infinie. L’origine de cette différence est restée
pour longtemps une énigme jusqu’a ce que Imry [13] lui suggére une interprétation plausible. Les

électrons injectés par les réservoirs (voir section suivante) ont une probabilité non nulle d’étre
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réflechis a lintérieur avant d’étre injectés dans les terminaux!'?. Cette réflexion se manifeste
par une résistance supplémentaire, dite de contact, qui en série avec la résistance propre de
I’échantillon résultante de (1.52), donne la résistance résultante de (1.53) :

b1 bR b

—. (1.54)

contact _ —
R 22T 22T 2¢2

1.5.1 Formule de Landauer a deux terminaux

Dans cette section nous allons exposer en détail, la dérivation de la formule de la conduc-
tance proposée par Landauer pour un échantillon mésoscopique désordonné. Landauer considére
le dispositif (1d) de la Fig. 1-16. L’échantillon mésoscopique, de forme quelconque, est attaché
de part et d’autre a deux terminaux parfaits A et B connectés a leurs tours & deux réservoirs
servant de source et évier du courant électrique??. Le mouvement des électrons tout au long
de la structure (échantillon+terminaux) est complétement cohérent. Ceci étant, les électrons
ne subissent que des collisions élastiques a 'intérieur de 1’échantillon désordonné (leur mou-
vement le long des terminaux est balistique). La brisure de la cohérence, due essentiellement
aux collisions inélastiques, se produit & I'intérieur des réservoirs supposés demeurer en équilibre
thermodynamique avec des potentiels chimiques py, (réservoir de gauche) et pp (réservoir de
droite).

A la limite des basses températures (T ~ 0) chaque réservoir injecte les électrons dans le
terminal adjacent jusqu'a sa quasi énergie de Fermi p; ou pp (on admettra que pup > pp).
Le courant total injecté dans le terminal A sera égal & la somme des courants induits par les
électrons émis par le réservoir de gauche dans l'intervalle d’énergie Ay = p1; — pp?!t. Sion se
limite au transport linéaire, caractérisé par pi; 2 ftp, tous les électrons émis & T= 0 ont presque
la méme vitesse, qui est la vitesse de Fermi, vp = hkr/m*. Le courant qui leur est associé est
alors donné par

I =2evpD(er)Au, (1.55)

ot D(er) est la densité d’états a I'énergie de Fermi ep pour un échantillon de longueur unité

cette réflexion peut étre d’origine géométrique puisque les réservoirs sont plus larges que les terminaux.

20 A et B servant pour la transmission du courant entre réservoirs.

2'e courant correspondant aux électrons d’énergies inféricures i émis par le réservoir de gauche est
compensé par le courant des électrons de mémes énergies émis par le réservoir de droite.
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Réservoir AR v sttt I R S SEREEE ¢ Réservoir
source : i évier

Réservoir A T i Réservoir
source : , o évier

F1G. 1-16 — Echantillon mésoscopique entre deux réservoirs (modele de Landauer).

(nombre d’états possibles par unité d’énergie se propageant de gauche a droite) ; le facteur 2
tient compte de la dégénérescence de spin. Puisque ¢ = '%2752 t -zl;rdk = D(e)de , il vient que
D(er) = 7, Par conséquent le courant total injecté dans le terminal A est donné par la

formule simple

2e
=7 Ap. (1.56)

Une fois arrivé au niveau de ’échantillon mésoscopique, ce courant sera scindé en une
partie transmise et par conséquent absorbée par le réservoir de droite, et une partie réfléchie et
réabsorbée par le réservoir de gauche. Si on dénote par T et R respectivement les probabilités
de transmission et de réflexion de ’échantillon & T = 0, le courant transmis dans le terminal

B, noté Ip est donc donné par

Ip = 2—§TAM. (1.57)

De méme, on montre que le courant circulant dans le terminal A est donné par

2
Iy= f(l ~ R)Ap. (1.58)

La conservation du courant de part et d’autre de 1’échantillon (14 = Ip), qui est réalisée dans

le régime stationnaire, entraine que

T+R=1. (1.59)
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Le courant circulant entre les réservoirs étant établi, il reste & connaitre la différence de
potentiel électrique AV entre les bornes de I’échantillon pour déterminer la conductance de ce
dernier. C’est justement la définition de ce AV qui a été A l'origine d’une grande controverse
durant les années quatre-vingt [14]. En effet, si 'on admet que la différence de potentiel est
mesurée entre deux points a I'intérieur des réservoirs, alors eAV = Ap et donc la conductance
sera simplement donnée par (1.53).

Par ailleurs, si la mesure des tensions est effectuée dans les terminaux, la conductance
obtenue sera différente de (1.53). Dans le régime stationnaire, les terminaux A et B sont dans
des états de quasi-équilibre caractérisés par des densités de charges n; et np constantes. Par
conséquent, leur différence de potentiel a température nulle peut étre calculée par la relation

d’Einstein généralisée [31] qui s’écrit

4D(er) (wr — wR) =ng —ng, (1.60)

ou le facteur 4 tient compte des deux directions de propagation et de la dégénérescence de spin,
et wr, et wg sont les potentiels mesurés a I'intérieur des terminaux A et B, respectivement.

Si on ignore les interférences, un nombre n d’électrons se propageant dans le méme sens (dans
un échantillon de longueur unité) avec une vitesse v leur correspond un courant ¢ = env. Ainsi

nr et ni sont données par

2e 2e
ng = Tor Au(l+ R), nR = Tror AuT, (1.61)
et
de
An =np—nr=——RApu. (1.62)
hvr

a partir de (1.59). En combinant (1.60) et (1.62), il vient que
w4 —wp = RAp, (1.63)

et par conséquent G% est donnée par (1.52).
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1.5.2 Formules de généralisation & plusieurs canaux de transmission

Encouragés par les résultats (1.52) et (1.53), les auteurs se sont dirigés vers la généralisation
de ces formules & plusieurs canaux?? (d >1), afin de se rapprocher d’un systéme beaucoup plus
réaliste.

Bien que la formule (1.53) exclue la limite balistique, sa généralisation & plusieurs canaux
a connu un grand succeés puisqu’elle a apporté une explication plausible aux fluctuations uni-
verselles de la conductance, observées expérimentalement [5]. La formule retrouvée est donnée

par [15, 14, 12]

0" =223 S (164

i=1 j=1
ou t;; est 'amplitude de transmission du canal (j) dans le canal (7).

En revanche, puisque dans cette limite balistique, la formule (1.52) vérifie I'intuition physique
selon laquelle un systéme parfait ne doit pas avoir de résistance & température nulle, plusieurs
formules ont été proposées pour sa généralisation & plusieurs canaux?3. Parmi celles-ci, la for-
mule proposée d’abord par Azbel [43] et ensuite par Buttiker-Imry-Landauer-Pinha (BILP)

[44], adoptée pendant longtemps, a été considérée comme la plus plausible.

Formule proposée par BILP [44]

Dans un cadre heuristique, ces auteurs avaient considéré un modeéle similaire & celui adopté
dans la dérivation de la formule de Landauer (section 1.5.1), mais tout en admettant que les
terminaux A et B ont chacun une section finie pouvant contenir un nombre n de canaux. Con-
séquemment, une onde dans un canal j, a une probabilité 7;; d’étre transmise par I’échantillon
mésoscopique (représenté par une barriére de potentiel) dans le canal i et une probabilité R;;
d’étre réfléchie dans le méme canal i.

L’hypotheése fondamentale faite par ces auteurs consiste & admettre que le courant est con-
stant dans chaque canal. Ceci-étant, tous les canaux de transmission de gauche (droite), injectés

par le réservoir de gauche (droite) ont le méme potentiel électrochimique p1;, (pp).

22 .
modes transverses de propagation.

*3Pour plus de détails, nous recommondons sommairement de voir Particle [14].
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Moyennant certaines considérations physiques [44], & température nulle BILP obtinrent

9 n n L
26 = v;
gBILP _ £& It =1 . (1.65)
h = j=1 nog n 2 & 2
Do |1 X Iril” = X [ty
i=1 7j=1 7=1

une formule explicitement dépendante des vitesses dans les canaux a 'énergie de Fermi. Cette
formule interprétée comme une mesure 4 quatre terminaux, donne exactement & la limite ou
n =1, la formule originale de Landauer (1.52).
Cependant, cette formule souffre de certaines inconsistances, a savoir :
e Si les canaux de propagation sont non couplés, T;; = T;d;; et Ry = R;jd;j, la formule (1.65)
ne se réduit pas a la somme des conductances des n canaux, alors que celle-ci constitue une
condition nécessaire pour 1’applicabilité de toute formule généralisée.
e Elle ne tient pas compte de l'existence d’un champ magnétique, alors que peu aprés on a
supposé [45] qu’elle demeure vérifiée méme en présence de ce dernier.
e Cette formule est confrontée & un probléme majeure de discontinuité au passage d’'un nombre
n de canaux a un nombre n+1 [44]. En effet, si e tend par des valeurs supérieures de 1’énergie
a laquelle le canal (n+ 1) est conducteur, la conductance est donnée par la formule & n canaux
(1.65). Mais si e tend par des valeur inférieures de cette énergie, la formule (1.53) se réduit a
(1.65). Evidemment, ces deux conductances n’ont pas la méme valeur a ¢ p.
e Enfin ayant une dépendance trés compliquée en I’énergie & T+ 0, cette formule n’obéit pas
a lintuition physique selon laquelle les conductances correspondantes a différentes énergies
doivent étre sommées de la méme maniére que pour des canaux paralléles.

L’origine de ces inconsistances est liée au fait que dans leurs calculs ces auteurs partent de
la moyenne du courant et non pas de sa vraie valeur dans chaque canal [18, 46, 47].

Ainsi, ces inconsistances seront exploitées dans les chapitres suivants afin de formuler a
partir d’'un calcul microscopique rigoureux, dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire,

I’approche de Landauer.
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Chapitre 2

Opérateur densité dans le point de
vue de Landauer : Champ

magnétique arbitraire

2.1 Introduction

Le calcul du tenseur conductivité et ses corrections a suscité I'intérét des théoriciens depuis
longtemps. On trouve dans la littérature plusieurs travaux formulés dans ce contexte [48]-[51].
Généralement les auteurs partent de la fameuse formule de Kubo pour la conductivité [9] et
la traitent perturbativement en suivant une recette proposée par Van Hove [52]. Deés lors, la
théorie de Kubo avait marqué un grand succés dans la description des phénomeénes de transport.

En effet, dans sa théorie, Kubo considére un systéme décrit par un Hamiltonien Hiy; composé
de deux parties Hyot = H + Hoxt(t). La premiére (H) représente I’ Hamiltonien propre au solide
pouvant inclure les énergies cinétiques de tous les constituants du systéme ainsi que les énergies
potentielles résultantes des interactions mutuelles, comme l'interaction éctrons-électons, ions-
ions, ions-électons, etc... La deuxiéme partie Hey(t) représente Uinteraction du systéme avec
le milieu extérieur (champ électrique). Hyo est alors dépendant du temps par Uintermédiaire
du champ électrique appliqué qu’on suppose assez faible pour que I’hypothése de la réponse

linéaire soit justifiée.
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A cet Hamiltonien Hit(t), on associe 'opérateur densité statistique p (t), dont I'évolution

dans le temps est régie par une équation différentielle linéaire appelée équation de Von Neumann

2 o)+ [H (1), p (1) =0 (21)

La solution formelle de cette derniére donne p (¢) comme une fonctionnelle de Hy; (t). Cepen-
dant, il est difficile de résoudre exactement cette équation et ceci demeure jusqu’a ce jour un
grand défi pour les théoriciens. Heureusement pour le calcul des coefficients de transport, on a
juste besoin de connaitre la réponse du systéme & un champ trés faible, et donc résolution de
I'équation (2.1) a ordre le plus bas en Hey(t). Cette solution proposée par Kubo [9, 53] a pris
le nom de solution linéaire ou solution dans le cadre de la réponse linéaire.

En admettant que la perturbation extérieure ait pris effet a l'instant 5 = —o0, la solution
formelle de 1’équation (2.1) est alors donnée par

. t
7 4 Y ’ _4 _
plt) = polt) 5 [t IO (1), (1) FC0, (22

ou py(t) est Popérateur densité a I'équilibre et donc en absence de toute perturbation ex-
térieure. Il coincide avec la distribution grand canonique.

En utilisant la solution (2.2) pour calculer la valeur moyenne du vecteur densité de courant
j(r,t), Kubo dériva sa formule célebre du tenseur conductivité pour un champ électrique ex-
térieur oscillant. Sa technique repose sur ’hypothése adiabatique qui considére que le champ
extérieur est appliqué au systéme de fagon graduelle et adiabatique. Mathématiquement, ceci
consiste a écrire la pertubation due au champ extérieur comme Hey(t) — e“gmltfgxt ou € est
un parameétre positif qu’il faut prendre égal zéro & la fin des calculs. Le résultat est donné par

la formule générale suivante

B foo
o (w) = A A Ty (pojn (0)7u(t + HA)) did, (2.3)

ou Tr est la trace prise sur tous les états propres de I'Hamiltonien H, et j,, j, sont les com-
posantes de l'opérateur densité de courant. Cependant, puisque les états de H ne sont pas

connus de maniére exacte, la détermination de o, a nécessité I'utilisation de méthodes per-

o
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turbatives pour 'exprimer en terme des paramétres caractéristiques de ’échantillon considéré
[48, 49, 50, 51, 18, 39].

Simultanément avec le travail de Kubo, une autre alternative pour la description du trans-

port linéaire est proposée par Landauer en 1957 [10]. Elle relie le transport au phénomeéne de
collisions élastiques. Ce formalisme a connu un grand succés quelques années plus tard lors
de la découverte du phénomene de la localisation par Anderson [54] et ultérieurement avec la
découverte des systémes mésoscopiques [20] (voir chapitre 1). L’étude et la réalisation de son
approche, ont suscité 'intérét des chercheurs autant sur les plans expérimental que théorique
[22]. Théoriquement, plusieurs tentatives pour la dérivation de la formule de la conductance
uni-dimensionnelle proposée par Landauer a partir d’un calcul microscopique ont connu le jour.
Les auteurs se sont intéréssés & la généralisation de la formule de Landauer & plusieurs canaux
au début [44], & plusieurs terminaux quelques temps apres [15, 14], a 'existence d’'un champ
magnétique dans la théorie subséquement [16, 12, 55, 56], et récemment & I'introduction des
effets liés au spin [57].
Cependant, initialement, dans tous ces travaux proposés, les auteurs se sont limités a 1'utilisa-
tion de la formule de Kubo en appréciant, en raison de sa taille réduite, le fait que I’échantillon
mésoscopique est en contact avec des terminaux semi-infinis. Ainsi, le systéme global (échan-
tillon + terminaux) est infini et donc correspond aux considérations de la théorie de Kubo
[9].

En analysant de prés ces deux points de vue, on montre qu’en fait Kubo traite le courant
induit dans la structutre comme le résultat de 'application d’une excitation extérieure entre
les réservoirs, alors que Landauer consideére le courant émis par les réservoirs comme la cause
de induction d’une différence de potentiel de part et d’autre de I’échantillon. Par conséquent,
Papproche de Kubo correspond & une mesure effectuée dans les réservoirs, et celle de Landauer
correspond a une mesure effectuée a l'intérieur des terminaux. Il est maintenant évident que
les contacts entre les réservoirs et les terminaux sont & 'origine de la différence entre les deux
points de vue [13, 58].

Encouragés par 1’étude microscopique [18] formulée en 1’absence de champ magnétique, ou
seule la partie diagonale de 'opérateur densité dans le point de vue de Landauer est pertinente,

notre objectif dans ce chapitre est la dérivation de 'opérateur densité dans 'approche de Lan-
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dauer en présence d’'un champ magnétique arbitraire. Nous montrons relativement a ce travail,
qu’en présence d’un champ magnétique, la partie non diagonale de 'opérateur densité est aussi
pertinente. Nous déterminons ainsi 'opérateur densité dans le point de vue de Landauer. Plus
important, nous arrivons & établir la différence entre les approches de Landauer et Kubo au
niveau de 'opérateur densité nécessaire pour le calcul de toutes les grandeurs physiques. Une

discussion des résultats obtenus est proposée a la fin de ce chapitre.

2.2 Description

Considérons un échantillon mésoscopique désordonné de volume €2g = LyS attaché de part et
d’autre a deux terminaux parfaits identiques et semi infinis, liés & leurs tours & deux réservoirs
de particules R et L (source et évier de courant) pour former le systéme total. L’existence
des terminaux qui assurent la transition entre réservoirs et échantillon est indispensable et
méme indiscutable selon Landauer [41]. Le transport tout au long de la structure (échantillon
mésoscopique + terminaux) est complétement cohérent. Cependant, la brisure de celui-ci se
produit & l'intérieur des réservoirs, maintenus a des potentiels chimiques constants pg et py,
respectivement.

Ici, nous n’allons pas suivre le méme chemin que Kubo mais nous admettrons qu’a t < 0, le
systéme est en équilibre thermodynamique, décrit par 'opérateur densité p, correspondant au
cas ol les réservoirs sont maintenus au méme potentiel chimique p1. Par la suite, ’application
de V'excitation extérieure & ¢ = 0 conduit le systéme vers un état hors équilibre en changeant
le potentiel chimique du réservoir gauche de pgr a py, de sorte que py,— pg soit assez faible
pour que 'hypotheése de la réponse linéaire soit justifice. Un courant continue (dc) commence
A parcourir le systéme jusqu’a atteindre le régime stationnaire aprés un temps trés long!.

A cause du désordre, un champ électrique additionnel se créé dans la structure en réponse au
flux de courant [10, 41, 59, 60, 13]. En effet, une distribution de charges fixes? dans un référentiel
crée un champ électrostatique. Ce champ exerce une force d’attraction sur les électrons donant

lieu & un surplus de charges négatives dans son voisinage. Le champ total est localement réduit,

Pour une réponse dc, le champ magnétique associé a ’excitation extérieure est négligeable.

2. . . , . .. .. , . N L. . .

ici c’'est les impuretés (ions de charges positives) rigidement figées mais de maniére alétoire aux sites du
réseau cristallin.
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ce qui signifie que la charge est alors localement masquée ou écrantée (screened) par les électrons.
Le potentiel électrostatique résultant est celui produit par les charges positives et le nuage
d’électrons de masquage induits [60, 75, 61, 62]. On dit que ce potentiel est un potentiel self-
consistant ou que ce potentiel est le résultat d’'une accumulation self-consistante de la charge
induite proche de la barri¢re. Ce potentiel que nous dénotons par w(r) s’étend sur une longueur
écran (screening length) de part et d’autre de I’échantillon mésoscopique [60, 63, 12], d’ou la
création d’une différence de potentiel Aw(r). w(r) dépend de la position [64] et a une forme
assez compliquée au voisinage immédiat et aussi & l'intérieur de la région désordonnée. Au
dela de la longueur écran (screening length) et notamment dans les régions asymptotiques des
terminaux (une fois le régime stationnaire établi), w(r) prend des valeurs constantes.

C’est ainsi qu’il devient apparent, qu’outre la possibilité d’exprimer le courant traversant
la structure en terme de la différence des potentiels chimiques des réservoirs (comme il a été
stipulé dans tous les travaux optant pour I'approche de Kubo), la possibilité de le relier & la
nouvelle quantité Aw s’impose. Pour étre en bonne conformité avec le modele de Landauer, I'é-
tude microscopique doit se faire de maniére self-consistante [65]. Ceci étant, nous avons a suivre
Thouless [66] et Langreth-Abrahamas [65] dans cette supposition, mais avec une démarche dif-
férente. En effet, nous suivrons ici une théorie développée récemment en I’absence d’un champ
magnétique [18], sur la base des travaux de C. M. Van Vliet [67, 68] concernant 'opérateur den-
sité3. Cette théorie n’est pas perturbative, mais tient compte de I'effet intégral de 'interaction
dans le cadre des théories de la réponse linéaire et de diffusion. Autrement, aucune condition
n’est imposée ni sur 'intensité ni sur ’étendue du potentiel d’interaction électron-impuretés.

Compte-tenu de la spécificité du probléme mésoscopique qui considére le mouvement des
porteurs de charges cohérent? tout au long de la structure, ’Hamiltonien total du systéme se
réduit & un Hamiltonien & un corps Hiot = ) ; hi,. Cette remarque permet une simplification
majeure éliminant les complications de la seconde quantification (chapitre 1).

La structure mésoscopique de volume €2 = LS (échantillon mésoscopique en plus des ter-
minaux) est immergée dans un champ magnétique extérieur B, uniforme et indépendant du

temps, voir (Fig. 2-1).

3. . . . . , , -
bien que celle-ci soit perturbative et développée dans le cadre de la limite de Van Hove.
Les électrons ne subissent que des collisions élastiques avec les impuretés alors que celles inélastiques se
produisent & Iintérieur des réservoirs supposés étre en équilibre thermodynamique.
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Fic. 2-1 — Echantillon mésoscopique en contact avec des terminaux liés & leur tour a des
réservoirs. La structure est soumise & un champ magnétique B uniforme.

Dans le méme esprit de Landauer, ’'Hamiltonien total du systéme s’écrit alors
htot =h+ w(r)v (2'4)

ot w(r) est le potentiel résultant de 'accumulation de charges défini auparavant et h est "'Hamil-
tonien effectif> du systéme en I’absence de toute perturbation extérieure. Il s'écrit relativement

au minimum de la bande de conduction comme
h=h +V(r). (2.5)

V(r) est le potentiel relatif au désordre qui représente le potentiel d’interaction entre tout
électron i et les N impuretés (chapitre 1). En négligeant Uinteraction avec les parois, V(r)
représente I'interaction causant les transitions aléatoires entre les états, donnant ainsi naissance
a la dissipation. hY représente, dans I’approximation de la masse effective, 'Hamiltonien des

électrons libres en présence du champ magnétique :

B =5 (p— cA)+ Vi), (26)

ou p est 'opérateur moment, A est le potentiel vecteur dont dérive le champ magnétique ;
B =V x A, et V(r) représente le potentiel de confinement dii au caractere fini de la structure
dans les directions r = y, 2. Ici le degré de liberté lié¢ au spin n’est pas pris en considération

dans les calculs. Seul un facteur de dégénérescence 2 lié & ce dernier sera pris en compte a la

5 . s L.
Non perturbé par excitation extérieure.
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fin des calculs.
Comme la structure de volume € est assez large, le spectre associé a h est continu. Les états
propres de h? et de h que nous dénotons par |¢¢) et |¥¢), respectivement, forment séparément

deux bases complétes et orthonormées :

/ﬁrﬁhwﬂﬂ=&€—m,%‘/%waﬂ%@ﬂ=5@—f% 27)

/dr VE(r)Wp(r) =0( —f), et /df WE(r)We(r) =6 (r—1'), (2.8)

ou ¢ dénote I'ensemble de tous les nombres quantiques nécessaires pour la description de la
dynamique correspondante. Comme le systéme a un spectre continu, nous utilisons le symbole
d’intégrale pour désigner a la fois 'intégration sur les nombres quantiques continus, indexant
les énergies, et la sommation sur les nombres quantiques discrets caractérisant les canaux ainsi

que la direction de propagation pour une énergie fixe.

2.3 Opérateur densité

En physique statistique a tout systéme quantique décrit par un Hamiltonien & un corps, on
peut associer un opérateur densité statistique & un corps, qu’on notera p(t). L’évolution de cet
opérateur dans le temps est régie par Péquation différentielle linéaire de Von Neumann (2.1),

qui s’écrit dans notre cas comme

2 0l0) +iLp(1) =~ () (1) (2.9)

en lui conférant le caractére linéaire a 1’aide du superopérateur de Liouville £. L’action de ce

dernier sur tout opérateur e de 'espace de Liouville® est définie par
Lo == [h,e]. (2.10)

Dans approximation de la réponse linéaire, p(t) a droite de I’équation (2.9), sera remplacé

L’espce de Liouville est I’espace des opérateurs linéaires ou H ® H avec H et H représentent respectivement
I’espace de Hilbert des états dynamiques et son dual.
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par py l'opérateur densité a 1’équilibre thermodynamique. py n’évolue pas, et est donné dans

un traitement a un corps par la distribution de Fermi-Dirac

1
o =rh) =TS (2.11)

avec 8 = ﬁf et kp et T représentent respectivement la constante de Boltzmann et la tem-
pérature.

Comme il n’ y a pas de flux de courant a I’équilibre, nous nous intéresserons dans ce qui suit a
la déviation de p(t) de sa valeur a Péquilibre qu’on notera o(t) = p(t) —p, ; c’est a dire la partie
résultante de I'application d’une différence de potentiel entre les réservoirs et qui s'exprime dans
le point de vue de Landauer en terme du potentiel induit a l'intérieur des terminaux w(r). En
ce sens, puisque dans le cadre du mésoscopique nous avons besoin tout d’abord de la solution
approchée a I'ordre un en w(r), 'équation linéaire que vérifie o(t) est donnée par

2 o) +icolt) =

ot [wr /)0] ) (212)

—t
h
avec la condition initiale p(0) =0 a ¢t = 0.

L’expérience nous enseigne que tout systéme macroscopique tend vers I’équilibre (courant
électrique nul) 8’1l est laissé & lui-méme, ou encore vers un état stationnaire (courant électrique
constant) s’il est soumis & un champ électrique constant. Dans ce cas les fluctuations dépen-
dantes du temps s’annulent et le courant devient spatialement uniforme comme s’il était en
régime stationnaire.

Néanmoins, la dynamique des électrons de conduction a l'intérieur de 1’échantillon est forte-
ment influencée aussi par leurs interactions avec ’environnement, représenté ici par les réservoirs
d’électrons attachés a I’échantillon. Quand on sépare la dynamique des réservoirs de celle de
I’échantillon (représenté par les électrons de conduction), cette derniére aura un comportement
réversible. Comme il a été mentionné au préalable, Kubo considére que le champ électrique
extérieur (représente l'interaction entre les réservoirs et les électrons de conduction), agit de
fagon adiabatique sur ’échantillon. Par ailleurs, on montre que son idée est équivalente d’un
point de vue technique & choisir l'origine de Iapplication de la perturbation extérieure & ¢ = 0

et de procéder avec la transformée de Laplace-Carson qui est plus simple & manier.
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Donc la solution de (2.12) dans le régime stationnaire est mieux élucidée en transformant
tout d’abord cette derniére en une équation algébrique avec I'aide de la transformée de Laplace
Carson.

Par définition [69], cette transformée associe a toute fonction Y'(¢), dont le |Y (¢)| est d’ordre

exponentiel nul, la transformée Y (s), valable quelque soit s = 07 :

oo

?@)zg/ﬁaﬁy@, (2.13)

0

permettant de définir le régime stationnaire & partir de I'égalité suivante” :

lim Y(s) = lim Y (t). (2.14)

s—0+ t—o0

En effet, on se rend compte facilement du résultat en considérant la transformée de f’(t) (dérivée

de f(t)) en intégrant par partie :

o0

—sti Y
/ﬁe < 1(0) = Fls) ~ 1(0). (2.15)

0

Par application de cette transformée a I’équation de Von Neumann (2.12), on obtient

$0(s) +iL0(5) = [w. o] (2.16)

ou le terme en sg(s) assure lirréversibilité du systéme global comme nous allons le voir.

2.3.1 Opérateur densité du type Kubo

Avant la résolution de (2.16) dans le point de vue de Kubo, il convient ici de faire le point
sur I'étude statistique proposée par Baranger-Stone [16] dans le cadre de la réponse linéaire.
Baranger-Stone considérent que ’échantillon mésoscopique est en contact avec des terminaux
infinis auquels une perturbation extérieure est appliqué : E(r,t) = E(r) coswtexp(—dt]) tel

que E(r) = —VV(r) est un champ électrique local. La seule restriction imposée a V(r) est

"Physiquement, la transformée de Laplace-Carson définit une moyenne sur le temps; d’ordre 'i

56



qu’il prend des valeurs constantes V;, dans les régions asymptotiques des terminaux de sorte
que les champs életcriques correspondants s’annulent. Autrement dit, les V;, coincident avec les
potentiels des réservoirs adjacents. Les limites du régime stationnaire et statique (dc)® sont pris
a la fin des calculs.

En analysant de prés leur démarche, on note que d’une part ces auteurs considérent ’excita-
tion extérieure E(r,t) appliquée a toute la structure induisant ainsi I’écoulement d’un courant
permanent, et d’autre part ce méme champ est supposé étre local (le potentiel AV est confiné
a Péchantillon) et donc est induit par le courant circulant. Pour Baranger-Stone les contacts, a
savoir la probabilité que 1’électron soit réfléchi avant d’étre transmis définissant une baisse de
tension, sont inexistants. Pourtant le concept des résistances de contact [26] est connu depuis le
travail de Sharvin [70] sur les points de contact classiques?, et est aussi mis en évidence expéri-
mentalement [71, 72]. (pour plus de détails voir [30]). Aussi, dire que les régions asymptotiques
des terminaux ont le méme comportement que les réservoirs est trop subtil, vu que ces derniers
sont supposés étre parfaits (absence de toute forme de collisions) et donc ne peuvent jamais
atteindre I’équilibre thermodynamique.

C’est ainsi qu’on déduit qu’en fait Baranger-Stone effectuent les calculs dans les réservoirs
(et donc en incluant les contacts) et recours a la région asymptotique pour une solution dans
le cadre de la théorie de diffusion.

Pour ce qui est de notre cas, afin de définir 'opérateur densité dans le point de vue de Kubo,
la limite du régime stationnaire doit étre considérée attentivement relativement & la situation
physique étudiée. L’'inverse d’un opérateur différentiel ne peut étre déterminé qu’aprés avoir
spécifié les conditions limites. Une maniére pour procéder consiste & ajouter une partie imagi-
naire infénitisimale au Liouvillein £. Dans notre cas, ceci correspond a considérer la limite du
régime stationnaire au niveau de I’équation (2.16) aprés inversion de sorte que o' = lim,_,o+ 9(s)
converge (borné) :

=

) 1
= 51_1>I(§1+ s+l [, pol. (2.17)

Le terme is ajusté & £ définit les conditions aux limites (ici I'effet des réservoirs) qui se mani-

81 . . L - - N . . . . .
Limite extrapolée & de faibles fréquences w — 0 aprés avoir pris § — 0. En effet, un circuit fonctionne en
régime continu si les tensions sont indépendantes du temps.
9 . L, . . . A s
Ce demier a défini le contact comme un trou qui se forme entre deux gases de Fermi de densités différentes.
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festent par les contacts [31]'°. Ceci est équivalent d’un point de vue technique & Pintroduction
d’un terme en s9(s) d’amortissement & la main au niveau de I’équation de Von Neumann comme
'a suggéré Lax [73]. Celui-la schématisera l'effet des réservoirs sur ’échantillon et conférera a
ce dernier une évolution irréversible!!. En faisant de la sorte, il est évident que les grandeurs
physiques de I’échantillon qu’on calculera, comme les coefficients de transport, tiendront compte
de 'effet des contacts.

En revanche, si nous considérons la limite s — 07 avant d’inverser (2.16), le terme en sp(s)
s’annule et 'opérateur densité qui en découle :

—i 1

peut diverger pour des états de méme énergie ou pour des états identiques (|Vq) = |Vg)) car
le commutateur [w, Po]ag ne s’annule jamais en présence d'un champ magnétique (voir sections
suivantes). Pour y remédier et éviter la divergence de ¢!, la limite du régime stationnaire doit
donc étre prise aprés avoir inversé. Ceci différe de ’hypothése de la non dégénérescence des
états [50, 52] qui assure ’élimination des états de méme énergie en considérant le bon ordre des
limites, régime stationnaire et systéme trés grand a chaque fois qu’il est nécessaire. Cependant,
ici la divergence est éliminée en incorporant les conditions aux limites (traduisant Ueffet des
contacts), i.e. en inversant 'opérateur is + £ avant de prendre la limite du régime stationnaire.

Ainsi par o, (2.17), nous définissons 'opérateur densité du type Kubo et non pas Uopérateur
densité Kubo puisqu’il est exprimé en terme du potentiel induit & l’intérieur des terminaux et
leffet des réservoirs y est inclu. En effet, quantitativement, les contacts ne peuvent étre maniés
comme en heuristique car la théorie de diffusion incite un développement dans les régions
asymptotiques des terminaux. C’est pourquoi Baranger-Stone [16] et d’autres [14, 15, 55] ont
opté pour l'idée qu'un terminal infini est équivalent & un réservoir, alors que Landauer stipule
que quelque soit sa longueur un terminal ne peut jamais représenter un réservoir [41]. Ainsi

nous déduisons que Baranger-Stone ont en fait tenu compte des contacts dans leurs calculs ce

" inverse d'un opérateur différentiel ne peut étre sp écifié qu’apres avoir tenu compte des conditions aux limites
imposées. Une maniére d’incorporer ses conditions dans 1’équation Von Neumann elle méme incite d’ajuster une
partie imaginaire infinitésimale is & L,i.e. £ + is.

"autrement, au niveau de Iéquation (2.16), Laplace-Carson ot Kubo avec une perturbation graduelle sont
équivalentes d’un point de vue technique a l'idée de Lax.
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qui leur a permis de dériver une formule de magnétoconductance du type (1.64).

2.4 Opérateur densité dans ’approche de Landauer

Comme il a été stipulé au préalable, selon Landauer la mesure s’effectue a l'intérieur des
terminaux en excluant les contacts. Pour éliminer les contacts du calcul de 'opérateur densité
solution de (2.16), sans négliger le role des réservoirs dans ’établissement du régime stationnaire
et 'assurance de la dissipation [60] conformément & Landauer, nous devons étre plus vigilants
puisque 'ordre des limites pose probléme dans tous calcul microscopique.

Pour cette fin, nous utiliserons une technique basée sur la projection de I'opérateur densité

sur I'espace engendré par les états propres de I’Hamiltonien libre.

2.4.1 Technique de projection

Puisque le potentiel électrochimique w(r) est directement lié & I'existence des impuretés, et
donc & V (r) potentiel borng, il est borné.

C’est cette seconde propriété du potentiel électrochimique w(r) va nous permettre d’appli-
quer la technique de projection. Celle-ci consiste & séparer tout opérateur borné en la somme
d’une partie diagonale et d’une autre non diagonale [74, 64, 18]. Elle a été utilisée dans plusieurs
domaines de la physique statistique et constitue un outil mathématique trés puissant pour sé-
parer les équations différentielles régissant 1’évolution de la dynamique compléte d’un systéme
en 'évolution d’une partie jugée pertinente et une autre non pertinente [67]. En ce qui nous
concerne, comme le montre ’'Hamiltonien du systéme, le but est de chercher 'opérateur den-
sité régissant la statistique des électrons de conduction en présence d’'un champ magnétique
uniforme dans le point de vue de Landauer.

Donc, soit M un opérateur défini et borné dans un espace de Hilbert, et {|¢,)} une certaine
base de cet espace. En utilisant la relation de Fermeture > [¢;) (¢;| = 1, M peut étre représenté

K
par

M =" |6:) (4] M]dy) (9] (2.19)

]

En séparant la double somme en une somme sur les indices identiques et une autre sur les indices
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différents, i.e. > = > + >, I'opérateur M est alors séparé en deux opérateurs, diagonal My
ij i=j i#]
et non diagonal Mpq dans la base {|¢;)}, tels que

My :Z|¢z><¢z|Mu et Mﬂd:;|¢z><¢]|Mz] (220)
i Py

Ainsi 9(s) (opérateur borné) peut étre représenté dans la base propre de 'Hamiltonien n°

comme suit

0(s) = 2a(s) + 2nals), (2.21)

avec les indices d et nd désignent respectivement les abréviations diagonale et nondiagonale,

tels que

2a(s) = Pols) = |pe) (we| (pe|2(s) e » (2.22)
3

Ona(s) = Q0(s) =Y |ee) <<p§f <‘P§’/Q\(5)‘<P§’>- (2.23)
£#¢

La procédure est accomplie avec 'aide des superopérateurs de projection P et O, respective-
ment. Ces derniers agissent, dans ’espace de Liouville total, sur ce qui est & leur droite, et
réduisent tout opérateur de cet espace a sa partie diagonale et non diagonale, respectivement.

P et Q satisfont les propriétés suivantes :
P’=P, F=Q  PQ=QP=0 e P+Q=1I, (2.24)

et 7 est le superopérateur identité.
La projection de (2.16) sur 'espace de Liouville diagonal et non diagonal, nous permet

d’obtenir les deux équations couplées suivantes

50a(s) + P LG4 (8) +TPL Dnals) +iPLs(5) +iPLDyals) = ;7;73 [w, po], (2.25)
50na(s) +1QL724(s) +1QLBya(5) +1QL24(s) +1QL Brals) = T Qlw,po] . (2:26)

60



avec L0 et £ sont les superopérateurs de Liouville associés respectivement a h° et V, i.e.
L0 0= [ho,o] , Lle=—[V,e], tels que L+ L'=L. (2.27)

Les équations (2.25) et (2.26) peuvent étre simplifi¢ davantage. En effet, puisque 0(s) est borné,
£%(s) est forcément non diagonal. D’autre part puisque V(r) est borné, £10,(s) et £%,q(s)

sont non diagonaux. De 1a, on déduit que
L%(s) =0,  PL%(s) =0, QLG(s) =L'Da(s) et QL Bpals) = L7%na(s).  (2.28)

En combinant (2.28) avec (2.25) et (2.26), ces derniéres se mettent sous une forme plus appro-

priée comme :

() +PLBls) = TP Lwpl, (2,29
Bals) +I(L0+ QLYDa(s) = ~iL'u(s) ~7 Qlwspo). (2.290)

La combinaison des équations (2.29a) et (2.29b) ensemble, permet de déduire que 0,,4(s)
vérifie
—1
s+il

7

{(5 +iL") Ba(s) + [w, Po]} ; (2.30)

@nd (S) = h

et se simplie davantage dans la limite du régime stationnaire en

lim 9,,4(s) = — lim
s—0+ Qnd( ) s—0t S +7/£

{020+ oo} 231)

apres avoir pris lim, o+ s94(s) = 0. Cependant, en suivant le méme raisonnement que pour
Popérateur densité ot (2.17), le terme s9,,4(s) dans (2.31) doit étre conservé avant d’inverser et
donc avant de prendre la limite du régime stationnaire et ceci afin d’assurer la convergence de
la partie non diagonale de 'opérateur densité. Ceci traduit, conformément & I'idée de Landauer,
I'importance des réservoirs dans ’établissement de la dissipation, et conséquemment le régime
stationnaire et I'irréversibilité!2. Ainsi, on conclut & ce niveau que la condition de convergence

qu’il faut dégager a chaque fois qu’il est nécessaire, consiste & ajuster un terme en ¢s & £ pour

12 . . . .
L’existence des réservoirs est un concept essentiel dans les arguments de Landauer [60].
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pouvoir définir I'inverse de ce dernier [31].
Quant & la nullité du terme en sg,4(s) dans la limite du régime stationnaire, en relation avec la
formule de la conductance déterminée en I’absence d'un champ magnétique [64], nous estimons
que c’est ce terme qui traduit quantitativement 1’effet des contacts. L’élimination de celui-la en
régime stationnaire est équivalente a travailler avec ’approche de Landauer.

En régime stationnaire g,(s) et 9,,4(s) convergent vers lim,_, o+ 04(s) = Qé’ et limg o1 0,4(s) =
QTle, respectivement, définissant ainsi les parties diagonale et non diagonale de I'opérateur den-

sité dans 'approche de Landauer. De ce fait, il vient que

] 1
Lo _ L 1,0, 2 ‘
1
PLYow = —5P[w,pd- (2.32b)

La combinaison de ces deux la, permet de définir I’équation maitresse décrivant I’opérateur

densité diagonal

i 1
Aol =—=1i 1—ich : 2.
04 Jim 7’{ o w} [w; po] (2.33)
A représente le superopérateur Master (collisionel) exprimé en terme du Liouvillien total £
comme suit
1
A = lim PL'——L'P. 2.34
si%i & s+1L & (2:34)

L’action de A sur tout opérateur diagonal X se traduit par

AX = ) |oe) (e| (AX)ge
c

= D 10e) (el Weesec Xeos (2.35)
&

avec (A)gg/c est la représentation tétradique du superopérateur Master A [18, 39].

Nous avons donc obtenu une équation maitresse indépendante décrivant la partie diagonale
de l'opérateur densité et une équation dépendante décrivant la partie non diagonale de I'opéra-
teur densité, dans I'approche de Landauer, respectivement. Avant la résolution des équations
(2.32a) et (2.33) pour obtention des opérateurs densité diagonal et non diagonal tous deux

pertinent en présence d’un champ magnétique, nous montrons qu’il est possible de proceder
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autrement pour mieux simplifier les calculs.
En effet, en s’appuyant sur les résultats précédents, Qﬁd dans (2.32a) peut s’écrire en terme

de 'opérateur densité o', (2.17), comme
L 1

=0 — lim
Ona = 0 s—0t s+ 1L

Lok (2.36)

En sus, puisque dans le régime stationnaire o’ est donné par la somme des parties diagonale et
non diagonale,

oF = o+ ok (2.37

en ajustant alors un gé’ de part et d’autre & I’équation (2.36), nous déduisons que I'opérateur

densité total dans le point de vue de Landauer est donné par

ol =o' + 0%, (2.38)

ol
SC_ oL _ ? 1L 9 39
o =g - lm L (2:39)

Le superscript (SC) signifie que o” est calculé de maniére self-consistante, rendant ainsi
lopérateur densité total dans Papproche de Landauer (2.38) self-consistant.

Physiquement, 0%¢ traduit V'effet des contacts qui devrait étre supprimé de o' de sorte que o
correspondera réellement au point de vue de Landauer [75, 76, 77] (voir chapitres 3 et 5).

Ce résultat éminent est au coeur de ce travail. En effet, nous montrons pour la premiére fois
que la différence fondamentale (liée aux contacts) entre I’approche de Kubo et celle de Landauer
se manifeste au niveau de I'opérateur densité, lui-méme, nécessaire pour 1’évaluation de toute
grandeur physique.

Cependant, ’évaluation de o nécessite d’expliciter le terme en ¢°¢, exprimé a son tour
en fonction de gg. Mais comme A ou Agﬁ dépendent du Liouvillien £, et par conséquent
dépendent a la fois des états propres de h et k9, le calcul de Qé’ s’avere difficile dans ce cas.

Heureusement, dans notre cas la solution est possible. En effet, comme il a été stipulé,
un bon modele pour les systémes mésoscopiques doit tenir compte de leurs caractéristiques

essentielles ; en particulier, il faut faire ressortir la propriété du transport par transmission [10].
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Pour ceci, nous allons transformer les équations (2.33), (2.38) et (2.39), pour les adapter a la

théorie de diffusion.

Théorie de diffusion

Rappelons d’abord quelques résultats essentiels de la théorie de diffusion [78, 79] que nous
allons adopter au long de notre développement.

Puisque nous nous intéressons & la diffusion par ’échantillon désordonné, ot les électrons
seront transmis ou réfléchis, mais jamais capturés, nous supposons que V(r) ne posséde pas
d’états liés. Ainsi & chaque état propre \g%) de I'Hamilonien libre h° correspond un état de

diffusion |wi¢t> de méme énergie e¢ tel que :

Rloe) =eeloe),  hlvE) = eelvf)- (2.40)

|1/12'> et \1/{) représentent respectivement les états de diffusion entrant et sortant qui foment

deux bases complétes orthonormeées :
(glg) =0, o6 Y || = 1. (2.41)
¢

On montre que les \wgi> sont reliés aux |¢g) par les relations de Lippmann-Schwinger [79] :

WE) = lpe) +GETVIvE), (2.42a)

We) = lee) +GE VIvg), (2.42b)
ou de maniére équivalente par

WE) = lpe) + GEV]e), (2.43a)

[he) = lee) + Ge V), (2.43Db)

ol th et Ggi sont les opérateurs de Green usuels!?, avancées (—) et retardées (+), correspon-

13 : - . . e
la fonction de Green décrit la propagation d’un électron entre deux sites a l'intérieur d'un conducteur.
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dants aux Hamiltoniens h and h°. Ces opérateurs sont définis respectivement par

1

=
Gg = e _hiit (2.44)
1
0+ _
Gg = —nghoiiOJr’ (2.45)
et vérifient
Gét = Ggi + GgiVGi, (2.46)

tel que (th)+ =G{.

2.4.2 Expression explicite de ¢

Pour une forme plus explicite de (2.39), considérons tout d’abord le second terme a droite

de I’équation (2.39) et dénotons le par ¢ :

[ B 1 L
o = zs£%1+ . i££ 04 - (2.47)
1
Sachant que of =3¢ [¢¢) (¥¢| 0f¢ (en utilisant la définition (2.22)) et L!X = r [V, X], il vient
que
o= 4 lim 1 V. Z o) (¢ |QL]. (2.48)
his—o+ L—is™ : §AATEIEE

En utilisant les états de diffusion comme les états propres de h (2.40), la décomposition spectrale
du commutateur [V, Zg |<p$> <g05} Qé} s’écrit dans la base des états de diffusion sortant comme
N ILZY) <\Il;\ (U] [V, > [we) (e Qé} |\I/Z§> D’autre part, en réprésentation tétradique, le

superopérateur L, (A.6), s'écrit

1
ﬁaﬁlffl = E (Ea — 5/@) 5@5(55£’, (249)
tel que par itération, on a
L 71 m—— S Y (2.50)
OF L' @/ F €a —ep — 0t /A TBT ‘
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Par substitution de cette égalité dans (2.48), ¢ s’écrit dans la base des états de diffusion sortant

comme

=-2 |w) (Tl P [<‘I’+|V\S@§ el U5) — (¥ \905><905|V|‘1’E>}- (2.51)
€ap

Parmi les techniques proposées pour la simplification de termes semblables, on a choisi de
proceder ainsi.

En effet, comme = G;|\I/Z§>, avec G, est la fonction de Green retardée

1
—\II+
Ea—sg—i0+| 8!

G, =—>——, en déplacant le facteur aux endroits appropriés dans (2.51),

€q —h — 01’
il découle que

€a —ep— 10T

=7 ) (W ok [(WE| Vi) (el Gal W) — (WX o) (welVERIWE) . (252)
£ap

En utilisant maintenant l'identité (2.46) (G; = G% + G%VG) tout en l'insérant dans le

premier terme en facteur de Qgg a droite de (2.52), sachant que GY~ commute avec le projecteur

pe) (el il vient que

(UL Viee)(oelGal®3) = (WL | Vige) (el Ga™ [95) + (T | Ve (pelGaV Gl ¥)

(UL VGO el (pe| V) + (UL VGO o) (0e|V G [U5).

(2.53)
En reportant (2.53) dans (2.51), on obtient
Jd = —§Zﬁ|‘1’2> (U0t {<\I’$| VG |e) (el U ) (U [pe) (e VG |9)
(UL VG lpe) (el VG 1) } (2.54)
Compte-tenu de l'identité (U} VGO~ — (UF| = (p,|, la sommation du second et dernier
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terme dans I'équation (2.54) donne

{(2¢me) + (3¢me)} termes dans (2.54) = [(UF|VGY — (VL] |0e) (0| V G |9F)
= —~{@alee)pel VG| S)
= —5a§<wsV‘PE>m
= —%(%V‘I’Em
= (pelpa) el GHTVITE), (2.55)

ot nous avons utilisé la définition de G, le fait que (p¢|p,) = d¢q et conséquemment 55015(1—_5:3% =

5gam. En substituant enfin (2.55) dans (2.54), nous obtenons

d ==Y dkelpe) (el Y W) (WE[ WENWS| + ) oke > | V) (W [0¢ades,  (2.56)
I3 af £ af

qui s’écrit encore sous forme plus compacte comme

d = =0k + D 1T (W ok (2.57)
3

La combinaison de (2.57) et (2.39), permet de déduire que

0% = W) (U |k, (2.58)
¢

est une projection des éléments diagonaux de 'opérateur densité o* (dans la base de h°) sur

I’espace des états de diffusion sortant.

2.4.3 Expression finale de "

Revenons sur I’équation de départ (2.38). Par substitution de (2.58) dans cette derniere,

nous obtenons ’équation qui est au coeur de ce travail

ot = 91+Z‘\I’§> <\I’§‘ 0k (2.59)
e
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ou les éléments Q§L§ vérifient (2.33), dont Pexpression explicite sera déterminée tout de suite.
Ainsi, (2.59) définit Pexpression de I'opérateur densité dans le point de vue de Landauer o”

en présence d’'un champ magnétique uniforme statique et d’intensité arbitraire [80]™.

2.5 Expression explicite de of

Nous nous intéresserons ici a la dérivation des expressions explicites de 'opérateur densité QdL
et du superopérateur A dans la base des états de diffusion en présence d’'un champ magnétique
B. En fait, ces deux-1a garderont, comme nous allons le voir, la méme forme dérivée en I’absence
du champ magnétique [64], avec la seule différence que maintenant les états de h et h® dépendent
de B. Nous présenterons briévement dans cette section les étapes essentielles du calcul. Pour ce
faire rappelons d’abord 'expression de 'opérateur densité de courant en présence d’un champ

magnétique.

2.5.1 Opérateur densité de courant

A cause de I'existence des impuretés, le mouvement des électrons & I'intérieur de I’échantillon
mésoscopique n’est pas invariant par translation. L’opérateur densité de courant en un point r’

du volume 2 = LS en présence d’un champ magnétique s’écrit

i) [(p—eA)d(r—r)+6(r—r') (p—eA)]. (2.60)

- 2m*

Introduisons, afin de simplifier la notation, 'opérateur différentiel (gauge-invariant) D = p—

eA. L’élément de matrice de la densité de courant dans toute base {|c)}, s’écrit

Jas ) = 5 (o) Dfr|5) (2.61)

>
ou D est un opérateur antisymétrique de dérivée a droite et & gauche défini pour deux fonctions

arbitraires f (r) et g(r) par

g

f@)Dg(r) = f(r)Dy(x) - g(x)D* f(r) = —g(r) D*/(r). (2.62)

"Le champ magnétique peut étre faible (voir chapitre 3) [81] ou intense (voir chapitre 5).
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Par ailleurs, la divergence de jog(r) est donnée par :
V- jus(6) = 9= V- [{a]r) D(r]5) (2.63)
“Jog = om*i A > | > .
Dans la base des états propres de h°, on montre que la divergence (2.63) s’écrit
. e .
Y -faat) = 7 (e — 2s) gk (ros(r), 2.60)
et dans la base des états de diffusion, elle s’écrit
. e .
V- ias(r) = (8o ep)(Va (1) U5 (r). (2.65)

2.5.2 Expression formelle de oY

En suivant un calcul semblable & celui adopté dans la dérivation de oS¢ dans la base des
états de diffusion, on a de prime abord [w, gy] = > .5 V) <\I’g| (U [w, po |‘ll;§> On montre,

apres quelques manipulations algébriques [64], que

s—0+

lim p{l_wlsjw}[w,pd - ;¢5><¢g|§[w,p01aﬁ{<sa§|wz><\vg|sog>
1

— (el VIZEN(WFl0e) — (el TN TE VIR }-
(2.66)

En adoptant les mémes techniques élucidées au préalable, le membre de droite peut étre simplifié

davantage [64] en :

Agk == lim P{l—iﬁl

s—0+

— ﬁ} .l = 36O [0 2.0
En outre, utilisons la technique de la décomposition spectrale de pg(h), qui a laide de la
distribution ¢ de Dirac, py(h) peut sécrire sous forme d’une décomposition spectrale comme
suit

—+00

po(h) = depy (€)é(e — h), (2.68)

—0o0
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ou comme suit

+o0 —+o0 dr .
wi) = [ demie) [ R (2.69)

—oo oo 2T

Par ailleurs, I'utilisation de I'identité de Kubo, qui défini le commutateur d’un opérateur quel-

conque (ici w(r)) avec e =" en terme de ce méme commutateur avec 'Hamiltonien h [9] :

)
[, 6] = / dte =T, ple—ht, (2.70)
0

permet aprés quelques manipulations algébriques, d’exprimer 1’élément de matrice de ce com-

mutateur comme suit
PolEa) — PolE

E s (2.71)

[wr Po]aﬁ = -

Mais puisque V(r) et w(r) commutent entre eux (puisqu’ils sont tous les deux fonction de la

position) de méme que A(r) et w(r), on montre que

hw) = 5[0~ cA) [p,u]+[pw] - (b cA)
= ;&h (P —€A)-Vw+Vuw - (p —eA)]. (2.72)

Par ailleurs, Uopérateur Vuw(r) peut étre exprimé comme : Vuw(r) = [, dr'é(r—1') V'w(r’) avec
w(r’) est la valeur propre de 'opérateur potentiel électrique au point ¥’ et  est le volume total
de la structure (échantillon + terminaux). Par Substitution de cette expression dans (2.72), et

en utilisant la définition de 1'opérateur densité de courant (2.60), on montre que

[h,w] = _Qi_TZ* dr'V'w(r')- [(p— eA)d(r — ') +6(r — ') (p —eA)]
o}
_ 7%1 dr'j(r') - V'olr'). (2.73)
Q

En reportant (2.73) dans (2.71), on déduit que le commutateur [w, pyl, 5 est défini en terme de

I'élément de matrice de Popérateur densité de courant (2.61) comme suit

iy = ~ LA [ 150 9 i), .1)
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Puisque dans (2.67) [Pa) = |¥g) =¥, ), on conclut que

Aok == Sleallediiee) [ i) V'ute), 2.75)
z Q

Opg(e)

avec pz) (55) =73 est la dérivée par rapport a I'énergie &¢ de la fonction de distribution de
3
Fermi-Dirac py(e¢) et jgg(r/) est I'élément de matrice diagonal de 'opérateur densité de courant

dans la base des états de diffusion entrant ; i.e.
Jee(r) = (T ()W), (2.76)

L’intégrale de volume a droite de (2.75) peut étre transformée en une intégrale de surface selon

le théoréme de Green Osthogradski. En effet,
/ i) V(') = / &'V (G (r)) — / o) (V' ig).  @77)
Q Q Q
Mais comme V' - jg(r') = 0 (nous pouvons le vérifier a partir de (2.65)), il découle

A i () - V'w(r') = ]g as’ - (il )yul)). (2.78)

on S'est la surface engendrant le volume €.
Par substitution de (2.78) dans (2.75), on déduit que g% vérifie en régime stationnaire

I’équation maitresse formelle :

Adf == Y leed(eelonteo) a8+ (iggut). (2.19)
3

valide pour une structure a deux terminaux.

2.5.3 Evaluation du Superopérateur Master A dans le cadre de la théorie de

diffusion

Il convient ainsi de connaitre la forme explicite de action du superopérateur A (dont les

propriétés sont présentées dans 'annexe B) sur un opérateur diagonal X. En effet, on montre
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aprés un calcul fastidieux dans la base des états de diffusion [18, 67], que dans la limite du

régime stationnaire A s’écrit en représentation tétradique comme
21 4\ |2
(Maajcc =7 > 0(ee —a) [{we| V [Wd)[" 0o —dec], (2.80)
13

ou V est le potentiel d’interaction avec le désordre. Parmi ses propriétés (voir annexe B) citons
que le superopérateur A est défini semi-positif. Ceci étant, la valeur propre zéro n’est pas exclue
de son spectre 19

Dans la théorie de diffusion, I’élément de matrice du potentiel d’interaction électrons-
impuretés entre un état |¢) de h? et un état [UT) de h définit opérateur de transition dénoté

T. Les éléments de matrice de ce dernier sont donnés par

Tas = (vl T]eg) = (0al VITF). (2.81)

Comme la forme de V n’est pas explicite, dans le calcul de Tog on a juste besoin d’utiliser le
fait que V est donné par la différence entre 'Hamiltonien h et A : V = h — h0. Ainsi 1’élément

de matrice (2.81) s’écrit
<9004|V|\I]?3_> =é&s <90a‘\112§> _<(Poz|h0|\ljg>’ (2.82)

car h|\IIE> = 55|\I/E>. Par application du théoréme de Green au niveau de (p,| h0|\I/Z§>, on

montre aprés quelques manipulations algébriques que

Tas = (55 —2a) (20l WE) + f a5 - 1, (0) D W (x). (2.83)

S

]{S est lintégrale étendue sur toute la surface S de la structure, ie. ¢g = fSR — fSL’ ol Sy et
St sont les surfaces des terminaux droit et gauche, respectivement. Cependant, les contraintes

sur les fonctions d’onde liées au confinement assurent que seules les surfaces perpendiculaires a

YDans un calcul perturbatif de I'inverse de cet opérateur, on suppose souvent travailler dans un sous espace
de Liouville ne contenant pas I'état propre correspondant a la valeur propre zéro de sorte que A est toujours
défini positif [39].
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I'axe = (axe de propagation du courant), contribuent aux régions asymptotiques'S.

Pour des énergies égales eg = £ = ¢, (2.83) se réduit a

e n? ERTTARE o
=g 8- DY), (2.8
S

ol on indexe par € les transitions qui s’effectuent entre états de méme énergie.
Ainsi, en insérant (2.84) dans (2.80), Aan/sp Peut s'écrire en terme de 1’élément de matrice

de 'opérateur de transition T3 comme

2
Aaasps == > " dee — €a) [ Teal* (050 — besl - (2.85)
3

En sus, en utilisant (2.35) pour X coincidant avec g%, il vient que
27 2
Agé‘ T Z“Po) <@a|25(5§ —¢€a) |Teal [(QdL)aa - (95)55} : (2.86)
o 3

2.6 Valeur moyenne de la densité de courant

Dans le régime stationnaire et dans 'approche de Landauer, la valeur moyenne de la densité
de courant en un point r en présence d’un champ magnétique est donnée par la trace du produit

de 'opérateur densité de courant j(r) par 'opérateur densité o
J(r) = Tro%j(r) = I (r) 4+ I5(r). (2.87)

La séparation en J* (r) et J5¢(r) est introduite uniquement pour la simplification des calculs

(voir chapitres ultérieurs). Les valeurs moyennes de ceux-ci sont données par

Jr) = ) o4pisalr), (2.88a)
of

I€w) = D 0fFisalr) = ok (). (2.88b)
af £

16 L. .
Sdans ces régions les ondes évanescentes s’annulent.
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2.6.1 Conditions de conservation

Pour déterminer les conditions de conservation du courant électrique dans le cas statique
(dc), nous avons & montrer que la valeur moyenne de la densité de courant en présence d'un
champ magnétique B, est constante dans P'espace et alors que V - J(r) = 0.

De prime abord, (2.65) définit que la divergence des éléments diagonaux du vecteur densité
de courant dans la base des états de diffusion sortant est nulle : V -jg%(r) = 0. Ainsi, (2.88b)

permet de conclure que la divergence de J¥¢(r) est nulle : V - J°¢ (r) = 0 et par conséquent que
V.-J(r) =V -Jr). (2.89)

Donc reste & montrer que V-J(r) = V-J!(r) = 0. Pour ce faire explicitons (en suivant la
méme démarche de Barnger-Stone [16]) 'expression de J'(r) (2.88a) en effectuant la trace dans

la base de h définie par (2.8). Pour ceci, dans le régime stationnaire o} 3 est donné par

—q 1
Q}w:—z lim

B 50+ [w7 p(]]aﬂ ) (290)

s—f—%(ea —e3)

qui s’écrit sous forme plus explicite en tenant compte de (2.74) comme

1 1 o) — .

Qaﬁ - = lim : po(ea) — poles) dr’ (.]aﬁ(r/) -V’w(r’)) , (2.91)

€ s—0+ ? Ea — €8
5+ %(sa —e3)

Par substitution de (2.91) dans (2.88b), la valeur moyenne de 'opérateur densité de courant,
reliée au champ électrique eE(r') = —V'w(r') par 'intermédiaire de la conductivité non locale

o(r,r'), Sécrit

1 o
J(r) =2 /dr' o(r,r’) - V'u(r'), (2.92)
Q
avec
Frr) =~ lim 3" — L Po(Ca) = A0lEs) 5 ) 50 0), (2.93)
s—0+ L o Ea — 5ﬁ
aB s+ h(sa £3)
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est symétrique par permutation de r et r’. Sachant que dans la limite du régime stationnaire :

1
lim —————— = 1(eq — P , 2.94
0 st5(ea—€p) mo(Ea —&5) T (504755) (2.94)
ou P(:]_E—ﬁ) définit la fonction partie principale, il vient que
F(r,r’) = — Z 7T(5(8 — EB> — ZP( 1 ) p0(€a> — pO(Eﬁ) j B(IJ) jﬂ (I‘) (295)
@ €a —EB Ea — €5 @ @

of

Il est important de souligner & ce niveau que la conductivité (2.95) est du type Kubo-Greenwood
[82] mais généralisée!”. Elle est définie en terme des éléments de matrice de l'opérateur densité
de courant a I’équilibre et par conséquent des propriétés du systéme a I’équilibre. En particulier,
en I'absence d'un champ magnétique dans la théorie (B = 0), la densité de courant change de
signe par renversement de temps : jo5(r') = —jr -, (r') ot 7o est I'état obtenu & partir de «
par renversement de temps. Mais comme j(r') est hermitique, il vient que la partie principale

(résultante de lim, . est identiquement nulle. En ce sens, la conductivité est

)
s+7(eq—cp)
définie en terme de la fonction d-Dirac sur les énergies de sorte qu’a la limite d’une température
nulle, celle-ci est donnée par les états a I'énergie de Fermi [15].

Ainsi, la divergence de la densité de courant se présente comme suit

1 1 a) — . :
V.-J(r)=— lim . /(o) f(EB)V~Jﬁa(r)/dr'V'w(r')~ Jap ("), (2.96)
€ s—0+ 2 Ea —EB
ap s—i—h(ea—ag) o
avec € est le volume a I'intérieur duquel le champ eE(r') = —V w(r’) est non nul. Ce dernier

s’annule dans les régions asymptotiques auxquelles on a associé la définition des potentiels
constants w;.

Par suite, I'intégrale de volume dans (2.96) peut étre explicitée en

—/dr’ (V'w(r') - jas(r)) = /dr'V'- (w(r') jas(r’)) —l—/dr’w(r') (V' jap(r’). (2.97)
Q

Q Q

17 o . . ; . . . -
Comme il a été mentionné aupréalable, en plus du terme en §-dirac sur les énergies, dans un champ magné-
tique dans la théorie, la conductivité dépend aussi de la fonction partie principale sur les énergies.

75



Pour le méme argument utilisé dans la formule (2.77), la premiére intégrale peut-étre transfor-

mée selon le théoréme de Green Osthogradski en une intégrale de surface (voir [16]) :

n=

2
/ @'V - (e Yjoplr :Z wn / dSi jos(tl) - e (2.98)
& 8,

tel que X; s’é¢tend & l'infini afin de modéliser les régions asymptotiques.(Moyennant certaines
considérations mathématiques en relation avec la théorie des distributions, Baaranger-Stone

(annexe B dans [16]), ont montré qu’aux régions asymptotiques avec B champ magnétique

arbitraire :
. - . A~
lim Sea) — f(es) dS; jop(xi) -Xi =0, (2.99)
X;— 00 Ea — Eﬁ Si

tel que X; est le vecteur unité paralléle au terminal ¢ = L ou R, S; est la section des terminaux
gauche ou droit au point X;, et €2 est la région finie bornée par S;. Autrement dit, (2.98) ne
contribue pas dans (2.97).

Il convient a ce niveau de souligner que le calcul des deux intégrales (2.77) et (2.97) semble
a premiére vue posé probléme. Il se trouve que le terme de surface s’annule dans (2.77) et non
pas dans (2.97) [83]. Ce probléme est en fait lié¢ & Pordre des limites considéré. Les limites du
régime stationnaire (s — 07) et thermodynamique (systéme trés grand € — oo) doivent étre
prisent attentivement. En effet, dans le terme de surface dans (2.77), la limite 2 — oo est prise
avant la limite du régime stationnaire d’ot la nullité de ce dernier. Quant au méme terme dans
(2.97), la limite stationnaire est plutot prise avant la limite 2 — oo ; c-a-d l'inverse [84].

Ainsi, en combinant les équations (2.96), (2.97), (2.98) et (2.99) ensemble, il vient que

V.-J(r)=— L lim Zfso‘ —fes) 1 aeﬁ)V-.i,@’oz(r)/dr’w(r,)(V, “Jas(r)).

€ s—0+ —eg  s+7(ea— J
(2.100)
Tenant compte de (2.94), et de la définition de V-jgq(r), (2.63), & lalimite du régime stationnaire
V - J(r) s’écrit

VI = g S frien o) — P M) — S HTa) [druld) (T Jus ).
af Q

(2.101)
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A cause du facteur [f(eq) — f(e8)], le terme en produit de §(eq — ) s’annule immédiatement,

et seule la partie principale reste pertinente

{

V3w =2 3 [fea) - £e5)] P f Y5 ()0 / dw()(V' jas (). (2.102)
Q

e e
af @

En insérant encore une autre fois I'expression de V' - j,5(r’) dans cette derniére équation, on

obtient
V) = -3 () — e P U () 0(r) / A w0 () (1) — <)
af
|
- 3 [F(za) — F(e5)] W5 () Wa(r) Q/drw )04 (), (2.103)

ol xP(-ﬂlc) =1
Enfin, la permutation des indices de sommation [ et a dans le terme en facteur de f(eg),

permet de montrer que

V) = Y S
B

{w;;(rmm / e w(x) W (1) W () — W (1) W (1) / dr'w(r')%(r’)xva(r')}
Q Q

= 3 Y [ i) [ AR BB o) — T (00T W ().
« Q
(2.104)

apres avoir effectué la limite continue sur 8 : )" — f df. Comme l'intégration sur 5 donne un
B

terme en d (r —r’) (voir relations de fermeture (2.8)), il vient que

V- J(r)

- Z flea /dr w(r')d (r — 1) { Vo (r)Th(r") — U (r)Ta (')}

= 0. (2.105)

C’est a dire que la valeur moyenne de la densité de courant dans le régime stationnaire en
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présence d’'un champ magnétique uniforme dans la théorie est conservatrice dans le point de
vue de Landauer.

De 1a, on peut facilement déduire d’un calcul explicite, les contraintes que doit satisfaire
la conductivité électrique non locale en présence d’'un champ magnétique une fois le régime

stationnaire établi. En effet, de (2.89) et (2.92), il est possible d’écrire

V- J(r) :—/dr’ (V-?(r,r) ) anV / ds! o “Tp=0. (2.106)

Q

Conséquemment, deux contraintes découlent :

V.-or). V' =0, V. [ dSo, ) ¥ =0, aveci=L,R. (2.107)
Si

Rappelons ici qu’en 'absence d’un champ B, le tenseur conductivité non locale est contraint
de vérifier les conditions

V.o r)=V o) =0, (2.108)

différentes et plus subtiles que celles dérivées en présence du champ magnétique B.

2.7 Valeur moyenne du flux de courant

La valeur moyenne du flux de courant définit a travers une section arbitraire S par

- / ds - j(r), (2.109)

S

s’écrit dans I'approche de Landauer et pour la simplification des calculs qui suivront comme
I =Trpli =14 I5C. (2.110)

Ici, le courant I calculé dans I'approche de Landauer coincide exactement avec celui qu’on
calcul par Papproche de Kubo en utilisant les potentiels des réservoirs (voir discussion a la fin
du chapitre suivant). En d’autres termes, le courant reste constant dans les deux approches mais

les potentiels mesurés différent. Cependant, I'* du type Kubo dans (2.110) coincide effectivement
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avec la formule de courant dérivée par Fisher-Lee [15] & partir des potentiels induits dans les
régions asymptotiques mais qui tient implicitement compte de l'effet des contacts avec les

réservoirs adjacents. Dans un champ magnétique aribitraire, I' se présente comme suit :

!

Pt Y u [ [asie (Fauc) -as. (2.111)
©iZLR P

i

ouny = 1et np = —1. D’autre part, I5€ s'écrit
3

La prochaine étape consiste a expliciter les expressions des courants IS¢ et I'. En sus,
comme les intégrales de surface peuvent étre choisie de maniére arbitraire, il est alors possible
(comme nous 'avons signalé au préalable) de les considérer dans les régions asymptotiques.
Par suite, pour discuter le comportement asymptotique des états de diffusion entrant et/ou
sortant donnés par (2.42a)-(2.43b), nous sommes contraint de travailler dans une jauge bien

particuliére.

2.8 Conclusion

Une théorie microscopique permettant la description de 1'opérateur densité dans le point
de vue de Landauer en présence d’un champ magnétique uniforme arbitraire est formulée. Plus
principalement, une solution concréte traduisant quantitativement l’effet des contacts entre
terminaux et réservoirs est proposée.

En effet, en adoptant la technique de projection, nous montrons que le terme en $g(s)
dans 'expression de l'opérateur densité o' traduit 'effet des contacts, d’ott o' est du type
Kubo puisqu’il est exprimé en terme du potentiel induit de part et d’autre de 1’échantillon
mésoscopique. En revanche, la nullité du terme sg4(s), en régime stationnaire, permet la défini-
tion du traitement self-consistant (qui néglige I'effet des contacts) et par conséquent de définir
lopérateur densité dans le point de vue de Landauer.

Ainsi, l'expression décrivant 1’opérateur densité dans le point de vue de Landauer (2.38)
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en présence d’un champ magnétique arbitraire est trés spectaculaire. Celle-ci nous a permis de
déceler la différence entre I'approche de Kubo et celle de Landauer au niveau de 'opérateur
densité, nécessaire pour le calcul de toute grandeur physique. Cette différence qui se manifeste
dans le terme ¢ (lié au traitement self-consistant) confirme, entre autre, I'idée de Landauer
selon laquelle un terminal ne peut jamais remplacer un réservoir quelque soit sa longueur [59].

Nous concluons ainsi qu'une théorie de la réponse linéaire self-consistante est bien incon-
testable & 'opposé des prédictions de Baranger-Stone [16]. Mais, puisque ces auteurs procla-
ment le cas réaliste d’une structure mésoscopique a plusieurs terminaux, il nous est possible
de montrer que l'expression de l'opérateur densité dans le point de vue de Landauer (2.38)
reste crédible. Cependant, dans ce cas I’opérateur densité Landauer diagonal vérifiera 1’équa-

tion maitresse
1 . " .
Ao ==, Sleqleclrico 3 / a5 (Jeelrioie)). (2.113)

avec ¢ est l'indice du terminal. C’est & dire qu’un traitement self-consistant est fiable indépen-

damment du nombre de terminaux considéré.
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Chapitre 3

Magnétoconductance dans le point
de vue de Landauer : Champ

magnétique faible

3.1 Introduction

On trouve dans la littérature plusieurs tentatives de généralisation des conductances de
Landauer (1.52) [10] et d’"Economou-Soukoulis (1.53) [42] & plusieurs terminaux et & I'existence
d’un champ magnétique. Les techniques adoptées par les différents auteurs se limitaient surtout
a l'approche heuristique (méthode de comptage) dans la généralisation de la formule (1.52)
[44], et aussi a Papproche par la théorie de la réponse linéaire dans la dérivation de (1.53)
[55, 84, 17, 85].

Pour ce qui est de la formule (1.53) généraliste a plusieurs terminaux de n canaux en
présence d'un champ magnétique, nous mentionnons le calcul probabiliste de Biittiker [86] et
la réponse linéaire de Baranger-Stone [16] proposés tous deux a la fin des années 80.

Dans leur travail intitulé “Electrical linear response theory in an arbitrary magnetic field : A
new Fermi surface formulation” , Baranger-Stone suggérent qu’une théorie de la réponse linéaire
self-consistante n’est pas du tout souhaitée s’il s’agit d’une structure a plusieurs terminaux. En

définissant les potentiels chimiques développés aux régions asymptotiques des terminaux comme
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étant ceux des réservoirs adjacents, Baranger-Stone estiment avoir généralisé la formule (1.53)
a plusieurs terminaux et plusieurs canaux de transmission en présence d’un champ magnétique
et obtention alors de la formule Landauer-Biittiker (1.64) [12].

En parallele avec la généralisation de la formule (1.53) dans le cadre de la théorie de la
réponse linéaire, d’autres auteurs se sont intéressés a la généralisation de celle de Landauer.
Thouless [66] et Langreth-Abrahamas [65] ont pu dériver & partir de la réponse linéaire une
formule de conductance implicite mais assez complexe des coefficients de transmission et de
réflexion. Celle-ci a le privilége de se réduire a la formule de Landauer dans la limite d'un
seul canal de propagation. Cependant, seule la formule proposée par Biittiker-Imry-Landauer
et Pinha (1.65) dans un cadre heuristique [44] a pu généraliser dans le temps la formule de
Landauer a plusieurs canaux. Une formule certe généralisée mais souffrant de plusieurs incon-
sistances (section 1.4.3) [44, 64]. Aussi, il semble du point de vue de Biittiker!, que ce résultat et
notamment ce travail, est complétement erronné puisque seule la formule (1.53) est mesurable
expérimentalement. Plus particuliérement, en analysant I'invariance de la formule BILP’s par
renversement du champ magnétique, Biittiker-Imry [45] ont montré que celle-ci est asymétrique
(méme en présence d'un flux du type Aharanov-Bohm). Néanmoins, Altshuler-Spivak, en s’ap-
puyant sur I'approche par la localisation faible, ont montré qu’en I’absence d’impuretés mag-
nétiques (sont a l'origine de I’asymétrie) les relations d’Onsager (1.50), pour la conductance,
doivent en fait étre toujours vérifices [3, 31].

C’est ainsi que nous pouvons confirmer que toutes les tentatives pour la dérivation dans le
cadre de la réponse linéaire d’une formule de la conductance & la Landauer généralisée méme en
I’absence d’un champ magnétique, ont échoué et ce jusqu’a ’apparition du travail de Benamira
[18, 64]. Ce travail a permis la dérivation d’une formule plus générale de la conductance dans

le cadre de I'approche de Landauer qui a énergie € est donnée par

Mo
&
=

|
o2 L\i4 L R\I4R
g(g)ZQ }:1 1+_1 [(67) " ]aq + [(t7)"t  aq ?7 (3.1)
)

1 =€
il =l 1 Sl - [

"Lors de sa rencontre a l’école pré-doctorale de physique mésoscopique des Houches en septembre 2001 en
France.
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Rés. SEllw

L

A

F1G. 3-1 — Echantillon mésoscopique en contact avec des terminaux liés a leur tout a des
réservoirs. La structure est soumise & un champ magnétique BZ faible.

avec v, est la vitesse de propagation dans le canal a. La formule de Biittiker-Imry-Landauer-
Pinha [44] représente un simple cas particulier correspondant & supposer qu'une fois le régime
stationnaire établi, le courant qui circule dans chaque canal est constant.

Comme nous I’avons mentionné & la fin du chapitre 2, pour rendre accessible la discussion du
comportement asymptotique des états de diffusion, nous nous limiterons ici au cas ot le champ
magnétique est faible (w.r < 1, chapitre 1), de direction définie B = BZ et considérerons la
jauge de Landau.

Pour une forme plus explicite de 'opérateur densité dans le point de vue de Landauer
(2.38), nous nous intéresserons en premier a résoudre, de maniére exacte, 1'équation décrivant
lopérateur densité diagonal. Pour ce faire, nous adopterons la théorie de collisions permet-
tant d’exprimer les états de diffusion dans les régions asymptotiques en terme des coefficients
de transmission et de réflexion. Dés lors, une nouvelle formule généralisée de la magnétocon-
ductance dans I'approche de Landauer est dérivée. Une comparaison de celle-ci avec celle de
Biittiker et al [12] est établie, 'invariance de cette derniére par renversement de B est démon-
trée, et la limite ot le champ magnétique s’annule est déduite. Pour terminer, une discussion

des résultats obtenus est exposée a la fin de ce chapitre.

3.2 Description

Nous considérons la structure mésoscopique (échantillon + terminaux) soumise a 'action
d’un champ magnétique uniforme B = BZ (Fig. 3-1) et travaillons dans la jauge de Landau telle

que A = —By i.Dans cette jauge les états propres de h° sont donnés par le produit des ondes
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planes dans la direction de propagation Z et des fonctions transverses décrivant le confinement

dans les directions perpendiculaires y et z (chapitre 1) :

Pe(r) = \/L—Leﬂ’““”xdy, z). (3.2)

L est la longeur totale de la structure, et & dénote : le vecteur d’onde longitudinale positif k,,
le canal de transmission a, et la direction de propagation o = =4, i.e. £ = (aky0). La fonction
Xe(Y, 2) = Xak,o (Y, 2) dépendante explicitement du vecteur d’onde k, en présence d’un champ

magnétique, définit la fonction transverse solution de I’équation de Schrodinger réduite

2 2
Dy P
Py (+hkq +eBy)? + P— +—2T;* + Vo(y, Z)] Xe(W,2) = eexe(y, 2)- (3.3)

La forme explicite de x¢(y, z) dépend du choix du potentiel de confinement Ve(y, 2) que nous
n’explicitons pas ici. Celui-la sera pris en considéation dans les calculs en admettant qu’aucun
flux net du courant J(r) ne parcourt les surfaces Sy et S. perpendiculaires a la direction de
propagation T :

/ ds - J(r) = 0. (3.4)
S,.S.

Les fonctions transverses x¢(y,z) sont supposées étre normées [ dydz |xg% (y, 2) 2 =1, mais
elles ne sont pas orthogonales puisque I’Hamiltonien réduit dépend du vecteur d’onde k. ¢ dans
(3.3) représente I'énergie propre & h° correspondante au vecteur propre ‘<p£>. Par conséquent,

les relations d’orthonormalisation et de fermeture sont données dans ce cas par

2—L7r (@ |5) = 0(ka — kb)babdoor, et 2—L7r /décp’g(r)sog(r’) =d(r-1). (3.5)

Nous nous limiterons ici a appliquer 'opérateur densité (2.38) au calcul de la magnétoconduc-
tance dans un champ faible. Défini par le rapport entre courant circulant I, équation (2.110),
a la différence entre les potentiels électrochimiques développés dans les régions asymptotiques

A
—ew , la magnétoconductance dans ’approche de Landauer est alors donnée par

G"(B) = G'(B) + G5¢(B). (3.6)
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La séparation de G¥(B) en une somme de deux conductances est introduite uniquement pour la
simplification des calculs (comme il a été mentionné au préalable)?. G'(B), définit a partir des
potentiels induits dans les régions asymptotiques, est identique & la formule Landauer-Biittiker
qui demeure vérifiée méme en présence d’'un champ magnétique [16, 55, 84]. Cependant, GS¢(B)
qui définit la partie de la conductance résultante du traitement self-consistant, sa détermination
a partir de (2.112) exige la résolution de (2.79) et donc dérivation de o%. Une fois établie et apres
substitution dans (2.58), nous pouvons déduire I'expression explicite de I°C et conséquemment
celle de GSC€.

Soulignons que G~ 1 S¢ peuvent s'écrirent sous forme d’intégrale sur 1’énergie comme
QL’ 1, 8C (B) — /de[f/(e)]g[” 1, SC(&B)7 <3.7)

telles que G+ 1- S€(e, B) définissent les magnetoconductances & énergie €.

3.3 Expression de g}

Dans le cas d'un champ magnétique faible, 'intégrale dans (2.79) se réduit a

7{5 aS. (i~ (r)w(r))g = Aw /S 08 jeelr) = Aw igg, (3.8)

ou ig définit I'élément de matrice de l'opérateur flux de courant dans la base des états de

diffusion entrant :
ige = (Ve 1|¥g ) = /qu- Jee (1), (3.9)

et Aw = wr,—wg ot wr, et wg sont les valeurs du potentiel w(r) dans les régions asymptotiques
tels que wr, # puy et wr # pgp>. Le potentiel électrochimique induit dans une structure soumise
A un champ magnétique faible est indépendant de 1’état dans lequel se trouve 1’électron. Cette
remarque trés fondée traduit que le potentiel mesuré ici est un potentiel moyenné. En outre, la

premiére égalité dans (3.8) résulte du fait que seules les surfaces transversales & T contribuent

*Lidée de séparation de séparation des termes a été adoptée dans plusieurs travaux [14, 16, 77], indépendam-
ment de ’observable considérée.
%3 la limite balistique w(r) est partout constant : wr = wr =constant.
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car le courant s’annule sur les faces latérales. Comme le champ électrique est supposé nul &
Iextérieur de €2, les surfaces transversales peuvent étre choisies arbitrairement en dehors de €.
Par substitution de (3.8) dans (2.79), on déduit que dans le régime stationnaire opérateur

densité Qé’ vérifie I’équation maitresse formelle donnée par

Aw

Adk == )p(h), (3.10)

valide pour une structure & deux terminaux si le champ magnétique appliqué est faible.

Afin de résoudre (3.10), il faudrait simplifier tout d’abord Pexpression de 1'action du super-
opérateur A sur I'opérateur densité gé’, déterminer les éléments de matrice de A en représen-
tation tétradique, traduire ces éléments ainsi que les éléments du vecteur courant électrique
en terme des éléments de la matrice de collision S, et enfin définir I'inverse de A pour déduire
I’expression désirée.

Pour ce faire, rappelons d’abord 1’expression de I'action de A sur X :gg , dont I’élément de

matrice dans la base de h¥ s’écrit

2 2 L L
(Aoi)ee = . > d(ee —ea) [Teal* { ke — 0fa} (3.11)

(03

ou T représente I'opérateur de transition défini par (2.83).

Comme il est apparant, a cause de la fonction §-Dirac, la sommation sur « = (bkyo’) dans
(3.11) est réstreinte aux états d’énergie e, = €¢ = €. Dans ce cas la somme sur « est représentée
par une double sommation sur les canaux et la direction de propagation et sur la composante

longitudinale du vecteur d’onde de sorte qu’a la limite continue :

Z Z I oo h Z Z / _df (3.12)

o/=+

8;, est 1’énergie minimale au-dessus de laquelle le canal b devient conducteur [84], et

1 dea —ih —
= —== = dspis (1) D,
L hdky|._o 2m* Js 5051 (1) D ooy (r) o
h ! e Iy ’
= (0 kw;ﬁ/xi,w(yﬂ) Y Xp.o (U 2) dde) : (3.13)
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est, & énergie fixée, la vitesse de propagation dans le canal b. vy > 0 est dépendante du champ
magnétique [55, 16] mais indépendante de la direction de propagation puisque nous supposons
le spectre d’énergie symétrique par rapport au point d’origine B = 0 (chapitre 1). Ainsi, en

tenant compte de (3.12), il vient que

L 1
(Agg)(akaa)(aka(r) = ﬁ Z Z /;{)d&a(S(E - SQ)
b o'=to

(Qfl/)(akaa)(aka(r) - <Q§)(bkba/)(bkbg')} . (314)

“

T(akaa) (bkyo')

Dénotons désormais par ¢5_ (r) les fonctions propres de h¥ & énergie fixe €¢ = €, qui se propagent
dans le canal a dans les directions positive (+) et négative (—), et par TEE(r) les états de
diffusion entrant et sortant (de méme énergie ¢) qui résultent de la diffusion par les impuretés.
En adoptant cette nouvelle notation, l'intégration sur 1'énergie €4 (k,) dans (3.14) permet

d’avoir

€ L B 1 € 2 € 5
(Agé/)(aa)(aa) = ;’U_b {’T(ag)(ba)’ [(95)((10)(@0)—(05)(130)(1)0)}

+ | 2105z — (05): (3.15)
(ao)(b,—0) d/(ac)(ao) d/)(b,—o)b,—0o)| [’ ’

2 —
e Tty = ot § 85 (P 0 DU (8) et (6 = (il

Puisque la description du transport dans les systémes mésoscopiques se fait a travers la
connection avec la théorie de collisions, comme il a été innové par Landauer [10], I'étape suivante
consiste & formuler les résultats obtenus par la réponse linéaire en terme des éléments de la
matrice de collision S.

Pour faire la connexion avec les coefficients de transmission et de réflexion relatifs a 1’échan-
tillon désordonné (définissant la matrice de collisions S), la surface S (sur laquelle on intégre)
doit étre prise dans une des régions asymptotiques gauche ou droite du systéme. Dans ces ré-
gions, nous aurons besoin de connaitre seulement le comportement asymptotique des états de
diffusion \IIZ’f (r). Ils seront formés par une simple superposition des états propres de h°. En
effet, dans chaque région, une fonction d’onde \IlZ’f (r) originaire de cette région est donnée par

la somme de la fonction d’onde incidente et d’une combinaison linéaire des ondes réfléchies. Si
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par contre, elle est originaire de la région opposée, elle sera formée par une superposition des
ondes transmises. Nous pouvons donc écrire les \Ifif(r) de cette maniere en introduisant les
coefficients (amplitudes) de transmission et de réflexion de gauche a droite et vice versa.
Cependant, il s’avére que la condition de la conservation du flux de courant qui devrait
assurer l'unitarité de la matrice de collision S est insuffisante lorsqu’il s’agit d’une structure
de section finie (annexe E). Donc, pour y remédier, il est plutot préférable de définir ces co-
efficients, non pas a partir des \Ifif (r) et ¢, (r) mais plutoét d’autres fonctions qui leurs sont
proportionnelles, définies de telle sorte que le flux de particules incidentes soit égal & I'unité
dans la direction de propagation. Pour ceci, dénotons par E;tf(r) les nouveaux états de diffusion
renormalisés (entrant ou sortant) a énergie fixe ¢ résultant des états @5, (r) et se propageant
dans le canal a dans les directions positive (index +) et négative (index —), respectivement.

Les fonctions d’ondes @, (r) sont définies ainsi

Tl = \/£ e

Va

1.
— ethaty, L (y,2). (3.16)

Ve

Conséquemment, a partir des équations de Lippmann-Schwinger (2.42a)-(2.43b), on a
— I,
T = [ ). B.17)

Les états TIl;tjf(r) vérifient la condition d’orthonormalisation et forment un espace d’Hilbert
complet?. Ceci étant, il nous est possible de remplacer directement les états propres de h par
les états de diffusion (comme il a été défini au chapitre 2). Notons que cette technique est bien
équivalente a celle qui utilise le développement en terme des fonctions de Green [85]°.

On montre que dans les régions asymptotiques, et pour une énergie fixe, les états de diffusion

4Un choix judicieux de la normalisation [137] conduit & lorthogonalité méme dans une structure & plusieurs
canaux [16].

*Nous analysons le comportement asymptotique des états de diffusion et non pas celui des fonctions de Green,
comme il a été considéré dans les travaux précédents [15, 16, 14, 84, 55].
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sortant E’Zf(r) sont donnés en terme des fonctions d’ondes ¢, (r) par

Vol(r) = thasob+ 2> L0 (3.18a)
T = T+ SERL M), o0 (3.18h)
b
g
T(r) = @)+ Y g (), o> L (3.18¢)
b
€
() = S tfigE (v). 2 <0 (3.18d)
b

De méme les états de diffusion entrant et se propageant dans les deux directions positive et

négative sont facilement déduit de ceux sortant par renversement du temps :

£

() = (85 B, 2> L° (3.19)
b

() = +Z rL) Bi(x), o< 0 (3.20)

Vo (r) = Gaulr +Z rBY G (), x> L (3.21)
€

V() = > (tm) Pi(). z <0 (3.22)

b

Ces expressions ont été dérivées la premiere fois en ’absence d'un champ magnétique [15, 14, 18],
mais on montre qu’elles demeurent aussi vérifiées en présence d’un champ magnétique uniforme
[16]. tL (tf) est le coefficient de transmission du canal @ du terminal gauche (droit) dans le
canal b du terminal droit (gauche) et TbLa(Tf;) est le coefficient de réflexion du canal @ dans le

canal b du terminal gauche (droit). Ces coefficients définissent la matrice carrée S d’ordre 2n,

appelée matrice de diffusion

: (3.23)

avecr’, v t¥, t¥ sont les sous matrices de réflexion et de transmission a droite R et a gauche

L, respectivement. Par ailleurs, on montre en considérant la nouvelle normalisation des fonctions
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d’ondes que la conservation du courant méne & l'unitarité de la matrice S (annexe E)° :
SSt=8tS=1, (3.24)

Ainsi, les contraintes de conservation imposées par la conservation du courant sur les amplitudes

de transmission et réflexion dans le régime stationnaire, se présentent comme suit

ot =, (3.252)

fteft Lttt = 1, (3.25b)

o ()T +tRE T = o, (3.25¢)
et

(B el )Tt = 1, (3.26a)

e eft L (TR = 1, (3.26b)

(H i+ thTe® = o (3.26¢)

Conséquemment, en utilisant la nouvelle renormalisation, (3.15) s'écrit

2
{(Qﬁ)fw) (a0) — (gé)fbg)(ba)]

Le _ N[
(AQd)(aa) (a0) = R2[L Z { F_(aa)(ba)
b

—c 2 . -
+ )T(aa)(b,—a) [(Qﬁl)(aa)(aa) - (QdL)(b,—a)(b,—a)}} ) (327)

ot les '_I'?aa) (boy SONt liés aux €léments de matrice de Vopérateur de transition T par

= L [L
T(tw) (bo") = \/ ;a \/ ;b T?aa)(ba/)- (3.28)

Etant donné que la forme des états de diffusion sortant et entrant dans les régions asymptotiques
est maintenant explicite, reste ainsi a calculer les éléments de matrice de 'opérateur de transition

Tl'?aa)(bg) (aussi des composantes du vecteur flux de courant (i%)(40)(4r) dont on aura besoin

% Avec la normalisation au flux unité, la conservation de la probabilité est équivalente a 'unitarité de la matrice

S.
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ultérieurement). Comme la condition de la conservation des éléments de matrice du vecteur
densité de courant (D.5) reste vérifiée méme dans B = 0 (avec D remplacé par ‘V) de méme
que les expressions des états de diffusion dans les régions asymptotiques (3.18a-h), il s’ensuit

que les '_I'Zw)(baf) coincident avec ceux dérivés en 'absence d’un champ magnétique [64] :

Tanwn = —ih(0a—13). (3.29a)
Tt = g (3.29b)
Ty = —ih(0a— 1) (3.29¢)
Tayen = b (3.29d)

D’autant plus, on peut montrer que les éléments de matrice de 'opérateur flux de courant dans

la base des états de diffusion entrant ou sortant, i+ = Jds- j* (r), sont donnés par
S

. e + e
(Nanan = TVlE) e = T4 0, (3.30a)
. € + e
(Vg = 7 el a0 = T, 0, (3.30b)
i— € + e _
(i )?a+)(a+) = zva{tL (tL) Jaa = zva(l_[ )?a+)(a+), (3.30c)
- _ € nRuR\t _ € _
(Naoyasy = 7 Valt™ (%) oo = T0aT)f0 )0y (3.30d)
Les &£ v, définissent les éléments de matrice du vecteur flux de courant % dans la base
L (at)(at)

de A0, et (Hi)‘fa )(ao) définissent les éléments du vecteur colonne IIT que nous introduisons
pour la simplification des calculs qui suivront. Ce vecteur permet d’écrire sous forme compacte
a énergie donnée

&+ = %;Hi, (3.31)

ol v est, a énergie ¢, opérateur vitesse diagonal dont les éléments sont les vitesses des canaux
de transmission. Les éléments non diagonaux de l'opérateur vitesse (nuls dans notre cas) ont

une contribution assez importante lorsqu’il s’agit d’états portés a des énergies différentes [56].
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Partant de ces définitions, (3.27) conduit &

:
Aeh)nian) = 735 D {[Taros + Mavo- PleD)irar — Taros2(@Dros =Moo Pehi }
’ (3.32a)

(Aeh)iuyar) = T Z (T P+ T PU@eman = Taci P2l 0y = Tass P10 } -
(3.32b)

En utilisant les résultats précédents (3.29a-d), (3.32a) se simplifie en
(A0 aryar) = L [|5ab tanl? + 1 a1 (0 ot as — 10ab — ti P (0 isnr — Irabl? (0)5 5

€
U,
=7 Z[ ab F [t + PP 1(0d) arar — [Bab + [t "1 (0 Voo — Irabl” (00)5—b—

(3.33)

puisque la fonction d-kronecker rend le terme —d,, (t5 + t55) (05)5 4 o1 + an(th + 57 (00)5 44
nul. Cependant, en utilisant les contraintes (3.25a-c), on montre aprés quelques manipulations

algébriques que
(Aof); (ab)(at) = E ; — [tz )0 )fb+)(b+) - |T£)|2<Q£)?b_)(b_)- (3.34)

En identifiant ce résultat avec la définition

3

(A2 iamyar) = DM iany@nionon (@)oo o0 T Aian @) e-)e—) (@) ) (3:35)
b

nous déduisons alors que

£ Va £ Va
M) ary @i o) = 7 Oab = ol (Manyenieo) o) = -7 rap |- (3.36)

De la méme maniere, (3.32b) permet de montrer que

@

1> > va
(M) las) (@o)i(6+) 64 _z[ =t (M@ oy = -7 ras |- (3.37)

92



Il nous est maintenant possible d’écrire (Agg)fw)(w) sous forme plus compacte comme

g 1 - € £
(A D aoya) =TV D D [Mao)wo)itsory o) (€000
b o'=to

ou [F]?aa)(aaﬂ(ba’)(ba’) donnés par

Din@oienen = da— [t
Ofwn@niooe) = —Irl
Ofasyaioorom = o= [t["
Oy @oyenee) = —|rL)?,

définissent & énergie € la nouvelle matrice, sans dimension, I' (matrice (2n x 2n)) :

oo

R

nxn nxn

=
[_ )raLb|2}

T a pour déterminant zéro & cause des contraintes de conservation (3.25a-f)".

2
5. — |tB }
nxn |: ab | ab nxn

Formellement, (3.38) s’écrit a énergie € comme

1
Adf = [—Lvl“]edL :

Celle-ci combinée avec (3.10) et (3.31), permet d’écrire a énergie €

1 Aw , Aw

[ vTled = == pb(e)i™ = ==~ ph(e) (vII").

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Puisque lexpression de départ (3.10) est simplifiée et I" et i~ sont exprimés en terme des

probabilités de transmission et réflexion, il est maintenant possible de retrouver gdL solution de

(3.10) ou de (3.42). Pour ce faire, calculons en premier 'inverse de I'.

"En effet, comme la somme des éléments de matrice de chaque ligne et de chaque colonne est nulle, on montre

que det ' = 0 [135].
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3.3.1 Inverse de T

En raison des contraintes physiques (3.25a-f), la matrice I' et par conséquent A n’est pas
inversible.

Comme A a la dimension de I'inverse d'un temps, la premiére alternative proposée pour
le calcul de son inverse, en I’absence d’'un champ magnétique dans la théorie, s’est reposée
sur Phypothese de l'existence d’un temps de relaxation globale (voir annexe F)? [18]. Cette
hypothése admet qu’il existe une fonction 7, dépendante essentiellement de ’énergie de sorte

que laction de 'inverse de A sur l'opérateur densité de courant se présente comme suit

[A J (r)]aa = 7—&1 jaa(r); (3.43)

d’on par itération? :

[A1j(r)],,, = Tajaal(r). (3.44)

C’est en procédant ainsi que Benamira [18] a pu dériver une formule générale de la conduc-
tance de Landauer qui ne souffre d’aucune inconsistance. Cependant, cette formule derivée en
I’absence d’un champ magnétique, dépendante explicitement des vitesses de propagation des
canaux, s’avére non exacte.

Par ailleurs, nous n’allons pas suivre ce chemin, mais nous allons plutét nous intérésser au
calcul de I'inverse du superopérateur (sans dimension) I' de maniére exacte. En effet, aprés un
calcul laborieux (voir annexes B et C), nous avons conclu que pour une structure mésoscopique
a deux terminaux avec n canaux de propagation, la matrice non inversible I' peut étre remplacée

par la matrice inversible T' définie par
[ =T-0%, (3.45)

avec 0 est une constante non nulle arbitraire et X est la matrice dont les éléments sont tous

égaux a un; ie. (X)(qo)(b0r) = 1-

80n montre que cettte solution est exacte pour les diffusions élastiques et constitue souvent une trés bonne
approximation pour les diffusions inélastiques [68].

9Dans ce travail, on suppose que Dinverse de A existe seulement aprés soustraction de la valeur propre nulle
du spectre.
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Par itération, r appliquée a un vecteur quelconque X, donne

1~ =1
Tl X =L T wlx, (3.46)

puisque v est non nulle et 'inverse du produit est donné par le produit des inverses. Autrement,

on associe & A Pinverse A~ dont Paction sur i~ se réduit a

A" =LT vl =el I, (3.47)

une expression explicitement indépendant des vitesses'C.

En combinant les équations (3.47) et (3.42) ensemble, & énergie ¢ les éléments de matrice
de Popérateur densité diagonal dans I'approche de Landauer solution de (3.42), se présentent

comme suit

(Qg) ?aa) (ao) =Aw [—f’(g)] (f_l I~ ﬁaa)(aa)? (348)

ou formellement, & cette énergie, comme suit
~—1
0f = Aw [—f'(e)] (T II7). (3.49)

En tenant compte de (3.40) et de (3.30a-d), il devient apparent de (3.49) que o% est une fonction
assez complexe des coefficients de transmission et réflexion, mais explicitement indépendante
des vitesses de propagation, ce qui est un fait tout & fait remarquable comme on va le voir.

Par substitution de ce résultat dans (2.58) et (2.57), il est important de souligner qu’en terme
de probabilité de transmission, o' est d’ordre zéro en le coefficient de transmission ¢, alors que
gdL est d’ordre un. Ceci étant, a la limite d’une faible transmission, Qﬁ et par conséquent g°¢
sont insignifiants devant o!. Ainsi, 'opérateur densité dans le point de vue de Landauer o
dans (2.57) coincidera avec celui du type Kubo glu . Ce résultat est trés encourageant puisque
nous vérifions un des critéres importants pour la fiabilité du formalisme de Landauer pour le
transport mais au niveau cette fois-ci de 'opérateur densité.

Apres résolution de (3.42) et établissement alors de 1’expression de Qg pour une énergie don-

10 produit v~ ! définit Popérateur identité.
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née ¢, il est maintenant possible de déterminer ’expression explicite de la partie self-consistante

de la conductance a partir de (2.112).

3.4 Evaluation de G5¢ en terme des coefficients de transmission

et réflexion

Ayant montré & la limite d’un champ magnétique faible perpendiculaire au flux de courant,
que opérateur densité oL, est donné par (3.49), la substitution de celui-la dans (2.112), permet

d’écrire

%¢ = Zan(iJr)aa
= T Z/dg[f/(ga)](i+)aa(‘/~xli_)aa
- Ay / de[— 1 ())6(¢ — ) () an(@ T o, (3.50)

[e%

o (1) go = (Pal i |¢a) = (UL]i|PL). Ainsi a énergie e, la conductance qui en découle est
donnée par

G5, B) =3 6(c - 2a) (iMool T e (3.51)

En tenant compte maintenant de (3.12), G5¢(e, B) s’écrit comme
0o 1 ) ~1_
G5¢(e,B) = Y / dea==3(c — a)(F)an(T T ). (3.52)
ac “€a @

Apres intégration sur Iénergie €, et utilisation encore une fois de la définition (3.49), il vient

que
2 € _
sc _ e L =l
g (E,B) - L27Th (H+)(aa)(aa)(r IT )(tw)(aa)
T h ZZ (aa)(ao) ](w)\(ba’) (H_)(bgf)(bgf)' (3.53)
ao bo'!
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Autrement dit, la conductance résultante des effets liés a la self-consistance est explicitement

indépendante des vitesses. Formellement, & énergie fixe €, cette conductance s’écrit

2

G B) =) (F ), 35

ol ff est la quantité universelle ayant la mesure d’une conductance, et le produit scalaire (-)
est défini de telle sorte que pour X et Y deux vecteurs quelconques : X-Y = XY = Y'X avec

t définit le transposé.

3.5 Evaluation de G!(B)

La formule de la conductance, avec une mesure effectuée a l'intérieur des réservoirs, a été
dérivée quantitativement dans la littérature en présence d’un champ magnétique. Parmi ces
travaux, citons celui de Fisher-Lee [15], de Szafer-Stone [14], de Baaranger-Stone [16], de Nockel
et al [84], etc. ...

En raison de l'intérét tout particulier que fournit cette formule & notre travail, nous pro-
posons dans cette section d’exposer, briévement, les traits majeurs qui ont été notamment suivis
par Nockel et al [84] pour aboutir & la formule souhaitée.

La valeur moyenne du flux de courant & travers une section arbitraire S est définie par la
trace du produit de I'opérateur densité (2.13) par I'opérateur flux de courant (i = [dS - j(r)).

Cette trace se réduit aprés quelques manipulations algébriques a

I' = Treli=Tr {Ql/ds'j(r)] = ahs(i)ss
of

ih €a) — 1 . ' . /
- :%f( —— [ as (e lio|w5) 4, as' i) o) wie),

€a—EB €8 —Eq — 10T

(3.55)

aprés avoir tenu compte des conditions de conservation (3.25a-f). I'! s’écrit aussi sous forme

plus compacte (relativement & (2.111)) en terme du tenseur conductivité non locale & champ
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faible comme

Il

1 o
P Z mwi//dsg -o(r,r') - dS. (3.56)
i=L,R &5

Puisque la surface d’intégration peut étre choisie de maniére arbitraire, on considére les régions
asymptotiques pour lesquelles les potentiels électrochimiques correspondants sont constants. Par
conséquent, méme les états de diffusion seront aussi développés dans les régions asymptotiques
(voir équations (3.18a)-(3.20)).

En utilisant la technique de I'intégration dans le plan complexe [84], les auteurs obtinrent

aprés quelques manipulations algébriques I’expression

——sz (i* 65’ (3.57)

/ of (e . . . . .
avec f (55) = %-) Puisque I' peut aussi s’écrire sous forme d’une intégrale sur I’énergie
3
comme

- / de[f ()] T(e), (3.58)

il s’ensuit que la conductance qui en découle s’écrit
1
1 I e 4
G (5,B)—Aw/e—2 Eg 6(e—ee) (i )&. (3.59)

En utilisant la notation (3.31) introduite précédemment et en tenant compte de (3.12), telle

que
gl( &, __2L_h, Z/dsfé 5765 ( +)?aa)(aa)’ (360)

on montre aprés intégration sur ¢, que cette magnétoconductance s’écrit

G'(e,B)

2h Z (aa)(a(r)

= 2h (H+) (3.61)

ou 1 est le vecteur dont les composantes sont ( 1)( at) = +1. En explicitant les éléments de ITT,
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G! sécrit sous forme plus explicite en terme des coefficients de transmission L et R comme
e o + +
1 Nt L R\T.R
B) =) { [ 9t } [ )Tt } } . .
g <€ ) 2h = ( ) aa + ( ) aa (3 62)

Cette formule est connue sous le nom de formule Landauer-Biittiker [12] généralisée a 'existence

d’un champ magnétique [15, 14, 16, 84, 55].

3.6 Expression générale de la magnéto-conductance G*(B)

La combinaison de (3.6), (3.54) et (3.61), permet de déduire qu’a énergie fixe € la magnéto-

conductance de Landauer est donnée par

~—1

62 € € B 62 €
G"(,B) = h ;; (H+) (ac)(ao) (T ) (o) b0 (H )(ba’)(bo’) +§1 ; (H+)(a0')(acr) - (3.63)

Formellement, (3.63) s’écrit
L 62 ~—1 1
G"(e,B) = {H+- T H*)+5 (H+-1)}. (3.64)

Ce résultat peut étre simplifié davantage en utilisant les propriétés de la matrice I'. En effet,
~ ~—1 ~ ~ ~—1
comme I est inversible (I’ T' =TT =1 avec 1 définit la matrice unité (2n x 2n)1?), (3.64)

s’arrange aussi en

GHeB) = (). (1T T
62 1 ~
- S [1“ {H—%r 1H (3.65)

Par ailleurs, en tenant compte des défintions (3.40) et (3.30a-d), et des contraintes physiques
(3.25a-f), nous montrons que

1~
m 5T 1=1. (3.66)

2 Au superop érateur identité Z défini au préalable (2.24), on associe la matrice unité 1 d’ordre (2n x 2n).
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Ainsi, sous forme plus convenable, la magnétoconductance (3.65) se présente comme

e2 ~—1

Gt (e, B) - (Imh) . [T 1], (3.67)

~—1
avec I' 1 définit un vecteur colonne dont les éléments sont indépendants de la constante 6

(voir (3.45)) :

5
-1

~—1 c —_~ R
T 1](aa):§b: Z [T ](aa)|(ba’)(1)(ba’)(ba’)- (3.68)
o'=+0c

Finalement, en terme des coefficients de transmission et réflexion, nous montrons que la formule

de la magnéto-conductance dans le point de vue de Landauer s’écrit [87]

£

62 ’ ~—1 ~—1
6B) =2 [delf () S { I Hull " 2y + (€ €l W b )

a

ou aussi

5

6®) = 25 [ s O {0 e [ s - @

ab

—1

B |+

6 6 o | oy — (T e

} , (3.70)

en tenant compte de la dégénérescence de spin. Ce résultat est au coeur de ce chapitre. En effet,
il généralise la formule de la conductance de Landauer [88] & plusieurs canaux et a I'existence
d’un champ magnétique dans la théorie.

De prime abord, la généralité de notre formule est liée au fait qu’elle est explicitement in-
dépendante des vitesses de propagation dans les canaux. Ceci est un fait tout a fait remarquable
car aucune des formules retrouvées dans la littérature, parmi celles qui estiment avoir général-
isé la formule de Landauer [44, 64], n’a présenté cet aspect et sachant notamment que cette
dépendance des vitesses est aussi absente dans la formule du type Landauer-Biittiker général-
isée!3 (1.64). En conséquence, le probléme li¢ a la possibilité de discontinuité, si un des canaux
devient non conducteur (v, = 0) au passage d’'un nombre n + 1 de canaux & un nombre n [44],

est maintenant indiscutable.

13 . N ; . N y L L. ,
Ceci pourrait formé une des raisons de son succeés dans 'interprétation des mesures expérimentales effectuées
a l'intérieur des réservoirs.
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En outre, en variant le champ magnétique ou la concentration du désordre, la magnéto-
conductance oscille contrairement aux prédictions classiques de la théorie de Drude (chapitre

1).

3.7 Discussion

Comme toute formule généralisée, (3.70) doit vérifer certaines limites que les traitements
quantitatif et qualitatif imposent. Ceux-1a permettent de connaitre I’étendue de son application
et surtout sa fiabilité vis a vis des cas limite.

De prime abord, nous montrons qu’a la limite d’une transmission totale (limite balistique),
la magnétoconductance (3.70) vérifie 'intuition physique selon laquelle la résistance d’un échan-
tillon parfait est nulle’. En outre, a la limite d’une trés faible transmission, G¥ s’annule de
méme que la magnétoconductance Landauer-Biittiker (3.62).

Par suite, considérons le cas ot les canaux de propagation sont non corrélés. Dans ce cas
|taLb(R) |? = Tudap et |r§b(R) 2 = Rabap (6 fonction de Kronecker) et T sera défini par (C.16) (annexe

C). Nous montrons, aprés inversion de T et substitution dans (3.70) que celle-ci se réduit a
L & T
— oY ' Za
Gh(B) =2 /da (=1 ()] ;Ra’ (3.71)

la somme de n conductances de Landauer [10]. Cependant, (3.71) est plus générale puisque
la limite T = 0 définit un cas particulier correspondant & prendre f/(¢) = —d(e —ep) ou ep
est I’énergie de Fermi. Ce résultat est trés encourageant puisqu’il nous permet de dériver la
formule heuristique de Landauer a partir de la théorie de la réponse linéaire. Ceci étant, nous
sommes arrivé a mettre en évidence 'approche de Landauer dans le cadre de la théorie de la
réponse linéaire.

Notons aussi que dans cette limite de canaux non corrélés, le courant I' et la conductance

correspondante sont donnés par

It = Q%Aw/da [—f'(e)] ;Ta = g'= Af:/e = 2% /de [—f ()] ZT‘L‘ (3.72)

a

14 4 . . . . . .
Nous négligons ici la réflexion par les parois.
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3.7.1 Limite d’une structure unidimensionnelle

A ce niveau, une comparaison des résultats obtenus avec ceux dérivés heuristiquement s’im-
pose. En heuristique (chapitre 1), pour une structure unidimensionnelle, la différence de po-
tentiel induite de part et d’autre de ’échantillon mésoscopique et notamment dans les régions
asymptotiques est donnée par Aw = RAp [60, 44], ou R est le coefficient de réflexion et Ay est
la différence de potentiel établie entre les réservoirs. Toutefois, celle-ci est impossible & déter-
miner dans le cadre d’une théorie self-consistante ou la théorie de diffusion adoptée incite de
travailler dans les régions asymptotiques des terminaux ; impossible d’introduire les potentiels
des réservoirs.

Néanmoins, si nous admettons que la relation Aw = RAp établie heuristiquement demeure
vérifiée dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire pour une structure & un seul canal de
propagation, le courant I = T RAp alors que G est différente de la formule Landauer-Biittiker
(3.62). En revanche, c’est la formule du courant I qui s’écrit dans ce cas comme I = TAp qui
permet 'obtention de la formule en T'.

En analysant de prés ces résultats, on déduit que le probléme est li¢ aux définitions de I' et
I séparément. En effet, la formule du courant I, (3.63), définie en terme des potentiels induits
est une formule qui exclut les contacts. Mais comme la relation heuristique Aw = RAp y tient
compte!®, celle-ci, combinée avec (3.63), définit la formule Landauer-Biittiker (7'). Par contre
elle ne peut étre appliquée & la formule du courant I', (3.72), définie en terme des potentiels
induits dans les régions asymptotiques des terminaux. Celle-ci tient déja compte des contacts
(apparents dans le terme sg(s))'6. Cette remarque s'étend aussi au cas ou les canaux sont
corrélés.

De ce fait, nous afffirmons notre conclusion déja établie au chapitre précédent selon laquelle
une fois le régime stationnaire établi, le courant total demeure constant indépendamment du

point de vue adopté!?. Par conséquent, on définit par I' le courant du type Kubo.

“dans un sens elle introduit les contacts et dans lautre elle les élimine.

Y5Ceci confirme une autre fois que le courant ainsi que la magnétoconductance déterminés par Baranger et
Stone [16] sont du type Kubo et non pas du type Landauer [10].

Lidée d'un potentiel constant avec un courant qui differe d’'une approche a une autre, a été adoptée récem-
ment [77].
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3.7.2 Invariance par renversement de B

En raison de I'importance des relations d’Onsager dans la description de la réversibilité
microscopique (chapitre 1), nous nous proposons d’examiner 'invariance de la formule de la
magnétoconductance (3.69) (et/ou (3.70)) par renversement du champ magnétique.

En effet, on sait que renverser le champ magnétique est équivalent & transposer la matrice
de diffusion S (3.23) [38, 12] :

S(—B) =S'(B), (3.73)

tels que ses éléments de matrice vérifient

rHR(B) =rLP(-B) ot P (B) =P (-B). (3.74)

Pour ce faire revenons sur la définition (3.6). Nous montrons en premier que G5¢(g,B) peut se

mettre sous la forme

e2 =1 S EE
G (8) = g { ) (F 1)) (04 1) 3.7
étant donné que
(IT) (T I)=(I1) - (T+] 'IIY), (3.76)

et que I'T & énergie ¢ s'écrit en représentation matricielle!®, comme :

oot o Fles ]

rf =1t = : (3.77)

eaf],, el

nxn

D’autre part, la permutation des indices de sommation dans la formule de la conductance

st correspond & un temps asymptotiquement négatif. Ainsi, pour évaluer sa représentation tétradique, nous
avons a suivre les mémes étapes développées dans la dérivation de I' mais en remplagant les états de diffusion
sortant par les états de diffusion entrant.
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GY(e, B), nous permet d’écrire

G'(e,B) = Coro1-So-
=T T h
2
= o {I 1401y (3.78)

Cest a dire que G'(g,B) est symétrique par renversement du champ magnétique.
Ainsi, la sommation des termes (3.75) et (3.78) permet de réécrire (3.67) comme une somme

de deux termes, en tenant compte de la dégénérescence de spin, comme

N
N

—1
€ €

GH(e,B) = 2 (1) [ 1] =2 (1) (1Y) 1]

h
N E{(H*)-[fll] (1) - [(T) 1]}, (3.79)

et sous forme un peu plus explicite comme

¢“eB) = — Z{ ()7t (fﬂ)zﬂw_(fﬂ);lb*H

—1 -1

6 0ol @5 — (@ )5 + ) el Voapr — (T )]

HEH ) (@) )5y — (T >;_H} : (3.80)

Cependant, en sappuyant sur la définition du superopérateur T', (3.40), et T, (3.77), tout
en tenant compte de (3.74), on montre qu’en renversant le champ magnétique dans (3.80), le
premier terme change en le dernier terme et le second terme change en le troixiéme terme et
vice versa. De 1a, nous déduisons que la formule générale de la magnétoconductance, (3.70), est

invariante par renversement du champ magnétique [38] :
G"(B) = G"(-B), (3.81)

et par conséquent que ’approche de Landauer est en bon accord avec le principe de réversibilité

microscopique [37]'. Cette conclusion nous permet aussi de déduire qu’en fait méme G¢ (¢, B)

19 . . . . )
nous montrons aussi dans le cadre de ’approximation du temps de relaxation que la magnétoconductance
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est symétrique par renversement du champ magnétique : G5€(g, —B) = G%°(¢,B) (annexe F).

3.7.3 Limite B=0

A la limite ou le champ magnétique est nul, on montre que seule la partie diagonale de
Popérateur densité Landauer g5, (3.10), est pertinente [18]20. Cependant, en suivant la technique
d’inversion de la matrice I' développée ici (voir annexe C et section 3.3.1), on montre que 95 est
donné par (3.49). Cest ainsi que nous montrons aprés un calcul laborieux que la conductance

de Landauer est donnée par

—1

e o (R S NS R B
(el )2 = 5 (3.8

Cette formule est identique a (3.70) retrouvée précédemment sauf que maintenant les coeffi-
cients de transmission et de réflexion sont indépendants du champ magnétique. Ceci étant, la
conductance mesurée & B = 0 est effectivement une constante, ce qui est en accord avec les
prédictions semi-classiques de la théorie de Drude (section 1.4.1, équation (1.37)).

Ainsi, nous obtenons une formule de la conductance qui généralise (3.1) puisque la notre est
indépendante des vitesses. Ceci était présagé dés le début puisque la dépendance des états de
diffusion dans les régions asymptotiques, 'opérateur de transition et la matrice de collisions S,
sont implicites en le champ magnétique.

Enfin, nous avons pu montrer en adoptant l’approximation du temps de relaxation, que
la magnétoconductance dérivée est identique a la formule de la conductance (3.1) dérivée en
I’absence d’un champ magnétique [64], (voir annexe F'). Ceci nous permet de conclure que pour
des états portés a des énergies égales, o" en présence d'un champ magnétique donne le méme
résultat que gdL en I’absence de ce dernier si le champ magnétique perpendiculaire est de faible

intensité.

obtenue est invariante par renversement du champ magnétique (voir annexe F).
2YComme nous I’avons mentionné au préalable, l'op érateur densité diagonal solution de (3.10) a été déterminé
dans le cadre de 'approximation du temps de relaxation (voir annexe F).
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3.8 Conclusion

Comme premiére application du résultat obtenu dans le chapitre 2, nous nous sommes
intéréssés ici au calcul de la conductance en présence d’un champ magnétique uniforme de
faible intensité appliqué perpendiculairement & la structure mésoscopique. Nous avons tout
d’abord obtenu une solution exacte a I’équation maitresse pour l'opérateur densité diagonal
QdLQl. Ensuite, une formule plausible de la magnétoconductance & plusieurs canaux est dérivée
dans le point de vue de Landauer. La plausibilité de notre formule est confirmée non seulement
par le fait qu’elle ne souffre d’aucune inconsistance, mais aussi par le test de ’invariance par
renversement du champ magnétique. En effet, nous montrons que cette formule vérifie bien les
relations d’Onsager. Par conséquent, nous montrons que I’approche de Landauer est en bon
accord avec le principe de microréversibilité.

Enfin, notre théorie apporte un éclaircissement a la démarche suivie ainsi qu’aux conditions
de dérivation de la formule Landauer-Biittiker [12] qui tient compte de leffet des contacts.
Principalement, nous proposons dans le cadre de cette théorie, une solution quantique a1’énigme

de ce qu’on appel résistance de contact.

*lsans faire appel a Papproximation du temps de relaxation (annexe F).
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Chapitre 4
Régime de Hall quantique

4.1 Introduction

Un des plus spectaculaires phénoménes de la physique de la matiére condensée est liée
a Puniversalité de l'effet Hall quantique. Cet effet fut observé dans une variété de systémes
bi-dimensionnels, notamment les systémes mésoscopiques (voir chapitre 1), & différentes tem-
pératures et & différentes intensités du champ magnétique.

L’effet Hall quantique a été tout au long d’une décennie I'un des domaines de recherches les
plus actifs de la physique de la matiére condensée. Sa théorie a pour objet, I’étude des propriétés
des systémes d’¢lectrons bi-dimensionnels, dans un champ magnétique intense (typiquement > 1
Tesla= 10 Gauss) a faibles températures (typiquement < 1K), telle que la mixture des niveaux
de Landau par le désordre (ici les impuretés) ou par linteraction électron-électron est traité
comme une trés faible perturbation. Cette limite est appelée régime Hall quantique (A. H.
Macdonald dans [89]).

En effet, on montre que si les collisions dues au potentiel du désordre sont plus pertinentes, le
régime Hall quantique est dit Intégral mais sile potentiel dii & 'interaction électron-électron plus
puissant, le régime Hall quantique est dit Fractionnaire. Par ailleurs, un échantillon peut étre a
la fois dans le régime intégral pour une intensité donnée du champ magnétique et fractionnaire
pour une intensité supérieure.

Dans ce chapitre, nous nous limiterons & décrire les grandes lignes de I’évolution expérimen-

tale et analytique (heuristique jusqu’ici) de leffet Hall quantique intégral au cours des derniéres
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années. Nous allons formuler une idée assez précise sur le phénoméne et sur les effets de quantifi-
cation sur les propriétés du transport des systémes quantiques découverts durant les derniéres
décennies. Les fondements de leur théorie seront résumés en commengant par le concept le plus

élémentaire.

4.2 Mesure expérimentale

Lors de I'étude des propriétés électriques de ces systémes & Grenoble, Klaus von Klitzing, G.
Dorda et M. Pepper [19] découvrirent en 1980 I'effet Hall quantique intégral; une découverte
récomponsée en 1985 par le Prix Nobel. Dans cette expérience, von Klitzing considéra un
Si-MOSFET (Metal-Oxide-Semiconductor field-effect transistor) bi-dimensionnel soumis & un

champ magnétique de 18 Tesla & une température T= 1.5 K, Fig. 4-1.

Fic. 4-1 — Bare de Hall avec la barriére potentiel représentée par le gate, en représentaion
3-dimensions [23].

Le courant I s’écoule entre les réservoirs source et évier en réponse a l’excitation extérieure
appliquée E,. Les terminaux introduits de part et d’autre, perpendiculairement & la structure,
servent de mesure des tensions longitudinale Vi, = uyp — pyg et Hall Vi = uyp — prp (ou
Vu L B et L E; mais Vi//Ey), et par conséquent des résistances correspondantes Rleng =

(vr —pur) /T et RHU = (uyp — ppp) /1, respectivement.

Ces mesures [19], Fig. 4-2, ont montré que GH! = (RH)~1 et formée de plateaux a des
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F1G. 4-2 — Leffet Hall quantique original de von Klitzing, Doroda et Pepper (1981) pour un
Si-MOSFET en fonction du potentiel du gate (barriere) a T= 1.5K et B = 18 Tesla [19].

multiples entiers de e2/h (o9 ~ €2/h) séparés par des marches a chaque fois que le potentiel
du gate (la barriere) varie!, et que G/ = (R "9)~1 est oscillatoire mais positive. En raison
de I’apparition des valeurs entiéres en e?/h dans la conductance Hall, von Klitzing surnomma,
ce phénomene 'effet Hall quantique intégral?.

Plus impressionnant dans cette mesure, le fait qu’elle soit affectée d’une précision de 'ordre
de 108, En effet, on montre que R est indépendante de tous les détails microscopiques tels
que le taux d’impuretés, la géométrie du systéme, et la valeur précise du champ magnétique
[90]. Par ailleurs, la largeur des plateaux est liée au type de la structure et a la température
a laquelle la mesure est effectuée. Dans les meilleurs échantillons et pour une température tres

faible, les plateaux sont de plus en plus larges et précis.

Aussi, pour la méme variation du potentiel du gate et par conséquent la variation de la con-

'"Lorsqu’une tension gate est appliquée, une barriére entre les terminaux apparait. Elle réduit la concentration
en électrons dans cette région et conduit a la définition d’une nouvelle différence de potentiel.
*La constante e?/h a été utilisée comme une résistance standard basée sur des constantes fondamentales. Ceci

a été souligné par von Klitzing ce qui a permis la redéfinition du Ohm (Q) en terme de Ry = 25812, ...Q (SI) =
e?/h (en CGS) en 1990 [?].
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centration en électrons & travers la structure, et simultanément avec la formation des plateaux,
von Klitzing mesura une magnétorésistance longitudinale extrémement petite et parfois méme

au dessous de la limite de détection.

4.3 Effet Hall quantique intégral : Concepts de base

Comme il a été exposé au chapitre 1, si un courant traverse un échantillon bidimensionnel
dans sa direction longitudinale x, et qu’il est immergé dans un champ B appliqué perpendic-
ulairement (suivant z), un potentiel Vi, appelé Hall, est induit a travers la structure dans la
direction y pour componser la force dans un champ magnétique, voir Fig. 1-15.

Classiquement, si le champ magnétique est intense (w.r 2 1), la théorie de Drude assure a

travers les équations (1.49) que :

(4.1)

Oze = Oyy = olond o % — 0, et Oy = —Oyz = %,
en 'absence d’imperfections (7 — oo; pas de collisions avec les impuretés)3. C’est a dire que
la conductivité Hall classique o’ (RH ) reliée & la conductivité non diagonale par off = —Ozy
(RH = —Pay), est proportionnelle & la concentration en électrons alors que la conductivité
longitudinale est nulle indiquant que le courant & travers la structure totale est non dissipatif?.
Plus impressionnant est que simultanément avec cette derniére, la résistivité p,, s’annule aussi.
C’est ainsi que, paradoxallement, les systémes de Hall quantiques sont connus par le fait d’étre
de bons conducteurs et de bons isolants en méme temps®.

Par aillleurs, pour des champs magnétiques intenses et a faibles températures (kg1 < hwe
[91]), le phénomeéne de quantification devient trés important [26]. Pour des électrons sans inter-
actions (libres), les niveaux d’énergie permis sont les niveaux de Landau discrets qui croissent
linéairement avec le champ magnétique (chapitre 1). Le nombre de niveaux de Landau occupés

est donné par le facteur de remplissage v (filling factor) défini par le rapport entre le nombre

30n minimise la collision en optimisant 7.

‘Dans un supraconducteur, les états non dissipatifs supportent des courants persistents [13].

’La conductivité 0 .. €st le rapport entre la densité de courant j et le champ électrique E dans la direction du
flux, et la résistivité p,, est le rapport entre le champ E et la densité de courant j. Dans un champ magnétique,
E et j ne sont pas paralléles.
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d’électrons N et le nombre total Ny de quantums de flux dans un champ magnétique® (i.e.

No=4ES = NgS) :

N
=—. 4.2
V= (42
Sous forme plus appropriée”, (4.2) s'écrit
nh
v="Tp (4.3)

avec n est la densité en ¢électrons dans le systeme, n = N/S.

Ainsi, (4.3) combinée avec I’expression de la conductivité Hall dans un champ magnétique

H _ en
— B

intense o , il vient que

no

ol = ‘; , (4.4)

est une combinaison de constantes fondamentales, et tout & fait indépendante des détails mi-
croscopiques tels que la valeur précise du champ magnétique.
Si le niveau de Landau est rempli, le facteur de remplissage v est un entier v = i avec (i =

1,2,3...) tel que N =iNp. En conséquence, (4.4) est alors immédiatement donnée par

H ¢?
o =i, (4.5)
et la résistivité correspondante est donnée par p,, = ﬁ ~ —U;yl = 725 Donc, la conduc-

tivité Hall est quantifiée lorsque la densité du flux magnétique est ajustée de sorte & avoir v
entier. En ce sens, en I'absence de collisions (1 — 00) avec wr 2> 1, 0'°™ est nulle et 7 = Z"f
comme il a été observé expérimentalements.

Cependant, bien que expérience de von Klitzing [19] (Fig. 4-2) a révélé que la conductivité
Hall d’un MOSFET est donnée par (4.4), ce qu’on vient de discuter (définition d’une conduc-
tivité Hall quantifiée pour certaines valeurs de B) n’explique pas I'apparition des plateaux dans
la résistance Hall dans la Fig. 4-2.

La déviation de ce résultat semi-classique apparait pour des valeurs intenses du champ

5C’est le rapport entre lux magnétique BS et flux quantique h/e.

"Cette équation est une indication claire de la signification microscopique de v. v représente la mesure sans
dimension de la concentration en électrons.

8Les effets classiques d'un champ magnétique sont importants seulement si wer > 1.
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magnétique (> 1 Tesla), Fig. 4-3.
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F1G. 4-3 — Variation de la résistivité longitudinale et la résistivité de Hall en fonction de la
constante eB/hn. Le graphe montre une déviation du résultat semi-classique de Drude pour un
champ magnétique intense en forme d’oscillations pour p,, et plateaux pour p,, [23].

Cette déviation prend la forme d’oscillations du type Shubnikov-De Haas pour la magné-
torésistance et la forme de plateaux pour la résistance Hall. L’origine de ces deux phénoménes
est en fait liée a l'existence du désordre comme on va le voir.

Mais bien avant, il est indispensable de souligner qu’alternativement, 1’effet Hall quan-
tique a été observé dans d’autres structures telles que le GaAs/AlGaAs Heterostructure’ pour
une concentration fixe en électrons (le potentiel du gate constant) en faisant varier le champ
magnétique [92], Fig. 4-4. Cette expérience a permis de conclure que
les valeurs de GH ou o9 dans les deux expériences (Figs. 4-2 et 4-4), bien équivalentes,
sont reproductibles avec grande précision!? et extrémement robustes vis-a-vis d’'un changement
du matériau (pas de différence & une précision d’ordre 4 x 10719 ), la taille de 1’échantillon
(géométrie de la structure [19, 93]), ou I'introduction d’une petite concentration d’impuretés.

Ces deux expériences sont bien résumées dans Fig. 4-5, représentant la variation de la densité

9Fabriqué par la méthode Molecular Beam epitaxy (MBE) ainsi que par la méthode Metal organic chemical
vapor deposition (MOCVD).

"Cette mesure a un grand impact en Métrologie on R est utilisée depuis longtemps comme une résistance
standard [91, 94].
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F1G. 4-4 — QHE mesuré par von Klitzing (1982), pour un GaAs/GaAlAs dans un champ mag-
nétique variable a la température T= 1.6K [13].

d’états D(e) et les conductivités oz et ozy en fonction du facteur de remplissage v. Ainsi,
on a conclu que la formation des plateaux et I'absence de dissipation constitue les empreintes
digitales du régime Hall quantique intégral [1].

Pour mieux comprendre lorigine de ces deux phénomeénes (la formation des plateaux et
I'absence de dissipation), discutons 'effet du désordre [94] et leffet de la température [95] sur

I’observation de l'effet Hall quantique intégral.

4.4 Effet des impuretés (désordre)

Pour avoir l'effet Hall quantique, il est essentiel de briser I'invariance par translation. En
pratique ceci est évident vu que les échantillons utilisés sont loin d’étre parfaits a 1’échelle
microscopique. Chaque défaut ou impureté agit comme un centre diffuseur pour les électrons.
A faible température a laquelle l'effet Hall quantique intégral a été observé, les collisions par
les impuretés dominent.

On sait que la dégénérescence des niveaux de Landau est immédiatement levée en présence

de perturbation. Le potentiel de confinement discuté au chapitre 1, constitue un exemple parti-
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Diz)

T

F1a. 4-5 — La conductivité diagonale 04, la conductivité de Hall o,y et la densité d’états D(e)
en fonction du filling factor. La ligne pointillée diagonale correspond a la valeur ne/ B.

culier. Par ailleurs, la présence des impuretés léve totalement la dégénérescence sur ces niveaux.
En conséquence, ceux-la s'étalent en 1'énergie (éventration des pics) formant ainsi des bandes
(voir schéma de la densité d’états dans la Fig. 4-5). En outre, les collisions par les impuretés
sont d’une importance supréme car ils changent qualitativement la nature des états quantiques,

d’out la localisation.

4.4.1 Largeur des bandes de Landau

De prime abord, en présence de désordre, les niveaux de Landau deviennent de plus en plus
larges. Pour une faible concentration des impuretés cette largeur notée est trés faible devant
Pespacement entre niveaux de Landau T < hw.. L’expérience a prédit que la largeur de la
bande de Landau croit avec la racine carrée de 'intensité du champ magnétique & chaque fois
que B croit!! [30] mettant ainsi en évidence les oscillations Shubnikov-De Haas [31]. Approxi-

mativement, T est donnée par -j—;\/ﬁ ou p est la mobilité et p ~ 2.3 +0.3mV/ Tesla [1, 96].

""De méme la limite d’un désordre faible peut étre atteinte en amplifiant B.
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Mais récemment, on a montré que T = fiy /%< [97].

4.4.2 Localisation et percolation

Bien avant d’aborder ce probléme définissons :

Qaq 1B

3

F1G. 4-6 — Formation des états de bords et des états massifs.

e Les Ftats massifs : Quantiquement ce sont les états de Landau et classiquement ce sont les
orbites cyclotrons. Les états massifs sont localisés dans des régions finies plus petites que la
largeur de la structure W (Fig. 4-6).

e Les FElats de bords : dans la méme direction du confinement, ces états sont localisés proches
des bords de la structure, i.e. proches de y = +W/2. Mais dans le direction de propagation,
ils forment des ondes planes. Ces états ainsi que les énergies correspondantes sont supposés ne
pas étre afféctés par le désordre [104] (Fig. 4-6). Ces appproximations sont justifiées pour des
énergies entre bandes de Landau, le désordre effectif suffisament faible et le champ magnétique
suffisament élevé, V(r) < Iwe.

Partant de ces définitions, on a montré que dans un champ magnétique intense, I'existence
du désordre, permet la création de deux états électroniques différents : les états localisés et les
états étendus. 11 s’aveére que le désordre localise seulement les états massifs, en laissant les états
de bords essentiellement inchangés [30].

En effet, 'universalité du transport dans le régime de Hall quantique intégral est paradoxale-
ment liée au désordre (impuretés). La localisation faible d’Anderson en présence de désordre est
fondamentalement & ’origine de la quantification [90]. Néanmoins, la localisation est fortement
affectée dans un champ magnétique intense.

Rappelons, pour ceci, d’abord qu’en 1958 Anderson [54] était le premier & montrer que

dans un réseau non périodique (faible désordre), la fonction d’onde de D’électron peut étre

115



localisée dans I'espace. La théorie de localisation s’applique uniquement pour des électrons non
intéragissant en présence de désordre!?.

En effet, classiquement en présence de désordre (puits de potentiels), si une particule est
incidente avec une énergie supérieure a ’énergie €5 de la marche de potentiel rencontrée, son
mouvement est alors illimité. Cependant, si € est inférieure & I'énergie de cette marche, la
particule rebrousse chemin. Mais, si cette particule se trouvait entre deux marches elle y restera
indéfiniment et I'on dit que la particule est confinée.

Quantiquement, la situation est tout autre a cause des interférences et l'effet tunnel. Le
premier permet & la particule d’énergie supérieure a I’énergie de la marche € > €, de subir des
interférences destructives de sorte que son mouvement devient localisé, alors que le second
permet & la particule d’énergie € < ¢ de franchir une marche de potentiel pour que son
mouvement devienne délocalisé. Les interférences sont cruciallement liées & 'invariance par
renversement du temps, quant au tunneling il se produit entre niveaux ayant des énergies trés
proches (ils sont alors trés éloignés dans l'espace d’ou leur enveloppe est exponentiellement
faible)!3.

Comme fonction de I’énergie les états changent de nature en passant de localisés & étendus
et vice versa. L’énergie a la quelle la transition s’effectue définit le mobility edge ¢.; . marque
la transition continue entre conducteurs et isolants. Entre autre, selon Anderson, les fonctions

d’ondes (en échelle de longueur) en présence de désordre se présentent comme

/ |w<r>\dr~exp<—§>, (4.6)

ol r est le vecteur position et £ est I’échelle de longueur de la localisation. & définit la distance
moyenne parcourue par la particule avant d’étre piégée dans un puits de potentiel. En effet, en
présence de puits de potentiel profonds, les orbitales ayant des énergies trés proches sont trés
lointaines dans ’espace et leurs fonctions d’ondes ne peuvent s’envelopper considérablement.

L’état est alors étendu et la longueur de localisation diverge au centre du puits. Cependant, en

"2Les interactions conduisent a la destruction de la cohérence de phase (phénomeéne quantique) dans Pespcae
d’Hilbert & un électron dans lequel la localisation des états électroniques est définie [30].

138i le désordre est suffisament faible, la théorie cinétique constitue une bonne approximation pour dériver
surtout les coefficients de transport, et les fonctions d’ondes demeurent dans ce cas étendues a longue portée.
Par contre si le désordre est trés fort, les fonctions d’ondes sont exponentiellement localisées.
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FiG. 4-7 — Orbites d’égal potentiel proches du sommet et du bas du potentiel aléatoire. Les
fleches indiques la direction du mouvement [32]. Les montagnes et les vallées sont les états
localisés. La ligne de cote entre ceux-1a représente les états étendus.

s’éloignant des centres, la distance parcourue par 1’électron est trés faible & — 0 et la fonction
d’onde localisée tend a s’annuler. L’état est alors dit localisé. Donc au centre du puits, ’état
est étendu et & chaque fois que la particule s’éloigne du centre, elle devient localisée.

La localisation d’Anderson dans un régime de Hall quantique a été le sujet de recherches
treés actives. Tsukada [98], Ando-Aoki [99] et d’autres, ont montré qu’en présence d’un champ
magnétique intense (la mixture des niveaux de Landau est négligeable), les états sont en majorité
exponentiellement localisés, Fig. 4-7. En utilisant la technique diagrammatique, Ono [100] a été
le premier a suggérer que seuls les états au centre de la bande de Landau sont étendus, quant
aux états restant ils sont exponentiellement localisés. Ainsi, on a conclu que les états étendus
n’appraissent qu’en présence d’'un champ magnétique intense.

Par ailleurs, le comportement de la longueur £ de localisation a suscité I'intérét de nombreux
théoriciens. Ultérieurement une étude numérique pour déterminer cette longueur, proposée par
Ando [101] en utilisant le nombre de Thouless (voir section suivante) [96], avait aussi confirmé
ces prédictions.

Pour un systéme fini, la théorie de percolation assure que tous les états sont localisés avec
une longueur localisation qui diverge au centre de la bande de Landau élargie par le désordre. La

largeur des régions étendues est donnée par Ae = (¢./ L)l/ Y ou T est la largeur de la bande de
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Landau. Quant aux états localisés, on montre que I'inverse de leur longueur localisation «(g) a
énergie ¢, se détermine & partir de la relation g(L) = ¢(0) exp(—a(e)L) ou g est la conductance
sans dimension. De 13, la longueur localisation est partout finie mais présente des singularités

au centre des bandes de Landau, Fig. 4-8.

Fic. 4-8 — Densité d’états et longueur localisation d’'une bande landau désordonée. Un état
élctronique est étendue dans linterval e, —e. = Ae avec £(¢) est plus large que la longueur de
la brisure de la phase.

D’autre part, plusieurs études numériques ont montré que les états de bords demeurent

étendus méme en présence de désordre et qu'ils ne se mixent (mélangent) pas avec les états
massifs exponentiellement localisés dans le systéme. En revanche, en se rapprochant du centre
de la bande de Landau ou la longueur localisation des états massifs diverge, les états de bords
et les états massifs interférent [102] (voir Fig. 4-9).
Cette derniére remarque peut étre facilement comprise. Afin de localiser les états de bords quasi-
uni-dimensionnels, le processus de retour devient nécéssaire [103, 30]. Mais comme les états de
bords sont spatialement séparés, on montre que les collisions de retour sont approximativement
supprimées par un facteur en exp[(=W/£.)?], vu que la portée des états de bords dans la
direction du confinement est de l'ordre de la longueur magnétique ¢p (voir discussion d’apres).
Conséquemment, les états de bords sont essentiellement non influencés par les collisions avec
les impuretés, a 'exception des régions ol le processus de retour est assuré par effet tunnel via
les états localisés proches des centres des bandes de Landau (Fig. 4-9). Ceci est un fait tout a
fait intéréssant que seule la théorie d’échelle a tenté d’expliquer (voir plus loin).

Cependant le modeéle de localisation se brise & température finie. L’interaction des électrons
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F1c. 4-9 — L’influence du désordre sur le spectre d’énergie d'un systéme bi-dimensionnel confiné
(W = 26(.) et dans un champ magnétique intense. Les coordoonnés Y, dénotent 'emplacement
des états. Pour une forte corrélation, seuls les états massifs avec |Y,| < W/2 sont sensiblement
influencés [30].

avec d’autres degrés de liberté tels que les vibrations du réseau conduit quantiquement & la
destruction de la cohérence de la phase dans l’espace d’Hilbert a un électron dans lequel la

localisation des électrons est définie.

4.4.3 Description qualitative de TEHQI en terme de la densité d’états

En accord avec la discussion précédente, la variation de la conductivité longitudinale dans
Ieffet Hall quantique indique une localisation dans les régions correspondants aux plateaux de la
conductuvité Hall et une délocalisation!* ; dans le régime transitoire entre plateaux subséquents,
située autour du centre de la bande de Landau (voir Fig. 4-5).

A température nulle, les états localisés (états massifs) ne transportent pas le courant &
I’encontre des états étendus qui sont proches du niveau de Landau non perturbé nhw.. Bien
que les impuretés réduisent le nombre d’états transportant le courant, ce dernier demeure le
méme pourvu que tous les états étendus soient occupés. Cette interprétation est due & Prange
[94] qui conclut que le courant Hall quantifié¢ est exactement le méme que celui d'un systéme

d’électrons libres. La raison est simple. Le courant Hall fourni lors de la formation d’un état

" Cette délocalisation est attribuée au champ magnétique intense.
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F1G. 4-10 — Densité d’états et spectre d’énergie dans un champ magnétique BZ intense.

localisé, est exactement compensé par une augmentation appropriée du courant Hall déja porté
par les états étendus restants (les électrons passant par une impureté seront accélérés pour faire
croitre le courant afin de compenser le déficit créé par les états localisés). Cette explication
fournit une description qualitative correcte de la densité d’états [1], voir Fig. 4-10.

En effet, en augmentant la densité d’électrons, les différents états électroniques seront gradu-
ellement remplis. C’est entre autre équivalent a déplacer I’énergie de Fermi a travers la densité
d’états, Fig. 4-10.

Compte tenu du graphe de la variation de la densité d’états en fonction de I’énergie ¢
dans un champ intense, si ’énergie de Fermi est entre deux niveaux de Landau n et n + 1
(si les électrons occupent des états au dela du niéme niveau, alors ¥ = n), la conductivité
longitudinale est nulle et celle de Hall est constante [96] (Fig. 4-5). Mais, si le niveau de Fermi
coincide avec le niveau de Landau (en plus ou moins petites proportions ; région d’états étendus),

Hall o yp pic pour og.. Autrement, si er parcours la région du

on obtient une marche pour o
gap (la région d’états localisés), en variant n ou B, 1’occupation des états étendus ne change

pas puisqu’ils sont les seuls a transporter le courant, de méme que la résistance Hall, causant
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la formation des plateaux Hall'® [104]. Simultanément, avec la formation des plateaux Hall,
la résistance longitudinale s’annule puisque seuls les états localisés sont au voisinage de ep.
Aussitot que e se rapproche du niveau de Landau suivant, la dissipation apparait (formation
de pics) a lintérieur du systéme et la résistance Hall effectue la transition au prochain plateau.
Par ailleurs, si le nivau de Landau est rempli, I’énergie de Fermi varie a U'intérieur d’un gap
entre niveaux occupés.

Cest ainsi que Deffet Hall quantique intégral est considéré comme une succession de transi-
tions localisation-délocalisation lorsque I'énergie de Fermi se déplace & travers la densité d’états

comme il est montré sur la Fig. 4-10.

4.5 Effet de la température

Peu aprés la découverte de von Klitzing [19], il s’est avéré que les plateaux quantifiés peu-
vent étre extrémement larges et la transition entre eux extrémement pointue si la température
diminue [95]. Parallélement, la conductivité longitudinale montre une série de pics pointus a
I’endroit ou s’effectue la transition entre plateaux [1, 30, 94]. La dépendance de la tempéra-
ture des deux conductivités, surtout dans la région ou s’effectue la transition, est présentée
par la Fig. 4-11. Cette dépendance se manifeste méme en Pabsence de localisation (désordre).
La dépendance de la distribution Fermi-Dirac de la température conduit & la dépendance des

conductivités de cette derniére :
0,(T) = / de <_%§1> 0, (T = 0). (4.7)

En effet, si 0,,(T = 0) est finie seulement dans un intervalle de largeur A pres du centre de
chaque bande de Landau, (4.7) prédit la croissance de o, au centre de la bande (correspondante
au pic) en diminuant la température pourvu que kT = A.

Les théories courantes concernées par le minimum de p, ., ont envisagé qu’a des températures
élevées, la dissipation est thermiquement activée & travers le mobilité gap. Elle varie exponen-

tiellement comme exp(—e,4/2kBT) ou g4 est 'énergie du gap. Cependant, a faible température,

5 Meme les processus inélastiques, comme ’absorption du phonon, ils n’affectent pas 'occupation des états
étendus dans ce cas.
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F1G. 4-11 — Comportement qualitatif de la magnetoconductivité longitudianle o, et Hall o,
en fonction de e/hw, pour différentes températures T. Lorsque T croit, T < T <T”, la largeur
des picks de o, croit. Le pas (step) dans o, décroit.

i.e. lorsque la dissipation est inactivée, on montre que cette résistivité varie exponentiellement
comme [exp(—To/T)]”, avec y =1/3 si B=0et v =1/2 si B est intense [94]'6.

Dans un Si-MOSFET, le minimum de p,, stipule une dissipation entre 2 — 4K quand le
plateau Hall commence & se former. En revanche, I'activation thermique disparait au dessous
de 2K.

Pour un GaAs hetérostructure, la dissipation est activée a Te [10mK, 4K]. Mais a faible
températures p,, est aussitot petite (dans la région du gap) qu'il est difficile voir impossible
de la mesurer (on montre que p,, est < 1071°Q pour T= 0.4K). Pour ce type de structures,
au dessous de T= 0.1K, les pics dans p,, sont extrémement étroits et s’annulent au dela de
B = 6Tesla, quant aux plateaux ils sont de plus en plus larges mais la transtion entre eux est
de plus en plus raide.

Des mesures typiques pour les structures citées & T= 0.3K sont illustrées a la Fig. 4-12 [1],

et peuvent étre directement comparées avec les expériences citées antérieurement (voir Figs.

'“La contribution non nulle & température faible de 04, peut étre due a des excitations actives de 1’électron aux
états étendus appartenant & des niveaux de Landau élévés ou due au processus de hopping entre états localisés,
éffectué a Iénergie de Fermi [100, 96, 94].
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F1c. 4-12 — Mesure expérimentale des résistances longitudinale et Hall & T= 0.3K (a) Si-
MOSFET & B = 13.8 Tesla; (b) GaAs/AlGaAs Hetrostructure [1].

Ainsi on conclut que la largeur des plateaux varie effectivement avec la température et aussi
avec le type de I’échantillon. Dans des échantillons idéals et & de trés faibles températures, les
plateaux sont larges et précis. A température nulle 'effet Hall intégrale est représenté sur Fig.

4-13 :

Gy, T (271}

— b2 ) s
I

I

|
1 2 3 4

3
F1a. 4-13 — Effet Hall quantique en fonction du facteur de remplissage v & température nulle.

4.5.1 Echelles de longueur en présence de localisation

Il convient maintenant de discuter les échelles de longueurs pertinentes en présence d’un
champ magnétique intense B, sachant que le potentiel dit au désordre, varie faiblement devant

I'espacement entre niveaux de Landau, V (r) < hwe.
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On sait davantage que les impuretés sont définies par la longueur ¢ et le temps de relaxation
7, et le champ magnétique intense par la limite w.r 2 1, méttant en évidence le mouvement
cyclotron, ot I’électron effectue plusieurs cycles avant de rencontrer une impureté.

Comme le rayon cyclotron d'un électron & 1’énergie de Fermi est donné par f. = vp /w7,
weT 2 1 se traduit relativement & cette longueur comme £, < £. Cependant, sachant que ¢p
définit la longueur magnétique et par conséquent que £, ~ \/EE B = {p, en présence de désordre,
lp et L. vérifient I </l <L ,ie. Ip<Kt.

D’autre part, un systéme dit mésoscopique est en régime diffusif si £ < W, L (chapitre 1).
Cette condition combinée avec la premiére permet de déduire que dans B intense, le systéme
mésoscopique est défini par : g < L. <l <W  etfou {lp<l, <l<LS.

Etant donné qu’en présence d’'un champ magnétique intense, £p et fiw. sont les échelles de
longueur et de I’énergie caractéristique, afin de distinguer entre les régimes localisés et étendus,
faisant usage de la longueur localisation définie antérieurement. On montre que

— les états localisés avec € fini (£ < W et/ou € < L), sont définis par
E<L<L<W,

— les états étendus avec £ divergeant (€ > W et/ou £ > L) sont définis par
le<E<W <E.

Par suite, en faisant abstention de ¢, les états de bords (étendus) sont connus par 24, < W < &,

et les états massifs (localisés) par £ < 20...

4.6 Théorie d’échelle

Ayant mis le point sur 'effet du désordre et la température, dans I’établissement de effet
Hall quantique intégral, le besoin & une théorie d’échelle pour expliquer notamment la transition
entre plateaux Hall, s’impose.

Les idées d’une théorie d’échelle pour la localisation d’Anderson proviennent du travail de

Thouless 1979 [66]. Puisqu’il s’agit 1a d’une transition de phase, par analogie avec la théorie

Yop = hkp et £ = vpT.

"Dans un champ B faible ot £5 < £ < £, le régime mésoscopique diffusif est défini par £ < £ < W < £e.
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de la renormalisation élaborée par les phénoménes critiques, Thouless déduit que la conduc-
tance mesurée dans un champ magnétique nul, dépend de I’échelle de longueur de I’échantillon
considéré. C’est ainsi qu’une remarquable théorie d’échelle fut construite par Abrahams, An-
derson, Licciardello et Ramkrishnan en 1979 [40]. Cette théorie a pu expliquer le phénomeéne de
la localisation faible en ’absence de B. Le point essentiel dans cette théorie est I’hypothése qui
considére que la conductance & I’échelle de longueur AL est fonction de celle a I’échelle L. Ainsi,
par différentiation par rapport & A, on obtient I’équation différentielle du groupe de renormal-
isation définisssant la fonction d’échelle 5; dépendante d’une seule variable g(L) qui définit le
nombre de Thouless. Ainsi, si les états sont localisés, g(L) décroit avec la croissance de la taille
L du systéme. Mais si les états sont étendus, g(L) est proportionnel & la conductivité diagonale.
De considérables travaux théoriques, numériques et expérimentaux ont connu le jour afin de
vérifier la fiabilité de la théorie d’échelle & un parameétre et pour faire étendre la localisation
faible.

Cependant, il s’est avéré par la suite qu’il existe une divergence entre la découverte de von
Klitzing et la théorie de localisation. La quantification de GH %! était interprétée comme étant
le résultat de la localisation d’Anderson. D’autre part, c’est les états délocalisés qui assurent le
transport du courant Hall, alors que 'idée d’une théorie d’échelle & un seul parameétre semble
prédire l'existence de fonctions d’ondes localisés dans un systéme bi-dimensionnel.

Plus simplement, le probléme réside dans le fait que la théorie d’échelle pour les coefficients
de transport ne fait pas référence a la conductance Hall [94]. La théorie d’échelle & un seul
parameétre prédit des corrections a o liés & la géométrie et non pas a o4y. Heureusement,
il existe d’autres théories de renormalisation ou 'on peut construire une fonction d’échelle
dépendante de plusieurs parameétres [96, 105]. Mais, les prédictions de la théorie d’échelle a deux
parameétres, testées expérimentalement [96], n’ont pas recu, jusque 1a, une grande importance

théorique.

125



4.7 Transport dans le modéle des états de bords : Approche
probabiliste

Tous les modeéles théoriques proposés pour I’explication de I'effet Hall quantique, incluant la
théorie de localisation présentée antérieurement et ’argument topologique présenté par Laughlin
[106], considérent des systémes idéaux avec des conditions de bords spécifiques. Bien que ces
modeles fournissent un apercu clair et détaillé, la mesure de la résistance, réalisée sur des
échantillons réels, semble dépendre de la structure dans laquelle I’échantillon est inséré et de la
nature des contacts avec ce dernier [1].

Aux bords de I’échantillon réel, le confinement provoque la courbure des niveaux de Landau.
A chaque fois qu'un niveau de Landau intercepte ’énergie de Fermi, un état de bord se forme.
Classiquement, dans un champ B, ceci correspond a des trajectoires d’électrons qui se déplacent
au long des bords de la structure (Fig. 4-6). Autrement, a ’énergie de Fermi, les états étendus
sont proches des bords de 1’échantillon.

Peu apres la découverte de leffet Hall quantique, Halperin [104] réalisa 'importance des
états de bords dans la description des propriétés de transport!?. Plusieurs théories partant de
cette idée et basées sur différentes approches ont été développées [107]. Méme 1’expérience a
réussi & mettre en évidence 'idée de I’écoulement du courant Hall prés des bords de la structure
[108].

Intrigué par I'apparition de 'unité de mesure de la conductance e?/h, plusieurs auteurs [107]
aient opté dans leur description de l'effet Hall quantique intégral pour le formalisme de Landauer
(décrivant le transport comme une probabilité de diffusion par le désordre). La résistance Hall
quantifiée est alors identique & la résistance d’un conducteur balistique dans lequel les états de
bords remplacent les canaux de propagation®?.

Cest ainsi que ’approche par les états de bords a attesté de sa fiabilité dans la compréhen-
sion des phénomeénes de transport en présence d’un champ magnétique intense. Conséquemment,

nous avons jugé utile d’exposer ici, mais brievement, les démarches suivies par Biittiker [86],

Yles états localisés ne jouent aucun role dans le transport.

2'Dans un champ magnétique intense, les modes de propagation consistent en des états intéragissant avec les
bords de la structure seulement. Les états de bords avec le méme mode (niveau de Landau) sont appelés canaux
de bords. Les canaux de bords paralléles se propagent dans des directions opposées [23].
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Streda et al [109] ainsi que Jain-Kivelson [111, 110] afin de décrire Peffet Hall quantique a
partir de la technique de comptage (approche probabiliste)m. Ces travaux ont été effectués a

température nulle.

4.7.1 Approche de Biittiker

Pour retrouver analytiquement ’effet Hall quantique, nous exposerons ici I'idée suscitée par
Biittiker [86] dans la description du phénomeéne de transport dans les systémes mésoscopiques

dans un champ magnétique intense.

Suppression du retour : description qualitative

Considérons une impureté proche du bord supérieur de la structure étudiée. Dans un champ
magnétique intense, le courant porté par les états de bords est représenté par des orbites ouvertes

quasi-classiques, voir Fig. 4-14.

Bord supérieur de l'échantill on

¥

itnpurete

F1c. 4-14 — Orbite quasi classique ouverte se propageant au long du bord supérieur de I’échan-
tillon. Dans un champ magnétique intense, le processus de retour aprés collision par I'impureté,
sur des distances assez large en comparaison avec le rayon cyclotron, est supprimé.

Selon Biittiker, comme le champ magnétique est intense, l'orbite ne peut pas s’éloigner
plus qu’un rayon cyclotron du bord de la structure. Aprés collision par 'impureté (possible a
plusieurs reprises), I'orbite retourne a son état initial et continue sa propagation (écoulement)
prés du bord. Si la largeur de la structure W est supérieure au rayon cyclotron, 1’électron
entrant dans cette structure arrivant sur un bord, quittera la structure en poursuivant son

chemin initial.

21 - . L .. . .
Nous différons les calculs quantiques proposés jusque ici au chapitre suivant.
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L’idée est que, dans ce cas, I'impureté ne renverse pas la direction du mouvement des
électrons. Le champ magnétique intense oblige les porteurs de charge de parcourir une orbite
de rayon /. et revenir au point de départ, avec néanmoins une différence de phase. Ainsi, le
retour est supprimé sur des distances plus larges que le rayon cyclotron. Méme en présence d’un
nombre important d’impuretés, le processus de retour reste supprimé si £ > £..

Cétait ca 'idée de départ de Biittiker22. Pour lui, la suppression du retour définit un courant
non dissipatif donnant raison a l'effet Hall quantique intégral. Par ailleurs, les collisions entre

états de bords sont seulement permises dans des régions séparés de la structure.

Bare de Hall a quatre contacts

En I’absence de retour, la bare de Hall considérée par Biittiker est représentée par la Fig.

4-15. Le transport est cohérent tout au long de la bare. Les collisions inélastiques se produisent

L

Hs

[

¥
N . .

!
MlL
5

Ha

F1c. 4-15 — Structure de Biittiker a quatre contacts parfaits.

a l'intérieur des réservoirs portés aux potentiels chimiques p,; avec ¢ =1, ...,4. Le courant dans

chaque terminal s’écrit en terme des potentiels chimiques p; comme [12] :

e .
I, = z (N; — Ri)p; — ;Tij/f!j aveci,j =1,...,4, (4.8)
J#i

22Ce raisommement conduit Biittiker a déduire que pour B intense, la structure de Hall est une structure
balistique [86].
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qui demeure valable méme en présence d'un champ magnétique. Les coefficients T;; et R;;
définissent la matrice de diffusion propre a la structure. Tj; et [?;; vérifient les relations de
symétries par renversement du sens du champ magnétique : T3(B) = T;;(—B) et R;(B) =
R;i(—B).

Comme conséquence de la conservation du courant dans le régime stationnaire, la somme
des éléments de chacune des lignes et colonnes de cette matrice est nulle.

Un calcul assez laborieux permet a Biittiker [12] de montrer que la résistance due a 1'é-
coulement du courant entre les contacts m et n avec une mesure de tension effectuée entre les

contacts k et [, est donnée par

ol=

h
Rmn,kl =73
e

ol D est un sous déterminant de rang 3 de la matrice propre & la structure, invariant par
renversement du champ magnétique [11]. Les relations de symétrie des coefficients de trans-
mission et réflexion, permettent de montrer que Ryun ki vérifie la relation de réciprocité23 :
Rinn i (B) = Ritmn(—B).

Donc, en admettant que les contacts sont non réflexifs [112] et tout en adoptant 'idée de
la, suppression du processus de retour dans la bare de Hall (Fig.4-15), tous les coefficients de
transmission entre différents contacts sont nuls exceptés Ty; = T34 = Tos =T12 = N.

Biittiker considéra le cas ot le flux de courant est émis entre les contacts 1 et 3 tels que
les contacts 2 et 4 assurent la mesure de la tension. Aprés quelques manipulations algébriques,

Biittiker montra que Ri342, qui n’est autre que la résistance Hall, est donnée par

h 1

Hall

= =——. 4.1
R Ri3,42 2N (4.10)

Par ailleurs, si le courant s’écoule entre les contacts 1 et 4 tels que les contacts 2 et 3 mesurant
la tension sont rangés du méme coté, (4.9) permet de montrer que la résistance longitudinale

Ria23 est identiquement nulle

Ruaz23 =0. (4.11)

237 s . L Jr . s . .
L’invariance par renversement du champ magnétique définit la relation de symétrie (relation d’Onsager) si
la structure est a deux terminaux, et la relation de réciprocité si la structure est a pluseiurs terminaux.
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(4.10) et (4.11) définissent tous deux leffet Hall quantique intégral (dans la région du gap).
Mais Biittiker ne s’est pas limité & ’étude de ce cas. 1l discuta, de plus, la possibilité de

brisure de l'effet Hall intégral en supposant l'existence d’un chemin percolatif (effet tunnel)

permettant échange entre états de bords opposés [86, 112].

En effet, il considéra une structure avec N états de bords injectés par les réservoirs 1 dans 4 et 3

dans 2 de sorte que N— K états de bords émis par leréservoir 4 (2) arrivent au terminal 3(1) et les

K restants sont réfléchis dans le terminal 1(3). En admettant que K < N, la résistance Hall (en

h 1
utilisant (49)) est donnée par RHall = R13742 = Gﬂ, c’est-a-dire quantiﬁée. Par ailleurs,
e p—
h K
les résistances longitudinales qui en découlent, sont données par RY" = R 19 43 = EN(N——K)

et Rlﬁ&% = 0, respectivement. La résistance longitudinale quantifiée, semble étre en bon accord
avec les mesures expérimentales réalisées par von Klitzing-Ebert [113] et Sypher-Stiles [114].
Plus important, est qu’en cas d’existence réelle de barriére, ces expressions peuvent étre
manipulées en admettant que la transmission est non quantifiée et que la réflexion est non
nulle. En terme des coefficients de transmission et réflexion donnés par T = %K et R = ']E\‘%,

respectivement, Biittiker montra que [112]

h
et R = h R (4.12)

Hall
R e2 NT

_ 1
~ENT
Ce résultat a ét¢ aussi dérivé dans un context différent par Jain-Kivelson [111] pour une struc-
ture & deux terminaux.

Les deux résistances dans (4.12) ne sont pas quantifiées et ne définissent pas 1'effet Hall

quantique intégral; la situation est tout autre. En revanche, I'effet Hall intégral correspond au

cas particulier ou R =0, i.e. K = 0 (pas de réflexion), confirmant 'idée de Biittiker.

4.7.2 Approche de Landauer

Motivés par la mesure de von Klitzing d’une résistance longitudinale nulle (dans la région
ou les états sont completement localisés) si le courant circulant est non disspatif, ce qui est
conforme avec la formule proposée par Landauer (voir détails dans chapitre 1), certains auteurs
[111, 109] avaient opté pour 'approche de Landauer dans leur dérivation de 'effet Hall quantique

intégral. Bien que les techniques de calculs aient été différenciées entre ces travaux, les objectifs
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ont coincidé.

e Dérivation de Jain-Kivelson [111] :

Ces auteurs ont étudié le transport dans une structure a deux terminaux (la méme considérée
par Landauer) soumise & un champ magnétique trés intense, i.e. dans le cas extréme hiw. — 00,
Fig. 4-16. Par conséquent, le mouvement des électrons est limité au plus bas niveau de Landau

(n=1).

[ 5| Hm

#1i Py
-+

rl
WL L

|

F1c. 4-16 — Structure mésoscopique & deux terminaux avec le potentiel du gate est controlé par
une barriére potentiel.

Les réservoirs sont portés aux potentiels chimiques pq et po, respectivement. Les états de
bords qui se propagent de gauche & droite dans la direction positive (indéxés par up) sont en
équilibre avec le réservoir de gauche avec pq, et les états de bords qui se propagent de droite a
gauche (indéxés par low) sont en équilibre avec le réservoir de droite avec fi.

Dans leur description, ces auteurs considérent qu'un électron peut étre transmis a travers
la barriére en empruntant soit le chemin semi-classique 1 soit par effet tunnel de 2 vers 2’ (Fig,.

417).

F1G. 4-17 — Contours d’égals potentiels au voisinage d'une barriére [111].

Donc en admettant qu'une fraction R du courant up émis dans la différence pq — g, soit

réfléchie par la barriére dans le bord low du méme terminal noté LL?*, le courant total qui

24 R . .
Le méme processus se produit pour les états low.
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parcours la structure une fois le régime stationnaire établi, est donné par I = £ T'(p1y — pp). Jain-
Kivelson montrérent alors que les résistances longitudinales et Hall, sont données respectivement

par :
_hR

= 4.1
e2T’ (4.13)

h
RHall — 57 et Rlong

et donc coincident avec (4.12) pour N = 1.

En adoptant I’approche de Landauer, ces auteurs furent les premiers a retrouver une ré-
sistance Hall quantifiée et une résistance longitudinale assez différente de zéro [115], en accord
avec les prédictions expérimentales [116, 117]. Néanmoins, la dérivation d’une résistance Hall
non quantifiée était bien probable dans leurs calculs.

e Dérivation de Streda et al [109]

La structure considérée ici est identique a celle de Jain-Kivelson mais avec maintenant
plusieurs niveaux de Landau impliqués. L’objectif de ce travail, était de relier la différence de
potentiel dissipative & travers la barriére a la matrice de transmission. Par ailleurs, la différence
de potentiel Hall dois s’effectuée dans des régions accessibles expérimentalement.

Le systéme mésoscopique bi-dimensionnel de taille finie est soumis & un champ magnétique
intense & température nulle?. L’échantillon est en contact avec des terminaux parfaits de section
finie, Fig. 4-16. La vitesse dans la direction de propagation est donnée par v, = 1 deng

h dk
pour les états localisés au bord supérieur et v,;, < 0 pour ceux localisés au bord inférieur 26.

.’Unk>0

L’hypotheése faite par les auteurs suppose que les électrons injectés par les réservoirs ad-
jacents a l'intérieur de l'échantillon au long des bords up left (UL) et low right (LR), sont
portés aux potentiels jiq et o, respectivement. Ainsi, un électron dans un canal n UL(LR) a
une probabilité Ty = |tnm|? (T),,) d’étre transmis dans un canal n’ du bord UR(LL) et une
probabilité Ry = |[rwn|? (R,,,) d’étre réfléchi dans un canal n’ du bord LL(UR). L’ensemble

de ces coefficents vérifie la condition de conservation

> Tn+ Ry = Toy+ Rum =1, (4.14)

25 s ; , .
pour éviter la dépendance des calculs en I’énergie.

26 dans un champ magnétique intense, les états de bords up et low ont la méme vitesse, puisque nous supposons
le potentiel de confinement symétrique.
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et & intérieur du méme terminal la condition

> (T + Rurn = burn) = 0. (4.15)

n',n

Le courant a l'intérieur de la structure, transmis dans la différence de potentiel (u; — u15) est

donné, une fois le régime stationnaire établi, par

I = e(p —po) Z Ok D(ER ) Tyim

n,n’
Un'k
= —— 4.1
e
= E(MI*MQ)Z,TH’H
e
=~ ( — po) Tr(tt™). (4.17)

h

Afin de calculer les potentiels induits wyr et wrr, les auteurs ont emprunté le méme chemin
que Landauer. En admettant que les canaux s’équilibrent entre eux dans ces régions, un calcul

élémentaire permet de déduire que

Zn:n’ 07:134171'

wrL = g+ —p — , 4.18a

= (4.182)
Z ) T /

wor =+ (i — py) =R, (4.18b)

ou l'indice du vecteur d’onde k dans la vitesse est implicite. Conséquemment, les résistances

Hall RH = (17 —wrr)/I, et longitudinale R = (u; — wyr)/I sont données par

RHall  _ ﬁZnn'”51(5n"'_R"'”), (4.19)

e? Zn U_l Zm m’ Trnim
R~ b T 00 Ot~ Tin) (100
e Zn Un - Zm,m’ Tm'm

Comme premiére conséquence évidente a ce résultat, dans une structure avec n canaux de bords,

on montre que

g (RHe+ Rzong>‘1 = G = /Ta(t ™). (4.20)
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Par ailleurs, dans la limite balistique avec Ry, = 0, on montre que

RHall et R =0, (4.21)

h1
e2N’
ou N est le nombre de canaux de bords.
En outre, a la limite d'un seul niveau de Landau rempli (intercéptant avec 1'énergie de
Fermi) correspondant & appliqué la limite hw. — oo, R4 coincide avec la résistance de
contact (1.54) et R'" est donnée par la formule de Landauer (1.52); coincident avec (4.13).
De plus, en tenant compte de la condition de conservation (4.15), la différence de potentiel entre
réservoirs est donnée par py — i, = e(Vg + V) avec Vg =y —wpp et Vo = py — wypg.
D’autant plus, la limite d’'un champ magnétique nul peut étre directement déduite. Dans ce
cas les états de bords gauche (left) et droit (right) s’équilibrent entre eux dans chaque terminal
avec les potentiels chimiques wy = '12(#1 +wrr) et wp = é(uz + wrr), respectivement. La
conductance mesurée, G = I/(wr, — wg) est alors du type Landauer, généralisée a plusieurs

canaux (1.65).

4.7.3 Discussion

Ces deux travaux [111, 109] avaient fait 'objet d’une critique intensifiée par Biittiker [118].
Une critique visant surtout 1'utilisation de la formule de Landauer et par conséquent la définition
des potentiels induits & I'intérieur des terminaux en présence d’un champ magnétique intense.
Néanmoins, en examinant de prés tous ces travaux, il s’avére que la possibilité d’un tunneling
entre états de bords opposés, est équivalent & considérer I'existence d’une barriére réfléchissante.

Principalement, Streda et al [109] ainsi que Jain-Kivelson [111, 110] considérent séparément
une structure a deux terminaux. Les terminaux (fictifs) de mesure de la tension Hall sont sup-
posés étre localisés dans des régions o1 la tension Hall demeure quantifiée. Expérimentalement,
ceci est accessible si les probes sont dans des régions exhibant 'effet Hall quantique [119]. En
revanche, Biittiker traite le cas réaliste ou les probes de mesure sont réels (non fictifs) et se
trouvent dans des régions pas obligatoirement quantifiées, mais, tout en insistant, que les po-
tentiels induits de part et d’autre de I’échantillon sont identiques aux potentiels des réservoirs
adjacents, i.e. les états de bords s’équilibrent avec les potentiels des réservoirs adjacents.

Alternativement, le choix artificiel de la localité des terminaux de mesure de la tension
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dissipative, exceptionnellement permis dans les systémes mésoscopiques, selon Streda et al [119]
et Jain-Kivelson [120] n’affecte pas la dissipation & cause de leur non invasivité®”.

Enfin, soulignons qu’ultérieurement Haug et al [117] ont étudié le cas ou la barriére est
controlée par un potentiel du gate et placée entre des régions ot I’équilibre dans chaque bord
est indépendamment établi. Ces expériences ont mis en évidence les résultats de Streda et al
[109] dans le cas o seul le plus bas niveau de Landau est inclu. Cependant, pour le cas réaliste
avec plusieurs niveaux impliqués et donc plusieurs canaux, I’expérience a signalé de grandes

divergences avec 'analytique qui propose plusieurs formules de généralisations (voir [117]).

4.8 Conclusion

En conclusion, seul le modéle par les états de bords, utilisé avec succés dans plusieurs
expriences [117], permet une description réaliste du transport électronique dans un champ
magnétique intense si la différence de potentiel chimique entre réservoirs Ay est plus faible que
I'énergie cyclotron (fw.).

Par ailleurs, I'idée prééminente adoptée dans Iexplication de ce régime, considére que si
I’énergie de Fermi est dans la région d’états localisés, la conductivité Hall est quantifiée en
multiples entier de €2/h et la conductance longitudinale est nulle. Un argument qui ne demeure
pas fiable au voisinage des centres des bandes de Landau ot les états massifs localisés ne peuvent
étre spatialement séparés des états de bords [30].

Ainsi, le besoin d’une théorie capable de fournir des résultats quantitatifs pouvant décrire
entiérement l'effet Hall quantique intégral et la déviation de la quantification sous des conditions
non idéales, s’impose. C’est dans ce contexte que s’inscrit le travail que nous présentons dans

le prochain chapitre.

27 . L . . . o ..
Les terminaux de mesure réels introduits dans le point de vue de Landauer doivent vérifier les conditions de
non invasivité [39].
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Chapitre 5

Théorie de ’effet Hall quantique

intégral dans Papproche de Landauer

5.1 Introduction

Depuis la découverte de effet Hall quantique [19], peu de travaux se sont intéréssés a le
dériver a partir de la théorie de la réponse linéaire. Mis & part le travail de Kucera-Streda [56]
intitulé : “Relation between transport coefficient and scattering matrices in B strong field” qui
optait en quelque sorte pour le point de vue de Landauer [10], les autres travaux avaient adopté
I'approche de Kubo [86, 121, 122].

Partant de la formule du courant dérivée de fagon self-consistante a partir de la réponse
linéaire par Langreth-Abrahamas [65], Kucera-Streda [56] ont pu montrer que dans une struc-
ture de Halll, la magnétoconductance longitudinale est donnée, dans la limite d'un canal de
propagation, par la formule de Landauer [10, 41]. Quant & la dérivation de la conductance Hall,
les auteurs étaient contraints d’admettre que la différence de potentiel perpendiculaire au flux
de courant, établit a l'intérieur des terminaux parfaits, est dépendante de I'indice du canal :

Apt,, = ;7 — ;. Conséquemment, la réponse des porteurs a 'intérieur des terminaux, servant

Structure bi-dimensionnelle soumise & un champ magnétique perpendiculaire intense.
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de transport du courant a travers la structure, se présente comme

[=— kifu(k)dk—62 Aty (5.1)
_QTan: - " _hzn: e’ '

de sorte que dans le cas limite d’un seul canal de propagation, la conductance Hall est quantifiée :

)

Hall __ €

=—. 5.2

gl =< (52)

D’autre part, en admettant que dans une structure a plusieurs terminaux 1’approche de

Kubo et celle de Landauer sont quantitativement équivalentes, Baranger-Stone [16] se sont

basés dans la discussion de l'effet Hall quantique intégral sur la formule définissant le courant
circulant dans chaque terminal en terme des potentiels chimiques des réservoirs adjacents? :

Nt
e

n=1

Iy,

avec N1 est le nombre de terminaux.
En suivant une recette proposée par Biittiker [86], précisant qu’une mesure de Hall ne peut étre
réaliste que dans une structure & quatre terminaux et plus (voir chapitre 4), Baranger-Stone
conclurent que 'effet Hall intégral correspond (selon 1’équation (5.3)) & une transmission totale
des électrons a travers ’échantillon. C’est a dire que sous Peffet d'un champ magnétique intense,
I’échantillon désordonné aura un comportement ordonné (voir chapitre 4) et le flux de courant a
travers la région mésoscopique sera défini par les états de bords. Ceci leur a permis de conclure
que la résistance Hall est en fait une résistance de contact transformée, en raison de la forte
intensité du champ magnétique, en cette derniére et que la résistance longitudinale est nulle.
Mais, avant I'apparition de ces travaux et toujours dans le cadre de I’approche de Kubo
et la théorie de la réponse linéaire, P. Streda [123, 122] s’est préoccupé du calcul du tenseur
conductivité o;;. Il sépare oy, dans un régime de Hall, en deux parties; diagonale et non
diagonale [124]. La composante diagonale est donnée par la formule de Kubo [53], alors que

celle non diagonale [125], définissant la conductivité Hall, Streda [123, 122] montre qu’elle se

?Une formule dérivée au préalable heuristiquement par Biittiker [86] et demeure vérifiée méme en présence
d’un champ magnétique intense.
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sépare en deux autres parties : La premiére notée ol;, coincide avec la formule classique de

i
Drude [35], alors que la seconde 0% est sans analogue classique. OJUI portée a I’énergie de Fermi,
est donnée par la variation du nombre d’états par rapport a la variation du champ magnétique
appliqué :

o =€ . (5.4)

e=¢p
Ainsi, Streda [123] définit qu’une conductivité Hall quantifiée correspond au cas ou Iénergie de
Fermi traverse un gap entre deux niveaux de Landau (plateaux, voir spectre d’énergie chapitre
4). En effet, lorsque 1’énergie de Fermi traverse une région d’états localisés, la densité d’états
correspondante s’annule. Dans ce cas, les éléments diagonaux du tenseur conductivité de méme
que le terme classique de la conductivité Hall s’annulent, et par conséquent la conductivité Hall

est quantifiée, d’ott le nom d’effet Hall quantique intégral :
Opz =0yy =0 et 0oay=—0ys =ecON()/0B|._,, (5.5)

Si la température est non nulle,
dpg(e

ou py(n) est la fonction distribution de Fermi-Dirac.
En examinant de prés ces différentes techniques, nous pouvons en déduire que :

e Bien que le travail de Kucera-Streda [56] définit une étude assez rigoureuse de effet Hall
quantique, les conductances Hall et longitudinale ne sont explicitées que dans le cas d’'un seul
canal de propagation. Ceci constitue un cas trés restreint, alors que celui a plusieurs canaux est
une nécessité.

e Baranger-Stone partent de ’hypothése faite par Biittiker stipulant que sous 'effet d’un
champ magnétique intense, le désordre substitutionnel aura un effet négligeable sur le mouve-
ment des électrons. Par conséquent, dans un régime de Hall RHall ~ Reontact of Rlong — (),
Néanmoins, Biittiker prédit dans certains de ses modéles la mesure d’une résistance Hall quan-

tifice avec une résistance longitudinale du type Landauer3 [10, 41] (chapitre 4). Cette idée a

*Ce probleme a été aussi discuté avec Buttiker lors de notre rencontre a I’école des Houches en septembre
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été aussi critiquée par Macdonald et al [119] et aussi par Jain et Kivelson [120] en réponse a
une premiére critique formulée par Biittiker [118] sur les travaux de ces derniers. Pour plus de
détail voir chapitre 4.

e Critiqué par Baranger-Stone, il semble que le travail de P. Streda souffre de quelques
inconsistances :

(a) La conductivité (quantité intrinseque) dérivée est une quantité moyennée sur le volume total
et sur le désordre. Ces moyennes qui éliminent toute empreinte du mésoscopique permettent de
conclure que le traitement de Streda s’applique & des systémes larges, i.e. macroscopiques.

(b) Aussi, les terminaux assurant le transport du courant des réservoirs vers la structure méso-
scopique ont été complétement ignorés dans son traitement, d’ott 'appel & la formule de Kubo
qui traite les réservoirs comme 'univers.

(c¢) Bien que, par définition, la conductivité dépend des états au dessous de 1'énergie de Fermi,
Streda s’est limité & température nulle pour dériver une conductivité dépendante de I’énergie
de Fermi. Ceci lui permet de faire tendre la densité d’états vers zéro quand 1’énergie de Fermi
traverse un gap d’énergie (entre deux niveaux de Landau), définissant ainsi les plateaux et par
conséquent une conductance Hall quantifiée.

e Enfin tous ces auteurs ont considéré, dans leurs calculs, le potentiel appliqué entre les
réservoirs et non pas le vrai potentiel électrostatique induit a 'intérieur de la structure, de part
et d’autre de I’échantillon mésoscopique. En outre, aucune de ces formules proposées n’a pu
décrire la brisure de l'effet Hall quantique.

Motivés par la mesure de von Klitzing-Doroda-Pepper mettant en évidence les idées de Lan-
dauer concernant la mesure a l'intérieur des terminaux, une des plus spectaculaires applications
de la théorie de la réponse linéaire, résultat (2.59), serait le traitement de I'effet Hall quantique
dans les systémes mésoscopiques.

Evidemment, puisque nous nous intéressons au calcul de la conductance, quantité extrin-
séque mesurée dans l'expérience, en 'absence d’un calcul microscopique pour décrire leffet
Hall quantique intégral, nous proposons d’étendre la théorie de la réponse linéaire élaborée au
chapitre 3, sur la base des résultats du chapitre 2, & I’étude d’une structure de Hall & deux

terminaux ; moins commun qu’une mesure a quatre teminaux (voir annexe H), une mesure a

2001 [47].
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F1aG. 5-1 — Structure mésoscopique bi-dimensionnelle soumise a un champ magnétique BZ in-
tense.

deux terminaux est bien réalisable [126].

5.2 Formulation du probléme

Dans le régime de Hall quantique, ’électron est contraint de se mouvoir dans une struc-
ture bi-dimensionnelle. Pour ceci, nous considérons la méme structure mésoscopique étudiée
au chapitre 3%, avec maintenant Q remplacé par S = L x W, ot L est la longueur de la stuc-
ture et W sa largeur. La structure formée par ’échantillon désordonné et les terminaux, est
soumise & l'action d’un champ magnétique intense (w.r 7 1) perpendiculaire B = BZ = rotA
et considérons la jauge de Landau A = — Byi.

Dans le cadre de I'approche de Landauer, ’Hamiltonien total qui décrit la dynamique d’un

électron de conduction dans la structure sus-mentionnée s’écrit
htot = ho + V(l’,y) +W($,y), (57)

ot h¥ est ’'Hamiltonien libre en présence du champ magnétique (2.6), V(x,y) est le potentiel
résultant de interaction électrons-impuretés, et w(z,y) est le potentiel électrochimique induit
a l'intérieur de la structure dépendant de x et y, Fig. 5-1.

Les états propres de h? sont donnés par le produit d’ondes planes se propageant dans la

47 5, . P - . . .. . N
L’échantillon mésoscopique est en contact avec deux terminaux parfaits semi-infinis en contact a leurs tours
aux reservoirs source et évier de courant.
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direction x et de fonctions transverses dans la direction de confinement ¥ :

Pe(r) = %eﬂkang(y)- (5.8)

& dénote le vecteur d’onde longitudinale kg, le canal de propagation a ainsi que la direction de

propagation o = 4; £ = (aka0), et X¢(Y) = Xak,o(y) est solution de I'équation de Schrodinger

réduite
1 102
5 (Fhka + eBy)* + o T Vev) | Xe(v) = cexe(y): (5.9)

Physiquement en présence d’un champ BZ intense, les fonctions transverses seront basculées
vers les états de bords avec une vitesse ~ k, dans les directions de propagation o = +; cest

pourquoi on parle de courant entrainé a l'intérieur de la structure & ’aide des états de bords.

5.3 Opérateur densité en présence d’'un champ magnétique in-

tense dans ’approche de Landauer
Pour les mémes considérations physiques discutées dans le chapitre 2 qui tiennent compte
de Dleffet de la self-consistance sur la mesure effectuée a l'intérieur des terminaux et 1'effet
qualitatif que cause la nullité du terme en sp; dans le régime stationnaire, 'opérateur densité

dans le point de vue de Landauer demeure formellement vérifié méme en présence d’'un champ

magnétique intense lors de la formation des états de Bords. Il s’écrit

=0+ ‘xyg> <\11g‘ ok, (5.10)
£
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avec dans ce cas gé vérifie ’équation maitresse

Adk = —m®®) 3 |ee) (v ]{ dt- (Fz(r)(r))
:

_épzl(ho)zwﬁ (el Z ni/d&-j?g(ri)wi(y)
:

i=L.R
- _%pa(h’o) > 77@'2\%0£><<P£|/dyj§§(rz’)wz'(y) (5.11)
:

i=L.R

Le passage de la premiére égalité a la seconde dans (5.11) est dit au fait que seules les lignes
transversales (perpendiculaires a ) contribuent, car le courant s'annule sur les faces latérales
dans une structure de Hall confinée (voir explication chapitre 1). Par ailleurs, comme le champ
électrique est supposé nul a Pextérieur de S, les lignes transversales ¢ peuvent étre choisies
arbitrairement en dehors de S'; dans les régions asymptotiques. ¢; = {,,{g sont deux lignes
transverses orientées dans le sens positif avec NL(R) = +1,—1.

D’autre part, puisque le champ magnétique appliqué est intense, le potentiel électrochimique
w(z,y) dans les régions asymptotiques des terminaux n’est pas constant mais dépend de la
position y . w(x,y) sera alors remplacé par w;(y) avec i = L, R est I'indice du terminal. Mais,
comme y € [—'%Z, 'EQK], wi(y) se sépare dans les régions asymptotiques (|z| — oo) en : wr(y > 0),
wr(y > 0), wr,(y <0) et wr(y < 0). Par ailleurs, le cas avec y = 0 correspond aux états massifs
non conducteurs du courant.

Cette dépendance est une conséquence de la formation des états de bords qui se séparent dans
la direction y, perpendiculaire au flux de courant, en des états up (haut) et des états low (bas)
(chapitre 4) et se propagent avec des vitesses positives dans les directions positive et négative,
respectivement : Les états ayant y > 0, se propagent de gauche a droite quant aux états ayant

y <0, ils se propagent de droite & gauche. Pour une écriture plus compacte, posons :

+ 9 - 9. T - 1
wy, = lim wr(y), wp = L Jm wr(y), wgp=lm wr(y), wp=lm wr@y) (5.12)
y>0 y<0 y>0 y<0

Autrement, pour un champ BZ intense, w;(y) induit dans les régions asymptotiques (2
l'intérieur de l'intégrale) sera remplacé par wi avec o traduit la direction de propagation du

courant correspondant. Mais avant tout autre développement, ce potentiel pourrait-il dépendre
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de I'indice du canal de propagation?

Physiquement, en présence d'un champ magnétique, une structure a plusieurs canaux cor-
respond au cas o plusieurs niveaux de Landau sont occupés [109]. Les électrons émis dans
chaque canal ne sont pas en équilibre thermodynamique mais en état stationnaire caractérisé
par un courant constant.

Admettons, dans ce qui suit, que les niveaux de Landau dans chacune de ces régions s’équili-
brent entre eux avec le méme potentiel élctrochimique induit ; totalement différents de ceux des
réservoirs adjacents. Ceci est justifié si l’interaction interne entre états de bords dans chacune
des quatre régions est assez forte pour établir un équilibre local, alors que celle entre états de
bords de régions différentes est négligeable devant celle-ci (i.e. la largeur de la structure est
supérieure a la longueur magnétique [127]).

Effectivement, cette idée suggérée en premier par Jain-Kivelson [110], leur permis de définir
un potentiel moyen (mesuré) indépendant de I'indice du canal dans les régions sus-mentionnées.
Juste aprés, Streda et al [109] ont clarifié les conditions physiques conduisant & un tel résultat.
Ces auteurs ont supposé que ce sont les collisions inélastiques, existant toujours & l'intérieur
des terminaux, qui sont a l'origine de 1’équilibre des états de Bords dans chacune des quatre
régions. Par conséquent, ils dérivent une magnétoconductance longitudinale du type Biittiker-
Imry-Landauer et Pinha (1.65) [44].

En revanche, Kucera-Streda [56] ont suggéré dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire
qu’une mesure ne peut avoir lieu que si chaque état est dans un équilibre local indépendamment
des autres états. Autrement dit, le potentiel mesuré dans chacune des quatre régions de la
structure doit dépendre de 'indice du canal®.

En analysant ces deux idées d'un point de vue microscopique, I'idée de Jain-Kivelson [110]
nous semble étre la plus réaliste. Ceci peut étre vérifié si nous considérons la limite ot le champ
magnétique est faible ou nul. Dans ce cas, les états de bords se mixent entre eux, de sorte que

dans les régions asymptotiques les potentiels wj{( R) €t Wi () seront remplacés par

wi =w] =wg et wh =wp =wkr, (5.13)

5. . . . .
“indice du canal ou indice du niveau de Landau.
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et le courant circulant est alors donné par la somme de (3.50) et (3.57).

Par contre, si nous considérons la méme limite dans le cadre de 'idée de Kucera-Streda,
on devrait alors moyenner le potentiel mesuré sur tous les canaux : w = -]LV > Wa, ce qui n’est
pas évident puisque dans ce cas les formules que nous retrouverons dépend:rons toujours des
potentiels mesurés.

Donc en adoptant I'idée de Jain-Kivelson, w;(y) a Uintérieur de I'intégrale dans (5.11) est
indépendant de I’énergie ainsi que I'indice du canal mais dépend uniquement de la direction de

propagation ¢. Ceci étant, (5.11) se présente comme suit

Adf = _Po Z!wg (pel > m; Z/dng”g(ri), (5.14)

i=L,R

et pourrait étre simplifiée davantage en

1, ~
Agi = po(B%) ) |e) (el (Aw?) (i )ee, (5.15)
:

a cause de la conservation du courant, avec (Aw)? = (wr — wgr)? dans (5.15) définit la dif-
férence entre les potentiels électrochimiques développés dans les régions asymptotiques de part
et d’autre de I’échantillon, dépendante dans une structure de Hall du sens du courant porté
par les états de bords. Les états de bords up seront émis dans une différence de potentiel up,

(Aw)™, et ceux low dans une différence de potentiel low, (Aw)~, tels que :
(Aw)" =w}]-wf,  (Aw)” =wp —wp- (5.16a)

Pour une écriture plus simplifiée, nous dénoterons désormais wz par wyr, Wy par wrr, wE par

wyR, et enfin wy par wrp. Ainsi,
(AW)_'_:WUL*U)UR, et (AW)_ = Wwrr — WLR, (517)

avec les potentiels wyrp, et wpp différent respectivement des potentiels chimiques des réservoirs

adjacents : wyr, # pr, €t WLR # uRﬁ.

bce qui n’a pas été admis dans le calcul probabilistes de Streda et al [109].

144



Ces potentiels induits vérifient, dans un régime de Hall quantique, la relation bien connue
(chapitre 4) :

WUL — WLL = WUR — WLR, (5.18)

qui est une conséquence du régime stationnaire [?, 110, 127] et notamment de la symétrie de

cette structure. En ce sens, on déduit que

(Aw)+ = (Aw)” = Aw = wyL — WUR. (5.19)

5.4 Valeur moyenne du flux de courant / dans un champ B

intense

Comme conséquence de l'existence des impuretés, la densité de courant a un corps en un
point r’ appartenant a la surface totale S est donnée en présence d’'un champ magnétique BZ
intense par (2.60) (j(r') == [0(r—1) (P —eA)+ (p—eA)d (r —1'))).

Dans le régime stationnaire la moyenne du flux de courant a travers une section arbitraire

S est donnée par la trace du produit de ce dernier par Popérateur densité, (5.10) avec (5.15),

I =Tro"i=Tr <QL /dyj‘”(r)) , (5.20)

qui s’écrit convenablement (pour la simplification des calculs) comme la somme de I L du type
Kubo et I°€ 1ié au traitement self-consistant. I vérifie toujours les conditions de conservation
générales dérivées au chapitre 2.

Puisque, actuellement, les expressions formelles de 'opérateur densité Landauer et du flux
de courant dans une structure de Hall & deux terminaux sont établies, I’étape prochaine consiste
a déterminer les expressions explicites des courants IS¢ et I'. Ceci nous permettra d’obtenir
I'expression explicite de I ainsi que celle de 'opérateur densité Landauer o~ en présence d’'un
champ B = BZ intense, en fonction des potentiels induits dans les régions asymptotiques et en

terme des amplitudes de transmission et réflexion relatives a ’échantillon mésoscopique.
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5.4.1 Expression de /' dans un champ BZ intense

Exprimé en terme d’une intégrale sur I’énergie

= / e[ f () I (e), (5.21)

le courant I'(¢) (du type Kubo) défini par (2.111) et produit par des porteurs d’énergie &,

s’écrit en présence d’'un champ BZ intense comme

I'e) = —;;5(5%)7{% (i)

_ —;Z(S(s—sg)(Aw)" / dy j5 ). (5.22)
13

En sus, & énergie ¢ la sommation sur { dans (5.22) est équivalente & une somme sur le
vecteur d’onde kg, les canaux de transmission a, et la direction de propagation o (voir (3.12)),

I'(e) se simplifie, aprés intégration sur ¢, en
e €
1.y _ € +\¢&
IY(e) = 2hAwZa(H )(M)(M), (5.23)

aprés avoir tenu-compte de (5.19). Les (Hﬂfag)((w) définissent les composantes du vecteur
colonne IT*, (3.31), données par (3.30a-d).
= o = +1, I'(e) s’écrit aussi

Définissons par 1 le vecteur ayant pour composantes (1),

sous forme Compacte comime

I'(e) =5 Aw (I - 1). (5.24)

Entre autres, dans un champ magnétique intense, le courant du type Kubo, I'(¢) s’exprime en

terme des coefficients de transmission comme

1'(e) = 57 (wor —wur) 3 {7 ¢ a0 + [67)  aa} - (5.25)
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5.4.2 Expression de /¢ dans un champ B? intense

Pour ce qui est du terme résultant du traitement self-consistant et traduisant 'effet de
la suppression des contacts (éliminés dans le point de vue de Landauer), dans un champ

magnétique B = BZ intense, il s’écrit
15¢ = Tro®Ci = it ok, (5.26)
£

avec Qng est solution de (5.15).
Sachant que A est une matrice non inversible, en procédant de la méme maniére que dans
le chapitre 3, on montre aprés quelques manipulations algébriques que Qé’ a énergie € prend la

forme matricielle suivante :

gk = [-f (e)Awl (1), (5.27)

ou I est le superopérateur inversible qui remplace le superopérateur non inversible I' définit &
énergie fixée par la matrice (3.40), et Aw = wyr, —wur est la difféerence de potentiel établie de
part et d’autre de I’échantillon désordonné dans une structure de Hall.

Par substitution de (5.27) dans (5.26), il vient que
/ .z ~1 _
IS¢ = Aw [ de[—f (¢)] Z(S(e —e¢) [i +]55 [Cee)55T155)- (5.28)
&8
L’intégration sur I’énergie ¢ permet d’écrire formellement & énergie €
I5C(e) = %Aw [H+ N )} : (5.29)

et explicitement, en tenant compte de (5.18),

%) = %(WUL —WUR) ZZ: {[(tL)thL]aa[fl]ZHJr (6" (6%) Jop —

() 6 0T 1o (67 Ty — (67 6 [T 15 6 (69) e

HER) T T3 {tR(tR)Wbb} : (5.30)
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avec T est defini par (3.45).

5.4.3 Valeur moyenne du flux de courant

En combinant (5.24) et (5.29), la valeur moyenne du courant dans une structure de Hall a
deux terminaux et dans le point de vue de Landauer, s’écrit donc formellement & energie fixée,

comme
I(e) = %Aw { (1'[+ : (fln—)> +—; (It . 1) } . (5.31)

Par ailleurs, ce courant peut étre simplifié davantage, aprés quelques manipulations algébriques,

en

I(e) = ﬁAw { (n+. (fln-)> +% <H+ (T 1))}

I+ . {fl (I~ + —;f 1)}

= A {rﬁ - 1]}, (5.32)

sachant que IT~ + -%f‘ 1=1. I(e) s’écrit aussi en explicitant IT+ comme

€
1) = (v —wom) Y {16 6ol oy — (6 0all 10y} (5:33)
a
avec [ 1] (40)(a0) SONt définis par (3.68).

Formellement cette expression ressemble & celle dérivée en présence d’'un champ magnétique
B7Z faible et /ou nul (voir chapitre 3), mais elle n’est pas identique puisqu’elle est exprimée en
terme de la différence de potentiel wyr, —wur. Cette différence se forme entre états de bords up
résultants de 'application du champ magnétique intense et se réduit dans le cas limite suscité

aux potentiels wr, — wr (équation (5.13)).

5.5 Magnétoconductance longitudinale

Dés lors, la magnétoconductance longitudinale G°™ (e, B), définie par le rapport entre

courant circulant & la différence du potentiel électrochimique induit de part et d’autre de
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I’échantillon Aw, = (wyL —wyR)/e, résultante se met sous la forme
~—1
glong(g B) = — 9% Z{ (tL +¢l ]aa[I‘ 1](a+)(a+) — [(t )Tt ]aa[I‘ 1]fa)(a)} , (5.34)

otl 'on a tenu compte de la dégénérescence de spin. C’est-a-dire que G'*9(B = [de[- £)]G*"9(e, B)
est identique & la magnétoconductance dérivée au chapitre 27, & la différence que dans ce cas

les états de Landau ne se mélangent pas mais se séparent en des états de bords et des états
massifs. En outre, puisque les amplitudes de transmission ¢ et de réflexion r dépendent du
champ magnétique B, i.e.la variation du potentiel désordonné, conduit a des oscilations du

type Shubnikov-De Haas [31, 94].

Cependant, en cas de mixture des niveaux de Landau, correspondant & considérer le champ
magnétique appliqué faible ou nul, I'expression de G'9"9(e, B) est alors identique a (5.34) sauf

que pour B faible les oscillations sont relativement faible et pour B nul, elles sont nuls et donc

en accord avec ’expérience, Fig. 4-2.

En revanche, le calcul de la conductance Hall, G, définie par le rapport entre courant
circulant I, (5.33), & la différence de potentiel Aw| = (wLr —wrR)/e n'est pas aussi simple.
Pour ceci, on a besoin d’exprimer wyr, —wrr de méme que wyr—wrr en terme de wy,—wWyR.

Jusque 1a cette expression n’a été déterminée qu’heuristiquement & partir de la relation
d’Einstein généralisée a température nulle [31, 41]. Celle-1a a le privilége de relier la différence
de potentiel de part et d’autre de 1’échantillon mésoscopique, & la différence de la densité d’états
An établie, en admettant que les potentiels induits wyr, et wrp sont identiques aux potentiels
des réservoirs adjacents : wyp = fif, et wrg = pp [109].

Avant de proceder avec le calcul quantitatif de la conductance Hall, il serait plus convenable
d’établir & ce niveau une comparaison des expressions du flux de courant I dans un champ
magnétique BZ faible ((3.50) avec (3.56)) et un champ BZ intense (5.33).

En effet, cette comparaison nous a permis de dériver ’expression formelle de I'opérateur

densité o dans un champ magnétique BZ arbitraire une fois le régime stationnaire établi. o

"Comme wur et wyr sont différents des potentiels des réservoirs adjacents, la magnétoconductance longitu-
dinale que I’on obtient est du type Landauer.
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s’écrit dans approche de Landauer sous forme plus appropriée comme

, ~—1
& =—2wY ‘\I/g> <\I/gj {f (hO)(T 1)} , (5.35)
£ 133
avec Aw = wy, — wyp Si B est intense, et Aw = wy, — wr si B est faible. Cet opérateur
sera désormais utilisé dans le calcul de toute grandeur physique si la structure mésoscopique

considérée est & deux terminaux.

5.6 Densité de particules N(r)

Microscopiquement, & cause de l’existence des impuretés (non homogénéité de I’échantillon),
l'opérateur densité de particules® en un point r appartenant au volume total est alors donné
par

n(r)=ed(r'—r). (5.36)

(Ici 1’ est un opérateur et r est une valeur). Puisque cette densité définit un opérateur a un
corps, la contribution de chaque électron & la moyenne d’ensemble en un point r défini par
N(r)? est donnée dans le point de vue de Landauer par la trace du produit de cet opérateur

par 'opérateur densité a un corps o’ :
N(r) =e Troo(r' —r) . (5.37)

Par substitution de (5.35) dans (5.37), en présence d’'un champ magnétique intense, la densité

de particules s’écrit
N(r) = ey (Telo"o(r — )W)
¢

2 , ~—1
- _eAw%:‘\ﬂg(r)‘ <f (hO)[T 1])55. (5.38)

8pour un systéme d’électrons sans interacions mutuelles.
9décrit la déviation de la densité de charge de sa valeur & Iéquilibre.
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Partant de (3.12), l'intégration sur 'énergie e¢ permet d’écrire sous forme plus appropriée

N(r)

/ de[~f ()| N(e,r)
S / e {EZT (x)

a

2 -1 4 2 -1
LRV RETERS AL A

(5.39)

2 —
oﬁﬁi’; (r)‘ définit la probabilité de trouver aprés diffusion, la particule au point r. \IIZ:(I‘) =
;JL;\IJ‘Z;(r) représentent les états de diffusion sortant renormalisés au flux unité (chapitre 2).
Par ailleurs, I’équation Thomas-Fermi locale!” permet de définir, pour une énergie €, dans

le régime stationnaire et en tous points de la structure, la densité de charge induite en terme

du potentiel induit (self-consistant)!!, a travers :
- an
Nnd(e r) = e —w(r), (5.40)
Oe
avec %g‘ représente le nombre d’états par unité d’énergie se propageant de gauche & droite dans

m 13
un champ magnétique et en présence du désordre : 52 = Z%n: avec %n; = #)— (voir chapitre
a

).

Cependant, on montre a partir de considérations physiques rigoureuses (voir annexe G) que

N(r) = Nmd(r) = / de[—f (g)]g—’;w(r), (5.41)

puisque N (r) (en un point r), calculée a partir de Popérateur densité dans le point de vue de
Landauer (5.39), représente réellement la densité induite a l'intérieur de la structure.
Ainsi, la densité de particules totale, & l'intérieur de la structure, est donnée par l'intégrale

de cette derniére sur le volume (ici structure bi-dimensionnelle) considéré :

N:/de[—f'(s)]/dr N(e, 1), r=ux, y. (5.42)

Wcette équation définit la limite semi-classique de la théorie Hartree. C’est en fait un calcul Hartree de la
densité de charge induite en présence d'un champ self-consistant des ions (impuretés) en plus du gaz électronique
[34].

Lau premier ordre en le potentiel induit w(r), puisque nous le supposons assez faible pour que I'hypothése
linéaire soit justifiée.
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Ici = est pris dans les régions asymptotiques droite ou gauche, et y est soit 0 < y < 4, soit

— <y <O0.

Ayant défini au préalable (sections précédentes) les potenteils induits prés des bords dans

chacune des quatre régions UL, LR, LL, et UR de la structure considérée, (5.41) intégrée sur la

position r, permet d’associer & chacun de ces potentiels une densité de particules correspondante

telles que :

NUL

NLR

NLL

NUR

= s / da[—f’(a)]%:hza, (5.430)
- oun | de[—f’(e)]z;hia, (5.431)
— wiz / da[f'(s)]i:hza, (543¢)
— wun / ds[—f’(e)]ihia. (5.43d)

De la méme manieére, (5.39) explicitée proche des différents bords, permet de montrer que

NUL

NLR

761(WUL —wyR) [de[—f (e
i(wm —wur) [de[~f (e
761(WUL —wUR)fde

7? (wur —wur) [ de[—

S e e e eV 2 e
)]fdr%:;a Wor M Yy T Y @OFT Yiay@o ¢

(5.44a)

e S T OPE ooy + T OFE Uy}
(5.44b)

NS (T OPE W + T OPE 1y |-
(5.440)

F O e { T P ooy + 2 WP 1 |-

(5.44d)

Reste maintenant a définir les états WU (r), WUR(r) WLL(r) et WLE(y). Pour ce faire,

nous nous proposons un modéle qui néglige les interférences entre les états de bords up et low

[86, 109] mais consideére la diffusion par effet tunnel.
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5.7 Modéle

Sous 'effet du champ BZ intense, nous supposerons les états de bords localisés dans des ré-
gions séparées dans I'espace de sorte que la probabilité pour qu’ils interférent soit nulle!2. Entre
autre, les états de bords qui se propagent a droite sont localisés au long du bord supérieur et
ceux qui se propagent vers la gauche sont localisés au long du bord inférieur. Par suite, et con-
trairement a Biittiker [86] qui suppose que sous effet d’un champ magnétique intense le systéme
total aura un aspect ordonné, nous considérons qu'une fois arrivés au niveau de I’échantillon
désordonné, ces états seront scindés respectivement en des états transmis et d’autres réfléchis
a cause du désordre!. Ainsi, 'état de diffusion qui sera produit par des ondes cohérentes est
égal & la somme des ondes individuelles formées par les états de bords constituants la région
considérée.

Conséquemment, dans notre modele, a énergie fixe, les fonctions d’onde &5 (r) et '@;_(r)
correspondent aux états de diffusion entrant TIIZZ_L (r) et EZiR(r) qui se propagent dans le sens
(+) et (—), respectivement. Conséquemment, dans les sens de propagation inverses, les états
résultants seront identiquement nuls : EZZ_R(I') =0et EZiL (r)=0.

En suivant ainsi ce raisonnement tout en faisant usage des définitions (3.18a-d) dans les

12Par définition deux ondes originaires de la méme onde incidente interferent. Dans notre cas les interférences
entre les différentes ondes en un point sont ignorés; i.e il n’ya pas de cohérence entre les phases des régions
opposées des edges states.

En présence d’impuretés, les états de bords n’interférent pas. Ainsi, la probabilité de diffusion par effet tunnel
entre états de bords de sense inverse a l'intérieur du méme terminal est non nulle de méme que la probabilité de
réflexion par 1’échantillon désordonné.
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régions asymptotiques, nous montrons alors que

ar (r) = Pou(r), k0, y>0, (5.45a)
—_ LR _
U, (r) = Pa (), x> L, y<0, (5.45b)
—_— UL
(r) = 0, k0, y<0, (5.45¢)
—_— LR
o (r) = o, z>L, y>0, (5.45d)
—cUR
U, (r) = thag% z>L, y>0, (5.45¢)
—EUR R—e
U, (r) = Zrbatpb+(r), r>L,  y>0, (5.45f)
b
—_ LL €
Uop (r) = Zr&?o&(r), z <0, y<O0, (5.45g)
E’ZL_L(I') = ZtR_E r), r<<0, y<O0. (5.45h)
ol tL(R) et tL( B sont les coefficients de transmission et de réflexion du canal b dans le canal a

dans les terminaux gauche et droit.
Ayant tous les ingrédients, il est alors possible de déterminer la densité de particules dans
chacune des quatre régions de la structure. Considérons en pemier la région gauche supérieure

(UL). Dans ce cas, par substitution de (5.45a) et (5.45¢) dans (5.44a), NUL se réduit a

w/2
& / £ 1 . UL 2 1
NYE = = (wur, —wun) / del=f Nyt dy [V @) [ U0y (5:40)
En reportant la définition (5.45a) dans cette derniére et aprés intégration sur la position y , il

vient que

€ c €
NUL_Z(WUL—WUR /d€ )]; [ (at)(at)- (5.47)
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En suivant la méme démarche, nous déduisons que

(&

—7 (wuL — wur) /dﬁ[—f,@)]iz:
1

NUE = (o —wun) [E-F©F

1
Pl L P

NLR
v

(5.48a)

{[(rL>+rL1aa T 1 + (6 6T 1]§a_)<a_)} ,

(5.48b)

NUR = —wun) [Ef @IS {[(tLﬁtL]aa{f‘l Uy + () [T 11fa_><a->} -

Enfin, ces résultats combinés avec (5.43a-c), nous permettent de montrer que

€ €
€ €

wui / E-f O 7 = e —wun) / de[—f'(e)]z Wy 649

€ &

WLR/dE[_fI (E)]Zhia = Z(wUL—wUR /dé —f (@) Z;l[f‘ill]?a_)(a_)a (5.49b)
WLL/dE[—f/(E)]tha = Z WUL — WUR /d5 f (e)] Z_
{ 1,allT 1](a+)(a+)+[(tR)+tR]aa[1’ 1(a )(a_()5}4,9c

WUR / del-f €Y h‘; = 71 (oL — woR) / de[—f'(2)] Z;a
{[(tLﬁtL]aa 1o + 1) el 11?a-><a4§}19d>

C’est ainsi, que la solution de ce systéme d’équations, nous permet de déduire la relation désirée
entre le potentiel Hall défini & I'intérieur des terminaux parfaits et le potentiel de part et d’autre

de I’échantillon désordonné :

wyr —wiL = wyp —wir = (Wur —wuR) { </ de[—f'(¢)] 2371() i

[det-r e > ([(tL>+tL1aa T 1y — (67 6 aall 11fa-><ai>5)5]9>

Ce potentiel Hall n’est pas quantifié mais dépend de la densité d’états, des coefficients de trans-

mission et réflexion ainsi que du champ magnétique par I'intermédiaire de tous ces coefficients.
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Cette expression traduit la condition de la conservation du courant électrique dans un régime
de Hall. Aussi, il est possible de déduire de ces équations et en accord avec le modeéle adopté
une autre condition :

[ 1 @157 [ T el o) ~ Tl ]| = [ A @I

a U

(5.51)

5.8 Conductance Hall g

Ayant tous les ingrédients, dans une structure de Hall a deux terminaux qui ignore les
interférences, la conductance Hall définie par le rapport du courant (5.33) a la différence du

potentiel électrochimique Aw | est donnée par!4

e’ Aw,

G (e, B) = 2% Awiz{ut%ﬂaa[r oo — (69 6 F 1, )} (5.52)

En utilisant la condition (5.50), la conductance Hall GHY(B) = [ de[—f'(e)]GH(¢,B) a

température non nulle, est alors donnée par

3

gz Jde - Z—Lfde —f'(e) Z{[(tLWL]aa{F VAR (200 2 S A )}
gHall(B) :_ 4 )

P el S {6l o~ 6 )
@ (5.53)

Va

c’est-a-dire dépend des amplitudes de transmission et de réflexion et aussi de la densité d’état
(inverse de la vitesse) [128]. Cette dépendance pourrait étre a l'origine de la brisure de Deffet
Hall intégral qui se produit entre plateaux [23, 129).

En suivant une recette proposée par Streda et al [109] ainsi que Haug et al [117], la somme de
la résistance Hall (inverse de (5.53)) et la résistance longitudinale (inverse de (5.34) sommée sur

toutes les énergies) doit définir la résistance Landauer-Biittiker (inverse de (3.62) qui demeure

La mesure de la conductance de Hall se fait & 'intérieur des terminaux, en dehors de la région désordonnée.
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vérifiée si le champ magnétique appliqué est intense). Autrement,
RI 4 Rloms = R (5.54)

Néanmoins, cette identité semble ne pas étre vérifiée a cause du facteur via dans la définition de
la conductance Hall (5.53). En revanche, elle est vérifiée a la limite ou seul le plus bas niveau
de Landau est occupé.

Pour la résolution d’un probléme semblable, Haug et al [117] avaient prédit que la formule
reliant les potentiels chimiques induits & l'intérieur des terminaux, indépendante des vitesses
dans les canaux (contrairement & Streda et al [109]), est celle en accord avec les mesures
expérimentales réalisées, notamment celles de von Klitzing-Ebert [113] et de Sypher-Stiles [114].

Si c’est le cas, dans notre alternative c’est la définition de 'équation Thomas-Fermi (5.40)
qui a conduit & une relation entre les potentiels induits (5.50) dépendante des vitesses dans
les canaux. C’est encore cette équation qui est & 1'origine de la dérivation d’une formule BILP,
(1.65), dépendante des vitesses.

Cependant, si dés le départ on avait supposé que I’équation Thomas-Fermi est vérifiée pour
chaque canal, ce qui correspond & admettre que ’équilibre local établit dans chacune des qua-
tre régions est le résultat d’'une forte interaction entre les états de bords de méme vitesse et
se propageant dans la méme direction, la magnétoconductance longitudinale (5.34) reste véri-
fice alors que la conductance Hall se réduit & une formule indépendante des coefficients de

transmission et réflexion :

gHall — / de[~f ()G (e, B) :2—22N / dz[~f ()] (5.55)

N définit le nombre de niveaux de Landau au-dessous de 1’énergie de Fermi. Mais reste que

pour ceci, nous devons d’abord montrer I’étendu et la fiabilité de cette supposition.

5.9 Discussion

En ignorant les interférences, nous dérivons dans ce chapitre les expressions quantitatives

de la magnétoconductance longitudinale et de la conductance Hall dans une structure & deux
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terminaux. Celles-ci sont exprimées en terme des coefficients de transmission et réflexion a
énergie fixe €. Nous montrons que la possibilité de trouver une conductance Hall non quantifiée
avec une magnétoconductance longitudinale non nulle est bien probable. Ceci met en question
la possibilité de la brisure de 'effet Hall quantique intégral.

Ce résultat est trés encourageant car nous confirmons quantitativement les suggestions de
Jain-Kivelson [120] en réponse aux critiques soulignées par Biittiker [118] concernant 'applica-
tion de I'approche de Landauer. En effet, Jain-Kivelson [120, 111] ont montré, dans un cadre
probabiliste, que la possibilité de trouver une conductance Hall G non quantifiée avec une
conductance longitudinale G long 1on nulle ou une GH non quantifiée mais cette fois-ci mesurée
a travers la région désordonnée!®, n’est pas exclue puisqu’elles ont été observées expérimentale-
ment [117, 116].

En outre, pour définir les potentiels électrochimiques dans chacune des régions concernées,
nous avons supposé qu’'un équilibre local y est établi. Nous nous sommes reposés sur les ar-
guments expérimentaux suscités au préalable bien que notre formulation exclue I'existence des
terminaux de mesure. Nous montrons, en accord avec les suggestions de Biittiker [86] qui optait
pour 'approche de Kubo, que cette mesure peut ne pas s’effectuer dans une région quantifiée.
En revanche, la quantification du potentiel de Hall définit un simple cas particulier & cette
théorie (voir plus loin).

En effet, a la limite ou les états de bords (canaux) sont non corrélés, \tféR)P = T,0u et

|raLb(R)\2 = R,04, les conductances Hall (5.53) et longitudinale (5.34) se réduisent a
1 T,
o] TN [Ef eI . -
Hall _ =€~ a_ ¢ a ¢ long _ 2€_ _ =
= et g =2t [adr @)Y

R h
[et-fen Yo e

de sorte que :

e A la limite ou T, = R,, c’ést-a-dire un canal est transmis et un canal est réfléchi, nous

5 de part et d’autre de ’échantillon en terme de la différence de potentiel wy;, — wpr-
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montrons que
Hail _ 2€ / long _ 262 !
G =N /d€[—f @) et GM == N/df[—f @I, (5.57)

alors que le cas avec T # R, semble apporté une correction dépendante de Ty, et R, & chacune
de ces conductances.

Autrement, on obtient une résistance RE¥! quantifiée pour une R non nulle ce qui est en
accord avec les prédictions de Jain-Kivelson [110] et avec 'expérience [117, 116]. Mais (voir [16])
il est important de mentionner que des échantillons de tailles supérieures notamment a ce qu’on
considére en régime mésoscopique, ont été utilisés. En revanche, nous montrons anal ytiquement
que c’est encore valide dans un régime mésoscopique.

e A la limite ou T, = 1 et donc R, = 0, c’ést-a-dire & la limite balistique, le courant entrainé

par les états de bords est non dissipatif et les conductances résultantes sont données par
Hau _ 267 : I
gHall = TN/de[f )] e G oo (5.58)

La nullité de R™ et la quantification de RH* 3 température nulle correspond au cas oil
I'énergie de Fermi traverse la région du gap (voir spectre d’énergie, Fig. 4-10). En régime Hall,
ce gap correspond aux plateaux.

e A la limite ou 7, = 0 et donc R, = 1, la résistance longitudinale est infinie et celle Hall est
quantifiée.

Il est cependant important de souligner que toutes ces limites ont été prises sur les con-
ductances et que les résistances s’y déduisent directement aprés inversion. Evidemment, il est
impossible de procéder ici comme en théorie classique de Drude (section (1.4.1) dans chapitre
1) pour déterminer les résistances. La raison est simple : nous ne pouvons montrer que micro-
scopiquement (dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire) que Glong et GHall constituent
respectivement les parties diagonale et non diagonale de la conductance propre & la structure
totale, et on ne sait pas si une telle écriture existe ou non.

Alternativement, si nous considérons le cas extréme avec la limite quantique Aiw. — oo, seul

le plus bas niveau de Landau sera occupé de sorte que notre probléme se réduira, mathéma-
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tiquement, & un probléme unidimensionnel. Dans cette limite
H ll 62 J/ l 62 ’ T
gt = 2% / S )] er gl =2 / del—f (O (5.59)

la conductance Hall est quantifiée et celle longitudinale est non nulle mais finie. Les conduc-
tances dans (5.58) constituent un cas particulier de (5.59) correspondant & considérer la limite
balistique. En outre, nous déduisons que wyr = —wrr et que wrr, = —WyUR-.

Notons qu’en considérant cette limite, Streda et al [109] étaient les premiers & définir
rigoureusement, mais heuristiquement, ’effet Hall quantique intégral dans ’approche de Lan-
dauer. Cette idée perfectionnée ultérieurement par Biittiker [86] afin de retrouver leffet Hall
quantique, lui permis d’admettre que sous l'effet d’'un champ magnétique intense, la probabilité

de réflexion des porteurs de charge par 'impureté est éliminée (chapitre 4).

Limite B faible (w.r < 1)

Il est trés important d’examiner le cas ou le champ magnétique est nul ou faible. En effet,

le graphe qui illustre I'effet Hall quantique intégral, Fig. 4-2, montre qu’a B = 0, la résistance
(résitivite) Hall est nulle. Ceci peut facilement étre déduit de notre calcul quantitatif. La nullité
du champ magnétique conduit & une mixture des niveaux de Landau impliquant que wyr =
WLL = W[ et WLR = WUR = WR, équation (5.13).
En revanche, le méme graphe montre que pour des champs magnétiques faibles B < 1 Tesla,
la résistance Hall est linéaire en B. Celle-ci est en bonne conformité avec les prédictions de la
théorie semi-classique de Drude contrairement & celle longitudinale qui dépend de m*, 7 et vp
et dont on a souligné l'inconsistance (voir chapitre 1). Cependant, puisque B est faible, RF %!
, étant proportionnelle, est supposée étre négligeable classiquement mais nulle quantiquement
car dans ce cas un grand nombre de niveaux de Landau sera impliqué dans la conduction ce
qui empéchera 'apparition des plateaux.

Parallélement, nous avons montré que ’expression de la conductance longitudinale demeure
la méme en présence d’un champ magnétique nul (3.82), faible (3.70) ou intense (5.34). Néan-
moins, pour B = 0 elle est constante, pour B faible elle est oscillatoire ainsi que pour B intense,

a la différence que pour des valeurs intenses de ce dernier, le nombre de niveaux de Landau se
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réduit et les pics sont de plus en plus larges (la largeur des pics est de Pordre de la racine carrée

de B). Ce qui est en bon accord avec les mesures de Klaus von Klitzing et al, Fig. 4-2.

Invariance par renversement du champ magnétique

Enfin, aprés une comparaison des formules de la magnétoconductance longitudinale dérivée
ici et celle dérivée dans le chapitre 3, nous déduisons aussi que la magnétoconductance longi-
tudinale (5.34) est invariante par renversement du champ magnétique. Par contre, il nous est
difficile de montrer & ce niveau l'invariance de la conductance Hall par renversement du champ
magnétique pour de tels systémes (voir [130]); une invariance qui n’a été démontrée que dans
un systéme non confiné [122]. Cependant, si 1’égalité (5.54) est vérifice dans notre cas (elle I'est
déja dans la limite ou seul le plus bas niveau de Landau est occupé), il serait alors possible de

déduire que la résistance Hall est invariante par renversement du champ magnétique!©.

5.10 Conclusion

Nous proposons un calcul analytique rigoureux de l'effet Hall quantique intégral pour une
structure & deux terminaux, ol les terminaux de mesure non invasifs des tensions aux bords
sont fictifs, en utilisant 'opérateur densité dérivé dans le point de vue de Landauer.

En admettant dans le point de vue de Landauer que les états de Bords localisés dans les
différentes régions, UL, LL, LR, UR, définissent un équilibre local lors de la mesure, nous
montrons quantitativement que seul le systéme idéal définit I'effet Hall quantique entier. En
revanche, en raison de la non homogénéité de I’échantillon mésoscopique, une différence de po-
tentiel s’établit a travers la région désordonnée, de sorte que la conductance Hall résultante
(5.53) semble ne pas étre quantifice mais plutot dissipative. Autrement, nous arrivons & dé-
duire que ceci met en évidence la brisure de 'effet Hall intégral ce qui est un fait tout a fait
remarquable. Quant a la quantification, elle exige de considérer la limite balistique.

Par suite, nous avons montré qu’en faisant varier le champ magnétique appliqué, la magné-

torésistance a réellement un comportement oscillatoire. Ceci est conforme avec les résultats de

15Biittiker insiste que R7* n’est pas symétrique par renversement du champ magnétique puisque la conduc-
tance longitudinale ne lest pas [86, 112], alors que nous montrons qu’elle ’est.
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Klaus von Klitzing [19] dont le graphe montre que pour un filling factor v = 1, la résistance
longitudinale n’est pas nulle, mais posséde un minimum & cause de la non homogénéité de
I’échantillon mésoscopique [127]. Par suite, en faisant varier le potentiel désordonné (concentra-
tion en désordre) en laissant le champ magnétique constant et vice versa, nous montrons que
la magnétoconductance longitudinale est oscillatoire [23, 19].

Enfin, les formules retrouvées jusqu’ici semblent aussi étre encourageantes puisqu’elles dépen-
dent de I'énergie €, et par suite de la température. Ceci est aussi conforme avec les travaux
expérimentaux témoignant de l'effet de la température sur I’élargissement des plateaux Hall, la

transition entre plateaux ainsi que les pics de la conductance longitudinale (Fig. 4-11) [1, 95, 94].
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Conclusion générale et perspectives

Nous avons présenté dans cette thése une nouvelle théorie consistante pour calculer 'opéra-
teur densité statistique relatif aux systémes mésoscopiques dans un régime stationnaire, carac-
térisé par ’écoulement d’un courant constant, et dans le point de vue de Landauer en présence
d’un champ mmagnétique uniforme. L’importance de notre résultat tient au fait que 'opérateur
densité est nécessaire pour le calcul des moyennes statistiques de toutes les grandeurs physiques
mesurables. C’est la premiére fois qu’un tel résultat dans le cadre du point de vue de Landauer
est obtenu de maniére exacte.

Notre théorie tient compte de V'effet intégral de 'interaction des électrons avec les défauts
dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire tout en tenant compte de la self-consistance,
qui caractérise le transport cohérent.

L’approche que nous avons suivie pour modéliser le point de vue de Landauer dans une
théorie de réponse linéaire consiste en I'incorporation du potentiel induit dans la structure da
a Paccumulation de la charge a lintérieur des terminaux parfaits, dans I’Hamiltonien total
du systéeme. Ces potentiels sont évidemment différents des potentiels chimiques des réservoirs
adjacents a cause des contacts.

Par application de la technique de projection au niveau de I’équation Von Neumann pour
lopérateur densité, nous avons montré, qu’en présence d’'un champ magnétique uniforme une
fois le régime stationnaire établi, les parties diagonale et non diagonale de 'opérateur densité
sont toutes deux pertinentes. La partie diagonale doit étre déterminée en premier a travers la
résolution de I’équation maitresse correspondante. Le résultat sera alors utilisé pour en déduire
la partie non diagonale.

Nous avons surtout montré que 'effet des contacts doit étre supprimé tout a fait au début
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pour obtenir 'opérateur densité dans le point de vue de Landauer. Nous avons non seulement
atteint ce but, mais nous avons notamment pu déterminer au niveau de 'opérateur densité la
différence essentielle entre les points de vue de Landauer et de Kubo tant débattue dans la
littérature. Nous avons montré qu’il existe un terme de plus dans le point de vue de Landauer
qui a été identifié comme responsable de la self-consistance et traduisant 'effet de ’exclusion
des contacts. Par ailleurs, nous avons déduit que 'opérateur densité dans le point de vue de
Kubo tient réellement compte de I'existence des contacts indépendamment de la mesure et par
conséquent indépendamment du choix du potentiel (celui induit & l'intérieur des terminaux ou
celui des réservoirs).

Par suite, les calculs ont alors été faits dans le cadre de la théorie de diffusion, dans le
but de faire apparaitre les coefficients de transmission et de réflexion et combinaison alors avec
le formalisme de Landauer. C’est ainsi que nous avons pu obtenir une solution exacte, sans
recourir a aucune approximation, & I’équation maitresse pour la partie diagonale de I'opérateur
densité pour un champ magnétique perpendiculaire au flux de courant.

L’opérateur densité global dans le point de vue de Landauer est alors trouvé comme la
somme d’un terme du type Kubo et d’un terme additif résultant du traitement self-consistant.
Il ressort que ce dernier devient négligeable pour des transmissions faibles (désordre fort) de
sorte que les opérateurs densité dans les deux points de vue coincident. Ceci est un fait tout a fait
remarquable puisque nous obtenons davantage une condition attestant de la fiabilité de notre
théorie et confirmons que I’opérateur densité qui a été utilisé dans la littérature pour dériver la
formule Landauer-Biittiker est en fait du type Kubo. En outre, le courant reste constant dans
les deux points de vue contrairement aux potentiels mesurés.

Pour une bonne illustration de ce fameux résultat, nous avons choisie de déterminer 1’ex-
pression de la conductance en présence d’'un champ magnétique de faible intensité. Nous avons
tout d’abord étudié le cas ou le champ est suffisamment faible pour qu’on puisse considérer
que les niveaux de Landau se mélangent entre eux de sorte que les potentiels induits dans les
régions asymptotiques sont des quantités moyennées. Nous avons alors obtenu une formule de
magnétoconductance généralisée & plusieurs canaux a partir de la théorie de la réponse linéaire,
explicitement indépendante des vitesses.

La généralité de la formule obtenue est illustrée par le fait que d’'une part elle ne souffre
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d’aucune inconsistance et d’autre part, elle demeure vérifiee méme en I'absence du champ
magnétique généralisant ainsi les formules proposées dans la littérature. La formule de Landauer
originale est obtenue en considérant le cas ot les canaux de propagation sont non corrélés.

Enfin, nous avons considéré notre théorie vis-a-vis de 'effet Hall quantique, sachant que
jusqu’ici ce phénomeéne n’a pas été abordé par un calcul microscopique rigoureux. En allant &
la limite d’'un champ intense, nous avons admis que les états de Landau sont des états de bords
qui se séparent dans 1’espace et se propagent dans des directions opposées. Ceci, nous a permis
de définir les différents potentiels induits dans les quatre coins des terminaux au moyen d’un
modéle qui concrétise les situations expérimentales réelles.

Partant du fait que les interférences entre états de bords sont négligeables, notre modéle
admet D'existence du processus de retour par effet tunnel entre ceux-la, a cause du désordre. Par
la suite, nous avons dérivé les expressions générales de la magnétoconductance longitudinale
et de celle Hall, respectivement. L’importance des résultats obtenus réside dans le fait qu’ils
dépendent des coefficients de transmission et réflexion de ’échantillon mésoscopique (régime
diffusif) et décrivent la variation des deu hhx conductances en fonction du champ magnétique
appliqué ainsi que du désordre. En effet, la formule de la magnétoconductance longitudinale
montre ’existence d’oscillations du type Shubnikov-De Haas, quant a la conductance Hall elle
varie continuellement mais de facon non monotone. A température nulle la variation de cette
derniére est du type marche-contre marche. A la limite d’'un champ magnétique trés faible,
la conductance longitudinale coincide avec la magnétoconductance calculée directement et la
conductance Hall s’annule.

En particulier, nous avons retrouvé l'effet Hall quantique intégral (conductance longitudinale
nulle et conductance Hall quantifiée) correspondant au cas ou le transport est non dissipatif
(régime balistique), et nous avons mis évidence la brisure de celui-ci.

Nos perspectives sur le sujet sont aussi nombreuses que variées. Comme premier objectif,
nous estimons suivre les suggestions de Baranger!” et appliquer 'opérateur densité dans le point
de vue de Landauer au calcul d’autres observables, notamment le bruit (shot noise) en raison

de son importance dans 'utilisation des systémes congus de nos jours. Dans le méme contexte,

""Lors de sa rencontre a 1’école de physique mésoscopique quantique & Aussois aux Alpes de France en octobre
2005.
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nous comptons généraliser la formule de 'opérateur densité au cas d’'une structure mésoscopique
a plusieurs terminaux. Ceci nous permettra d’étudier une structure beaucoup plus réaliste.

En second objectif, on sait que peu aprés la découverte de l'effet Hall quantique, des
plateaux dans la résistance Hall étaient observés a des facteurs de remplissage fractionnaires.
Ce phénomeéne est apppelé effet Hall quantique Fractionnaire [106]. Une idée récente dite des
Composite Fermions a permis de connecter 'effet Hall quantique fractionnaire & leffet Hall
quantique intégral et d’expliquer sur la base de ce dernier plusieurs de ses propriétés [131, 132].
Ainsi, en raison du développement de la théorie de leffet Hall quantique intégral souligné dans
cette thése, nous comptons étendre le calcul pour explorer I'effet Hall fractionnaire.

Un autre sujet d’actualité que nous voudrions étudier consiste en I'introduction des effets liés
au spin dans le régime Hall quantique. Ce nouveau phénomeéne est connu sous le nom de “The
spin quatum Hall effect” . Cet effet se manifeste par un terme décrivant 'interaction spin-orbite

[57, 133], notamment le terme "Rashba spin-split” [134], au niveau de 'Hamiltonien total'®.

'8 effet Zeemann est négligeable dans un champ magnétique intense.
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Annexe A

Propriétés du superopérateur

collisionnel A

A.1 Superopérateurs

Avant de donner les propriétés fondamentales du superopérateur collisionnel A il convient

tout d’abord d’énoncer quelques propriétés communes des superopérateurs linéaires.

Definition 1 Un superopérateur linéaire U de D vers D' est par définition un objet qui agit sur
une partie D de l’espace de Liouville et transforme tout opérateur A de D en un autre opérateur
B dans D',

B =UA. (A1)

Un superopérateur peut étre représenté dans une base quelconque par une représentation té-
tradique. Puisque les opérateurs usuels ont une représentation diadique et comme I/ est linéaire,

alors I'’élément de matrice Bj; est relié aux élements Ay par

Bij = UsjiuAp. (A.2)
"

En ce qui nous concerne, des exemples concrets de superopérateurs ont été donnés dans le

chapitre 2 : les superopérateurs de projection P, Q, et les superopérateurs de Liouville £, £!
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et L. En effet, sachant que
1

S (WX — Xh), (A.3)

1
X==1|hX
£X =5 hX]

tel que X est un opérateur linéaire agissant sur 1’espace de Hilbert, ’élément de matrice du

commutateur dans la base {|¥,)} s’écrit :

(hX — Xh)ij = (hiabj — hjpdia) Xas- (A.4)
of

Ainsi £ en représentation tétradique est donné par :

1
Eij\aﬁ = %(hméjg — hjgém). (A5)

Dans la base des états propore de h, avec hiq = €i0ia, Lijjap se met sous la forme

1
Lijlas =7 (€a = €5)d j0ia- (A.6)

Par itération, on montre aussi [18] pour toute fonction f(£) :

@05 = 1 (36 =) ) 0 (A7

Parmi leurs propriétés, le produit de deux superopérateurs ou plus est & nouveau un super-

opérateur ; exemple le superopérateur Master A défini par (2.34).

Definition 2 On définit le superopérateur adjoint de U et on le dénote UT par
Tr CUA = Tr AUTC, (A.8)

ot A et C sont deuxr opérateurs arbitraires appartenant au domaine de définition de U.

En utilisant cette définition et la propriété cyclique de la trace, on montre que les super-

opérateurs de projection sont auto-adjoints
PT=Pet Qt =0Q. (A.9)
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De plus, on montre a partir de leurs définitions que les Liouvilliens £°, £! et par conséquent £
sont anti-autoadjoints, ¢’est-a-dire que leurs adjoints sont donnés par les mémes superopérateurs

affectés du signe —,
(£ =-£ (Y =-£', rct=-L (A.10)

On vérifie facilement que

(Uhlhs - -U)T =UTUT - U (A.11)

A.2 Superopérateur Master

Dans cet annexe faisons le point sur quelques propriétés intéressantes du superopérateur
collisionnel A, (2.34), qui ont été admises et utilisées dans les chapitres 2 et 3.

La présence de P a gauche lui confére la propriété de transformer un opérateur quelconque
en un autre opérateur diagonal dans la base propre de k. Par ailleurs, le P a droite signifie que
I’action de A sur n’importe quel opérateur nondiagonal dans la base de h® donne Popérateur
nul. Nous avons déja montré dans le chapitre 2, que ’action de A sur un opérateur D donne un
opérateur diagonal dont les éléments dépendent des taux de transition et des éléments diagonaux

de D. En effet,

AD =" |ge)(¢e|Wea(Dge = Daa), (A.12)
Ea

ot W, définit le taux exact de transition entre les états |¢¢) et |¢,), donné par

2
Wea = =16(2¢ — 20l (el V1) (A.13)

e A partir des propriétés précédentes, il en découle d’autres ayant un intérét technique et
qui sont utilisées souvent dans les calculs. En particulier, si f (ho) est une fonction quelconque

de Popérateur h°, et notamment la fonction de distribution, on a
Af(R°)D = f(h)AD, (A.14)
ou D est un opérateur arbitraire. Cette relation est facilement vérifiée en partant des relations
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(A.12) et (A.13). En effet, en remplacant dans (A.12), D par f(h°)D et compte tenu de la

présence de la fonction ¢ de Dirac, on peut écrire

A[f(R")D] = 2—2 S lped (el f(ce)d(ee — £a) [Teal? (Deg — Dac)
e
- Z_;Tf(ho) > [e) (weld(ee — €a) [Teal* (Dge — Daa)
§a
= f(h°)AD. )

Cette propriété peut étre aussi généralisée pour toute fonction F'(A), agissant sur un opérateur
M particulier définit comme le produit de deux opérateurs A et C' o A est un opérateur diagonal
avec Age = A(egg) et C est un opérateur diagonal arbitraire tel que : Mg = A(ge)Cee. Dans ce

cas, on écrit

F(A)AC = AF (A)C. (A.16)

e Adjoint de A
En se servant de la définition (2.34) et de la propriété (A.11), adjoint de A s’écrit

1
s—1L

At = lim PLt Lp. (A.17)

AT correspond a un temps asymptotiquement négatif. Ainsi, pour évaluer sa représentation
tétradique nous avons a suivre les mémes étapes que celles utilisées pour A mais en remplacant

I’état de diffusion sortant par I’état de diffusion entrant :
t 2 —\ 2
(ADaascc =7~ > 0ee —ea) [(#e] V[T2)| [0ca — dec]. (A.18)
3

e A défini semi-positif

Une propriété importante de A découle du fait qu’il est défini semi-positif. Ceci veut dire
que toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles.

En effet, a partir des relations (A.12) et (A.13), on montre en premier lieu que tout opérateur
diagonal X tel que ses éléments de matrice diagonaux dans la base propre de h° dépendent

uniquement de I’énergie de I'état, i.e. X¢e = X (e¢), est un opérateur propre de A avec la valeur
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propre 0'. En effet, on montre & partir de la propriété (A.16), que :

TIXAX = %25(&‘5 — ea) | Teal? (Xee — Xaa)? =0, (A.19)
fa

si Xee = X(é?g).

Cependant, dans le cas général cette égalité n’est pas évidente puisque 'opérateur X dépend,
en plus de I’énergie, de 'indice du canal et de la direction de propagation. Sachant que I'opéra-
teur vitesse v est positif, dire a partir de (3.41) que A est défini semi-positif est équivalent
a dire que I' est défini semi-positif. Ainsi, nous nous limiterons dans ce qui suit & étudier la
semi-positivité de I' pour étre en bonne conformité avec les calculs et résultats présentés dans
les différents chapitres 2, 3 et 5, de méme que les prochains annexes.

e Si I est défini semi-positif (annexe B), sa forme quadratique
q=X'TX, (A.20)

est aussi définie semi-positive [135]. X est un vecteur quelconque et I' est défini par sa représen-

tation tétradique (3.40). A énergie fixe on écrit

Xirx

€
£
Z Z X(Eaa) [F] (ac)|(bd) X(Ebo’)

ab go'

g
= ZF2+|b+$a+$b+ + F2+|b_xa_:rb_ + FZ_‘H%—IEH + FZ_‘Hxa_:L‘b_, (A.21)
ab

Tyy

X :
ou |[X) = (ﬁ) = | == | et aest I'indice du canal (a=1—n).
(a—)

Par substitution des éléments de matrice de T', (3.40), (A.21) s’écrit ainsi en terme des

Par conséquent, il est possible de définir I'inverse de A dans un domaine excluant tous les opérateurs corre-
spondants a la valeur propre 0.
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coeflicients de transmission et de réflexion comme

&€

X'TX = Z((Sab— ‘tgb‘2)l‘a+$b+ — ‘rﬁ‘2$a+xb_ — ‘raLb‘Zxa_:err + (0ap— |tfb‘2):pa_1‘b_, (A.22)
ab

Cependant, sous cette forme il nous est impossible de montrer la propriété de semi-positivité.
Pour ce faire nous allons essayer de transformer cette équation pour 'adapter aux calculs qui
suivront. En adoptant la technique de Lagrange [136] (consiste & compléter des termes carrés),

(A.22) se met sous la forme

& &€

1
Xirx = Z5ab($a+xb+ + Tq_xp—) + 5 Z {—2 ‘taLb|2 Lot Thy — 2 ‘r§7|2xa+$b—
ab ab
-2 |r(fb|23:a_:cH -2 |tﬁ)|2xa_:cb_} . (A.23)

En ajustant et retranchant le terme
1 o 2 2 2 2
K =73 |ta| @iy +ap)+lral” @htap )+ |ra|” o +ai)+[th] (20 +ai ), (A.24)
ab

il vient que (A.23) s’écrit

: 1 o 2 2
L R
X'TX = Z5ab($a+$b+ + T_xp_) + 5 Z { s (Tag — 2ps ) + |rap]” (Tag — 26 )
ab ab
2 2

+ ‘T£b| (Tae —xps )2 + |tfb (Tq— — xb_)2} - K. (A.25)

Par ailleurs, en sommmant le premier terme dans (A.25) avec K, il en découle

£ £

1 2 2
Zéab(xa+xb+ + x4y ) — K = —5 Z {—6ab(xa+3:b+ + XTa_xp_) +x§+(‘t£b + ’Tﬁ,‘ )+ 3:2_
ab ab

(57 + rl*) - (el ]+ o (] + |5 -

(A.26)

En utilisant la propriété de la fonction de Dirac et des contraintes liées & la conservation du
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courant, (3.25a-c) et (3.26a-f), on montre que

£ £
1
Z5ab(ma+:cb+ + x4y ) — K = 3 Z —ab(Tat Toy + Ta—Tp—) + dap (m§+ +a22 4+ :L'%Jr + :L%,)
ab ab
1 £
= __2 Zéab[(xa—i- - $b+)2 + (xa— - xb—)2]
ab
= 0. (A.27)
De ce fait,

€
X'TX = % Z |th, ? (Tar — b1 )2+ |7‘5§,|2 (Tat — )2 + |raLb|2 (Ta —xp4)? + |tﬁ,]2 (Ta_ —xp_)%,

“ (A.28)
est une quantité positive. Mais comme I est singulier, en faisant usage des contraintes (3.25a-c)
et (3.26a-f), en relation avec (A.28) il s’en suit que I est défini semi-positif.

Soulignons que (A.28) peut se mettre sous une forme plus appropriée comme

XirTx

1 &
__2 Z{(5ab - |t5b|2)($a+ - 33b+)2 - |7”£2|2 (Tag — :L'b_)2 - |7’aLb|2 (Ta— — xb+)2
ab
+ (6 — 3] (o =, )7}

1 ELE ,
- __2 erfaa)\(ba’)(XliU - lea/) ) (A29)

ao  pg'

quelque soit X.
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Annexe B

Solutions de I'’X =0

En raison des contraintes physiques (3.24), la matrice I' est singuliére : det I" =0.
Pour déterminer les vecteurs propres de I' correspondants & la valeur propre 0, nous avons
a résoudre 1’équation

X =0. (B.1)

Cependant, comme I' est défini semi-positif (annexe A), la solution de (B.1) est équivalente a
la résolution de

X'TX = 0. (B.2)

Par ailleurs, nous avons a déterminer les composantes du vecteur propre |X) correpondant a la

valeur propre zéro solution de (B.2) qui combinée avec (3.40) nous permet d’avoir

€
S Jth) (o —p) 4 |rB| @ar )2+ || (s — 2y 2+ [t (20— )2 =0. (B.3)

ab
Comme les contraintes de la conservation du courant liées & 'unitarité de la matrice S
assurent que les coefficients de transmission et de réflexion ne peuvent s’annuler en méme
temps, il conviendrait ici d’étudier surtout les cas ot les canaux de conduction sont corrélés et

non corrélés.

e Canaux corrélés : On dit que les canaux sont corrélés si la réflection (dans des canaux
différents) par 1’échantillon est non nulle. En outre, du fait que le désordre est faible (régime

diffusif), nous admettrons dans ce cas que méme la transmission est non nulle (la nullité¢ de
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cette dérniére représente un cas limite correspondant au régime isolant). Dans ce cas, tous les
coefficients de transmission et réflexion sont non nuls t5 # 0, rl # 0 quelque soit a et b.

Conséquemment, | X1) vecteur propre de I' doit vérifier
Tat — Thtr = Tg— — Tp— = Ta+ — Tp— = Tq_ —xpr =0, Va, b (B.4a)

et donc doit vérifier

Tat =Tht = Tq_ =Tp—  YVa, b. (B.5)

En représentation vectorielle, | X1) vecteur & 2n composantes s’écrit

1

1|
|X1>:E Ak (B.6)

Ainsi, (B.6) est vecteur propre de I' avec la valeur propre A = 0; 72—Ln définit la constante de

normalisation.
e Canaux non-corrélés : Dans ce cas ]t(%R) 2 =T,5,, et |T(§)(R) |2 = R,0,4. Par substitution

de ces coefficients dans (B.3), sachant que Y75, 04, f(b) =3¢ f(a), il vient que
g
Z Ro(Tay — 24 )> =0= 24y = 2,_ Va. (B.7)

.. / . , .. ., .,
Ainsi, |X') solution de (B.1) est donné par la combinaison linéaire des vecteurs linéairement

indépendants :

(10.-- 0‘10..- 0),

§I|H§I|H

(010...‘010-.'),

(0...()1‘0...()1>, (B.8)

=l

~
|

§||H

Ces vecteurs constituent, d’autre part, des solutions propres indépendantes de (B.1) pour la
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valeur propre A = 0. Ici m = n, c’est a dire que A = 0 est n-fois dégénérée.
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Annexe C

Inverse de I’

En combinant les équations (3.10), (3.31) avec (3.41), on montre qu’a énergie €, g5 vérifie
ot = —Awf'(e)II™, (C.1)

puisque l'opérateur vitesse v est représenté par une matrice diagonale. En représentation vec-

torielle, (C.1) s’écrit dans la base canonique comme
r ‘chj> = —Awf'(e) [TI7). (C2)

Il est évident que pour déterminer ‘g{j > solution de (C.2), nous avons a déterminer l'inverse
de la matrice I' (2n x 2n) définie par (3.40) qui est en fait non inversible. La singularité de
la matrice (superopérateur) I' dérive des contraintes de conservation du courant ou la somme
des éléments de matrice de chaque ligne et de chaque colonne est égale & zéro. Pour ce faire
considérons tout d’abord les cas suscités dans ’annexe précédent :

e Canaux corrélés : Dans le cas corrélé (voir annexe B)

1

est vecteur propre de I'" & droite et & gauche avec la valeur propre non-dégénérée A = 0.
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Mathématiquement, ceci se traduit par
I'|X1)=0, et (X1]T =0. (C4)

La premiére propriété explique que si ’QCZ[ ) est solution de (C.2), alors (|of)+ | X1)) est aussi
solution de (C.2). Autrement dit, il y a une grande famille de solutions de (C.2) qui sont
différentes de |o}) par un multiple du vecteur |X1). Cependant, en multipliant & gauche (C.2)

par le vecteur (Xi], la seconde propriété de (C.4) permet de montrer que
— Awf'(e) (X1 TI7) = (X1| T'| o} ) =0, (C.5)

et par conséquent

(X1| TI7) = 0. (C.6)

Ainsi, on admet que I' s’écrit en représentation spectrale comme

2n
I'=0 ’X1> <X1‘ + Z’Yz‘ ‘Xv) <X%‘ ) (0-7)
i=2
avec ’X%> sont les vecteurs propres de I' corréspondant aux valeurs propres non nuls v; (i =
1 —2n); ils sont supposés étre orthonormés.
De la, T singuliére dans 1’espace total a 2n-dimensions, est inversible dans le sous espace

perpendiculaire & |X;) de dimension (2n —1). En sus, (C.2) qui s’écrit comme

2n
S X0 (X0, | o)y = —Awf(e) [TT7), (C.8)
i=2
a pour solution
2n 1
o) = —Awff(g)Z; X, ) (X, | T, (C.9)
i=2 i

En tenant compte de (C.6), on montre que (C.9) demeure vérifiée méme si 'on adjuste un terme
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en o | X1) (X1| II7) & sa droite :
2n 1 ,
o) = —Awf'(e) > [; | X)) (X, | —a | X)) (X | [TT7), (C.10)

=2

N ! . A . 22
oll @ est une constante non nulle. La matrice entre accolades peut étre considérée comme

linverse de la matrice T’ (2n-dimensions), donnée par
» 2n
L= "7 ]X,, ) (X, | — a|X1) (Xa]. (C.11)
i=2
r peut étre mis encore sous fome plus compacte, comme
T'=T-a|X))(X;|=T-aZ, (C.12)

avec 3 est la mafrice (2n x 2n) dont les éléments sont tous égaux a1 ((X),; =1) et T est défini
positif. De 14, on déduit que (C.10) définit la solution qu’on devrait obtenir si dés le départ on
avait

T o) = —Awf'(e) [TI7), (C.13)

ou

A|oh) = —A—ewf’(s) i) (C.14)

e Canaux non corrélés : En suivant la méme démarche, nous montrons que dans ce cas I'

est donnée par

n
F=T-a X)X, (.15)
m=1
ou | X ) sont définis par (B.8). En représentation matricielle T' s'écrit

Maxn  Qlaxn
I Y , (C.16)

[1]n><n [1]n><n

avec [1]pxn est la matrice unité d’ordre n.
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Annexe D

Conservation du courant

Par souci de clarté du paragraphe (3.3), nous nous limiterons dans cet annexe a vérifier que
le courant est conservé en régime stationnaire et déduire ainsi la condition de conservation (sur
les fonctions d’ondes) correspondante.

Partant de la relation de la divergence de la densité de courant dans la base de h? ou h,

pour une énergie fixe, les éléments de matrice du vecteur densité de courant vérifient
v 'jga(r)\sgzeaze =0. (D.1)

Ceci-dit que ’élément de matrice du flux de courant a travers une surface quelconque est
constant :

=cte pour e¢=¢ =g, (D.2)

@@:Aw.@@

=€ ,=€
et donc invariant dans une translation dans la direction z. Pour ceci, en utilisant [16] I'opérateur
—ipAx/h

de translation définit en terme de 'opérateur moment par e , il s’en suit que

Leal + Ax) = /g 08 - (peli(z + Az, 2) ) = /S 08 - (pele P2 /Mi)ePAe /Mg ) (D.3)

L’application de e=®2%/" 3 droite et a gauche du vecteur |¢,) ou (¢¢| genere un facteur de

phase de sorte que

Ieo(z + Ax) = eFa=R)AT T (2). (D.4)
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Mais pour que (D.2) et (D.4) soient vérifiées, I¢q(x) doit s’annuler (I¢o(x) = 0) & chaque fois

que €, = ¢, & moins que §{ = a. De ce fait, on déduit I'identité désirée :
g * N YA€ _Qm*
[ 48 o))" (D - DB (x) = 0= B (D5)

ot l'on a utilisé la nouvelle renormalisation (3.16) et (3.17). Cette identité définit la condition
de conservation des éléments de matrice du vecteur courant dans chaque sous espace propre de
hY d’énergie fixée. S est une surface transversale arbitraire et le symbol d,¢/04p définit que les
états doivent avoir exactement les mémes nombres quantiques discrets. Cependant, on a utilisé
le 9-Kronecher puisque la restriction & des états d’égale énergie, stipule qu’aucun des nombres

quantiques restants n’est continu [16].
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Annexe E

Matrice de collisions et unitarité

Nous présentons dans cet annexe les étapes essentielles dans la définition de la matrice
de collisions S en terme des coefficients de transmission et de réflexion [64]. On montre que
'unitarité de cette derniére incite a utiliser les fonctions d’ondes renormalisées (3.16) et par
conséquent les états de diffusion (3.17). La technique exposée ici differe de celle proposée par
Stone and Szafer [14] et qui est une simple technique d’identification. En plus, on montre en
relation avec [137], que la normalisation (3.5) choisie permet de vérifier que les états de diffusion
sont bien orthogonaux.

Dans le méme contexte de ce travail, nous nous limitons ici & une structure a deux terminaux.
Sachant que (voir chapitre )

Sen = <‘1’§_|\I’7J7r>: (E.1)

les états de diffusion entrant et sortant en un point r en terme de S se présentent comme suit
(36, 79
Vi) =S¥, (r), etfou Vg (r)=> S;Ur(r). (E.2)
n n

avec t définit le transposé et * le conjugué. Par ailleurs, & partir des équations Lippmann-
Schwinger (section chapitre ), on montre que les états de diffusion sortant et entrant sont reliés
entre eux par

(U = (U] - 2mi(pe| V(e — H). (E.3)

L’équation (E.3) combinée avec les relations d’orthonormalisation (2.8) et (3.5), permet d’obtenir
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I'expression générale de S¢, en terme des éléments de matrice de Popérateur transition Te, [79]

Sen = Oey— 2mid(eg — en){e|V]Ty)

= 5@7 — 27Ti5(€§ — 87])T§,7, (E4)

valide pour des collisions élastiques. Apres substitution de (E.4) dans (E.2) et intégration sur

I’énergie, on montre qu’a énergie fixée

‘I’Z’I (I‘) = \IIZ:N:_ -7 Z { \Ila _( ) + be—)(a:l:)\I/?__(r)} 9 (E5)
VL) = ~w—§j = T Bl 0+ Taneo B2 0} (£

avec les T( a0) (bory SONt définis par (2.84). D’autre part, en utilisant le développement des états

de diffusion sortant \Ilj{ (r) dans les régions asymptotiques, on montre que

Tanes = —%¢M (dab = tp) (E.Ta)
Ty = ﬁﬁb\/vcﬂ)b"”(}fba (E.7b)
Taown = L\/U Uy oty (E.7c)
Tayey = Lwcﬂ)b(ab tap) - (E.7d)

Par combinaison des relations (E.7a-d), (E.5) et (E.6), ces derniéres se présenterons sous forme

plus appropriée en terme des coefficients de transmission et réflexion comme

3 £

T, 7+ 1,5 T8

T = SR+ S OrET () (ES)
b b
3 3

ST, 7+ ST I T/ I

Vo) = S iy (o) + ) v (x). (E.9)
b b

Formellement ces équations permettent d’écrire

Tt
\Il—i-

E-ﬁ-

Sl

=9 ], (E.10)

Sl
+
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et

T U
— | =5 — | (E.11)
v, v
avec S est donnée par
rl R
S= Lol (E.12)
t“ r

Il est ainsi clair que (E.10) et (E.11) ensemble définissent que la matrice de collisions S,
(E.12), est une matrice unitaire : SST = STS. Physiquement ceci traduit la conservation du flux
de courant dans la structure considérée. C’est cette propriété de S qui permet de déterminer
explicitement les contraintes qui découlent de la conservation du courant (D.5), en terme des

coefficients de transmission et reflexion :

(rHtel + D)t = 1, (E.13)

(rBfef (B ItE = 1, (E.14)

el 4 (eBitl = 0, (E.15)
et

rf @)+ tB ) = 1, (E.16)

rBe®)t i)t = 1, (E.17)

tL D)t £ BT = 0. (E.18)

ou 1 est la matrice unité. Dans ce cas elle est d’ordre n.
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Annexe F

GL (B) dans I’approximation du

temps de relaxation

Nous nous intéressons dans cet annexe & la dérivation de la formule de Landauer G%(B)
dans le cadre de I'approximation du temps de relaxation. Celle-ci permet de déterminer la
probabilité de transition des électrons de conduction d’un état & un autre comme conséquence
des interactions élastiques avec les impuretés.

Par combinaison de (2.59), (3.6) et aussi de

of =—2L A0, (k1)

tout en supposant que l'inverse de A existe seulement aprés soustraction de la valeur propre

zéro du spectre [18], la formule de la magnétoconductance de Landauer s’écrit
L e (VALY Sy o (70 (i
G"(B) = Trph(H)i* (A i") + < Tegh (HO)(i* - 1). (F:2)

1 est le vecteur unité défini auparavant. Cette derniére équation peut étre simplifiée davantage

€en

GhB) = Teph(H")i* (A - (7 01))
= Trpy(H°)it (A74), (F.3)
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sachant qu’a énergie fixe €

1
SA X 14 :ﬁm =i, (F.4)

avec 1 est le vecteur courant dont les éléménts sont donnés par

< £

fao)ao) =0V, AveC 0= +. (F.5)
Ainsi & énergie fixe €, (F.3) prend la forme

G(e,B) = 0(z — &) (i*)ee (A1) o - (F.6)
13

Dans I’approximation du temps de relaxation, ’évaluation de (A_1 i)¢e incite & définir pour

chaque état |£) une fonction 7¢ telle que

(Ai)?aa)(aa) = (1/T20)i?aa)(aa)7 (F7)
et 'inverse de A satisfait
(A_l Z) (EaU) (ao) = Tiaifaa)(ao') . (FS)

Autrement, pour trouver 'inverse de A nous avons a déterminer 75,. Pour ceci, 'application

de la relation (3.15) a l'opérateur courant i, permet d’écrire
v €
NE _Ya ity 27 - . —_c 27+ .
(A (ao)(a0) =7 > T aoy o) o) (ao) =100y t0)] HI T (a0 (0, P [i0) (00) =7, 0 )+ (F-9)
b

Les '_l'iw)(ba/) sont les éléments de matrice de 'opérateur de transition réduit (3.29a-d).

Par identification des équations (F.9) et (F.7), faisant appel a (F.5), on déduit que

’ <1 —%D + [Taor0—o) 2 (1 - v%) } (10

En utilisant maintenant les définitions (3.29a-d), 75 s’écrit explicitement en terme des proba-

€
-1 _Ya €
(Tao)™ =7 {F(aa)(ba)
b
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bilités de transmission et de réflexion comme
v €
~1 Ya
(Tat) L{ vazb:vb\ B - |k, } (F.11)

1 3
(5t = %{1+a2vb(\rﬁ,\2—\tﬁ]2)}. (F.12)
b

Notons ici que le temps de relaxation dépend essentiellement de I’énergie. Il doit vérifier 75, =

£

Ta

c’est & dire que le temps de relaxation est le méme indépendamment de la direction de
propagation.

Enfin, en combinant (F.3), (F.8), (F.11) and (F.12), on obtient

(
dem 22 [()t g - ()6 e

1 & L2 _ 4R |2
a 1+ va\ b\ —\t 1+Ua§ijb(|rab\ —|t&

une formule de la magnétoconductance du type Landauer dépendante explicitement de la vitesse
[45]. Elle demeure vérifiée méme en 1’absence du champ magnétique. Par ailleurs, moyennant
le temps de relaxation sur les canaux de propagation ainsi que la densité d’états et en tenant
compte de l'identité physique 75, = 75_, on montre [18] que (F.13) se réduit a la formule BILP
(1.65) en 'absence d’un champ magnétique.

D’autre part, utilisons la propriété du superopérateur master adjoint AT définit pour des

opérateurs diagonaux arbitraires X et Y par
Tr XAY =TrYATX. (F.14)

En représentaion tétradique Af s’écrit
2 .
(ADggiec = 25 (el TH a)|* {9 = dac) (F.15)

avec Tga = <g0£|T+|g0a> = (p¢|V|¥a). Ainsi, il est possible d’associer a A', pour chaque état

187



|¢), une fonction 7¢ de sorte que

(1&Jr i)‘(?ao_)(aa.) = (1/7'20)i?a0)(a0.). (F16)
Par itération, on écrit
—1. —_ .
[(AT) Z]%aa)(ao) = TZUZ?QU)(aa)' (F17)

Dans ce cas, en utilisant les équations (F.14), la magnétoconductance (F.3) s’écrit en terme du

superopérateur adjoint comme
GH(B) = Trpp(HO)i~ (A1) 4). (F.18)

En procédant de la méme maniére pour (F.6), les temps de relaxation résultants s’écrivent en

terme des coefficients de transmission et réflexion comme

/75, = Y {1—#i ivf(‘rL ]2 — |tL ‘2)} (F.19)
at+ T L vE b\|" ba ba ’ .

@ p

€ EZ i - e(|..R |2 R |2
Vr = 7 vazb:”b('%' — |t ¢ (F.20)
Ainsi, la conductance & énergie fixe G¥(g,B) correspondante s’écrit sous forme symmétrique

comme
2 € ( L(+L\t R(+ R\t

2 t~(t t(t

G"(e,B) = Z 620 + [ oo (F.21)

e e
N R R S (LA R A D b SCA (AR D)
a b a b

Une des plus importanttes propriétés de cette formule est liée au fait qu’elle ne change pas par
permutation des superscriptes L et R. Ceci-dit que la magnétoconductance de Landauer ne
dépend pas du sens de conduction du courant.

En combinant maintenant (F.13) et (F.21), GX(,B) peut se mettre sous une forme plus
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appropriée comme

L _ iz - [tL(tL)T]aa [tR(tR)T]aa
g (€7 B) o h Z 1 = L2 L 12 + 1 k£ R 2 R 12 +
a 1+7 va(‘rba’ —|tba ) 1+v_ va(‘rba‘ — ’tba )
a b a b

(L0102 P 11 R

1 ¢ 1
Lt =S ol = th]) 1+ Sup(|rL 2 — [¢5]?)
a b a b

Ceci permet de montrer, en tenant compte de (F.14) et (3.74), que GZ (¢, B) est invariante par

renversement du champ magnétique : G*(¢,B) = GL(e, —B).
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Annexe G

Densité de particules induite

En présence d'un courant stationnaire, les densités de charge et les potentiels électrochim-
iques induits & l'intérieur de la structure mésoscopique sont reliés par I’équation de Poisson
locale [34]

V2w(r) + dre (]de(r) - N(r)) = 0. (G.1)

N1d(r) est la densité de charge induite (par le gaz électronique & cause de lexistence des
impuretés; ions positifs) par le potentiel w(x,y) et N(r) est la valeur moyenne de la densité
de charge dans approche de Landauer (5.37), de sorte que N™d(r) — N(r) définit la densité
de particules qui demeure non écrantée (I’écart par rapport a une concentration électronique
uniforme) et w(r) est le potentiel physique produit par la charge positive ainsi que le nuage
d’élctrons écran qu’il induit.

D’autre part, ’équation Thomas-Fermi locale permet de définir, pour une énergie €, dans le
régime stationnaire et en tous points de la structure, la densité de charge induite en terme du

potentiel induit :

: on
NM(g r) = e—w(r). G.2
(e0) = etwlr) (@2
'gg représente le nombre d’états par unité d’énergie se propageant de gauche & droite dans un
1> 15
champ magnétique et en présence du désordre : %? = Za:'%"‘? = 3 E];:
La combinaisin de (G.1) et de (G.2), permet d’écrire

£2 V2Nind(€, I‘) 4 (Nind(r) _ N(I‘)) =0, (G?))
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avec £2 = Er]e? ('%?)_1 définit le rayon d’écrantage au-dessous duquel 'effet écran ne joue pas,
et au dessus duquel il devient de plus en plus total. Pour un effet écran (screening) effectif, i.e.
le rayon écran est trés petit relativement & la variation des densités N"d(r) et N(r) [86], le

premier terme dans (G.3) peut étre négligé d’ou nous aboutissons a [86, 60, 12] :
N (r) = N(r). (G.4)

Ceci étant, si l'effet écran est effectif, la densité de particules induite en un point r, Nird(r),
coincide avec la déviation de la densité de particules de sa valeur a I’équilibre, c’est-a-dire N (r).
Ainsi de (G.4) et (G.2), il s'en suit que la densité de particules en un point r dans le point de

vue de Landauer a énergie € s’écrit
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Annexe H

Effet Hall quantique intégral :
Méthode de comptage

Nous nous intéresserons dans cet apppendice a 1’étude heuristique de I'effet Hall quantique
intégral. Nous considérons pour ceci le cas réaliste d’'une géométrie unidimensionnelle & six
terminaux, deux servant pour le transport du courant et les autres sont des sondes de mesure
des différentes tensions (voir Fig.H-1).

Avant d’aborder le probléme de la mesure dans une structure de Hall unidimensionnellle,
rappelons les traits majeurs du calcul probabiliste élaboré dans le point de vue de Landauer
pour une structure a quatre terminaux [39, 138, 47, 46] et ceci afin de décrire la conductance
mesurée. Considérons, de prime abord, la formule du courant définit en terme des potentiels

chimiques des réservoirs adjacents comme (voir formule Biittiker)

. e . . .
o= St St (U= ftaf) = 3 el
J

e . .
= EUZZN {6i5 — Tij}, (H.1)
J
avec ¢ et j = 1 --- 4 définissent les indices des terminaux. Les coefficients de transmision et

de réflexion entre les différents terminaux 7j; définissent la matrice 7 relative a la structure
considérée. T vérifie que la somme des éléments de chaque ligne et de chaque colonne est égale

azéro:) . T = Zj T;j = 1. V' est la vitesse des porteurs a l'intérieur de chaque terminal 4 et
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1 Dl o i Dﬂ " 2
4 &

F1c. H-1 — Bare de Hall & six terminaux.

L représente la longueur de chaque terminal.
On montre aprés plusieurs manipulations algébriques que ce courant peut étre exprimé en

terme des potentiels induits a l'intérieur de la structure comme suit
J—— S wYis (H.2)
3 : j ¥ ij

Les w; définissent les potentiels électrochimiques induits a 'intérieur des terminaux en réponse
au courant qui y circule, et Y = 2A~1 —1 ou A = 1+ 7. Y vérifie les contraintes >_; Y;; =
> Yij =0.

Dans ce cas, la conductance, i.e. la magnétoconductance calculée par rapport aux potentiels

électrochimiques induits w; — w; (avec 4,j = 3 et/ou 4 or 1 et/ou 2) s’écrit

2 _
Giai; = 276 (911922 912921) ’ (H.3)
921
ol
1 1
gu = 3 Y118 + Yy + Yi,) Y + Yju)l G2 =3 V1,5, — Yo, Y1,
1 1
gn = g [Yi1Yje — Yo Yji], 92 =7 [YiiS + (Yi1 + Yio) (Yo + Yi4)]. (H.4)

S=Y,+ Y+ Y+ Yo =Y +Yio+ Y1 + Y.
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Ayant tous les ingrédients, nous nous limiterons maintenant au calcul des conductances

longitudinales et Hall dans une structure de Hall & six terminaux.

H.1 Modéle

Considérons le cas réaliste d’une structure unidimensionnelle symétrique & six terminaux.
Les terminaux 1 et 2 servent pour le transport du courant et les autres sont des sondes pour
mesurer les différentes tensions (voir Fig. H-1). Le courant est donné par la méme formule
précédente mais avec maintenant ¢ et j : 1---6. Pour définir la matrice relative a la structure
T nous adoptons le modéle suivant :

Dans le méme esprit du calcul théorique exposé au chapitre 5, les interférences entre les
états de bords sont ignorés et la probabilité de reflexion d’un état de bord dans un autre est
non nulle. Nous considérons 1’écoulement dans les terminaux comme un fluide classique. Les
terminaux 3, 4, 5 et 6 servant pour la mesure des potentiels, sont connectés aux terminaux de
transport 1 et 2 de fagon symétrique. Ceci signifie que le pouvoir de transmission du terminal
1 vers le terminal 3 est le méme que le pouvoir de transmission du terminal 2 vers le terminal
6. De méme le pouvoir de transmission du termminal 5 vers 2 (états up) est le méme que le
pouvoir de transmission du terminal 4 vers le terminal 1.

Soit € le coefficient de couplage entre un terminal de mesure et le terminal de transport auquel
il est attaché. Les coefficients de transmission 7;; sont déterminés de la manicre suivante :
aprés qu’il soit injecté par le réservoir 1, un courant injecté dans un état de bord up arrive au
niveau du diviseur D et sera scindé en deux parties. Une partie (1 — &) x est transmise dans le
terminal 3 et sera absorbée par le réservoir 3, et la partie restante ex est transmise de l'autre
coté du terminal de transport. Une fois arrivée au niveau de 1’échantillon, cette derniére sera
a son tour scindée en une partie transmise dans le terminal 2, donnée par €T’z et une partie
réfléchie donnée par e Rx. T et R = 1—T sont les coefficients de transmission et de réflexion de
I’échantillon dans la direction de transport. Le courant réfléchi e Rz sera par la suite transmis
entierement dans le terminal 4 et absorbé par le réservoir adjacent. C’est & dire que la partie

réfléchie dans le réserevoir d’injection 1 est nulle!. En ce qui concerne la partie €Tz, une fois

'Ceci est en quelques sorte en accord avec lidée de Biittiker [86] qui consideére que le courant émis par 1 est
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arrivée au niveau de Do elle sera & son tour entiérement injectée (pour la méme raison) dans
le terminal 5 et absorbée par le réservoir 5. En collectant tous les termes, les coefficients de
transmission du terminal 1 vers les autres terminaux sont donnés par T2 = 0, 75! = 1 — ¢,
T4 = eR, T%' = T, T61 = 0 et le coefficient de réflexion de I’état de bord dans le méme
terminal est 7' = 0. La procédure est identique lorsque l'injection se fait du réservoir 2.
Pour ce qui est maintenant des terminaux 4 de méme que 5, le courant ou ’état de bord y
injecté par le réservoir 4 (5) dans le terminal 4 (5), une fois arrivé au niveau du diviseur D;(Ds)
sera partagé en une partie (1 —e)y transmise dans le terminal 1 (2) et donc absorbé par le
réservoir 1 (2), et la partie restante €y est réabsorbée par le réservoir d’injection. Enfin pour ce
qui est du courant injecté par le réservoir 3 (6) dans le terminal 3 (6) sera scindé au niveau du
diviseur Dy (D) en deux parties. Une partie (1 — ) z est transmise de l'autre coté du terminal
de transport, et la partie ez sera réabsorbée par le réservoir 3 (6). Une fois arrivée au niveau de
’échantillon, la partie (1 — €) z sera a son tour scindée en une partie transmise dans le terminal
2 (1), donnée par (1 —¢) Tz et une partie réfléchie donnée par (1 —¢) Rz. Une partie de cette
derniere (1 — 8)2 Rz sera transmise dans le réservoir 4 (5), et la partie restante € (1 —¢) Rz sera
absorbé par le réservoir 1(2). Alordre 1 ene, T =eR, T2 =T, T3 =¢, T® = (1 - 2¢) R,
TH =(1-2)T,et TH =0

Notons que : pour que T332 soit positif ou nul quelle que soit la valeur de R, le paramétre &

doit vérifier la condition 0 < e < 1. La matrice 7 correspondante & ce modéle, s’écrira comme

0 0 «o el el 0
0 0 0 eT eR o}
T_ eR T ¢ (1-2)R (1-29)T 0 ’ (1L5)
a 0 0 ¢ 0 0
0 o O 0 € 0
el eR 0 (1-2)T (1-2)R ¢

avec @ = 1 — ¢, et les termes d’ordre supérieur & 1 sont négligés. On montre que 7 vérifie les
contraintes de la conservation du courant suscités.

Pour adapter notre modele au calcul précédent (équation (H.1), deux des terminaux de

entierement absorbé par 3 dans un régime de Hall.
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mesure doivent étre éliminés (supprimés). Donc nous ne garderons que 4 terminaux relativement
au cas traité. En effet, comme la conductance longitudinale est mesurée avec les terminaux 3 et
5, et celle Hall avec les terminaux 3 et 4, commencons par ’élimination du terminal 6. Puisque
ce terminal sert de mesure de tension, le courant qui le parcourt est nul. Posons I% = 0, il vient

que

He = (To1 1y + To2pto + Tosps + Toapyy + Tospts) - (H.6)

1 —Tes
Dans ce cas la formule du courant (H.1) réduite a une structure a 5 terminaux se présente

comme suit

- e ~ ~
I ZEUV{NV(I—TW) —Z,LL”TW} , (H.7)
n

ot yetn:1—>5, et les nouveaux coefficients T;; sont reliés aux coefficients 7j; a travers

~ T GT -~ T 6T
Tyy=Ty + e Ty =T + e (H.8)
1 —Te6 —Tes

Conséquemment, la matrice (H.5) se réduit a la matrice unitaire et inversible

0 0 « eR eT
el eR 0 oT aRR
T=|¢cR cT ¢ (1-29)R 1-2)T |- (H.9)
a 0 0 € 0
a 0 0 €

H.1.1 Conductance longitudinale

Soit G¥ la magnétoconductance longitudinale donnée par le rapport du courant circulant a
la différence entre les potentiels induits dans les terminaux 3 et 5. Dans un tel cas le terminal
4 est sans importance. Ainsi, en procédant de la méme maniére, on montre aprés élimination

du terminal 4 et alors I% = 0, que I sera remplacé par

7 :ﬁv"{ue (1 —Top) —Zu”ﬂu}, (H.10)
v
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oufetrv=1,2 3 5et

Tos T, — ~ TosT,
Too = Tpo + —222 , To, = Ty, + —222 (H.11)
1-— T44 —T44

Tirant profit de ces relations, la matrice de départ (H.5) se réduit aprés élimination des ter-

minaux 4 et 6 en

eR 0 « el
7 T eR 0 aR
T = . (H.12)
aR eI ¢ (1-29T

0O o 0 ¢

T~ est une matrice carrée inversible d’ordre 4, qui est ni symétrique ni antisymétrique par
renversement du champ magnétique.

Le calcul de l'inverse de la matrice A, et définition alors des coefficients Y

ij> nous permet de

montrer aprés plusieurs manipulations algébriques qu’a ’ordre 2 en ¢ :

_ L 2
S = T ( 8€R) + O(&7), (H.13a)
gi2 = g21= 77”—9 (8¢TR) +0O(?), (H.13b)
1
g1 = %E [8eTR — 16>R(1 — 3TR)] + O(%), (H.13¢)
g2 = %%, [-8eT R+ 16> R(T — R)] + O(%). (H.13d)

Par conséquent, aprés substitution de ces résultats dans (H.3), la magnétoconductance longi-

tudinale mesurée s’écrit

glong _

(R — T! +R2 be(T - R)(T R2>

TR R T2)| (H.14)

G1235 = h

et

w1 — Wy = [—1 + 2Eu} (w3 — w5). (H.15)

T

Par ailleurs, dans la limite balistique (absence de désordre) :

2
lim Gl = lim % +e (;) — 00, (H.16)
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la résistance longitudinale s’annule indépendamment de la valeur de . Ainsi, on conclut que ce

que nous obtenons ici est conforme avec les prédictions physiques et expérimentales [129].

H.1.2 Conductance Hall

En suivant les mémes étapes développées précédement mais en éliminant cette fois-ci les

terminaux 5 et 6, 7 se réduit dans ce cas a

0 &I «o eR

T R
7= °© . (H.17)

eR o ¢ (a—¢)R

o
Q
~

Conséquemment, on montre aprés quelques manipulations algébriques que

5 = - f [ 4T—|—8a(1 — 2R) +0(?)], (H.18)
2
g22 = %%, o AH) AR[-R+¢e(6R—2)+0(c?)], (H.20)
2
gi2 = —g21= h 3 <det2AH> T [4R +8£(1 —3R) + O(%)], (H.21)
det A” = 4R +8e(1 — 2R) + O(e?). (H.22)

Par substitution de ces résultats dans (H.3), il vient que

2

H e
G" =G1234 =

p [ 28(3+4T)] (H.23)

et que

wy — wy = —R(wg —wy). (H.24)

Ceci-dit qu’'une conductance quantifiée correspond au cas ot le couplage € est nul ; ¢’est a dire

les états de bords ne se départagent pas.
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Abstract

A self-consistant linear-response theory for a two-lead mesoscopic structure in Landauer’s
viewpoint for transport is developed. The Landauer approach for transport views the current as
the causal agent and the induced electrochemical potential inside the two-leads Mesoscopic sam-
ple as the response. Thus, a density operator relevant in this viewpoint, in a uniform magnetic
field is derived. It is shown that this operator differs from the one given in Kubo’s viewpoint by
a term that represents the self-consistant effects. Hence, a special emphasis is devoted to this
term where an exact expression is obtained in the framework of elastic scattering theory.

As a first application, we have stressed the use of the Landauer density-operator in the
calculation of the conductance. To that, a solution for the diagonal master equation without
use of time relaxation approximation in case the magnetic field is perpendicular to current-flow.
Hence, we have obtained a plausible magnetoconductance formula that is in agreement with the
Landauer viewpoint, which neglects the effect of the contacts. Its plausibility, and consequently
the usefulness of Landauer approach, was obvious once we have subjected it to magnetic field
reversal test.

Finally, we have stressed the use of the obtained density operator to describe the quantum
Hall effect in case the magnetic field perpendicular to the two-dimension structure is strong.
Within the edge states model for transport, supposing the existence of tunneling between those
states, we derive a generalized longitudinal and Hall conductance’s formulas within linear re-
sponse theory that for the time being, have not been derived quantitatively.

These formulas describe the regions of the breakdown and lead to the integer quantum Hall

effect in case the current flux is dissipation less.
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Résumé
Nous développons dans cette thése une théorie nouvelle pour décrire le phénoméne de
transport électrique dans les systémes mésoscopiques en présence d’un champ magnétique faible
dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire.

Nous considérons, pour ceci, une structure mésoscopique a deux terminaux, soumise a un
champ magnétique uniforme. En outre, le transport est décrit dans le cadre de I’approche de
Landauer qui définit le potentiel induit & 'intérieur des terminaux comme une réponse au flux
de courant.

Nous dérivons 'opérateur densité dans ’approche de Landauer, nécessaire pour le calcul de
toutes les grandeurs physiques. La différence entre cette approche et celle de Kubo, adoptée
dans plusieurs travaux, est alors élucidée. Celle-ci se manifeste par un terme supplémentaire au
niveau de I'opérateur densité traduisant effet de la self consistance. Par ailleurs, une solution
exacte de ’équation maitresse de I'opérateur densité dans le cadre de la théorie de diffusion
élastique est dérivée.

Comme premiére application a ce résultat nous nous intéressons au calcul de la conductance
dans un champ magnétique de faible intensité, perpendiculaire au flux de courant. Ainsi nous
obtenons une formule de la magnétoconductance excluant l'effet des contacts, ne souffrant
d’aucune inconsistance et enfin vérifiant I'invariance par renversement du champ magnétique. La
limite d’un champ magnétique nul est discutée. Nous montrons que la formule est bien identique
a celle retrouvée dans un champ non nul. Entre autres, nous généralisons quantitativement aussi
les formules retrouvées dans la littérature.

En deuxiéme application directe & 'opérateur densité dérivé, nous proposons un calcul mi-
croscopique de Deffet Hall quantique intégral si le champ magnétique appliqué est intense. Nous
admettons que 1’écoulement du courant est assuré par les états de bords et que la probabilité de
réflexion par effet tunnel, si le régime est diffusif, est non nulle. Nous dérivons pour la premiére
fois les formules de la magnétoconductance longitudinale et celle de Hall dans le cas ot plusieurs
canaux sont impliqués. Nous mettons ainsi en évidence la brisure de I'effet Hall quantique in-
tégral, et montrons que seulement en ’absence de dissipation, la magnétoconductance est nulle

alors que la conductance Hall est quantifiée a des entiers.
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